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Abstract

Stromungssimulationen sind zu einer wichtigen Aufgabe bei Entwicklungsarbeiten in In-
dustrie und Wissenschaft geworden. Die Stromungsmechanik oder auch Fluidmechanik
ist die Lehre des physikalischen Verhaltens von Fluiden. Unter dem Begriff Fluid versteht
man Medien, welche sich unter dem Einfluss von Scherspannungen unbegrenzt verformen
(also Fliissigkeiten oder Gase). Die Stromungslehre wird in Fachgebiete aufgeteilt, die sich
mit verschiedenen Teilaspekten von Fluiden auseinandersetzen.

Zwei grofie Gebiete der Stromungslehre sind die Fluidstatik und die Fluiddynamik. Die
Fluidstatik ist die Lehre von (anndhernd) ruhenden Fluiden. Ein Teilgebiet der Fluidstatik
ist z.B. die Aerostatik, die sich mit der Schichtung der ruhenden Atmosphére bzw. Erdat-
mosphire beschiftigt. Ein anderer Teilaspekt wire die Hydrostatik. Diese betrachtet unter
anderem die Druckverteilung in ruhenden Fliissigkeiten und die Schwimmstabilitdt von
Korpern. Die Fluiddynamik ist die Lehre von bewegten Fluiden. Deren Teilgebiete sind
z.B. die Aerodynamik, die speziell das Verhalten von Korpern in Gasen betrachtet, und
die Hydrodynamik, die die Bewegung unter Wirkung der vom Medium selbst erzeugten
Felder untersucht.

Innerhalb der Fluiddynamik werden einige Eigenschaften beschrieben, die verschiedene
Aspekte der Fluide abbilden. Zu den Eigenschaften gehoren z.B.

e Das Verhalten des Fluids

- inkompressible Stromung (Stromung, die ihre Dichte bei Druck von Aufien nicht
dandert)

- kompressible Stromung
e Die Stromungsart

- instationdre Stromung
- stationdre Stromung

e Die Stromungsform

- laminare Stromung
- turbulente Stromung




e Die Art des Fluids

- reibungsfreie Stromung
- viskose Stromung

Eine etablierte Methode der Stromungsmechanik ist die numerische Stromungsmecha-
nik. Sie hat das Ziel, stromungsmechanische Probleme approximativ mit numerischen Me-
thoden zu 16sen. Die benutzten Modellgleichungen sind unter anderem die Navier-Stokes-
Gleichungen. Es handelt sich hierbei um ein System von nichtlinearen partiellen Differen-
tialgleichungen zweiter Ordnung, die ein newtonsches Fluid komplett beschreiben.

Die vorliegende Masterarbeit beschéftigt sich mit der numerischen Losung der Navier-
Stokes-Gleichung auf dem sogenannten , driven-cavity-problem”. Eine Schwierigkeit bei
der Behandlung dieser Gleichung besteht in der Kopplung zweier Grofien - dem Druck
und dem Stromungsfluss. Der in dieser Arbeit implementierte Algorithmus basiert auf
zwei Iterationsschleifen. In der ersten Schleife wird eine erste Losung fiir den Stromungs-
fluss berechnet, der auf konstantem Druck basiert. In der zweiten Schleife wird zuerst im-
mer die Druckfunktion berechnet. Danach folgt eine Interpolation des Stromungsflusses.
Die Druckfunktion wird immer wieder neu erzeugt, bis die zweite Schleife mit der Berech-
nung vom Stromungsfluss deren stabilen Zustand erreicht hat. Die Ergebnisse werden auf
dem Standardproblem der Stromungsmechanik, dem zweidimensionalen , driven-cavity-
problem”, dargestellt. Mit Hilfe der Schrittweitensteuerung wird das Gitter von 10 x 10
auf 20 x 20 und 30 x 30 Punkte auf dem Q) = [0, 1] x [0, 1] verfeinert.
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1 Einleitung

Die Stromungsmechanik (auch Fluidmechanik oder Fluiddynamik genannt) befasst sich
mit dem Verhalten von Fluiden. Die Stromungsvorgiange der Fluide werden allgemein
durch die Geschwindigkeit, den Druck, die Dichte, die Viskositdt und die Temperatur als
Funktion von Ort und Zeit beschrieben. Die Navier-Stokes-Gleichungen sind die Grund-
gleichungen der Stromungsmechanik. Sie sind die am besten untersuchten und in der Pra-
xis am hdufigsten benutzten Gleichungen.

Die Navier-Stokes-Gleichungen verkorpern ein System von nichtlinearen partiellen Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung. Das System besteht aus einem Impulssatz und der
Bedingung der Divergenzfreiheit des Geschwindigkeitsfeldes. Eine Grundannahme der
vorliegenden Arbeit ist die Divergenzfreiheit des Ansatzraumes.

Die Interpolation und Approximation mittels radialer Basisfunktionen (RBFs) ist inter-
essant in ihren Anwendungen in der Signalverarbeitung, in der Computertomografie, so-
wie in vielen anderen Bereichen. In der vorliegenden Masterarbeit wird ein numerisches
Verfahren zur Losung von Stromungsaufgaben mit Hilfe neuartiger kernbasierter Metho-
den eingefiihrt.

In der Doktorarbeit von Frau Svenja Lowitzsch, auf der die Arbeit basiert, wurde eine
neue Klasse von divergenzfreien RBFs vorgestellt, die auf skalarwertigen RBFs mit kom-
pakten Tragern basieren und folglich viel effizienter fiir Rechenzwecke sind, weil schnelle
Loser gefunden werden kdnnen.

Die allgemeine Form der s x s matrixwertigen RBF wird definiert als

O(x) = —AI+VVTp(x). (1.1)

Dabei ist A der Laplace-Operator, I die s-dimensionale Einheitsmatrix, V der Gradient
und 1 eine skalarwertige RBF mit einem kompakten Trdger. Dann ist ® divergenzfrei und
positiv definit. In dieser Arbeit werden als i die Wendland Funktionen benutzt.

Sei () eine kompakte Teilmenge von R®, X = {x1,...,xx} C QO C R® paarweise verschie-
dene Punkte und f eine vektorwertige Funktion f : R® — IR. In diesem Fall, wenn die zu

N N
i=1 =

interpolierenden Daten die Form {x]', f]} annehmen, und wenn { f]}] 1 € RN Daten-

sdtze sind, die aus der Funktion f an gegebenen Punkten X stammen, also f; := f(x;), hat
die divergenzfreie Interpolationsfunktion s x die Form

N
spx(x) =) aj®(x — xj). (1.2)
j=1
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Das Interpolationsproblem besteht darin, ein {zx j }]I\il zu finden, so dass

sgx(xj) = f; (1.3)

furallel <j < N.
Dieses Problem kann umformuliert werden zu einem linearen 2N x 2N - Gleichungs-

system
N

Y a;®(xp —xj) = fi, (1.4)
j=1
fir alle 1 < j,k < N. Die entstehende Interpolationsmatrix A ist positiv definit, symme-
trisch und schwach besetzt. Deswegen konnen schnelle Loser eingesetzt werden, um ein
einheitliches Ergebnis zu bekommen.
In der Doktorarbeit von Frau Svenja Lowitzsch wird der Fall fiir einen konstanten Druck
behandelt. D.h. es werden zwei folgende Annahmen gemacht:

1. Das Stromungsproblem ist zeitunabhangig
ou
-y,
ot

2. Der Stromungsfluss hat einen konstanten Druck

Vp=0.

Mit diesen Annahmen kann die Navier-Stokes-Gleichung der inkompressiblen Fluidstro-
mung
M (u-Viu=-Vp+vAu,
V-u=0

zum folgenden Problem umgeschrieben werden:
Finde u = (u, U)T aus dem divergenzfreien Ansatzraum, so dass

(1.5)

vAu=(u-V)u in X,
u=(1,0)T in B, (1.6)
u=(0,0)7 in B2, B3, B4,

wobei v der Viskositdtskoeffizient ist. X! steht fiir die Menge der inneren Punkte von dem
gegebenen Raum, B1 bis B4 beschreiben die Mengen der Punkte an den jeweiligen Réan-
dern.

In diesem Fall braucht man die Voraussetzung

V-u=0
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nicht, da die Interpolante diese Bedingung selbstverstandlich erfiillt.
In der vorliegenden Arbeit wird zum ersten Mal auf den Fall eines nichtkonstanten
Druckes eingegangen. Folglich bleibt nur die Annahme:

1. Das Stromungsproblem ist zeitunabhangig.

Damit ergibt sich aus der Navier-Stokes-Gleichung das Problem:
Finde u = (u,v)7, so dass

u=(1,0)T in B, (1.7)
u= (0,07 in B2, B3, B4.

Die Neumann-Bedingungen an den vier Rdndern B1 bis B4 sind gegeben als

{ (vA—(u-V)u=Vp in X/,

dp =vd3v  in Bl,
o1p = va%u in B2,
d1p = —vd3u in B3,
drp = —vd5v in B4.

(1.8)

Die Interpolante zur Berechnung des Druckes wird definiert als

N N? N

p(x) := ) Bredag(x —xi) + ) Bridrg(x — xf) + ) Bri A g(x —xp), (1.9)
s=1 t=1 k=1

wobei ¥ € B1U B4 und x° € B2U B3 den horizontalen und vertikalen Randern entspre-
chen. Daher liegt die eigentliche numerische Methode wie folgt vor:
Gegeben sind s,_1 und s, = (u,,v,). Finde p, so dass

(VA —(s;-1-V))s,=Vp in X!,
p = j:l/agvr in B1, B4, (1.10)
01p = +vdiu, in B2, B3.

1.1 Aufbau der vorliegenden Arbeit

Die Arbeit beginnt in Kapitel 2 mit der Einfiihrung in die Theorie. Es werden die grund-
legenden mathematischen Bausteine, die dem implementierten Druckkorrektur-Verfahren
zugrunde liegen, erldautert. Zuerst werden im Kapitel 2.1 die Navier-Stokes-Gleichungen
eingefiihrt. Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung von ihnen wird im Unterkapi-
tel 2.1.1 dargestellt. Danach wird im Kapitel 2.2 das zweidimensionale ,driven-cavity-
problem” genau erldutert. Im Kapitel 2.3 folgt die Anwendung bei radialen Basisfunk-
tionen. Als Unterkapitel 2.3.1 wird der Begriff des konstanten Druckes erklart.
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Im dritten Kapitel werden die numerischen Grundlagen des Verfahrens dargestellt. In
Kapitel 3.1 werden die radialen Basisfunktionen eingefiihrt. Als ein Spezialfall der radia-
len Basisfunktionen werden in Unterkapitel 3.1.1 die Wendland-Funktionen beschrieben.
In Kapitel 3.2 wird die Interpolation mit radialen Basisfunktionen erkléart. Im Weiteren wird
in Kapitel 3.3 die eigentliche Problemstellung beschrieben. Die Umstellung vom konstan-
ten auf nicht mehr konstanten Druck wird in Unterkapitel 3.3.1 eingebracht. AbschliefSend
wird in Kapitel 3.4 der Losungsalgorithmus von Frau Svenja Lowitzsch aufgegriffen, wel-
cher den Kern der vorliegenden Arbeit, sowie den Ausgangspunkt fiir alle nachfolgenden
Berechnungen bildet. Dartiber hinaus wird in Unterkapitel 3.4.2 ein zweiter Algorithmus
aufgestellt, dessen Unterschied zu dem ersten Algorithmus in den folgenden Kapiteln ge-
nau erlautert wird.

Die Implementierung von der in Kapitel 3.4 prasentierten Algorithmen erfolgt in Ka-
pitel 4. Die Darstellung der Implementierung beginnt mit der Beschreibung vom Modu-
laufbau und der Initialisierung (Kapitel 4.1). In Kapitel 4.2 wird die Implementierung der
einzelnen Schritte von dem Code genau erkldrt. Danach wird in Kapitel 4.3 gezeigt, wie
die beiden bei den Algorithmen verwendeten Funktionen, die Wendland-Funktion und
die Gauss-Funktion, analytisch berechnet werden. Anschliefsend werden in Kapitel 4.4 die
Unterschiede zwischen der Doktorarbeit von Svenja Lowitzsch und der vorliegenden Mas-
terarbeit herausgearbeitet.

In Kapitel 5 wird der Aufbau des Rechengitters und der Eingabeparameter erkldrt und
die Ergebnisse vorgestellt. Das Rechengitter wird von der Grofie 10 x 10 auf die Grofsen
20 x 20 und 30 x 30 verfeinert.

Um einen Uberblick gewinnen zu kénnen, werden in Kapitel 6 die wichtigsten Punkte
der Arbeit zusammengefasst. Auch wird ein Ausblick auf die moglichen weiterfithrenden
Arbeiten gegeben.

Die Arbeit endet mit der Literaturliste der zur Entwicklung des Verfahrens und Beschrei-
bung der Arbeit benutzten Quellen.




2 Einfuhrung in die Theorie

Die Untersuchung des Verhaltens von Stromungen spielt in der numerischen Simulation
die entscheidende Rolle. Stromungen tauchen in fast allen Lebensbereichen auf. Beispiele
sind der aufsteigende Rauch einer Zigarette oder das Ein- und Auslaufen von Wasser in
einer Badewanne [11].

Fliissigkeiten und Gase werden unter dem Oberbegriff Fluide zusammengefasst. Wah-
rend einerseits die Kréfte zwischen einem stromenden Fluid und einem ruhenden Kor-
per eine Rolle spielen, ist das unterschiedliche Verhalten von Fluiden andererseits auf die
Wechselwirkung zwischen den Fluidpartikeln untereinander zurtickzufiihren. Der Grund
fir diese Krifte besteht in der sogenannten Viskositit, der Zahigkeit der Fluide. Unter
Ziahigkeit versteht man die Eigenschaft eines Fluids, gegen Verdnderungen seiner Form
Widerstand zu leisten. Das bedeutet, dass die Zahigkeit eines Fluids innere Reibung ver-
ursacht, was zur Folge hat, dass ein sich bewegendes Fluid auch ohne Einflufs duflerer
Kréfte zur Ruhe kommen kann.

Es ist klar, dass bei sehr zdhen Fluiden, wie z.B. Honig, die innere Reibungskraft sehr
stark ist. Das bedeutet, dass der Widerstand gegen Verformung sehr viel hoher ist als bei
weniger zdhen Fluiden, wie z.B. Wasser.

Eine weitere Unterscheidung betrifft kompressible und inkompressible Fluide. Kom-
pressibel bedeutet, dass das Fluid zusammengedriickt werden kann. Insbesondere muss
somit die gleiche Masse des Fluids nicht immer das gleiche Volumen haben, denn das
Volumen héngt direkt vom Druck ab. In dieser Arbeit werden nur inkompressible Fluide
betrachtet, also solche, bei denen die Fluidmasse immer das gleiche Volumen einnimmt,
d.h. die Dichte des Fluids ist konstant.

2.1 Navier-Stokes-Gleichungen

Allgemein wird die Stromung eines Fluids in einem Gebiet O € RN(N € 2,3) iiber der
Zeit t € [0, t,,4] durch folgende Grolen charakterisiert:

e das Geschwindigkeitsfeld u : Q x [0, t,,4] — RY,
e und den Druck p : Q x [0, t,,4] — R.

Bei kompressiblen Fluiden kommt die Dichte p : Q) x [0,¢,,4] — R als Zustandsgrofe
hinzu.




2 Einfuhrung in die Theorie

Die inkompressible Stromung kann nun durch die Impulsgleichung

d
%%—(u-V)u%—Vp—vAu:f, (2.1)
und die Kontinuitétsgleichung

Vou=0 (2.2)

in O,t € [0, 4] beschrieben werden. Das System der partiellen Differentialgleichungen
(2.1) und (2.2) wird als Navier-Stokes-Gleichungen bezeichnet.

Dabei ist f : QO — R? eine vorgeschriebene vektorwertige Funktion, die die dufleren Kréf-
te beschreibt, wie z.B. die Erdanziehung, denen das physikalische System unterliegt. Der
Druck p ist bis auf eine Konstante bestimmt. Die reelle Zahl v ist der Viskositatskoeffi-
zient, der im dimensionslosen Fall gerade dem Kehrwert der in der Stromungsmechanik
wichtigen Reynoldszahl Re entspricht. Die Reynoldszahl wird wie folgt definiert:

1
Re ~ —,
v

wobei v die Zdhigkeit des Fluides ist.

2.1.1 Existenz und Eindeutigkeit der L6sung der Navier-Stokes-Gleichungen

Abschliefiend bleibt die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit der Losung der Navier-
Stokes-Gleichung zu kldaren. Es wurden mehrere Wege gefunden, die Existenz einer schwa-
chen Losung sowohl in zwei, als auch in drei Raumdimensionen zu beweisen [12]; so zum
Beispiel mit dem Beweis aus den 1980er Jahren von Sohr [13].

Fiir die schwache Losung in zwei Raumdimensionen konnte die sogenannte Serrin’s
Bedingung aus [14] gezeigt werden, was deren Eindeutigkeit garantiert. In drei Raumdi-
mensionen konnte die Eindeutigkeit noch nicht gezeigt werden.

Sowohl in zwei, als auch in drei Raumdimensionen gilt, dass existierende klassische
Losungen auch eindeutig sind.

2.2 Das zweidimensionale Driven-Cavity-Problem

Das , driven-cavity-problem” ist ein klassisches Test-Beispiel der numerischen Stromungs-
simulation. Dieses Problem wird vor allem benutzt um numerische Methoden zu testen,
die auf den Navier-Stokes Gleichungen basieren [10].

Als Modell dient dabei ein mit einem Fluid gefiillter rechteckiger Behdlter, tiber dessen
obere Kante ein Antriebsband mit einer vorgegebenen Geschwindigkeit gezogen wird, wo-
durch sich das Fluid in Bewegung setzt. Die Abbildung 2.1 zeigt eine schematische Dar-
stellung des Modells [4].
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u=1, v=0
Bl
u=0 u=0
V=0 B2 B3 =0
B4
u=v=0

Abbildung 2.1: Die Randbedingungen beim zweidimensionalen , driven-cavity-problem”

Die Randbedingungen auf der unteren, der linken und der rechten Seite sind stationar,
also fiir u = (u,v) gesetzt auf u = v = 0. An der oberen Seite wird das Antriebsband in x-
Richtung mit der Geschwindigkeit u = 1 gezogen. Die vertikale Geschwindigkeit ist auch
auf dem oberen Rand gleich 0.

Als Kantenlidnge wihlt man 1, wodurch sich fiir Q) := [0,1] x [0, 1] ergibt, also ein Ein-
heitsquadrat entsteht.

2.3 Anwendung der radialen Basisfunktionen

In diesem Kapitel werden die Anwendungen der divergenzfreien radialen Basisfunktionen
basierend auf dem zweidimensionalen , driven-cavity-problem” untersucht.

Gegeben ist ein rechteckiger Raum mit der horizontalen Stromung am oberen Ende B1,
und einer Nullstrémung an seinen drei restlichen Seiten B2, B3 und B4. Die Aufgabe ist, die
Stromung in dem Raum zu modellieren, nachdem es seinen eingeschwungenen Zustand
erreicht hat. Um die Ergebnisse visualisieren zu konnen, wird MATLAB benutzt.

Man nehme an, die Stromung sei inkompressibel, d.h. sie verdndert ihre Dichte beim
Druck von Aufien nicht. Die Differentialgleichung, welche die inkompressible Material-
stromung beschreibt, ist eine Navier-Stokes-Gleichung. Das Material, mit dem gearbeitet
wird, ist Luft. Es soll eine numerische Losung fiir das , driven-cavity-problem” gefunden
werden, welche die Geschwindigkeit u der Navier-Stokes-Gleichung der inkompressiblen
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Luftstromung beschreibt. Das fithrt zum System

{ Do — _Vp+vAu,

Veou=0 (2.3)

im Inneren, X!, von dem Raum, wo

Du  Jdu
ﬁ = g + (11 . V)u
die Materialableitung, p der Druck und v der Viskositédtskoeffizient ist.

Die zweite Gleichung in (2.3) bedeutet, dass der Fluss divergenzfrei ist. Daher wird eine
Interpolationsfunktion gesucht, die auf einer divergenzfreien matrixwertigen RBF basiert.
Es werden streng positiv definite Funktionen mit kompakten Trager benutzt, weil diese
eine schwachbesetzte, symmetrische und positiv definite Interpolationsmatrix liefern, und
folglich den Algorithmus beschleunigen.

Um die Eindeutigkeit der Losung sicherzustellen, sind Randbedingungen erforderlich.
Solche sind gegeben als

{ u=(1,0)" in BI, 2.4)

u=(0,0)T in B2,B3,B4,

welche bedeuten, dass man eine horizontale Stromung im oberen Bereich des Raumes hat,
und keine Stromung an den drei tibrigen Réndern.

2.3.1 Der konstante Druck

Man betrachte zuerst die vereinfachte Version der Navier-Stokes-Gleichung in zwei Di-
mensionen.
Folgende zwei Annahmen werden gemacht:

1. Das Stromungsproblem ist zeitunabhéngig,
2. Der Stromungsfluss hat einen konstanten Druck.

Die Annahmen 1 und 2 setzen die Gleichungen aa—tt' = 0 und Vp = 0 voraus. Eine gemisch-

te Formulierung der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichung fiihrt zu einer verschwin-

denden Druckgrofse.

Mit den Annahmen 1 und 2 kann das Problem (2.3) folgendermafien umformuliert werden:
Finde u = (u, v)T aus dem divergenzfreien Ansatzraum, so dass

vAu=(u-V)u in X!,
u=(1,0)T in B1, (2.5)
u= (0,07 in B2,B3,B4,
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wobei v der Viskositdtskoeffizient ist.
In (2.5) braucht man dabei die Voraussetzung

V-u=0

nicht, da die Interpolante diese Bedingung selbstverstandlich erfiillt.

Das System (2.5) basiert nicht-linear auf dem Ausdruck (u- V)u aus der ersten Glei-
chung. Daher wird eine iterative Methode benutzt, um das ,driven-cavity-problem” nu-
merisch zu 16sen.
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Es gibt viele lokale und globale Methoden, um eine Funktion mit mehreren Variablen
zu approximieren [8]: multivariate Polynome, Splines oder Tensorproduktmethoden. Alle
diese Ansétze haben viele Vorteile und auch einige Nachteile. Wenn die Anzahl der Va-
riablen aber grofs ist, was in vielen Anwendungen von der Statistik bis hin zu neuronalen
Netzwerken oft der Fall ist, reduzieren sich die Auswahlmoglichkeiten schnell, bis nur
noch die Tensorproduktmethoden zur Verfiigung stehen. Die Daten konnen manchmal
auch verstreut sein, was eine Anwendung der Tensorproduktmethoden unmittelbar aus-
schliefit. Aufierdem benotigen Tensorproduktmethoden in hoheren Dimensionen immer
viele, manchmal zu viele Informationen. In solchen Situationen ist die Wahl der Methode
mit einer Anndherung der radialen Basisfunktion eine sehr gute Losung. Die Methode der
radialen Basisfunktionen liefert sowohl bei niedrigeren, als auch bei htheren Dimensionen
immer gute Ergebnisse. Aufgrund ihrer ausgezeichneten Approximationseigenschaften ist
sie auch eine gute Alternative zu bruchstiickhaften Polynomen.

3.1 Radiale Basisfunktionen

Methoden, die auf radialen Basisfunktionen basieren, werden oft zur Approximation von
multivariaten Funktionen benutzt, besonders, wenn Informationen tiber das Gitter fehlen.
Radiale Basisfunktionen werden bereits seit mehreren Jahren untersucht und getestet.

Definition 3.1 FEine stetige Funktion ® : RY — R mit hochstem polynomialem Wachs-
tum im Unendlichen heifst radiale Basisfunktion, in Zeichen RBF, falls ® im Sinne von
®(x) = ¢(||x||) mit einer reellwertigen Funktion ¢ : R>¢o — R erklart ist.

Die am hdufigsten betrachteten radialen Basisfunktionen [7] sind

dy(x) = e M A>0, (Gaussglocken),

@y (x) = (=1)%D | x||*log]||x||, k € N, (Thin — Plate — Splines),
P3(x) = (—1)2x|",v>0,v ¢ 2N, (3.1)
@4(x) = (=D +|xP)3),v,c>0,v ¢ 2N, (Multiquadrics),

Os5(x) = (24 |xP)D,v,c>0, (InverseMultiquadrics).

11
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3.1.1 Wendland-Funktionen

Wendland-Funktionen [3] sind neue radiale Basisfunktionen mit einem kompakten Tra-
ger. Diese Funktionen sind bruchsttickhaft polynomial, positiv definit und besitzen einen
minimalen Grad in Abhingigkeit von Glédtte und Raumdimension.

Fiir den Raum aller positiven definiten Funktionen auf dem IR schreibe man PD,;. Mit

Po(r) == (1)}

bezeichnet man die bekannte abgeschnittene Potenzfunktion. Sie ist definiert als

v _fa=nt o0<r<
(1 r)+.—{0, r>1.

Beachte, dass fiir alle Wendland-Funktionen, r = ||x|| gilt. Nach dem Theorem 3.1 aus [3]
existiert fiir jede Raumdimension d € IN und jedes k € IN eine Funktion ¢, mit { =
|d/2| + 3k +1und ¢ € PD;NC?*.

Der Operator 7 sei definiert durch

Eine Wendland-Funktion wird durch

Yoi(r) :=Trpy(r)

beschrieben, wobei mit k € Ny die Glitte, und mit { € R.y der Grad der Wendland-
Funktion gemeint sind.

Tabelle 3.1 beinhaltet eine Liste von verschiedenen Wendland-Funktionen. Sie ist aus [3]
entnommen. Dabei bedeutet = Gleichheit bis auf Konstanten. In der Abbildung (3.1) ist als
Beispiel die Wendland-Funktion ¢45(r) = (1 —r)% (3572 + 18r + 3) dargestellt.

3.2 Interpolation mit radialen Basisfunktionen

Ein Teilgebiet der multivariaten Interpolation ist die Interpolation mit radialen Basisfunk-
tionen [9]. Dass die Basisfunktionen radial sind, bedeutet, ihr Wert hingt an einer vorge-
gebenen Stelle x nur von der euklidischen Norm || x|| von x ab. Das weist vor allem darauf
hin, dass eine univariate Funktion als Funktion in der Norm, als radiale Basisfunktion in
jeder vorgegebenen Raumdimension dienen kann. Der folgende Abschnitt beschreibt die
multivariate Interpolation mit radialen Basisfunktionen. Die hier benutzten radialen Basis-
funktionen sind quadratisch und matrixwertig. Betrachtet wird ein Raum der Dimension
d=s.

12
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d=1 | ¢r0(r) = (1—1)+ 0
P21(r) = (1-7)3(3r +1) 2
W3a(r) = (1—7)2 (82 +5r +1) 4

d=3 | o0(r) = (1-1)% 0
P31(r) = (1—r)d(4r+1) C2
Pan(r) = (1 —7)5 (352 + 18r + 3) C4
Psa(r) = (1—7r)8 (323 +25/2 + 8r +1) | C°

d=5 | 30(r) = (1—7)% 0
Par(r) = (1-1)3(5r +1) c2
Yso(r) = (1—r)} (16r* +7r +1) C4

Abbildung 3.1: 1[74,2(7’) =

Tabelle 3.1: Verschiedene Wendland-Funktionen

(1—7)8(35r2 +18r +3)

13
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Die allgemeine Form der s x s-matrixwertigen radialen Basisfunktion ®,; kann geschrie-
ben werden als

Dyp(x) = {— AT+ VV }pri(x),

wobei ¢ eine skalarwertige RBF mit kompakten Trdger, A der Laplace-Operator, V der
Gradient und I die s-dimensionale Einheitsmatrix ist. Wie in Lemma 3.5 aus [1] bewiesen
wurde, sind die Spalten der Funktionen ®;;, = {— AT+ VVT}W,;( divergenzfrei, wobei
Yy i eine skalarwertige Wendland-Funktion mit k > 2 ist.

Definition 3.2 Eine stetige Funktion ¢ : R? — R heifit bedingt positiv definit der
Ordnung m, in Zeichen ® € BPD(m), falls fiir jede endliche Menge X = {x1,..,xn},
bestehend aus paarweise verschiedenen Punkten x; im R?, und beliebige reelle Zahlen
aq, ..., an € R gilt:

N
Y ajip(x —x;) > 0.
=1

Dabei soll Gleichheit nur im Fall a1 = ... = a = 0 auftreten. Eine bedingt positiv definite
Funktion der Ordnung Null nennt man auch eine positiv definite Funktion.

Alle in (3.1) vorgestellten Funktionen sind (bedingt) positiv definit.
Sei () eine kompakte Teilmenge von R®, X = {xy,..,xny} C Q C R° paarweise ver-
schiedene Punkte und f eine Funktion, f : R® — IR. In diesem Fall, wenn die zu inter-
f\il annehmen, und wenn { f]}]]\i1 € RN Datensitze
sind, die aus der Funktion f an gegebenen Punkten X stammen, also f; := f(x;), hat die
divergenzfreie Interpolationsfunktion s¢ x die Form [6]

polierenden Daten die Form {x;, f;}

N
spx(x) = Z% aip(x — x;).
=

Dabei nennt man ¢ Basisfunktion. La8t sich ¢(x) = ¢(||x||) schreiben mit einem ¢ : R>o —
R und der euklidischen Norm || - ||, dann ist ¢ eine radiale Basisfunktion.

Das Interpolationsproblem besteht darin, ein {(x i }]Iil zu finden, so dass

srx (%) = fj
firallel <j <N.

Dieses Problem kann umformuliert werden zu einem linearen 2N x 2N - Gleichungs-
system

N
Y aip(xe—x;) = fio
=1

14
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fir alle 1 < j,k < N. Die entstehende Interpolationsmatrix A ist positiv definit, symme-
trisch und schwach besetzt [1]. Deswegen konnen schnelle Loser eingesetzt werden, um
eine einheitliche Losung zu bekommen.

Das Gleichungssystem sieht in der Matrixschreibweise dargestellt folgendermafsen aus:

Ax=f,
mit der Interpolationsmatrix

P —x1) Pl —x2) ... (a1 —xN)

Apx = A= ‘l/J(X2—X1) ‘ll«’(xz—xz) ftb(xZ_xN)

;IJ(XN —x1) ;/J(XN —x2) . ;/J(XN —xN)

und & = (aq,...,an)T, f = (f1,., fn)T. Das Gleichungssystem Ax = f ist fiir beliebige
f = (f1,fn)T losbar, wenn die Matrix A nicht singulér ist, d.h. wenn die Determinante
von A nicht verschwindet. Dieses Kriterium ist erfiillt, da die Matrix A positiv definit ist.

In dieser Arbeit werden nur Basisfunktionen mit einem kompakten Trager benutzt. De-
ren Vorteil ist, dass sie schwachbesetzte Interpolationsmatrizen produzieren und dadurch
viel schnellere Rechnungen erméglichen.

3.3 Die grundlegende numerische Methode

Im folgenden Unterkapitel soll das eigentliche numerische Problem dargestellt werden.
Zuerst konstruiert man eine Eingangsinterpolante sy, welche die Stromung nur an den
vier Rdndern B1 bis B4 interpoliert. Um den Raum zu definieren wihlt man als Interpo-
lationspunkte ein regelméfiiges Gitter auf dem Raum. Dass die Daten auf dem Rand von
einer einfachen Punktauswertung stammen, spiegelt sich in der Interpolanten sy wieder.
Die Anfangsinterpolante hat die Form

NB
so(x) = Y af @(x — xp).
k=1
Daraus soll ay so bestimmt werden, dass
so(x)) =df

fiir x € X® der Randdaten D = {dlB}El auf den Réandern X? = {xlB}f\Z des Raumes
gilt, wie in (2.5) dargestellt. Dabei ist B die Vereinigung aller vier Rander, N® die Anzahl
der Interpolationspunkte auf dem Rand.

15
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Die Interpolante sy besteht nur aus den Umrechnungen der Ausdriicke der radialen Ba-
sisfunktionen. Daher kann das umgeschrieben werden als eine Linearkombination der Fal-
tungen der Deltafunktionale mit radialen Basisfunktionen, d.h.

NB
s0(x) = ) agi(0p * @)(x),
k=1
weil das Anfangsinterpolationsproblem nur aus Daten besteht, die aus Punktauswertun-
gen entstanden sind.

Als néchstes definiert man eine Interpolante s,, welche die Stromung sowohl an den
Randern, als auch im Inneren interpoliert. Im Inneren sind nicht nur die Daten, die von
Punktauswertungen stammen, sondern auch die Information tiber Ableitungen gegeben,
was sich auch in der Interpolante s, widerspiegelt.

Die iterative Interpolation der Navier-Stokes-Gleichung kann folgendermafien beschrie-
ben werden:

Fiir r =1 : nsteps
Nimm die Interpolante

NI NB
si(x) = Yal Ad(x — x]) + Y b d(x — xP),
i=1 k=1

finde den Koeffizienten «,, so dass

(VA — (sp—1(x ]I) : V))s,(x]l) =0 for x]l € X!,
{ sp(xB) =ab for xf € X5,

wobei df in (2.5) gegeben ist.
end

Da die iterative Interpolante aus Ausdriicken besteht, die einerseits vom Laplace-Operator
stammen, der auf radiale Basisfunktionen angewandt wurde, und andererseits aus Aus-
driicken, die aus Ubertragungen der radialen Basisfunktionen entstanden sind, kann sie
umgeschrieben werden als

se(x) = Y o) (D6, + @) (x —i—th (0,0 % @) (x).

Der Grund fiir die Wahl der Interpolante ist, dass beim Problem der iterativen Interpolati-
on Daten interpoliert werden, die sowohl aus den Punktauswertungen am Rand stammen,
als auch Laplace-Daten aus dem Inneren des Raumes. Die Iteration ist vollendet, wenn ein
stabiler Zustand erreicht wird, d.h. wenn die Differenz von zwei aufeinander folgenden
Interpolanten sehr klein wird.

16
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3.3.1 Der normale Druck

Es wird jetzt die normale Form der Navier-Stokes-Gleichung untersucht. Man leitet eine
Interpolationsmethode her fiir den Fall, dass der Druck nicht konstant ist. Es wird immer
noch angenommen, dass das Problem zeitunabhéngig ist. Folglich hat man nur eine An-
nahme:

1. Das Stromungsproblem ist zeitunabhédngig,

d.h. es wird auf die Annahme vom konstanten Druck aus dem vorherigen Kapitel verzich-
tet. Das Problem, das sich aus der Navier-Stokes Gleichung ergibt, ist das folgende:
Finde u = (u,v)7, so dass

u=(1,0)7 in Bl, (3.2)

und der Gradient ist gegeben als
V= (ax(l), cey ax(s))T. (33)

Die Anwendung des Gradienten als Skalarprodukt auf die erste Gleichung von (3.2)
ergibt

Ap = V-[vAhu—(u-V)u]

V-[vAu -V [(u-V)u]
0

— V-[(u-V)u

(3.4)

im Inneren des Raumes. Der erste Ausdruck verschwindet, weil u divergenzfrei ist. Um
eine eindeutige Losung fiir den Druck zu bekommen, leitet man Randbedingungen her.
Dabei ist die erste Gleichung von (3.2) dquivalent zu

o1p \ _ [ v(97+93)u — (udyu + vdu) (3.5)
dp ) \ v(07+93)v — (ud1v + v0y0) '

17
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in zwei Dimensionen, wobei u = (u,v).
Deshalb sind Neumann-Bedingungen an den vier Rdndern gegeben als

dp =vd3v  in Bl,
o1p =vd2u  in B2,
01p = —vdiu in B3,
op = —1/8%2) in B4,

basierend auf den Randwerten, die in (3.2) formuliert sind. Die numerische Methode ist
daher fiir die Losung des Druckes p wie folgt gegeben:
Gegeben sind s,_1 und s, = (u,,v,). Finde p, so dass

{ (v —(s,-1-V))s, =Vp in X!,

(3.6)

op = j:vagvr in B1,B4, (3.7)
01p = £vdiu, in B2, B3.
Die skalarwertige Interpolante zur Berechnung des Druckes wird in der Doktorarbeit
von Frau Svenja Lowitzsch [1] definiert als

Nh

Zﬁrsazgx—x +Zﬁ 1918(x — x7) +Zﬁrkﬂg(x—xk) (3.8)

wobei x" € B1 U B4 und x° € B2 U B3 den horizontalen und vertikalen Randern entspre-
chen.

Es gibt aber auch eine andere Moglichkeit die Druckberechnung zu definieren. Diese
besteht darin, dass man den Laplace-Operator von der Summe

NI
Y Bri & gx —xp)
k=1

zur Berechnung von p(x) an den inneren Punkten von X ersetzt durch

NI NI
Y BLidg(x —xp) + Y Bl dag(x — xf).
k=1 k=1

Also wird die Interpolante zur Berechnung des Druckes definiert als

Nh NI NI
Z Brod2g(x — x¢) + Z Brio1g(x —xf) + ) Bridig(x — xp) + ) Bridag(x — xp),

k=1 k=1
(3.9)
wobei x" € B1U B4 und x € B2 U B3 den horizontalen und vertikalen Randern entspre-
chen. Dieser Ansatz ist so gewdhlt, dass sich im Folgenden ein symmetrisches Hermite-
Birkhoff-Interpolationsproblem [15] ergibt.

18
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3.4 Algorithmus

Es soll eine numerische Methode entwickelt werden, um die Navier-Stokes-Gleichung
gleichzeitig fiir den Druck und den Stromungsfluss zu 16sen. Sie basiert auf zwei Itera-
tionsschleifen. Die erste Schleife wird herangezogen, um eine erste Losung fiir die Stro-
mung zu bekommen, die auf einem konstanten Druck basiert, eine zweite Schleife, um
eine Losung fiir den Druck zu erhalten, gefolgt von einer Interpolation der Stromung, die
diese Druckfunktion erzeugt, bis die zweite Schleife ihren stabilen Zustand erreicht. Dabei
wiihlt man die skalarwertige C8-Wendland-RBF, da die Implementierung des Druckes in
der Interpolationsmethode damit endet, dass zwei weitere Ableitungen verwendet werden
miissen.

Wie im vorherigen Abschnitt erldutert, kann die Berechnung der Druckfunktion auf zwei
unterschiedliche Weisen erfolgen. In der vorliegenden Arbeit werden beide Moglichkeiten
implementiert. Der Algorithmus I beinhaltet die urspriinglich vorgesehene Definition, die
in der Gleichung (3.8) gegeben ist. Beim Algorithmus II ist die Druckfunktion p(x) wie in
der Gleichung (3.9) definiert.

3.4.1 Algorithmus |
i) Finde den Koeffizientenvektor «g, so dass

NB
s0(x) = ) ag®(x — x7)
k=1

1ost
so(x7) = df

B
fiir x5 € XP fiir die Randdaten D? = {d? }2\]:1, wie in dem System (2.5)

ii) Fiir r = 1 : nsteps

Finde den Koeffizientenvektor «,, so dass

N! NE
se(x) =Y ol AD(x—x])+ ) al P(x — x7)
i=1 k=1

lost
(v A —=(sp-1(x]) - V))se(x]) =0 for x] € X!,
sp(xB) =db for xf € X5,
wobei d? in (2.5) gegeben ist.

end
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iii) Finde den Koeffizientenvektor j,, so dass

N Nv NI
p(x) == Y Bl dng(x — x) + Y Bl dig(x — x) + Y Bl A glx— )
s=1 =1 k=1
lost . ; 1 I
Vp(x]l) = (VA —(Susteps—1(x;) - V))snsteps (x;)  for x; € X7,
aZP(xZ) = ivagvnsteps(xg) fOT’ x? € B1, B4,
d1p(x}) = iva%unsteps(x;]) for x} € B2, B3,

wobei x" und x” den horizontalen und vertikalen Randern entsprechen.

iv) Fiirr = 1 : nsteps
Finde den Koeffizientenvektor «,, so dass s,(x), das definiert ist wie in Schritt ii), 10st

(vA —(sr,l(x]l) : V))sr(x}) = Vp(x]l) for x]l e X!,
sp(xB) = ab for xf € X5,

wobei d? in (2.5) gegeben ist.
end

v) Wiederhole Schritte iii) und iv), bis sowohl fiir den Stromungsfluss, als auch fiir den
Druck eine stabile Losung gefunden ist.

3.4.2 Algorithmus I
i) Finde den Koeffizientenvektor «g, so dass

NB
s0(x) = ) ag,®(x — x7)
k=1

1ost
so(x7) = df

B
fiir x§ € XP® fiir die Randdaten D? = {d? }2\]:1, wie in dem System (2.5)

ii) Fiirr = 1 : nsteps

Finde den Koeffizientenvektor «,, so dass

NI NB
si(x) = Yl Ad(x—x) + ¥ ab0(x — )
i=1 k=1
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1ost
(vA —(sr,l(x]l) : V))sr(x]l) =0 for x]l e X!,
sp(xB) = aB for xf € X5,
wobei d? in (2.5) gegeben ist.

end

iii) Finde den Koeffizientenvektor j,, so dass

Nh NV NI NI
p(x) i= Y Bl sdng(x — )+ Y0 B sdig(x —x) + Y Blydng(x — xb) + Y Bl dag(x — xb)
s=1 t=1 k=1 k=1

16st

9op(x}) = £V030usteps (x) for x" € B1, B4,

{ VP(XJI) = (V A _(Snsteps—l(x}) ’ v))snsteps(x}) fOT’ x]l € XI,
p(x) = L0 nsteps(x}) for x¥ € B2, B3,

wobei x" und x” den horizontalen und vertikalen Réndern entsprechen.
Hier wirkt sich der Ansatz (3.9) so aus, dass sich ein symmetrisches System ergibt.

iv) Fiir r = 1 : nsteps
Finde den Koeffizientenvektor «,, so dass s,(x), das definiert ist wie in Schritt ii), 16st

(vA —(sr,l(x]l) : V))sr(x}) = Vp(x]l) for x]l € X!,
sp(xB) = ab for xf € X5,

wobei d? in (2.5) gegeben ist.
end

v) Wiederhole Schritte iii) und iv), bis sowohl fiir den Stromungsfluss, als auch fiir den
Druck eine stabile Losung gefunden ist.
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4 Implementierung

In diesem Kapitel soll die Implementierung der im vorherigen Kapitel vorgestellten Algo-
rithmen erldutert werden. Es wird auch erkldrt, welche Moglichkeiten dem Benutzer bei
der Bedienung des Programms zur Verfligung stehen.

4.1 Modulaufbau und Initialisierung

Das implementierte Programm ist ein numerisches Verfahren zur Losung von Stromungs-
aufgaben mit divergenzfreien Ansatzraumen. Das Programm besteht, wie tiblich, aus ei-
nem Hauptmodul und mehreren kleinen Modulen, welche ausgelagerte Hilfsfunktionen
enthalten. Weiterhin beinhaltet es einen Input-File, in dem alle Eingabeparameter gespei-
chert werden. Der Benutzer hat damit die Moglichkeit, die einzelnen Parameter seinen
Wiinschen entsprechend zu setzen. Das ist eine Auflistung aller Parameter:

1. v - der Viskosititskoeffizient des Fluids,

2. [ - die Lange des Raumes,

3. d - die Tiefe des Raumes,

4. hsteps_x - die Anzahl der Schritte in x-Richtung,
5. hsteps_y - die Anzahl der Schritte in y-Richtung,

6. nsteps - die Anzahl der Iterationsschritte.

Mit der Anzahl der Schritte in x- und y-Richtung ist gemeint, in wieviele Teile die Lange
und die Tiefe des Raumes jeweils aufgeteilt werden soll. Die Schrittgrofse ist dann

dx = {/hsteps_x
dy = d/hsteps_y

Mit diesen Eingabeparametern werden anschlieffend in den Hauptprogrammen regelma-
Bige Gitter [X, Y] mit den Eckpunkten (0,0), (¢,0), (0, —d) und (¢, —d) angelegt. Die GroSe
der beiden Gitter ist jeweils m x n. Weiterhin werden zwei Gitter XI und Y[ erzeugt, mit
den jeweils inneren Punkten von X und Y. Diese haben dann dementsprechend die Grofie
(m —2) x (n — 2). Die Randwerte der Rander B1 bis B4 werden zu den Vektoren XB_vec
und YB_vec zusammengefasst. Deren Lange ist jeweils (2m) + (2n — 2).
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4 Implementierung

4.2 Die einzelnen Schritte der Algorithmen

Die implementierten Algorithmen, die im vorherigen Kapitel vorgestellt wurden, bestehen
jeweils aus vier wichtigen Schritten. Was in den einzelnen Schritten genau passiert, wird
in den folgenden Kapiteln genauer dargestellt.

4.2.1 Der erste Schritt

Im ersten Schritt wird der Startwert so(x) fiir alle Randwerte berechnet. D.h. es wird zuerst
der Koeffizientenvektor ag bestimmt:

ocg,k :CD(x—x,lf)\DB

furallek =1, ..., NB, wobei N2 fiir die Menge aller Randpunkte steht.
Die Menge der Randwerte D? ist definiert als D? = {d%} ?’:B 1, wie in dem System (2.5) fiir
die Randwerte B1 bis B4, d.h. u = (u,v)7, so dass

u= (1,00 in Blund
u= (0,07 in B2,B3,B4

Nachdem der Vektor ag bestimmt wurde, kann nun auch der Strémungsvektor s§ (x) fiir
die Randpunkte berechnet werden, also

NB
50 (x) = ) ax®(x — xp).
k=1

Fiir die Berechnung der weiteren Schritte muss auch noch

N
so(x) = Y aor®(x — x¢)
k=1

berechnet werden. Dadurch erhilt man die notigen Startvektoren ap und sg(x) fiir die nach-
folgende Interpolation.

4.2.2 Der zweite Schritt

Im zweiten Schritt wird eine for-Schleife nsteps-mal durchlaufen. Dabei wird fiir jedes
r = 1,..., nsteps der Koeffizientenvektor «,, und daraufhin der Stromungsvektor s,(x) be-
rechnet. Es wird {tiber alle Gitterpunkte interpoliert. Um den Koeffizientenvektor «, zu
bestimmen, muss das Gleichungssystem Aa, = b gelost werden. Die Matrix A stellt die
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4 Implementierung

linke Seite der beiden Bedingungen, fiir die inneren und dufleren Werte von X, dar. Die
Bedingung fiir die inneren Punkte ist definiert als

(vA — (sr_l(x}) . V))sr(x}) = vAsr(x]I) - sr_l(x}) . Vsr(x}). 4.1)
Dabei ist der Gradient nach (3.3) definiert als

V = (ax(l), veey ax(s))T.

Der Stromungsvektor s, (x) ist gegeben als

NI NE
s(x) = Yol Ad(x—x) + Y aby@(x — xf)
i=1 k=1

Zuerst wird die erste Summe fiir die inneren Punkte zusammengestellt, d.h.
A = vAsr(x]l) - (sr,l(x}) : Vsr(x]l))
915y (x})
_ 2 I _ Iy . r\&;
(

_ VA2<I>(x]1) - (ur_l(x]l) L AD x}) + Ur—l(x]l') 'azﬁq’(xf))-

X
X

Und dann fiir die Randpunkte
Ay = vAs,(x]I) - (sr_l(x}) . Vsr(x]l))

915, (x!
= VAD(x] —x{) — (s,1(x]) - ( alsréx?; )

= VACID(x} —xB) — (w1 (xf = xB) -ald)(x} —xB) o, (xf —xP) - aqu(x]l —xP)).

J ]

Als Bedingung fiir die duferen Punkte von X ist das Stromungsfeld s,(xf) gegeben.
Auch dieses Feld wird in zwei Matrizen aufgeteilt. Die erste Matrix stellt die Summe von
den inneren Punkten von s, (x) dar:

Az = ACIJ(xf — in),

wobei ¥ = 1,..,NBund i = 1,..., NL. Die zweite Matrix stellt die zweite Summe von den
Randpunkten von s, (x) dar:

Ay =®(xB), ¢=1,.,NB

Die vier einzelnen Matrizen A; bis A4 werden zum Schlufd zu der gemeinsamen Matrix A

zusammengefasst:
([ A A
A ( o )
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4 Implementierung

Jetzt wird die rechte Seite b des Gleichungssystems Aa, = b implementiert. Fiir alle in-
neren Punkte wird ein reiner Nullvektor eingetragen. Die Bedingung fiir die Randpunkte
ist gleich der Bedingung aus dem ersten Schritt. Die Ergebnisse werden zum Vektor b zu-
sammengefasst.

Nun kann das Gleichungssystem Aa, = b nach dem Koeffizientenvektor «, aufgelost wer-
den. Und wurde «, bestimmt, so kann auch der Stromungsvektor s, (x) durch das Ausrech-
nen der Summen bestimmt werden.

4.2.3 Der dritte Schritt

Vor dem Beginn der grofien dufSeren Schleife wird eine Matrix A gebildet, welche die linke
Seite der Bedingungen beschreibt. Diese sieht folgendermafSen aus:

fur alle x]l e X!, x?l € XBl,xZB2 e XB2, st3 e X8 und xtB4 e Xb4,
Im Weiteren kann der Gradient von p in seine beiden Bestandteile zerlegt werden, d.h.

(4.2)

Jetzt muss die Berechnung der Druckfunktion implementiert werden. Diese Berechnung
unterscheidet, wie bereits erwdhnt, die Algorithmen I und II.

Algorithmus |

Beim Algorithmus I ist die Interpolante p(x), welche den Druck darstellt, definiert als

NI NB] NBZ
p(x) = Y Brog(x—xp) + ) ploag(x —aft) + ) pong(x — x7?)
k=1 s=1 t=1
NBS NB4
+ ) Boorg(x —xg) + ) rroag(x — x7t). (4.3)
w=1 z=1
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4 Implementierung

Die Matrix A, die daraus entsteht, ist nicht symmetrisch.

1 Ag(xh —xl)  91020(xf — xBY)  91019(x" — xB?2)  91019(x" — xB3)  910p¢(xf — xBY)
HAg(xl —x1)  90p¢(x" — xBY)  92019(xf — xB2)  0,019(x! — xB3)  9,0,9(x! — xB4)
azAg(xBl _ xI) azazg(xBl _ xBl) azalg(xBl _ xBZ) azalg(xBl _ xBS) azazg(xBl B4
alAg(xBZ _ XI) alazg(xBZ _ xBl) alalg(xBZ _ xBZ) alalg(xBZ _ XB3) ala2g(x32 B4
31Ag<xB3 _ xI) ala2g(xB3 _ xBl) alalg(xBB) _ xBZ) alalg(xBB) _ xB3) alazg(xBE’) B4
azAg(xBél _ XI) azazg(xB4 _ xBl) azalg(xB4 _ xBZ) azalg(xB4 _ xBS) 8282g(x34 B4

An dieser Stelle beginnt die dufSere Schleife, welche auch den vierten Schritt einschliefst.
Es soll die rechte Seite der Bedingungsgleichungen beschrieben werden; Zuerst die Bedin-
gung fiir die inneren Punkte:

(VA — (Snstepsfl(le') . V))Snsteps (x]I) - VASnsteps(x]I) Snsteps 1( ) vSnsteps( ]I) (44)

Da der Gradient definiert ist als

V= (0x(1), s ax(s))T’

kann die Bedingung (4.6) der rechten Seite umgeschrieben werden als

VASnsteps(xD — Snsteps— 1( ) Vsnsteps( ]I)

o VAunsteps(x]I) - (unsteps—l . alunsteps( I) + unsteps—l . aZ”nsteps(xl))
VAvnsteps(x]l) - (Unsteps—l : alvnsteps(xj) + Onsteps—1 azvnsteps(xj)) !

wobei die Stromungsflussinterpolanten ssseps und systeps—1 aus dem zweitem Schritt be-
kannt sind.

Nun miissen die Bedingungen 2 und 3 der rechten Seite fiir die Randpunkte definiert
werden. Diese sind, wie in (3.6) angegeben, folgendermafien festgesetzt

VaZUnsteps(xg )

Va unsteps( i )
—v9? unstep (xB3)
Va Unsteps (x}}M)

(4.5)

Diese werden, der Reihe nach, alle in einem Vektor z abgespeichert:
2 Bly , 52 B2 2 B3 2 B4
zZ= [Vazvnsteps (xg ) Va1unsteps (xl’ ) _Valunsteps (x°), _Vazvnsteps ()]

Anschlieffend werden die Vektoren, welche die erste Bedingung enthalten, und der Vek-
tor z mit den Randbedingungen ebenso der Reihe nach in einem gemeinsamen Vektor b
vereint.
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4 Implementierung

Danach kann auch der Ergebnisvektor B, als Losungsvektor des Gleichungssystems
ABr = b berechnet werden. Und wenn 8 bekannt ist, kann auch der Druck p berechnet
werden als

s=1

NI Nh NV
=) Bux D8(x —xp) + Y B 02g(x —xl) + ) B ydrg(x — xf).
k=1 t=1

Algorithmus Il

Die Interpolante p(x), welche den Druck darstellt, ist nach (3.9) definiert als

NI NI NBl
p(x) Z:Bkalg X —x)+ Zﬁkazg x—xp)+ Y BYlosg(x —xPt)
s=1
NBZ B4

+ Zﬂfzalg x—xt + 2 ,3138 Q( x—xB3 )+ 255482g x—xB4)
=1

Das bedeutet, dass die symmetrische Matrix A folgendermafSen aussieht:

o101g(xl —xf)  9102g(xf —x1)  91029(x! —xBY)  9101g(xf — xB2)  91018(x! —xB3)  919,9(x! — xB)
02018(xT —x1)  9009(xf —x1)  9p0,9(x! — 2B 0201 g(x! — xB2 001 g(x! — xB3 020, (x! — xB4
02018 (xBl — x1)  9,0,9(xBL — x1)  9,0,9(xBl — xBl) 9,01 ¢(xB! — xB2) 9,01 g(xB1 — xB3) 0,0, (xB! — xB4)
01018(xB2 — x1)  910,9(xB2 —x1)  910,9(xB% — xB1)  91019(xB? — xB2) 9101 9(xP? — xB3)  910,9(xB2 — xB4)
01018(xB3 — x1)  91029(xB3 — x1)  910,9(xB3 — xBl) 9,01 9(xB3 — xB2) 9101 g(xB% — xB%)  010,9(xB3 — xB4)
02018 (xB4 — x1)  9,0,8(xP4 — xT)  9,0,9(xB4 — xB1) 0,01 9(xP4 — xP2) 9,01 8(xB* — xB3)  0,0,9(xP4 — xBY)

Auch beim zweiten Algorithmus fangt an dieser Stelle die dufSere Schleife an. Es werden
wieder die Bedingungsgleichungen der rechten Seite beschrieben; Zuerst die Bedingung
fur die inneren Punkte:

(VA - (Snsteps—l(x}) : V))Snsteps (x]I) = VASnsteps (x]I) Snsteps 1( ) vSnst‘elos( ]I) (46)
Da der Gradient definiert ist als
V= (ax(l), very ax(s))T,
kann die Bedingung (4.6) der rechten Seite umgeschrieben werden als

VASnsteps<x]l) Snsteps 1( ) Vsnsteps( ]I)

- VAunsteps(x]l) - (unsteps—l : al”nsteps(xl) + unsteps—l : aZ”nsteps(xl))
VAUnsteps(x]l) - (Unstepsfl : alvnsteps(xj) + Onsteps—1 azvnsteps(x]‘)) !

wobei die Stromungsflussinterpolanten s;steps Und spsteps—1 aus dem zweitem Schritt be-
kannt sind.
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Jetzt miissen die Bedingungen 2 und 3 der rechten Seite fiir die Randpunkte definiert
werden. Diese sind, wie in (3.6) angegeben, folgendermafien festgesetzt

Va%”nsteps (xfl)
Va%unsteps(xle)
_Va%unsteps (x§3>
_Va%vnsteps (xg34)-

(4.7)

Diese werden nun, der Reihe nach, alle in einem Vektor z abgespeichert:

zZ = [Vagvnsteps (Xfl), Va%unsteps (XIBZ)/ _Va%unsteps (x£3); _Vagvnsteps (X%M)] .
Anschlieffend werden die Vektoren, welche die erste Bedingung enthalten, und der Vek-
tor z mit den Randbedingungen ebenso der Reihe nach in einem gemeinsamen Vektor b
vereint.

Danach kann auch der Ergebnisvektor 8, als Losungsvektor des Gleichungssystems
ABr = b berechnet werden. Und wenn B bekannt ist, kann auch der Druck p berechnet
werden als

N! NI N*" NV
p(x) := Y Bridi8(x —xp)+ Y Brs028(Xx —x;) + Y Bl s0ag(x —xl) + Y By 01g(x — x7).
k=1 k=1 s=1 t=1

4.2.4 Der vierte Schritt

Der vierte Schritt von dem Algorithmus ist vom Prinzip her gleich dem zweiten Schritt.
Unterschiedlich ist nur, dass im vierten Schritt fiir die inneren Punkte nun der Druck mit-
berticksichtigt wird. Die linke Seite der Bedingungen ist identisch mit der linken Seite aus
Schritt zwei. Auf der rechten Seite wird fiir die inneren Punkte anstelle des Nullvektors
aus dem zweiten Schritt nun der Gradient des Druckes eingesetzt:

Vp(xh) = @up(x), dap(al)) L ad € X

Die Interpolationsschleife wird im vierten Schritt, genauso wie im zweiten Schritt, nsteps-
mal durchlaufen.

Die dufSere Schleife umfasst den dritten und den vierten Schritt. Die Anzahl der Ablaufe
kann beliebig festgelegt werden. Im Endergebnis sollten sowohl fiir den Stromungsfluss,
als auch fiir den Druck stabile Losungen erzielt werden.
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4.3 Die verwendeten Funktionen

4.3.1 Die Wendland-Funktion

Die divergenzfreie radiale Basisfunktion @ basiert auf der folgenden zweidimensionalen
skalarwertigen Wendland-Funktion:

Wea(r) = (1 —7)10(85,87* +90r° + 42r* + 10r + 1) € C®.

Man wihlt diese Funktion, weil bei dem geschilderten Problem Ableitungen zweiter Ord-
nung vorkommen, und auch die Interpolante aus den Informationen der Ableitungen
zweiter Ordnung besteht. Die entstehende divergenzfreie, matrixwertige radiale Basis-
funktion ® = &g 4 hat die Form

& = {-AI+VVT}y(r)

= @B () @ v

B 2+ 0 0101 010,
- (07 Gam )+ (G0 2a) )
— -9} 90
- (o g ) v
010
= < 9,0 1822 )l[](?’)
_ ( Pra(r)  ¢r2(r) )
$21(r)  ¢22(7)
mit
pa(r) = —5p(r)
= 256 (1—7)8(5 +40r + 114x> — 18y* 4 24r(3x* — 41y?) — 2317%(x* + 13y?)),
4)1,2(7’) = 4)2,1 (1’) = alazlp(i’) = 686.4 - (1 — 1’)8(1 + 8r + 217’2)Xy,
pao(r) = —o7y(r)
— 256(1 —7)8(5 4 407 + 114y> — 18x% + 24r(3y* — 41x%) — 2317%(13x% + 7)),

wenn r = 4/ (x%2 +y?) <1, und 0 sonst.

Fiir die Berechnung des Stromungsflusses s, aus dem zweiten Schritt werden Ableitun-
gen der ®-Funktion erster Ordnung nach der ersten und der zweiten Unbekannten bend-
tigt. Diese Ableitungen werden mit MuPAD berechnet. Dabei wird die Funktion ® analy-
tisch abgeleitet, d.h. jedes Bestandteil von ® wird extra differenziert.
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Die erste Ableitung nach der ersten Unbekannten sieht dann folgendermafien aus

_( %1p1a(r) 31431,2(7))
AP = ( 01¢2,1(r) O122(r) )’

wobei

1p11(r) = —686,4(1—r)(21(x* + 11y*)r — 13x* + 17y* — 7r — 1)x,

ip12(r) = diaa(r)
= 686,4(1—7r)7(21(y* +11x%)r +17x> —13y* — 7r — 1)y,
01P2a(r) = —2059,2(1— 1) (7(3y* 4 13x%)r — 3x*> — 13y* — 7r — 1)x,

wenn 7 = 4/ (x2 +y?) <1, und 0 sonst.

Und die erste Ableitung nach der zweiten Unbekannten

_ [ 92¢11(r) 32471,2(V)>
2P = ( 0221(r) O2gpoa(r) )’

wobei
0p11(r) = —2059,2(1—7r)7(7(13y> + 3x*)r — 13x> — 3y* —7r — 1)y,
Da12(r) = dagoa(r)
= 686,4(1— )" (21(x* + 11y*)r — 132> + 17y* — 7r — 1)x,
Dpoo(r) = —686,4(1—r)"(21(11x% + y*)r +17x* —13y2 —7r — 1)y,
wenn r = 4/ (x% +y?) < 1, und 0 sonst.

Die anderen benotigten Berechnungen, wie A®, A2P,9; AP und 9, AP werden eben-
falls jeweils komponentenweise mit MuPAD bestimmt.

4.3.2 Die Gauss-Funktion

Fiir den dritten Schritt der Algorithmen wird die Gauss-Funktion

X242

exp 2°

3= 270?

benotigt. Um den Druck p berechnen zu konnen, muss diese Gauss-Funktion zweimal dif-
ferenziert werden. Bei der Implementierung von Algorithmus I werden diese Ableitungen
mit Hilfe von MuPAD berechnet. x und y sind bei diesem Algorithmus bereits Differenz-
matrizen.
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4 Implementierung

Fiir die erste Ableitung nach der ersten und der zweiten Unbekannten der Gauss-Funktion
ergibt sich das Folgende

X2

01 = —0,1591550775-x-exp 7~

7

Nﬁu NFN

22
2

0g = —0,1591550775-y-exp~ 2z~

Dementsprechend sehen die zweiten Ableitungen nach den beiden Unbekannten wie folgt

aus
d1018
01028
02018
02028

2
0,1591550775 - x* - exp ™z ~

¥
2

0,1591550775 - x -y -exp ™~ 2

2
2

0,1591550775 - x -y - exp™

2y
2

0,1591550775 - y* - exp ™ 2

N

2 7
2

0,1591550775 -exp~ 2~ 2,

N

2y
2

—0,1591550775 -exp™ 2~ 2,

Desweiteren werden Ag, 01 Ag und d,Ag auch mit Hilfe von MuPAD berechnet.
Bei der Implementierung des zweiten Algorithmus werden die Ableitungen der Gauss-
Funktion selbst von Hand berechnet. Die Gaussfunktion ist also definiert als

Die ersten Ableitungen sind

1 _ G —0)?
‘37:2710’Zexp "
he = g (),
R ]
g = g (),
g = g-(F5)

Fiir die zweiten Ableitungen ergibt sich

00,8
0,9y8

008

090y

g )+ (e (T g (-
g (YD) (2,

g (-0 (D),

g )+ (U e (0 — (G
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4.4 Die Unterschiede zwischen der Doktorarbeit von Svenja Lowi-
tzsch und der vorliegenden Masterarbeit

Der Algorithmus, der in Kapitel 3.4 vorgestellt und in der vorliegenden Masterarbeit im-
plementiert wurde, ist von der Frau Svenja Lowitzsch in [1] eingefiihrt worden. Sie hat den
Fall mit dem noch konstanten Druck behandelt. Von ihr sind die Schritte 1 und 2 von dem
Algorithmus bereits implementiert worden. In der vorliegenden Arbeit wird zum ersten
Mal der Fall bearbeitet, wenn der Druck nicht konstant ist. D.h. die Schritte 3 und 4 werden
implementiert.

4.4.1 Grenzen der Randpunkte

Bei der Festlegung der Grenzen fiir die Abspeicherung der Randpunkte geht Frau Lowi-
tzsch so vor, dass sie die Anzahl (2n — 1) 4 (2m — 1) der Gitterpunkte an allen vier Rindern
gleichméfig in vier gleichgrofien Vektoren ablegt (1 ist dabei die Anzahl aller Gitterpunk-
te auf der x-Achse, und m die Anzahl aller Gitterpunkte auf der y-Achse). In dem von ihr
vorgelegten MATLAB-Code wird das XB_vec = [XB1, XB2', XB3', XB4] folgendermafien
beschrieben:
XBl = X(1,1:n-1),
XB2 = X(2:m,1),
XB3 = X(1:m—1,n),
XB4 = X(m,2:n).
Bei der in dieser Masterarbeit vorgestellten Implementierung werden die einzelnen Kom-
ponenten XB1 bis XB4 des XB_vec wie folgt definiert
XB1 = X(1,1:n),
XB2 = X(2:m—1,1),
XB3 = X(2:m-—1,n),
XB4 = X(m,1:n).
Die Lange der Randvektoren ist auf diese Weise definiert worden, damit der Fall ausge-
schlossen wird, dass der letzte n-te Punkt auf B1 bereits zu dem B3-Randvektor gehort.

4.4.2 Definition der Druckfunktion

Bei dem von der Frau Lowitzsch in [1] eingefiihrten Algorithmus wird die Berechnung der
Druckfunktion definiert als

N N? NI
p(x) =Y Broag(x —xl) + Y Blog(x —xf) + Y 1y A glx — xp),
t=1 k=1

s=1
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wobei x" € B1 U B4 und x° € B2 U B3 den horizontalen und vertikalen Riandern entspre-
chen. Dieser Ansatz ergibt jedoch keine symmetrische Matrix.

In der vorliegenden Arbeit wird der Vorschlag definiert und implementiert, die Druck-
funktion p(x) zu berechnen als

Nh N? NI NI
p(x) ==} Bredog(x —xl) + ) Brsdig(x —xf) + ) Brydig(x — xp) + 3 Bradag(x — xp).
— k=1 k=1

s=1 t=1

D.h. bei der Berechnung des Druckes an den inneren Punkten des Feldes wird der Laplace-
Operator von der Gaussfunktion ersetzt mit den Summen ihrer beiden Ableitungen. Das
fiihrt dazu, dass die in Schritt iii) benotigte Matrix A symmetrisch wird.
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5 Aufbau und Ergebnisse

Wie bereits erwdhnt, wird zur Darstellung der Ergebnisse, die das implementierte Pro-
gramm liefert, das Programmpaket MATLAB/SIMULINK benutzt. Es wird ein regelmaf3i-
ges Gitter verwendet. Als Grofie des Gitters wird ein Rechteck gewihlt, dessen Eckpunkte
bei (0,0),(¢,0),(0, —d) und (¢, —d) liegen. Die Parameter ¢ und d sind frei wihlbar. In die-
ser Arbeit wird nur der Fall eines Quadrates betrachtet, d.h. { = d = 1, also haben alle vier
Kanten die Lange 1. Das Programm wird auf drei unterschiedlichen Feinheitsstufen des
Gitters getestet. Auf den dargestellten Bildern ist immer die Stromung im stabilen Endzu-
stand zu sehen.

Nach der Visualisierung der Ergebnisse sollen fiir jede Losungsmoglichkeit und jede Git-
terfeinheit die wichtigsten Fehler analysiert werden. Es werden vier bestimmte ¢,-Fehler
definiert:

Fehlerl := ||s; —s,—1]2,
FehlerIT := sy —sr1lla +[|V - (sr —sr-1)ll2,
FehlerIII Isr = sl + V- (s = s,1)l2

lIsi—1 —sr—2ll2 + ||V - (sr—1 — 8r—2) 2"
FehlerIV := ||[LHS, — RHS,||2,

wobei LHS und RHS entsprechend ,left hand side” und ,right hand side” bedeuten. Die
Fehler sind so gewdhlt worden, dass sie die Konvergenz der Losung zeigen.

5.1 Ergebnisse der ersten Losungsmoglichkeit

5.1.1 Das Gitter der GroBe 10 x 10

Zuerst wird auf dem Rechteck ein grobes Gitter der Grofie 10 x 10 angelegt. Die Schritt-

weite ist definiert als ,
Kantenbreite 1

= AnzahlderSchritte ~ 10

Somit werden, angefangen bei 0, sowohl in x-, als auch in y-Richtung, immer 11 Punkte
betrachtet. Insgesamt sind es damit 121 Gitterpunkte. Der Viskositdtskoeffizient ist gesetzt
auf v = 1. Die Anzahl der Iterationsschritte ist nsteps = 20. Die Zahigkeit ¢ des Fluides ist
bei dem gesamten unsymmetrischen Fall auf 1 festgelegt worden.

=0,1.
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5 Aufbau und Ergebnisse

Wie das Stromungsfeld s, nach der Ausfithrung von dem zweiten Schritt aussieht, ist
in der Abbildung 5.1 dargestellt. In diesem Schritt ist die Losung fiir den Stromungsfluss
berechnet worden, der auf einem konstanten Druck basiert.
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Abbildung 5.1: Das Stromungsfeld s, nach dem Ausfiihren von Schritt 2 fiir h = 0, 1

Im dritten Schritt von dem implementierten Algorithmus wird die Druckfunktion p be-
rechnet. Bereits nach sehr wenigen Schritten ist die Stabilisierung der Losung deutlich
sichtbar. Das stabile Endergebnis ist der Abbildung 5.2 zu entnehmen.

Unter Berticksichtigung der berechneten Druckfunktion wird letztlich im vierten Schritt
der Stromungsverlauf s, erneut berechnet. Auch der Stromungsfluss stabilisiert sich sehr
rasch, so dass die stabile endgiiltige Losung der Stromungsfunktion aus dem zweiten
Schritt sehr dhnlich sieht, wie die Abbildung 5.3 zeigt.

In der Tabelle 5.1 werden die />-Fehler der iterativen Interpolation mit der ersten Lo-
sungsmoglichkeit bei einer Auflosung von 10 x 10 aufgelistet. Bei den Iterationsschritten
handelt es sich um die Anzahl der Durchldufe der dufseren Schleife.

5.1.2 Das Gitter der GroBe 20 x 20

Um die Ergebnisse nach der Ausfiihrung des Programms noch besser darstellen zu kon-
nen, wird das Gitter auf dem Rechteck von 10 x 10 auf 20 x 20 verfeinert. Die neue Schritt-
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5 Aufbau und Ergebnisse

Abbildung 5.2: Das stabilisierte Druckfeld p nach dem Ausfiihren von Schritt 3 fiirh = 0,1
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Abbildung 5.3: Das stabilisierte Stromungsfeld s, nach dem Ausfiihren von Schritt 4 fiir h = 0,1
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5 Aufbau und Ergebnisse

[teration Fehler I Fehler I | Fehler III | Fehler IV
1 9.1745e-015 | 1.1543e-013 | 1.1162 | 1.7878e-012
2 1.0444e-014 | 1.1622e-013 | 0.8787 | 1.7295e-012
3 9.1644e-015 | 1.0980e-013 | 1.0050 | 1.9198e-012
4 8.6536e-015 | 9.1599e-014 | 0.7240 | 2.7754e-012

Tabelle 5.1: £>-Fehler der iterativen Interpolation mit der ersten Losungsmaoglichkeit bei einer Auflo-
sung von 10 x 10

weite ist dann entsprechend

Kantenbreite 1

= AnzahlderSchritte 20 0,05.

In x- und y-Richtung sind es folglich jeweils 21 Punkte, an denen die Eintrdge ausgerechnet
werden. Die Gesamtanzahl aller Gitterpunkte liegt bei 441. Der Viskositdtskoeffizient ist,
wie im Fall des groberen Gitters, auf v = 1 festgelegt.

Im zweiten Schritt von dem Algorithmus wird eine Losung fiir das Stromungsfeld s, be-
rechnet, die noch auf einem konstanten Druck basiert. Wie dieses Feld bei dem verfeinerten
Fall fiir 20 x 20 Gitterpunkte aussieht zeigt die Abbildung 5.4.

Im dritten Schritt wird die Druckfunktion p bestimmt. Wie diese aussieht, ist in der Ab-
bildung 5.5 dargestellt.

Im vierten Schritt wird das Stromungsfeld s, unter dem Einbeziehen der im dritten
Schritt ermittelten Druckfunktion berechnet. Die stabile endgiiltige Losung ist auch bei
dieser Gitterfeinheit gleich der Losung aus Schritt 2, wie dies auch schon bei der groben
Auflosung gezeigt wurde. Die Abbildung 5.6 zeigt die stabile endgiiltige Losung nach dem
Ausfiihren von Schritt 4.

In der Tabelle 5.2 sind die #>-Fehler der iterativen Interpolation mit der ersten Losungs-
moglichkeit bei einer Auflosung von 20 x 20 dargestellt.

5.1.3 Das Gitter der GroBe 30 x 30

AnschlieSend soll die Schrittweite des Gitters nochmals verkleinert werden, und zwar auf

Kantenbreite 1

= AnzahlderSchritte 30 0,0333.
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5 Aufbau und Ergebnisse
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Abbildung 5.4: Das Stromungsfeld s, nach dem Ausfiihren von Schritt 2 fiir h = 0,05

Abbildung 5.5: Das stabilisierte Druckfeld p nach dem Ausfiihren von Schritt 3 fiir h = 0,05
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5 Aufbau und Ergebnisse
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Abbildung 5.6: Das stabilisierte Stromungsfeld s, nach dem Ausfiihren von Schritt 4 fiir h = 0,05

Iteration Fehler I Fehler I | Fehler III | Fehler IV
1 1.2516e-012 | 2.0835e-011 | 0.6716 | 2.4088e-010
2 1.1314e-012 | 1.8407e-011 | 0.5829 | 2.4011e-010
3 7.5470e-013 | 1.2681e-011 | 0.9852 | 2.4697e-010
4 6.8819e-013 | 9.7237e-012 | 1.1483 | 2.4829e-010

Tabelle 5.2: £o-Fehler der iterativen Interpolation mit der ersten Losungsmoglichkeit bei einer Auflo-
sung von 20 x 20
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5 Aufbau und Ergebnisse

Damit betrdgt die Grofie des Gitters 30 x 30 Punkte, d.h. wieder entsprechend 31 Punkte
auf der x-Achse und 31 Punkte auf der y-Achse. Insgesamt ergeben sich 961 Punkte. Der
Viskositdtskoeffizient v ist nach wie vor v = 1.

Das Ergebnis der Berechnung des Stromungsflusses s, aus dem zweiten Schritt ist in der
Abbildung 5.7 dargestellt. Beachte, dass bei dieser Losung der Druck noch konstant ist.
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Abbildung 5.7: Das Stromungsfeld s, nach dem Ausfiihren von Schritt 2 fiir h = 0,0333

Im dritten Schritt wird wieder die Druckfunktion p ausgerechnet, die im vierten Schritt
bei der erneuten Interpolation des Stromungsflusses bendtigt wird. Den Druck mit der
Auflosung von 30 x 30 zeigt die Abbildung 5.8.

Schliefdlich zeigt die Abbildung 5.9, was sich fiir die Interpolation aus Schritt 4 ergibt.
In der Tabelle 5.3 sind die />-Fehler der iterativen Interpolation mit der zweiten Losungs-
moglichkeit bei einer Auflosung von 30 x 30 dargestellt.
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5 Aufbau und Ergebnisse

Abbildung 5.8: Das stabilisierte Druckfeld p nach dem Ausfiihren von Schritt 3 fiir h = 0,0333
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nach dem Ausfiihren von Schritt 4 fiir h = 0,0333

Abbildung 5.9: Das stabilisierte Stromungsfeld s,
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5 Aufbau und Ergebnisse

[teration Fehler I Fehler I | Fehler III | Fehler IV
1 6.8759%-011 | 9.6769e-010 | 0.9040 | 6.4852e-009
2 1.3755e-010 | 2.1079e-009 | 2.0230 | 6.4051e-009
3 1.7488e-010 | 2.4914e-009 | 0.5041 | 6.4049e-009
4 1.9778e-010 | 2.3280e-009 | 0.6582 | 6.5063e-009

Tabelle 5.3: £o-Fehler der iterativen Interpolation mit der ersten Losungsmaoglichkeit bei einer Auflo-
sung von 30 x 30

5.2 Ergebnisse der zweiten Losungsmaoglichkeit

5.2.1 Das Gitter der GroBe 10 x 10

Die Ergebnisse der symmetrischen Losungsmoglichkeit werden auch zuerst auf dem gro-
ben Gitter der Grofse 10 x 10 getestet. Die Schrittweite ist definiert als

Kantenbreite 1

= AnzahlderSchritte 10 01.

Es werden in x- und y-Richtung jeweils 11 Punkte betrachtet. Insgesamt also 121 Gitter-
punkte. Der Viskositdtskoeffizient ist gesetzt auf v = 1. Die Anzahl der Iterationsschritte
ist auch hier nsteps = 20. Die Zahigkeit ist 0.0949.

Wie das Stromungsfeld s, nach der Ausfithrung von dem zweiten Schritt aussieht, ist
in der Abbildung 5.10 dargestellt. In diesem Schritt ist die Losung fiir den Stromungsfluss
berechnet worden, der auf einem konstanten Druck basiert.

Im dritten Schritt von dem implementierten Algorithmus II wird die Druckfunktion p
berechnet. Bereits nach sehr wenigen Schritten ist die Stabilisierung der Losung deutlich
sichtbar. Das stabile Endergebnis des symmetrischen Falles ist der Abbildung 5.11 zu ent-
nehmen.

Unter Beriicksichtigung der berechneten Druckfunktion wird letztlich im vierten Schritt
der Stromungsverlauf s, erneut berechnet. Auch der Stromungsfluss stabilisiert sich sehr
rasch, so dass die stabile endgiiltige Losung der Stromungsfunktion aus dem zweiten
Schritt sehr dhnlich sieht, wie die Abbildung 5.12 zeigt.

In der Tabelle 5.4 werden die ¢>-Fehler der iterativen Interpolation mit der zweiten Lo-
sungsmoglichkeit bei einer Auflosung von 10 x 10 aufgelistet. Bei den Iterationsschritten
handelt es sich um die Anzahl der Durchldufe der dufseren Schleife.
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5 Aufbau und Ergebnisse
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Abbildung 5.11: Das stabilisierte Druckfeld p nach dem Ausfiihren von Schritt 3 fiir h = 0,1
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5 Aufbau und Ergebnisse
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Abbildung 5.12: Das stabilisierte Stromungsfeld s, nach dem Ausfiihren von Schritt 4 fiir h = 0,1

L
0.8

Iteration Fehler I Fehler I | Fehler III | Fehler IV
1 8.9261e-015 | 9.5629e-014 | 1.0825 | 1.9737e-012
2 8.8893e-015 | 1.2685e-013 | 0.8749 | 1.9190e-012
3 6.6776e-015 | 8.2869e-014 | 1.0603 | 2.1122e-012
4 9.5306e-015 | 1.1598e-013 | 0.9754 | 2.2204e-012

Tabelle 5.4: £>-Fehler der iterativen Interpolation mit der zweiten Losungsmaoglichkeit bei einer

Auflosung von 10 x 10
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5 Aufbau und Ergebnisse

5.2.2 Das Gitter der GroBe 20 x 20

Zur Verfeinerung der Ergebnisse wird das Gitter auf dem Rechteck von 10 x 10 auf 20 x 20
verfeinert. Die neue Schrittweite ist dann

Kantenbreite 1

= AnzahlderSchritte ~ 20 0,05.

In x- und y-Richtung sind es damit jeweils 21 Punkte, an denen die Eintrdge ausgerechnet
werden. Die Gesamtanzahl aller Gitterpunkte liegt bei 441. Der Viskositdtskoeffizient ist,
wie im Fall des groberen Gitters, auf v = 1 festgelegt. o ist 0,0894.

Im zweiten Schritt von dem Algorithmus wird eine Losung fiir das Stromungsfeld s, be-
rechnet, die noch auf einem konstanten Druck basiert. Wie dieses Feld bei dem verfeinerten
Fall fiir 20 x 20 Gitterpunkte aussieht zeigt die Abbildung 5.13.
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Abbildung 5.13: Das Stromungsfeld s, nach dem Ausfiihren von Schritt 2 fiir h = 0,05

Im dritten Schritt wird die Druckfunktion p bestimmt. Wie diese aussieht, ist in der Ab-
bildung 5.14 dargestellt.

Im vierten Schritt wird das Stromungsfeld s, unter dem Einbeziehen der im dritten
Schritt ermittelten Druckfunktion berechnet. Die stabile endgiiltige Losung ist auch bei
dieser Gitterfeinheit gleich der Losung aus Schritt 2, wie dies auch schon bei der groben

Auflosung gezeigt wurde. Die Abbildung 5.15 zeigt die stabile endgiiltige Losung nach
dem Ausfiihren von Schritt 4.
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5 Aufbau und Ergebnisse

Abbildung 5.14: Das stabilisierte Druckfeld p nach dem Ausfiihren von Schritt 3 fiir h = 0,05
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Abbildung 5.15: Das stabilisierte Stromungsfeld s, nach dem Ausfiihren von Schritt 4 fiir h = 0,05
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5 Aufbau und Ergebnisse

In der Tabelle 5.5 sind die ¢>-Fehler der iterativen Interpolation mit der zweiten Losungs-

moglichkeit bei einer Auflosung von 20 x 20 dargestellt.

Iteration Fehler I Fehler I | Fehler III | Fehler IV
1 1.3262e-012 | 2.0491e-011 | 1.1412 | 2.4041e-010
2 1.2787e-012 | 2.0662e-011 | 0.8287 | 2.5517e-010
3 7.9096e-013 | 1.4321e-011 | 1.1099 | 2.4523e-010
4 1.8423e-012 | 3.0985e-011 | 1.1898 | 2.3372e-010

Tabelle 5.5: £o-Fehler der iterativen Interpolation mit der zweiten Losungsmoglichkeit bei einer
Auflosung von 20 x 20

5.2.3 Das Gitter der GroBe 30 x 30

Auch beim symmetrischen Losungsansatz soll die Schrittweite des Gitters anschliefsend
nochmal verkleinert werden, und zwar auf

_ Kantenbreite i
"~ AnzahlderSchritte 30

Damit betragt die Grofie des Gitters 30 x 30 Punkte, d.h. wieder entsprechend 31 Punkte
auf der x-Achse und 31 Punkte auf der y-Achse. Insgesamt ergeben sich 961 Punkte. Der
Viskositatskoeffizient v ist nach wie vor v = 1. ¢ ist 0,0730.

Das Ergebnis der Berechnung des Stromungsflusses s, aus dem zweiten Schritt ist in der
Abbildung 5.16 dargestellt. Beachte, dass bei dieser Losung der Druck noch konstant ist.

Im dritten Schritt wird wieder die Druckfunktion p ausgerechnet, die im vierten Schritt
bei der erneuten Interpolation des Stromungsflusses bendtigt wird. Den Druck mit der
Auflosung von 30 x 30 zeigt die Abbildung 5.17.

Schlieflich zeigt die Abbildung 5.18, was sich fiir die Interpolation aus Schritt 4 ergibt.
In der Tabelle 5.3 sind die ¢,-Fehler der iterativen Interpolation mit der zweiten Losungs-
moglichkeit bei einer Auflosung von 30 x 30 dargestellt.

In der Tabelle 5.6 sind die />-Fehler der iterativen Interpolation mit der zweiten Losungs-
moglichkeit bei einer Auflosung von 30 x 30 dargestellt.

= 0,0333.
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5 Aufbau und Ergebnisse

RHSOvec = so(x) fig ¥ar alle Werte
0.2 T

-021-

0.4

-06F

Matrix Y mit den Anfangsdaten

081

Il Il Il 1 Il
-0.2 0 0.2 0.4 06 08 1 1.2 1.4
Matrix X mit den Anfangsdaten

Abbildung 5.16: Das Stromungsfeld s, nach dem Ausfiihren von Schritt 2 fiir h = 0,0333

Abbildung 5.17: Das stabilisierte Druckfeld p nach dem Ausfiihren von Schritt 3 fiir h = 0,0333
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Abbildung 5.18: Das stabilisierte Stromungsfeld s, nach dem Ausfiihren von Schritt 4 fiir h = 0,0333
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Iteration Fehler I Fehler I | Fehler III | Fehler IV
1 1.4460e-010 | 2.3618e-009 | 0.4082 | 6.5594e-009
2 2.6914e-010 | 4.3459e-009 | 0.4397 | 6.5236e-009
3 2.9868e-011 | 5.5075e-010 | 4.6803 | 6.3611e-009
4 3.4597e-010 | 5.5936e-009 | 0.9589 | 6.5471e-009

Tabelle 5.6: £o-Fehler der iterativen Interpolation mit der zweiten Losungsmaoglichkeit bei einer

Auflosung von 30 x 30
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6 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde ein Verfahren zur numerischen Behandlung von Stro-
mungen mit divergenzfreien Ansatzraumen entwickelt. Diesem Verfahren liegt die ur-
spriingliche Methode von Frau Svenja Lowitzsch [1] zugrunde. Dabei wird zum ersten
Mal auf den Fall des nichtkonstanten Druckes eingegangen. Die mathematische Vorge-
hensweise des Verfahrens wurde theoretisch dargestellt. Anschlieffend wurde es in dem
interaktiven Programmpaket fiir numerische Berechnungen, MATLAB / SIMULINK im-
plementiert.

Zu Beginn der Arbeit wurde auf die theoretischen Grundlagen ndher eingegangen. Es
wurde erkldrt wie die Navier-Stokes-Gleichungen definiert sind und worum es sich beim
zweidimensionalen , driven-cavity-problem” handelt. Weiterhin wurden die Anwendun-
gen der divergenzfreien radialen Basisfunktionen basierend auf dem zweidimensionalen
,driven-cavity-problem” untersucht.

Danach wurden die numerischen Grundlagen des implementierten Verfahrens darge-
stellt. Es wurde in die Theorie der Interpolation mit radialen Basisfunktionen eingefiihrt.
Anschlieffend wurde die eigentliche numerische Methode erldutert. Es wurden die Falle
mit konstantem und normalem Druck durchgearbeitet. Bei der Beschreibung der Imple-
mentierung des Verfahrens ist auf den Programmaufbau eingegangen worden. Weiterhin
ist die Implementierung der einzelnen vier Schritte des Algorithmus und die beim Verfah-
ren verwendeten Funktionen genau erldutert worden.

Abschliefiend sind die Ergebnisse, die das implementierte Verfahren geliefert hat, bild-
lich und tabellarisch dargestellt worden. Zur Présentation der Ergebnisse wurden drei Git-
ter mit unterschiedlichen Feinheiten ausgesucht. Im Anhang der Arbeit befindet sich eine
CD mit der elektronischen Fassung dieser Arbeit und den implementierten Programmen.

Das Verfahren hat insgesamt wiederspriichliche Ergebnisse geliefert. In diversen Dis-
kussionen zeigte sich, dass an dem theoretischen Ausgangspunkt der Arbeit von Frau
Svenja Lowitzsch [1] noch weitere Untersuchungen notig gewesen waren. Die Einbezie-
hung von Ansatzraumen divergenzfreier Vektorfelder in eine Numerik der Navier-Stokes-
Gleichungen bedarf einer griindlichen Uberarbeitung, wie sich aus Diskussionen mit den
Referenten ergab. Auch hat man weder bei der Arbeit von Frau Lowitzsch, noch bei der
vorliegenden Arbeit, auch bei hoher Auflosung der Gitter keine Wirbelentwicklung in den
Ecken des Raumes sehen konnen.
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6 Zusammenfassung und Ausblick

In Richtung der Numerik kann das Verfahren noch weiter ausgebaut werden, indem zur
Berechnung und Darstellung der Ergebnisse noch feinere Gitter verwendet werden. Wei-
terhin sollte die Tatsache, dass es sich bei den definierten Matrizen um sparse-Matrizen
handelt, programmiertechnisch besser ausgenutzt werden. Desweiteren konnen hohere
Reynoldszahlen eingesetzt werden, um zu {iberpriifen, wie weit man dabei gehen kann.
Man konnte auch ganz aus MATLAB aussteigen und das Verfahren in einer anderen hohe-
ren Programmiersprache implementieren.

In der vorliegenden Arbeit ist das Verfahren auf das zweidimensionale , driven-cavity-
problem” angewandt worden. Man sollte versuchen, das Verfahren fiir dreidimensionale
Felder entsprechend umzuschreiben, um es auch auf dreidimensionalen Problemen tes-
ten zu kénnen. Auch ist bei der Entwicklung der Arbeit nur der stationére Fall betrachtet
worden. Der nichtstationdre Fall wére interessant fiir weitere Untersuchungen.
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