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Einleitung

Die Navier-Stokes-Gleichungen beschreiben die Strémung in inkompressiblen newtonschen
Fliissigkeiten oder Gasen und werden zur numerischen Strémungssimulation verwendet. Es
handelt sich um ein nichtlineares System partieller Differentialgleichungen zweiter Ordnung,
bei dem eine Geschwindigkeit v und ein zugehoériger Druck p gesucht werden, die folgendes
System erfiillen:

%—VAU-%—(%WV)U-FVP = f,
V-u = 0,

wobei neben der Viskositit v und den duferen Kraften f noch Rand- und Anfangsbedingungen
zu stellen sind. Die beiden Gleichungen stellen die Impuls- beziehungsweise Masseerhaltung
des Fluids sicher. Diskretisierung der Zeit und Auflosung der Nichtlinearitit im Term (u-V)u
durch eine Fixpunktiteration fiihren zu den sogenannten verallgemeinerten Oseen-Gleichungen,
die nun linear und stationér sind:

—vAu+cu+ (w-V)u+ Vp 1
V-u = 0.

Zur Durchfithrung der Fixpunktiteration muss dieses Problem zu jedem Zeitschritt mehrfach
fiir unterschiedliche w und f gel6st werden.

Die schnelle Losung des Oseen-Problems ist essentiell fiir die numerische Strémungssimulati-
on. Aufgrund der ProblemgréRe ist eine direkte Losung des linearen Gleichungssystems nicht
sinnvoll, weswegen iterative Loser verwendet werden miissen. Die Losungsgeschwindigkeit von
iterativen Losungsverfahren wie dem GMRES-Verfahren héngt von der Eigenwertverteilung
der Systemmatrix ab. Da das Gleichungssystem schlecht konditioniert sein kann, ist eine Vor-
konditionierung von grofer Bedeutung, wodurch die Eigenwertverteilung des Systems fiir den
iterativen Léser verbessert wird.

Diese Arbeit behandelt die Analyse verschiedener Vorkonditionierer, die die Struktur des
Oseen-Problems nutzen. Mit einer stabilen Finite-Elemente-Diskretisierung und symmetrischer
oder ohne Stabilisierung hat die Systemmatrix Sattelpunktgestalt und lasst sich als Blockma-

trix notieren:
A BT
u-(4 )



Inhaltsverzeichnis

Es l&sst sich zeigen, dass Vorkonditionierer in Blockdreiecks-Gestalt der Form

~ —1
pi_ (A BT
~\o S

effektiv zur Losung sind. Die Schwierigkeit bei der Verwendung liegt darin, eine gute aber
schnell zu berechnende Approximation an die Inverse des Schurkomplements S := —BA~!BT
zu bilden. Neben der Vorstellung einiger klassischer Vorkonditionierer wird in dieser Arbeit ein
Vorkonditionierer aus [OB06] untersucht, der die Approximation von S durch eine algebraische
Verdnderung der Systemmatrix M vereinfacht. Auf dieser Idee aufbauend, wird der sogenannte
Grad-Div-Vorkonditionerer entwickelt, analysiert und getestet.

Ein weiterer Aspekt bei der Lésung des Oseen-Problems ist die Verminderung von unphysi-
kalischen Oszillationen durch Stabilisierung des Systems. Die Stabilisierung hat einen nicht
zu vernachléssigenden Einflufs auf die algebraischen Eigenschaften des Systems und damit auf
den Vorkonditionierer. Der Grad-Div-Vorkonditionerer erreicht die algebraische Verinderung
der Systemmatrix, die zur einfachen Approximation von S nétig ist, durch Verwendung von
Grad-Div-Stabilisierung.

In Kapitel 1 werden die notwendigen mathematischen Grundlagen eingefiihrt, die das Versténd-
nis der Problemstellung ermoglichen. Neben der Funktionalanalysis zur Problembeschreibung
werden einige Grundlagen der linearen Algebra zur spiteren Analyse der Eigenwerte der vor-
konditionierten Systeme benotigt. Zuletzt wird das GMRES-Verfahren als bekannter Vertreter
der Krylowraum-Verfahren zur iterativen Losung linearer Gleichungssysteme erldutert.

In Kapitel 2 wird die Problemstellung der Navier-Stokes-Gleichungen und des Oseen-Problems
formuliert. Mit der Finite-Elemente-Diskretisierung wird das lineare Gleichungssystem zum
Oseen-Problem definiert und analysiert. Ein weiterer wichtiger Aspekt ist die Stabilisierung
und deren Einflufs auf das lineare System.

Kapitel 3 enthélt die theoretische Behandlung verschiedener Vorkonditionierer fiir das diskre-
tisierte Oseen-Problem. Nach Moglichkeit werden Abschitzungen fiir die Eigenwertverteilung
der vorkonditionierten Systeme gegeben, die Aufschluss auf die Konvergenzgeschwindigkeit lie-
fern. Zentral ist hierbei die Abhingigkeit von der Gitterfeinheit A und der Viskositét v des
Fluids.

Den Abschluft der Arbeit liefert Kapitel 4 mit der numerischen Analyse der in Kapitel 3
vorgestellten Vorkonditionierer.



Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel werden die fiir das Versténdnis der Arbeit nétigen mathematischen Grund-
lagen behandelt. So werden zunichst die zur korrekten Formulierung notwendigen Funktionen-
rdume motiviert und eingefiihrt. Des Weiteren gibt es einen kurzen Uberblick iiber Losbarkeit,
Eindeutigkeit und Approximation von Sattelpunktproblemen, welche zur Untersuchung der
Losbarkeit des Oseen-Problems spéter bendtigt werden. Zuletzt wird noch ein iterativer Loser
zur Losung des entstehenden linearen Gleichungssystems mit zugehoriger Konvergenzanalysis
behandelt.

1.1 Funktionalanalysis

1.1.1 Funktionenridume

In den folgenden Abschnitten sei Q@ C RY, mit d € {2,3} ein beschrinktes Gebiet (d.h.
offen und zusammenhéngend) mit Lipschitzrandund es bezeichnet 2 den Abschluf von
und 02 = Q\ Q den Rand von .

Definition 1.1: Sei u: Q2 — R, dann bezeichnet man mit

suppu = {x € Q : u(x) # 0}

den Trager der Funktion u (also den Abschluff in Q von der Menge von Punkten in 0 an
denen u nicht verschwindet).

Definition 1.2: Es sei o = (a1,...,aq) € N)' ein N-Tupel nicht-negativer ganzer Zahlen,
ein sogenannter Multiindex. Mit |a| := )", a; sei die Ordnung von a bezeichnet.

Dann definiert
olel
DO‘ = (03 (0%
0z ... 0z}

den Differentationsoperator zum Multiindex . Die Komponente «; gibt dabei an, wie oft in
Richtung x; partiell differenziert werden soll.



1.1. Funktionalanalysis

Des Weiteren sind der Nabla- und der Laplace-Operator durch

d
V::(a a)T, A::Z—

aixl, ceey Tm
gegeben.

Definition 1.3: Es bezeichne C()) den Raum der reellwertigen stetigen Funktionen
u:Q — R auf Q und fir k € NU {oo} bezeichne C*() den Raum aller k-mal stetig
partiell differenzierbaren Funktionen auf Q. Mit C*(Q) werden die bis auf den Rand
stetig fortsetzbaren k-mal stetig partiell differenzierbaren Funktionen bezeichnet:

C*@Q) = {u:Q — R| D% € C(Q) und stetig fortsetzbar auf Q, V |a| < k}.

Mit punktweiser Addition und Multiplikation und folgenden Normen werden diese Raume zu
Banachraumen:

lullogay = sup ()],
e
l[ullor @) = sup Z |DYu(z)].

T€Q |a|<k

Des Weiteren werden spiter Funktionen bendtigt, die auf dem Rand von €2 verschwinden:

Definition 1.4: FEs sei
CE(Q) == {u e C*(Q) : suppu C Q ist kompakt}
mit k € NU {oo} die Menge der k-mal differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Triger.

Satz 1.5: Fiir y,v € C1(Q) gilt die Formel der partiellen Integration

0 0
/Qv(a:) axiy(ac) dz = /69 v(z)y(z) - ni(x) ds — /Qy(x) ainv(x) dz, (1.1)

wobei n;(z) die i-te Komponente des dufleren Normalenvektors am Punkt x € 02 ist.

Fiir die Losungstheorie von Differentialgleichungen ist der Begriff der klassischen Differentation
zu restriktiv. Dies ldsst sich exemplarisch an der Poisson-Gleichung

—Au=fin Q, wu=0 auf 0. (1.2)

auf einem Einheitsquadrat verdeutlichen. Man findet fiir eine unstetige rechte Seite f keine
Losung u € C? zu (1.2). Unstetige dufere Krifte treten in physikalischen Modellen hiufig auf,
so dass die Betrachtung von Ldsungen mit schwécheren Regularitétsanforderungen sinnvoll ist.

Deswegen wird einen “schwicherer” Losungsbegriff benétigt, so dass z.B. beim Poisson-Problem
die Losung u nicht mehr zweimal differenzierbar sein muss. Dadurch wird die Differentialglei-
chung nicht mehr “stark” erfiillt, aber dafiir in einem “schwachen” Sinn. Die Grundlagen dafiir
werden in den folgenden zwei Abschnitten gegeben.
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Riume Lebesgue-integrierbarer Funktionen

Die Basis werden Rdume integrierbarer Funktionen bilden. Die Grundlagen iiber Lebesgue-
Integration werden vorausgesetzt, konnen aber in [A1t99] Kapitel A.1 nachgelesen werden. Es
bezeichne p das Lebesgue-Mak.

Definition 1.6: Sej 1 < p < x eine ganze Zahl. Fir mefbare Funktioneq u:Q — R
betrachten wir die Aquivalenzrelation, die gerade solche Funktionen in einer Aquivalenzklasse
zusammengfasst, die sich nur auf einer Menge mit Maf$ 0 unterscheiden.

Dann bezeichne LP(Q) die Menge aller Aquivalenzklassen mit

[ull oy < oo (fiir p < o0),

1/p
ol ey = ( /Q ()P d) ,

bzw. L>®(Q) die Menge aller Aquivalenzklassen von fast iberall gleichmapig beschrankten Funk-
tionen in ), d.h.

dabei sei

L>(Q) = {u 1 — Rmefbar [ 3C > 0: [Jul[ o (q) < C’}
mit
l[ull oo () := ess sup |u(z)]. (1.3)
e
Bemerkung 1.7: Mit ess sup in (1.8) bezeichnen wir das essentielle Supremum einer
Funktion u : Q — R:

ess sup v :=inf{c > 0 | u(z) < c¢ fast iberall}
=inf{c>0|u{z|u(x) >c}) =0}

Das essentielle Supremum darf also von v auf Nullmengen des Lebesgue-Mafles p iberschritten
werden.

Satz 1.8: Sei 1 < p < oo, dann ist [lul[;,q) eine Norm auf LP(Q) und LP(Q) wird mit

geeigneter Definition von Addition und Skalarmultiplikation auf den Aquivalenzklassen und
der Norm zu einem normierten Raum.

Mit dem Skalarprodukt

(ﬁg)L?(Q) 3:/Qfg dx

wird der L*(QY) zum Hilbertraum.
Beweis: Einen Beweis findet man in [Alt99], 1.10. O
Satz 1.9: Fir 1 < p < oo ist LP(2) mit || - ||, vollstindig und damit sogar Banachraum.

Beweis: Dies ist fiir p < oo der Satz von Fischer/Riesz. Ein Beweis findet sich zum Beispiel

in [Lub06] Theorem 6.15. Fiir p = oo sei auf Lemma 1.11 in [Alt99] verwiesen. O
Satz 1.10: Die Menge C§°(Q) liegt dicht in LP(Q) fir 1 <p < co.
Beweis: Siehe [Lub06], Satz 7.8. O



1.1. Funktionalanalysis

Sobolev-Raume

Mit der Definition von schwacher Differentation lassen sich schlieflich die Sobolev-Riume
einfiihren.

Definition 1.11: Es bezeichne

Llloc(Q) = {u : Q@ — R mekbar | / |u(z)| dez < o0 VK C Q kompakt}
K

die Menge der lokal integrierbaren Funktionen in €.

Definition 1.12: Seiu € L\ () und o ein Multiindex. Falls eine FPunktion w € LL (Q) mit

loc loc

/u(x)p%(x) da = (—1)\al/w(x)v(x) dz Vv € C5°(Q)
Q

Q

existiert, so heifit w schwache Ableitung von u der Ordnung . Bezeichnel wird sie mil
D%u = w ebenso wie die klassische Ableitung.

Wenn die klassische Ableitung Du existiert, so stimmt die schwache Ableitung damit iiberein.
Die schwache Ableitung ist dabei so konstruiert, dass sie gerade die Formel der partiellen
Integration (1.1) erfullt.

Definition 1.13: Sei 1 < p < oo und k € N, dann bezeichnet
WHEP(Q) := {v € LP(Q) | ID% € LP(Q) Yo : |a| < k}

den Raum der zur p-ten Potenz integrierbaren Funktionen mit schwachen Ableitungen der Ord-
nung k, die wieder zur p-ten Potenz integrierbar sind. Der Raum W*P(Q) wird als Sobolev-
Raum bezeichnet.

Satz 1.14: Der W*P(Q) wird mit der Norm

/p
— (Z\cqgk- HDau”iP(Q)) fiir 1 < p < o0,

[ ) )
Z\cqgk |D Z/HLoc(Q) fir p = o0

zum Banach-Raum.

Beweis: Siche [Alt99], 1.15. O

Von besonderem Interesse ist der Sobolev-Raum mit k£ = 1 und p = 2, der durch
HY(Q) = W'2(Q)

ausgezeichnet wird. Die H!~Norm lisst sich dabei auch durch

ou \? du \° v
B _ 2 ou _—
lull gr ey = llull, = (/Q u <8x1> L (&Td) ] dx)

1/2
= (Il ey + 190l

ausdriicken.
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Definition 1.15: Wir definieren weiter die H'—Seminorm durch

1/2
luly = Z ||Dau||12(sz)
la]=1
ou\? ou \? V2
UGG ] )
= ||VU||L2(Q)-

Betrachten wir eine Funktion u € H'(Q), so kénnen wir keine Aussage iiber die Funktionswerte
von u auf dem Rand 0N treffen, da wir u dort beliebig abindern kénnen und trotzdem in der
gleichen Aquivalenzklasse in L?(Q) bleiben.

Weil wir die Sobolev-R&ume spéter zur Darstellung von Lésungen verwenden wollen und Rand-
bedingungen Teil der Differentialgleichung sind, benétigen wir Kontrolle auf dem Rand.

Definition 1.16: Wir bezeichnen den Abschlufi von C3°(Q) unter der Norm |- || g1 ) mit
Hy ().

Satz 1.17: Der H}(Q) ist mit dem H'—Skalarprodukt

(U, v) 1) = Z /D“uDav dx

la]<1
ein Hilbertraum.

Beweis: Der H} () ist abgeschlossener Unterraum des H! und damit mit || - |71 ein Ba-
nachraum. Die Norm lésst sich {iber das H'-Skalarprodukt durch lull @) = (W wWm (o)
definieren, wodurch der Hg(f2) zum Hilbertraum mit dem H'-Skalarprodukt wird. O

Satz 1.18 (Poincaré-Friedrichs-Ungleichung): Es ezistiert eine Konstante C > 0, die
vom beschrinkten Gebiet Q abhdngt, so dass gilt:

lully < Cluly Vu € Hy ().
Beweis: Siche [Alt99] 4.10. O

Satz 1.19: Die volle Hi-Norm und die Hy-Seminorm sind dquivalente Normen auf dem
Hy ().

Beweis: Nach Definition gilt fiir beliebige u € H}(Q)
luly < Jlully
und die andere Richtung gilt nach Satz 1.18. g
Satz 1.20: Fiir u € H}(Q) gilt:
uly = [[Vull = [V - ul].

Beweis: Siehe [ESWO05] Gleichung (5.167). O



1.1. Funktionalanalysis

1.1.2 Losbarkeit, Eindeutigkeit und Approximation von Sattelpunkt-
problemen

Um die Losbarkeit des Oseen-Problems zu kliren, kann man sich auf die allgemeine Los-
barkeitstheorie von Sattelpunktproblemen zuriickziehen. Doch selbst bei diesem abstrakten
Ansatz, ist es moglich neben hinreichenden Kriterien fiir Existenz und Eindeutigkeit von Lo-
sungen Fehlerabschitzungen zu zeigen.

Seien V', @ reelle Hilbertriume mit den zugehdrigen Normen || - ||y, bzw. || - || 5. Es bezeichne
V*, Q* die Dualrdume von V bzw. @ und mit (-,-) seien die Dualitatsprodukte zwischen den
Raumen bezeichnet.
Seien weiter

a(+,): VxV —R,

b(,-): Vx@Q—R
stetige Bilinearformen, f € V* und g € Q*.

Gegenstand der weiteren Betrachtungen ist nun das gemischte Variationsproblem

finde (u,p) € VxQ:
a(u,v) 4+ blu,p) = (f,v) YweV, (1.4)
b(u, q) = (9,090 VqeQ.

Wir halten nun die erste Variable in der Bilinearform a(-,-) fest und erhalten eine Linearform
a(u,-) € V*. Nach dem Rieszschen Darstellungssatz (siehe |Alt99], Satz 4.6) existiert zu a(u, -)
ein eindeutiger Operator A : V — V* mit

(Au,v) = a(u,v) Yu,v e V.

Analog definieren wir B : V — Q* zur Bilinearform b(-, -).

Des Weiteren definieren wir B* : Q** — V™ als dualen Operator von B, wobei wir Q** mit
@ identifizieren. Dabei ist das Bild B*q := z von ¢ € ) gegeben durch:

(Bu,q) = (u,z) YueV.

Mit den Operatoren A, B und B* erhalten wir ein zu (1.4) dquivalentes Operatorgleichungs-
system:

finde (u,p) € V x @ :

Au + B*p = f, (1.5)
Bu = g.

Wir definieren nun dazu den Operator A : V x Q — V* x Q* mit
A(u,p) == (Au+ B*p, Bu). (1.6)

Definition 1.21: FEine Bilinearform a : V x V. — R heifit W —elliptisch mit W C V, falls
ein & > 0 existiert mit

a(v,v) > 8||v|3, Vv e W.

Dabei wird 6 als Elliptizitidtskonstante bezeichnet.
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Zur weiteren Betrachtung benétigen wir den Teilraum
Z:={veV|blvq) =0VqeQ}CV.

Satz 1.22: Sei a(-,-) Z-elliptisch mit Elliptizititskonstante § > 0 und b(v,q) erfille die
Babuska-Brezzi-Bedingung, d.h.

38 >0: inf sup Mf .
a€Q\{0} vevrqoy VNVl

Dann ist der Operator A ein Isomorphismus und es existiert der Lisungsoperator A1, Damit
hat das gemischte Variationsproblem (1.4) genau eine Lisung.

Des Weiteren gilt fiir die Losung (u,p) die Abschitzung

(s )y xq < M(a,6,5) - [[(f,9)]

V*xQ*
wobei
M(a,8,8) = max{d '+ 1 +ad™t), (7' +aB7?)(1+ad™ )},
o« = ||l
Beweis: siehe [Bre74], Corollary 1.1 und Proposition 1.1. O

Approximation des gemischten Problems

Wir sind nun daran interessiert, die Losbarkeit des gemischten Problems (1.4) in Unterriumen
zu untersuchen. Eine Anwendung wiire hier die Approximation der kontinuierlichen Riume
durch endlichdimensionale Unterrdume. Von Interesse ist hier neben der Ldsbarkeit des appro-
ximierenden Problems auch die Giite der approximierten Losung im Vergleich zur urspriingli-
chen Losung.

Seien V}, und @), abgeschlossene Teilrdume von V bzw. ). Dann lautet das approximierende
Problem

finde (u,p) € Vi X Qp, :
a(u,v) + bv,p) = (f,v) YveV, (1.7)
b(u, q) = (9,9) Vg€ Q.

Analog zu Z definieren wir nun Zj, := {v € V}, | b(v,q) = 0 Vg € Qp} C Vj. Im Allgemeinen
gilt hier jedoch Z;, ¢ Z.

Eine Antwort auf die Frage der Losbarkeit von (1.7) bietet der folgende Satz:

Satz 1.23: Sei a(-,-) Zn—elliptisch mit §* > 0 und b(v, q) erfille die diskrete BabuSka-Brezzi-
Bedingung, d.h. es existiert eine von der Wahl der Riume Vi, und Qp unabhingige Konstante
B* >0, so dass gilt:

b
inf sup _bwa) > g*. (1.8)
a€Qr\{0} vev;, \ {0} ||UHV||Q||Q



1.2. Matrixidentitaten und Eigenwertprobleme

Dann hat das approzimierende Variationsproblem (1.7) genau eine Losung (up,pr) € Vi, X Qn
und es gilt fir die Losung (u,p) € V x Q des gemischten Problems (1.4) zur rechten Seite
(f,9) die Abschitzung

u—up| + ||[p— <o inf ||u—wvp| + inf — 1.9

o=l + 1o =l < on (inf = onll+ ing o= ) (19)
mit

op =1+ M(a,6%,5%)(a+B), a:=|A], 8:=]B]

und M aus Satz 1.22.
Beweis: siehe [Bre74], Theorem 2.1. O

Die Abschétzung (1.9) liefert anschaulich eine Beschrinkung des Fehlers der Losung des ap-
proximierenden Problems durch die Bestapproximation in den Unterriumen V}, und @y, der
richtigen Losung.

1.2 Matrixidentititen und Eigenwertprobleme

Im Folgenden werden wir einige Sétze iiber Matrizen und Eigenwerte bendtigen, die hier kurz
eingefiihrt werden sollen.

1.2.1 Darstellungen von Inversen

Lemma 1.24: Seien X, Y, Z Matrizen passender Grifie, dabei X und Z reguldr. Dann gilt:

-1
X Y X1 —X-lyz!
(X)L e w10

Beweis: Nachrechnen des Matrixprodukts liefert den Beweis. O

Folgender Satz beschreibt, wie eine Stérung der Matrix A sich als Stérung ihrer Inversen
ausdriicken ldsst. Fiir D = I findet man diesen Satz in [GV96].

Satz 1.25 (Woodbury-Matrixidentitét): Seien A, U, D und V Matrizen passender Grifle
und seien A, D und (D_1 + VA_lU) invertierbar. Dann gilt:

(A+UDV) ' =A — AU (D +VATU) T VATl
Beweis: Nachrechnen ergibt:
[A+UDV] [A—l — AU (DT +vATY) ! VA—l}
—I+UDVA™' —[A+UDV]A™'U (D' +VA~'U) ' va~!
—I+UDVA™ — (U+UDVA'U) (D' +VA'U) ' VA~
=1+ UDVA™ —UD (D' +VAT'U) (D' + VAT'U) ' va™

=]+ UDVA ' —UDVA™!
=1. O

10



Kapitel 1. Grundlagen

1.2.2 Symmetrie von Matrizen

Die in diesem Abschnitt betrachteten Matrizen sind, falls nicht anders erwahnt, iiber dem
Korper der komplexen Zahlen C definiert.

Vorweg benotigen wir einige Definitionen:

Definition 1.26: Sei A = (a;;) € C**™ eine beliebige quadratische Matriz. Transponieren
kennzeichnen wir mit AT, transponieren und invertieren mit A~T. Wir bezeichnen mit

A* = AT = (az;)
die Komplexkonjugation von A. Gilt

A*=A

)

so heifst A hermitesch beziehungsweise fiir eine rein reellwertige Matriz A symmetrisch.
Gilt hingegen

A" =—A,
so heifit A schief-hermitesch beziehungsweise schief-symmetrisch. Ist
Al = 4%,
s0 ist A unitér bezichungsweise orthogonal fir eine Matriz A mit rein reellen Eintrdgen.

Definition 1.27: Der Rayleigh-Quotient zur quadratischen Matriz A und zum Vektor x €
C™ ist definiert durch

*Ax

Ra(z) = s (1.11)
Satz 1.28: Die Menge der Rayleigh-Quotienten
G[A] :={Ra(z) | z # 0} (1.12)

zur Matriz A enthdlt die Eigenwerte von A.

Beweis: Sei A Eigenwert von A mit zugehorigem Eigenvektor v, d.h. Av = Av. Dann gilt:

vAv:v*M:)\eG[A]‘ 0

v*v v*v

Satz 1.29: Sei H hermitesch. Dann gilt:

T*Hx

Amin(H) = mi , 1.13

( ) Irn;ig x*x ( )
“Ha

Amax (H) = max —— (1.14)

z#0 T*x ’

Beweis: Siehe [SB93] (6.4.3), S. 346. O
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1.2. Matrixidentitaten und Eigenwertprobleme

Satz 1.30 (Spektralsatz): Sei A hermitesch. Dann existiert eine unitdre Matriz U und eine

Diagonalmatriz A = diag(\1, ..., \n) aus den Eigenwerten von A mit
A1 0
A=UAU =U" U.
0 An
Beweis: Siche [SB93] Theorem (6.4.2), S. 346. O

Satz 1.31: Sei A schief-hermitesch, d.h. A* = —A und N := —A2. Dann sind die Eigenwerte
von A rein imagindr, N ist symmeltrisch und die Eigenwerte von N sind reell und nichit-negativ.

Beweis: Sei A Eigenwert der Matrix A mit Eigenvektor . Ohne Einschrankung der Allge-
meinheit sei z*x = 1. Dann gilt:

A=z dz = (2" )" = (2% Ax)" = 2* A% r = 2*(—A)x = —x* Az = —2*\x = —\.
Damit ist A rein imaginér und es gilt:
Nz = A%z = —\Ax = —\?x, (1.15)
das heiflt —A\2 > 0 ist Eigenwert von N. O

1.2.3 Eigenwerte

Lemma 1.32: Seien X,Y € R™*" regqulire Matrizen, dann besitzen XY und Y X die gleichen
Eigenwerte.

Beweis: Sei A Eigenwert von XY mit Eigenvektor x, d.h. XYz = Az.

Setze y := X 'z, dann ist A Eigenwert von Y X mit Eigenvektor y, denn:
YXy=YXX lz=Yr=X"'XYz=X"1dz=2X"1Xy=\y. O

Folgender Satz liefert Schranken fiir die Eigenwerte einer beliebigen reguldren Matrix:
Satz 1.33 (Bendixsons Theorem): Sei A € C"*™ zerlegt in
A= H; +iH,,
wobei Hy und Hy hermitesch sind. Dann gilt fir alle Eigenwerte \ von A:
Amin (A1) < Re A < Apax(H1),
Amin (H2) <Im A < Apax (Ha).
Beweis: Es gilt nach Satz 1.28 und wegen Re z = 1(z + 2):

x* Az
= max
xr*x z#£0 2x*x

Re A < m%(Re (x*Ax + 2" A%x).
Nun ist A+ A* =2- Hy, da H; und Hs hermitesch. Nach Satz 1.29 folgt:

1
(CE*Hll’) = Amax(H1)~

Re A < ... =max
z#0 T*x
Die anderen Abschétzungen funktionieren analog, siche auch [SB93]. O
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Kapitel 1. Grundlagen

1.3 Numerische Lineare Algebra

Die Oseen-Gleichungen werden wir spater mittels einer Finite-Elemente-Methode als lineares
Gleichungssystem diskretisieren. Um dieses lineare System in einem Rechner zu 16sen, bendti-
gen wir einen geeigneten Algorithmus.

Man unterscheidet bei Losern fiir lineare Gleichungssysteme zwischen iterativen und direkten
Verfahren. Iterative Verfahren bieten gegeniiber direkten Verfahren zwei Vorteile. Erstens las-
sen sie sich in der Regel leichter parallelisieren und zweitens benotigen sie weniger Speicher,
der bei grofen dreidimensionalen Problemen zum Engpaf bei direkten Verfahren wird.

Wir beschrinken uns hier auf die Vorstellung und Auswertung des GMRES-Verfahrens. Der
relativ hohe Speicher- und Rechenaufwand vom GMRES-Verfahren im Vergleich zu anderen
Krylov-Verfahren (wie zum Beispiel BiCG-Stab) fallen in unserem Fall weniger ins Gewicht,
da wir viel Rechenzeit pro Iterationsschritt in einem Vorkonditionierer verwenden und dadurch
die Iterationszahl gering bleibt.

Wir werden nicht das klassische GMRES-Verfahren verwenden, sondern eine Variation mit
dem Namen FGMRES, mehr dazu in 1.3.3.

1.3.1 Generalized Minimal Residual Method (GMRES)

Es sei folgendes lineare Gleichungssystem
Ax =10
mit A € R"*™ regulér und b € R™ gegeben, zu dem die Losung x € R™ gesucht ist.

In der Klasse der Krylov-Unterraum-Verfahren wird eine Naherung x,, ~ x ermittelt. Dazu
ist eine Startlsung z¢ gegeben, die auch identisch Null gewihlt sein kann, wenn man keine
bessere Nidherung besitzt, was bei uns meist der Fall ist.

In der sogenannten Generalized Minimal Residual Method (GMRES-Verfahren) wird die N&-
herung z,, in einem affinen Unterraum zq + IC,,, des R™ gesucht:

Definition 1.34: Der Krylov-Raum zur Matriz A € R™*" und zum Vektor v € R™ mit
m < n lautet
K (A, v) = span{v, Av, A%v,..., A"y} CR™.

Der GMRES-Algorithmus benétigt dazu vom Raum K,,(A,v) eine Orthonormalbasis. Diese
Basis vy, ..., v, wird mit dem sogenannten Arnoldi-Prozef berechnet. Es handelt sich dabei
um eine Implementierung einer Gram-Schmidt-Orthogonalisierung:

13



1.3. Numerische Lineare Algebra

ALGORITHMUS 1: Arnoldi-Prozel
in: Matrix A, Startvektor v; mit |jv1]| =1
out: Orthonormalbasis (v1,...,Um)

1 for j=1,...,m

2 berechne h;; := (Av;,v;) fiir i=1,...,j
3 berechne w; := Av; — Y 1_, hijv;

4 berechne hjy1 ;= ||wjl|

5 if hj+1,j =0 then STOP

6 berechne v;y1 = w;/hji1;

7 next

Wir nehmen im Folgenden an, dass der Algorithmus korrekt terminiert und nicht in Zeile 5
abbricht, was bei exakter Arithmetik nur geschieht, wenn dim K,,(A,v;) < m gilt.

Zusétzlich zur Orthonormalbasis generiert der Arnoldi-Prozef eine obere Hessenberg-Matrix
(eine rechte, obere Dreiecksmatrix mit einer zusétzlichen Nebendiagonale):

Hm = (hlj) S R(erl)XTn.

Es bezeichne H,, € R™*™ die Matrix, die aus H,, durch Streichung der letzten Zeile ent-
steht, und sei V,,, := (v1 ... ) die Matrix mit den Spaltenvektoren vy, ..., v,,. Dann gilt
folgendes Lemma:

Lemma 1.35: Mit den oben definierten Malrizen gilt
Avm = m+1ﬁm~
Beweis: Siehe [Saa96] Proposition 6.5. O

Im GMRES-Verfahren wird zum gegebenen Startvektor xo der Vektor z,, € xo + K (A, v1)
mit vy :=19/8, B := ||ro|| und dem Startresiduum rg := b — Az berechnet.

Beziiglich der Orthonormalbasis vy, ..., vy, 1dsst sich x,, mit y € R™ schreiben als
Tm = To + Viny.

Der Vektor y wird dabei so gew#hlt, dass die Norm vom Residuum J := ||b — Az, || minimal
wird. Eine leichte Rechnung liefert bereits die Idee des Algorithmus:

J = |b— Az
= [Ib = Alzo + Viny)ll
= lro = AViny|

= ||Bv — Vm+1ﬁmyH

= [[Vimt1(Ber — Hpy)|
|Ber — Hpnyll-
Zur Berechnung von y ist also das Ausgleichsproblem miny, ||3e; — Hpy| zu 16sen. Mittels

sogenannter Givens-Rotationen wird dazu die Matrix H,, in m — 1 Schritten auf obere Drei-
ecksgestalt gebracht. Wenn man die m — 1 Givens-Rotationen zur orthogonalen Matrix Q)

14



Kapitel 1. Grundlagen

zusammenfasst und die neue obere Dreiecksmatrix mit R,, bezeichnet, so gilt QR,, = H,,
und damit

J = |Ber— F'my”

1Ber — QRyy||
1Q(QT Ber — Riny)||
Q" Ber — Ryl

Durch Riickwirtseinsetzen lésst sich y dadurch explizit ausrechnen.

Im GMRES-Algorithmus selber wird {iber die Grofte m iteriert. In jedem Schritt wird die Basis
des Krylov-Raums um ein Element vergrobert, die Givens-Rotation berechnet und das Residu-
um ausgewertet. Sobald das Residuum eine vorgegebene Toleranz p unterschreitet, terminiert
der Algorithmus.

ALGORITHMUS 2: GMRES (Pseudo-Code)

in: Matrix A, Startlésung zg, Toleranz p
out: N&herungslésung x

1 berechne rg:=b— Axg, [B:=|roll, vi:=1r0/0
2 for m=1,...
3 berechne die neuen Eintrige fiir m von

Vin, H,, mittels Arnoldi-Prozef
wihle y,,, so dass |QTBe; — Ryym| minimal
if |QTBe1r — Ryyml|l < p goto 7

next

setze x =29 + Vinym

~N O O

Variante mit Restart

Pro Iterationsschritt steigt der Rechen- und Speicheraufwand linear an, da alle Basisvektoren
vom Krylov-Raum gespeichert werden miissen und der neue Vektor mit allen orthogonalisiert
werden muss. Damit steigt der gesamte Rechen- und Speicheraufwand quadratisch mit der
Zahl der durchgefiihrten Iterationen.

Aus diesem Grund wurde eine Variante GMRES (k) mit Restart (k > 1) entwickelt. Nach einer
vorgegebenen Anzahl von k Iterationen wird der aufgebaute Krylov-Raum zuriickgesetzt und
die Zwischenlosung als Startldsung fiir die néchsten k Iterationen verwendet.

Vereinfacht gesagt wird der GMRES Algorithmus alle k Iterationen neu gestartet und damit
ist die Iteration k + 1 wieder so giinstig durchzufiithren wie Iteration 1.

Die Wahl des Parameters k ist nicht trivial, denn je kleiner k ist, desto grofer ist die Wahr-
scheinlichkeit, dass die Konvergenzgeschwindigkeit sinkt bzw. der Algorithmus scheitert. An-
schaulich kann es dadurch passieren, dass die richtige Suchrichtung fiir einen Abstieg des Resi-
duums schlechter bzw. nicht gefunden wird, wenn der Krylov-Raum eine zu geringe Dimension
besitzt.

Andererseits darf k£ nicht zu grof werden, da sonst der Aufwand pro Iteration erheblich ansteigt
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1.3. Numerische Lineare Algebra

und der Algorithmus dadurch stark verlangsamt wird.

Konvergenzabschitzungen

Das volle GMRES-Verfahren konvergiert fiir alle reguléren Matrizen in endlich vielen Schritten.

Satz 1.36: Sei A reguldar. Dann bricht GMRES genau dann im ArnoldiprozefS ab, wenn bereits
die exakte Lisung xi berechnet wurde.

Beweis: Siehe [Saa96] Proposition 6.10. O

Fiir das GMRES(k)-Verfahren gilt dieses Resultat nicht mehr, dennoch lisst sich folgender
Satz beweisen:

Satz 1.37: Ist die Systemmatriz A positiv definit, konvergiert GMRES(k) fiir alle k > 1.

Beweis: Siehe [Saa96] Theorem 6.7. O

Fiir den néchsten Satz benstigen wir die sogenannte Kondition einer Matrix:

Definition 1.38: Die Kondition einer requliren Matriz A ist definiert durch
cond(A) = [|All,[[ A7,

Die Konvergenzgeschwindigkeit des vollen GMRES-Verfahrens ohne Restart hangt nicht direkt
von der Kondition der Matrix ab, wie der ndchste Satz zeigt.

Satz 1.39: Sei A diagonalisierbar, d.h. es existiert die Zerlegung
A=XAX"!

mit der Diagonalmatriz A = diag(\1,..., \n) von Eigenwerten von A. Dann gilt fir das
Residuum im Schritt m des GMRES-Verfahrens

I7imlly < cond(X)e™ [rolly

(m) .— 1 a i)l
€ pepﬁ%)zlmﬁ\p( i)l

d.h. €™ ist der mazimale Funktionswert an den Eigenwerten X\; des Minimalpolynoms vom
Grad m mit Ordinatenabschnitt 1.

Beweis: siehe [Saa96] Proposition 6.15. O
Die Iterationszahl und damit die Konvergenzgeschwindigkeit hingt somit von der Eigenwert-
verteilung von A ab.

Aus der Definition von €(™) lassen sich drei Regeln fiir geringe Iterationszahlen formulieren:
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1. Clusterbildung: Haufung der Eigenwerte in moglichst wenigen kleinen Clustern im Ge-
gensatz zu einer weitestgehend Aquidistanten Verteilung,

2. Distanz zur Null: Vermeidung von Clustern beim Ursprung beziehungsweise keine gegen
Null verlaufenden Folgen,

3. kleines Eigenwertspektrum.

Das Resultat aus Satz 1.39 gilt nur fiir das volle GMRES-Verfahren und nur fiir diagonalisierba-
re Matrizen. Falls A nicht diagonalisierbar ist, gibt es keine Konvergenzresultate. Rechnungen
zeigen aber, dass auch in diesem Falle die Clusterbildung fiir schnelle Konvergenz sorgt. Ge-
nauso verhélt sich das GMRES(k)-Verfahren. Den Satz selber werden wir in der Arbeit nicht
weiter benotigen, er dient hier nur zur Erlduterung des Einflusses der Eigenwertverteilung auf
die Iterationszahl.

Zur Veranschaulichung finden sich in Abbildung 1.1 Bilder zu vier verschiedenen hypotheti-
schen Eigenwertverteilungen. In allen Bildern ist das Minimalpolynom mit m = 4 fiir verschie-
dene Verteilungen von 20 Eigenwerten dargestellt. In den Titeln iiber den Plots finden sich die
zugehorigen Werte fiir ¢(Y). Von links oben nach rechts unten:

1. ein Cluster um 0.5 und ein Cluster um 1.5 (e®) ~ 0.03),
2. dquidistante Verteilung zwischen 0.05 und 1 (¢*) = 0.48),

3. ein Cluster um 0.07 und ein Cluster um 1 (e®) = 0.64),
4. ein Cluster um 1 (¢®) ~ 0.00).

1.3.2 Vorkonditionierung

Im vorherigen Abschnitt haben wir gesehen, dass die Iterationszahl stark von der Eigenwert-
verteilung der Matrix abhéngt.

Die Eigenwertverteilung der Systemmatrix des diskretisierten Oseen-Problems ist nicht so, wie
im letzten Abschnitt beschrieben. Vorallem die Haufung von Eigenwerten um die Null fiihrt zu
sehr hohen Tterationszahlen. Als Ausweg bietet es sich an, das lineare Gleichungssystem durch
Vorkonditionierung zu verbessern.

Unter Vorkonditionierung versteht man die Multiplikation des Systems mit einer reguliren
Matrix P~!. Dabei substituieren wir x = P~ 'u in Az = b, 15sen

APty =10 (1.16)
und berechnen danach z aus © = P~ tu.

Wenn man das neue System 16st, erhélt man bei exakter Arithmetik die gleiche Losung x € R™,
aber die Iterationszahl wird nun durch die Eigenwerte und die Kondition der Matrix AP~!
bestimmt.

Da die Multiplikation von A mit P~! von rechts in (1.16) geschieht, wird dies auch als Rechts-
vorkonditionierung bezeichnet. Man kann auch von links vorkonditionieren, dies hat aber
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Fehler: 0.033333 Fehler: 0.478992
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Abbildung 1.1: Minimalpolynom zu ¢*) mit 20 Eigenwerten

einige Nachteile. So wiirde im GMRES-Verfahren nicht mehr das echte Residuum || Az — b,
sondern das vorkonditionierte Residuum ||P~!(Az — b)|| als Abbruchkriterium verwendet wer-
den. Deshalb beschrénken wir uns auf die Betrachtung der Rechtsvorkonditionierung.

Ziel ist es nun, P beziehungsweise P~! so zu konstruieren, dass die Eigenwertverteilung von
AP~! besser als die von A ist. Dies gelingt, indem man P~! als Niherung an A~! bildet.

Wird nimlich exakt A~! als Vorkonditionierer verwendet, 16st man nur noch das System
Iz = b, welches Eigenwerte und Kondition 1 hat. Damit ist €™ = 0 fiir alle m und das
GMRES-Verfahren konvergiert in einem Iterationsschritt. Dies ist natiirlich zu aufwindig, da
man mit A~ das System bereits direkt geldst hat.

Die Idee ist nun, fiir P~! eine giinstig zu berechnende Niherung an A~! zu verwenden.

Des Weiteren stellt man nun P~! in der Regel nicht als Matrix auf, sondern nutzt P~! nur
als Operator, der ein Matrix-Vektor-Produkt mit P~! ausfiihrt. Dies reicht, da im vorkon-
ditionierten GMRES-Verfahren nur Matrix-Vektor-Produkte mit dem Vorkonditionierer notig
sind.

Der GMRES-Algorithmus mit Vorkonditionierung und Restart sieht dann so aus:
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ALGORITHMUS 3: GMRES(m) mit Rechtsvorkonditionierung (Pseudo-Code)

in: Matrix A, rechte Seite b, Startlésung z, Toleranz p,
Vorkonditionierer P71, Restartlidnge m

out: N&herungslosung x

1 do

2 berechne rq:=b— Az, §:=||ro||, v1:=1r9/B

3 g = Pex

4 for j=1.m

5 w:= AP v,

6 //Arnoldiprozef:

7 for i=1..j

8 hij = (w,v;)

9 wi=w — hy ;v

10 next

11 by = [l

12 //vj41 ist neuer zu vy,...,v; orthonormaler Basisvektor:
13 vj+1 = w/hjt1

14 aktualisiere Givensrotation, so dass QR; = H; gilt
15 wende Givensrotation auf g an, so dass g:QTﬁel gilt
16 berechne y in min, |R;y — ¢|| durch Riickwirtseinsetzen

und speichere das Residuum res:= || R;y — ¢l

17 //Abbruch, falls Zielresiduum bereits erreicht:

18 if (res < p) goto 20

19 next
20 r:=x+ P 'V;y //Lésung aktualisieren

21 while (res > p) //restart, falls Loésung nicht erreicht

Fiir ein gegebenes Problem bleibt also die Aufgabe einen guten Vorkonditionierer P~! zu
entwickeln, so dass die Eigenwerte von AP~! wenige Cluster bilden, die separiert von der Null
sind.

1.3.3 Flexible Generalized Minimal Residual Method (FGMRES)

Konkret bietet sich als Loser eine Variation vom klassischen GMRES-Verfahren an, die in
[Saa91] unter dem Namen ,flexible GMRES* (FGMRES) vorgestellt wird und auch in [Saa96]
enthalten ist.

Im Gegensatz zum klassischen GMRES erlaubt FGMRES eine Anderung des Vorkonditionie-
rers in jedem Iterationsschritt. Dies bietet sich bei der Losung des Oseen-Problems besonders
an, da im Vorkonditionierer hiufig Systeme niherungsweise bis zu einer gewissen Genauigkeit
geldst werden und dadurch die Orthogonalitit des Krylov-Unterraums nicht exakt gegeben ist.
Gerade fiir solche Zwecke wurde FGMRES entwickelt.

Als Nachteil ldsst sich nennen, dass FGMRES die doppelte Menge an Speicher fiir temporére
Vektoren im Vergleich zu GMRES benétigt.

Nehmen wir an, der Vorkonditionierer P~! &ndert sich in jeder Iteration. Wir kennzeichnen
P~ in Iteration j mit dem Index j: Pfl. Betrachten wir nun Algorithmus 3 und ersetzen
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in Zeile 5 w := AP 'v; durch w := APj_lvj, dann funktioniert die Iteration auch weiter-
hin, allerdings wird in Zeile 20 zur Aktualisierung der Losung nochmal der Vorkonditionierer
ausgewertet:

r:=x+ P*1%y.

Hier wiirde ein Fehler entstehen, wenn P~! nicht mit allen Pj_1 aus der Schleife tibereinstimmt.

Im FGMRES speichern wir deswegen die Vektoren z; := Pj_'lvj zwischen. Damit kann sich der
Vorkonditionierer beliebig &ndern und die Rechnung in Zeile 20 bleibt exakt, indem wir

r=x+[z1,...,2m]y
berechnen.

Da wir jetzt v, und"zj fir 7 = 1,..., m speichern miissen, benotigen wir die doppelte Menge an
Speicher. Weitere Anderungen sind im FGMRES nicht notwendig. Der Quellcode sieht dann
SO aus:

ALGORITHMUS 4: FGMRES (Pseudo-Code)

in: Matrix A, rechte Seite b, Startlésung z, Toleranz p,
Vorkonditionierer Pj_l, Restartlénge m

out: Naherungslosung z

1 do
2 berechne rg:=b— Az, [ :=||ro||, v1 =19/
3 g = ﬂel
4 for j=1.m
5 Zj = Pj_lvj
6 w = Az;
7 //ArnoldiprozeR:
8 for i1 =1..j
9 hij = (w,v;)
10 wi=w — hi’jvi
11 next
12 i1 = llwll
13 //vj41 ist neuer zu vy,...,v; orthonormaler Basisvektor:
14 Vj41 = 'w/hj+1,j
15 aktualisiere Givensrotation, so dass QR; = H; gilt
16 wende Givensrotation auf g an, so dass g = Q7 3e; gilt
17 berechne y in min, |R;y — g|| durch Riickwirtseinsetzen
und speichere das Residuum res:= ||R;y — ¢
18 //Abbruch, falls Zielresiduum bereits erreicht:
19 if (res < p) goto 21
20 next
21 r:=x+[2,...,2ly //Lésung aktualisieren

22 while (res > p) //restart, falls Losung nicht erreicht
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Kapitel 2

Problemstellung und
Diskretisierung

Um ein lineares Gleichungssystem zur Berechnung zu erhalten, miissen wir die Navier-Stokes-
Gleichungen linearisieren und das dadurch entstehende Oseen-Problem diskretisieren. Mit den
Grundlagen aus Kapitel 1 ist es uns nun moglich, das Oseen-Problem zu behandeln.

Die Finite-Element-Diskretisierung muss gegebenenfalls stabilisiert werden, was in Abschnitt
2.4 kurz angesprochen wird.

Zuletzt bleibt noch das entstandene lineare Gleichungssystem zu analysieren. Dazu fithren wir
das sogenannte Stokes-Problem ein, mit dessen Hilfe wir in Abschnitt 2.5.5 Abschitzungen
iiber Eigenwerte eines verallgemeinerten Eigenwertproblems erhalten, dass eng mit dem Oseen-
Problem zusammenhéngt.

2.1 Behandlung der instationdren Navier-Stokes-Glei-
chungen

Zur numerischen Simulation einer inkompressiblen Stromung werden die instationdren Navier-
Stokes-Gleichungen verwendet. Dazu wird eine Geschwindigkeit u : Q x T — R? und ein
zugehériger Druck p : Q x T — R in einem beschrinkten Gebiet Q C RY (d € {2,3}) mit

Lipschitzrand 0Q und Zeit T' = [tmin, tmax] gesucht, die folgendes System erfiillen:
ou .
E—yAu—i—(u-V)u—l—Vp:f in QxT,

Vou=0 inQxT, (2.1)

u=g auf 00 xT.

Zusétzlich werden Anfangsbedingungen bendétigt. Die Anfangsbedingungen haben dabei die
Form

w(x, tmin) = ug(x).

21



2.1. Behandlung der instationdren Navier-Stokes-Gleichungen

Vereinfachend betrachten wir in dieser Arbeit nur Randbedingungen 1. Art, d.h. Dirichletrand-
bedingungen mit g : 0 x T — R?. AuRerdem werden wir im folgenden Abschnitt nur mit
homogenen Dirichletrandbedingungen rechnen, d.h.

g=0.

In der Implementierung heben wir diese Restriktion wieder auf. Dort lassen sich die Rand-
bedingungen in die diskrete Formulierung einarbeiten, ohne dass wir auf Randintegrale oder
geeignete Funktionenrdume zur Randbeschreibung eingehen miissen.

In (2.1) bezeichnet v > 0 die kinematische Viskositdt oder kurz Viskositdt des Fluids.
Die Gleichungen sind entdimensionalisiert und in Bezug auf Gebietsgréfe und Geschwindigkeit
normalisiert. Mit der charakteristischen Linge L und der charakteristischen Geschwindigkeit
U, definieren wir die Reynoldszahl

UL
Re = —,
v
die eine charakteristische Grofe ist. Mit Re =~ 1 sind die Gleichungen diffusions-dominant, fiir
Re > 1 konvektions-dominant. Im letzteren Fall kann es - abh#ngig von den Problemdaten -
zu instationdren Losungen kommen, auch wenn die Problemdaten zeitunabhingig sind.

Weiter bezeichnen mit f : Q x T — R? die dufleren Kréfte, die auf das Fluid wirken. Die
Gleichungen (2.1) stellen Erhaltungssétze aus der Physik dar: Die erste Gleichung fordert die
Impulserhaltung des Fluids und die zweite Gleichung steht fiir die Massenerhaltung.

Die Dichte des Fluids wird vereinfachend als konstant angenommen und diese Konstante direkt
in den Druck p mit hineingezogen.

Der Druck p ist in (2.1) nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt, weil dort nur die
Ableitungen von p auftreten. Daher fordern wir eine Normierung der Form

/pdx:O.
Q

Mit den Navier-Stokes-Gleichungen 14ft sich eine Vielzahl von Stromungen simulieren. Als
Beispiel seien hier Wasser-, Ol- und Gasstréomungen, Innenraum-Luftstrémungen und Luftum-
stromungen um Fahrzeuge mit Geschwindigkeiten weit unter Schallgeschwindigkeit genannt.
Stromungen mit hoheren Geschwindigkeiten (also zum Beispiel die Umstrémung eines fliegen-
den Flugzeugs) lassen sich so nicht simulieren, da hier die Kompression der Luft am Flugzeug
einen nicht zu vernachléssigenden Einfluff auf die Lésung hat.

2.1.1 Zeitdiskretisierung

Zur numerischen Losung der Navier-Stokes-Gleichungen muss die Zeit 1" diskretisiert werden.
Dazu teilen wir das Zeitintervall T in M + 1 diskrete Zeitpunkte t,in = to < -+ < tyr = tmax
auf. Die Grofie des Zeitschrittes kennzeichnen wir mit 7,41 1= tjm+1 — tim-

Wir berechnen Néherungen an v und p nur zu diesen diskreten Zeitpunkten und verwenden

zur Notation u™ : @ — R% und p™ : Q — R zur Zeit t,,, mit m € {0,..., M }. Genauso wird
auch die Koeffizientenfunktion f zeitlich diskretisiert.
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Kapitel 2. Problemstellung und Diskretisierung

Zuséatzlich muss die zeitliche Ableitung % von u diskretisiert werden. Wir beschrinken uns

auf einen einfachen, einseitigen Differenzenquotienten:

ou (bost) umtl —gm o gmtl u™
S Um+t1) = = - .
at tm+1 - tm Tm+1 Tm+1

Damit erhalten wir ein stationdres System

um‘H u™
— Ay 4 (T )T vt = e i Q)
Tm+1 Tm+1 9.9
V-um™tt =0 in ©, (2.2)
™t =0 auf 09,

welches fiir jeden Zeitschritt ¢, gelost werden muss. Diese Zeitdiskretisierung ist ein implizites
Euler-Verfahren beziehungsweise ein #-Schema mit § = 1. Eine Einfiihrung in die Zeitdiskreti-
sierung bietet zum Beispiel [QV97] in Abschnitt 13.4.

2.1.2 Linearisierung durch Fixpunktiteration

Wir beschéftigen uns nun mit der Lésung des Systems (2.2), welches wir von der Notation
noch etwas vereinfachen, indem wir konstante Ausdriicke auf der rechten Seite in die Koeffizi-
entenfunktion f ziehen und die Notation des Iterationsschrittes weglassen:

—vAu+cu+ (u-Vu+Vp=f inf,
V-u=0 in{, (2.3)
u=0 auf 0Q.

Das Gleichungssystem (2.3) ist im Term (u - V)u nichtlinear. Fiir die Behandlung der Nichtli-
nearitit gibt es verschiedene Ansétze. Das in w und p gekoppelte System wird nicht entkoppelt,
sondern komplett gelost. Einen Uberblick iiber alternative Losungsansitze fiir Sattelpunktpro-
bleme bietet [BGLO5].

Die Nichtlinearitét 16sen wir mit einer Fixpunktiteration auf. Wir starten mit einer divergenz-
freien Startlosung wp mit homogenen Randwerten und iterieren das System

—vAuy + cu + (ug—1 - V)urp + Vpp = f in Q,
V- U = 0 in Q,
Uk = 0 auf 0N

iber k mit festem wug—; und 16sen dabei nach uy, pi. Dies sind die sogenannten verallgemei-
nerten Oseen-Gleichungen.

2.2 Oseen-Problem

Die Behandlung der instationfren Navier-Stokes-Gleichungen reduziert sich — wie im vorheri-
gen Kapitel gesehen — auf das hiufige Losen des verallgemeinerten Oseen-Problems, das
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2.2. Oseen-Problem

folgende Gestalt hat:

finde (u,p) mit
—vAu+cu+ (w-V)u+Vp=f inQ,
V-u=0 1in €,
u=0 auf 0.

(2.4)

Dabei ist w ein divergenzfreies Vektorfeld. Da der Druck p nur bis auf Konstanten bestimmt
ist, fordern wir zur Drucknormierung wieder

/deZ:O.

Definition 2.1: Das Paar (u,p) € [C?(2) N C(Q)]? x C1(Q) heifit starke Losung, wenn es
die starke Formulierung (2.4) punktweise erfiillt.

2.2.1 Herleitung der Variationsformulierung

Sei (u,p) € [C%(Q) N C(Q)]? x CH(Q) starke Losung von (2.4) und seien v € C§°(2)? und
q € C*(Q) Testfunktionen, wobei v auf dem Rand verschwindet.

Zuerst multiplizieren wir die beiden Gleichungen mit den Testfunktionen v bzw. ¢ und inte-
grieren {iber das Gebiet 2:

—Z//Auvdw—i—/cuvdx—l—/(w-V)uvdx—i—/vadxz/fv dz,

/(V-u)q dz = 0.

Nun integrieren wir partiell. Die Randintegrale der partiellen Integration verschwinden, da u
und v auf dem Rand verschwinden. Die Integrale iiber Q schreiben wir als L2?-Skalarprodukt
und erhalten fiir beliebige (v, q) € C5°(Q)? x C=(Q):

Z/(V’U,7v1}) + ((C+w . v)uvu) - (p»v . ’U) = (fa 'U),
(¢,V-u)=0.

Zuletzt vergrofern wir den Raum der Testfunktionen durch Vervollstdndigung beziiglich der
H'-Norm bzw. der L?-Norm und testen mit

v,q €V x Q= H} ()4 x L2(Q).
Dabei sei

L3(Q) := {q € L*(Q) | /q dx = O} (2.5)

der normierte L?-Raum fiir den Druck.

Diese Formulierung motiviert nun die folgende Definition zur schwachen Losung:
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Kapitel 2. Problemstellung und Diskretisierung

Definition 2.2: Das Paar (u,p) € V x Q = H}(Q)? x L2(Q) heift schwache Lésung der
Variationsformulierung des Oseen Problems, wenn

v(Vu, Vo) + ((c+w - V)u,v) — (p, V- v) = (f,v),

) —0 (2.6)

fir allev,q € V x Q gilt.

Insbesondere sind starke Losungen auch Losungen im schwachen Sinn. Damit haben wir den
starken Losungsbegriff verallgemeinert, da wir nun geringere Regularititseigenschaften an die
Daten fordern miissen und auch geringere Regularitit der Losungen bendtigen. Andererseits
ist eine hinreichend glatte schwache Lésung wieder eine starke Losung.

Mit den Bilinearformen

a:VxV—R, a(u,v):=v(Vu,Vv)+ ((c+w - V)u,v),
b:VxQ—R, blu,p) :=—(p,V-v)

schreiben wir die Variationsformulierung kurz als

finde u,p € V x @ mit
alu,v) +b(v,p) = (f,v) VweV, (2.7)
b(u,q) 0 VgeQ.

Satz 2.3: Das Variationsproblem (2.7) hat eine eindeutige Losung (u,p) € V x Q.
Beweis: Die Voraussetzungen von Satz 1.22 sind zu iiberpriifen. Mit
Z={veV|blvq) =0Vq e Q}
gilt fiir beliebige v € Z mit partieller Integration von ((w - V)v,v)
a(v,v) = v|v[ + c(v,v) + (w - V)v,v)

= vfol? + (v, 0) = (V- w)e,0)

= ol + o,
da V - w = 0 nach Voraussetzung gilt. Also ist a nach Definition 1.21 Z-elliptisch.
Nach [GR86], Corollary 2.4 existiert zu jedem q € Q ein u € Z+ mit

V-u=gq,

des Weiteren gilt ||ul|; < C|q||. Daraus folgt:

b(v,q) _ blu,q) lg* _ 1
wp P0) b ol 1
vEV,0#£0 [v]1 |1 |uly
Damit ist die inf-sup-Bedingung erfiillt und nach Satz 1.22 gilt die Behauptung. (]
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2.3. Finite-Elemente-Diskretisierung

2.3 Finite-Elemente-Diskretisierung

Im folgenden Abschnitt wollen wir eine Finite-Element-Methode zur Diskretisierung vorstellen.
Mit endlichdimensionalen Unterrdumen

VhCV, QncQ@
lautet das Galerkin- Verfahren zu (2.7)

finde u,p € Vi X Qp mit
a(u,v) + b(v,p) = (f,0) Vo€ Vi, (2.8)

Kimmern wir uns zunéchst um die konkrete Definition von V,, und Q.

2.3.1 Triangulierung

Zu einem gegebenen Gebiet @ C RY mit d € {2,3} und Lipschitzrand definieren wir eine
Familie von Zerlegungen {T}},. Jede Zerlegung T}, ist eine Menge von konvexen Teilgebieten
K; von Q:

Th, - {Kla RS Km}
mit

a-Ux.

Dabei ist jedes K € Ty, Bild des Referenzelementes K unter einer bilinearen Transformation
Fx:K — K (2.9)
mit einem Finheitsquader als Referenzelement:
K :=(0,1)%. (2.10)
Also sind die K € T}, Vierecke fiir d = 2 und Hexaeder fiir d = 3, siehe dazu Abbildung 2.1.

(0,1) (1,1)

/\

Fy

=)

(0,0) (1,0)

Abbildung 2.1: Transformation vom Referenzelement K
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Kapitel 2. Problemstellung und Diskretisierung

Es bezeichne hg := diam(K) den Umkreisdurchmesser von K und analog ok den Inkreisdurch-
messer. Eine Zerlegung wird mit dem maximalen Durchmesser h = maxger, hx indiziert.

Wir nehmen an, dass das aus den K; bestehende Rechteckgitter nicht degeneriert ist, insbe-
sondere fordern wir fiir die Familie von Zerlegungen {T},}5:
1. Zulissigkeit: keine hingenden Knoten, d.h. K; N 7] ist fiir ¢ # j entweder leer, ein
Eckpunkt von K; und K; oder eine gemeinsame Kante,

2. Isotropie: maxg Z—I‘f < ¢ fiir alle Ty, d.h. keine Degeneration von Elementen,

3. Quasi-Uniformitét: h < co ming o .

In Abbildung 2.2 ist ein Ausschnitt einer zuléssigen zweidimensionalen Zerlegung zu sehen.

Abbildung 2.2: Ausschnitt einer zulissigen zweidimensionalen Zerlegung

2.3.2 Finite-Elemente-Riume

Zu dem Teilgebiet K € T}, definieren wir den Begriff des finiten Elements, welches die Art der
Ansatzfunktionen auf diesem Teilgebiet charakterisiert und die Reprisentation einer Funktion
durch Funktionswerte an den Freiheitsgraden ermoglicht.

Definition 2.4: Als finites Element definiert man das Tripel (K, P,X) mit

o dem Teilgebiet K € T,
e dem endlichdimensionalen, linearen Raum der Formfunktionen P auf Ty

o und einer Basis X C P* aus linearen Funktionalen auf P, den Freiheitsgraden, mit denen
sich die Elemente aus P eindeutig festlegen lassen.
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2.3. Finite-Elemente-Diskretisierung

Den Finite-Elemente-Raum definieren wir lokal auf den einzelnen Elementen K € 1), von
denen wir uns auf das Referenzelement K zuriickziehen kénnen. Auf dem Referenzelement
definieren wir einen Polynomraum wie folgt:

Definition 2.5: Wir bezeichnen mit Qi den Raum der Polynome bis zum Grad k € N in jede
Koordinatenrichtung auf dem Referenzelement K = (0,1)%:

~

Qr(K) ::span{IA(—»R, it agt | 0< oy Sk}. (2.11)

Damit konstruieren wir den skalaren Finite-Elemente-Raum @ auf Q:

Qu = {v e L3(Q) | vlk o Fi € Q(R), K € Th}. (2.12)

Wir wahlen eine Lagrange-Basis auf jeder Zelle K;, wodurch wir fiir Funktionen eine Dar-
stellung durch Funktionswerte an Freiheitsgraden in den Zellen erhalten. Jedes Basiselement
der Lagrange-Basis hat den Funktionswert 1 an genau einem Freiheitsgrad und verschwindet
an allen anderen Freiheitsgraden. Fiir das Qj-Element werden die (k + 1)? Freiheitsgrade auf
einem regelméfigen Gitter auf dem Referenzelement angeordnet. In Abbildung 2.3 sind einige
Beispiele zu sehen.

Abbildung 2.3: Anordung der Freiheitsgrade auf dem Referenzelement fiir Ql(f( ) und @2(1? )
in zwei und drei Dimensionen

Eine wichtige Abschitzung fiir Funktionen aus @y ist die Inverse Ungleichung:

Lemma 2.6: Sei T}, quasi-uniform, dann gibt es eine Konstante Ci,y > 0 undabhdngig von
h, so dass fir alle v € Qr und K € T}, gilt:

k2
v,k < OinvﬁHUHO,K'
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Kapitel 2. Problemstellung und Diskretisierung

Beweis: Siche [GR86], Lemma A.6. O

Mit der Definition von @ koénnen wir schlieflich die Rdume V};, C V und @, C @ definieren:

Definition 2.7: Sei k > 2. Dann bezeichnen wir mit Qr — Qr—1 das sogenannte Taylor-
Hood-Paar V}, x Q, CV x Q mit

Vi = [Qk}d nv cV,
Qrn=Qr1 NQ CQ.

Der Vollstandigkeit halber definieren wir zusdtzlich noch die Equal-Order-Elemente, auch wenn
wir primér die Taylor-Hood-Elemente verwenden werden:

Definition 2.8: Sei k > 1. Dann bezeichnen wir milt Q — Q das sogenannte Equal-Order-
Paar V), x Q) CV x Q mit

Vi =lQu' NV CV,
Qui=Qr NQ CQ.

Satz 2.9: Das Taylor-Hood-Paar Qi — Q1 ist diskret inf-sup-stabil, d.h. es existiert ein
B > 0 unabhingig von h mit:

inf sup 7((1’ V)

>p3>0.
a€Quvev, [vilgl

Beweis: Siche [BF91] Remark 6.2. O

Die inf-sup-Bedingung gilt aber nicht fiir Equal-Order-Elemente, weswegen man den Druck-
raum zusatzlich stabilisieren muss. Dies lasst sich beispielhaft sehr anschaulich durch Abzahlar-
gumente an sogenannten Schachbrettlosungen erkennen, siehe [Bra03], S.153ff.

Die Equal-Order-Elemente sind nur der Vollsténdigkeit halber definiert. Aus drei Griinden
werden wir diese nur nebenbei betrachten:

Erstens l&sst sich eine zusétzliche Elementordnung fiir die Geschwindigkeit dadurch motivieren,
dass in der kontinuierlichen Formulierung Ableitungen zweiter Ordnung der Geschwindigkeit
enthalten sind, aber nur Ableitungen erster Ordnung im Druck.

Zweitens verdndert die notwendige Druckstabilisierung das Besetzungsschema der Systemma-
trix, wodurch das Design der Vorkonditionierer schwieriger wird beziehungsweise eventuell
nicht mehr funktioniert.

Drittens wiirde eine ausfiihrliche Behandlung der Equal-Order-Elemente den Rahmen dieser
Arbeit sprengen. Wo es moglich ist, werden wir aber auf die Unterschiede bei Verwendung
von Equal-Order-Elementen hinweisen. Um das Thema der Stabilisierung, die auch fiir Taylor-
Hood-Elemente aus anderen Griinden bendétigt wird, kiimmern wir uns in Abschnitt 2.4.

An dieser Stelle sei auf [LRLO7] und [L6w08] bei LPS-Stabilisierung und auf [R6h07] bei
residualer Stabilisierung verwiesen.
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2.3.3 Matrixdarstellung des Variationsproblems

Im folgenden Abschnitt werden wir herleiten, wie man das diskretisierte Oseen-Problem als
lineares Gleichungssystem assembliert.

Wir beginnen mit dem diskreten Variationsproblem des Galerkin-Verfahrens (2.8):
finde u,p € V), X Qp mit
a(u,v) +b(v,p) = (f,v) Vv €V,
b(u, q) =0 Vg € Qp.

Die diskreten Rdume wihlen wir als Taylor-Hood-Paar nach Definition 2.7:

Vi % Qn = [Qr)® X Qp—1.

Die Dimensionen der diskreten Rdume definieren wir als

Ny = dim Vp,

2.13
np = dim Qy,. ( )
Sei nun {¢1,...,dn,} eine Basis von V;, und {11, ...,%,,} eine Basis von Q. Dann existiert
zu v und p eine Basisdarstellung
u(z) = Zuiq’)i(x), p(x) = Zpﬂ/h'(x), Vo € Q.
i=1 i=1
Damit ldsst sich u € Vj, mit dem Koeffizientenvektor U = (u1,...,u,,)T und analog p € Q,

mit P = (pq,... ,pnP)T identifizieren.

Es reicht, im Variationsproblem nur mit den Basiselementen ¢; bzw. v; anstelle von allen v €
Vi bzw. ¢ € Qp, zu testen, da a(-, -) und b(-, -) Bilinearformen sind und sich die Basisdarstellung
von v und ¢ herausziehen ldsst:

finde u,p € Vi, X Qp mit

a(u7¢7)+b(¢t7p) = (fa¢7) Vi € {1,...,71“},
b(u,wi) =0 Vi € {1,...,np}.

Setzen wir nun die Basisdarstellung von u und p ein:

o> wibs,60) + b, S pyy) = (f60) Vi€ {1, ),
j=1 j=1

Ny

(> iy, i) =0 Vie{l,...,np}.
j=1

Durch Ausnutzung der Linearitéit der Bilinearformen erhalten wir

Ny Np

j=1 j=1

> ub(e, ) =0 Vie{l,...,n,}.
j=1
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Nun definieren wir die Matrizen A = (a;;) € R™*™, B = (b;;) € R"*" mit

aij = a(¢;,d;) und  by; = b(d;, 1)
und den Vektor F' = (f;) € R™ mit f; := (f,¢;) und schreiben das System als lineares

Gleichungssystem:

A BT\ (U\ (F

B 0 pP) \0)"
Ein wichtiger Aspekt fiir die Losung ist, dass die Systemmatrix

A BT
e (42

schwach besetzt ist, also viele Nulleintrége besitzt. Diese Nulleintrdge miissen im Rechner nicht
gespeichert werden.

2.3.4 Losbarkeit des diskreten Problems

Wir nehmen nun an, dass wir das System mit einem Taylor-Hood-Paar diskretisieren. Nach
[Ste90] Theorem 2.1 ist damit die diskrete inf-sup-Bedingung erfiillt. Die anderen Vorausset-
zungen von Satz 1.23 sind analog zu Satz 2.3 zu beweisen. Damit ist das System eindeutig
l6sbar

2.4 Stabilisierung

Die in Abschnitt 2.3 vorgestellte Diskretisierung lésst sich in dieser Form nur unter bestimmten
Umsténden einsetzen, da es zu unphysikalischen Oszillationen in der Losung kommen kann.
Dafiir lassen sich zwei verschiedene Griinde nennen:

Diese Oszillationen kénnen zum einen im Fall dominierender Konvektion, also fiir v < 1,
auftreten. Zum anderen kann aufgrund der Wahl der diskreten Rdume fiir V und @ die diskrete
Inf-Sup-Bedingung (1.8) verletzt werden. In Abschnitt 2.3 haben wir zwei verschiedene Finite-
Element-Paare vorgestellt. Die sogenannten Taylor-Hood-Paare Q —Qg—1 erfiillen die diskrete
inf-sup-Bedingung, die Equal-Order-Paare Q) — Q) hingegen nicht.

In beiden Féllen l&sst sich das System stabilisieren, wodurch die Oszillationen eliminiert oder
zumindest lokalisiert werden. Dafiir wird das urspriingliche System

A(u,piv,q) = L(v,q) V(v,q) €V xQ
durch ein stabilisiertes System der Form
A(u, p;0,q) + Au(u, p;0,q) = L(v,q) + Lu(v,q) V(v,9) €V xQ
ersetzt. Dabei gilt
Alu,p;v,q) = v(Vu, Vo) + ((w- VIu+c-u,v) — (p,V-v) + (q,V - u),
L(v,q) = (f,v).
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Wir betrachten hier zwei verbreitete Varianten zur Stabilisierung der Standard-Galerkin-
Methode: residuale Stabilisierung und Stabilisierung durch lokale Projektion. In den beiden
hier vorgestellten Varianten wird die Divergenz durch die sogenannte Grad-Div-Stabilisierung
stabilisiert, die spéter aus Sicht der Loser noch wichtig wird. Die Grad-Div-Stabilisierung hat
einen nicht unerheblichen Anteil an dem stabilisierenden Effekt der zwei Varianten. Alleine
deshalb macht es Sinn, die Grad-Div-Stabilisierung getrennt zu verwenden, mehr dazu im
folgenden Abschnitt 2.4.1.

Zu stabilisierende Grofen sind die Divergenzbedingung V -« = 0 in der kontinuierlichen For-
mulierung und die Geschwindigkeitsgleichung bei dominierender Konvektion sowie der Druck
bei Equal-Order-Elementen, welche nicht inf-sup-stabil sind.

Die Stabilisierungen haben nicht nur stabilisierende Wirkung auf die Losung, sondern verén-
dern die Eigenschaften des zu l6senden linearen Gleichungssystems zum Teil erheblich. Dies
wirkt sich natiirlich auf die Loser und Vorkonditionierer aus, was wir spiter analysieren moéch-
ten.

Ein wichtiger Aspekt ist die korrekte Wahl der Stabilisierungsparameter. Bei zu groen Pa-
rametern kann es zu “Uberstabilisierung” kommen, wodurch die Losung stark verfilscht wird,
indem scharfe Grenzschichten in der Losung zum Teil “verschmiert” werden. Wenn die Pa-
rameter hingegen zu klein werden, reicht die Stabilisierung unter Umsténden nicht aus und
Oszillationen verbleiben.

Neben der optimalen Parameterwahl fiir ein konkretes Problem interessiert aulerdem die Ab-
hingigkeit der Parameter von v und h.

2.4.1 Grad-Div-Stabilisierung

Die sogenannte Grad-Div-Stabilisierung stabilisiert die Divergenzbedingung des Systems,
indem das Residuum der Divergenz-Nebenbedingung als Strafterm hinzugefiigt wird.

Konkret haben die Operatoren dabei folgende Form:

Agrad-div(u, p; v, q) = Z (V- u, V- o)r, (2.14)
TeTh
Lgrad—div (v, Q) =0 (2.15)

mit den Stabilisierungsparametern yp > 0.

Der Name “Grad-Div-Stabilisierung” stammt daher, dass sich der Term (V - u,V - v) nach
partieller Integration aus der starken Formulierung V(V - u) herleiten lésst.

Der Stabilisierungsparameter wird fiir inf-sup-stabile Elemente als
Yr € (9(1)

gewéhlt. Da der Druck nicht stabilisiert wird, ist die Grad-Div-Stabilisierung bei Equal-Order-
Elementen nicht einzeln verwendbar. Das Wahl von ~7 lasst sich durch Anwendung des Pa-
rameterdesigns fiir residuale Stabilisierung (siche Abschnitt 2.4.2) fiir Taylor-Hood-Elemente
motivieren. Wenn man den Stabilisierungsparameter fiir den SUPG- und PSPG-Term auf Null
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setzt, verbleibt nur die Grad-Div-Stabilisierung. Damit erh&lt man zusétzlich eine Fehlerab-
schidtzung zur Referenzlésung u, p des nicht stabilisierten Systems. Mit hinreichender Regula-
ritdt (u,p) € [H*1]9 x HF gilt mit einem geeignetem o > 0:

vl —unlf + ellu = unllg + AV - (w—un) g+ allp = pal* <
Crh® Jullf,y + Coh®|p[l7.  (2.16)
Siehe dazu [LRO6], Corollary 3.3.
In [OR04] findet man die getrennte Betrachtung der Grad-Div-Stabilisierung fiir das Stokes-
Problem, auf das wir in Abschnitt 2.5.4 eingehen. Table 1 in [MLRO7] verdeutlicht im Kontext
der residualen Stabilisierung, dass die Grad-Div-Stabilisierung auch alleine zur Stabilisierung

des Oseen-Problems verwendet werden kann beziehungsweise in der residualen Stabilisierung
eine wichtige Rolle spielt.

2.4.2 Residuale Stabilisierung

Unter dem Namen der residualen Stabilisierung (residual based stabilization, kurz RBS)
fassen wir die Kombination aus Divergenzstabilisierung, Stromlinien-Stabilisierung der Ge-
schwindigkeit (SUPG) und Druckstabilisierung (PSPG) zusammen.

Die Operatoren haben hier folgende Form:

Arps(u,p30,q) = Agrad-div (4, p; v, q) (grad-div)
+ > op(—vAu+ (w- Vu+cu+ Vp, (w- V)v)r (SUPG)

TeTy
+ Z M (—vhu+ (w-V)u+c-u+ Vp,Vq)r, (PSPG)

TeTh

Lins(v,q) = Y (f,00((w- V)u+ V)7
TeT),

Die Stabilisierung ist konsistent, dass heifit eine kontinuierliche Losung erfillt die stabilisierte
Variationsformulierung. Wir haben hierbei drei Parameter: yp der Grad-Div-Stabilisierung, dp
von SUPG und 6%, von PSPG. Das Parameterdesign muss hier getrennt fiir Equal-Order- und
Taylor-Hood-Elemente durchgefiihrt werden.

Fiir Taylor-Hood-Elemente sei auf [MLRO7] verwiesen. Die Ergebnisse sind
W

v+ booCr 4 cC% + b2 min (v=1C%; ¢~ 1)’

6% =0,

Yr =7~V + b CF.

o ~

Dabei gilt boo = ||b]| o« und CF ist die Friedrichskonstante aus der Friedrichs-Ungleichung.

Die Analysis liefert 0 < (5? < Jp, die Druckstabilisierung ist aber nur bei Equal-Order-
Elementen notwendig (siehe dazu Remark 1 in [MLRO7]). Rechnungen bestétigen dieses Er-
gebnis. Deswegen withlen wir 6%, = 0 fiir Taylor-Hood-Elemente.
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Mit diesem Parameterdesign fiir Taylor-Hood-Elemente Qr — Qr—1 erhalten wir mit der zu-
sitzlichen Regularititsanforderung (u,p) € [H*1]? x H* und einem geeignetem a > 0 (siehe
[MLRO7], Lemma 2) die a-priori Fehlerabschitzung

2 2
= o= plIP < 37 13 [Culull s oy + Collpli ]
TeTh

beziiglich der Tripelnorm

2 2 2 2
(0, @17 == v[vl; + cllvllg + IV - vllg + D Srll(d- V)ollg r + ellalo + D rlali 7,
TeTy TeTh

siehe [MLRO7] Theorem 5. Dabei bezeichnet w(T') die Umgebung des Elements T' € Tj:

w(T) = U T

T' €Ty, T'NT#2

Der Vollstandigkeit halber sei noch das Parameterdesign fiir Equal-Order-Elemente gegeben,
welches in [BBJLO7] motiviert wird:

-1
or =0~ (vhg® Bl b7t +e)

vr ~ hipér.

2.4.3 Stabilisierung durch lokale Projektion

Die Stabilisierung durch lokale Projektion (kurz LPS) lasst sich durch einen Multiskalenansatz
motivieren. Die Strémung wird in drei Skalen geteilt: kleinste, kleine und grofse Skalen. Die
kleinsten Skalen werden im Gegensatz zu den kleinen und groffen nicht aufgeldst, sondern nur
deren Einflufs modelliert. Dabei wird angenommen, dass die kleinsten Skalen nur die kleinen
Skalen beeinfluften. Der Einflufs wird durch zusiitzliche, kiinstliche Diffusion auf den kleinen
Skalen simuliert.

In der hier vorgestellten Variante entstehen die kleinen Skalen aus den grofen Skalen durch
eine regelmifkige Verfeinerung des Gitters und durch Erhéhung des Ansatzgrads der Basis-
funktionen.

Das feine Gitter bildet das Rechengebiet, wihrend die grofsen Skalen durch eine Projektion
7 in den Grobraum entstehen. Damit diese Projektion lokal ausgewertet werden kann, muss
der Grobraum aus unstetigen Elementen bestehen. Der Anteil einer Funktion auf den feinen
Skalen wird durch den Fluktuationsoperator x;, := I — 7 ermittelt. Fiir die vektorwertige
Geschwindigkeit sei s} := I — 7" passend definiert.

Wir bezeichnen mit M), das Grobgitter oder Makrogitter. Eine Makrozelle besteht aus der
Vereinigung der Gitterzellen aus T}, die durch die Verfeinerung entstanden sind. Damit erhal-
ten wir eine disjunkte Zerlegung von T}. Es bezeichne hj; den Durchmesser der Makrozelle
M € My,

Die Variationsformulierung der LPS-Stabilisierung besteht aus Grad-Div-Stabilisierung,
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Stromlinienstabilisierung der Geschwindigkeit und Druckstabilisierung:

Alps(%p§% Q) = Agrad—div(uap; v, Q) + Z [TM(HZ((b : V)UL KZ((b : V)“))M
MeMy,

+an (k;,(Vp), £3,(V@)) ] -

Im Gegensatz zur residualen Stabilisierung ist diese Stabilisierung symmetrisch, aber nicht
konsistent. Die Terme in Aj,s(u, p; v, q) wirken als Strafterm (penalty term).

Wir betrachten hier nur das Parameterdesign fiir Taylor-Hood-Elemente aus [RL07], Theo-
rem 2:

w1
Qpr Nh’i[v
ha k3
TM™ Nmin{ M ,M}.
ol ¥

Fiir eine hinreichend glatte Referenzlosung (u,p) € [H*1(Q)] % H*(Q) und Daten ((w-V)u €
[H k(Q)]d) gilt damit die a-priori-Fehlerabschétzung

I —unp—pu)llIP < [h?v];HH(b . V)“Hi,w(M) + h?v];HUHiHM(M) + h%\/[k||p||12+1,w(M)}
MeMy,

mit der Tripelnorm

2 2
(@, )I* := viol +cllvllg + ellally + Aps(v, 40, 9)

fiir ein geeigntes a > 0. Genauso wie bei der residualen Stabilisierung ist die Druckstabilisie-
rung nur fiir nicht stabile Elementepaare notwendig, so dass wir bei Taylor-Hood-Elementen
apr = 0 wihlen kénnen. In diesem Zusammenhang sei auf die Diplomarbeit [Low08] verwiesen,
die in Abschnitt 6.4 diesen Sachverhalt behandelt.

2.5 Betrachtung des linearen Systems

In Abschnitt 2.3.3 haben wir die Matrixdarstellung fiir das nicht stabilisierte Oseen-Problem
hergeleitet. Allgemeiner hat die Systemmatrix im stabilisierten Fall die Form

_ (A B§
e (4 )

Bei residualer Stabilisierung ist im Gegensatz zu LPS B # Bg durch den nichtsymmetrischen
Anteil im SUPG-Teil. Bei Equal-Order-Elementen muss der Druck entweder durch LPS oder
PSPG stabilisiert werden, wodurch C' # 0 ist. Wir unterscheiden jetzt vier verschiedene Fille
fiir die Gestalt von M:
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1. Bs # B, C # 0: Equal-Order-Elemente mit residualer Stabilisierung.
2. Bg = B, C # 0: Equal-Order-Elemente mit LPS-Stabilisierung.
3. Bg # B, C = 0: Taylor-Hood-Elemente mit residualer Stabilisierung.

4. Bg = B, C = 0: Taylor-Hood-Elemente ohne Stabilisierung, mit Grad-div-Stabilisierung
oder mit LPS-Stabilisierung.

In den Abbildungen 2.4, 2.5 und 2.6 sind verschiedene Besetzungsmuster der Matrix M darge-
stellt. Dabei bezeichnet ein schwarzer Punkt einen Matrixeintrag ungleich Null. Zu erwdhnen
ist, dass in die Matrizen bereits Dirichlet-Randbedindungen eingearbeitet sind. Dadurch ent-
halten die Matrizen an einem Randknoten der Geschwindigkeit in der zugehorigen Zeile und
Spalte nur den Diagonaleintrag. In Tabelle 2.1 sind jeweils die Anzahl der Nicht-Null-Eintrige
aufgelistet.

Eintrige ungleich Null
Abb. || Typ Stab. M Al BT B C | pro Zeile
24-L || 2D-Q2— Q1 | - 2212 | 1122 | 545 | 545 0 11.83
24-R || 3D-Q2— Q1 | - 3275 | 1323 | 976 | 976 0 8.15
2.5-L || 2D-Q2 — Q1 | Grad-Div | 2962 | 1872 | 545 | 545 0 15.84
2.5-M || 2D-Q2 — @1 | LPS 3826 | 2736 | 545 | 545 0 20.46
25-R || 2D-Q2 — Q1 | RBS 2995 | 1872 | 578 | 545 0 16.02
2.6-L || 2D-Q2 — Q1 | - 5746 | 3074 | 1336 | 1336 0 17.36
2.6-R || 2D-Q2 — Q2 | LPS 7669 | 2736 | 1266 | 1266 | 2401 31.56

Tabelle 2.1: Anzahl der Nicht-Null-Eintrige der Systemmatrix bei unterschiedlicher Diskreti-
sierung

| -
] L1 .
'
||||Ill_='II LT
- = i -n
[T

S - it it

Abbildung 2.4: Besetzungsmuster von Systemmatrizen, 2D und 3D ohne Stabilisierung
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Abbildung 2.5: Besetzungsmuster von Systemmatrizen, 2D mit Grad-Div-, LPS- und RBS-
Stabilisierung

L.

kit Y

Abbildung 2.6: Besetzungsmuster von Systemmatrizen, unregelméfiges Gitter und Equal-
Order-Elemente

In Abbildung 2.4 sieht man ein unstabilisiertes System mit Q2 — QQ1-Elementen eines zweidi-
mensionalen Problems links und eines dreidimensionalen Problems rechts. In den Besetzungs-
mustern erkennt man deutlich die Struktur der Matrix. Der A-Block hat jeweils Blockdiagonal-
gestalt mit je einem Block pro Geschwindigkeitskomponente, also zwei im zweidimensionalen
Problem und drei im dreidimensionalen Problem. Die Geschwindigkeitskomponenten sind un-
tereinander nicht gekoppelt, da das System nicht stabilisiert ist. Der C-Block rechts unten ist
leer, da auch der Druck nicht stabilisiert wird. Eine Komponente des A-Blocks ist deutlich
grofer als die Zahl der Zeilen im BT-Block, da fiir die Geschwindigkeit Q»-Elemente anstelle
der @i-Flemente fiir den Druck verwendet werden. Im dreidimensionalen Problem (rechts)
verschiebt sich das Verhiltnis der Freiheitsgrade fiir Geschwindigkeit und Druck noch weiter,
so dass ein Grofsteil der Freiheitsgrade fiir die Geschwindigkeit verwendet wird.

In Abbildung 2.5 sieht man wieder das zweidimensionale Problem aus Abbildung 2.4, aber
diesmal unterschiedlich stabilisiert: links nur mit Grad-Div-, in der Mitte LPS- und rechts mit
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RBS-Stabilisierung. Man erkennt, dass die Grad-Div-Stabilisierung (die ja in allen drei Beset-
zungsmustern vorhanden ist) wie erwartet die unterschiedlichen Geschwindigkeitskomponenten
miteinander koppelt. Im mittleren Bild sieht man deutlich, dass in den Diagonalblécken der
Geschwindigkeit zusitzliche Kopplungen entstehen. Dies liegt daran, dass durch die verwende-
te Makroelementtechnik auch Freiheitsgrade von nicht benachbarten Zellen gekoppelt werden.
Man kann nur schlecht erkennen, dass im rechten Bild Bg # B gilt, weil es nur sehr wenige
zusitzliche Eintriige in BY gibt.

Betrachten wir nun Abbildung 2.6. Links sehen wir ein nicht stabilisiertes zweidimensionales
Bild, aber im Gegensatz zu dem Problem in Abbildung 2.4 auf einem unregelméakigen Git-
ter. Man sieht daher in den Geschwindigkeitsblocken eine andere Verteilung der Kopplungen.
Im rechten Bild sehen wir ein LPS-stabilisiertes, zweidimensionales Problem mit Qo — Q2-
Elementen. Hier enspricht die Grofe eines B-Blocks dem eines Geschwindigkeitsblocks aus dem
A-Block, da beide nun gleich viele Freiheitsgrade besitzen. Durch die Grad-Div-Stabilisierung
sind die Geschwindigkeitskomponenten wieder miteinander gekoppelt, genauso wie in Abbil-
dung 2.5. Neu ist, dass wir auch den Druck stabilisieren miissen. Dies erkennt man im vorhan-
denen C-Block rechts unten.

2.5.1 Drucknormierung des diskreten Systems

Im kontinuierlichen Problem forderten wir die Bedingung

/p dz =0, (2.17)

damit der Druck eindeutig bestimmt ist. Auch im diskreten Fall ist der Druck nicht eindeutig
bestimmt. Mit der Matrixdarstellung in Abschnitt 2.3.3 ist dadurch die Systemmatrix singulér,
selbst wenn Randbedingungen fiir die Geschwindigkeit v in die Matrix eingearbeitet werden.

Die Einarbeitung von (2.17) im diskreten Problem ist mdglich, wiirde aber alle Druckfrei-
heitsgrade miteinander koppeln. Man kann die Normierung (2.17) auch anders erhalten. Dazu
ersetzen wir in einem post-processing-Schritt p durch p — [p dz und erhalten dadurch eine
normierte Losung, fiir die (2.17) auch im Disgkreten gilt.

Dadurch reduziert sich das Problem auf die Behandlung des Null-Eigenwerts der Systemmatrix,
um das System l6sen zu koénnen. Dafiir existieren mehrere Alternativen:

Man fixiert einen beliebigen Druckfreiheitsgrad im System auf den Wert 0. Dadurch erhilt
man einen zusitzlichen Diagonaleintrag im C-Block. Fiir Taylor-Hood-Elemente gilt dadurch
nun aber C # 0, auch wenn es sich nur um eine kleine “Stérung” handelt.

Alternativ kénnte man einen penalty-Term einfiihren, der die Abweichung vom Integralmittel
Null “bestraft”. Dieser hiitte die Form einer skalierten Massematrix (sieche Abschnitt 2.5.2) im
C-Block der Form (v;, ;). Dabei ist 0 < ¢ < 1 zu wihlen.

Die Singularitét kann aufserdem durch die Wahl der Randbedingungen fiir u beeinflusst werden.

Denn durch fehlende Dirichlet-Randbedingungen auf einem Teil des Randes, zum Beispiel am
Ausstromrand, erhdlt man natiirliche Neumann-Randbedingungen an dieser Stelle. Bei der
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partiellen Integration fiir die schwache Formulierung erh&lt man die Randterme

/ vaui ds—/ vp-n ds,
o On o0

die fiir v|0Q = 0 verschwinden. Falls es aber Freiheitsgrade fiir v auf dem Rand gibt, so enthélt
das assemblierte System dadurch implizit die Bedingung
6ui
on

womit der Druck eindeutig bestimmt ist.

_pTL:O7

Selbst wenn man auf dem ganzen Rand Dirichlet-Bedingungen fiir die Geschwindigkeit vor-
schreibt und keine der oben genannten Alternativen verwendet, um eine regulére Systemmatrix
zu erhalten, kann das System unter Umstanden geldst werden. Denn der GMRES-Algorithmus
funktioniert auch mit einem Null-Eigenwert der Vielfachheit 1, wenn sich das Startresiduum
ro im Bild von M befindet:

ro=Arg—be€ R(]\/[) (218)

Siehe dazu [Smo07], Proposition 3.3. Wobei die Bedingung (2.18) bei Verwendung eines vari-
ierenden Vorkonditionierers nicht einfach zu tiberpriifen ist.

In den durchgefiihrten Rechnungen haben wir generell mit dem singuléren Problem gerechnet,
ohne auf Probleme zu stoflen. Dennoch nehmen wir zur theoretischen Betrachtung an, dass B
maximalen Rang hat, also

dim(KerB) = n, — n, (2.19)

gilt.

2.5.2 Eigenschaften der Massematrix

Definition 2.10: Die Matriz
(Mp)ij = (i, h;) = /%wg‘ dz
heifst Massematrix des Druckraums.

Satz 2.11: Die Massematriz M, des Druckraums ist invertierbar, symmetrisch und damit
auch diagonalisierbar.

Beweis: Die Massematrix M), ist gegeben durch
(Mp)iz = (Yis ;).

Das Skalarprodukt ist symmetrisch und positiv definit und damit auch M,. Symmetrisch
positiv definite Matrizen sind invertierbar und nach dem Spektralsatz (Satz 1.30) ist M, damit
auch diagonalisierbar. (]

Satz 2.12: FEs existieren c,C > 0 unabhdngig von h mit
ch?® <

Beweis: Siehe [ESW05] Remark 1.31. O
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2.5.3 Definition des Schurkomplements

Die LU-Zerlegung der Matrix M = LU mit linker unterer Dreiecksmatrix L und rechter oberer
Dreiecksmatrix U lautet:

(A BY_( I 0)[A BY
M_LU_(B C>_(BA1 I) (0 —-BAT'B{+C)"

Der rechte, untere Block der Matrix U wird bei der Vorkonditionierung des Systems eine wich-
tige Rolle spielen und wird in der Literatur als Schurkomplement der Matrix M bezeichnet:

S:=-BA™'BL +C.

2.5.4 Spezialfall: Stokes-Problem

In diesem Abschnitt betrachten wir einen Spezialfall des Oseen-Problems. Wenn das zu simulie-
rende Fluid sehr viskos ist - man denke zum Beispiel an Honig - lassen sich die beschreibenden
Gleichungen vereinfachen. Da die viskosen Krifte fiir Re < 1 dominieren, kann man die an-
deren Terme weglassen und man erhilt:

finde (u,p) mit
—vAu+Vp=f in Q,
V-u=0 1in Q,
u=0 auf 0.

Durch Normierung der Gleichungen kénnen wir die Viskositdt v aus der Gleichung eliminieren,
indem die rechte Seite und der Druck p umskaliert werden. Damit erhdlt man die Stokes-
Gleichungen:

finde (u,p) mit
—Au+Vp=f inQ,
V-u=0 1in Q,
u=0 auf 0.

(2.20)

Die Diskretisierung 1duft nun analog zu Abschnitt 2.3 und man erhilt das System

()-8 - ()

Im Gegensatz zur Systemmatrix des Oseen-Problems ist hier Mo, symmetrisch, genauso wie
das Schurkomplement der Systemmatrix, das wir genauso wie beim Oseen-Problem definieren.

Definition 2.13: Es bezeichne So, das Schurkomplement von (2.21), das definiert ist als

S, =—-BA'BT.

Folgender Satz liefert, dass sich das Schurkomplement durch die Massematrix unabhéngig von
h approximieren lisst.
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Satz 2.14: Es sei Soo = —BA™'BT das Schurkomplement des Stokes-Problems bei einer inf-
sup-stabilen Diskretisierung. Dann existieren, v, I' € R unabhdngig von h, so dass:

T
-zt Sz
72< e’}

<TI? VzeR"
— oTMyzx — .

Beweis: Nach Voraussetzung gilt die inf-sup-Bedingung, d.h.

p,V-u
Blpllg < sup &YW

\le S Qh-
wevirfor  llully

Seien P und U die zu p und u gehorigen Koeffizientenvektoren wie in Abschnitt 2.3.3. Fiir die
Normen gilt dann im diskreten mit einer von h und v unabhéngigen Konstante ¢ > 0:

Iplly, = PTM,P,  [ull} > clul} = ¢ (UTAU),

da || - ||}, und |- |v nach Satz 1.19 dquivalent sind. Die Matrix A entspricht der Diskretisierung
von (Vu, Vo) und ist symmetrisch und dadurch diagonalisierbar. Damit gilt:
B(PTM,P)'* = B||p|,
V-
< sp 2V
wevi{oy  llully
< ma PTBU
= U0 (UTAU)/?
PTBA~Y2y
Iy (VTV)1/2

(was fiir V = A~'/2BT P maximal wird)
PTBA-'BTP
(PTBA-'BTP)1/2
= (P"BA'BTP)'/?
= —(PTS, . P)'/2.

Andererseits gilt mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und Satz 1.20
(2, Vo) < PV - ull < llpll[Vull
und in Matrixform mit u = A~'BTp:
—(PTSP) < (PTM,P)V2(UT AU)'/? = —(PT M, P)/?(PT S, P)Y/2.
Daraus folgt dann

—(PT S P)'/? < (P"M,P)'/2. m

2.5.5 Eigenwertbetrachtungen

Wir haben gesehen, dass sich im Stokes-Fall das Schurkomplement durch die Massematrix
unabhéngig von h approximieren l&sst. Dies gilt auch beim Oseen-Problem, aber S ist abhéngig
von der Vigkositéit v, im Gegensatz zur Massematrix.
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Die genaue v-Abhéngigkeit des Schurkomplements ist spiter von Bedeutung. Indem wir uns
auf den Fall vom Stokes-Problem zuriickziehen, gelingt es uns unter gewissen Anforderungen
die v-Abhéngigkeit zu zeigen. Unter anderem fordern wir, dass sich der A-Block in einen
symmetrischen und einen schiefsymmetrischen Anteil aufteilen 13sst:

Lemma 2.15: Sei M eine Systemmatriz zum Oseen-Problem ohne Stabilisierung, mit homo-
genen Dirichletrandbedingungen und mit ¢ = 0. Dann ldsst sich die Matriz A im oberen linken
Block in die Matrizen L und N zerlegen:

A=vL+ N.
Dabei ist L = LT symmetrisch und N = —N7 schiefsymmetrisch.
Auperdem lassen sich die Eigenwerte der Matriz
W= L Y2NL'NL /2
mit C > 0 unabhdngig von h beschrinken:
0<AW)<C.
Beweis: Die Matrix A entspricht der Diskretisierung von
v(Vu, Vo) + ((b- V)u,v).
Der Term (Vu, Vv) ist offensichtlich symmetrisch und wird damit in L diskretisiert. Der zwei-
te Summand ist aufgrund der partiellen Integration schiefsymmetrisch und bildet daher die
Matrix N.
Fiir den zweiten Teil der Behauptung definieren wir die Matrix

N :=LVANLY2,

die wieder schiefsymmetrisch ist. Nach Satz 1.31 sind die Eigenwerte von — N2 =W reell und
nicht-negativ.

Nach Definition gilt L;; = (V¢;, V). Sei u = > ", Upgy, dann gilt:
|Vull® = (Vu, V) = (U, LU) = (LU, 2V?0) = | L/2U]",
Damit folgt mit Verwendung der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung (Satz 1.18):

(NU,V) = ((w- V)u,v)
< [(w - V)ull[|v]
< Clul [Jv]|
< C'ul |l
= C'||Vull[|Vv]|
= C'||ILV2U || L2V .
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Also folgt:
(Nu,v) (L=Y2NL12y,v)
up = sup
s Talllloll ~ Tulllol
(Nu, v)
=SUp ————— 75—
b [ L720]||[ L20)]
<.

Damit sind die Eigenwerte von N mit ¢’ >0 unabhingig von h beschrinkt, siche auch [ES86],
Theorem 4 oder [OV07], Lemma 3.3. Schlieklich folgt:

0<A(W) < (0% O

Mit diesemn Lemma kénnen wir folgenden Satz beweisen. Die Beweisidee stammt aus [ES95],
Theorem 1.

Satz 2.16: Betrachte das verallgemeinerte Eigenwertproblem
—Sp = uMpyp (2:22)
mit dem Schurkomplement S :== —BA~'BT vom Oseen-Problem und M, der Massematriz im
Druckraum. Das Oseen-Problem ist dabei nicht stabilisiert und es gelte ¢ = 0.
Dann existieren positive Konstanten Cy,Cs, C3 unabhdngig von v und h mil
Civ<Rep < Cov™t,
Im p| < Csv~h
Beweis: Anders formuliert suchen wir Schranken fiir die Eigenwerte p im Eigenwertproblem
—(M,V2SM V) = pp, (2.23)

da M), nach Satz 2.11 invertierbar und diagonalisierbar ist. Mit
1
Af-1/2 -1 T\ pT p7—1/2
C:=M, /Bi(A + AT BT M2,
1
. _ipg—l/2 -1 T\ BT pf—1/2
Ri=—iM, 2B (A7 = A7) BT MY
zerlegen wir

—M;V2SM VP = C +iR

mit den hermiteschen Matrizen C und R. Damit sind die Voraussetzungen fiir Satz 1.33 (Ben-
dixsons Theorem) erfiillt und wir erhalten mit 1.28:

* * *

. T
min < Re p < max und  |Im u| < max .
z#£0 x*T z£0 x*T z£0 x*T

Rx

(2.24)

Fiir den Rayleigh-Quotienten im Realteil gilt mit y = M), 12, (und da M, symmetrisch ist):
o Cx  o*My ?BL (A1 4+ A-T) BT M, *x

*By (AP + A7) BT
_ By ( - ) By (2.25)
) pY
B y*B% (A’l + AiT) BTy y*S.y
y*Sooy y*Mypy'
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Dabei bezeichnet S, das Schurkomplement des Stokes-Problems, siche Definition 2.13. Nach
Satz 2.14 ist der rechte Bruch unabhingig von h und v, dass heifst es existieren v,I' > 0 mit:
Y Sy

- <T2 (2.26)
Yy Mpy

7% <

Zur weiteren Abschitzung nutzen wir die Konstruktion der Matrix A aus. Nach Lemma 2.15
ldsst sich A schreiben als

A=vL+ N

mit der symmetrischen Matrix L und der schiefsymmetrischen Matrix N. Die Matrix L ent-
spricht dabei dem (1,1)-Block der Systemmatrix vom Stokes-Problem, sieche Abschnitt 2.5.4.

Nun gilt:

(AP 44T = A‘%(A +AMA™T (2.27)
= (vL+ N)'(vL)(vL — N)*

DN =

und da A+ AT =vL + N +vL+ NT = 2vL deswegen

%(A”JrA*) (vL+N)"'w 'L~ Y)Y (wL - N)7!
=[v 'L (vL+ N)| (L — N)?
— [[+v'L7'N] " (wL—N)!
= [WL-N)I+v'L7'N)]
=
=

vL—N+N—-v 'NL'N]~
-1

-1
vL—v 'NL7'N]~

Jetzt ist L diagonalisierbar und damit gilt

(Afl +A7T) — L71/2L1/2 [I/Lf V*INLle}_l L1/2L71/2

N

— 12 [l/] - y—lL—1/2NL—1NL—1/2] e,

Wir definieren nun N := L~/2NL~1/2 ynd erhalten dadurch fiir den ersten Bruch in (2.25)
mit der Substitution z = L=Y/2BTy:

~ —1
Bi (A1 4+ A°T) BTy y*BL~1/? (uI _ V_1N2) L1287y

Y* Sy y*Secy
-1
z* (1/[— V’lNQ) z

2*z

Es sei angemerkt, dass das Maximum {iber z € R"* gréfer oder gleich dem Maximum iiber
y € R™ ist, da n, > n, gilt. Analog ist das Minimum iiber z € R™ kleiner oder gleich dem
Minimum iiber y € R™. Dies zerstort die Abschétzung 2.24 jedoch nicht.
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Kapitel 2. Problemstellung und Diskretisierung

Nach Lemma 2.15 gilt die Abschétzung

bzw.

~ 52
1§)\(I—1/_2N2)§1+—2.
14

Nach Multiplikation mit v und Bildung des Inversen erhalten wir schlieflich

v C1e] Tt -1

Mit C := (14 62)~! und v < 1 liisst sich die linke Seite weiter abschiitzen:

~ v
Cv < ——.
Y=t

Nun kombinieren wir (2.25), (2.26), (2.28) und (2.29) und erhalten

z*Cx

éuwQ < 7
r*x

Mit (2.24) folgt der erste Teil der Behauptung:

CN'I/'y2 <Rep< T

(2.28)

(2.29)

Betrachten wir nun den zweiten Rayleigh-Quotienten aus (2.24). Sei wieder y = M, 'z, dann

gilt nach &hnlicher Rechnung wie in (2.25):

a*Rr  —iy*B3(A™' — A T)BTy y*Sy
T*T Y*Sooy y*Mpy'

Fiir R rechnen wir analog zu (2.27):

—% (A —aT) = A‘%(A — AT AT
= WL+ N)"Y(N)(vL - N)*
= L V2WI+ N)" 'L Y2NLV?(vI — N)~'L~1/?
=L V?(wI+N)"'N(wl — N)"'L~/?

und erhalten fiir den ersten Term aus (2.30):

—iy"B3(A™ - AT")By _ iy*BLTY2(vl + N)T'N(vI - N)"'L~'/2BTy

Y*Sooly Y*Sooy
—iv*]\~fv

v*(v2I — N2)v
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2.5. Betrachtung des linearen Systems

mit v = (vI — N)flL’l/QBTy, da

V(AT — N?)o = y*BL V2wl — N)" T (021 — N?)(wl — )L~ /2By
= y*BL™Y2(wI — N)"T(vI + N)(vI — N)(vI — N)"*L=1/2BTy
= y*BL_l/Q(UI—i-N)_l(VI+N)L_1/QBTy
— y*BLfl/QLfl/ZBTy
= _y*S(X)ya

nach Definition 2.13 vom Schurkomplement des Stokesproblems S.

Da N schief-symmetrisch ist, ist —iN _hermitesch und damit normal. Nach dem Spektralsatz
(Satz 1.30) existiert die Zerlegung —iN = UAU™* mit einer unitiren Matrix U und einer rein
reellen Diagonalmatrix A. Damit gilt

N? = UA*U™.
Daraus folgt mit w := U*v:

—iv*Nv |w* Aw|
max|——————=——| =max —————————
v |o*(v2] — N2 w o w* (V21 + A%)w

< max

= A€[—6,6) 2 + N2

A

B Arg[%,)fs] V2 4 X2
Als Funktion in A ist der Bruch konkav und hat sein Maximum bei A = v, d.h.

—iv*Nv

v* (121 — N?)v

max
v

1
< —.
- 2v

Damit erhalten wir den zweiten Teil der Behauptung:

z*Rx

x*x

1'\2
< —.
— 2v

Im p| <
Imul_rggg
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Kapitel 3

Vorkonditionierungsstrategien

In diesem Kapitel werden wir verschiedene Vorkonditionierer fiir das Oseen-Problem vorstellen
und analysieren. Eigenwertbetrachtungen helfen uns, die Giite der Vorkonditionierer theore-
tisch zu untersuchen.

Wir beschranken uns auf Taylor-Hood-Elemente, weswegen keine Druckstabilisierung nétig ist
und damit C = 0 gilt. Damit lautet die Systemmatrix nach Abschnitt 2.5

_(A B§
e (4.

Das lineare Gleichungssystem lautet damit

(o) =5 %) ()= ()

Weiter wird das Schurkomplement (siche Abschnitt 2.5.3) eine wichtige Rolle spielen, welches
wegen C' = 0 die Gestalt

S:=-BFA™'B
hat.

Wir suchen also einen Vorkonditionierer P~ fiir

e (v)= )

mit einer geclusterten Eigenwertverteilung von M P~!, wie in Abschnitt 1.3.2 beschrieben.

3.1 Klassifizierung der Vorkonditionierer

Alle im folgenden vorgestellten Vorkonditionierer verwenden die gleiche Blockstruktur wie die
Systemmatrix M. Des Weiteren werden nur zwei verschiedene Besetzungsmuster verwendet.
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3.1. Klassifizierung der Vorkonditionierer

In der ersten Variante sind nur die Diagonalblécke ungleich Null, weswegen P als Blockdzia-
gonal- Vorkonditionierer bezeichnet wird:

P\::AQ.
0 S

In der anderen Variante ist zusétzlich der rechte, obere Block besetzt. Dadurch erhélt er den
Namen Blockdreiecks- Vorkonditionierer und hat die Gestalt:

1 T
P, = A Bg )
0o S

Dabei bezeichnet A bzw. S eine Niherung an A bzw. S. Die folgenden Betrachtungen sind von
der Art und Genauigkeit der Ndherung unabhingig. Konkrete Vorschlige fiir A und S gibt es
als Uberblick in Abschnitt 3.2 und zum Teil in der Behandlung der konkreten Vorkonditionierer
in Abschnitt 3.3.

In keinem der Vorkonditionierer wird P! als Matrix ausgerechnet, sondern nur als implizit

gegebener Operator verwendet. Dies reicht aus, da FGMRES nur die Anwendung P~!v fiir
beliebige Vektoren v benétigt und keinen Zugriff auf P~! macht.

3.1.1 Blockdiagonal-Vorkonditionierung

Betrachten wir zunichst die Klasse der Blockdiagonal-Vorkonditionierer. Die Inverse von P
lautet
pl_ AL 0
> 0o St/
Durch Nachrechnen sehen wir

_ A BE\ (A 0 AA-Y BLIS!
MP' = s . 1=1.% s :
> (B 0 ) ( 0 51> <BA1 0 >

Uber die Eigenwertverteilung von M P! lisst sich folgender Satz formulieren:

Satz 3.1: Mit exakter Berechnung von A, d.h. A1 = A1 hat ]V[P\_l die Figenwerte

o \ =1 mit Vielfachheit n, — ny,
o 1(1+T—4p;) mit Vielfachheit 2n,,.
Dabei sind p;, ¢ =1,...,n, die n, Eigenwerte vom verallgemeinerten Eigenwertproblem

Sq; = piSq;

und n, und n, die Dimensionen vom diskreten Geschwindigkeits- und Druckraum aus Defini-
tion 2.13.
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Kapitel 3. Vorkonditionierungsstrategien

Beweis: Es gilt

~, (AA BESY\ (1 BTS!
MP, _<BZ—1 0 T \BA! 0o /)

Sei q € Ker B, dann ist (Aq,0)” Eigenvektor zum Eigenwert 1, denn
MPZ'(Ag,0)" = (Aq, BA™' Aq) = (Aq,0)".
Wegen dim KerB = n,, — n, (siehe (2.19)) hat der Eigenwert 1 die Vielfachheit n, — np.

Fiir die restlichen Eigenwerte betrachten wir das Eigenwertproblem
I BES\ (u uw\ _
(BA‘1 0 P A p) 0

(1-XNu + BISp = 0
BA 'y — Ap = 0.

und damit

Wir nehmen nun an, dass A # 1 ist. Dann lésst sich die erste Zeile umformen zu

-1 -
u = 7355_1]9.

(1=2X)
Einsetzen in die zweite Zeile ergibt:

-1

Ty BA™'BES™'p—xp=o.

Nach Definition ist —BA_lBg = S und damit

1 ~

Einsetzen von Eigenwerten und Eigenvektoren (u;, ¢;) der Behauptung ergibt

i 5 >
Sq; = A\Sq;
(1 _ )\) Q’L QZ
und damit
bzw.
1
A= 5(1 + /1 —4u;).
Damit haben wir genau 2n, Eigenwerte der Matrix, da i =1,...n,. (|
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3.1. Klassifizierung der Vorkonditionierer

3.1.2 Blockdreiecks-Vorkonditionierung

Die Inverse von P, lautet wie folgt und lésst sich in folgender Weise zerlegen:

Pl (Al —,Z}VB§§1>
4 0 S—1

(W D6 )6 )

Diese Zerlegung werden wir bei der Auswertung von P, 'v verwenden. Damit sind pro Aus-
wertung nur eine Losung A- Lu, eine von S™'p, eine Multiplikation mit BY und einige Vorzei-
chenoperationen notwendig.

Lemma 3.2: Es gilt

_ AATY (A- A)ATBTS
MP;t =" 1
b (BA—1 551 &1
Beweis: Ausmultiplizieren von M P, ! liefert die Behauptung. O

Lemma 3.3: Mit exakter Berechnung von P, (d.h. A=Aund S = S) hat MP' nur den
Figenwert 1 mit Vielfachheit n, +n,.

Beweis: Mit Lemma 3.2 gilt

_ I 0
MP;' = (BAl I) (3.2)

und damit folgt die Behauptung. (]

Mit exakter Berechnung von P, sind demnach alle Eigenwerte gleich eins. Was das fiir die
benstigten Iterationsschritte aussagt, zeigt folgendes Lemma:

Lemma 3.4: Mit exakter Berechnung von P, konvergiert das GMRES—Verfahren in mazimal
2 Iterationen.

Beweis: Die Matrix M P ' ist nicht diagonalisierbar, deswegen ist Satz 1.39 nicht anwendbar.

Wir definieren

I 0 -
K = <L I) = MP,

Nehmen wir an, wir starten mit der Startlésung xy = 0. Dann lautet der Krylowraum in
Iteration 2 mit b= (by,b2)7:

Kom (K, b) = span{b, Kb, K*b}

= span{< > <Lb1bir b2) ' (2 : Ll?l1 + bg)}
= span{ (bi) ’ (L(l)h) ’ <8>}'

Die Vektoren sind demnach linear abhingig und nach Satz 1.36 bricht das GMRES-Verfahren
damit in Iteration 2 ab und hat bereits die korrekte Lésung gefunden. (]
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Die exakte Berechnung von P, ist nicht sinnvoll, weil dadurch das System bereits geldst ist,
ohne dass man ein GMRES-Verfahren verwenden muss. Gerade die direkte Berechnung von
A~1 und S~ wollten wir durch die Verwendung eines vorkonditionierten GMRES-Verfahrens
vermeiden.

Die Hoffnung ist, dass wir auch mit einer guten Niherung von P, geringe Iterationszahlen
erhalten werden. Unser Ziel wird es deswegen sein, die Eigenwerte von M P, ! unabhéingig von
h und v zu beschriinken.

3.2 Behandlung der Teilprobleme

Wenn wir giinstig zu berechnende Niherungen A~' bzw. S~! an A~ bzw. S~ finden, ist
damit die effiziente Losung des Oseen-Problems gegeben.

3.2.1 Approximation des Geschwindigkeitsblocks

Fiir die Berechnung von A1y gibt es einige vielversprechende Ansitze.

Einfache Varianten sind unvollstindige LU-Zerlegungen der Matrix oder die Nutzung eines
iterativen Losers mit einfachen Vorkonditionierern wie SSOR oder wieder LU-Zerlegungen,
wie zum Beispiel ILU(0). Fiir moderate Viskositidten v funktioniert das sehr gut, aber fiir
kleine Viskositéten stagniert das iterative Losungsverfahren.

Wesentlich besser arbeiten einzelne geometrische Mehrgitter V- oder W-Zykel, sieche zum Bei-
spiel [OBO06].

Bei nicht zu grofen Problemen eignen sich auch direkte Losungsverfahren, die allerdings in
Bezug auf den Speicherbedarf schlechter skalieren.

Weiterhin wére es interessant, Gebietszerlegungsverfahren zur Vorkonditionierung zu verwen-
den, was sich gerade bei grofien Problemen anbietet. Es stellt sich heraus, dass die Approxima-
tion der Matrix A~! nicht sehr exakt sein muss, wodurch das Gebietszerlegungsverfahren nicht
auskonvergiert sein muss. Dies werden wir spéter feststellen, siehe Abschnitt 4.4.1, Tabelle 4.2.

3.2.2 Approximation des Schurkomplements

Die Approximation des Schurkomplements S = —BgA_lB stellt sich als wesentlich schwieriger
dar als die Approximation des Geschwindigkeitsblocks.

Fiir v ~ 1 konnen wir S durch die Massematrix M, nach Satz 2.14 gut approximieren. Satz
2.16 zeigt, dass das fiir v < 1 aber nicht mehr funktioniert. Verschiedene Autoren beschéftigen
sich entweder damit, S geeignet zu approximieren oder die Losung zu umgehen. Mehr dazu im
folgenden Abschnitt.
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3.3 Vorkonditionierer

Zunichst stellen wir vier verschiedene Vorkonditionierer vor, die in den letzten Jahren ent-
wickelt wurden. Davon liefert der Olshanskii-Vorkonditionierer in 3.3.4 theoretisch die besten
Ergebnisse, was sich dann auch in der Praxis bestétigt. Unter anderem ist fiir den Olshanskii-
Vorkonditionierer auch die ausfiihrlichste theoretische Behandlung moglich, so dass explizite
Schranken fiir die Eigenwertverteilung des vorkonditionierten Systems angegeben werden kon-
nen.

In Abschnitt 3.3.5 betrachten wir noch einen fiinften Vorkonditionierer, der viele Gemeinsam-
keiten mit dem Olshanskii-Vorkonditionierer besitzt. Die etwas abgewandelte Konstruktion
erschwert die theoretische Betrachtung, ermdglicht aber eine bessere Verwendung mit dem
stabilisierten System.

3.3.1 Blockdiagonal-Vorkonditionierer von Silvester und Wathen

Silvester und Wathen ([SW93], [SW94]|) schlagen den relativ leicht zu berechnenden
Blockdiagonal-Vorkonditionierer B
_ (A 0
Pys = (O I/w) (3.3)

vor. Dabei ist w € R ein noch zu bestimmender Parameter und A eine geeignete Naherung
an A. Dieser Vorkonditionierer ist eigentlich fiir das Stokes-Problem (siehe Abschnitt 2.5.4)
entwickelt und liefert keine guten Ergebnisse fiir kleine v.

Satz 3.5: Sei A = A (also exakt geldst), habe B wvollen Zeilenrang und seien (vy;,c;) die m
Paare aus Eigenwert und zugehdrigem Eigenvektor vom Schurkomplement S.

Dann sind die Figenwerte der vorkonditionierten Matrix MP\;,é

o 1 mit Vielfachheit n —m
o (14 +/1—4wv;)/2 mit Vielfachheil 2m
Beweis: Das verallgemeinerte Eigenwertproblem
Spi = piw ™ Ip;

hat die Eigenwerte p; = wv;. Damit folgt die Behauptung nach Satz 3.1. O

Die Eigenwerte bilden dabei drei Cluster: um 1, um (1 + /1 —4w~;)/2 und um (1 —
V1—4dwv;)/2.

Zur Wahl von w empfiehlt [INWO06] im Stokes-Fall w = 1 und fiir das Oseen-Problem w = v.
Es stellt sich heraus, dass das Verfahren relativ unsensibel gegeniiber der Wahl von w ist.

Fiir kleine v ist die Identitdt eine schlechte N#herung an das Schurkomplement. Dadurch
scheint der Loser eher fiir Stokes geeignet, was sich in den Rechnungen bestétigt, siehe 4.4.2,
Tabelle 4.4.
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3.3.2 Pressure-convection-diffusion-Vorkonditionierer

Ein relativ bekannter Vorkonditionierer fiir das Oseen—-Problem ist der sogenannte pressure-
convection-diffusion-Vorkonditionierer (kurz PCD) entwickelt von Kay, Loghin und Wathen in
[KLWO02]. Es handelt sich um einen Blockdreiecksvorkonditionierer Py :

1 BT
PA - A B’~$ .
0o S
Dabei ist A eine Néaherung an A (wie gehabt), die Approximation vom Schurkomplement S

hingegen ist komplizierter. Die Autoren wihlen dafiir

Q-1 ._ -1 -1
S7i= — M TF,AL Y

Dabei ist M, die Massematrix im Druckraum, F} ein Konvektions-Diffusions-Operator im
Druckraum und A, ein Laplace-Operator im Druckraum.

Das System fiir F}, und fiir A, muss zusétzlich assembliert werden. Das Hauptproblem ist
dabei, dass man sich geeignete Randbedingungen iiberlegen muss. In [KLW02] werden reine
Neumann-Bedingungen vorgeschlagen, was damit erklért wird, dass schliefslich auch der Druck
im eigentlichen System nur bis auf Konstanten bestimmt ist.

Satz 3.6: Mit exakter Berechnung von A" und S=1 hat der Figenwert 1 des vorkonditionier-
ten Systems die Vielfachheit n,, und die restlichen n, Eigenwerte entsprechen den Eigenwerten

der Matriz SS~!.

Beweis: Nach Lemma 3.2 gilt

[ AATY (A-A)ABTSY\ [ I 0
MPy _<BQE—1 S6-1 T\ ByAl §§51)°

Damit sind n,, Eigenwerte gleich 1 und die restlichen n, geniigen

SS~p = \ip. 0

Die Qualitat dieses Losers hingt also zusammengefasst davon ab, wie gut S~ das Schurkom-
plement annéhert. In [OV07] ist die h-Unabhéngigkeit der Eigenwertverteilung bei exakter
Berechnung der Hilfsprobleme bewiesen.

Bei der Analyse von numerischen Tests in [OV07] kommen die Autoren zu dem Schluf, dass es
eine leichte Abhiingigkeit von der Viskositit in der GroRenordnung O(r~1/3) gibt, selbst bei
exakter Berechnung der verwendeten Operatoren.

Fiir ¢ = 0 lasst sich die Wahl von S~! relativ anschaulich motivieren. Die starke, kontinuierliche
Formulierung zum Schurkomplement lautet

BA™'BT ~ —V . (—vA+1b-V) V.
Wenn wir nun annehmen, dass die Operatoren kommutieren, so erhalten wir

—~BAT'BT ~ (A b-V)TH(=A).
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Das wiirde die Wahl S~ = —F, A motivieren, aber auch fiir die Massematrix in S gibt es
eine Erklarung: Wenn wir uns das Stokes-Problem ansehen, wiirde man damit

St~ —(—vA)(=A)t = I

erhalten. In Satz 2.14 haben wir aber gesehen, dass die Massematrix M), eine bessere Ndherung
fiir S ist. So erhilt man schlieflich die Wahl

-1 _ -1 -1
S =M FAL

Neben dem Problem der Randbedingungen besteht eine zusétzliche Schwierigkeit darin, dass
das Konvektions-Diffusions-Problem F), fiir kleine v stabilisiert werden muss.

In Tabelle 3.1 sind die FGMRES-Iterationszahlen bei PCD-Vorkonditionierung fiir verschiede-
ne h und v dargestellt. Es handelt sich um ein glattes Oseen-Problem mit, Referenzldsung (siehe
Abschnitt 4.2.1). Alle Teilprobleme sind exakt gelost, das System F), wurde nicht stabilisiert
und das Abbruchkriterium ist das relative Residuum von 10710 zur Startlssung Null.

1%

1/h [ 10° [10° T [1072 [ 1073 [ 10°*
6 19 25 57 - -
32 19 26 50 - -
64 || 18 25 41 [ 954 -

128 || 17 24| 39| 287 -

256 || 16 23 38 | 127 -

Tabelle 3.1: Iterationszahlen bei PCD-Vorkonditionierung fiir verschiedene i und v

Man erkennt die geringen und h-unabhingigen Iterationszahlen fiir moderate v. Fiir v < 1072
funktioniert der Vorkonditionierer nur fiir feine Gitter. Dies liegt wahrscheinlich daran, dass
das System Fj, nicht stabilisiert ist, was aber fiir kleine v notwendig ist, solange nicht alle
Details der Losung komplett aufgelost werden. Aber selbst fir A = 1/256 erkennt man die
unerwiinschte v-Abhéngigkeit der Iterationszahlen.

3.3.3 BFBt-Vorkonditionierer

Analog zum PCD-Vorkonditionierer stellt Elman in [Elm99] eine alternative Naherung an S

vor. Er wihlt auch B
A BT
P, — ~1, 3.4
BFBt (O B S) (3.4)

aber diesmal (bei stetigen finiten Elementen fir den Druck)
S = (BBTY(BABT)"(BB")

bzw.
S~' = (BBT)"Y(BAB")(BB")".

Die Bezeichnung BFBt ist entstanden, da in [EIm99] A mit F' bezeichnet wird.
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Im Gegensatz zum PCD-Vorkonditionierer sind hier keine zusétzlichen Systemmatrizen aufzu-
stellen, des Weiteren gibt es keine Probleme mit zu bestimmenden Randbedingungen.

Laut [Elm99| existiert aber eine leichte Abhéngigkeit der Iterationszahl von h und v in der
Form O(v~1/2p=1/2),

3.3.4 Olshanskii-Vorkonditionierer

In [OBO06] wird eine interessante Technik vorgestellt, die durch Manipulation des Ausgangssys-
tems die Problematik der Approximation des Schurkomplements im Vorkonditionierer umgeht.

& %) ()=o) @5)

Sei W € R"*" zunéchst eine beliebige positiv definite Matrix. Dann modifizieren wir die
Systemmatrix M auf folgende Weise:

Das urspriingliche System lautet

A, BT
M, = (E; 05') (3.6)
mit v > 0 und
A, = A+~yBI{W™'B. (3.7)

Die Gleichungssysteme (3.5) und

e (7)- (0

sind #quivalent, da BU = 0 gilt (wegen der zweiten Zeile in M beziehungsweise M.,). Diese
Verdnderung des Systems ist als augmented lagrangian (AL) Methode in der Literatur bekannt
und wurde bereits vorher verwendet und analysiert, siche zum Beispiel [GG03].

Als Vorkonditionierer wahlt Olshanskii den Blockdreiecks-Vorkonditionierer

A, B
Pown i= | 7 5 ),
oteh (o S)

aber diesmal mit einer Ndherung an A, im (1,1)-Block. Fiir das zu approximierende Schur-
komplement wihlt er:

St = —VMp_l — AWt (3.9)

Als W wihlen wir die Massematrix M, oder eine geeignete Approximation wie ein Zeilenlum-
ping zur einfacheren Berechnung. Mit W = M, reduziert sich die Ndherung des Schurkomple-
ments auf eine umskalierte Massematrix:

Sl =—(v +7)Af;1.
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Die Manipulation im System bewirkt, dass auch fiir kleinere v die Massematrix eine gute
Approximation fiir das Schurkomplement bleibt, was wir gleich sehen werden. Die Lsung der
Gleichungen A>'v und M, 'q und die Wahl des Parameters v wird danach behandelt.

Das exakte Schurkomplement von (3.8) hat sich natiirlich gegeniiber S verdndert und wir
bezeichnen es mit

S,:=BAJ'BL =B (A+WB§M;13)_1 BY. (3.10)

Folgendes Lemma bringt die Inversen von S und S, in Zusammenhang, was wir fiir den Beweis
iber die Eigenwertverteilung bendtigen werden:

Lemma 3.7: Es gilt
-1 _ _g-1 -1
=S, ==5""+vM,
beziehungsweise
_ -1 _
|B(A+yBEM, B) " BE| = (BAT'BE) T M, (3.11)
Beweis: Sei D™' :=yM_ . Mit der Woodbury-Matrixidentitit (Satz 1.25) sehen wir
(A+~BEM;'B) " = A — A'BY (D+ BA™'BE) ' BA™
= A~ A'BID (I+BA'BED") "' BA.
Wir definieren S := BA™! Bl und rechnen damit
B(A+yBIM;'B)"' BY
- B (A—l —A'BED ' (I+BA'BID Y BA—l) BY
—S—-SD ' (I+SD7) 7" s.
Fiir das Produkt der Matrizen aus (3.11) gilt dadurch:
[B(A+~BEM; ' B)~'BY] [(BA—lBg) g ijp_l}
— [$-sD7 (14+5D7) " S| [s7 + D7
— 148D —SD" ' (I+SD™ ) 'S [S + D7
—I+SD' = SD M (I+ 8D ) (T+SD7")

=I+SD ' —SDp!
=1 O

Nun kénnen wir uns die Eigenwerte des vorkonditionierten Systems anschauen:

Satz 3.8: Mit W = M, und exakter Losung von E;l und S hat M, P, den Eigenwert 1
mit Vielfachheit n. Die restlichen m Figenwerte sind

+v
No=—1T2
Yty
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Dabei sind (1;,9:), i =1,...,ny, Paare aus Eigenwerten und zugehdrigen Eigenvektoren vom
verallgemeinerten Eigenwertproblem

—5¢; = piMpg;.

Beweis: Wir betrachten das Eigenwertproblem

g (5) () an

_ 1 0
M’YPOIih = <BA—1 S’yg—l)
vy

mit S, = —BA;'B{. Damit hat der Eigenwert A = 1 die Vielfachheit n. Nehmen wir nun
an, dass A # 1 ist. Dann folgt aus der ersten Gleichung von (3.12) wegen u = Au fiir die
Geschwindigkeitskomponente des Eigenvektors zu A:

und nach Lemma 3.2 gilt

u = 0.
Damit lautet die zweite Zeile der Eigenwertgleichung
Svg “p=Xp
und Einsetzen ergibt:
—(v+7)M, 'p=\S]"p.
Nach Lemma 3.7 gilt dann:

(v+)M, 'p=A=5"+~vM, ")p.

Seien nun (y;,q;) Paare aus Eigenwerten und Eigenvektoren vom Eigenwertproblem
—S5q; = uiMpg;.

Dann gilt mit r; = Mpg;

—S7 1y = ,u;ljwp_lri
und Einsetzen ergibt:

v+ My = /\i(/zi_lMp_l + ’yMp_l)ri.

Dadurch gilt fiir A;

(v +7) = Xiu; ' +7)
beziehungsweise

WS
v+,

a7
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Damit konnen wir sogar Grenzen fiir die Eigenwerte bestimmen:
Satz 3.9: Fir die Eigenwerte \; von M'yP(;lih ohne Stabilisierung gilt:
1
~ Re (i) +1

<Re (\) <14yt

und
1

T
m ()] < (14 vy min{alm (ug)], =)
Beweis: Nach Satz 3.8 gilt
N=ET
v+
Sei p; =: a4+ bi mit a,b € R. Nach Satz 2.16 ist a > 0 und deswegen gilt:
TtV
v+ (a+ bi)~!
_atv
v+ 555
(v +v)(a®+b?)
v(a? 4+ b?)+a—bi
(v +v)(a® + ) (y(a® + b*) + a) +i(y + v)(a® + b*)b
(v(a? 4+ b0%) +a)? + b2
(v +v)(a® + %) (y(a® + b?) + a) +i(y +v)(a® + b*)b
v2(a? + b2)2 + 2ay(a? + b2) + a2 + b2
(vy+v)(v(a* +b?) 4+ a) +i(y +v)b
v2(a? + b2) + 2ay + 1

A =

damit ist
(r+v)(v(a® + %) +a)
v2(a? 4+ b%) + 2ay + 1

A2a% +~2b2 + ay
v2a2 + y2b? + 2ay + 1
~v2a? + 2% 4 2ay + 1 ay+1
V202 44202 + 207 + 1 42a2 + 4202 + 20y + 1
1 ay+1

v2a? + 202 + 2ay + 1
ay+1

1

ay+1

Re )\i

Y

bzw.
(v +v)((a® + %) + a)
72 (a? +02) + 2ay + 1
= i b
v2(a? + b2) + 2ay + 1

Re )\L

< (T4+wvy™h

58



Kapitel 3. Vorkonditionierungsstrategien

und
(v +v)[b]
Im \;| =
[fm Ad 72 (a? 4+ b2) + 2ay + 1
_ aild
= (1 ! .
(I+vy )’yQaQ + 202 + 2ay + 1
Damit ist nun entweder
b
Tm X\;| < (14 1/771)%
oder
—1, 70| —1y L
Im)\LS 1+V’Yl :1—|—ny —_—
i Al < ( ) s = ( )
was zu beweisen war. O

Wenn wir den Parameter v geeignet wihlen, lassen sich die Eigenwerte unabhéngig von h und
v beschrinken:

Satz 3.10: Sei v < 1 und v € O(v~1). Dann sind ohne Stabilisierung alle Eigenwerte von
M, PG, im Rechteck [a, A] x [—b,b], unabhingig von v, h und mit a > 0, enthalten.

Beweis: Nach Satz 2.16 gilt
cv <Re p; < Cv~' und [Im p;| < Cov™!

und nach Satz 3.9 gelten die Abschétzungen

1
1l < i) <1 -t
’yRe(,ui)—&—l_Re( ) <1+wvy
und
1
Im (\)| < (1 + vy ) min{y|Im ()|, ——}.
i ()] < (1429 min{afIm (1) i)

Wir wihlen v = ar~! und schitzen mit 0 < v < 1 ab:

1 1 1

Re(\)>1— ——>1-— —1- —a>0,
e )z YRe (p;) +1 — av=lter +1 acr1
Re (\) <l4+vy t=1l+4+var ™t =1+a= A4,

C. 2
IIm (\;)| < (1 +2v%a~ ) min %, OZLC’Q} <(I+ab)y=b O

Problematisch an diesem Ergebnis ist, dass die Matrix A, fiir groffe 7 schlecht konditioniert
ist, da der Teil BTW !B mit Nullraum der Dimension n — m die Matrix dominiert.

In der Praxis reicht es aber, v € O(1) zu wahlen. Dies bestétigen auch die Rechnungen in
[OBO06]. Es ldsst sich noch anmerken, dass Olshanskii bereits gute Ergebnisse mit Zeilenlumping
von W = M, erreicht. Des Weiteren stellt Olshanskii in [OB06] einen speziellen Mehrgitter-
Léser fiir den A,-Block vor.
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3.3.5 Grad-Div-Vorkonditionierer

In Abschnitt 3.3.4 haben wir gesehen, wie man die Losung des Schurkomplements im
Vorkonditionierer durch eine augmented lagrangian-Technik vereinfacht. Der Grad-Div-
Vorkonditionierer baut auf dieser Idee auf und weist deshalb sehr grofe Ahnlichkeiten zum
Olshanskii-Vorkonditionierer auf.

Der verdnderte A-Block im Olshanskii-Vorkonditionierer lautet:
A, =A++yBTW™'B.

Mit W = I addieren wir den Term BT B. In der starken Formulierung enspricht vBT B dem
Term vV (V-), genau wie bei der Grad-Div-Stabilisierung (siehe Abschnitt 2.4.1), die wie folgt
schwach formuliert wird:

YV -u,V-v).
Im Diskreten ist dies nicht exakt das gleiche, da die Addition von yBTW !B zu einem #qui-

valenten Gleichungssystem fiihrt, wihrend die Grad-Div-Stabilisierung die Lésung veréndert.

Die Idee vom Grad-Div-Vorkonditionierer (kurz GD) ist nun, den Olshanskii-Vorkonditionierer
auf das Grad-Div-stabilisierte urspriingliche System - also mit v = 0 - anzuwenden.

Wir verwenden auch
-1 ._ -1
S =—v+y)M, .

Die Losung wird also verdndert, was eigentlich nicht von einem Vorkonditionierer erwiinscht ist.
Allerdings wirkt sich der Effekt der Stabilisierung positiv auf die Losung aus, da Oszillationen
geddmpft werden.

Ein Problem ist, dass die Wahl von ~ fiir den Vorkonditionierer und fiir die Stabilisierung
selbst zueinander passen miissen, um gute Ergebnisse zu erzielen. Allerdings erwarten wir in
beiden Fillen, dass v € O(1) eine gute Wahl ist.

Eine theoretische Betrachtung der Eigenwerte ist aufgrund der Stabilisierung nur schwer mog-
lich. Dies ist etwas unbefriedigend, aber mit zum Olshanskii-Vorkonditionierer vergleichbaren
Ergebnissen kann gerechnet werden.

Ein Vorteil vom GD- gegeniiber dem Olshanskii-Vorkonditionierer ist, dass die Systemmatrix
direkt assemblierbar ist. Aufterdem ist die Verwendung von Stabilisierung fiir die Qualitéit der
Losung sinnvoll. Wenn man bei der Verwendung des Olshanskii-Vorkonditionierers stabilisieren
wollte, ist offen, wie sich die Verwendung von Grad-Div-Stabilisierung auf den Vorkonditionie-
rer ausiibt.

Der Unterschied zwischen der Grad-Div-Stabilisierung Sgp und dem ’yBTMp_ I B-Term lisst
sich auch im Diskreten niher bestimmen. Dazu definieren wir die L2-Projektion 7 vom Diver-
genzraum der Geschwindigkeit

VDIV = span{V . ¢1, ceay V . ¢7lu}
in den Druckraum Q = span{t1, ..., ¥y, }:

T : Voiv — Qn
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durch
(ﬂ'(vgﬁ]),ﬂ}l) = (Vd)],wz) Vi: 1,...,’/lp. (313)

Wir definieren weiter eine Darstellung von 7 als Matrix P = (P; ;) durch
p
T(Vog) =D P Vi=1,...,n.
i=1

Satz 3.11: FEs gilt
(Sep — B" M, " B)ij = (5(V - ¢;), K(V - ¢:))
mit dem Fluktuationsoperator k== 1 — .

Beweis: Nach Abschnitt 2.3.3 und 2.4.1 gilt

Damit gilt B = M, P wegen

(B)ij = (O Pujtbi, i)

k=1

= Prj(tr, i)
k=1

= (i, vr) P
k=1

= (MpP)i ;.
Fiir den Eintrag 4, j der Differenz der Grad-Div-Stabilisierung und dem BTM}j ! B-Term gilt
(Sep — B"M;'B)ij = (V- ¢;,V - ¢;) — (B" M, ' B);;
=(V-¢;,V-¢:) = (BT M, ' M,P)y;
=(V-¢;,V-¢:) = (BT P);

=(V-9;,V-¢i) - zp:(BT)ikPk,j
k=1
(V05 V 60— 3 (Pt 6)
k=1
=(V-¢;,V-¢i) = (7(V-9;),V-¢;)
=(V-¢; —=m(V-9;),V-¢i)
=(V-¢; =m(V-9;),V-¢i —7(V-¢))
= (k(V - ¢;),5(V - ¢1)),
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da
(V¢ =m(V-¢;),m(V-0i)) =0
wegen (3.13). O

Damit ist bewiesen, dass die algebraische Manipulation BTJWP_ !B auch durch die Grad-Div-
Stabilisierung erreicht wird. Aufterdem wird deutlich, dass sich die Grad-Div-Stabilisierung als
Projektionsstabilisierung darstellen lasst und nicht alle Skalen stabilisiert.

Sei nun w,p eine kontinuierliche Losung und wup,pp eine diskrete Losung des Grad-Div-
stabilisierten Systems. Zur Losung uy, gehore der Vektor U durch

Ny

up = Z Uk @,
k=1
analog V zu vy. Mit || - || bezeichnen wir die euklidische Norm des R™* fiir einen Koeflizien-
tenvektor U und mit | - ||, die L?-Norm.

Damit koénnen wir untersuchen wie sich die Differenz zwischen der Grad-Div-Stabilisierung
und BTJle’lB fiir h gegen O verhélt:

I (Sap — BTM;'B)U|; = suwp VT (Sap — BTM,'B)U
HV”R:l
= sup (k(V-vp),k(V-up))
= sup (K(V-op),k(V- (up—u)))

< sup [[&(V - wn)[loll5(V - (un — )l

2
<|&l” sup [V - onllol[V - (un — )l

2
< &I sup [V -onlly [V - (un —w)llg -
— —
:ITl ‘ ]Ril :2T3

::TQ

Der Fluktuationsoperator k ist stetig, damit gilt T3 < C. Fiir T, rechnen wir mit der inversen
Ungleichung (Lemma 2.6):

|V -l R O (A
Ty =sup ———2 < ¢’ sup ———2
o Vg wn o IVl

Nach [KAQ0], Satz 3.43 gilt mit C' > 0 unabhingig von h
IVilg = Ch™2|un]l,

und damit

T2 S C// sup h_1+d/2w — C//h—l—‘,-d/Q S C/// fiir h — O7
o l[onllo
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da d > 2. Mit der a-priori-Fehlerabschitzung (2.16) fiir das Grad-Div-stabilisierte System gilt
fiir hinreichend glatte w, p:

T3 = |V - (u, — w)lly < C1h*||ull},, + C2h®||p|l;, — 0 fiir A — 0.
Insgesamt folgt dadurch
I (Sep — B"M;'B)U|l; — 0 fiir h — 0.

Demnach verschwindet der stabilisierende Term in der Grad-Div-Stabilisierung fiir h gegen 0
und der Grad-Div-Vorkonditionierer und der Olshanskii-Vorkonditionierer sind asymptotisch
gesehen identisch.

Es bleibt durch Rechnungen zu iiberpriifen, ob der GD-Vorkonditionierer die h- und v-
Unabhéngigkeit vom Olshanskii-Vorkonditionierer in der Praxis teilt. Dies werden wir in Ka-
pitel 4 bestitigen kénnen.
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Kapitel 4

Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel werden die numerischen Rechnungen vorgestellt, die im Zusammenhang
mit dieser Arbeit erstellt wurden. Dazu werden zunéchst einige Details zur Implementierung
betrachtet und die Testprobleme definiert.

Neben dem Vergleich der Vorkonditionierer aus Abschnitt 3.3 steht die Analyse des GD-
Vorkonditionierers im Vordergrund.

4.1 Implementierung und verwendete Bibliotheken

In Zusammenarbeit mit anderen Diplomanden ist eine Bibliothek zur Lésung von Oseen- und
Navier-Stokes-Gleichungen entwickelt worden. Die Bibliothek ist in C++ entwickelt und baut
auf der Finite-Elemente-Bibliothek deal.II (siche [BHKO07] und [BHK]) auf, die neben finiten
Elementen unter anderem auch Routinen zum Laden von Gittern und Speichern von Losungen
und Routinen der linearen Algebra enthilt.

Mit der von uns entwickelten Bibliothek ist es mdglich, verschiedene Stabilisierungsverfahren
und Loser in zwei und drei Dimensionen zu vergleichen. Besonders praktisch ist, dass sich die
Auswahl und das Parameterdesign fiir Stabilisierung und Vorkonditionierer ohne Neukompi-
lierung {iber Parameterdateien steuern l&sst.

Auf den Objekten von Vektoren, diinn besetzten Matrizen und iterativen Losern, die bereits
von deal.II zur Verfligung gestellt wurden, ist ein Objekt-Orientiertes Framework fiir die
Vorkonditionierer implementiert worden. So kann man Loser und Vorkonditionierer fiir Teil-
probleme beliebig kombinieren und wiederverwenden. Zum Beispiel léisst sich der Loser fiir den
A-Block per Parameterdatei auswiahlen, konfigurieren und selbst unterschiedlich vorkonditio-
nieren.

Noch zu erwdhnen ist die Art und Weise, wie Dirichletrandbedingungen in deal.II behandelt
werden. Das System wird zunichst komplett mit Randknoten assembliert. Danach wird fiir
jeden Freiheitsgrad, der durch die Randbedingungen fixiert wird, die Systemmatrix bearbeitet.
Die zugehorige Zeile wird auf Null und auf die Diagonale ein positiver Eintrag o gesetzt. In
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der rechten Seite wird in der gleichen Zeile der durch die Randbedingung vorgegebene Wert
multipliziert mit « eingetragen, so dass der Freiheitsgrad nach der Losung des Systems den
korrekten Wert annimmt. Zuséitzlich kann noch die zugehérige Spalte durch Gleichungsumfor-
mungen eliminiert werden, um die Kopplung dieses Freiheitsgrades mit anderen aufzuheben.
Dadurch erhilt man die Symmetrie der Systemmatrix, zum Beispiel zwischen B und B7.

4.2 Testprobleme

4.2.1 Problem 1: glattes Oseen-Problem

Dieses Oseen-Problem ist auf dem zweidimensionalen Gebiet 2 = (0,1)? definiert und stammt
aus [GLOS05], Beispiel 1. Die rechte Seite f wird zur glatten Referenzlésung

u = (sin(mz), -7y cos(ﬂx))T ;

p = sin(wx) cos(my)
mit Konvektion b = u ausgerechnet:

fo vr?sin(ra) + 7sin(mx) cos(nz) + esin(mz) + 7 cos(wx) cos(my)
—vmdy cos(mx) + w2y sin?(1x) + 7y cos?(wx) + —cmy cos(mx) — msin(wx) sin(my) )

Aus zwei Griinden wurde als Konvektionsrichtung die Losung v gewdhlt. Einerseits wird da-
durch die Losung eines Navier-Stokes-Problems nachempfunden, bei dem in der letzten Fix-
punktiteration b = w gilt. Andererseits sind Probleme mit konstanter Konvektionsrichtung
im Vergleich zu diesem Problem unrealistisch. So arbeitet der PCD-Vorkonditionierer zum
Beispiel fiir Probleme mit konstanter Konvektionsrichtung effektiver als bei Problemen mit
komplizierterer Stromung, siehe Beispiel 1 in [OB06].

Durch die gegebene Referenzldsung lisst sich die Genauigkeit der Diskretisierung und der
Loser analysieren. Die Glattheit ermdglicht auch gut den Einsatz hoherer Elementordnungen,
die optimale Ordnungen in der Konvergenz liefern.

4.2.2 Problem 2: Lid-Driven Cavity

Die Lid-Driven Cavity ist ein stationires Navier-Stokes-Problem, welches sich zweidimensional
und auch dreidimensional auf 2 = (0,1)¢ formulieren léisst.

In diesem weit verbreiteten Rechenbeispiel wird die Stromung nur durch eine tangential ver-
laufende an einer der Seitenflichen bzw. Kanten anliegende Stromung angetrieben, die dufseren
Krifte sind Null (f = 0). Die Dirichlet-Randwerte lauten im dreidimensionalen Fall

B (1,0,0)T  fiir (x,y,2) € (0,1) x (0,1) x {1},
v (0,0,0)7  sonst.

Im Zweidimensionalen wird einfach die y-Komponente weggelassen. Diese Cavity lisst sich
“dicht” oder “undicht” definieren, je nachdem, ob die tangentiale Strémung auch auf den Kan-
ten, also fir y € {0, 1} oder z € {0,1}, gilt.
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Trotz der simplen Problemstellung sind die Lésungen nicht trivial. Durch die Randbedingung
bildet sich im Gebiet ein grofier rotierender Wirbel. Abhéngig von der Reynoldszahl bilden
sich in den unteren Ecken weitere gegenldufige Wirbel. In dreidimensionalen Fall gibt es noch
zusétzliche Wirbel in der yz-Ebene.

Stationére Losungen gibt es in beiden Féllen nur bis zu einer gewissen kritischen Reynoldszahl,
die im zweidimensionalen Fall bei ungefahr 8000 liegt, im dreidimensionalen bereits bei 1000,
siehe zum Beispiel [PA95].

4.2.3 Problem 3: Beltrami-Flow

Das dritte Beispiel ist wieder ein Oseen-Problem mit Referenzlésung wie Problem 1, aber
diesmal auf dem dreidimensionalen Gebiet 2 = (—1,1)? definiert. Mit einem Parameter a € R
gelte:

e sin(ay + dz) + e** cos(ax £ dy)
u=—a | e¥sin(az £ dz) + e cos(ay * dz)
e sin(ax + dy) + e cos(az £ dzx)

und
a2
po= -5 (€297 4 €29 4 ¢29% 4 9sin(ax + dy) cos(az + da)e* VT2 +
2sin(ay + dz) cos(ax + dy)ea(”””) + 2sin(az £ dz) cos(ay + dz)ea(””+y)]
mit f = 0.

4.3 Implementierungsdetails zu den Vorkonditionierern

In allen nachfolgenden Rechnungen wird das FGMRES-Verfahren mit der Startlésung o = 0
gestartet. Das Abbruchkriterium ist relativ zum Startresiduum

| Azo — 0]

gewihlt. Wenn nicht anders angegeben, wird bis zu einer Genauigkeit von TOL := 10710
geldst, also bis

rm < TOL||Azxg — b|| = TOL||b||
gilt. Die Restartlinge vom FGMRES-Verfahren wurde auf 100 gesetzt.

Bei der Implementierung der Vorkonditionierer wurde stirker auf die korrekte Funktionsweise
als auf die tatsichliche Laufzeit geachtet. Der Vergleich der Laufzeiten der unterschiedlichen
Loéser macht in dieser Arbeit auferdem keinen Sinn, da kein Mehrgitter-Loser fiir den A-Block
zur Verfiigung stand und diese Lésung den Rechenaufwand dominierte.

Fiir den A-Block wurde ein in deal.IT eingebundenes, direktes Losungsverfahren verwendet,
siehe [Dav04]. Zum Vergleich wurde an manchen Stellen auch die komplette Systemmatrix mit
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diesem direkten Verfahren gelost. Das Hauptproblem dieses Verfahrens fiir den A-Block ist,
dass dafiir sehr viel Speicher bendtigt wird, wodurch grofle und vor allem dreidimensionale
Rechnungen nicht méglich waren.

Beim WS-Vorkonditionierer wird der A-Block direkt geldst und der Parameter w = 1 gewhlt.

Fiir PCD-Vorkonditionierer werden die Hilfsprobleme M, F,, A, jeweils als Matrix assem-
bliert. Das Konvektions-Diffusions-Problem F}, wurde nicht stabilisiert, was fiir kleine v pro-
blematisch ist, wie wir in den Rechnungen in Abschnitt 3.3.2 bereits gesehen haben. Das
Gleichungsystem fiir die Massematrix M, wird genauso wie der A-Block und das A,-Problem
direkt gelost. Da die Matrix A, ohne Randbedingungen singulér ist, wird das System mit
einem zusitzlichen Term a(p,q) mit o = 10~% regularisiert.

Der Olshanskii-Vorkonditionierer verwendet W1 = M, ! mit einem direkten Loser. Da sich
A, nicht assemblieren lésst, weil die Matrix dicht besetzt werden wiirde, wird A, iterativ mit
einem zusétzlichen GMRES-Verfahren gelost. In jedem Iterationsschritt wird dafiir A,v =
Av + 'yBgJV[p’ ! Bv ausgerechnet, wobei eine Lésung mit dem direkten Loser fiir ]szl notig
ist. Die Laufzeit l4sst sich wahrscheinlich erheblich durch die Verwendung einer Ndherung von
M, ! zum Beispiel durch Zeilenlumping beschleunigen, wie auch in [OB06] vorgeschlagen.

Da beim GD-Vorkonditionierer die Matrix A mit Stabilisierung assembliert werden kann, lasst
sich dafiir dann der direkte Loser verwendet. Auch die Massematrix fiir die Naherung des
Schurkomplements wird direkt gelost, wenn nicht anders beschrieben.

4.4 Numerische Tests

Die numerischen Tests sind in drei Abschnitte unterteilt. Zuerst wird der GD-Vorkonditionierer
analysiert, ob die h- und v-Unabhéngigkeit der FGMRES-Iterationszahlen auch in der Praxis
zu bemerken ist und um die Bedeutung der Grad-Div-Stabilisierung herauszufinden. Danach
werden die Vorkonditionierer aus Abschnitt 3.3 miteinander verglichen und auf h- und v-
Abhingigkeit untersucht.

Zuletzt gibt es noch einige Anwendungen des GD-Vorkonditionierers. Neben einem Navier-
Stokes-Problem und einem 3D-Problem wird die Auswirkung von Stabilisierung auf die Loser-
geschwindigkeit analysiert.

4.4.1 Grad-Div-Vorkonditionierer

Die erste Rechnung vergleicht die nétigen FGMRES-Iterationen fiir drei verschiedene Visko-
sitdten in Abhingigkeit des Parameters der Grad-Div-Stabilisierung . In Abbildung 4.1 sind
die notwendigen Iterationszahlen iiber der Wahl von v in doppelt-logarithmischer Darstellung
aufgetragen. Gerechnte wurde Problem 1 mit Q2 — @1-Elementen und einer Gitterfeinheit
von h = 1/64. Andere Gittergrofen wurden auch gerechnet, liegen aber nazu deckungsgleich
iibereinander und sind deshalb nicht dargestellt.

Fir v = 1 ist die Kurve relativ flach und selbst ohne Stabilisierung mit 19 Iterationen ver-
wendbar. Das liegt daran, dass die Massematrix im Vorkonditionierer im Stokes-Fall eine gute
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Abbildung 4.1: Tterationszahlen in Abh#ngigkeit von der Grad-Div-Stabilisierung, h = 1/64

Approximation an das Schurkomplement ist. Bereits fiir ¥ = 1072 ist der Vorkonditionierer
fiir v < 0.1 schlecht einsetzbar. Wenn aber v € O(1) gewihlt wird, sind die Iterationszahlen
unabhingig von v in der Grofenordnung von 15 Iterationen. Fiir noch grofere v fallen die
Iterationszahlen zwar noch leicht, weshalb aber trotzdem  ~ 1 optimal ist, zeigt die néchste
Rechnung.

In Abbildung 4.1 haben wir gesehen, dass die FGMRES-Iterationen mit wachsendem v mono-
ton abnehmen. Die Lésung des A,-Blocks im Vorkonditionierer wird dadurch aber schwieriger,
da der Block von dem algebraischen Teil mit grofiem Kern dominiert wird. Diese Auswirkung
ist exemplarisch in Abbildung 4.2 verdeutlicht. In jeder Grafik ist in Abhéingigkeit von v die
Zahl der dukeren FGMRES-Iterationen, die durchschnittliche Zahl der GMRES-Iterationen fiir
den A-Block und die Gesamtzahl der GMRES-Iterationen fiir den A-Block dargestellt. Von
oben nach unten ist Problem 1 mit v € {10°,1073,107%} gerechnet.

Die Gesamtzahl der GMRES-Iterationen fiir den A-Block ist eine Schitzung fiir den Gesamt-
aufwand der Losung des Systems. Fiir v = 1 sind die Kurven relativ flach, dass heifst die
Parameterwahl fiir die Stabilisierung ist wenig sensibel. Der Gesamtaufwand bleibt nahezu
konstant. Anders ist es fiir kleine v. Hier nimmt mit grofer werdendem + die Zahl der dufieren
Iteration ab, wie bereits in Abbildung 4.1 verdeutlicht. Mit wachsendem ~ wird aber die Zahl
der inneren GMRES-Iterationen fiir den A-Block monoton grifer. Dadurch gibt es ein Mini-
mum des Gesamtaufwands ungefihr bei v = 1, wie man am Besten bei v = 107% erkennen
kann.

Es ist anzumerken, dass die in Abbildung 4.2 dargestellten Ergebnisse nur qualitativ zu werten
sind. Wir kénnen zwar dadurch das Ergebnis v € O(1) bestétigen, das genaue Optimum
h&ngt aber vom inneren Loser ab und wie empfindlich dieser gegeniiber der Stabilisierung ist.
Wie bereits erwédhnt ist aber das verwendete GMRES-Verfahren mit SSOR-Vorkonditionierung
nicht optimal hierfiir geeignet.

Diese Vergleichsrechnungen wurden auch fiir verschiedene h durchgefiihrt, lieferten aber nahzu
deckungsgleiche Ergebnisse und sind deswegen hier nicht enthalten.
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Abbildung 4.2: Vergleich: innerer, duferer und Gesamtaufwand in Abhéngigkeit von v fiir
v € {10°,1073,1076}, h = 1/32
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1%
1/h [ 10° [107 [ 10721073 [ 107* [ 107> [ 107°
4 16 12 11 11 11 11 11
8 16 12 11 11 11 11 11

16 16 12 11 11 11 11 11
32 16 11 11 11 11 11 11
64 14 11 10 10 10 10 10
128 12 10 10 10 10 10 10
256 12 10 9 9 9 9 9

Tabelle 4.1: h- and v-Abhingigkeit

Da wir rechnerisch die Wahl v € O(1) bestitigt haben, kénnen wir nun fiir v = 1 die k- und
v-Abhingigkeit des GD-Vorkonditionierers untersuchen. In Tabelle 4.1 sind die FGMRES-
Iterationszahlen fiir Problem 1 mit Q)2 — Q1-Elementen untersucht. Die Unabhéngigkeit von
der Viskositédt und der Gitterfeinheit ist daraus deutlich zu erkennen. Die n&tigen Iterationen
nehmen fiir feinere Gitter sogar leicht ab.

Bei jeder Anwendung der GD-Vorkonditionierers miissen Systeme mit A und M,, geldst werden.
Interessanterweise ist es nicht notwendig, diese inneren Gleichungssysteme exakt zu 16sen, wie
Tabelle 4.2 verdeutlicht. Hier wurde Problem 1 mit GD-Vorkonditionierer mit Gitterfeinheit
h = 1/32 und Q2—Q1-Elementen gerechnet. Das Zielresiduum wurde auf TOL = 10~ !4 gesetzt,
um einen deutlicheren Unterschied bei den Iterationszahlen zu erkennen. Fiir die Probleme
A und M, wurden GMRES-Verfahren mit unabhingig voneinander gewéhltem Zielresiduum
verwendet.

Unabhiingig von v ist die duflere Iterationszahl bereits ab einer inneren Lésergenauigkeit von
1073 nahezu optimal. Dies motiviert ungenaue Losungsverfahren wie einzelne Mehrgitter V-
Zykel fiir den A-Block oder Zeilenlumping fiir M, zu verwenden, um die Lésungsgeschwindig-
keit zu erhdhen. In Abbildung 4.3 ist der Verlauf des FGMRES-Residuums von Problem 1 mit
GD-Vorkonditionierung mit exaktem Loser fiir den A- und M,-Block dargestellt.

In Tabelle 4.3 ist ein Vergleich der Vorkonditionierer fiir den A-Block im GD-Vorkonditionierer
zu sehen, wenn der A-Block auch iterativ gelost wird. Es handelt sich um Problem 1 mit Qo —
Q:-Elementen und h = 1/64. Das GMRES-Residuum ist in allen Féllen auf 10~ relativ zum
Startresiduum gesetzt. Es ist jeweils die Gesamtzahl der notwendigen inneren Iterationen und
die Gesamtzeit fiir verschiedene Viskositéten dargestellt. Das Verfahren wurde abgebrochen,
falls in einer &ufseren Iteration mehr als 10000 GMRES-Schritte notwendig waren. Man erkennt,
dass neben dem direkten Loser nur SSOR-Vorkonditionierung iiberhaupt funktioniert. Diese
Tabelle verdeutlicht, wie wichtig ein zuverldssiger Loser fiir den A-Block fiir grofse Probleme
ist, bei denen der direkte Loser nicht mehr arbeitet.

4.4.2 Vergleichsrechnungen

Mit dem notwendigen Wissen {iber den GD-Vorkonditionierer konnen wir nun den Vergleich
der verschiedenen Vorkonditionierer aus Abschnitt 3.3 durchfiihren.
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v=10° res(Mp,)
res(4,) || 0.1 | 0.01 | 0.001 | 107° | 107° | direkt
0.1] o1 60 56 56 56 56
001 35 32 32 33 33 33
0.001 || 25 23 23 23 23 23
107° || 23 21 21 21 21 21
1079 23 21 21 21 21 21
direkt || 23 21 21 21 21 21

v=10"3 res(Mp)
res(4,) || 0.1 | 0.01 | 0.001 | 107° | 107° | direkt
0.1] 168 47 41 45 45 45
001 ] 25 20 20 20 20 20
0.001 17 16 16 16 16 16
107° 16 15 15 15 15 15
1077 16 15 15 15 15 15
direkt || 16 15 15 15 15 15

v=10"6 res(M,)
res(4,) || 0.1 | 0.01 | 0.001 | 107° | 107° | direkt
0.11] 200 65 65 55 53 54
0.01 || 24 21 20 20 20 20
0.001 17 16 16 16 16 16
107° 16 15 15 15 15 15
1077 16 15 15 15 15 15
direkt || 16 15 15 15 15 15

Tabelle 4.2: Einfluss der inneren Losergenauigkeit, h = 1/32

10°

10°

Residuum
=
o

— % —v=10°, h=1/8
v=10°, h=1/32
-8 -v=10°, h=1/128 ||
—x—v=10"% h=1/8
v=10"% h=1/32
—8—v=10"% h=1/128

10

Iterationszahl

15

20

Abbildung 4.3: Residuenverlauf fiir verschiedene h und v
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Direkt SSOR ILU0 Id
1% Zeit It. Zeit It. Zeit It. Zeit
100 3s | 133 114s | 131 125s | 417  236s
103 3s | 2726 1953 fail 6744 2861s
106 3s | 5166 4148s fail fail

Tabelle 4.3: Loser fiir den A-Block, h = 1/64

In Tabelle 4.4 findet sich eine Vergleichsrechnung der Vorkonditionierer von Problem 1 mit
h = 1/32 fiir verschiedene v. Die inneren Probleme sind jeweils exakt gelost, um einen Ein-
druck iiber die notwendigen Iterationszahlen zu erhalten. Stabilisierung ist nur beim GD-
Vorkonditionierer aktiviert.

Die Loserzeiten fiir den Olshanskii-Vorkonditionierer sind so hoch, da auch das A.-System
iterativ bis zu einer hohen Genauigkeit gelost wird. Unabhingigkeit der Iterationszahlen von
v sind nur beim GD- und Olshanskii-Vorkonditionierer zu sehen. Letzterer scheitert fiir kleine
v am Loser fiir den A,-Block, da dieser nicht vorkonditioniert ist.

Mit einer effizienteren Implementierung des Olshanskii-Vorkonditionierers wére dieser wahr-
scheinlich gut einzusetzen gewesen. Fiir grofie v sind alle getesteten Vorkonditionierer gut
einsetzbar und arbeiten wesentlich besser als ein nicht vorkonditioniertes GMRES-Verfahren.
Fiir kleine v funktionieren nur der Olshanskii- und der Grad-Div-Vorkonditionierer. Letzterer
liefert v-unabhiingige Iterationszahlen und Loserzeiten und schligt damit alle anderen imple-
mentierten Verfahren.

4.4.3 Anwendung

Wir betrachten nun einige weitere Rechnungen, die mit dem GD-Vorkonditionierer durchge-
fithrt wurden.

Um zu bestétigen, dass der Vorkonditionierer unabhingig von der verwendeten Elementord-
nung funktioniert, findet sich in Tabelle 4.5 eine Vergleichsrechnung. Die nétigen Iterations-
zahlen sind fiir hohere Elementordnungen exakt dieselben. Es wurde mit v = 1 und h = 1/16
das Problem 1 mit unterschiedlichen Elementen gelGst.

v =100 v =102 v=10"73 v=10"1 v=10"0

Zeit It. Zeit It. Zeit It. Zeit, It. Zeit  It.
GD 0.70s 14 0.49s 11 0.50s 11 0.61s 11 | 0.61s 11
1D 85.28s 4378 fail fail fail fail
WS 1.47s 61 19.19s 787 68.08s 2367 | 348.33s 12051 fail
Olsh || 84.58s 14 | 2386.69s 10 | 6509.23s 10 fail fail
PCD 0.69s 20 1.54s 53 fail fail fail

Tabelle 4.4: Vergleich der Vorkonditionierer, h = 1/32
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v
Elementpaar || 10° [ 1072 [ 107©
Q2 — Q1 14 11 11
Qs — Q2 14 11 11
Q4 — Qs 14 11 11
Q5 — Q4 14 11 11

Tabelle 4.5: Einfluft der Elementordnung auf Iterationszahlen, h = 1/16

Methode ~ | Direkt | It. Zeit [lewllo lew|1 | SP-Eintrige
Grad-Div || 1.00 15.4s | 10 12.5s | 2.155e-6 | 1.625¢-3 5865314
LPS 0.56 16.6s | 12 16.5s | 1.237e-6 | 0.969e-3 8489250
SUPG 0.31 14.3s | 28 25.3s | 1.289¢-6 | 1.003e-3 5879349
NoStab 0.00 31.8s fail 1.066e-4 | 0.93%e-1 3751200
Grad-Div || 0.56 15.4s | 12 13.5s | 2.149e-6 | 1.625e-3 5865314
Grad-Div || 0.31 15.4s | 16 16.0s | 2.564e-6 | 1.978e-3 5865314

Tabelle 4.6: Auswirkung der Stabilisierung auf GD-Vorkonditionierung (I), h = 1/128

Ein wichtiger Aspekt beim L&sen von Oseen-Problemen fiir kleine Viskositdten ist die Stabi-
lisierung wie in Abschnitt 2.4 beschrieben. Tabelle 4.6 enthélt einen Vergleich fiir Q2 — Q1-
Elemente auf einem unregelméfigen Gitter mit A = 1/128. In der ersten Zeile ist Grad-Div-
Stabilisierung mit v = 1 aktiviert, wie es fiir den GD-Vorkondtionierer optimal ist. Fiir LPS-
und RBS-Stabilisierung wurden jeweils die optimalen Parameter zur Minimierung der Fehler
der Losung gewihlt. Die Fehler der Geschwindigkeit in L2-Norm und H!'-Seminorm sind mit
dargestellt. In Tabelle 4.7 findet sich ein Uberblick fiir verschiedene h und v.

Da der Grad-Div-Parameter « fiir LPS- und RBS-Stabilisierung kleiner ist, als fiir den Léser
optimal wére, ist zum Vergleich Grad-Div-Stabilisierung mit genau diesen Parametern zusétz-
lich dargestellt. Man sieht, dass sich die Iterationszahlen leicht gegeniiber v = 1 erhchen.

LPS-Stabilisierung beeinflufst den GD-Vorkonditionierer nicht, wie man auch fiir verschiedene
h und v in Tabelle 4.7 erkennt. Dies ldsst sich damit begriinden, dass durch den symme-
trischen Aufbau der Stabilisierung die Blockstruktur nicht verletzt wird. Durch die grofere
Anzahl der Matrixeintrége (in der Spalte “SP-Eintrige” dargestellt) erhoht sich allerdings die
Loserzeit etwas. Die residuale Stabilisierung hingegen passt wegen Bg # B nicht zum GD-
Vorkonditionierer, was man an der deutlich héheren Iterationszahl erkennt. In Tabelle 4.7 fallt
auf, dass die Iterationszahlen fiir h — 0 besser werden. Dies ldsst sich damit begriinden, dass
die SUPG-Stabilisierung mit h? skaliert und damit der unsymmetrische Anteil Bg — B fiir
h — 0 verschwindet.

Um vergleichen zu kénnen, ob sich der GD-Vorkonditionierer im Vergleich zu einem direkten
Loser iberhaupt lohnt, vergleichen wir die Loserzeiten fiir h — 0. In Tabelle 4.8 sind die Zeiten
gegeniiber gestellt. Fiir den A-Block vom GD-Vorkonditionierer ist der gleiche direkte Loser
verwendet worden, wie der in der Spalte “Direkt” fiir die ganze Matrix.

Selbst, fiir kleine Probleme ist der GD-Vorkondtionierer genauso schnell wie der direkte Loser.
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DOFs: | 38k | 150k | 170k | 530k | 606k | 1000k
GD 2s 12s 14s 65s 90s 151s
Direkt, 2s 158 17s 94s fail fail

Tabelle 4.8: Vergleich GD-Vorkondtionierer und direkter Loser

h

v 1/8 ] 1/16 | 1/32
100 28 29 28
1072 | 22 21 22
106 22 21 | fail

Tabelle 4.9: Iterationszahlen fiir Beltrami-Flow

Bei grofkeren Problemen wird er sogar schuneller, was sich vor allem durch den geringeren
Speicherbedarf erkliren l&sst. Die Zerlegung der gesamten Systemmatrix in Sattelpunktform
scheint im direkten Lodser deutlich schlechter zu funktionieren, als die des A-Blocks, der nicht
viel kleiner ist als das gesamte System. Werden die zu losenden Probleme noch gréfer, versagt
der direkte Loser, da nicht genug Speicher fiir die Zerlegung vorhanden ist.

Der GD-Vorkonditionierer funktioniert wie erwartet auch mit dreidimensionalen Problemen,
wie Tabelle 4.9 zeigt. Gerechnet wurde Problem 3 mit a = 7/4 fiir verschiedene v und h. Da
im Dreidimensionalen aufgrund der Problemgrdfie der direkte Loser nicht mehr verwendbar
ist, wurde der A-Block mit einem GMRES-Verfahren mit SSOR-Vorkonditionierung gelést. Die
Losung scheiterte fiir v = 107% und h = 1/32, da der Léser fiir den A-Block in 10000 Iterationen
nicht konvergierte. Ansonsten ist auch hier die h- und v-Unabhiingigkeit zu erkennen.

4.4.4 Stationires Navier-Stokes-Problem

Zum Abschluf der Untersuchungen testen wir den GD-Vorkonditionierer fiir ein nichtlineares
Problem: Lid-Driven Cavity.

In Tabelle 4.10 sieht man fiir unterschiedliche Reynoldszahlen und zwei verschiedene Gitter-
grofen die notwendigen Picard-Tterationen zur Auflésung der Nicht-Linearitdt. Das Abbruch-
kriterium war die Reduktion des nicht-linearen Residuums auf 10~ . Um die Konvergenz zu
sichern, wurde die Fixpunktiteration in allen Fallen mit dem Faktior 0.9 geddmpft.

Fiir grokere Reynoldszahlen nimmt die Zahl der Picard-Iterationen deutlich zu. Die FGMRES-
Tterationen pro Picard-Iterationen bleiben aber weitestgehend konstant. Genauso ist die
FGMRES-Iterationszahl unabhéngig von h.

Die Ergebnisse in der dreidimensionalen Variante der Cavity sehen vergleichbar aus, siehe

Tabelle 4.11. Hier wurde die Picard-Iteration mit dem Faktor 0.7 geddmpft, wihrend die
Reynoldszahl 100 betrégt.
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h=1/32 h=1/64
Re || Pic-It | 5. It. | @ It. || Pic-It | 5. It. | @ It.
100 16 79 | 4.94 16 78 | 4.88
1000 30 | 175 | 5.83 30 | 171 | 5.70
5000 33| 198 | 6.00 41 242 ] 5.90
7500 145 | 841 | 5.80 77| 458 | 5.95

Tabelle 4.10: 2D Lid-Driven Cavity mit GD-Vorkondtionierer

h Pic-It. | > It. | @ It.
1/8 20 | 218 | 10.90
1/16 19 | 207 | 10.89
1/32 18| 210 | 11.67

Tabelle 4.11: 3D Lid-Driven Cavity mit GD-Vorkondtionierer

4.5 Eigenwertplots

Wenn wir die Matrix M mit P~! vorkonditionieren, wird die Iterationszahl durch die Eigen-
wertverteilung des Produkts M P~! bestimmt. Die Visualisierung der Eigenwerte kann dadurch
Aufschluss iiber einen Vorkonditionierer liefern.

Die Matrix M P! liegt nicht explizit vor, da P~! nur als Operator gegeben ist. Daher ist
die Berechnung der Eigenwerte nicht ohne weiteres moéglich. Mit folgender Technik 1dsst sich
mit einigem Aufwand trotzdem die Matrix M P~! bilden: Wir wenden nacheinander die Ein-
heitsvektoren z; € R™+" auf den Operator P~! an und erhalten damit eine dicht besetzte
Darstellung von P~!. Nach Matrixmultiplikation mit M erhalten wir die Matrix M P~!, von
der sich nun die Eigenwerte berechnen und visualisieren lassen.

In Abbildung 4.4 sieht man in der linken Spalte die Figenwerte der Matrix M fir v €
{10°,1071,1073,107%}. Man sieht deutlich, dass die Eigenwerte nicht geclustert sind und sich
um die Null hdufen, was schlechte Konvergenzgeschwindigkeit verspricht. Auf der rechten Seite
sind die Eigenwerte von M P! mit dem GD-Vorkonditionierer jeweils mit der gleichen Visko-
sitit wie links dargestellt. Hier sieht man deutlich die Clusterbildung der Eigenwerte um die
Eins herum (man beachte die starke Vergroferung des komplexen Anteils). Ein Eigenwert ist
hier exakt Null, dieser entspricht dem Druckfreiheitsgrad, der nicht eindeutig bestimmt ist,
siehe dazu Abschnitt 2.5.1. Des Weiteren bleibt die Eigenwertverteilung fiir unterschiedliche v
erhalten, deswegen ist die Zahl der FGMRES-Iterationen unabhéngig von v.

In Abbildung 4.5 und 4.6 sind die Eigenwerte jeweils links ohne Vorkonditionierung und rechts
mit GD-Vorkonditionierung dargestellt. In Abbildung 4.5 werden fiir ¥ = 1 in den Spalten
die verschiedenen Stabilisierungen vergleichen: Grad-Div-Stabilisierung mit v = 1, System mit
LPS-Stabilisierung, residuale Stabilisierung und am Ende Grad-Div-Stabilisierung mit den
Stabilisierungsparametern aus LPS bzw. RBS, also v = 0.56 und v = 0.31. Abbildung 4.6
zeigt die gleichen Eigenwertverteilungen fiir v = 1073,

Fir v = 1 werden die Eigenwerte durch die GD-Vorkonditionierung wieder um die Eins ge-
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clustert, allerdings gibt es eine Menge an Eigenwerten, die zwischen Null und Eins verteilt
liegen. Dies erklirt, warum fiir v = 1 die Iterationszahlen leicht hoher liegen. Fiir v = 1073
(Abbildung 4.6) werden diese Eigenwerte geclustert, was die Iterationszahlen leicht verringert.
Das durch lokale Projektion stabilisierte System (2. Zeile) hat zwar leicht andere Eigenwer-
te, die Struktur des vorkonditionierten System bleibt aber erhalten. Dies steht im Gegensatz
zur residualen Stabilisierung, die vor allem fiir v = 1 das System stark verdndert. Von einer
Clusterung der Eigenwerte durch den Vorkonditionierer kann dort nicht gesprochen werden,
was sich in den Rechnungen bestitigt, siche zum Beispiel Tabelle 4.7. Fiir v = 1073 sieht die
Eigenwertverteilung des nicht vorkonditionierten, residual stabilisierten Systems (Abbildung
4.6, Zeile 3 links) den anderen recht dhnlich.

In Abbildung 4.7 sind die Eigenwerte des residual stabilisierten Systems noch einmal detailiert
fir v € {10°,1072,1073,107%} untereinander dargestellt. Im vorkonditionierten Fall (rech-
te Spalte), sehen die Eigenwerte vergleichbar mit denen in Abbildung 4.4 aus, allerdings ist
hier die Verteilung in der komplexen Achse ungefihr um einen Faktor 2 grofier, was einer
schlechteren Clusterung entspricht.
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Abbildung 4.4: Eigenwerte: mit Grad-Div-Stabilisierung, ohne/mit GD-Vorkonditionierer fiir
v e {10°,1071,1073,107°}
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4.5. Eigenwertplots
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Abbildung 4.5: Eigenwerte: Vergleich von Grad-Div-, LPS-, RBS-Stabilisierung und Grad-Div-
Stabilisierung mit v € {0.56,0.31}, v =1
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Abbildung 4.6: Eigenwerte: Vergleich von Grad-Div-, LPS-, RBS-Stabilisierung und Grad-Div-
Stabilisierung mit v € {0.56,0.31}, v = 1073
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4.5. Eigenwertplots
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Abbildung 4.7: Eigenwerte: mit residualer Stabilisierung, ohne/mit GD-Vorkonditionierer fiir

05
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Kapitel 5

Fazit

Der Schwerpunkt wurde in dieser Arbeit auf die Betrachtung der Vorkonditionierung bei
Taylor-Hood-Elementen gelegt. Dies 1dsst sich vorallem damit begriinden, dass die bei Equal-
Order-Elementen notwendige Druckstabilisierung die Gestalt der Systemmatrix durch Eintrige
im C-Block verindert.

Der in dieser Arbeit vorgestellte Grad-Div-Vorkonditionierer lieferte sehr gute Ergebnisse bei
Verwendung von Taylor-Hood-Elementen, inshesondere funktionierte er auch fir v — 0 oh-
ne Schwierigkeiten. Die anderen Vorkonditionierer lieferten (ausgenommen der Olshanskii-
Vorkonditionierer) alle eine gewisse h- und v-Abhéngigkeit, die eine Benutzung erschwert oder
fiir bestimmte Probleme sogar unmdglich macht, wie die durchgefiihrten Rechnungen zeigen.

Aufgrund der Kombination von Stabilisierung und Vorkonditionierung beim Grad-Div-
Vorkonditionierer war eine theoretische Anaylse schwierig, aber durch eine Analyse der Grad-
Div-Stabilisierung konnte eine Ahnlichkeit zum Olshanskii-Vorkonditionierer hergestellt wer-
den. So lasst sich die Grad-Div-Stabilisierung in einen algebraischen und einen stabilisierenden
Teil aufteilen. Die algebraische Verdnderung der Systemmatrix entspricht der des Olshanskii-
Vorkonditionierers und zuséatzliche Stabilisierung beeinflusst den Vorkonditionierer nicht ne-
gativ. Auferdem verschwindet die Stabilisierung fiir A — 0.

Der Olshanskii-Vorkonditionierer wurde theoretisch analysiert und die h- und v-
Unabhéngigkeit im unstabilisierten Fall bewiesen. Die Rechnungen bestitigen, dass sich diese
Eigenschaft auch auf den Grad-Div-Vorkonditionierer iibertrigt, obwohl das System stabilisert
wird.

Ein grofer Vorteil des Grad-Div-Vorkonditionierers liegt darin, dass er auch mit Stabilisie-
rung einsetzbar ist. Die Verwendung von Stabilisierung durch lokale Projektion hatte keinen
Einfluf auf die Performanz des Vorkonditionierers. Aufgrund der unsymmetrischen Struktur
der residualen Stabilisierung l&sst sich diese leider nicht mit dem Grad-Div-Vorkonditionierer
verbinden. Aber selbst wenn man nur mit Grad-Div-Stabilisierung rechnet, verbesseren sich
die Fehler der Losung gegeniiber ausgeschalteter Stabilisierung fiir kleine v erheblich.

Parallel zu dieser Diplomarbeit wurde der Grad-Div-Vorkonditionierer mit dem FGMRES-
Verfahren als Loser fiir die linearen Gleichungssysteme bei Verwendung von inexakten, glo-
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balisierten Newton-Verfahren fiir die stationiren Navier-Stokes-Gleichungen verwendet, siehe
[Lem08]. Bei inexakten Newton-Verfahren wird die Genauigkeit, mit der die Gleichungssyste-
me gelost werden, vom Algorithmus variiert. Eine exakte Losung ist nicht notwendig, da auch
eine ungenaue Abstiegsrichtung ausreicht, solange die Genauigkeit mit der Schrittweite gesteu-
ert wird. Dadurch lagen die FGMRES-Iterationszahlen pro Newton-Iterationsschritt meist im
einstelligen Bereich.

Ein Liicke bleibt bei der Behandlung des A-Blocks, der auch fiir andere Vorkonditionierer
gelost werden muss. Doch selbst mit dem einfachen Ansatz, dafiir einen direkten Loéser zu
verwenden, konnen grékere Probleme {iberhaupt erst und kleinere Probleme schneller als mit
dem direkten Loser fiir das gesamte System gelSst werden.

Die Entwicklung eines Mehrgitterverfahrens fiir den A-Block wére wiinschenswert gewesen,
zum Beispiel wie in [OB06] beschrieben. Diese relativ aufwindige Entwicklung hitte den Rah-
men dieser Arbeit gesprengt. Nicht zu vernachléssigen ist in diesem Zusammenhang die Mog-
lichkeit der Parallelisierung, weil sich nur dadurch die Problemgriéfe hinreichend erweitern
lasst. Weiterhin wire der Vergleich oder die Kombination von Mehrgitter- und Gebietszerle-
gungsverfahren ratsam.

Ein weiterer interessanter Aspekt ist die direkte Ubertragung der theoretischen Ergebnisse
des Olshanskii-Vorkonditionierers auf den Grad-Div-Vorkonditionierer, was nicht abschliefsend
behandelt werden konnte. Genauso ist die Kombination von Stabilisierung durch lokale Pro-
jektion und Vorkonditionierung noch nicht befriedigend abgeschlossen. In beiden Fillen wire
eine Verallgemeinerung der Resultate des Olshanskii-Vorkonditionierers auf ein stabilisiertes
System nétig gewesen.

Trotzdem ldsst sich resiimieren, dass mit dieser Diplomarbeit ein robuster und fiir andere
Arbeiten gut verwendbarer Loser fiir das verallgemeinerte Oseen-Problem auch in Verbindung
mit Stabilisierung entstanden ist. Des Weiteren sind hierdurch wichtige Grundsteine fiir die
etwaige Entwicklung eines parallel laufenden Losers fiir das verallgemeinerte Oseen-Problem
gelegt worden.
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