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Kapitel 1Einleitung
Bei der vorliegenden Arbeit handelt es sih um eine Ausarbeitung und Zusammenfas-sung der grundlegenden Ergebnisse einer Arbeit von Elliott [2℄ �uber die Anwendung vonsigmoidalen Transformationen bei der numerishen Integration.Ziel der numerishen Integration ist die n�aherungsweise Berehnung von Integralen derForm If := R 10 f(x) dx: Dies geshieht mit Hilfe sogenannter Quadraturformeln und er-folgt in dieser Arbeit durh die Trapezregel Qnf := 1nPnj=000f(j=n); wobeiP00 eine Summebezeihnet, deren erster und letzter Summand halbiert sind. Es ist bekannt, da� sih derQuadraturfehler Enf := If � Qnf mit Hilfe der Euler-Malaurinshen Summenformelabsh�atzen l�a�t, welhe Kenntnisse �uber den Integranden und dessen Ableitungen an denEndpunkten 0 und 1 voraussetzt. Wie man sehen wird, kann durh eine geeignete Trans-formation der Integrationsvariable erreiht werden, da� diese Ableitungen bis zu einembestimmten Grad Null werden und damit Qnf mit h�oherer Ordnung gegen das IntegralIf konvergiert.Solhe Transformationen, die sogenannten sigmoidalen Transformationen, werden in Ka-pitel 2 eingef�uhrt. Neben der De�nition und der Nennung einiger Eigenshaften wird dabeiauh eine Methode vorgestellt, wie sih sigmoidale Transformationen mit Hilfe einer geeig-neten Funktion f erzeugen lassen. Desweiteren wird die bereits erw�ahnte Anwendung derTransformationen bei der numerishen Integration noh n�aher betrahtet, und shlie�lihwerden einige Beispiele sigmoidaler Transformationen vorgestellt.In Kapitel 3 geht es um die Darstellung und Absh�atzung des Quadraturfehlers Enf .F�ur die Fehlerdarstellung stellen wir zun�ahst den Satz von Abel-Plana vor, f�ur denvorausgesetzt werden mu�, da� die Funktion f auf [0; 1℄ reellwertig und in einen Streifen



3S der komplexen z-Ebene, S := f z j 0 � x = Re (z) � 1; �Y � y = Im(z) � Y g,fortsetzbar ist zu einer in Int(S) holomorphen und in S stetigen Funktion.F�uhren wir bei f zun�ahst eine Substitution mit einer sigmoidalen Transformation durhund wenden dann den Satz von Abel-Plana an, so sehen wir mit Hilfe derFehlerabsh�atzung, da� der Quadraturfehler f�ur hinreihend gro�e n und f�ur gerade r > 0von der Ordnung O (1=nr) ist. Hierbei bezeihnet r die Ordnung der substituierten Trans-formation, welhe in Kapitel 2.1 de�niert wird. Au�erdem zeigen wir, da� der Quadra-turfehler f�ur ungerade r � 3 sogar von der Ordnung O (1=n2r) ist, falls die substituiertesigmoidale Transformation nur ungerade Potenzen besitzt.Abshlie�end werden in Kapitel 4 die zuvor ermittelten Fehlerordnungen anhand einigernumerisher Beispiele illustriert.



Kapitel 2Sigmoidale Transformationen
2.1 De�nition und EigenshaftenBei der nun folgenden De�nition von sigmoidalen Transformationen handelt es sih umeine leiht abgeshw�ahte Fassung der De�nition bei Elliott [2℄.De�nition 2.1 (a) Eine reellwertige Funktion  hei�t sigmoidale Transformation, wennsie die folgenden Bedingungen erf�ullt:(i)  2 C1[0; 1℄ mit (0) = 0;(ii) (x) + (1� x) = 1; 0 � x � 1;(iii)  ist streng monoton wahsend auf [0; 1℄;(iv) 0(0) = 0:(b) Gilt zus�atzlih zu (a)(i) (j)(x) = O (xr�j) bei x = 0 f�ur alle j 2 IN0 mit r 2 IN, so hei�t  sigmoidaleTransformation r-ter Ordnung;gilt(ii) (j)(0) = 0 f�ur alle j 2 IN0, so hei�t  sigmoidale Transformation unendliherOrdnung.



2.2 Erzeugung 5Bemerkung 2.2 Aus obiger De�nition ergeben sih f�ur eine sigmoidale Transformation unter anderem folgende Eigenshaften:1. Aus (a)(i) und (a)(ii) folgt (1) = 1; und mit a(iii) gilt, da�  eine Eins-zu-eins-Abbildung des kompakten Intervalls [0; 1℄ auf sih selbst ist.2. Aus (a)(ii) folgt 0(x) = 0(1�x) und mit a(iv) insbesondere 0(1) = 0. Der Graphzur Funktion 0 verl�auft also symmetrish zur Geraden x = 1=2. Aus (a)(i) und(a)(ii) folgt au�erdem 00(x) + 00(1�x) = 0 f�ur x 2 (0; 1) und damit insbesondere00(1=2) = 0.Ist 0 zudem streng monoton wahsend auf [0; 1=2℄, so hat der Graph von  dieGestalt eines gestrekten S. Elliott [2℄ hat deshalb auh die Bezeihnung sigmoidaleTransformation gew�ahlt.3. Aus (a)(ii) und (b)(i) ergibt sih f�ur sigmoidale Transformationen r-ter Ordnungbei x = 1 (j)(x) = Æ0;j + O �(1� x)r�j�f�ur alle j 2 IN0.Ist  eine sigmoidale Transformation unendliher Ordnung, so folgt aus (a)(ii) und(b)(ii) (j)(1) = 0 f�ur alle j 2 IN.
2.2 ErzeugungIm folgenden wird nun eine Methode zur Erzeugung sigmoidaler Transformationen be-shrieben.Satz 2.3 Sei f eine reellwertige Funktion auf [0; 1℄ mit folgenden Eigenshaften:(i) f 2 C1[0; 1℄ mit f(0) = f 0(0) = 0 und f(x) > 0 f�ur 0 < x � 1;(ii) f 0(x)f(x) + f 0(1�x)f(1�x) > 0 f�ur 0 < x < 1.Dann ist die auf [0; 1℄ durh (x) = f(x)f(x) + f(1� x) (2.1)de�nierte Funktion  sigmoidal.



6 Sigmoidale TransformationenBeweis:  ist auf [0; 1℄ de�niert, denn nah Bedingung (i) gilt f(x) > 0 f�ur 0 < x � 1und daher auh f(x) + f(1� x) > 0 f�ur 0 � x � 1.Aus Gleihung (2.1) folgt (x) + (1� x) = 1 f�ur alle x 2 [0; 1℄ und daher mit f(0) = 0insbesondere (0) = 0 und (1) = 1. Au�erdem gilt nah (i)  2 C1[0; 1℄. Damit istgezeigt, da� mit den in (i) an f gestellten Bedingungen, die Bedingungen (a)(i) und(a)(ii) von De�nition 2.1 erf�ullt sind.Desweiteren ergibt sih aus Gleihung (2.1)0(x) = f 0(x)f(1� x) + f 0(1� x)f(x)(f(x) + f(1� x))2 : (2.2)Nah (i) und (ii) ist der Z�ahler auf (0; 1) positiv, und da dies auh f�ur den Nenner derFall ist, gilt 0 > 0 auf (0; 1). Also ist  auf [0; 1℄ streng monoton wahsend und damitBedingung (a)(iii) aus der De�nition 2.1 gezeigt. Nah (2.2) gilt au�erdem 0(0) = 0, soda� auh Bedingung (a)(iv) erf�ullt ist.Insgesamt haben wir damit gezeigt, da� die durh die Gleihung (2.1) de�nierte Funktion sigmoidal ist.Korollar 2.4 f erf�ulle die Bedingungen (i) und (ii) von Satz 2.3, und  sei de�niertdurh die Gleihung (2.1).(a) Gilt f (j)(x) = O (xr�j) bei x = 0 f�ur alle j 2 IN0, so ist  eine sigmoidale Trans-formation r-ter Ordnung.(b) Vershwinden f und alle Ableitungen von f bei x = 0, so ist  eine sigmoidaleTransformation unendliher Ordnung.Beweis: Der Beweis folgt sofort aus der in Gleihung (2.1) gegebenen De�nition von .Als n�ahstes werden nun zwei Varianten der durh Satz 2.3 gegebenen Methode zur Er-zeugung sigmoidaler Transformationen beshrieben.Die erste besteht darin, da� man die Funktion f in Satz 2.3 als Integral �uber eine Funktionh w�ahlt: f(x) = Z x0 h(�) d�: (2.3)



2.2 Erzeugung 7Erf�ullt die Funktion h die Bedingungh(�) = h(1� �); 0 � � � 1; (2.4)so erh�alt man f�ur die durh Gleihung (2.1) de�nierte Funktion , da�(x) = (1=Q) Z x0 h(�) d�; 0 � x � 1; (2.5)wobei Q := Z 10 h(�) d�: (2.6)Anders ausgedr�ukt folgt aus den Gleihungen (2.3) und (2.4), da�f(x) + f(1� x) = Qkonstant ist.Mit diesen Vorbemerkungen kommen wir nun zu einem Satz, der Bedingungen f�ur dieFunktion h liefert, mit welhen  gem�a� Gleihung (2.5) sigmoidal ist:Satz 2.5 Sei h eine Funktion mit folgenden Eigenshaften:(i) h 2 C1[0; 1℄ mit h(0) = 0 und h(x) > 0 f�ur 0 < x � 1;(ii) h(x) = h(1� x); 0 � x � 1;(iii) h(j)(x) = O (xr�1�j) bei x = 0 f�ur alle j 2 IN0.Dann ist die durh die Gleihungen (2.5) und (2.6) de�nierte Funktion  eine sigmoidaleTransformation r-ter Ordnung.Beweis: Wir �uberpr�ufen dies auf die Forderungen von De�nition 2.1:Aus (i) und (ii) folgt f(x) + f(1� x) = Z 10 h(�) d� = Q > 0;



8 Sigmoidale Transformationen ist also auf [0; 1℄ de�niert, und es gilt (0) = 0 und nah (i)  2 C1[0; 1℄. DurhAusnutzung von (ii) folgt au�erdem (x) + (1� x) = 1 f�ur 0 � x � 1. Desweiteren gilt0(x) = h(x)=Q, was positiv auf (0; 1) ist.  ist also monoton wahsend auf [0; 1℄, undau�erdem gilt 0(0) = 0. Damit ist gezeigt, da� die Bedingungen (a)(i) bis (a)(iv) vonDe�nition 2.1 erf�ullt sind.Shlie�lih folgt aus (iii) mit der De�nition von , da� (j)(x) = O (xr�j) bei x = 0 f�uralle j 2 IN0, so da�  eine sigmoidale Transformation r-ter Ordnung ist.
Als zweite �ahnlihe Variante f�ur die Erzeugung sigmoidaler Transformationen w�ahlt mansih Funktion f aus Satz 2.3 wie folgt:f(x) = Z x0 (x� �) h(�) d�; (2.7)wobei f�ur die Funktion h vorausgesetzt wird, da� sie die Bedingungh(�) + h(1� �) = 0; 0 � � � 1; (2.8)erf�ullt. F�ur die durh Gleihung (2.1) de�nierte Funktion  erh�alt man dann(x) = Z x0 (x� �) h(�) d�= Z 10 (x� �) h(�) d�: (2.9)Der Nenner in Gleihung (2.9) sheint auf den ersten Blik von x abzuh�angen, aber mitGleihung (2.8) sieht man, da� R 10 h(�) d� = 0. Daher k�onnen wir Gleihung (2.9) um-shreiben zu (x) = Z x0 (x� �)h(�) d�= Z 10 (1� �)h(�) d�: (2.10)Mit diesen Vorbemerkungen geben wir im nun folgenden Satz weitere Bedingungen f�ur



2.2 Erzeugung 9h an, damit  eine sigmoidale Transformation r-ter Ordnung ist:Satz 2.6 Sei h eine Funktion mit folgenden Eigenshaften:(i) h 2 C1[0; 1℄ mit h(x) > 0 f�ur x 2 (0; 1=2);(ii) h(x) + h(1� x) = 0; 0 � x � 1;(iii) h(j)(x) = O (xr�2�j) bei x = 0 f�ur alle j 2 IN0 und r > 1.Dann ist die durh Gleihung (2.10) de�nierte Funktion  eine sigmoidale Transformationr-ter Ordnung.Beweis: Zun�ahst bemerken wir durh Ausnutzung von (i) und (ii), da�Z 10 (1� �) h(�) d� = Z 1=20 (1� �) h(�) d� + Z 1=20 � h(1� �) d�= Z 1=20 (1� 2�) h(�) d� > 0;da 1 � 2� > 0 f�ur � 2 (0; 1=2) und, mit (i), h > 0 auf (0; 1=2). Also ist  in Gleihung(2.10) de�niert mit (0) = 0 und (1) = 1, und nah (i) gilt  2 C1[0; 1℄. Mit Gleihung(2.10) erhalten wir(x) + (1� x) = R x0 (x� �) h(�) d� + R 1�x0 (1� x� �) h(�) d�R 10 (1� �) h(�) d� : (2.11)Durh Substitution � = 1� z ergibt sih f�ur das zweite Integral im Z�ahlerZ 1�x0 (1� x� �) h(�) d� = Z x1 (x� z) h(1� z) dz;und weiter unter Ausnutzung von (ii)Z x1 (x� z) h(1� z) dz = Z 1x (x� z) h(z) dz; 0 � x � 1:Damit erhalten wir insgesamt f�ur den Z�ahler in Gleihung (2.11)Z x0 (x� �) h(�) d� + Z 1�x0 (1� x� �) h(�) d� = Z 10 (x� �) h(�) d�; 0 � x � 1: (2.12)



10 Sigmoidale TransformationenWie zuvor f�ur Gleihung (2.10) nutzen wir aus, da� mit Bedingung (ii) R 10 h(�) d� = 0gilt. Wir k�onnen Gleihung (2.12) daher umshreiben zuZ x0 (x� �) h(�) d� + Z 1�x0 (1� x� �) h(�) d� = Z 10 (1� �) h(�) d�; 0 � x � 1: (2.13)Setzt man nun (2.13) in Gleihung (2.11) ein, so erh�alt man (x) + (1 � x) = 1 f�ur0 � x � 1.Desweiteren ergibt sih aus Gleihung (2.10):0(x) = Z x0 h(�) d�= Z 10 (1� �) h(�) d�: (2.14)Nun zeigen wir, da� R x0 h(�) d� > 0 f�ur 0 < x < 1:Da h > 0 auf (0; 1=2), ist dies f�ur 0 < x � 1=2 wahr. F�ur 1=2 � x < 1 erhalten wir durhAusnutzung von (ii)Z x0 h(�) d� = �Z 10 � Z 1x � h(�) d�= Z 1x h(1� �) d� = Z 1�x0 h(�) d� > 0;da 0 < 1�x � 1=2 bzw. 1=2 � x < 1. Also ist 0 > 0 auf (0; 1), und  ist streng monotonwahsend auf [0; 1℄. Nah Gleihung (2.14) gilt au�erdem 0(0) = 0. Damit ist gezeigt,da� die Bedingungen (a)(i) bis (a)(iv) aus De�nition 2.1 erf�ullt sind.Shlie�lih folgt aus (iii) mit der De�nition von , da� (j)(x) = O (xr�j) bei x = 0 f�uralle j 2 IN0 und r > 1, so da�  eine sigmoidale Transformation r-ter Ordnung ist.
2.3 Anwendung bei der numerishen IntegrationWie shon in der Einleitung erw�ahnt, geht es bei der numerishen Integration um dieApproximation des Integrals If := Z 10 f(x) dx: (2.15)



2.3 Anwendung bei der numerishen Integration 11Dies geshieht mit Hilfe von Quadraturformeln der GestaltPnj=0 aj f(xj), wobei die Stel-len xj als St�utzstellen und die KoeÆzienten aj als Gewihte bezeihnet werden. Einewihtige Quadraturformel ist die sogenannte TrapezregelQnf := 1n nXj=0 00f(j=n) (2.16)mit den Gewihten aj = 1=n und den �aquidistanten St�utzstellen xj = j=n, wobeiP00 eineSumme bezeihnet, deren erster und letzter Term halbiert werden.Der Quadraturfehler ist dann de�niert durhEnf := If � Qnf: (2.17)Diesen Fehler kann man mit Hilfe der Euler-Malaurinshen Summenformel absh�atzen(vgl. z.B. Elliott [3℄). F�ur f 2 Cm�1[0; 1℄ \ Cm(0; 1) mit R 10 ��f (m)(x)�� dx < 1; m 2 IN,erh�alt man dannEnf := mXj=1 �Bj(1)j! � f (j�1)(1)� f (j�1)(0)nj � 1nm Z 10 f (m)(x) �Bm(1� nx)m! dx; (2.18)wobei die �Bj die periodishen Bernoullifunktionen bezeihnen, auf die in dieser Arbeitniht n�aher eingegangen werden soll.An der obigen Darstellung (2.18) sieht man, da� der Fehler Enf bei periodishenFunktionen mit der Periode 1 von der Ordnung O (1=nm) ist.Ist f 2 Cr[0; 1℄ niht periodish, so kann man nun mit Hilfe einer geeigneten sigmoidalenTransformation  r-ter Ordnung f durh Substitution x = (t) so transformieren, da�die Ableitungen von g(t) := f((t))0(t) (2.19)an den Endpunkten bis zu einem gewissen Grad vershwinden:F�ur  gilt nah De�nition 2.1 und Bemerkung 2.2 2 C1[0; 1℄; und (j�1)(0) = (j�1)(1) = 0; j = 1; : : : ; r:



12 Sigmoidale TransformationenAlso ist g 2 Cr[0; 1℄, und mit Hilfe der Leibnizshen Regel erh�alt mang(k)(0) = g(k)(1) = 0 f�ur k = 0; : : : ; r � 2: (2.20)Durh Substitution x = (t) ergibt sihZ 10 f(x) dx = Z 10 f((t))0(t) dt;und durh Anwendung der Rehtekregel auf das substituierte Integral erhalten wirQ[r℄n f := 1n n�1Xj=1 f((j=n))0(j=n)als Quadraturfehler zur Approximation von If . Der Quadraturfehler E [r℄n f ist dann de�-niert durh E[r℄n f := If �Q[r℄n f (2.21)wobei o�ensihtlih E [r℄n f = Eng gilt. Sh�atzt man diesen Fehler nun wieder mit Hilfe derEuler-Malaurinshen Summenformel (siehe Gleihung (2.18)) ab, wendet diese also aufg an, so erh�alt man wegen der in Gleihung (2.20) genannten Eigenshaft von g f�ur denFehler Eng bzw. E [r℄n f die Fehlerordnung O (1=nr�2).Den Quadraturfehler E [r℄n f abzush�atzen, wird die Aufgabe von Kapitel 3 dieser Arbeitsein.F�ur die numerishe Integration ist es von besonderer Bedeutung, wie die St�utzstellennah Substitution mit einer sigmoidalen Transformation der Ordnung r verteilt sind.Es liegt dabei folgender Zusammenhang vor: Ist 0(1=2) gro�, so konzentrieren sih dieSt�utzstellen (j=n) an den Intervallenden; ist 0(1=2) ungef�ahr 2, so bleibt etwa die H�alfteder St�utzstellen auf [0; 1℄ �aquidistant verteilt, w�ahrend sih die andere H�alfte gegen dieEndpunkte dr�angt.In diesem Zusammenhang betrahten wir daher in den beiden folgenden Abshnitten, indenen vershiedene sigmoidale Transformationen vorgestellt werden, auh das jeweiligeVerhalten von 0 an der Stelle x = 1=2.



2.4 Beispiele "algebraisher\ sigmoidaler Transformationen 132.4 Beispiele "algebraisher\ sigmoidaler Transfor-mationenIm folgenden betrahten wir einige Beispiele sigmoidaler Transformationen, die man erh�alt,indem man sih eine Funktion f gem�a� Satz 2.3 w�ahlt. Elliott [2℄ nennt diese Transfor-mationen "algebraish\.Transformation 2.7 W�ahlt manf(x) = xr; IN 3 r > 1;so erh�alt man die algebraish wohl einfahste sigmoidale Transformation, welhe zumBeispiel bei Elliott und Pr�o�dorf [4℄ zu �nden ist. Es ist sofort ersihtlih, da� f dieBedingungen von Satz 2.3 erf�ullt, so da� es sih bei(x) := xrxr + (1� x)r (2.22)um eine sigmoidale Transformation handelt, die nah Korollar 2.4 o�ensihtlih der Ord-nung r ist. Aus Gleihung (2.22) folgt au�erdeml := 0(1=2) = r;was o�ensihtlih mit gr�o�er werdendem r w�ahst.In Abbildung 2.1 ist der Graph der Transformation f�ur r = 4 dargestellt.Transformation 2.8 Elliott [2℄ betrahtet eine Variante von Transformation 2.7, die dieEigenshaft hat, da� l := 0(1=2) unabh�angig von r ist. Hierf�ur w�ahlen wir als Funktion ff(x) = �x�  (x2 � x)�r= (1 + )r xr (1� (= (1 +  )) x)r ; IN 3 r > 1: (2.23)Dabei ist  eine noh zu bestimmende Konstante: F�ur  > �1 ist die Bedingung (i) ausSatz 2.3 o�ensihtlih erf�ullt. Bedingung (ii) aus Satz 2.3 verlangt weiter, da�1 + 2 + 2 �x� 12�2 > 0



14 Sigmoidale Transformationen
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0.2 0.4 0.6 0.8 1xAbbildung 2.1: Der Graph von Transformation 2.7 f�ur r = 4auf (0; 1) gilt. Auh dies ist f�ur  > �1 erf�ullt. Desweiteren folgt mit  gem�a� Satz 2.3und mit l := 0(1=2)  = 2 (r=l� 1): (2.24)Die Forderung  > �1 impliziert also, da� r > l=2 gelten mu�; da bisher IN 3 r > 1vorausgesetzt wurde, soll von nun anIN 3 r > max (1; l=2) (2.25)gelten. Insgesamt gilt nun also, da� die durh Gleihung (2.1) de�nierte Funktion  mitdem in Gleihung (2.24) gegebenen  und der in Gleihung (2.23) de�nierten Funktionf eine sigmoidale Funktion r-ter Ordnung ist, wenn l und r die Bedingung aus (2.25)erf�ullen.Mit l = 2 und IN 3 r > 1 erh�alt man mit  = r � 2 insbesondere eine sigmoidaleTransformation der Ordnung r mit 0(1=2) = 2.Abbildung 2.2 zeigt den Graphen der Transformation f�ur  = 2 und r = 4.Transformation 2.9 Elliott [2℄ untersuht, was mit Transformation 2.8 f�ur r ! 1geshieht: Mit den Gleihungen (2.23) und (2.24) ergibt sih f�ur  gem�a� Gleihung (2.1)(x) = 1= (1 + Fr (x)) ;



2.4 Beispiele "algebraisher\ sigmoidaler Transformationen 15
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0.2 0.4 0.6 0.8 1xAbbildung 2.2: Der Graph von Transformation 2.8 f�ur  = 2; r = 4wobei Fr(x) = f(1� x)=f(x)= �1 + lr � 12x � 1��r�1� lr �1� 12(1�x)��r :F�ur r !1 erh�alt man eine Grenzfunktion F1, f�ur die giltF1(x) = exp � l2 �1x � 11� x�� :Dies f�uhrt zu einer sigmoidalen Transformation, die mit SS1 bezeihnet und durhSS1 (x) = 11 + F1(x) = 12 + 12 tanh � l4 ��1x + 11� x��de�niert wird.Erzeugt werden kann SS1 , indem man entwederf(x) = exp�� l2x� oder f(x) = exp � l4 ��1x + 11� x��w�ahlt. Verwendet man erstere Darstellung, so ist shnell nahgewiesen, da� f die



16 Sigmoidale TransformationenBedingungen (i) und (ii) von Satz 2.3 f�ur alle l > 0 erf�ullt.In Abbildung 2.3 ist der Graph von Transformation 2.9 f�ur l = 2 dargestellt.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1xAbbildung 2.3: Der Graph von Transformation 2.9 f�ur l = 2
2.5 Beispiele "integraler\ sigmoidaler Transformatio-nenWir betrahten nun Beispiele sigmoidaler Transformationen, die man erh�alt, indem mansih eine Funktion h gem�a� Satz 2.5 oder Satz 2.6 w�ahlt. Elliott [2℄ bezeihnet dieseTransformationen als "integral\.Transformation 2.10 W�ahlt man in Satz 2.5h(x) = (x (1� x))r�1; IN 3 r > 1; (2.26)so ist shnell nahgewiesen, da� h die Bedingungen (i) bis (iii) von Satz 2.5 erf�ullt. Au-�erdem gilt Q = Z 10 (x (1� x))r�1 dx = (�(r))2 =�(2r);



2.5 Beispiele "integraler\ sigmoidaler Transformationen 17wobei � hier und im folgenden die Gammafunktion bezeihnet; siehe Gradshteyn undRyzhik [6, x3.191(3)℄. Weiter erh�alt man f�ur r !1 mit Hilfe der Stirlingshen Formel(�(r))2�(2r) ! �p2� rr� 12 e�r�2p2� (2r)2r� 12 e�2r = p2� r2r�1(2r)2r� 12 = p�22r�1pr :Unter Verwendung von (2.5) folgt daraus0(1=2) � �2=�1=2� r1=2 f�ur r � 1;was mit gr�o�er werdendem r w�ahst.Abbildung 2.4 zeigt den Graphen der Transformation f�ur r = 4.
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Transformation 2.11 Eine wihtige Transformation ist von Sidi [9℄ gegeben worden.Dieser w�ahlt die Funktion h aus Satz 2.5 folgenderma�en:h(x) = (sin(�x))r�1; r 2 IN mit r � 2;



18 Sigmoidale Transformationenund man sieht wiederum shnell, da� h die Bedingungen (i) bis (iii) von Satz 2.5 erf�ullt.Also ist die in Gleihung (2.5) de�nierte Funktion  eine sigmoidale Transformation r-terOrdnung. Au�erdem gilt nah Gradshteyn und Ryzhik [6, x3.621℄Q = Z 10 (sin(�x))r�1 dx = �(r=2)= ��1=2�(r=2 + 1=2)� :Damit ergibt sih f�ur die erste Ableitung von  in Gleihung (2.5) an der Stelle x = 1=20(1=2) = (sin(�=2))r�1�(r=2)= (�1=2 �(r=2 + 1=2)) = �1=2 � �r+12 �� � r2� ;weiter erh�alt man f�ur r !1 mit Hilfe der Stirlingshen Formel�1=2 � �r+12 �� � r2� ! �1=2 �r+12 � r2 e� 12� r2� r2� 12 = (�r=2)1=2 ((1 + 1=r)r)1=2 e�1=2:Unter Ausnutzung von (1 + 1=r)r ! e f�ur r !1 folgt damit insgesamt0(1=2) � (�r=2)1=2 f�ur r � 1;was mit gr�o�er werdendem r w�ahst. 0(1=2) ist also f�ur r !1 niht beshr�ankt.Durh partielle Integration erh�alt man nah einiger Rehnung, da�  =: r f�ur r � 1 derRekursionsformelr+1(x) = r�1(x)� �(r=2)2�1=2�(r=2 + 1=2)(sin(�x))r�1 os(�x)gen�ugt, wenn man 0(x) := 1=2 und 1(x) := x de�niert. Insbesondere gilt2(x) = (1� os(�x))=2 und 3(x) = x� 12� sin(2�x): (2.27)Allgemeiner ausgedr�ukt erh�alt man, wenn man die bei Gradshteyn und Ryzhik [6, x1.320(1)℄gegebene Gleihung(sin(��))2m = 122m (m�1Xk=0(�1)m�k2�2mk � os(2(m� k)��) + �2mm �)



2.5 Beispiele "integraler\ sigmoidaler Transformationen 19verwendet und Term f�ur Term integriert,2m+1(x) = x + 2 mXs=1 (�1)s (m!)2(m� s)! (m+ s)! � 12�s� sin(2�sx)f�ur allem 2 IN. In Kapitel 3 und 4 werden wir sehen, da� diese sigmoidale Transformationungerader Ordnung von besonderer Bedeutung ist.In Abbildung 2.5 ist der Graph von Transformation 2.11 f�ur r = 4 dargestellt.
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0.2 0.4 0.6 0.8 1xAbbildung 2.5: Der Graph von Transformation 2.11 f�ur r = 4Transformation 2.12 Elliott [2℄ betrahtet eine Transformation, die Sidis [9℄ obigerTransformation ungerader Ordnung �ahnelt, f�ur die aber 02m+1 f�ur alle m 2 IN beshr�anktbleibt. W�ahlt man gem�a� Satz 2.6h(�) = sin2m�1(2��); m 2 IN;so erh�alt man mit2m+1(x) = Z x0 (x� �) sin2m�1(2��) d�= Z 10 (1� �) sin2m�1(2��) d� (2.28)



20 Sigmoidale Transformationeneine sigmoidale Transformation der Ordnung 2m + 1. Es bietet sih an,1(x) = xzu de�nieren; dann liefert Gleihung (2.28) f�ur m = 13(x) = x� 12� sin(2�x);was der Sidi-Transformation dritten Grades entspriht (siehe (2.27)). Tats�ahlih erh�altman durh geshikte partielle Integration der Gleihung (2.28) die Rekursionsformel2m+1(x) = 2m�1(x)� �(m� 1=2)2�3=2(2m� 1)�(m) sin2m�1(2�x) f�ur m 2 IN:Nah Gradshteyn und Ryzhik [6, x3.821(1)℄ giltZ 10 (1� �) sin2m�1 (2��) d� = �(m)4�1=2�(m+ 1=2) : (2.29)Mit den Gleihungen (2.28) und (2.29) erh�alt man dann02m+1(1=2) = 4�1=2�(m+ 1=2)�(m) Z 1=20 sin2m�1(2��) d�:Wieder nah Gradshteyn und Ryzhik [6, x3.621(1)℄ gilt02m+1(1=2) = 2 f�ur alle m 2 IN:Mit Gleihung (2.28) kann man auh in diesem Beispiel 2m+1 als Summe darstellen: BeiGradshteyn und Ryzhik [6, x1.320(3)℄ �ndet man(sin2m�1(2��)) = 122m�2 m�1Xk=0 (�1)m+k�12�2m� 1k � sin((2m� 2k � 1) 2��);womit man nah einiger Rehnung erh�alt, da� f�ur alle m 2 IN gilt:2m+1(x) = x + 2(�(m+ 1=2))2�2 mXs=1 (�1)s sin(2�(2s� 1)x)�(m� s + 1)�(m+ s)(2s� 1)2 :Abbildung 2.6 zeigt den Graphen der Transformation f�ur m = 1.
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Kapitel 3Fehlerordnung bei der Trapezregelmit sigmoidaler TransformationWie bereits in Abshnitt 2.3 ausgef�uhrt, �nden sigmoidale Transformationen Anwendungbei der Approximation von Integralen der Form R 10 f(x) dx mit Hilfe der Trapezregel.Ziel dieses Kapitels ist es, den in Gleihung (2.21) de�nierten Quadraturfehler E [r℄n f ab-zush�atzen und dadurh die Ordnung des Fehlers zu ermitteln.Hierzu stellen wir zu Beginn den Satz von Abel-Plana vor, der uns eine Darstellung f�urden in Gleihung (2.17) de�nierten Quadraturfehler Enf liefert. Wir verwenden dabei eineandere Fassung des Satzes als Elliott [2℄.Satz 3.1 (Abel-Plana)Sei f eine auf [0; 1℄ reellwertige Funktion, die fortsetzbar ist in den Streifen S der kom-plexen z-Ebene, de�niert durhS := f z j 0 � x = Re (z) � 1; �Y � y = Im(z) � Y g;zu einer in Int(S) holomorphen und auf S stetigen Funktion. Dann giltEn f = �2 Im �Z Y0 f(1 + iy)� f(iy)e2�ny � 1 dy� � 2 Re �Z 10 f(iY + y)e2�n(Y�iy) � 1 dy� : (3.1)



23Beweis:Sei C die in Abb. 3.1 dargestellte geshlossene Kurve; C2 bezeihne den oberen Teil vonC; C1 den unteren. Der Radius Æ der halbkreisf�ormigen Einkerbungen bei 0 und 1 seikleiner als 12n .
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Abbildung 3.1: Kurve in der komplexen z-Ebenef ist nah Voraussetzung holomorph in S. Daher erh�alt man mit dem Cauhyshen Inte-gralsatz Z 1�ÆÆ f(x) dx = 12 ZC1 f(x) dx� 12 ZC2 f(x) dx: (3.2)



24 Fehlerordnung bei der Trapezregel mit sigmoidaler TransformationDa das Residuum von otn�z in jeder ganzen geraden Zahl j den Wert 1n� besitzt, ergibtsih mit dem ResiduensatzZC1+C2 f(z) otn�z dz = 2in n�1Xk=1 f �kn� : (3.3)Aus den Gleihungen (3.2) und (3.3) folgt dann1n n�1Xk=1 f �kn� � Z 1�ÆÆ f(z) dz = 12 ZC1+C2 �i otn�zf(z) dz�12 ZC1 f(z) dz + 12 ZC2 f(z) dz= �12 ZC1 f(z) (1 + i otn�z) dz+12 ZC2 f(z) (1� i otn�z) dz:Unter Verwendung von1 + i ot � = sin � + i os �sin � = ie�i�12i [ei� � e�i� ℄ = � 2e2i� � 1und 1� i ot � = sin � � i os �sin � = �iei�12i [ei� � e�i�℄ = � 2e�2i� � 1erh�alt man1n n�1Xk=1 f �kn� � Z 1�ÆÆ f(z) dz = ZC1 f(z)e2�inz � 1 dz � ZC2 f(z)e�2�inz � 1 dz: (3.4)



25Da f nah Voraussetzung stetig ist, strebt das Integral von f(z)e�2�inz�1 �uber den Viertelkreiszwishen iÆ und Æ f�ur Æ ! 0 gegen � 14nf(0). Analog gilt dies f�ur den Viertelkreis zwishenÆ und �iÆ. �Uber die Viertelkreise zwishen 1� iÆ und 1� Æ bzw. 1� Æ und 1 + iÆ strebtdas Integral jeweils gegen � 14nf(1).F�ur Æ ! 0 liefert die Gleihung (3.4) also1n nXk=0 f �kn�� Z 10 f(z) dz = 12nf(0) + 12nf(1) + ZC01 f(z)e2�inz � 1 dz � ZC02 f(z)e�2�inz � 1 dz;wobei C 02 die Kurve von 1 bis 0 �uber den oberen Rand des Rehteks mit den Eken -iY,1-iY, 1+iY, iY beshreibt und C 01 die Kurve von 0 bis 1 �uber den unteren Rehtekrand(vgl. Abbildung 3.1).Aus der obigen Gleihung erh�alt man aufgrund der De�nition von Enf in Gleihung (2.17),zusammen mit den Gleihungen (2.15) und (2.16)Enf = ZC02 f(z)e�2�inz � 1 dz � ZC01 f(z)e2�inz � 1 dz: (3.5)Wir betrahten nun die beiden Integrale �uber C 01 und C 02 aus Gleihung (3.5). Da f auf[0; 1℄ reellwertig ist, gilt nah dem Shwarzshen Spiegelungsprinzip f(z) = f(z). F�ur diejeweiligen Teilkurven von C 01 und C 02 ergibt sih daher durh geeignete Parametrisierungzun�ahst Z 0iY f(z)e�2�inz � 1 dz � Z �iY0 f(z)e2�inz � 1 dz= �i Z Y0 f(iy)e2�ny � 1 dy + iZ Y0 f(iy)e2�ny � 1 dy= 2 Im �Z Y0 f(iy)e2�ny � 1 dy� ; (3.6)



26 Fehlerordnung bei der Trapezregel mit sigmoidaler Transformationund Z 1+iY1 f(z)e�2�inz � 1 dz � Z 11�iY f(z)e2�inz � 1 dz= i Z Y0 f(1 + iy)e2�ny � 1 dy � iZ Y0 f(1 + iy)e2�ny � 1 dy= �2 Im �Z Y0 f(1 + iy)e2�ny � 1 dy� : (3.7)Desweiteren gilt � Z 1+iYiY f(z)e�2�inz � 1 dz � Z 1�iY�iY f(z)e2�inz � 1 dz= � Z 10 f(iY + y)e2�n(Y �iy) � 1 dy � Z 10 f(�iY + y)e2�n(Y +iy) � 1 dy= � Z 10 f(iY + y)e2�n(Y �iy) � 1 dy � Z 10 f(iY + y)e2�n(Y�iy) � 1 dy= �2 Re �Z 10 f(iY + y)e2�n(Y �iy) � 1 dy� : (3.8)Aus den Gleihungen (3.5) bis (3.8) folgt nun die Behauptung.Lemma 3.2 Sei Y > 0 beliebig und n 2 IN mit n � ln 22�Y . F�ur das Integral aus Gleihung(3.8) gilt �����2 Re �Z 10 f(iY + y)e2�n(Y�iy) � 1 dy����� � 4 maxy2[0;1℄ jf(iY + y)j e�2�nY :



27Beweis: Da f nah Voraussetzung von Satz 3.1 auf S stetig und das Rehtek mit denEken -iY, 1-iY, 1+iY, iY kompakt ist, ist f auf dem Rehtek beshr�ankt. Nah derStandardabsh�atzung f�ur Integrale gilt dann�����2 Re �Z 10 f(iY + y)e2�n(Y �iy) � 1 dy����� � 2 ����Z 10 f(iY + y)e2�n(Y �iy) � 1 dy����� 2 Z 10 ���� f(iY + y)e2�n(Y �iy) � 1 ���� dy� 2 Z 10 jf(iY + y)jjje2�n(Y�iy)j � 1j dy� 2 maxy2[0;1℄ jf(iY + y)je2�nY � 1 : (3.9)Au�erdem gilt f�ur n 2 IN mit n � ln 22�Y ; Y > 0, die Ungleihung�e2�nY � 1� � 12 e2�nY : (3.10)Setzt man (3.10) in (3.9) ein, folgt daraus die Behauptung.Als n�ahstes wollen wir eine Darstellung f�ur den in Gleihung (2.21) de�nierten FehlerE [r℄n f bzw. Eng �nden. Hierzu wenden wir den obigen Satz auf die durh Gleihung (2.19)gegebene Funktion g an. Daf�ur m�ussen wir voraussetzen, da� die sigmoidale Transfor-mation  der Ordnung r zu einer in S stetigen und in Int(S) holomorphen Funktionfortsetzbar ist und da� f zu einer in einem Gebiet W , mit  (S) � W , holomorphen undin W stetigen Funktion fortsetzbar ist. F�ur  ersetzen wir insbesondere die Bedingung(ii) aus De�nition 2.1(a) durh(z) + (1� z) = 1 8z 2 S:Daraus folgt dann (1 + iy) = 1� (�iy); 0 � y <1; (3.11)



28 Fehlerordnung bei der Trapezregel mit sigmoidaler Transformationund 0(1 + iy) = 0(�iy); 0 � y <1: (3.12)Mit diesen Vorbemerkungen kommen wir nun zu folgendem Satz:Satz 3.3  sei fortsetzbar zu einer in S stetigen und in Int(S) holomorphen Funktion;W sei ein Gebiet mit  (S) � W und f sei fortsetzbar zu einer in W holomorphen undin W stetigen Funktion. Dann giltE [r℄n f = Eng = �2 Im �Z Y0 f(1� (�iy))0(�iy)� f((iy))0(iy)e2�ny � 1 dy��2 Re �Z 10 f((iY + y)) 0(iY + y)e2�n(Y�iy) � 1 dy� : (3.13)Beweis: Wendet man Satz 3.1 (Abel-Plana) auf g = (f Æ ) 0 an, so erh�alt man mitden Gleihungen (3.11) und (3.12) die Behauptung.Nah Satz 3.3 besteht der Quadraturfehler E [r℄n f also aus zwei Anteilen:E [r℄n f = E1nf + E2nf; mit (3.14)E1nf = 2 Im �Z Y0 f((iy))0(iy)e2�ny � 1 dy�� 2 Im �Z Y0 f(1� (�iy))0(�iy)e2�ny � 1 dy� ; (3.15)und E2nf = �2 Re �Z 10 f((iY + y)) 0(iY + y)e2�n(Y�iy) � 1 dy� :Den zweiten Anteil E2nf k�onnen wir nah Lemma 3.2 absh�atzen durh��E2nf �� � 4 maxy2[0;1℄ jf((iY + y))j � maxy2[0;1℄ ���0(iY + y)��� e�2�nY ;



29das hei�t E2nf = O �e�2�nY � f�ur n � ln 22�Y : (3.16)Nun befassen wir uns mit dem ersten Anteil E1nf und betrahten zun�ahst den Fall r 2 INgerade:Nah der Taylorshen Formel k�onnen wir f�ur  folgende Darstellung w�ahlen:(z) = 0 zr + p(z);wobei 0 := 0(r) = (r)(0)r! und ��p0(z)�� � onst jzjr f�ur alle jzj � Y .Damit erhalten wir f�ur das erste Integral von E1nf in Gleihung (3.15)2 Im �Z Y0 f((iy))0(iy)e2�ny � 1 dy�= 2 Im �Z Y0 ff(0) + f((iy))� f(0)g fr 0 (iy)r�1 + p0(iy)ge2�ny � 1 dy�= 2 (�1) r�22 0 f(0) r Z 10 yr�1e2�ny � 1 dy + 2 (�1) r2 0 f(0) r Z 1Y yr�1e2�ny � 1 dy+2 0 r Im �Z Y0 ir�1 yr�1 [f((iy))� f(0)℄e2�ny � 1 dy�+2 Im �Z Y0 f((iy)) p0(iy)e2�ny � 1 dy�=: I1 + I2 + I3 + I4 : (3.17)Nun betrahten wir I1 aus Gleihung (3.17) n�aher: F�ur das Integral von I1 erhalten wirdurh Substitution y = t=nZ 10 yr�1e2�ny � 1 dy = 1nr Z 10 tr�1e2�t � 1 dt;



30 Fehlerordnung bei der Trapezregel mit sigmoidaler Transformationund weiter gilt mit der geometrishen Reihe1nr Z 10 tr�1e2�t � 1 dt = 1nr Z 10 tr�1� 11� e�2�t � 1� dt= 1nr Z 10 tr�1 1Xk=0 e�2k�t � 1! dt= 1nr 1Xk=1 Z 10 tr�1 e�2k�t dt: (3.18)F�ur r > 1 erh�alt man weiter mitZ 10 �r�1 e�� d� = �(r);und 1Xk=1 1kr = �(r);durh Substitution t = �2k�1nr 1Xk=1 Z 10 tr�1 e�2k�t dt = 1nr 1Xk=1 Z 10 12k� � �2k��r�1 e�� d�= 1(2�n)r 1Xk=1 1kr Z 10 �r�1 e�� d�= 1(2�n)r �(r) �(r); (3.19)wobei � hier und im folgenden die Riemannshe �-Funktion bezeihnet.Insgesamt erhalten wir damit f�ur I1 aus Gleihung (3.17):I1 = 2 (�1) r�22 0 f(0) r(2�n)r �(r) �(r): (3.20)



31Nun betrahten wir das Integral von I2 aus Gleihung (3.17):F�ur alle t > 0 kann man absh�atzenyr�1(r � 1)! � 1Xk=0 ykk! = ey; (3.21)und f�ur alle y � Y und n � 1 gilte2�ny � 1 � �1� e�2�nY � e2�ny � �1� e�2�Y � e2�ny: (3.22)Setzen wir nun (3.21) und (3.22) in I2 aus Gleihung (3.17) ein, so ergibt sih f�ur dasIntegral von I2 Z 1Y yr�1e2�ny � 1 dy � (r � 1)!1� e�2�Y Z 1Y e(1�2�n)y dy= (r � 1)!1� e�2�Y � 12�n� 1 e(1�2�n)Y� eY (r � 1)!1� e�2�Y � 1� e�2�nY ;wobei in der letzten Ungleihung noh 2�n� 1 > � benutzt wurde.Insgesamt erhalten wir damit f�ur I2 aus Gleihung (3.17):jI2j = O �e�2�nY � : (3.23)Als n�ahstes betrahten wir I3 aus Gleihung (3.17):Es gilt f((iy))� f(0) = Z (iy)0 f 0(z) dz;



32 Fehlerordnung bei der Trapezregel mit sigmoidaler Transformationso da� wir absh�atzen k�onnenjf((iy))� f(0)j � j(iy)j �maxz2W ���f 0(z)��� � onst jyjr: (3.24)Damit erh�alt man insgesamt f�ur I3 aus Gleihung (3.17):jI3j � onst Z Y0 y2r�1e2�ny � 1 dy;und analog zu der Berehnung von I1 gilt weiterZ Y0 y2r�1e2�ny � 1 dy = onst(2�n)2r �(2r) �(2r):Also gilt jI3j = O �n�2r� : (3.25)Shlie�lih bleibt noh I4 aus Gleihung (3.17) zu betrahten:Da jf ((iy))j f�ur 0 � y � Y beshr�ankt ist, erhalten wirjI4j � onst Z Y0 yre2�ny � 1 dy;und wieder analog zu der Berehnung von I1 gilt weiterZ Y0 yre2�ny � 1 dy = onst(2�n)r+1 �(r + 1) �(r + 1);und damit jI4j = O �n�r�1� : (3.26)



33Aus den Berehnungen von I1, I2, I3 und I4 in den Gleihungen (3.20), (3.23), (3.25) und(3.26) erhalten wir also f�ur das Integral in Gleihung (3.17) bzw. f�ur das erste Integralvon E1nf in Gleihung (3.15)2 Im �Z Y0 f((iy))0(iy)e2�ny � 1 dy� = 2 (�1) r�22 0 f(0) r(2�n)r �(r) �(r) +O � 1nr+1� : (3.27)F�ur das zweite Integral von E1nf in Gleihung (3.15) ergibt sih zun�ahst�2 Im �Z Y0 f(1� (�iy))0(�iy)e2�ny � 1 dy�= �2 Im �Z Y0 ff(1) + f(1� (�iy))� f(1)g fr 0 (�iy)r�1 + p0(�iy)ge2�ny � 1 dy� :Damit erh�alt man analog zu der Berehnung des ersten Integrals von E1nf ausGleihung (3.15) �2 Im �Z Y0 f(1� (�iy))0(�iy)e2�ny � 1 dy�= 2 (�1) r�22 0 f(0) r(2�n)r �(r) �(r) +O � 1nr+1� : (3.28)Diese Ergebnisse fassen wir nun im folgenden Satz zusammen:Satz 3.4 Zus�atzlih zu den Voraussetzungen von Satz 3.3 nehmen wir an, da�  einesigmoidale Transformation der Ordnung r > 1 mit geradem r ist. F�ur hinreihend gro�en gilt dann E [r℄n f = 2 (�1) r�22 0 r(2�n)r �(r) �(r) [f(0) + f(1)℄ +O � 1nr+1� :



34 Fehlerordnung bei der Trapezregel mit sigmoidaler TransformationBeweis: Setzen wir die Absh�atzung von E2nf aus Gleihung (3.16) und die Berehnungder beiden Integrale von E1nf in den Gleihungen (3.27) und (3.28) in Gleihung (3.14)ein, so erhalten wir sofort die Behauptung.Bemerkung 3.5 Satz 3.4 zeigt, da� E [r℄n f F�ur gerade r von der Ordnung O (1=nr) ist.F�ur ungerade r vershwinden I1 und I2 aus Gleihung (3.17), so da� E [r℄n f dann von derOrdnung O (1=nr+1) ist.Wir werden als n�ahstes annehmen, da� r ungerade � 3 ist, und da�  nur ungeradePotenzen besitzt. Wie der folgende Satz zeigt, liegt dann eine noh h�ohere Konvergenzord-nung vor.Satz 3.6 Zus�atzlih zu den Voraussetzungen von Satz 3.3 nehmen wir an, da�  einesigmoidale Transformation der Ordnung r > 1 ist mit r = 2m+1; m 2 IN, und da�  nurungerade Potenzen besitzt. Dann gilt f�ur hinreihend gro�e n
E [2m+1℄n f = 2 20 (2m + 1)(2�n)2(2m+1) �(4m+ 2) �(4m+ 2) hf 0(0)� f 0(1)i+O � 1n2m+3� : (3.29)

Beweis: Da  nah Voraussetzung nur ungerade Potenzen besitzt, gilt(z) = 0 z2m+1 + ~p(z)mit 0 wie oben und, da ~p0 nur gerade Potenzen besitzt, ��~p0(z)�� � onst jzj2m+2 f�ur allejzj � Y .Wir betrahten nun wieder die Darstellung von E [r℄n f in Gleihung (3.14) und befassenuns zun�ahst mit dem ersten Anteil E1nf : Wir nutzen aus, da� Im �0(iy)� = 0, da0 nur gerade Potenzen besitzt, und erhalten damit f�ur das erste Integral von E1nf inGleihung (3.15)



352 Im �Z Y0 f((iy))0(iy)e2�ny � 1 dy�= 2 Im �Z Y0 ff((iy))� f(0)g 0(iy)e2�ny � 1 dy�= 2 Im �Z Y0 ff 0(0)(iy) + f((iy))� f 0(0)(iy)� f(0)g f(2m+ 1) 0 (iy)2m + ~p0(iy)ge2�ny � 1 dy�= 2 20 f 0(0) (2m+ 1) Z 10 y4m+1e2�ny � 1 dy + 2 (�1) 20 f 0(0) (2m+ 1) Z 1Y y4m+1e2�ny � 1 dy+2 0 (2m+ 1) Im �Z Y0 i2m y2m [f((iy))� f 0(0)(iy)� f(0)℄e2�ny � 1 dy�+2 Im �Z Y0 f((iy)� f(0)) ~p0(iy)e2�ny � 1 dy�=: ~I1 + ~I2 + ~I3 + ~I4 : (3.30)Analog zu den Berehnungen von I1 und I2 in den Gleihungen (3.20) und (3.23) ergibtsih f�ur ~I1 und ~I2 aus Gleihung (3.30)~I1 = 2 20 f 0(0) (2m+ 1)(2�n)2(2m+1) �(4m+ 2) �(4m+ 2);und ���~I2��� = O �e2�nY � :Als n�ahstes betrahten wir ~I3 aus Gleihung (3.30): Mit Hilfe der Taylorshen Formelerhalten wir f((iy))� f 0(0)(iy)� f(0) = Z (iy)0 ((iy)� z) f 00(z) dz;wir k�onnen daher absh�atzen:���f((iy))� f 0(0)(iy)� f(0)��� � j(iy)j2 �maxz2W ���f 00(z)��� � onst jyj4m+2:



36 Fehlerordnung bei der Trapezregel mit sigmoidaler TransformationDamit erh�alt man insgesamt f�ur ~I3 aus Gleihung (3.30):���~I3��� � onst Z Y0 y6m+2e2�ny � 1 dy;und analog zu der Berehnung von I1 in Gleihung (3.20) gilt weiterZ Y0 y6m+2e2�ny � 1 dy = onst(2�n)3(2m+1) �(6m+ 3) �(6m+ 3);also insgesamt ���~I3��� = O �n�3(2m+1)� :Shlie�lih bleibt noh ~I4 aus Gleihung (3.30) zu betrahten:Nah Gleihung (3.24) gilt jf ((iy))� f(0)j � onst jyj2m+1 f�ur 0 � y � Y . Damiterhalten wir ���~I4��� � onst Z Y0 y4m+3e2�ny � 1 dy;und wieder analog zu der Berehnung von I1 in Gleihung (3.20) gilt weiterZ Y0 y4m+3e2�ny � 1 dy � onst(2�n)4m+4 �(4m+ 4) �(4m+ 4);und damit ���~I4��� = O �n�(4m+4)� :Aus den Berehnungen von ~I1, ~I2, ~I3 und ~I4 erhalten wir also f�ur das Integral in Gleihung(3.30) bzw. f�ur das erste Integral von E1nf in Gleihung (3.15)2 Im �Z Y0 f((iy))0(iy)e2�ny � 1 dy� = 2 20 f 0(0) (2m+ 1)(2�n)2(2m+1) �(4m+ 2) �(4m+ 2)+O � 1n4m+4� : (3.31)



37F�ur das zweite Integral von E1nf in Gleihung (3.15) ergibt sih zun�ahst�2 Im �Z Y0 f(1� (�iy))0(�iy)e2�ny � 1 dy�= �2 Im �Z Y0 ff(1� (�iy))� f(1)g 0(�iy)e2�ny � 1 dy�= �2 Im �Z Y0 ff 0(1)(�(�iy)) + f(1� (�iy))� f 0(1)(�(�iy))� f(1)g f0(�iy)ge2�ny � 1 dy�Damit erh�alt man analog zu der Berehnung des ersten Integrals von E1nf inGleihung (3.31) �2 Im �Z Y0 f(1� (�iy))0(�iy)e2�ny � 1 dy�= �2 20 f 0(1) (2m+ 1)(2�n)2(2m+1) �(4m+ 2) �(4m+ 2) +O � 1n4m+4� : (3.32)Der Anteil E2nf aus Gleihung (3.14) l�a�t sih wie zuvor mit Hilfe von Lemma 3.2absh�atzen.Setzt man die Berehnung der beiden Integrale von E1nf in den Gleihungen (3.31) und(3.32) in Gleihung (3.14) ein, so erh�alt man damit die Behauptung.Bemerkung 3.7 Vergleiht man das Resultat (3.29) mit dem von Satz 3.4, so sieht man,da� unter den Voraussetzungen von Satz 3.6 eine h�ohere Konvergenzordnung f�ur denQuadraturfehler vorliegt; E [r℄n f ist dann n�amlih von der Ordnung O (1=n2r).



Kapitel 4Numerishe ErgebnisseIm folgenden sollen nun die in Kapitel 3 gewonnenen Fehlerordnungen anhand einigernumerisher Beispiele illustriert werden.Daf�ur ben�otigen wir ein Beispiel f�ur den Fall einer sigmoidalen Transformation der Ord-nung 2m+ 1, m 2 IN, die die Voraussetzungen von Satz 3.6 erf�ullt.Wegen h(�) = h(1� �) (siehe Gleihung (2.4)) gilt, da�  dann eine geeignete sigmoidaleTransformation der Ordnung 2m+1 ist, wenn h gerade und periodish mit der Periode 1ist und h(�) = O (�2m) bei � = 0 gilt.F�ur Transformation 2.11 w�ahlten wir h(x) = (sin(�x))r�1; diese Funktion erf�ullt f�urr = 2m+1,m 2 IN, alle genannten Bedingungen, so da� wir also mit Transformation 2.11,(x) = R x0 (sin(�x))r�1 dxR 10 (sin(�x))r�1 dx ; r 2 IN; r � 2;ein Beispiel gefunden haben, auf das Satz 3.6 angewendet werden kann.In den Tabellen 4.1, 4.3 und 4.5 sind jeweils der Quadraturfehler und die Fehlerordnungbei Anwendung der obigen Transformation auf drei vershiedene holomorphe Funktionenf dargestellt. F�ur gro�e n ist gem�a� Satz 3.6 f�ur ungerade r � 3 die Ordnung O (1=n2r)zu erwarten. F�ur gerade r > 1 hingegen erwarten wir nah Satz 3.4 die Ordnung O (1=nr).Zum Vergleih zeigen die Tabellen 4.2, 4.4 und 4.6 den Quadraturfehler und die Fehler-ordnung bei Anwendung der Transformation 2.7,(x) = xrxr + (1� x)r ; r 2 IN; r > 1;



39auf die drei gleihen Funktionen f .Da Transformation 2.7 niht die Voraussetzungen von Satz 3.6 erf�ullt, ist f�ur gro�e nnah Satz 3.4 f�ur gerade r > 1 die Ordnung O (1=nr) zu erwarten, f�ur ungerade r > 1 dieOrdnung O (1=nr+1).Im Fall von Transformation 2.7 liefern die numerishen Ergebnisse die erwarteten Fehler-ordnungen.Bei Anwendung von Transformation 2.11 erhalten wir f�ur gerade r ebenfalls die erwarte-ten Ergebnisse. F�ur ungerade r � 3 gilt dies allerdings nur eingeshr�ankt: Aufgrund desverwendeten Rehenprogramms erh�alt man f�ur gro�e n keine korrekten Ergebnisse.
r = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6n jEnj jEnj jEnj jEnj jEnj4 2:69 � 10�2 3:71 � 10�4 5:90 � 10�4 1:21 � 10�2 2:54 � 10�28 6:49 � 10�3 4:30 � 10�6 1:53 � 10�4 3:28 � 10�7 1:67 � 10�516 1:61 � 10�3 6:29 � 10�8 9:37 � 10�6 3:35 � 10�10 2:21 � 10�732 4:02 � 10�4 1:07 � 10�9 5:82 � 10�7 2:00 � 10�10 3:27 � 10�964 1:00 � 10�4 3:10 � 10�11 3:63 � 10�8 1:78 � 10�10 1:51 � 10�10n jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj4 4:14 86:28 3:86 36890 15218 4:03 68:36 16:32 979:10 75:5716 4:00 58:79 16:10 1:67 67:5832 4:02 34:52 16:03 1:12 21:66Fehlerordnung O (1=n2) O (1=n6) O (1=n4) O (1=n10) O (1=n6)Tabelle 4.1: f(x) = (1� x)2; Transformation 2.11



40 Numerishe Ergebnisser = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6n jEnj jEnj jEnj jEnj jEnj4 1:15 � 10�2 1:76 � 10�2 2:06 � 10�2 6:15 � 10�3 5:26 � 10�28 2:60 � 10�3 1:29 � 10�4 2:42 � 10�3 8:63 � 10�3 1:56 � 10�216 6:51 � 10�4 1:51 � 10�6 2:04 � 10�7 2:61 � 10�5 2:34 � 10�432 1:63 � 10�4 9:52 � 10�8 3:16 � 10�8 1:28 � 10�10 2:94 � 10�964 4:07 � 10�5 5:96 � 10�9 1:98 � 10�9 1:73 � 10�12 3:44 � 10�13128 1:02 � 10�5 3:72 � 10�10 1:24 � 10�10 2:71 � 10�14 5:40 � 10�15n jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj4 4:42 136:43 8:51 0:71 3:378 3:99 85:43 11863 330:65 66:7616 3:99 15:86 6:46 20391 7959232 4:00 15:97 15:96 73:99 8546:564 3:99 16:02 15:96 63:84 63:70Fehlerordnung O (1=n2) O (1=n4) O (1=n4) O (1=n6) O (1=n6)Tabelle 4.2: f(x) = (1� x)2; Transformation 2.7r = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6n jEnj jEnj jEnj jEnj jEnj4 2:74 � 10�2 5:56 � 10�4 2:28 � 10�3 1:82 � 10�2 3:73 � 10�28 6:52 � 10�3 6:44 � 10�6 1:53 � 10�4 4:91 � 10�7 1:72 � 10�516 1:61 � 10�3 9:43 � 10�8 9:37 � 10�6 4:12 � 10�10 2:20 � 10�732 4:02 � 10�4 1:46 � 10�9 5:82 � 10�7 4:50 � 10�11 3:38 � 10�964 1:00 � 10�4 1:55 � 10�10 3:63 � 10�8 1:79 � 10�10 1:79 � 10�10n jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj4 4:20 86:34 14:90 37067 2168:68 4:05 68:30 16:33 1191:7 78:1816 4:01 64:59 16:33 9:16 65:0932 4:02 9:42 16:03 0:2514 18:88Fehlerordnung O (1=n2) O (1=n6) O (1=n4) O (1=n10) O (1=n6)Tabelle 4.3: f(x) = (1� x)3; Transformation 2.11



41r = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6n jEnj jEnj jEnj jEnj jEnj4 1:23 � 10�2 3:27 � 10�2 6:31 � 10�2 6:69 � 10�2 5:16 � 10�28 2:60 � 10�3 2:13 � 10�4 3:98 � 10�3 1:54 � 10�2 3:19 � 10�216 6:51 � 10�4 1:51 � 10�6 5:74 � 10�7 4:06 � 10�5 3:71 � 10�432 1:63 � 10�4 9:52 � 10�8 3:16 � 10�8 1:37 � 10�10 4:45 � 10�964 4:07 � 10�5 5:96 � 10�9 1:98 � 10�9 1:73 � 10�12 3:44 � 10�13128 1:02 � 10�5 3:72 � 10�10 1:24 � 10�10 2:71 � 10�14 5:40 � 10�15n jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj4 4:73 153:52 15:85 4:34 1:628 3:99 141:06 6933:8 379:31 85:9816 3:99 15:86 18:17 296350 8337132 4:00 15:97 15:96 79:19 1293664 3:99 16:02 15:97 63:84 63:70Fehlerordnung O (1=n2) O (1=n4) O (1=n4) O (1=n6) O (1=n6)Tabelle 4.4: f(x) = (1� x)3; Transformation 2.7r = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6n jEnj jEnj jEnj jEnj jEnj4 2:79 � 10�2 2:07 � 10�3 7:64 � 10�4 1:55 � 10�2 3:63 � 10�28 6:55 � 10�3 8:58 � 10�6 1:53 � 10�4 7:91 � 10�6 4:01 � 10�516 1:61 � 10�3 1:25 � 10�7 9:37 � 10�6 6:81 � 10�9 2:21 � 10�732 4:02 � 10�4 2:03 � 10�9 5:82 � 10�7 2:10 � 10�10 3:52 � 10�964 1:01 � 10�4 1:05 � 10�10 3:66 � 10�8 1:87 � 10�10 5:69 � 10�10n jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj4 4:26 241:26 4:99 1959:5 905:248 4:07 68:64 16:33 1161:5 181:4516 4:01 61:58 16:10 32:43 62:7832 3:98 19:33 15:90 1:12 61:86Fehlerordnung O (1=n2) O (1=n6) O (1=n4) O (1=n10) O (1=n6)Tabelle 4.5: f(x) = x4; Transformation 2.11



42 Numerishe Ergebnisse

r = 2 r = 3 r = 4 r = 5 r = 6n jEnj jEnj jEnj jEnj jEnj4 1:13 � 10�2 3:40 � 10�2 7:63 � 10�2 9:51 � 10�2 9:54 � 10�28 2:60 � 10�3 5:57 � 10�5 3:15 � 10�3 1:49 � 10�2 3:41 � 10�216 6:51 � 10�4 1:52 � 10�6 1:03 � 10�6 7:89 � 10�6 1:94 � 10�432 1:63 � 10�4 9:52 � 10�8 3:16 � 10�8 3:26 � 10�11 6:45 � 10�964 4:07 � 10�5 5:96 � 10�9 1:98 � 10�9 1:73 � 10�12 3:44 � 10�13128 1:02 � 10�5 3:72 � 10�10 1:24 � 10�10 2:71 � 10�14 5:40 � 10�15n jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj jEnj=jE2nj4 4:35 610:41 24:22 6:38 2:808 3:99 36:65 3058:3 1888:5 175:7716 3:99 15:97 32:60 242020 3007832 4:00 15:97 15:96 18:84 187564 3:99 16:02 15:97 63:84 63:70Fehlerordnung O (1=n2) O (1=n4) O (1=n4) O (1=n6) O (1=n6)Tabelle 4.6: f(x) = x4; Transformation 2.7



Symbolverzeihnis
IN Menge der nat�urlihen ZahlenIN0 Menge der nat�urlihen Zahlen mit NullCm[a; b℄ bzw. Cm(a; b) Raum der auf dem Intervall [a; b℄ bzw. (a; b) m-malstetig di�erenzierbaren FunktionenO LANDAU-SymbolÆij Kroneker-SymbolP00 Summe, deren erster und letzter Term halbiert werdenRe (z) Realteil von zIm (z) Imagin�arteil von zInt(�) das Innere (Interior) von �� Gammafunktion� Riemannshe �-Funktion
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