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1 EinleitungDiese Arbeit beshäftigt sih mit dem Problem der Platzierung von Teilnetzwerken in Netzwer-ken, wobei vershiedene Netzwerktypen betrahtet werden. Ziel ist dabei eine optimale Lagedes Teilnetzwerks bezüglih einer Menge von Knotenpaaren, zwishen denen eine Nahfragede�niert ist, zu bestimmen.Während in Standortproblemen die Standorte ursprünglih als punktförmig modelliert werden,gibt es auh Anwendungen, bei denen es sinnvoll ersheint, ganze Netzwerke als zu platzierendeStandorte anzunehmen, zum Beispiel bei der Einrihtung von Transportnetzwerken.In einigen Fällen ersheint es zudem angebraht, das einzurihtende Netzwerk niht frei in derEbene zu platzieren, sondern in einem vorgegebenen unterliegenden Netzwerk. Betrahtet manzum Beispiel die Einrihtung eines Busnetzwerks, so ist zu berüksihtigen, dass die Busliniennur auf bereits bestehenden Straÿen verlaufen können. Das einzurihtende Netzwerk ist alsoTeilnetzwerk eines vorgegebenen gröÿeren Netzwerks.Es wird angenommen, dass im gegebenen Netzwerk eine Nahfrage zwishen Knotenpaarenbesteht, die durh so genannte Origin-Destination-Paare (kurz: OD-Paare) gegeben ist. Dieserepräsentieren im Modell des Stadtnetzwerks mit einzurihtender Buslinie Start- und Zielortevon potenziellen Kunden. Auh die Höhe der Nahfrage eines OD-Paares, das heiÿt die Anzahlder Reisenden zwishen einem Start- und Zielpunkt, wird als bekannt vorausgesetzt.Unter der Annahme, dass sih die Reisezeit pro zurükgelegter Streke bei Benutzung des ein-zurihtenden Netzwerks um einen konstanten Faktor verringert, soll die Reisezeit der Nutzerminimiert werden. Dazu werden zwei untershiedlihe Kriterien herangezogen: die Minimierungder maximalen Reisezeit und die Maximierung der gesamten Reisezeitersparnis. Weitere mögli-he Zielsetzungen, wie etwa eine Maximierung der Abdekung durh das eingerihtete Netzwerk,werden niht behandelt.Da sih beide Probleme in ihrer allgemeinen Formulierung als wenig zugänglih erweisen, wirdeine Unterteilung in Teilprobleme durh Spezi�zierung des gegebenen und des gesuhten Netz-werks vorgenommen.Ziel dieser Arbeit ist erstens, durh Untersuhung der Komplexität der Teilprobleme herauszu-�nden, wie die Wahl des unterliegenden und des gesuhten Graphen die Lösbarkeit der beidenOptimierungsprobleme beein�ussen und somit Einsiht in die Problemstruktur zu erlangen. Essoll hierbei zwishen polynomiell lösbaren und NP-shweren Problemen (die unter der Annah-me P6=NP niht polynomiell lösbar sind) untershieden werden. Weiterhin sollen Verfahren zurLösung einiger Teilprobleme entwikelt werden. Für die in Polynomialzeit lösbaren Probleme3



ergeben diese sih direkt durh den Beweis der polynomiellen Lösbarkeit. Im Falle der NP-shweren Probleme werden viele Probleme weiter als stark NP-shwer harakterisiert, währendfür einige wenige pseudopolynomielle Lösungsalgorithmen angegeben werden können.Zusätzlih soll eines der stark NP-shweren Optimierungsprobleme, die Minimierung der maxi-malen Distanz durh einen Teilbaum im Baum, eingehend betrahtet werden.Nah einem kurzen Überblik über Arbeiten im Bereih der Netzwerkoptimierung werden eini-ge Begri�e de�niert, die zum Verständnis der Problemstellung notwendig sind. GrundlegendeDe�nitionen der Graphen- und Komplexitätstheorie werden allerdings als bekannt vorausge-setzt (siehe zum Beispiel [Die00℄ zur Graphentheorie und [GJ79℄ zur Komplexitätstheorie). Esfolgen einige in dieser Arbeit verwendete, niht problemspezi�she Aussagen mit Beweisen. ImAnshluss daran wird die Einteilung in Teilprobleme anhand der Struktur von gegebenem undgesuhtem Graph dargestellt.Kapitel 4 widmet sih dem Problem, einen Teilgraph eines gegebenen Graphen zu �nden, derdie maximale Distanz zwishen den Knoten eines OD-Paares minimiert. Nah der mathemati-shen Formulierung dieses Optimierungs- und des dazugehörigen Entsheidungsproblems wirdeine Einordnung der Teilprobleme in die Komplexitätsklassen der polynomiell lösbaren, NP-vollständigen und stark NP-vollständigen Probleme vorgenommen. Lösungsalgorithmen für dieTeilprobleme aus P werden angegeben.Im fünften Kapitel wird das Problem, die gesamte Reisezeitersparnis zu minimieren, betrahtet.Das Vorgehen ist analog zu Kapitel 4, zusätzlih werden drei der NP-vollständigen Problemeauf pseudopolynomiell lösbare Probleme zurükgeführt.Das sehste Kapitel beshäftigt sih mit dem Finden von Lösungen für eines der Teilproblemeaus dem vierten Kapitel, der Suhe nah einem bezüglih der maximalen Distanz optimalenUnterbaum eines Baumes. Aufbauend auf einem Algorithmus zur Konstruktion von siher inder Optimallösung enthaltenen Unterbäumen wird das Entsheidungsproblem in Spezialfällenpolynomiell gelöst. Die sukzessive Lösung von Entsheidungsproblemen kann dann zu einerLösung des Optimierungsproblems führen. Das Prinzip der in der Optimallösung siher enthal-tenen Unterbäume wird weiterhin dazu genutzt, heuristishe Verfahren und letztendlih einenBranh-and-Bound-Algorithmus für das betrahtete Teilproblem zu entwikeln.Abgeshlossen wird die Arbeit mit einer Zusammenfassung der Ergebnisse.
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2 LiteraturüberblikIm Bereih der Standortplanung gibt es zahllose Arbeiten über die optimale Platzierung vonTeilnetzwerken in Netzwerken. Eine erste Einteilung der Probleme kann anhand der Strukturdes gegebenen Netzwerks sowie den Anforderungen an den Aufbau des gesuhten Netzwerksvorgenommen werden. Da Lösungsverfahren oft auf diesen für die Netzwerke geforderten Ei-genshaften beruhen, haben die Arten von gegebenen und gesuhten Netzwerken häu�g entshei-denden Ein�uss auf die Komplexität des entsprehenden Problems. Während viele Arbeiten sihauf eine bestimmte Art von Netzwerk und Teilnetzwerk beshränken, beshäftigen sih Haki-mi, Shmeihel und Labbé gezielt mit der Untersuhung der Komplexität der durh Auswahlvershiedener Graphentypen entstehenden Teilprobleme [HSL93℄, wie es auh in vorliegenderArbeit der Fall sein wird.Ziel der Netzwerk-Standortplanung ist das Finden eines optimalen Teilnetzwerks von einemgegebenen Netzwerk, wobei die De�nition von Optimalität problemspezi�sh ist.Wie auh in dieser Arbeit spielt dabei oft die Erreihbarkeit eine Rolle, wobei diese sih meistniht auf die Distanz zwishen Knotenpaaren, sondern auf die Entfernung jedes Knoten zumTeilnetzwerk bezieht. Die Erreihbarkeit kann über die Abdekung durh das Netzwerk (siehe[CRC85℄, [CS89℄, [KLWF90℄, [KLTW96℄, [CS94℄, [GLS97℄) de�niert werden, wobei übliher-weise die Knoten als abgedekt gelten, deren Distanzen zum Teilnetzwerk kleiner sind als einvorgegebener Wert. Der in dieser Arbeit verwendeten Zielsetzung entsprehen jedoh eher dieBetrahtung der maximalen Distanz eines Knotens zum Teilnetzwerk (siehe [MCH81℄, [Sla82℄,[MP83℄, [Min85℄, [Ri90℄, [AN92℄, [HSL93℄) oder der Summe der Distanzen zum Netzwerk (siehe[Sla82℄, [MP83℄, [Min85℄, [Ri90℄, [HSL93℄, [CS94℄, [GR03℄).Mithell Hedetniemi, Cokayne und Hedetniemi weiten die De�nition des Zentrums eines Bau-mes von einem zentralen Punkt auf zentrale Teilpfade aus. Hier ist der eindeutig bestimmtezentrale Pfad P eines Baumes derjenige, von welhem aus die Distanz zu dem am weitesten von
P entfernten Knoten minimal ist [MCH81℄. Neben der Distanz zum maximalen Punkt betrah-tet Slater in [Sla82℄ auh die Summe der Distanzen zu allen Punkten.Während in [MCH81℄ und [Sla82℄ die Länge des Teilnetzwerks noh keine Rolle spielte, wirdsie zunehmend selbst als Zielfunktion angesetzt (siehe [CS89℄, [CS89℄, [KLWF90℄, [KLTW96℄,[CS94℄, [GLS97℄). In anderen Fällen tritt sie als Beshränkung bei der Konstruktion des Teil-netzwerks auf. Beispielsweise beshreiben Minieka und Patel in [MP83℄ zwei Probleme: Unterden Teilpfaden einer fest vorgegebenen Länge l0 eines Netzwerks soll erstens der Pfad gefundenwerden, dessen Distanz zum am weitesten entfernten Knoten minimal ist; zweitens wird ein5



Pfad gesuht, für den die Summe der Distanzen zu allen Knoten am geringsten ist. In [Min85℄werden diese Probleme statt für eine vorgegebene genaue Pfadlänge l0 für alle Pfade P , de-ren Länge kleiner als l0 ist, betrahtet. Im Folgenden werden die beshriebenen Probleme wiein [Min85℄ mit Minimum Eentriity beziehungsweise Minimum Distanesum bezeihnet. In[Min85℄ wird unter anderem für diese beiden Probleme für Teilpfade oder Teilbäume in Bäumenein polynomieller Optimierungsalgorithmus angegeben.Aneja und Nair beweisen die NP-Vollständigkeit von Minimum Eentriity in allgemeinenGraphen durh Reduktion auf das Steinerbaumproblem [AN92℄. Komplexitätsbetrahtungenfür die zwei genannten Probleme für einen oder mehrere Pfade oder Bäume in Bäumen oderallgemeinen Netzwerken als unterliegende Graphen �ndet man in [HSL93℄.Während zuvor bei der Platzierung des Netzwerkes alle Knoten als gleih angesehen wurden,wird in [CRC85℄ jedem Knoten v des Netzwerks eine Nahfrage, gedeutet als Population indiesem Knoten, zugeordnet. Diese Nahfrage gilt als befriedigt, wenn der gesuhte Pfad denKnoten v selbst oder einen Knoten innerhalb einer festgelegten Distanz zu v enthält. Es wirdein bikriterielles Problem betrahtet, das darin besteht, einen Pfad P aus�ndig zu mahen, sodass einerseits möglihst niedrige Kosten entstehen und andererseits die nahfragegewihteteSumme der abgedekten Punkte maximal ist.Auh in [GR03℄ werden den Knoten untershiedlihe Nahfragen zugeordnet. Hier wird das bi-kriterielle Problem betrahtet, einen Unterbaum eines Baumes zu �nden, der die Einrihtungs-kosten und die Summe der populationsgewihteten Reisedistanzen minimiert. Das Problem wirddurh Ausweitung auf einen vollständigen Graph verallgemeinert. Der gesuhte Teilbaum darfdabei weiterhin nur im ursprünglihen Baum liegen.Ein Modell, das Knotenpaare statt einzelner Knoten betrahtet, �ndet man in [FM03℄. Dortwird das Problem behandelt, eine Buslinie zwishen zwei gegebenen Punkten so einzurihten,dass die Haltestellen in Bezug auf das Knotenpaar Start-/Zielort vorteilhaft liegen. Modelliertwird das Problem als Suhe nah einem Pfad in einem gerihteten Graph und einer ausgezeih-neten Teilmenge der auf dem Pfad liegenden Knoten (Haltestellen). Als Zielfunktion werdendie Kosten abzüglih des Nutzens der Buslinie minimiert. Die Kosten sind in diesem Modellgegeben durh die Kantengewihte der im Pfad enthaltenen Knoten und die Kosten für dasEinrihten von Haltestellen. Für eine Menge von Reisenden werden die für einen Reisendenvorteilhaften Paare von Haltestellen und ihr Nutzen festgelegt. Der Nutzen eines Reisenden istdann das Maximum seines Nutzens aus allen eingerihteten Haltestellen.In [GDOM07℄ wird die Zielfunktion ebenfalls über Knotenpaare de�niert. Es wird ein möglihst6



kurzer Pfad gesuht, der eine maximale Anzahl an Knotenpaaren enthält.Körner et al. wenden in [KMP+08℄ das auh in dieser Arbeit benutzte Konzept der OD-Paareund der Distanzverringerung um einen festen Faktor im eingerihteten Netzwerk an. Im Weite-ren untersheidet sih das Problem aber von den hier betrahteten. Statt in einem unterliegen-den Netzwerk werden Distanzen in der Ebene gemessen. Auf einer bereits vorhandenen Bus-oder Zuglinie, auf der die Distanz um den Faktor α verkleinert ist, sollen Standorte für Halte-stellen gefunden werden, so dass die mit den Nutzerzahlen gewihtete Summe der abgedektenOD-Paare maximal ist. Dabei gilt hier ein OD-Paar als abgedekt, wenn die Distanz zwishenden beiden Punkten des OD-Paares unter Nutzung der Buslinie niht gröÿer ist als die Distanzohne Benutzung der Buslinie.
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3 Voraussetzungen3.1 EinführungSei G = (V, E) ein ungerihteter Graph, wobei mit V die Menge der Eken oder Knoten undmit E die Menge der Kanten bzeihnet seien. Besteht keine Verwehslungsgefahr, so wird imFolgenden für einen Knoten v ∈ V und eine Kante e = [i, j] ∈ E auh manhmal v ∈ G und
[i, j] ∈ G geshrieben. n := |V | bezeihne die Anzahl der Knoten. Es seien für [i, j] ∈ E Kanten-längen cij > 0 gegeben. Die Länge eines Teilgraphen g = (Vg, Eg) sei durh l(g) :=

∑

[i,j]∈Eg
cijde�niert.Es sei OD eine Untermenge von {{u, v} : u, v ∈ V, u 6= v}. Jedem {u, v} sei ein wuv ∈ Z+ zu-geordnet. OD wird Menge der Origin-Destination-Paare (OD-Paare) genannt und repräsen-tiert die Punkte im Netzwerk, zwishen denen eine Nahfrage besteht. wuv gibt die Höhe derNahfrage zwishen den Knoten des Knotenpaares {u, v} an. OD-Paare und Nahfrage seiensymmetrish, das heiÿt {u, v} = {v, u} und wuv = wvu für alle u, v ∈ K.Es sei ein Beshleunigungsfaktor α ∈ [0, 1) gegeben.De�nition 1 Distanz1. Sei Wkl = (VWkl

, EWkl
) ein kürzester Weg zwishen k, l ∈ V . Die Distanz in G zwishen

k und l sei de�niert durh
d(k, l) = dG(k, l) :=

∑

[i,j]∈EWkl

cij . (1)2. Sei g ⊂ G ein Teilgraph von G. De�niere Gg = (Vg, Eg) durh Vg = V, Eg = E mitKantenlängen:
lij :=







α ∗ cij falls [i, j] ∈ Eg

cij sonst. (2)Die Distanz in Gg zwishen zwei beliebigen k, l ∈ Gg sei nun gegeben durh
dg(k, l) = dG

g (k, l) :=
∑

[i,j]∈E
W

g
kl

lij , (3)wobei W g
kl = (VW g

kl
, EW g

kl
) ein kürzester Weg zwishen k und l in Gg ist.Sieht man die Distanz in G als räumlihe Entfernung zweier Punkte in einem Straÿennetz-werk, so lässt sih die Distanz in Gg unter der Annahme, dass sih die Reisezeit proportional8



zur zurükgelegten Entfernung verhält, als Maÿgröÿe für die Reisezeit unter Benutzung einerin g eingesetzten Beshleunigung verstehen. Beispielsweise kann die Einrihtung von g für dieEinrihtung einer besseren Infrastruktur, wie etwa eines Busnetzwerks, auf den zu g gehörigenStraÿen stehen. Ein OD-Paar {u, v} repräsentiert dann den Start- und Zielort eines oder mehre-rer potenzieller Kunden, wuk gibt ihre Anzahl an. Die vorausgesetzte Symmetrie der OD-Paareentsteht aus der vereinfahenden Annahme, dass die Kunden auf dem Hin-und Rükweg die glei-he Streke nutzen, also wieder zu ihrem Ausgangspunkt zurükkehren und keine �Rundreisen�unternehmen.Bemerkung 2 Bei der De�nition der Optimierungsprobleme A und B in Kapitel 4 und 5werden die Kantenlängen cij , die Maximallänge l0, die maximale Distanz (in Kapitel 4) unddie Nahfrage zwishen den OD-Paaren und die minimale Reisezeitersparnis (in Kapitel 5) alsganzzahlig de�niert. Im Gegensatz zu der shon in obigen De�nitionen geforderten Positivitätder Gröÿen, die eine wihtige Voraussetzung für die Korrektheit der angegebenen Sätze undAlgorithmen ist, wird die Bedingung der Ganzzahligkeit der numerishen Gröÿen (auÿer α)ausshlieÿlih für die Gültigkeit der Sätze über pseudopolynomielle Lösbarkeit benötigt. Die an-gegebenen polynomiellen Algorithmen funktionieren in gleiher Weise in Q oder R.Es sei hinzugefügt, dass in den folgenden Beweisen der NP-Vollständigkeit nur Reduktionenauf Instanzen der jeweiligen Entsheidungsprobleme mit α = 0 durhgeführt werden. In diesenFällen können also tatsählih alle Zahlenwerte als ganzzahlig betrahtet werden.3.2 StrukturDiese Arbeit beshäftigt sih mit dem Problem für gegebene Netzwerke optimale Teilnetzwerkezu �nden. In Problem A soll das Teilnetzwerk so eingerihtet werden, dass die Distanz, dieein Reisender maximal zurüklegt, minimiert wird. In Problem B wird dagegen ein Netzwerkgesuht, das die Summe der durh das Netzwerk entstehenden gesamten Reisezeitersparnis ma-ximiert.Beide Probleme sollen für untershiedlihe Typen von gegebenen Graphen G und gesuhtenTeilgraphen g betrahtet werden. Die in folgender Tabelle unter �gegeben� aufgeführten Gra-phentypen stehen dabei für den unterliegenden Graph, hier werden neben allgemeinen zusam-menhängenden Graphen die Vereinfahungen �Pfad�, �Baum� und �Kreis� betrahtet. Dabei istmit �Pfad� ein Kantenzug mit paarweise vershiedenen Knoten gemeint, auh bei der Darstel-lung des �Kreises� als Kantenzug dürfen nur Start- und Zielknoten übereinstimmen. Senkrehtsind die Arten der gesuhten Graphen aufgetragen, neben den oben genannten werden hier9



als letztes auh niht zusammenhängende Graphen betrahtet. Einige Teilprobleme, wie etwadas Finden eines optimalen Baumes in einem Pfad, sind identish mit bereits vorher genann-ten Teilproblemen und müssen deshalb niht gesondert betrahtet werden. Sie sind mit einemGleihheitszeihen und einem Hinweis auf das shon aufgeführte Teilproblem gekennzeihnet.Die Bezeihnung der jeweiligen Probleme erfolgt nah dem Shema:Problem - Gegebener Graph - Gesuhter Graph.Das Problem, den Teilpfad eines Baumes zu �nden, der die maximale Distanz zwishen zweiKnoten eines Knotenpaares aus der Menge der OD-Paare minimiert, wird also mit ProblemA-Baum-Pfad bezeihnet.Dabei steht die Abkürzung zGraph für einen zusammenhängenden Graph und Graph für einenallgemeinen (niht unbedingt zusammenhängenden) Graph.gesuht
g e g e b e nPfad Baum Kreis zGraphPfadBaum = Pfad-Pfad = Kreis-PfadKreis niht möglih niht möglih trivialzGraph = Pfad-Pfad = Baum-Baum = Kreis-PfadGraph3.3 Allgemeine AussagenIm Folgenden wird die so genannte rekursive Darstellung von Bäumen eingeführt, die Opera-tionen auf Bäumen, wie zum Beispiel das Finden von Wegen in Bäumen, erleihtert.De�nition 3 [MCH81℄ Rekursive Darstellung von BäumenSei T = (V, E) ein Baum mit V = {1, 2, . . . , n}. T heiÿt rekursiv dargestellt, wenn jeder Knotenauÿer 1 adjazent zu genau einem kleineren Knoten ist. Eine kanonishe rekursive Darstellungeines Baumes T ist eine lineare Sequenz C(1),C(2),. . . ,C(n), wobei

C(i) := einziger zu i adjazenter Knoten, der kleiner als i ist,
C(1) := 0.Jeder rekursiv dargestellte Baum lässt sih eindeutig in der kanonishen rekursiven Darstellungdarstellen. 10



Es folgt ein Beispiel zur kanonishen rekursiven Darstellung:
3

6 1 4 5 7

2 9

8

934 4 8 4 2 1
Abbildung 1: Beispiel für einen rekursiv dargestellten Baum. Die Zahlen an den Kanten repräsentieren die Kantenlängen.Die kanonishe rekursive Darstellung des in Abbildung 1 dargestellten Baumes:Knoten i 1 2 3 4 5 6 7 8 9Vorgängerknoten C(i) 0 1 1 1 4 1 5 2 4Kantenlänge ciC(i) - 3 4 8 2 4 1 9 4Lemma 4 Sei T̃ = (Ṽ , Ẽ) ein Baum. Die Konstruktion eines isomorphen rekursiv dargestelltenBaumes T in kanonisher Darstellung aus T̃ kann in O(n2) vorgenommen werden.Beweis. Die Konstruktion von einer bijektiven Abbildung A von T̃ = (Ṽ , Ẽ) auf einen iso-morphen rekursiv dargestellten Baum T = (V, E) durh Umbenennung der Knoten von T̃ kannfolgendermaÿen durhgeführt werden: Wähle im ersten Shritt ein i1 ∈ Ṽ , setze A(i1) = 1. Im
l-ten Shritt suhe (ein noh niht betrahtetes) il, so dass es ein k < l gibt mit [ik, il] ∈ Ẽ.Setze A(il) = il. Die Kanten und Kantenlängen werden entsprehend umbenannt.Dann gibt es für jedes l ∈ E ein k < l mit [l, k] ∈ E. Daraus folgt, dass der Baum T sobeshriftet werden kann, dass für alle m ≤ n der von {1, 2, . . . , m} induzierte Teilgraph zusam-menhängend, also ein Baum, ist. Gäbe es für ein l zwei Knoten k1, k2 < l mit [k1, l], [k2, l] ∈ E,so wäre der von {1, 2, . . . , l − 1} erzeugte Teilgraph niht mehr zusammenhängend, da der (imBaum eindeutige) Weg von k1 nah k2 niht enthalten wäre. Also ist jeder Knoten l ∈ V adja-zent zu genau einem kleineren Knoten und es liegt eine rekursive Darstellung vor.Die Suhe nah den Knoten il ist in O(n), da die Kantenmenge mit n − 1 Kanten durhsuhtwird. Der Vorgang wird n-mal durhgeführt. Die Konstruktion des Baumes ist also von Kom-plexität O(n2). 11



Beobahtung 5 Ist T ein Pfad, so erhält man durh Auswahl eines Blattes als i1 beim Er-stellen des rekursiv dargestellten Baumes im Beweis zu Lemma 4 in O(n2) einen Pfad, dessenKnoten in aufsteigender Reihenfolge entlang des Pfades nummeriert sind.Für einen Kreis K = (V, E) erhält man ebenfalls in O(n2) eine Nummerierung der Knoten von
1 bis n im Uhrzeigersinn, wenn man eine Kante entfernt und den entstandenen Pfad wie obennummeriert.Bemerkung 6 Sei G̃ = (Ṽ , Ẽ) mit V =

{

1̃, 2̃, . . . , ñ
} ein Pfad, Baum oder Kreis und ÕDeine Menge von OD-Paaren in G̃. Sei G der durh Anwendung einer Abbildung A wie imBeweis zu Lemma 4 und Beobahtung 5 erstellte rekursiv dargestellte Baum, beziehungsweisein aufsteigender Reihenfolge nummerierte Pfad oder Kreis. Speihert man die Abbildung A alsListe mit Einträgen {

ĩ, A(̃i)
} in aufsteigender Reihenfolge der Einträge ĩ, so kann die Mengevon OD-Paaren in G, OD =

{

{A(ũ), A(ṽ)} : {ũ, ṽ} ∈ ÕD
}, in O(n2) erstellt werden, indemfür die Einträge {ũ, ṽ} von O(n2) OD-Paaren die Werte A(ũ) und A(ṽ) aus der Liste abgelesenwerden.Lemma 7 Sei l0 ∈ R. Die Konstruktion aller bezüglih Inklusion maximalen Teilpfade mit Län-ge ≤ l0 eines Pfades oder Kreises mit aufsteigend sortierten Knoten kann in O(n) durhgeführtwerden.Beweis. Gegeben sei ein Pfad P = (V, E), dessen Knoten aufsteigend von 1 bis n nummeriertsind. Sei für i = 1, 2, . . . , n Pi = (Vi, Ei) der in i ∈ V startende längstmöglihe Pfad, für dennoh l(Pi) ≤ l0 gilt. Sei P̃ = (Ṽ , Ẽ) ein beliebiger Pfad in P . Dann startet P̃ ebenfalls in einem

i und da Pi unter den dort startenden zulässigen Pfaden maximal war, ist P̃ niht zulässig oder
Ẽ ⊂ Ei. Damit müssen nur die Pfade Pi berehnet werden.Bei der Konstruktion der Pfade kann man folgendermaÿen vorgehen: Zur Konstruktion von
P1, setze EP1 = ∅, S = 0. Füge zu EP1 in aufsteigender Reihenfolge j1 Kanten hinzu, bis
S =

∑j1+1
k=1 ck > l0 oder j1 + 1 > n. P1 ist dann gegeben durh VP1 = {e1, e2, . . . , ej1}.Um Pi für 1 < i ≤ n aus Pi−1 zu konstruieren, setze EPi

= EPi−1 . Entferne ei−1 aus EPiund setze S = S − ci−1. Füge dann zu Pi in aufsteigender Reihenfolge ji Kanten hinzu, bis
S =

∑i+ji+1
k=i ck > l0 oder i + ji + 1 > n. Nun ist Pi gegeben durh EPi

:= {ei, ei+1, . . . , ei+ji
}.Ist i + ji = n, so muss Pi+l für alle l ≥ 1 niht mehr konstruiert werden, da Pi+l ⊂ Pi. DasVerfahren briht ab.Sei k die Anzahl der benötigten Shritte bis i + ji = n. S muss niht in jedem Shritt i > 1komplett neu berehnet werden, sondern kann durh Subtraktion von ci−1 und Addition von12



cji−1 , cji−1+1, . . . , cji+1 erzeugt werden. In jedem Shritt werden ji + 1 Kanten hinzugefügt.Insgesamt sind also ∑k
i=1(ji + 1)− 1 Additionen nötig. Dabei ist ∑k

i=1 ji = n und k ≤ n. Alsoist
k

∑

i=1

(ji + 1) − 1 < 2n. (4)Insgesamt werden o�ensihtlih k − 1 < n Kanten entfernt, also k − 1 < n Subtraktionendurhgeführt. Die Konstruktion der Pfade kann also in O(n) durhgeführt werden, wenn dieKnoten aufsteigend von 1 bis n nummeriert sind.Zur Konstruktion aller bezüglih Inklusion maximalen Teilpfade der Länge höhstens l0 einesKreises K = (V, E) kann man das gleihe Verfahren verwenden, indem man die Indizes derKnoten mod n betrahtet und die Abbruhbedingung i + ji = n durh
i + ji ≡ i (mod n) (5)ersetzt. Wegen (5) wird der Kreis bei der Aufnahme der Kanten höhstens zweimal umlaufen,die benötigte Zeit ist also ebenfalls in O(n).Bemerkung 8 Für Pfade oder Kreise mit niht sortierten Knoten ist die Berehnung dermaximalen Teilpfade mit vorgegebener Höhstlänge nah Beobahtung 5 und Lemma 7 in O(n2).Die rekursive Darstellung von Bäumen erlaubt eine einfahe algorithmishe Bestimmung vonWegen zwishen Kanten in Bäumen:

13



Algorithmus 1 Wege in BäumenEingabe: Rekursiv dargestellter Baum T = (V, E) mit Kantenlängen cij ∀ [i, j] ∈ E; k1, l1 ∈ V .Ausgabe: Weg W zwishen k1 und l1 durh Angabe einer Knotensequenz.1: for i = 1, . . . , n do2: if ki = li then3: Setze j = i. Gehe zu Shritt 11.4: end if5: if ki > li then6: ki+1 = C(ki); li+1 = li7: else8: ki+1 = ki; li+1 = C(li)9: end if10: end for11: W = {k1, k2, . . . , kj , lj , lj−1, . . . , l1}12: Entferne doppelte Knoten aus W .13: Gebe W aus.Lemma 9 Algorithmus �Wege in Bäumen� bestimmt in rekursiv dargestellten Bäumen in O(n)einen Weg zwishen zwei Knoten.Beweis. Für jeden Knoten v eines rekursiv dargestellten Baumes ist C(v) adjazent zu v.Da die Knotenfolge v, C(v), C(C(v)), . . . für alle v ∈ V nah spätestens n Shritten mit
C(C(. . . C(v) . . .)) = 1 endet, gibt es ein j ≤ n so dass kj = lj . Also stellt die ausgegebeneKnotensequenz die Knotenmenge eines Weges dar. Wegen der absteigenden Aufzählung undder Überprüfung in Shritt 2 sind für alle g, h < j die kg und lh paarweise vershieden. In Wsind die kg's absteigend, die lh's aufsteigend angeordnet. Beim Entfernen der Knoten in Shritt12 muss also nur überprüft werden, ob in W = {v1, v2, . . . , v2j} vi = vi+1 und in dem Fall vientfernt werden. Diese Überprüfung ist also auh in O(n).

14



4 Problem A: Minimiere maximale ReisezeitSei G = (V, E) ein Graph mit Kantenlängen cij ∈ Z+ für alle [i, j] ∈ E, OD eine Menge vonOD-Paaren in G und l0 eine positive ganze Zahl.Gesuht ist ein Teilgraph g der Länge höhstens l0, der die maximale Distanz in Gg minimiert.
min

g,l(g)≤l0
max

{u,v}∈OD
dg(u, v) (6)Interpretiert man G als Straÿennetzwerk, OD als die Menge von Start- und Zielorten mögli-her Nutzer sowie α als Beshleunigung, die sih durh Benutzen eines Busses gegenüber dervorherigen Bewegungsgeshwindigkeit ergibt, so lässt sih die Suhe nah g als die Suhe naheinem Busnetzwerk sehen, das die maximale Reisezeit eines Nutzers minimiert.De�nition 10 Entsheidungsproblem zu Problem A

• Instanz (G, OD, α, l0, d0):Ungerihteter Graph G = (V, E) mit Kantenlängen cij ∈ Z+ für [i, j] ∈ E,Menge von OD-Paaren OD,Beshleunigungsfaktor α ∈ [0, 1),Maximallänge des gesuhten Teilgraphen l0 ∈ Z+,Maximale Distanz in Gg zwishen zwei OD-Paaren d0 ∈ Z+
0

• Frage:Gibt es einen Teilgraph g ⊂ G, so dass:
l(g) ≤ l0 (7)

dg(u, v) ≤ d0 ∀ {u, v} ∈ OD ? (8)Satz 11 Das Entsheidungsproblem A ist in NP. Dies gilt unabhängig vom gegebenen Graph
G und der gewünshten Struktur des gesuhten Graphen g.Beweis. Sei (G, OD, α, l0, d0) eine Instanz von Entsheidungsproblem A. Für einen gegebenenTeilgraph g ⊂ G ist es möglih in Polynomialzeit zu überprüfen, ob g die gewünshte Strukturhat (zusammenhängend, Pfad, Kreis oder Baum), ob l(g) ≤ l0 (durh Addition der Kanten-längen der enthaltenen Kanten) und ob dg(u, v) ≤ d0 ∀ {u, v} ∈ OD (durh Bestimmung derkürzesten Wege zwishen den OD-Paaren). Also lässt sih in Polynomialzeit entsheiden, ob geine Lösung des Entsheidungsproblems ist.
⇒ Problem A ist in NP. 15



Lemma 12 Sei G ein Graph und α ein Beshleunigungsfaktor. g und g′ seien zwei Teilgraphenvon G. Gilt g′ = ∅ oder g′ ⊂ g, dann ist ∀u, v ∈ V

dg(u, v) ≤ dg′ (u, v) (9)Beweis. Seien für [i, j] ∈ E die Kantenlängen in Gg gegeben durh lij , die Kantenlängen in Gg′durh l′ij . Sei W = (VW , EW ) ein kürzester Weg zwishen u und v in Gg und W ′ = (VW ′ , EW ′ )ein kürzester Weg zwishen u und v in Gg′ . Da W ein kürzester Weg in Gg ist, ist
∑

[i,j]∈EW ′

lij ≥
∑

[i,j])∈EW

lij . (10)Auÿerdem gilt für alle [i, j] ∈ E l′ij ≥ lij , da g′ ⊂ g. Daraus folgt:
dg′(u, v) =

∑

[i,j]∈W ′

l′ij

≥
∑

[i,j]∈W

lij

= dg(u, v). (11)De�nition 13 Menge der maximalen OD-PaareSei T = (V, E) ein Baum. Sei für i, j ∈ V (i, j) der eindeutig bestimmte Weg zwishen i und jin T . Dann ist die Menge der maximalen OD-Paare ODmax de�niert durh
ODmax := {{u, v} ∈ OD : (u, v) ist maximal bezüglih Inklusion}.Lemma 14 Beim Lösen von Problem A in Bäumen als zugrunde liegende Graphen müssen nurdie maximalen OD-Paare betrahtet werden.Beweis. Seien {u1, v1} , {u2, v2} ∈ OD mit (u1, v1) ⊂ (u2, v2), dann gilt für alle Teilgraphen

g ⊂ T :
dg(u1, v1) ≤ dg(u2, v2) (12)

⇒

max
{u,v}∈OD

dg(u, v) = max
{u,v}∈ODmax

dg(u, v) (13)
⇒

min
g,l(g)≤l0

max
{u,v}∈OD

dg(u, v) = min
g,l(g)≤l0

max
{u,v}∈ODmax

dg(u, v) (14)16



4.1 Bestimmung optimaler Teilpfade4.1.1 A-Pfad-PfadLemma 15 Das Problem A-Pfad-Pfad ist in O(n2).Beweis. Gegeben sei ein Pfad P = (V, E). Unter den Teilpfaden von P der Länge ≤ l0 reihtes, die bezüglih Inklusion maximalen Teilpfade P ′ auf Optimalität zu überprüfen (Lemma 12).Laut Lemma 14 ist
max

{u,v}∈OD
dP ′(u, v) = max

{u,v}∈ODmax

dP ′(u, v). (15)Durh Berehnung von max{u,v}∈ODmax
dP ′(u, v) für alle bezüglih Inklusion maximalen Pfadeder Länge ≤ l0 erhält man also den gesuhten Pfad P̂ .Der Aufwand für die Bestimmung des optimalen Pfades P̂ setzt sih nun folgendermaÿen zusam-men: Nah Beobahtung 5 und Bemerkung 6 erhält man aus jedem Pfad P und jeder Mengevon OD-Paaren in P in O(n2) einen Pfad mit Knoten in aufsteigender Reihenfolge und diedazugehörigen OD-Paare. Ohne Beshränkung der Allgemeinheit sei V shon in aufsteigenderReihenfolge nummeriert. Die Berehnung der Pfade P ′ der Länge ≤ l0, die bezüglih Inklu-sion maximal sind, ist laut Lemma 7 in O(n). Für jedes u ∈ V ist das OD-Paar {u, v} mit

v := max {w : {u, w} ∈ OD} maximal bezüglih Inklusion. Die Berehnung von |ODmax| istalso in O(n2), |ODmax| selbst aber nur in O(n). Um für festes P ′ max{u,v}∈ODmax
dP ′(u, v) zuberehnen, kann man ähnlih wie im Beweis zu Lemma 7 vorgehen:Sei anfänglih S1 = 0. Gibt es ein v1 ∈ E so dass {1, v1} ∈ ODmax, so setze man

S1 = dP ′(1, v1) =

v1−1
∑

j=1

ljj+1. (16)Für 2 ≤ i < n sei im i-ten Shritt zunähst
Si = max {Si−1 − li−1i, 0} . (17)Gibt es ein vi ∈ V mit {i, vi} ∈ ODmax, so setze man

Si = Si +

vi−1
∑

j=vi−1

ljj+1. (18)Die Berehnung von max{u,v}∈ODmax
dP ′(u, v) ist für festes P ′ also in O(n). Da es O(n) maxi-male Pfade P ′ gibt, ist die Bestimmung von P̂ in O(n2).17



4.1.2 A-Baum-PfadSatz 16 Das Problem A-Baum-Pfad ist in O(n5).Beweis. In O(n2) lässt sih aus jeder Instanz (T̃ , ÕD, α, l0, d0) von A-Baum-Pfad eine In-stanz (T, OD, α, l0, d0) mit rekursiv dargestelltem Baum T und dazugehörigen OD-Paaren ODerstellen (Lemma 4 und Bemerkung 6). Sei T = (V, E) ein rekursiv dargestellter Baum. Daes zwishen zwei untershiedlihen Knoten genau einen Pfad gibt, gibt es O(n2) Pfade in T .Berehnet man für jeden Pfad P ′ und jedes der O(n2) OD-Paare {u, v} in O(n) die Distanz
dP ′(u, v) (Lemma 9), so erhält man durh anshlieÿenden Vergleih von max{u,v}∈OD dP ′(u, v)den optimalen Teilpfad in O(n5).4.1.3 A-Kreis-PfadSatz 17 Das Problem A-Kreis-Pfad ist in O(n3).Beweis. Sei K = (V, E) ein Kreis, dessen Knoten ohne Beshränkung der Allgemeinheit imUhrzeigersinn von 1 bis n nummeriert seien und OD eine Menge von OD-Paaren in K (ver-gleihe Beobahtung 5 und Bemerkung 6). Für jeden Knoten i ∈ V sei Pi der in i startendelängstmöglihe Pfad (so dass l(Pi) ≤ l0) im Uhrzeigersinn. Es reiht nah Lemma 12, nur diesePfade Pi zu betrahten, da jeder andere Pfad P in einem dieser Pfade enthalten ist. Nah Lem-ma 7 ist die Konstruktion dieser Pfade in O(n). Auh hier kann man ähnlih wie im Beweis zuSatz 15 maximale OD-Paare de�nieren, diese sind wegen der Nihteindeutigkeit der Wege abervom jeweils betrahteten Pfad Pi abhängig. Für festes Pi sei xi =

l(KPi
)

2 . Man bemerke, dassder kürzeste Weg zwishen zwei Knoten in KPi
immer ≤ xi ist.Wähle für jeden Knoten h einen Knoten kh, so dass:

kh−1
∑

j=h

lPi

jj+1 ≤ xi,

kh
∑

j=h

lPi

jj+1 > xi, falls

n
∑

j=h

lPi

jj+1 > xi,

n
∑

j=h

lPi

jj+1 +

kh−1
∑

j=1

lPi

jj+1 ≤ xi,

n
∑

j=h

lPi

jj+1 +

kh
∑

j=1

lPi

jj+1 > xi, falls

n
∑

j=h

lPi

jj+1 + l12 > xiund
kh = n, falls

n
∑

j=h

lPi

jj+1 ≤ xi,

n
∑

j=h

lPi

jj+1 + l12 > xi.Dann ist das im Uhrzeigersinn laufende, in h startende, maximale OD-Paar gegeben durh
{h, vh}, wobei 18



vh =







max {w : {h, w} ∈ OD; w ≤ kh} , falls kh ≥ h

max
(

{w : {h, w} ∈ OD; h < w ≤ n} ∪ {w + n : {h, w} ∈ OD; w < kh}
)

sonst.Die Bestimmung der im Uhrzeigersinn verlaufenden maximalen OD-Paare und ihrer Längekann also in O(n2) erfolgen. Analog berehne man in O(n2) die gegen den Uhrzeigersinn ver-laufenden maximalen OD-Paare und ihre Länge. So kann man für gegebenen Pfad Pi in O(n2)

max{u,v}∈OD dPi
(u, v) bestimmen. Da es O(n) Pfade Pi gibt, ist die Berehnung einer optimalenLösung von A-Kreis-Pfad also in O(n3).4.1.4 A-zGraph-PfadSatz 18 Das Entsheidungsproblem A-zGraph-Pfad ist stark NP-vollständig.Die starke NP-Vollständigkeit des Entsheidungsproblems A-zGraph-Baum wird durh Reduk-tion des Problems HAMILTONIAN PATH gezeigt. Zuerst werden dazu die folgenden Begri�eeingeführt:De�nition 19 [GJ79, 60℄ Hamiltonsher PfadSei G = (V, E) ein zusammenhängender, ungerihteter Graph. Ein Pfad P = (VP , EP ), derjeden Knoten genau einmal besuht, wird Hamiltonsher Pfad genannt.De�nition 20 [GJ79, 199f.℄ HAMILTONIAN PATH

• Instanz (G̃):Ungerihteter Graph G̃ = (Ṽ , Ẽ)

• Frage:Gibt es einen Hamiltonshen Pfad in G̃?Satz 21 [GJ79, 199f.℄ HAMILTONIAN PATH ist NP-vollständig.Beweis. (von Satz 18)Sei (G̃) mit G̃ = (Ṽ , Ẽ) eine Instanz von HAMILTONIAN PATH.Dazu de�niere man den Graph G = (V, E). Dabei seien mit Ṽ = {1, 2, . . . , n} V und E gegebendurh V := Ṽ ∪ {1′, 2′, . . . , n′} und E := Ẽ ∪
⋃

i∈V {[i, i′]}. Die Länge der Kanten sei cij = 1für alle [i, j] ∈ Ẽ und cii′ = n2 + 1 für alle i ∈ Ṽ und i′ ∈ V ′. Sei OD := {{i′, j′} : i′, j′ ∈ V ′}.Sei α := 0, l0 := n2 und d0 := 2(n2 + 1).Keiner der numerishen Einträge in I = (T, OD, 0, n2, 2(n2 + 1)) ist also gröÿer als 2(n2 + 1).19



1′ 2′

1 2 1 2

3 4 3′ 3 4 4′

5 6 5 6

5′ 6′

1 1 1 1111 1
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37 37Abbildung 2: Beispiel für die Konstruktion von G aus G̃Behauptung 22 Es gibt genau dann einen Hamiltonshen Pfad in G̃, wenn es eine Lösungder Instanz (G, OD, 0, n2, 2(n2 + 1)) des Entsheidungsproblems A-zGraph-Pfad gibt.Sei P = (VP , EP ) eine Lösung von (G, OD, 0, n2, 2(n2 + 1)). Dann ist P nah De�nition einPfad und l(P ) ≤ n2. Auÿerdem gilt für alle {i′, j′} ∈ OD

dP (i′, j′) ≤ 2(n2 + 1). (19)Angenommen P ist kein Hamiltonsher Pfad in G̃. Dann gibt es ein i ∈ Ṽ , für das gilt i /∈ VP . Indiesem Fall betrahte man das OD-Paar {i′, j′} für beliebiges j′ ∈ V ′, j′ 6= i′. Es ist [j, j′] /∈ EP ,da sonst l(P ) ≥ cjj′ = n2 + 1 > n2.Aus i /∈ VP und cab > 0 ∀ [a, b] ∈ Ẽ folgt dann dP (i, j) > 0 und
dP (i′, j′) = dP (i′, i) + dP (i, j) + dP (j, j′)

> d(i′, i) + d(j, j′)

= n2 + 1 + 0 + n2 + 1

= 2(n2 + 1). (20)Das ist ein Widerspruh zu (19). Also ist P ein Hamiltonsher Pfad der Länge l(P ) ≤ n2 in G̃.Sei nun P eine Lösung der Instanz (G̃) von HAMILTONIAN PATH. Dann ist P ein Pfad,
P ⊂ G und wenn man P in G betrahtet, gilt l(P ) ≤

∑

[i,j]∈Ẽ cij =
∑

[i,j]∈Ẽ 1 ≤ n2. Auÿerdemist i ∈ EP ∀i ∈ Ṽ . 20



Betrahtet man P in G, so gilt für alle OD-Paare {i′, j′}
dP (i′, j′) = dP (i′, i) + dP (i, j) + dP (i, j′)

= n2 + 1 + 0 + n2 + 1

= 2(n2 + 1). (21)Daher ist P eine Lösung für (G, OD, 0, n2, 2(n2 + 1)).Der Pfad P ist also genau dann Lösung der Instanz (G̃) von HAMILTONIAN PATH, wenn erLösung der Instanz (G, OD, 0, n2, 2(n2 + 1)) von A-zGraph-Pfad ist.Damit lässt sih das Problem HAMILTONIAN PATH auf ein Teilproblem von A-zGraph-Pfadmit Instanzen I reduzieren, deren numerishen Einträge durh 2(n2 + 1) beshränkt sind.
⇒ A-zGraph-Pfad ist stark NP-vollständig.4.2 Bestimmung optimaler Teilbäume4.2.1 A-Baum-BaumSatz 23 Das Entsheidungsproblem A-Baum-Baum ist stark NP-vollständig.Der Beweis erfolgt durh Reduktion eines Spezialfalls des Entsheidungsproblems HITTINGSET.De�nition 24 [GJ79, 222℄ HITTING SET

• Instanz (S, C, K):Endlihe Menge S,Menge von Teilmengen C,Natürlihe Zahl K ≤ |S|

• Frage:Gibt es eine Teilmenge S′ ⊂ S, so dass |S′| ≤ K und ∀c ∈ C gilt c ∩ S′ 6= ∅ ?Satz 25 [GJ79, 222℄ Das Entsheidungsproblem HITTING SET ist NP-vollständig. Dies giltauh, falls |c| ≤ 2 ∀c ∈ C.Beweis. (von Satz 23)Ist ∅ ∈ C, so gibt es o�ensihtlih keine Teilmenge D′ mit den geforderten Eigenshaften, da
∅ ∩ S′ = ∅. Im Folgenden wird deshalb dieser Fall ausgeshlossen.Sei (S, C, K) eine Instanz von HITTING SET mit S = {s1, s2, . . . , sn} und |c| ≤ 2 ∀c ∈ C.21



Sei S1 := {si ∈ S : {si} ∈ C} und S2 := S \ S1. Der zugehörige Baum T = (V, E) sei gegebendurh V := {i : si ∈ S2}∪{0} und E := {[0, i] : si ∈ S2} mit Kantenlängen c0i := 1 ∀ [0, i] ∈ E.Sei OD := {{i, j} : si, sj ∈ S2; {si, sj} ∈ C}. Sei α := 0, l0 := K − |S1| und d0 := 1.Da für K ≥ |S| HITTING SET die triviale Lösung S′ = S hat, kann man K < |S| annehmen.Damit ist l0 = K − |S1| < K < |S| und keiner der numerishen Einträge in der Instanz
(T, OD, 0, K − |S1|, 1) von A-Baum-Baum ist gröÿer als |S|.
S = {s1, s2, s3, s4, s5, s6, s6, s7, s8, s9, s10}

C = {{s1} {s5} , {s6} , {s10} , {s1, s3} , {s1, s10} , {s2, s3} , {s4, s5} {s4, s8} , {s7, s8} , {s8, s9} {s8, s10}}

2 3

4 0 7

8 9

11 111 1Abbildung 3: Beispiel zur Erstellung von T und OD aus (S, C, K). Die durhgezogenen Linien bilden T , die gestriheltenLinien verbinden die OD-Paare.Behauptung 26 Die Instanz (S, C, K) von HITTING SET hat genau dann eine Lösung, wenndie Instanz (T, OD, 0, K − |S1|, 1) von Problem A-Baum-Baum eine Lösung hat.Sei S′ eine Lösung von (S, C, K). Dann gilt ∀c ∈ C:
S′ ∩ c 6= ∅ (22)und
|S′| ≤ K. (23)Es ist S1 ⊂ S′, denn falls ∃si ∈ S1, si /∈ S′, so folgt S′ ∩ {si} = ∅. Dies ist ein Widerspruh zurDe�nition von S1 und der Bedingung S′ ∩ c 6= ∅ ∀c ∈ C.Sei T ′ := (VT ′ , ET ′) gegeben durh VT ′ := {i : si ∈ S′ \ S1} ∪ {0}, ET ′ := {[0, i] : si ∈ S′ \ S1}.
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Dann ist T ′ o�ensihtlih zusammenhängend und somit ein Baum. Des Weiteren gilt:
l(T ′) =

∑

[v0,vi]∈ET ′

1

=|S′ \ S1|

=|S′| − |S′ ∩ S1|

=|S′| − |S1|

≤K − |S1|. (24)Angenommen ∃ {u, v} ∈ OD mit dT ′(u, v) > 1, also
1 < dT ′(u, v) = l0u + l0v (25)mit

l0k =







αc0k falls [0, vk] ∈ ET ′

c0k sonst =







0 falls [0, vk] ∈ ET ′

1 sonst. (26)Dann folgt daraus [0, u], [0, v] /∈ ET ′ .
⇒ su, sv /∈ S′

⇒ {su, sv} /∈ C, da sonst {su, sv} ∩ S′ = ∅ im Widerspruh zu (22) steht.
⇒ {u, v} /∈ OD (nah Konstruktion von OD).Dies ist ein Widerspruh zur Annahme.Also ist dT ′(u, v) ≤ 1 ∀ {u, v} ∈ OD. Daraus folgt, dass T ′ Lösung von (T, OD, 0, K − |S1|, 1)ist.Sei nun T ′ eine Lösung von (T, OD, 0, K − |S1|, 1). Dann gilt:

l(T ′) ≤ K − |S1| (27)und ∀ {u, v} ∈ OD

1 ≤ dT ′(u, v) = l0u + l0v. (28)
23



Die dazugehörige Menge S′ sei gegeben durh S′ := S1 ∪ {si ∈ S : [0, i] ∈ ET ′}. Dann ist
|S′| =|S1| + | {si ∈ S : [0, i] ∈ ET ′} | − |S1 ∩ {si ∈ S : [0, ] ∈ ET ′} |

≤|S1| + | {si ∈ S : [0, i] ∈ ET ′} |

=|S1| +
∑

e∈ET ′

1

=|S1| + l(T ′)

≤|S1| + K − |S1|

=K (29)Da S1 ⊂ S′, gilt für alle c ∈ C mit |c| = 1, dass c ∩ S′ 6= ∅. Angenommen es gibt nun ein
c = {si, sj} ∈ C mit |c| = 2 und c ∩ S′ = ∅.
⇒ si /∈ S′, sj /∈ S′.Nah Konstruktion von S′ aus T ′ folgt [0, i] /∈ ET , [0, j] /∈ ET .
⇒ l0i = c0i = 1 und l0j = c0j = 1.
⇒ dT (i, j) = l0i + l0j = 2 > 1.Das steht im Widerspruh zu (28), denn nah Konstruktion von OD ist {i, j} ∈ OD. Also ist
c ∩ S′ 6= ∅ ∀c ∈ C. Daraus folgt, dass S′ Lösung von (S, C, K) ist.Die Instanz (S, C, K) von HITTING SET hat also genau dann eine Lösung, wenn die (durh |S|in der Gröÿe der numerishen Einträge beshränkte) Instanz (T, OD, 0, K−|S1|, 1) von ProblemA-Baum-Baum eine Lösung hat.
⇒ Das Entsheidungsproblem A-Baum-Baum ist stark NP-vollständig.4.2.2 A-zGraph-BaumSatz 27 Das Entsheidungsproblem A-zGraph-Baum ist stark NP-vollständig.Dieser Satz folgt unmittelbar aus Lemma 23, da shon das Unterproblem A-Baum-Baum starkNP-vollständig ist. Alternativ ist auh eine Reduktion zum Steinerbaumproblem möglih.4.3 Bestimmung optimaler KreiseWie man auh der Tabelle in Abshnitt 3.2 entnehmen kann, ist das einzige betrahtenswerteUnterproblem von Problem A, bei dem ein Kreis gesuht wird, das Problem A-zGraph-Kreis.Satz 28 Das Entsheidungsproblem A-zGraph-Kreis ist stark NP-vollständig.24



Der Beweis erfolgt analog zum Beweis der NP-Vollständigkeit von A-zGraph-Pfad. Statt desProblems HAMILTONIAN PATH betrahte man hier HAMILTONIAN CIRCUIT:De�nition 29 [GJ79, 35℄ Hamiltonsher KreisSei G = (V, E) ein zusammenhängender Graph. Ein Kreis K = (VK , EK), der jeden Knotengenau einmal besuht, wird Hamiltonsher Kreis genannt.De�nition 30 [GJ79, 199℄ HAMILTONIAN CIRCUIT
• Instanz (G):Ungerihteter Graph G̃ = (Ṽ , Ẽ)

• Frage:Gibt es einen Hamiltonshen Kreis in G̃?Satz 31 [GJ79, 199℄Das Entsheidungsproblem HAMILTONIAN CIRCUIT ist NP-vollständig.Beweis. (von Satz 28)Sei (G̃) eine Instanz von HAMILTONIAN CIRCUIT mit G̃ = (Ṽ , Ẽ), wobei Ṽ = {1, 2, . . . , n}.Mit VT ′ := {1′, 2′, . . . , n′} seien V := Ṽ ∪ VT ′ und E := Ẽ ∪
{

[i, i′] : i ∈ Ṽ
} mit cij := 1 für

[i, j] ∈ Ẽ und cii′ = n2 + 1 für i ∈ V, i′ ∈ Ṽ die Knoten- und Kantenmengen von G.Die Menge der OD-Paare sei gegeben durh OD := {{i′, j′} : i′, j′ ∈ V ′}.Sei α := 0, l0 := n2 und d0 := 2(n2 + 1). Man erhält also eine Instanz I = (T, OD, 0, l0, d0) vonA-zGraph-Kreis, deren Eingabelänge polynomiell in n beshränkt ist.Behauptung 32 Es gibt genau dann eine Lösung der Instanz (G̃) von HAMILTONIAN CIR-CUIT, wenn es eine Lösung der Instanz (G, OD, 0, n2, 2(n2 + 1)) von A-zGraph-Kreis gibt.Sei K eine Lösung von (G, OD, 0, n2, 2(n2 + 1)). Dann ist K ein Kreis und
l(K) ≤ n2. (30)Auÿerdem gilt

d(i′, j′) ≤ 2(n2 + 1) (31)für alle OD-Paare {i′, j′}.Für beliebiges j′ ∈ V ′ ist [j, j′] /∈ EK , weil sonst
l(K) ≥ cjj′ = n2 + 1 > n2 (32)25



im Widerspruh zu (30).Angenommen es existiert i ∈ Ṽ , i /∈ VK . Dann stände
d(i′, j′) =d(i′, i) + d(i, j) + d(j, j′)

>n2 + 1 + 0 + n2 + 1

=2(n2 + 1) (33)im Widerspruh zu (31), da i /∈ T und deshalb d(i, j) > 0. Also ist K ein Kreis in G̃, der alleKnoten aus Ṽ enthält, das heiÿt K löst die Instanz (G̃) von HAMILTONIAN CIRCUIT.Sei nun K eine Lösung von (G̃). Man betrahte K in G:
K ist ein Kreis und l(K) ≤

∑

[i,j]∈Ẽ cij =
∑

[i,j]∈Ẽ 1 < n2. Auÿerdem gilt:
dK(i′, j′) = dK(i′, i) + dK(i, j) + dK(j, j′)

= d(i′, i) + dK(i, j) + d(j, j′)

= n2 + 1 + 0 + n2 + 1

= 2(n2 + 1), (34)da dK(i, j) = 0 ∀ i, j ∈ VK = Ṽ .Also ist K auh Lösung für (G, OD, 0, n2, 2(n2 + 1)) von A-zGraph-Kreis. ⇒ Der Kreis Kist genau dann Lösung von der Instanz (G) von HAMILTONIAN CIRCUIT, wenn er Lösungder Instanz (G, OD, 0, l(G̃), 2M) von A-zGraph-Kreis ist. Das Entsheidungsproblem HAMIL-TONIAN CIRCUIT lässt sih also auf Instanzen I von A-zGraph-Kreis mit polynomiell in nbeshränkten Eingabewerten reduzieren.
⇒ Das Entsheidungsproblem A-zGraph-Kreis ist stark NP-vollständig.4.4 Bestimmung optimaler zusammenhängender TeilgraphenAuh in diesem Fall kann man sih auf die Suhe in einem zusammenhängenden Graph be-shränken, da alle anderen Fälle identish mit den shon genannten Unterproblemen sind (sieheAbshnitt 3.2).Da die Suhe nah einem Teilbaum in einem Baum der Suhe nah einem zusammenhängen-den Graph in einem Baum entspriht und ein Baum ein Spezialfall eines zusammenhängendenGraphen ist, folgt aus Satz 23 die starke NP-Vollständigkeit von A-zGraph-zGraph.Satz 33 Das Entsheidungsproblem A-zGraph-zGraph ist NP-vollständig.26



4.5 Bestimmung optimaler allgemeiner Teilgraphen4.5.1 A-Pfad-GraphSatz 34 Das Entsheidungsproblem A-Pfad-Graph ist NP-vollständig.Der Beweis erfolgt durh Reduktion des im Folgenden de�nierten Problems SUBSET SUM aufA-Pfad-Graph.De�nition 35 [GJ79, 223℄ SUBSET SUM
• Instanz (A, B):Endlihe Menge A = {a1, a2, . . . , an},jedem Element ist eine Gröÿe s(a) ∈ Z+ zugeordnet,Ganze Zahl B ∈ Z+

• Frage:Gibt es eine Teilmenge A′ ⊆ A, so dass ∑

aj∈A′ aj = B?Satz 36 [GJ79, 223℄SUBSET SUM ist NP-vollständig.Beweis. (von Satz 34)Sei (A, B) mit A = {a1, a2, . . . , an} eine Instanz von SUBSET SUM. Der Pfad P = (V, E)sei dann gegeben durh V := {i : i = 0, . . . , n} und E := {[i − 1, i] : i = 1, . . . , n} mit Kan-tenlängen ci−1i := s(ai). Das einzige OD-Paar sei {1, n}. Auÿerdem sei α := 0, l0 := B und
d0 :=

∑n
i=1 ai − B. Elemente ai aus A a1 a2 a3 a4 a5

s(ai) 3 1 1 4 2

0 1 2 3 4 53 1 1 4 2Abbildung 4: Beispiel für die Konstruktion von P aus A. Die durhgezogenen Linien stellen den Pfad dar, die gestrihelteLinie markiert das OD-Paar.Behauptung 37 Die Instanz (A, B) von SUBSET SUM hat genau dann eine Lösung, wenndie Instanz (P, OD, 0, B,
∑n

i=1 ai − B) von A-Pfad-Graph eine Lösung hat.27



Sei A′ ⊆ A eine Lösung der Instanz (A, B). Dann ist für J := {i : ai ∈ A}

∑

j∈J

s(aj) = B. (35)Sei der Graph g gegeben durh g = (Vg , Eg) mit Vg := {j − 1 : j ∈ J} ∪ {j : j ∈ J} und
E := {[j − 1, j] : j ∈ J}.Dann ist

l(g) =
∑

[j−1,j]∈E

cj−1j =
∑

j∈J

cj−1j =
∑

j∈J

s(aj) = B. (36)und
d(1, n) =

n
∑

i=1

li−1i

=

n
∑

j=1, j∈J

αcj−1j +

n
∑

i=1, i/∈J

ci−1i

=

n
∑

i=1, i/∈J

ci−1i

=

n
∑

i=1

ci−1i −
n

∑

i=1, i∈J

ci−1i

=

n
∑

i=1

s(ai) −
∑

j∈J

s(aj)

=

n
∑

i=1

s(ai) − B (37)mit (36). Also ist g eine Lösung von (P, OD, 0, B,
∑n

i=1 s(ai) − B).Sei nun g = (Vg, Eg) eine Lösung von (P, OD, 0, B,
∑n

i=1 s(ai)−B). SeiA′ := {aj : [j − 1, j] ∈ Eg}.Dann ist
∑

aj∈A′

s(aj) =
∑

[j−1,j]∈Eg

cj−1j

=l(g)

≤B (38)
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Auÿerdem gilt, da lij = 0, falls [i, j] ∈ Eg:
∑

ai∈A

s(ai) −
∑

aj∈A′

s(aj) =
∑

[i−1,i]∈E

ci−1i −
∑

[j−1,j]∈Eg

cj−1j

=
∑

[i−1,i]∈E\Eg

ci−1i

=
∑

[i−1,i]∈E

li−1i

= dg(1, n)

≤
∑

ai∈A

s(ai) − B

⇔
∑

aj∈A′

s(aj) ≥ B (39)Aus (38) und (39) folgt:
∑

aj∈A′

s(aj) = B (40)
⇒ A′ löst (A, B).Das bedeutet, die Instanz (A, B) von SUBSET SUM hat genau dann eine Lösung, wenn dieInstanz (P, OD, 0, B,

∑n
i=1 ai − B) von A-Pfad-Graph eine Lösung hat.

⇒ Das Entsheidungsproblem A-Pfad-Graph ist NP-vollständig.4.5.2 A-Baum-GraphDa ein Pfad ein Baum ist, ist das Entsheidungsproblem A-Baum-Graph eine Verallgemei-nerung von A-Pfad-Graph. Aus der NP-Vollständigkeit von A-Pfad-Graph folgt also die NP-Vollständigkeit von A-Baum-Graph. Es gilt aber sogar:Satz 38 Das Entsheidungsproblem A-Baum-Graph ist stark NP-vollständig.Den Beweis hierzu kann man analog zu dem Beweis der starken NP-Vollständigkeit von A-Baum-Baum durhführen, denn der dort zur Reduktion von HITTING SET verwendete Stern-graph hat o�ensihtlih die Eigenshaft, dass Graphen (ohne isolierte Eken, die für das ProblemA irrelevant sind) Bäume sind.4.5.3 A-Kreis-GraphSatz 39 Das Entsheidungsproblem A-Kreis-Graph ist NP-vollständig.29



Beweis. Es wird das Entsheidungsproblems A-Pfad-Graph auf A-Kreis-Graph reduziert.Sei (P, OD, α, l0, d0) eine Instanz von A-Pfad-Graph mit Pfad P = (VP , EP ) gegeben durh
VP = {1, 2, . . . , n} und EP = {[i, i + 1] : i = 1, . . . , n − 1}.Der zugehörige Kreis K = (VK , EK) sei gegeben durh VK := VP , EK := EP ∪ {[n, 1]} mit

cn1 := max {l0, d0} + 1. (41)
α, l0 und d0 bleiben dabei unverändert.Behauptung 40 Es gibt genau dann eine Lösung der Instanz (P, OD, α, l0, d0) von A-Pfad-Graph,wenn es eine Lösung der Instanz (K, OD, α, l0, d0) von A-Kreis-Graph gibt.Sei g ⊂ P eine Lösung von (P, OD, α, l0, d0). Dann ist g auh eine Lösung von (K, OD, α, l0, d0),da wegen P ⊆ K nah Lemma 12 dK

g (i, j) ≤ dP
g (i, j).Sei g eine Lösung von (K, OD, α, l0, d0). Dann ist

l(g) ≤ l0 < cn1 (42)und daraus folgt [n, 1] /∈ Eg ⇒ g ⊂ P .Sei für {u, v} ∈ OD W g
uv ein kürzester Weg zwishen u und v in Kg. Da g Lösung von

(K, OD, α, l0, d0) ist l(W g
uv) ≤ d0 und deshalb [n, 1] /∈ W g

u,v. Daraus folgt W g
uv ⊂ P .Also ist W g

uv auh kürzester Weg zwishen u und v in P .
⇒ Für die Distanz zwishen u, v ({u, v} ∈ OD) in Pg gilt: dg(u, v) = l(W g

uv) ≤ d0.Also ist g auh Lösung von (P, OD, α, l0, d0).Das bedeutet, ein Graph g löst genau dann (P, OD, α, l0, d0), wenn g (K, OD, α, l0, d0) löst.
⇒ Das Entsheidungsproblem A-Kreis-Graph ist NP-vollständig.4.5.4 A-zGraph-GraphDa ein Baum ein zusammenhängender Graph ist, stellt A-zGraph-Graph eine Verallgemeinerungdes NP-vollständigen Problems A-Baum-Graph dar. Aus der starken NP-Vollständigkeit vonA-Baum-Graph folgt:Satz 41 Das Entsheidungsproblem A-zGraph-Graph ist stark NP-vollständig.
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4.6 Ergebnis g e g e b e nPfad Baum Kreis zGraphgesuht
Pfad O(n2) O(n5) O(n3) starkNP-vollständigBaum O(n2) starkNP-vollständig O(n3) starkNP-vollständigKreis niht möglih niht möglih O(1) starkNP-vollständigzGraph O(n2) starkNP-vollständig O(n3) starkNP-vollständigGraph NP-vollständig starkNP-vollständig NP-vollständig starkNP-vollständig
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HAMILTONIAN PATH HAMILTONIAN CIRCUIT STEINER TREE HITTING SET SUBSET SUM

Pfad − Graph

Baum − Baum Baum − Graph

zGraph − Pfad zGraph − Kreis zGraph − Baum zGraph − zGraph zGraph − Graph Kreis − Graph

Abbildung 5: Übersiht über die NP-vollständigen Unterprobleme von Problem A. Die durhgezogenen Pfeile kennzeihnen in dieser Arbeit durhgeführte Reduktionen,gestrihelte Pfeile kennzeihnen einige ebenfalls möglihe Reduktionen zwishen den Problemen. Die grauen Felder kennzeihnen Probleme, die sogar stark NP-vollständigsind.
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5 Problem B: Maximiere die GesamtreisezeitersparnisSei G = (V, E) ein Graph mit Kantenlängen cij ∈ Z+, OD eine Menge von OD-Paaren in Gund l0 eine natürlihe Zahl. Es sei für jedes OD-Paar {u, v} ∈ OD eine natürlihe Zahl wuvgegeben, die die Höhe der Nahfrage zwishen u und v angibt.Betrahtet wird die Zielfunktion
max

g:l(g)≤l0

∑

{u,v}∈OD

wuv(d(u, v) − dg(u, v)). (43)Sieht man G als Straÿennetzwerk an, in dem beispielsweise ein Busnetzwerk eingerihtet werdensoll, so stellt für ein Teilnetzwerk g d(u, v)−dg(u, v) die Reisezeitersparnis zwishen u und v dar.Die Zielfunktion ist die mit wuv ∈ Z+, der Anzahl der Reisenden zwishen u und v, gewihteteSumme dieser Reisezeitersparnisse, also die Gesamtreisezeitersparnis. Dabei darf die Länge desgesuhten Teilgraphen g l0 niht übershreiten.De�nition 42 Entsheidungsproblem zu Problem B
• Instanz (G, OD, α, l0, d0):Ungerihteter Graph G = (V, E) mit Kantenlängen cij ∈ Z+ für [i, j] ∈ E,Menge von OD-Paaren OD mit Nahfrage wuv ∈ Z+ für {u, v} ∈ OD,Beshleunigungsfaktor α ∈ [0, 1),Maximallänge des gesuhten Teilgraphen l0 ∈ Z+,Minimale Reisezeitersparnis m0 ∈ Z+

• Frage:Gibt es einen Teilgraph g ⊂ G, so dass:
l(g) ≤ l0, (44)

∑

{u,v}∈OD

wuv(d(u, v) − dg(u, v)) ≥ m0 ? (45)Satz 43 Problem B ist in NP. Dies gilt unabhängig vom gegebenen Graph G und der gewünsh-ten Struktur des gesuhten Graphen g.Beweis. Sei (G, OD, α, l0, d0) eine Instanz von Entsheidungsproblem B. Für einen gegebe-nen Teilgraph g ⊂ G ist es möglih, in Polynomialzeit zu überprüfen, ob g die gewünshteStruktur hat (zusammenhängend, Pfad, Kreis oder Baum), ob l(g) ≤ l0 (durh Addition derKantenlängen der enthaltenen Kanten) und ob ∑

{u,v}∈OD wuv(d(u, v)− dg(u, v)) ≥ m0 (durh33



Bestimmung der kürzesten Wege zwishen den OD-Paaren in G und in Gg). Also lässt sih inPolynomialzeit entsheiden, ob g eine Lösung des Entsheidungsproblems ist.
⇒ Problem B ist in NP.Lemma 44 In Graphen, in denen alle Wege zwishen den OD-Paaren eindeutig sind, alsoinsbesondere in Bäumen, lässt sih die Zielfunktion (43) vereinfahen zu

max
g:l(g)≤l0

∑

[i,j]∈g

(1 − α)cijmij (46)mit
mij =

∑

{u,v}∈OD:[i,j]∈Wuv

wuv, (47)wobei Wuv der eindeutig bestimmte Weg von u nah v ist.Beweis. Sei G ein Graph, in dem für jedes OD-Paar {u, v} der Weg Wuv zwishen den Knoten
u und v eindeutig ist. Dann gilt:

d(u, v) = l(Wuv) =
∑

[i,j]∈Wuv

cij (48)und
dg(u, v) =

∑

[i,j]∈Wuv∩g

αcij +
∑

[i,j]∈Wuv\g

cij . (49)Daraus folgt:
d(u, v) − dg(u, v) =

∑

[i,j]∈Wuv

cij −
(

∑

[i,j]∈Wuv∩g

αcij +
∑

[i,j]∈Wuv\g

cij

)

=
∑

[i,j]∈Wuv∩g

(1 − α)cij

= (1 − α)
∑

[i,j]∈Wuv∩g

cij . (50)Sei nun für eine Kante [i, j] die Gesamtnahfrage auf dieser Kante mij gegeben durh:
mij =

∑

{u,v}∈OD:[i,j]∈Wuv

wuv. (51)
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Dann lässt sih die Zielfunktion folgendermaÿen umformen:
∑

{u,v}∈OD

wuv(d(u, v) − dg(u, v)) =
∑

{u,v}∈OD

wuv

(

(1 − α)
∑

[i,j]∈Wuv∩g

cij

)

= (1 − α)
∑

{u,v}∈OD

∑

[i,j]∈Wuv∩g

wuvcij

= (1 − α)
∑

[i,j]∈g

∑

{u,v}∈OD:[i,j]∈Wuv

wuvcij

= (1 − α)
∑

[i,j]∈g

cij

∑

{u,v}∈OD:[i,j]∈Wuv

wuv

= (1 − α)
∑

[i,j]∈g

cijmij . (52)Da der Faktor (1 − α) konstant und positiv ist, lässt sih das Optimierungsproblem in (43)durh obige Umformung und Weglassen von (1 − α) also vereinfahen zu:De�nition 45 Problem B in BäumenSei T = (V, E) ein Baum, OD die Menge der OD-Paare in T und l0 eine positive Zahl. Gesuhtist ein Teilgraph ĝ ⊂ T mit l(ĝ) ≤ l0, so dass
∑

[i,j]∈ĝ

cijmij = max
ĝ:l(ĝ)≤l0

∑

[i,j]∈ĝ

cijmij . (53)Betrahtet man das zugehörige Entsheidungsproblem, so ist zu beahten, dass wegen des ent-fernten Vorfaktors (1 − α) die minimale Reisezeitersparnis m0 durh ḿ0 = m0

1−α ersetzt wird.Folgender Algorithmus bestimmt die Kantengesamtnahfrage mij für alle Kanten [i, j] einesBaumes T = (V, E):
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Algorithmus 2 Bestimmung der mijEingabe: Rekursiv dargestellter Baum T = (V, E) mit Knotenmenge V = {1, 2, . . . , n}; ODMenge von OD-Paaren.Ausgabe: miC(i) ∀ [i, C(i)] ∈ E.1: for u ∈ V do2: for v ∈ V, v < u do3: w̃uv =







wuv falls{u, v} ∈ OD,

0 sonst4: end for5: end for6: for u = n, n − 1, . . . , 2 do7: for jedes Knotenpaar {u, v} ∈ V × V mit v < u do8: if v = C(u) then9: muC(u) = w̃uv10: else if w̃uv > 0 then11: Addiere w̃uv zu w̃uC(u).12: Addiere w̃uv zu w̃C(u)v.13: Setze w̃uv = 0.14: end if15: end for16: end for17: return miC(i) = w̃iC(i) ∀ i ∈ V
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Lemma 46 Die Berehnung der Kantengesamtnahfragen mij aus der Zielfunktion in (46)beziehungsweise (53) für Problem B in Bäumen ist in O(n2).Beweis. Zum Beweis betrahte man den Algorithmus zur Bestimmung der mij für einen re-kursiv dargestellten Baum T . Das Vorgehen des Algorithmus kann folgendermaÿen interpretiertwerden: Die gegebene Menge von OD-Paaren wird shrittweise in eine Menge von OD-Paaren
{u, v} umgewandelt, so dass der (eindeutig bestimmte) Weg Wuv zwishen den Knoten diesesOD-Paares u und v aus nur einer Kante besteht. Während die Knoten K des rekursiv darge-stellten Baumes absteigend durhlaufen werden, wird jedes in u startende OD-Paar {u, v} mit
u < v aufgeteilt in ein OD-Paar {u, C(u)} und ein OD-Paar {C(u), v} mit gleiher Nahfrage
w̃uv, die zu der Nahfrage eventuell shon zwishen diesen Knoten bestehender OD-Paare ad-diert wird. Für jede Kante [i, C(i)] wird die Kantennahfrage miC(i) dabei o�ensihtlih nihtverändert und ist am Ende des Verfahrens identish mit der Nahfrage zwishen den Knoten iund C(i), also der Kantengesamtnahfrage miC(i).Aus jedem Baum T̃ mit dazugehörigen OD-Paaren erhält man nah Lemma 4 und Beobahtung6 in O(n2) einen rekursiv dargestellten Baum und kann die OD-Paare entsprehend umbenen-nen. Es gibt O(n2) OD-Paare {u, v} mit v < u. Shritt 1-5 sind also in O(n2). Die Anzahl derAdditionen im u-ten Durhlauf beträgt in Shritt 11 und 12 für alle v < u zusammen jeweilshöhstens u − 2 und ist daher insgesamt in O(n2). Das Verfahren ist also von Komplexität
O(n2).Lemma 47 Sei G = (V, E) ein Graph mit Kantenlänge cij für [i, j] ∈ E. Seien g = (Vg , Eg)und g′ = (Vg′ , Eg′ ) zwei Teilgraphen. Ist g′ ⊂ g, so gilt:

∑

{u,v}∈OD

wuv(d(u, v) − dg(u, v)) ≥
∑

{u,v}∈OD

wuv(d(u, v) − dg′ (u, v)). (54)Ist G ein Baum, so folgt:
∑

[i,j]∈Eg

cijmij ≥
∑

[i,j]∈Eg′

cijmij . (55)
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Beweis. Aus Lemma 12 folgt:
dg(u, v) ≤ dg′ (u, v) ∀ {u, v} ∈ OD (56)

⇒

d(u, v) − dg(u, v) ≥ d(u, v) − dg′ (u, v) ∀ {u, v} ∈ OD (57)
⇒

∑

{u,v}∈OD

wuv(d(u, v) − dg(u, v)) ≥
∑

{u,v}∈OD

wuv(d(u, v) − dg′(u, v)). (58)Ist G ein Baum, so folgt aus der Äquivalenz der Zielfunktionen (Lemma 44):
∑

[i,j]∈Eg

cijmij ≥
∑

[i,j]∈Eg′

cijmij . (59)
5.1 Bestimmung optimaler Teilpfade5.1.1 B-Pfad-PfadSatz 48 Das Problem B-Pfad-Pfad ist in O(n2).Beweis.Gegeben sei ein Pfad P = (V, E), dessen Knoten ohne Beshränkung der Allgemeinheitentlang des Pfades in aufsteigender Reihenfolge angeordnet sind und eine Menge von OD-Paaren in P (siehe Beobahtung 5 und Bemerkung 6). Es reiht nah Lemma 47, die bezüglihInklusion maximalen Teilpfade der Länge ≤ l0 auf Optimalität zu untersuhen. Durh Vergleihvon ∑

[j,k]∈Pi
mjkcjk für jeden dieser Pfade Pi mit i ∈ V �ndet man den bezüglih ProblemB-Pfad-Pfad optimalen Pfad P̂ . Der Aufwand für die Bestimmung des optimalen Pfades P̂ setztsih also zusammen aus der Bestimmung der bezüglih Inklusion maximalen Pfade der Länge

≤ l0 (nah Lemma 7 in O(n)) und der Berehnung von ∑

[j−1,j]∈Pi
cj−1jmj−jj . Die mj−1j sindunabhängig vom gewählten Pfad und können nah Lemma 46 in O(n2) bestimmt werden. DieBerehnung der Zielfunktionswerte der Pfade Pi mit Startknoten i und Endknoten vi kann nunfür alle Pfade Pi zusammen in O(n) erfolgen, indem die Summen Si =

∑

[j−1,j]∈Pi
cj−1jmj−1jdurh

S1 =

v1
∑

j=2

mj−1jcj−1j ,

Si = Si−1 − mi−1ici−1i +

vi
∑

j=vi−1+1

mj−1jcj−1j ∀ i = 2, . . . , n (60)38



auseinander berehnet werden. Die Berehnung von P̂ ist also im Allgemeinen in O(n2). Füreinen in aufsteigender Reihenfolge nummerierten Pfad mit shon bekannten Kantengesamtnah-fragen m[jC(j)] für alle [j, C(j)] ∈ E ist die Bestimmung des optimalen Pfades sogar in O(n).5.1.2 B-Baum-PfadSatz 49 Das Problem B-Baum-Pfad ist in O(n3).Beweis. Sei T = (V, E) ein Baum und OD eine Menge von OD-Paaren in T . T lässt sihnah Lemma 4 in O(n2) rekursiv darstellen, die dazugehörigen OD-Paare ergeben sih ebenfallsin O(n2) (siehe Bemerkung 6). Ebenfalls in O(n2) kann man die miC(i) ∀i ∈ V bestimmen(Lemma 46). Nun betrahtet man alle Knotenpaare {i, j} mit i 6= j aus V × V . Die Anzahldieser Paare ist o�ensihtlih in O(n2). Für jedes feste Knotenpaar {i, j} bestimmt man mitHilfe von Algorithmus �Wege in Bäumen� nah Lemma 9 in O(n) den Weg Wij zwishen i und
j und addiert die ckl und mkl der Kanten [k, l] aus Wij . Durh Auswahl eines Pfades P̂ mitmaximalem Zielfunktionswert aus der Menge der Pfade, die l(P ) =

∑

[k,l]∈EP
ckl ≤ l0 nihtverletzen, erhält man also in O(n3) eine Optimallösung von B-Baum-Pfad.5.1.3 B-Kreis-PfadSatz 50 Das Problem B-Kreis-Pfad ist in O(n4).Beweis. Sei K = (V, E) ein Kreis. Nah Lemma 5 seien die Knoten von K ohne Beshränkungder Allgemeinheit im Uhrzeigersinn aufsteigend angeordnet. OD sei eine Menge von OD-Paarenin K (vergleihe Bemerkung 6). Für jeden Knoten i ∈ V sei Pi = (Vi, Ei) der längste unter denim Uhrzeigersinn in i startenden Pfaden der Länge höhstens l0. Es reiht nah Lemma 47, nurdiese Pfade Pi zu betrahten, da jeder andere Pfad P̃ in einem dieser Pfade enthalten ist. DieBerehnung der Pfade Pi ist nah Lemma 7 in O(n).Die Distanzen zwishen den Knoten der OD-Paare in K und in KPi

für jeden Pfad Pi erhältman für jedes der O(n2) OD-Paare durh Vergleih der Längen der zwei möglihen Wege W1und W2. Da die Berehnung (siehe Lemma 9) und der Vergleih in O(n) sind, ist dieser Shrittfür alle OD-Paare und alle O(n) Pfade in O(n4). Durh Auswahl von
P̂ := argmaxPi;l(Pi)≤l0

∑

{u,v}∈OD

wuv(d(u, v) − dg(u, v)) (61)(62)39



erhält man den optimalen Pfad P̂ . Die Bestimmung von P̂ ist also in O(n4).5.1.4 B-zGraph-PfadSatz 51 Das Entsheidungsproblem B-zGraph-Pfad ist stark NP-vollständig.Der Beweis wird, ähnlih wie im Beweis zur NP-Vollständigkeit von A-zGraph-Pfad (Lemma 18),durh Reduktion des stark NP-vollständigen Entsheidungsproblems HAMILTONIAN PATHgeführt.Beweis. Sei (G̃) mit G̃ = (Ṽ , Ẽ) und Ṽ := {1, 2, . . . , n} eine Instanz von HAMILTONIANPATH.Dann sei G := (V, E) gegeben durh V := Ṽ ∪ V ′, wobei V ′ := {1′, 2′, . . . , n′} und E := Ẽ ∪E′mit E′ :=
{

[i, i′] : i ∈ Ṽ
}. Die Kantenlängen seien cij := 1 ∀ [i, j] ∈ Ẽ und cii′ := n2 + 1 für

i ∈ Ṽ , i′ ∈ V ′.Die Menge der OD-Paare sei OD := {{i′, (i + 1)′} : i = 1, 2, . . . , n − 1} ∪ {{n′, 1′}} mit Nah-frage wuv = 1 ∀ {u, v} ∈ OD. Sei m0 :=
∑

{u,v}∈OD(d(u, v) − 2(n2 + 1)) und α := 0.Die Konstruktion von G aus G̃ kann in Polynomialzeit erfolgen, da die Berehnung von d(u, v),das heiÿt das Bestimmen eines kürzesten Weges zwishen u und v, nah Lemma 9 in O(n) ist.Da cij = 1 für alle i, j ∈ Ẽ folgt d(k, l) ≤ n für alle k, l ∈ Ṽ . Deswegen gilt für m0:
m0 =

∑

{u,v}∈OD

(d(u, v) − 2(n2 + 1))

=
(

n−1
∑

i=1

d(i′, (i + 1)′) − 2(n2 + 1)
)

+ d(n′, 1′) − 2(n2 + 1)

=
(

n−1
∑

i=1

d(i′, i) + d(i, i + 1) + d(i + 1, (i + 1)′) − 2(n2 + 1)
)

+ d(n′, n) + d(n, 1) + d(1, 1′) − 2(n2 + 1)

≤
(

n−1
∑

i=1

(n2 + 1) + n + (n2 + 1) − 2(n2 + 1)
)

+ (n2 + 1) + n + (n2 + 1) − 2(n2 + 1)

=
n

∑

i=1

n

=n2. (63)Also sind alle Zahlenwerte in (T, OD, α, n2, m0) polynomiell beshränkt in n.40



Behauptung 52 Es gibt genau dann eine Lösung der Instanz (G̃) von HAMILTONIAN PATH,wenn es eine Lösung der Instanz (G, OD, 0, n2, m0) von B-zGraph-Pfad gibt.Sei P = (VP , EP ) eine Lösung von (G̃). Dann ist P ein Pfad und wegen EP ⊂ Ẽ gilt
l(P ) ≤

∑

[i,j]∈Ẽ cij =
∑

[i,j]∈Ẽ 1 < n2. Auÿerdem ist
∑

{u,v}∈OD

(d(u, v) − dP (u, v))

=
∑

{u,v}∈OD

d(u, v) −
∑

{u,v}∈OD

dP (u, v)

=
∑

{u,v}∈OD

d(u, v) −
[(

n−1
∑

j=1

dP (j′, (j + 1)′)
)

+ dP (n′, 1′)
]

=
∑

{u,v}∈OD

d(u, v) −
[(

n−1
∑

j=1

dP (j′, j) + dP (j, j + 1) + dP (j + 1, (j + 1)′)
)

+ dP (n′, n) + dP (n, 1) + dP (1, 1′)
]

=
∑

{u,v}∈OD

d(u, v) −
[(

n−1
∑

j=1

(n2 + 1) + 0 + (n2 + 1)
)

+ (n2 + 1) + 0 + (n2 + 1)
]

=
∑

{u,v}∈OD

d(u, v) −
n

∑

j=1

2(n2 + 1)

=
∑

{u,v}∈OD

(

d(u, v) − 2(n2 + n)
)

=m0. (64)
⇒ P ist Lösung der Instanz (G, OD, 0, n2, m0) von B-zGraph-Pfad.Sei nun P = (VP , EP ) eine Lösung von (G, OD, 0, n2, m0). Dann ist P ein Pfad,

l(P ) ≤ n2 (65)und
∑

{u,v}∈OD

(d(u, v) − dP (u, v)) ≥ m0. (66)Wegen (65) ist [i, i′] /∈ EP ∀ i ∈ G̃, da sonst l(P ) ≥ cii′ = n2 + 1 > n2. Auÿerdem ist
P 6= ({i′} , ∅)∀i ∈ V , da sonst d(u, v) = dp(u, v) für alle {u, v} ∈ OD, und das wäre einWiderspruh zu (66). Also ist P ⊂ G̃. 41



Angenommen P ist kein Hamiltonsher Pfad in G̃, das heiÿt ∃i ∈ Ṽ : i /∈ VP . Dann ist wegen
cij > 0 ∀[i, j] ∈ EG:

dP (i′, (i + 1)′) =dP (i′, i) + dP (i, i + 1) + dP (i + 1, (i + 1)′)

=(n2 + 1) + dP (i, i + 1) + (n2 + 1)

>(n2 + 1) (67)
⇒

d(i′, (i + 1)′) − dP (i′, (i + 1)′) < d(i′, (i + 1)′) − 2(n2 + 1). (68)Daraus folgt
∑

{u,v}∈OD

(d(u, v) − dP (u, v)) =
n−1
∑

j=1

(d(j′, (j + 1)′) − dP (j′, (j + 1)′)) + d(n′, 1′) − dP (n′, 1′)

<

n−1
∑

j=1

(d(j′, (j + 1)′) − 2(n2 + 1)) + d(n′, 1′) − 2(n2 + 1)

=m0. (69)Also ist ∑

{u,v}∈OD(d(u, v) − dP (u, v)) < m0, was ein Widerspruh zu (66) ist. Deshalb muss iin VP enthalten sein.
⇒ P ist Hamiltonsher Pfad.Die Instanz (G̃) von HAMILTONIAN PATH hat also genau dann eine Lösung, wenn die Instanz
(G, OD, 0, n2, m0) von B-zGraph-Pfad eine Lösung hat.Es wurde gezeigt, dass HAMILTONIAN PATH sih auf ein Unterproblem von B-zGraph-Pfadmit polynomiell in n beshränkten numerishen Eingaben reduzieren lässt.
⇒ B-zGraph-Pfad ist stark NP-vollständig.5.2 Bestimmung optimaler Teilbäume5.2.1 B-Baum-BaumSatz 53 Das Entsheidungsproblem B-Baum-Baum ist NP-vollständig.Der Beweis dieses Satzes erfolgt durh Reduktion des Ruksakproblems auf das Entsheidungs-problem B-Baum-Baum. Im Folgenden wird neben der De�nition des Entsheidungsproblemsauh die De�nition des Optimierungsproblems gegeben, da diese in 5.5.2 benötigt wird.42



De�nition 54 [GJ79, 247℄ KNAPSACKEntsheidungsproblem:
• Instanz (O, C, N):Menge von Objekten O := {o1, o2, . . . , on} mit zugeordnetem Nutzen ai ∈ Z+ und Gewiht

bi ∈ Z+ für oi ∈ O,Kapazitätsbeshränkung C ∈ Z+,Minimalnutzen N ∈ Z+

• Frage:Gibt es eine Untermenge R ⊆ O, so dass ∑

oi∈R bi ≤ C und ∑

oi∈R ai ≥ N?Optimierungsproblem:
• Instanz (O, C):Menge von Objekten O := {o1, o2, . . . , om} mit zugeordnetem Nutzen ai ∈ Z+ und Gewiht

bi ∈ Z+ für oi ∈ O,Kapazitätsbeshränkung C ∈ Z+

• Gesuht:Untermenge R ⊆ O, so dass ∑

oi∈R bi ≤ C und ∑

oi∈R ai maximal.Satz 55 [GJ79, 247℄ Das Entsheidungsproblem KNAPSACK ist NP-vollständig.Beweis. (von Satz 53)Sei (O, C, N) eine Instanz von KNAPSACK, wobei O := {o1, o2, . . . , on}mit zugeordnetem Nut-zen mi und Gewiht bi für oi ∈ O. Durh V := {0, 1, . . . , n}, E := {ei = [0, i] : i = 1, . . . n} wirdein Baum, genauer gesagt ein Sterngraph, S = (V, E) de�niert. Die Kantenlängen seien gegebendurh c0i := bi. Sei X :=
∏n

i=1 bi. Die Menge der OD-Paare sei OD := {{0, i} : i = 1, . . . , n}mit w0i := ai

c0i
X . Sei α := 0, l0 := C, und ḿ0 := NX .Betrahtet wird also die Instanz (S, OD, 0, C, (1 − α)NX) von B-Pfad-Graph.
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Ein Beispiel für die Konstruktion von S aus O:Objekte oi o1 o2 o3 o4 o5 o6Nutzen ai 6 4 1 2 20 8Gewiht bi 2 3 1 1 4 3

X = 2 · 3 · 1 · 1 · 4 · 3 = 72

1 2

3 0 4

5 6

2:216 3:961:72 1:1444:360 3:192Abbildung 6: Beispiel zur Konstruktion eines Sterngraphen aus einer Instanz von KNAPSACK. Die Strihe stellengleihzeitig die Kanten von S und die OD-Paare dar. Die Zahlen an den Kanten [i, j] stehen für cij : wij .Behauptung 56 Die Instanz (O, C, N) von KNAPSACK hat genau dann eine Lösung, wenndie Instanz (S, OD, 0, C, (1 − α)NX) von B-Baum-Baum eine Lösung hat.Da in einem Sterngraph die Wege zwishen den Knoten eindeutig bestimmt sind, lässt sih fürB-Baum-Baum die Charakterisierung (53) der Zielfunktion verwenden.Angenommen R ⊂ O löst (O, C, N). Dann gilt:
∑

oi∈R

ai ≥ N (70)
∑

oi∈R

bi ≤ C. (71)Man betrahte nun die Instanz (S, OD, 0, C, (1−α)NX) von B-Baum-Baum. Sei T = (VT , ET )mit VT := {0}∪{j ∈ V : oj ∈ R} und Eg := {[0, i] : oi ∈ R}. T ist o�ensihtlih zusammenhän-gend. Es gilt:
∑

[i,j]∈ET

cij =
∑

[0,i]∈ET

c0i

=
∑

[0,i]∈ET

bi

=
∑

oi∈R

bi

≤C (72)44



und
∑

[i,j]∈ET

mijcij =
n

∑

[0,i]∈ET

w0ic0i

=

n
∑

[0,i]∈ET

ai

c0i
Xc0i

=
∑

[0,i]∈ET

aiX

=
∑

oi∈R

aiX

≥NX. (73)Deswegen ist (1−α)
∑

[i,j]∈ET
mijcij ≥ (1−α)NX . Die Instanz (S, OD, 0, C, (1−α)NX) wirdalso von T gelöst.Sei nun T = (VT , ET ) eine Lösung von (S, OD, 0, C, (1−α)NX). Sei R := {oi ∈ O : [0, i] ∈ ET }.Dann gilt mit ähnlihen Rehnungen wie vorher:

∑

oi∈R

bi =
∑

[0,i]∈ET

c0i ≤C (74)und
∑

oi∈R

ai =
∑

[0,i]∈ET

w0ic0i

X

=
(

∑

[0,i]∈ET

(
∑

{u,v}∈OD:[0,i]∈Wuv

wuv)c0i

)

/X

=
(

∑

[i,j]∈ET

(
∑

{u,v}∈OD:[i,j]∈Wuv

wuv)cij

)

/X

=
(

∑

[i,j]∈ET

mijcij

)

/X

≥
NX

X

=N. (75)
(O, C, N) hat also genau dann eine Lösung, wenn (S, OD, 0, C, (1 − α)NX) eine Lösung hat.
⇒ Das Entsheidungsproblem B-Baum-Baum ist NP-vollständig.Satz 57 Sei (T, OD, α, l0) eine Instanz des Optimierungsproblems B-Baum-Baum. mij be-zeihne die Kantennahfrage der Kante [i, j]. Dann ist (T, OD, α, l0) in O(Qn2 + n3) mit45



Q =
∑

[i,j]∈E mi,jcij lösbar.Zum Beweis betrahte man das PARTIALLY ORDERED KNAPSACK Problem [GJ79, 247℄in seiner graphentheoretishen Formulierung. Kanten eines gerihteten Graphen werden im Fol-genden mit (i, j) für Knoten i, j bezeihnet.De�nition 58 [JN83℄ PARTIALLY ORDERED KNAPSACKEntsheidungsproblem:
• Instanz (G, C, N):Gerihteter azyklisher Graph G = (V, E) mit Gewiht bi ∈ Z+

0 und Wert ai ∈ Z+
0 füralle i ∈ V ,

C, N ∈ Z+

• Frage:Gibt es eine Untermenge V ′ ⊆ V , so dass ∑

i∈V ′ bi ≤ C, ∑

i∈V ′ ai ≥ N und aus i ∈ V ′und (j, i) ∈ E folgt j ∈ V ′?Optimierungsproblem:
• Instanz (G, C):Gerihteter azyklisher Graph G = (V, E) mit Gewiht bi ∈ Z+

0 und Wert ai ∈ Z+
0 füralle i ∈ V ,

C ∈ Z+

• Gesuht:Untermenge V ′ ⊆ V , so dass ∑

i∈V ′ bi ≤ C, aus i ∈ V ′ und (j, i) ∈ E folgt j ∈ V ′und
∑

i∈V ′ ai maximal.Das Entsheidungsproblem PARTIALLY ORDERED KNAPSACK ist für allgemeine Graphenstark NP-vollständig [JN83℄. Ist der Graph G ein Baum, so wird das Problem als TREE KNAP-SACK bezeihnet. Das zugehörige Optimierungsproblem ist weiterhin NP-shwer. Es ist aberim Gegensatz zum allgemeinen PARTIALLY ORDERED KNAPSACK durh dynamishe Pro-grammierung in pseudopolynomieller Zeit lösbar (siehe [JN83℄).De�nition 59 [JN83℄Ein Out-Tree ist ein gerihteter Baum mit einem ausgezeihneten Startknoten v, so dass alleKanten (j, k) von v weggerihtet sind. 46



Satz 60 [JN83℄TREE KNAPSACK lässt sih für Out-Trees in O(nQ) mit Q =
∑

v∈V av lösen.Nun zum Beweis von Satz 57:Beweis. Sei (T, OD, α, l0) mit T = (V, E) eine Instanz des Optimierungsproblems B-Baum-Baum. Für jedes v ∈ V lässt sih in O(n2) eine rekursive Bezeihnung A(T ) von T �nden, sodass A(v) = 1 (Lemma 4). Sei nun Vv := A(V ) und Ev := {(C(i), i) : i ∈ Vv \ v}. Dann ist
Tv = (Vv, Ev) nah Konstruktion ein Out-Tree. Man de�niere nun Knotengewihte und Kno-tenwerte durh bv = av := 0 für den Startknoten v und bj := cC(j)j und aj := mC(j)jcC(j)j für
j ∈ Vv \ v. Der Aufwand dieser Konstruktion ist für jeden Startknoten v in O(n2), auÿerdemsind aj und bj ganzzahlig, wie in De�nition 58 gefordert.Betrahtet man nun (T, OD, α, l0) unter der zusätzlihen Bedingung, dass die Eke v in derLösung enthalten sein soll, so entspriht eine Lösung dieses Problems einer Lösung der In-stanz (Tv, l0) des Optimierungsproblems PARTIALLY ORDERED KNAPSACK mit gleihemZielfunktionswert, da die Gewihte und Werte nur von den Kanten auf die Eken umverteiltwurden. Für jeden der n Startknoten v ∈ V wird Tv in O(n2) konstruiert und die Instanz (Tv, l0)in O(nQ) mit Q =

∑

v∈V av =
∑

[C(j),j]∈E mC(j)jcC(j)j gelöst (Satz 60). Durh Auswahl derbesten Lösung erhält man also eine Optimallösung von (T, OD, α, l0) in O(Qn2 + n3).5.2.2 B-zGraph-BaumDie NP-Vollständigkeit von B-zGraph-Baum folgt aus der Tatsahe, dass shon B-Baum-BaumNP-vollständig ist (Satz 53) und ein Baum insbesondere ein zusammenhängender Graph ist.Durh Reduktion eines NP-vollständigen Spezialfalls des Steinerbaumproblems auf Instanzenvon B-zGraph-Baum, deren numerishe Eingabewerte polynomiell in der Eingabelänge be-shränkt sind, lässt sih sogar die starke NP-Vollständigkeit von B-zGraph-Baum zeigen.Satz 61 Das Entsheidungsproblem B-zGraph-Baum ist stark NP-vollständig.De�nition 62 [GJ79, 208f.℄ SteinerbaumSei G = (V, E) ein zusammenhängender Graph mit Kantenlängen cij für [i, j] ∈ E und K ⊆ Veine Menge von Knoten. Ein Teilgraph T von G wird Steinerbaum genannt, wenn T ein Baumist und alle Knoten aus K enthält.De�nition 63 [GJ79, 208f.℄ STEINER TREE47



• Instanz (G̃, K̃, l0):Ungerihteter, zusammenhängender Graph G̃ = (Ṽ , Ẽ) mit Kantenlängen c̃ij ∈ Z+ füralle [i, j] ∈ Ẽ,Knotenmenge K̃ ⊂ Ṽ ,Positive ganze Zahl l̃0.
• Frage:Gibt es einen Steinerbaum T für K̃ in G̃, so dass l(T ) ≤ l̃0?Satz 64 [GJ79, 208f.℄ Das Entsheidungsproblem STEINER TREE ist NP-vollständig. Dasgilt auh, wenn die Kantenlängen c̃ij ∀ [i, j] ∈ Ẽ gleih sind.Beweis. (von Satz 61)Sei (G̃, K̃, l̃0) eine Instanz von STEINER TREE mit G̃ = (Ṽ , Ẽ), c ∈ Z+ und c̃ij = c füralle [i, j] ∈ Ẽ. Daraus wird folgendermaÿen eine Instanz (G, OD, α, l0, m0) von B-zGraph-Baumkonstruiert:Sei ohne Beshränkung der Allgemeinheit K̃ = {1, 2, . . . , k} ⊆ Ṽ mit k ∈ N. Nah Hinzufügenvon k neuen Knoten K ′ := {1′, 2′, . . . , k′} sei G = (V, E) gegeben durh V := Ṽ ∪{1′, 2′, . . . , k′}und E := Ẽ ∪

{

[i, i′] : i ∈ K̃
} mit cij := 1 ∀ [i, j] ∈ E. Es seien OD :=

{

{j, j′} : j ∈ K̃
} mit

wjj′ := 1 ∀ {j, j′} ∈ OD die OD-Paare. Sei α := 0, l0 := l̃0
c + k und m0 := k.Ist l̃0 ≥ l(G), so ist jeder spannende Baum von G̃ Lösung des Steinerbaumproblems. Weiterbetrahtet werden muss also nur der Fall l̃0 < l(G) < cn2. Dann ist l0 = l̃0

c +k < cn2

c +n = n2+n,das heiÿt, da auh k < n, die Zahleinträge der Instanzen I = (T, OD, 0, l0, m0) sind polynomiellin n beshränkt.Behauptung 65 Es gibt genau dann eine Lösung der Instanz (G̃, K̃, l̃0) von STEINER TREE,wenn es eine Lösung der Instanz (G, OD, 0, l0, m0) von B-zGraph-Baum gibt.Sei T̃ eine Lösung der Instanz (G̃, K̃, l̃0) von STEINER TREE. Dann gilt l(T̃ ) ≤ l̃0, T̃ ist einBaum und v ∈ T̃ ∀v ∈ K̃. Man betrahte nun T =
(

VT̃ ∪ K ′, ET̃ ∪
{

[j, j′] : j ∈ K̃
}). Dajedes j′ ∈ K ′ Kantengrad 1 hat, können durh das Hinzufügen der Eken und Kanten bei derKonstruktion von T keine Kreise entstehen. Da T̃ ein Baum ist, ist auh T ein Baum.Auÿerdem gilt:

l(T ) =
l(T̃ )

c
+

∑

j∈K̃

cjj′ =
l(T̃ )

c
+ k ≤

l̃0
c

+ k = l0 (76)48



und
∑

{u,v}∈OD

wuv(d(u, v) − dT (u, v)) =
∑

j∈K̃

wjj′ (d(j, j′) − dT (j, j′))

=
∑

j∈K̃

1 · (1 − 0)

= k. (77)Daraus folgt, dass T Lösung von (G, OD, 0, l0, m0) ist.Ist andererseits T = (V, E) eine Lösung von (G, OD, 0, l0, m0), so ist T ein Baum,
l(T ) ≤ l0 (78)und

∑

{u,v}∈OD

wuv(d(u, v) − dT (u, v)) ≥ k. (79)Man bemerke, dass [j, j′] ∈ ET , da sonst
∑

{u,v}∈OD

wuv(d(u, v) − dT (u, v)) =
∑

j∈K̃

1 · (1 − dT (u, v))

<
∑

j∈K̃

1

= k, (80)was ein Widerspruh zu (79) ist. Also ist v ∈ E ∀ v ∈ K̃.Der Graph T̃ , entstehend durh VT̃ = V \K ′ und Ẽ = E\
{

[j, j′] : j ∈ K̃, j′ ∈ K ′
}, ist weiterhinzusammenhängend und deshalb ein Baum. Auÿerdem gilt:

l(T̃ ) = l(T )c−
∑

j∈K̃

cjj′ = l0c + k − k = l̃0. (81)
⇒ T̃ ist Lösung von (G̃, K̃, l̃0).Also hat die Instanz (G̃, K̃, l̃0) von STEINER TREE genau dann eine Lösung, wenn die Instanz
(G, OD, 0, l0, m0) von B-zGraph-Baum eine Lösung hat.
⇒ Das Entsheidungsproblem B-zGraph-Baum ist stark NP-vollständig.5.3 Bestimmung optimaler KreiseWie in Problem A lohnt auh hier nur die Betrahtung des Problems B-zGraph-Kreis.49



Satz 66 Das Entsheidungsproblem B-zGraph-Kreis ist stark NP-vollständig.Der Beweis erfolgt durh Reduktion des NP-vollständigen Entsheidungsproblem HAMILTO-NIAN CIRCUIT (siehe De�nition 30) auf ein Teilproblem von B-zGraph-Kreis, analog zumBeweis von Satz 51.Beweis. Sei (G̃) mit G̃ = (Ṽ , Ẽ) und Ṽ := {1, 2, . . . , n} eine Instanz von HAMILTONIANCIRCUIT. Dann de�niere man G = (V, E) durh V := Ṽ ∪ V ′, wobei V ′ := {1′, 2′, . . . , n′} und
E := Ẽ ∪ E′ mit E′ :=

{

[i, i′] : i ∈ Ṽ
}.Die Kantenlängen seien gegeben durh cij := 1 für [i, j] ∈ Ẽ und cii′ := n2+1 für [i, i′] ∈ E′. DieMenge der OD-Paare sei OD := {{i′, (i + 1)′} : i = 1, 2, . . . , n − 1} ∪ {{n′, 1′}} mit Nahfrage

wuv := 1 ∀ {u, v} ∈ OD. Sei m0 :=
∑

{u,v}∈OD(d(u, v) − 2(n2 + 1)), l0 := n2 und α := 0.Die Konstruktion von G kann in Polynomialzeit erfolgen, da die Berehnung von d(u, v), dasheiÿt das Bestimmen eines kürzesten Weges zwishen u und v, nah Lemma 9 in O(n) ist.Da wie im Beweis zu Satz 51 m0 < n2, sind alle Zahlen in der Instanz (T, OD, 0, n2, m0)polynomiell beshränkt in n.Behauptung 67 Es gibt genau dann eine Lösung der Instanz (G̃) von HAMILTONIAN CIR-CUIT, wenn es eine Lösung der Instanz (G, OD, 0, n2, m0) von B-zGraph-Kreis gibt.Sei K = (VK , EK) eine Lösung von (G̃). Dann ist K ein Kreis und da EK ⊂ Ẽ, gilt
l(K) ≤

∑

[i,j]∈Ẽ

cij =
∑

[i,j]∈Ẽ

1 < n2. (82)
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Auÿerdem ist
∑

{u,v}∈OD

(d(u, v) − dK(u, v))

=
∑

{u,v}∈OD

d(u, v) −
∑

{u,v}∈OD

dK(u, v)

=
∑

{u,v}∈OD

d(u, v) −
[(

n−1
∑

j=1

dK(j′, (j + 1)′
)

+ dK(n′, 1′)
]

=
∑

{u,v}∈OD

d(u, v) −
[(

n−1
∑

j=1

dK(j′, j) + dK(j, j + 1) + dK(j + 1, (j + 1)′)
)

+ dK(n′, n) + dK(n, 1) + dK(1, 1′)
]

=
∑

{u,v}∈OD

d(u, v) −
[(

n−1
∑

j=1

(n2 + 1) + 0 + (n2 + 1)
)

+ (n2 + 1) + 0 + (n2 + 1)
]

=
∑

{u,v}∈OD

d(u, v) −
n

∑

j=1

2(n2 + 1)

=
∑

{u,v}∈OD

(

d(u, v) − 2(n2 + n)
)

=m0. (83)
⇒ K ist Lösung der Instanz (G, OD, 0, n2, m0) von B-zGraph-Kreis.Sei nun K = (VK , EK) eine Lösung von (G, OD, 0, n2, m0). Dann ist K ein Kreis,

l(K) ≤ n2 = l(G̃) (84)und
∑

{u,v}∈OD

(d(u, v) − dK(u, v)) ≥ m0. (85)Wegen (84) ist [i, i′] /∈ EK ∀ i ∈ VG̃, da sonst
l(K) ≥ cii′ = n2 + 1 > n2. (86)Wegen (85) gibt es kein i ∈ V , so dass K = ({i′} , ∅), denn sonst wäre dK(u, v) = d(u, v) füralle {u, v} ∈ OD und ∑

{u,v}∈OD d(u, v) − dk(u, v) = 0. Also ist K ⊂ G.Angenommen K ist kein Hamiltonsher Kreis in G̃, das heiÿt ∃i ∈ Ṽ : i /∈ VK . Dann ist wegen
51



cij > 0 ∀[i, j] ∈ Ẽ:
dK(i′, (i + 1)′) =dK(i′, i) + dK(i, i + 1) + dK(i + 1, (i + 1)′)

=(n2 + 1) + dK(i, i + 1) + (n2 + 1)

>2(n2 + 1). (87)
⇒

d(i′, (i + 1)′) − dK(i′, (i + 1)′) < d(i′, (i + 1)′) − 2(n2 + 1) (88)Daraus folgt:
∑

{l,u}∈OD

(d(u, v) − dK(u, v))

=

n−1
∑

j=1

(d(j′, (j + 1)′) − dK(j, (j + 1)′)) + d(n′, 1′) − dK(n′, 1′)

<
n−1
∑

j=1

(d(j′, (j + 1)′) − 2(n2 + 1)) + d(n′, 1′) − 2(n2 + 1)

=
∑

{u,v}∈OD

(d(u, v) − 2(n2 + 1))

=m0. (89)Also ist ∑

{u,v}∈OD(d(u, v) − dK(u, v)) < m0. Das ist ein Widerspruh zu (85). Es folgt
i ∈ VK ∀ i ∈ Ṽ .
⇒ K ist ein Hamiltonsher Kreis in G̃.Die Instanz (G̃) von HAMILTONIAN CIRCUIT hat also genau dann eine Lösung, wenn dieInstanz (G, OD, 0, n2, m0) von B-zGraph-Kreis eine Lösung hat.
⇒ B-zGraph-Kreis ist stark NP-vollständig.5.4 Bestimmung optimaler zusammenhängender TeilgraphenBei der Bestimmung optimaler zusammenhängender Teilgraphen kann man sih auf das ProblemB-zGraph-zGraph beshränken (siehe Kapitel 3.2).Satz 68 Das Entsheidungsproblem B-zGraph-zGraph ist stark NP-vollständig.Beweis. Sei T Lösung einer Instanz (G, OD, α, l0, m0) von B-zGraph-Baum. Dann löst T ins-besondere auh die Instanz (G, OD, α, l0, m0) von B-zGraph-zGraph.52



Ist andersherum g Lösung einer Instanz (G, OD, 0, l0, m0) von B-zGraph-zGraph mit α = 0,dann ist jeder spannende Baum von g ebenfalls Lösung von (G, OD, α, l0, m0). Für Instanzenmit α = 0 ist also die Existenz einer Lösung von B-zGraph-zGraph äquivalent zu der Existenzeiner Lösung von B-zGraph-Baum.Da bei der Reduktion von STEINER TREE im Beweis der starken NP-Vollständigkeit vonB-zGraph-Baum (Satz 61) nur Instanzen mit α = 0 betrahtet werden, zeigt dieser Beweisgleihzeitig die starke NP-Vollständigkeit von B-zGraph-zGraph.5.5 Bestimmung optimaler allgemeiner Teilgraphen5.5.1 B-Pfad-GraphSatz 69 Das Problem B-Pfad-Graph ist NP-vollständig.Der Beweis erfolgt durh Reduktion des Entsheidungsproblems KNAPSACK (siehe De�nition54).Beweis. (von Satz 69)Sei (O, C, N) für O := {o1, o2, . . . , on} für n ∈ N mit zugeordnetem Nutzen ai und Gewiht bi für
oi ∈ O eine Instanz von KNAPSACK. Durh V := {0, 1, . . . , n} und E := {[i − 1, i] : i = 1, . . . , n}ist ein Pfad P = (V, E) de�niert. Die Kantenlängen seien gegeben durh ci−1i := bi. Sei
X =

∏n
i=1 bi. Die Menge der OD-Paare sei OD := {{i − 1, i} : i = 1, . . . , n} mit wi−1i := aiX

ci−1i
.Sei α := 0, l0 := C und ḿ0 = NX . Betrahtet wird nun also die Instanz (P, OD, 0, C, (1 − α)NX)des Entsheidungsproblems B-Pfad-Graph.Behauptung 70 Die Instanz (O, C, N) von KNAPSACK hat genau dann eine Lösung, wenndie Instanz (P, OD, 0, C, (1 − α)NX) von B-Pfad-Graph eine Lösung hat.Da in einem Pfad die Wege zwishen den Knoten eindeutig bestimmt sind, lässt sih für B-Pfad-Graph die Charakterisierung (53) der Zielfunktion verwenden. Angenommen die Teilmenge

R ⊂ O löst (O, C, N). Dann gilt:
∑

oi∈R

ai ≥ N, (90)
∑

oi∈R

bi ≤ C. (91)Man betrahte nun die Instanz (P, OD, 0, C, (1 − α)NX) von B-Pfad-Graph.Sei der Teilgraph g de�niert durh g = (Vg, Eg) mit Vg := {j ∈ V : oj ∈ R oder oj+1 ∈ R} und53



Eg := {[i − 1, i] : oi ∈ R}.Es gilt:
∑

[i,j]∈Eg

cij =
∑

[i−1,i]∈Eg

ci−1i

=
∑

[i−1,i]∈Eg

bi

=
∑

oi∈R

bi

≤C (92)und
∑

[i,j]∈Eg

mijcij =
∑

[i,j]∈Eg

(
∑

{u,v}∈OD:[i,j]∈Wuv

wuv)cij

=
∑

[i−1,i]∈Eg

(
∑

{u,v}∈OD:[i−1,i]∈Wuv

wuv)ci−1i

=
∑

[i−1,i]∈Eg

wi−1ici−1i

=
∑

[i−1,i]∈Eg

aiX

ci−1i
ci−1i

=
∑

[i−1,i]∈Eg

aiX

=
(

∑

oi∈R

ai

)

X

≥NX, (93)also (1 − α)
∑

[i,j]∈Eg
mijcij ≤ (1 − α)NX . Daraus folgt, dass g die Instanz (P, OD, 0, C, NX)löst.Sei nun g = (Vg, Eg) eine Lösung von (P, OD, 0, C, (1−α)NX). Sei R := {oi ∈ O : [i − 1, i] ∈ Eg}.Dann gilt mit ähnlihen Rehnungen wie vorher:

∑

oi∈R

bi =
∑

[i−1,i]∈Eg

ci−1i ≤ C (94)
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und
∑

oi∈R

ai =
∑

[i−1,i]∈Eg

wi−1ici−1i

X

=
(

∑

[i−1,i]∈Eg

(
∑

{u,v}∈OD:[i−1,i]∈Wuv

wuv)ci−1i

)

/X

=
(

∑

[i,j]∈Eg

(
∑

{u,v}∈OD:[i,j]∈Wuv

wuv)cij

)

/X

≥N (95)
(O, C, N) hat also genau dann eine Lösung, wenn (P, OD, 0, C, (1 − α)NX) eine Lösung hat.
⇒ Das Entsheidungsproblem B-Pfad-Graph ist NP-vollständig.In folgendem Abshnitt wird die pseudopolynomielle Lösbarkeit des Optimierungsproblems B-Baum-Graph bewiesen. Da B-Pfad-Graph ein Unterproblem von B-Baum-Graph ist, sind diedort erzielten Ergebnisse (Satz 73) auh auf das Optimierungsproblem B-Pfad-Graph anwend-bar.5.5.2 B-Baum-GraphWie in Satz 69 durh Reduktion des Ruksakproblems gezeigt, ist das EntsheidungsproblemB-Pfad-Graph NP-vollständig. Da ein Pfad insbesondere eine Baum ist, gilt:Satz 71 Das Entsheidungsproblem B-Baum-Graph ist NP-vollständig.Wie sih im Folgenden zeigen wird, lässt sih aber auh umgekehrt das Problem B-Baum-Graph(und damit auh das Unterproblem B-Pfad-Graph) in ein Ruksakproblem überführen und solösen.Sei (T, OD, α, l0) eine Instanz des Optimierungsproblems B-Baum-Graph mit T = (V, E). Seiohne Beshränkung der Allgemeinheit T rekursiv dargestellt, wobei der erste Knoten abwei-hend von De�nition 3 mit 0 bezeihnet sei, also V = {0, 1, 2, . . . , n − 1}. Die Kantenlängen desrekursiv dargestellten Baumes T seien für i = 1, . . . , n mit ciC(i) bezeihnet. Nah Lemma 46lassen sih die Kantennahfragen miC(i) für alle Kanten [i, C(i)] ∈ E in O(n2) berehnen.Der Instanz (T, OD, α, l0) sei nun eine Instanz von KNAPSACK zugeordnet, die konstruiertwird durh O := {oi : i = 1, . . . , n} mit bi := ciC(i), ai := miC(i)ciC(i) und C := l0. Man beah-te, dass alle diese Werte, wie in 54 gefordert, ganzzahlig sind.Sei nun für eine Lösung g = (Vg, Eg) von (T, OD, α, l0) die MengeRg := {oi : [i, C(i)] ∈ Eg} ⊂ Odie entsprehende Lösung von (O, l0). Umgekehrt sei R eine Lösung von (O, l0). Dann ist55



g = (VR, ER) ⊂ T mit ER := {[i, C(i)] : oi ∈ R} und VR entsprehend die zugehörige Lösungvon (T, OD, α, l0).Satz 72 Sei (T, OD, α, l0) eine Instanz von B-Baum-Baum und (O, l0), wie oben konstruiert,die zugehörige Instanz von KNAPSACK. Seien g und R zwei einander zugeordnete Lösungen.Dann gilt für die Zielfunktionen:
∑

{u,v}∈OD

wuv(d(u, v) − dg(u, v)) = (1 − α)
∑

oi∈R

ai (96)beziehungsweise
∑

[i,j]∈Eg

cijmij =
∑

oi∈R

ai. (97)Weiterhin ist R genau dann eine Optimallösung für (O, l0), wenn g eine Optimallösung für
(T, OD, α, l0) ist.Beweis. Seien (O, l0) und (T, OD, α, l0) ein Paar von Instanzen und R und g ein Paar vonLösungen wie oben.Dann gilt für die Zielfunktionswerte:

∑

{u,v}∈OD

wuv(d(u, v) − dg(u, v)) = (1 − α)
∑

[i,C(i)]∈g

cijmiC(i) = (1 − α)
∑

oi∈R

ai (98)nah Lemma 44 und Konstruktion der Paare von Instanzen von KNAPSACK und B-Baum-Graph. Ist R zulässig, so ist l(g) =
∑

[i,C(i)]∈ER
ciC(i) =

∑

oi∈R bi ≤ l0, also ist g eine zuläs-sige Lösung von (T, OD, α, l0). Ist umgekehrt g zulässige Lösung von (T, OD, α, l0), dann ist
∑

oi∈R bi =
∑

[i,C(i)]∈ER
ciC(i) ≤ l0, daher ist R eine zulässige Lösung von (O, l0). Daraus folgtdie zweite Aussage des Satzes.Das Optimierungsproblem B-Baum-Baum ist also nah Berehnung der Kantennahfragen mijein Ruksakproblem mit Gewihten cij und Nutzen mijcij für [i, j] ∈ E. Daher lassen sih alleAussagen zur Lösbarkeit des Ruksakproblems auf B-Baum-Graph übertragen. Unter Anderemgilt also der folgende Satz:Satz 73 Sei (T, OD, α, l0) eine Instanz des Optimierungsproblems B-Baum-Graph mit rekursivdargestelltem Baum T = (V, E), Kantenlängen ciC(i) und bekannter Kantennahfrage miC(i) füralle [i, C(i)] ∈ E. Dann gilt:

• (T, OD, α, l0) ist in O(nl0) exakt lösbar. 56



• (T, OD, α, l0) ist in O(nC) mit C =
∑

[i,C(i)]∈E ciC(i) exakt lösbar.Beweis. Die Aussagen folgen aus analogen Aussagen über das Ruksakproblem (siehe zumBeispiel [KV08, 439�.℄).Da eine rekursive Darstellung von T , ebenso wie die Berehnung der miC(i) in O(n2) erfol-gen kann (siehe Lemma 4, Bemerkung 6 und Lemma 46), ist im Allgemeinen eine exakte Lö-sung einer Instanz (T, OD, α, l0) des Optimierungsproblems B-Baum-Baum in O(n2 +nl0) oder
O(n2 + nC) mit C =

∑

[i,C(i)]∈E ciC(i) möglih.5.5.3 Gegeben: KreisSatz 74 Das Entsheidungsproblem B-Kreis-Graph ist NP-vollständig.Der Beweis des Satzes erfolgt durh Reduktion von B-Kreis-Graph auf B-Pfad-Graph.Beweis. Sei die Instanz (P, OD, α, l0, S) von B-Pfad-Graph mit P = (VP , EP ) gegeben, wobei
V = {1, 2, ..., n} und E = {[i, i + 1] : i = 1, . . . , n − 1}. Durh Hinzufügen der Kante [n, 1] mitKantenlänge cn1 = max {l0, a0}+1 erhält man aus P den Kreis K = (VK , EK). Für K gilt also
VK = VP , EK = EP ∪ [n, 1].Behauptung 75 Es gibt genau dann eine Lösung der Instanz (K, OD, α, l0, m0) von B-Kreis-Graph, wenn es eine Lösung der Instanz (P, OD, α, l0, m0) von B-Pfad-Graph gibt.Sei g ⊂ P eine Lösung von (P, OD, α, l0, m0). Dann ist g o�ensihtlih auh eine Lösung von
(K, OD, α, l0, m0).Sei umgekehrt g eine Lösung von (K, OD, α, l0, m0). Dann ist l(g) ≤ l0 < cn1, also [n, 1] /∈ Eg.Sei für ein OD-Paar {u, v} W

Kg

uv ein kürzesterWeg zwishen u und v in Kg. Dann ist [n, 1] /∈ E
W

Kg
uv

,da [n, 1] /∈ Eg und
dK

g (u, v) ≤ dK(u, v) ≤ l(P ) < cn1 (99)nah Lemma 12. Also ist W
Kg
uv ⊂ P für alle {u, v} ∈ OD. Daraus folgt

dK
g (u, v) = dP

g (u, v) (100)und äquivalent gilt:
∑

{u,v}∈OD

dK(u, v) − dK
g (u, v) =

∑

{u,v}∈OD

dP (u, v) − dP
g (u, v) ≤ m0. (101)57



Daher ist g auh Lösung von (P, OD, α, l0, m0).Ein Graph g löst also genau dann die Instanz (P, OD, α, l0, m0) von Problem B-Pfad-Graph,wenn er die Instanz (K, OD, α, l0, m0) von B-Kreis-Graph mit dem entsprehend konstruiertem
K löst.
⇒ Das Entsheidungsproblem A-Kreis-Graph ist NP-vollständig.5.5.4 Gegeben: zusammenhängender GraphDa das Problem B-Pfad-Graph shon NP-vollständig ist und ein Pfad insbesondere ein zu-sammenhängender Graph ist, folgt aus der NP-Vollständigkeit von B-Pfad-Graph die NP-Vollständigkeit von B-zGraph-Graph. Es lässt sih durh eine Modi�kation des Beweises vonSatz 61 aber sogar starke NP-Vollständigkeit beweisen.Satz 76 Das Entsheidungsproblem B-zGraph-Graph ist stark NP-vollständig.Beweis. Sei (G̃, K̃, l̃0) eine Instanz von STEINER TREE mit G̃ = (Ṽ , Ẽ) c ∈ Z+ und
c̃ij = c ∀ [i, j] ∈ Ẽ. Daraus wird folgendermaÿen eine Instanz (G, OD, α, l0, m0) von B-zGraph-Baum konstruiert:Sei K̃ = {1, 2, . . . , k} ⊆ Ṽ mit k ∈ N. Nah Hinzufügen von k neuen KnotenK ′ := {1′, 2′, . . . , k′}sei G = (V, E) gegeben durh V := Ṽ ∪ {1′, 2′, . . . , k′} und E := Ẽ ∪

⋃

i∈K̃ {[i, i′]} mit cij := 1für alle [i, j] ∈ E. Die OD-Paare seien gegeben durh OD := {{i′, j′} : i′, j′ ∈ K ′}mit wi′j′ := 1.Sei α := 0, l0 := l̃0
c + k und m0 :=

∑

i′,j′∈K′ d(i′, j′).Es ist l0 = l̃0
c + k < n2c

c + n = n2 + n und m0 ≤ n2, da
d(i′, j′) + d(i, i′) + d(i, j) + d(j, j′) ≤ 1 + n + 1 (102)und |K ′| = |K| ≤ n. Deshalb sind die numerishen Einträge in der konstruierten Instanz

I = (T, OD, 0, l0, m0) polynomiell in n beshränkt.Behauptung 77 Es gibt genau dann eine Lösung der Instanz (G̃, K̃, l̃0) von STEINER TREE,wenn es eine Lösung der Instanz (G, OD, 0, l0, m0) von B-zGraph-Graph gibt.Sei T̃ eine Lösung der Instanz (G̃, K̃, l̃0) von STEINER TREE. Dann gilt l(T̃ ) ≤ l̃0 und i ∈ T̃für alle i ∈ K̃. Man betrahte g = (VT̃ ∪ K ′, ET̃ ∪ {[j, j′] : j ∈ K ′}). Es gilt:
l(g) =

l(T̃ )

c
+

∑

j∈K̃

cjj′ =
l(T̃ )

c
+ k ≤

l̃0
c

+ k = l0. (103)58



Für alle i, j in K gilt nah Konstruktion von g: dg(i, j) = 0, dg(i
′, i) = 0 und dg(j

′, j) = 0, alsoauh dg(i
′, j′) = dg(i

′, i) + dg(i, j) + dg(j, j
′) = 0. Daraus folgt:

∑

{i′,j′}∈OD

wi′j′(d(i′, j′) − dg(i
′, j′)) =

∑

{i′,j′}∈OD

wi′j′d(i′, j′)

=
∑

{i′,j′}∈OD

d(i′, j′)

=m0. (104)Also ist g Lösung der Instanz (G, OD, 0, l0, m0) von B-zGraph-Graph.Ist g nun eine Lösung von (G, OD, 0, l0, m0), so gilt:
l(g) ≤ l0 (105)und

∑

{u,v}∈OD

wuv(d(u, v) − dT (u, v)) ≥ m0. (106)Da m0 =
∑

i′,j′∈K′ d(i′, j′) und OD = {{i′, j′} : i′, j′ ∈ K ′} mit wi′j′ = 1 folgt durh Einsetzen:
(

∑

{i′,j′}∈OD

d(i′, j′) − dg(i
′, j′)

)

≥
∑

{i′,j′}∈OD

d(i′, j′), (107)also ist dg(i
′, j′) = 0 ∀ i′, j′ ∈ K ′.Daher muss es zwishen allen i′, j′ ∈ K ′ einen Weg geben, der in g enthalten ist. Das heiÿt,dass g einen Baum T̂ beinhaltet, der alle i, j ∈ K enthält und für den gilt:

l(T̂ ) ≤ l(g) ≤ l0. (108)Sei T̃ der Baum T̂ nah Entfernen der Kanten [i, i′] ∀i ∈ K, aufgefasst als Baum in G̃ (also mitKantenlängen c). Dann enthält T̃ jeden Knoten aus K und es gilt, da k ≥ 1:
l(T̃ ) = c

(

l(T̂ ) −
∑

i∈K

cii′

)

≤ c(l(g) − k) ≤ c(l0 − k) ≤ cl0 − k = l̃0 (109)
⇒ T̃ ist Lösung von (G̃, K̃, l̃0).Die Instanz (G̃, K̃, l̃0) von STEINER TREE hat daher genau dann eine Lösung, wenn dieInstanz (G, OD, 0, l0, m0) von B-zGraph-Graph mit polynomiell in n beshränkten Einträgeneine Lösung hat.Also ist das Entsheidungsproblem B-zGraph-Graph stark NP-vollständig.59



5.6 Ergebnis g e g e b e nPfad Baum Kreis zGraphPfad O(n2) O(n3) O(n4) starkNP-vollständiggesuht
Baum O(n2) NP-vollständig(pseudopolyno-miell lösbar) O(n4) starkNP-vollständigKreis niht möglih niht möglih O(1) starkNP-vollständigzGraph O(n2) NP-vollständig(pseudopolyno-miell lösbar) O(n4) starkNP-vollständigGraph NP-vollständig(pseudopolyno-miell lösbar) NP-vollständig(pseudopolyno-miell lösbar) NP-vollständig starkNP-vollständig
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HAMILTONIAN PATH HAMILTONIAN CIRCUIT STEINER TREE KNAPSACK

Baum − Baum Pfad − Graph Baum − Graph

zGraph − Pfad zGraph − Kreis zGraph − zGraph zGraph − Baum zGraph − Graph POK Kreis − Graph KNAPSACK

Abbildung 7: Übersiht über die NP-vollständigen Unterprobleme von Problem B. Die durhgezogenen Pfeile kennzeihnen in dieser Arbeit durhgeführte Reduktionen,gestrihelte Pfeile kennzeihnen einige ebenfalls möglihe Reduktionen zwishen den Problemen. Die grauen Felder kennzeihnen Probleme, die sogar stark NP-vollständigsind. Die Abkürzung �POK� steht für das Problem PARTALLY ORDERED KNAPSACK.
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6 Lösungsansätze für Problem A-Baum-Baum6.1 UnterbäumeIn einem Baum als unterliegendem Graph ist der Weg zwishen zwei Knoten i und j eindeutigbestimmt. Er wird im Folgenden auh durh die ihn bildende Knotensequenz oder verkürzt als
(i, j), also durh Angabe von Start- und Zielknoten, dargestellt.Es werden kürzeste Wege zwishen Graphen de�niert:De�nition 78 Kürzeste Wege zwishen GraphenSei G ein Graph, g = (Vg, Eg) und g′ = (Vg′ , Eg′ ) seien zwei Teilgraphen. Einen Weg Wg,g′ , derunter den Wegen mit Startknoten in Vg und Endknoten in Vg′ minimale Länge hat, bezeihneman als einen kürzesten Weg zwishen g und g′ in G. Gibt es ein p ∈ Vg ∩ Vg′ , so wird der nuraus dem Knoten p bestehende Teilgraph als kürzester Weg mit Länge 0 bezeihnet.Bemerkung 79 Ist T ein Baum mit Unterbäumen T1 = (VT1 , ET1) und T2 = (VT2 , ET2) mit
ET1 ∩ ET2 = ∅, dann gibt es genau einen Weg WT1,T2 = (u1, u2, . . . , um) mit u1 ∈ T1, um ∈ T2und ui /∈ T1∪T2 ∀ 1 6= i 6= m. Dieser Weg ist unter allen Wegen zwishen T1 und T2 inklusions-und längenminimal. Wie in obiger De�nition besteht WT1,T2 im Fall VT1 ∩ VT2 6= ∅ nur auseinem Knoten. Man beahte, dass |VT1 ∩ VT2 | ≤ 1, da sonst ET1 ∩ ET2 6= ∅.Sei (T, OD, α, l0, d0) eine Instanz des Entsheidungsproblems A-Baum-Baum. Die Menge derkritishen OD-Paare sei ODkrit := {{u, v} ∈ OD : d(u, v) > d0}, das heiÿt die Menge all derOD-Paare, deren Entfernung durh eine Lösung des Entsheidungsproblems verringert werdenmuss.Haben diese kritishen OD-Paare nun die Eigenshaft, dass sie keine gemeinsame Kante haben,also

|ODkrit|
⋂

i=1

E(ui,vi) = ∅, (110)dann lässt sih mit Hilfe des folgenden Algorithmus ein Unterbaum T ′ von T konstruieren, der injeder Lösung von (T, OD, α, l0, d) mit d ≤ d0 enthalten sein muss. Dabei wird ausgenutzt, dassder entstehende Teilbaum zusammenhängend sein muss und somit mindestens die kürzestenWege zwishen den kritishen OD-Paaren enthalten muss. Ist Eigenshaft 110 niht erfüllt,lässt sih kein eindeutiger verbindender Unterbaum �nden.62



Algorithmus 3 Konstruktion UnterbaumEingabe: Baum T = (V, E) mit Kantenlängen cij ∀ [i, j] ∈ E; OD = {{u, v} : u ≤ v}; l0; d0.Ausgabe: Baum T ′ mit l(T ′) ≤ l0, der Unterbaum in jeder optimalen Lösung von
(T, OD, α, l0, d) mit d ≤ d0 ist.

→ Initialisierung1: T ′ = ∅2: ODkrit = OD \ {{u, v} : d(u, v) ≤ d0}

→ Erstellen des Grundpfades3: for j = 2, . . . , |ODkrit| do4: if ⋂j
i=1 E(ui,vi) = ∅ then5: Bestimme kürzesten Weg W⋂ j−1

i=1 (ui,vi),(uj ,vj)
zwishen ⋂j−1

i=1 (ui, vi) und (uj , vj) Setze
T ′ = W⋂ j−1

i=1 (ui,vi),(uj ,vj)
.6: ODkrit = ODkrit \ {{ui, vi} : i = 1, . . . , j}7: Gehe zu Shritt 11.8: end if9: end for10: return T ′ = ∅

→ Hinzufügen von Kanten11: for {u, v} ∈ ODkrit do12: Bestimme die kürzesten Wege zwishen T ′ und (u, v) und füge diese zu T ′ hinzu.13: ODkrit = ODkrit \ {{u, v}}14: if l(T ′) > l0 then15: return FAIL16: end if17: end for18: return T ′
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Satz 80 Algorithmus �Konstruktion Unterbaum� konstruiert in Zeit O(n3) einen Unterbaum
T ′, der in jedem Baum T̂ , der (T, OD, α, l0, d) mit d ≤ d0 löst, enthalten ist. Dieser Unterbaumkann auh leer sein. Gibt er FAIL aus, so ist die Instanz (T, OD, α, l0, d0) niht lösbar.Beweis. Sei T̂ Lösung von (T, OD, α, l0, d) mit d ≤ d0. Zu zeigen ist nun, dass der von Al-gorithmus �Konstruktion Unterbaum� für eine Instanz (T, OD, α, l0, d0) von A-Baum-Baumkonstruierte Graph T ′ Unterbaum von T̂ ist.Aus der Bedingung dT̂ (u, v) ≤ d0 ∀ {u, v} ∈ OD folgt, dass T̂ aus jedem Weg (u, v) zwishenden Knoten eines kritishen OD-Paares {u, v} ∈ ODkrit mindestens eine Kante enthalten muss.Insbesondere muss T̂ also aus jedem {u, v} ∈ ODkrit einen Knoten enthalten. Da die Lösung T̂ein Unterbaum und damit zusammenhängend ist, müssen die Wege zwishen den enthaltenenKnoten ebenfalls in T̂ liegen. Deswegen gilt für alle {{ui, vi} : i ≤ j} ⊂ ODkrit die Aussage
T ′ ⊃

⋃j−1
i=1 W(ui,vi),(uj ,vj) und die Korrektheit von Shritt 5 folgt aus:Behauptung 81 Sei {{ui, vi} : i ≤ j} eine Teilmenge von ODkrit mit ⋂j−1

i=1 (ui, vi) 6= ∅ und
⋂j

i=1(ui, vi) = ∅. Sei W(ui,vi),(uj ,vj) der kürzeste Weg zwishen (ui, vi) und (uj , vj) sowie
W⋂ j−1

i=1 (ui,vi),(uj,vj)
der kürzeste Weg zwishen ⋂j−1

i=1 (ui, vi) und (uj , vj). Dann gilt:
j−1
⋃

i=1

W(ui,vi),(uj ,vj) = W⋂ j−1
i=1 (ui,vi),(uj ,vj)

. (111)Da für alle i ≤ j gilt ⋂j−1
i=1 (ui, vi) ⊂ (ui, vi), ist jeder Weg von (uj , vj) nah ⋂j−1

i=1 (ui, vi)insbesondere auh ein Weg von (uj , vj) nah (ui, vi). Also gilt für die kürzesten Wege zwishen
⋂j−1

i=1 (ui, vi) und (uj , vj) beziehungsweise (ui, vi) und (uj , vj):
W⋂ j−1

i=1 (ui,vi),(uj ,vj)
⊇ W(ui,vi),(uj ,vj) ∀ i ≤ j − 1. (112)Daraus folgt

W⋂ j−1
i=1 (ui,vi),(uj,vj)

⊇

j−1
⋃

i=1

W(ui,vi),(uj ,vj). (113)Angenommen ⋃j−1
i=1 W(ui,vi),(uj ,vj) ist niht zusammenhängend. Dann gibt es k, l ≤ j − 1, sodass W(uk,vk),(uj,vj)∩W(ul ,vl),(uj,vj) = ∅. Man shreibe nun W(uk,vk),(uj,vj) = (wk

1 , wk
2 , . . . , wk

mk)und W(ul,vl),(uj ,vj) = (wl
1, w

l
2, . . . , w

l
ml) mit wk

1 , wl
1 ∈ (uj , vj), wk

mk ∈ (uk, vk), wl
ml ∈ (ul, vl)und wk

i , wl
j /∈ ((uk, ul) ∪ (ul, vl) ∪ (uj , vj)) (vergleihe Bemerkung 79). Da ⋂j−1

i=1 (ui, vi) 6= ∅, ist
(wk

mk
, wl

ml
) ⊂

⋂j−1
i=1 (ui, vi). 64



Daher kann ein Kreis in T̂ nah obigen Überlegungen durh folgende Abfolge von Pfaden de�-niert werden, die nur die Knoten, an denen sie zusammengesetzt werden, gemeinsam haben:
(wk

1 , wk
mk) ∪ (wk

mk , wl
ml) ∪ (wl

ml , w
l
1) ∪ (wl

1, w
k
1 ). (114)Die Existenz eines Kreises als Teilgraph von T steht im Widerspruh zu der Tatsahe, dass Tein Baum ist. Also ist die Annahme falsh und ⋃j−1

i=1 W(ui,vi),(uj ,vj) ist zusammenhängend.Da ⋃j−1
i=1 W(ui,vi),(uj ,vj) in dem Weg W⋂ j−1

i=1 (ui,vi),(uj,vj)
= (w1, w2, . . . , wm) enthalten ist folgt,dass ⋃j−1

i=1 W(ui,vi),(uj,vj) ebenfalls ein Weg ist und sih shreiben lässt als:
j−1
⋃

i=1

W(ui,vi),(uj ,vj) = (w∪
1 , w∪

2 , . . . , w∪
m∪) ⊂ (w1, w2, . . . , wm). (115)Angenommen

j−1
⋃

i=1

W(ui,vi),(uj ,vj) ( W⋂ j−1
i=1 (ui,vi),(uj ,vj)

, (116)also
(w1, w2 . . . , wm) ( (w∪

1 , w∪
2 , . . . , w∪

m∪). (117)Es ist w∪
1 = w1, da sonst (uj , vj) ∩ (w∪

1 , w∪
2 , . . . , w∪

m∪) = ∅ gelten würde. Also muss gelten
wm /∈ (w∪

1 , w∪
2 , . . . , w∪

m∪). Daraus folgt (w∪
1 , w∪

2 , . . . , w∪
m∪) = (w1, w2, . . . , wm∪) mit m∪ < mund (w1, w2, . . . , wm∪) ∩

⋂j−1
i=1 (ui, vi) = ∅.Daher gibt es ein OD-Paar {us, vs} mit s ≤ j − 1 und wm∪ /∈ (us, vs). Angenommen es gibtein t ≤ m∪ mit wt ∈ (us, vs). Da wm ∈

⋂j−1
i=1 (ui, vi) ist insbesondere auh wm ∈ (us, vs). Dannergibt sih wegen t < m∪ < m aus wm∪ ∈ (wt, wm) ⊂ (us, vs) ein Widerspruh. Also kann eskein wt ∈

⋃j−1
i=1 W(ui,vi),(uj ,vj) geben, das in (us, vs) enthalten ist. Dies ist ein Widerspruh zu

⋃j−1
i=1 W(ui,vi),(uj ,vj) ⊃ W(ut,vt),(uj ,vj).Es folgt, dass wm∪ = wm. Also gilt

W⋂ j−1
i=1 (ui,vi),(uj,vj)

=

j−1
⋃

i=1

W(ui,vi),(uj ,vj). (118)Behauptung 82 Sei T (ÕD) der inklusionsminimale Unterbaum, der für jedes {u, v} ∈ ÕDmindestens einen Knoten enthält. Dann gilt T (ÔD ∪ {û, v̂}) = T (ÔD) ∪ WT (ÔD),(û,v̂).O�ensihtlih ist T (ÔD) ∪ WT (ÔD),(û,v̂) zusammenhängend, weil WT (ÔD),(û,v̂) einen Knotenaus T (ÔD) enthält. Da T (ÔD) für jedes {u, v} ∈ ÔD mindestens einen Knoten beinhaltet und
WT (ÔD),(û,v̂) einen Knoten aus {u, v} enthält, gilt T (ÔD ∪ {û, v̂}) ⊆ T (ÔD) ∪ WT (ÔD),(û,v̂).65



Nah De�nition ist WT (ÔD),(û,v̂) auh der kürzeste Weg zwishen T (ÔD) und (û, v̂), also gilt
T (ÔD ∪ {û, v̂}) = T (ÔD) ∪ WT (ÔD),(û,v̂).Induktiv folgt hieraus, dass der durh Hinzufügen von Kanten in Shritt 12 konstruierte Un-terbaum T ′ der Baum T (ODkrit) ist, also der inklusionsminimale Unterbaum, der für jedes
{u, v} ∈ ODkrit mindestens einen Knoten enthält. Nah den Überlegungen am Anfang des Be-weises ist also T ′ ⊂ T̂ für jede Lösung T̂ von (T, OD, α, l0, d) mit d ≤ d0.Gibt Algorithmus �Konstruktion Unterbaum� FAIL aus, so ist l(T ′) > l0 für den konstruiertenUnterbaum T ′. Angenommen T̂ sei Optimallösung von (T, OD, α, l0, d) mit d ≤ d0. Dann gilt
T ′ ⊂ T̂ und somit l0 ≥ l(T̂ ) ≥ l(T ′) > l0, was ein Widerspruh ist.Nun zur Komplexität des Algorithmus: Ohne Beshränkung der Allgemeinheit sei T rekursivdargestellt und seine kanonishe rekursive Darstellung bekannt (siehe Lemma 4 und Bemerkung6). Da die Menge ⋂j−1

i=1 E(ui,vi) bereits beim vorherigen Durhlauf der Shleife berehnet wur-de, muss zur Überprüfung der Bedingung in Shritt 4 nur für jedes Element aus E überprüftwerden, ob es in beiden Mengen ⋂j−1
i=1 E(ui,vi) und E(uj ,vj) enthalten ist. Diese Überprüfung istalso in O(n). Da sie höhstens (|ODkrit| − 1)-mal ausgeführt wird und |ODkrit| in O(n2) ist,ist die Überprüfungszeit in O(n3).Die Bestimmung des kürzesten Weges zwishen zwei Graphen in Shritt 5 und 12 erfolgt durhBestimmung des Weges zwishen zwei beliebigen Knoten der Wege (nah Lemma 9 in O(n))und Entfernen von bereits in den Kantenmengen der Wege enthaltenen Kanten und ist somitin O(n). Shritt 5 wird einmal, Shritt 12 O(n2)-mal ausgeführt. Also ist auh die Berehnungder Wege in O(n3). ⇒ Die Komplexität von Algorithmus �Konstruktion Unterbaum� ist O(n3).Bemerkung 83 Gibt Algorithmus �Konstruktion Unterbaum� den leeren Baum aus, so stellendie Knoten v ∈

⋂|ODkrit|
i=1 V(ui,vi) 6= ∅ die (niht eindeutig bestimmten) kürzesten Wege zwishenden kritishen OD-Paaren dar. Daher muss, falls ein Baum existiert, der das Entsheidungs-problem A-Baum-Baum löst, mindestens ein solhes v in diesem Baum enthalten sein.Lemma 84 Sei T ein Baum und OD eine Menge von OD-Paaren in T . Seien 0 ≤ s < t zweinihtnegative, reelle Zahlen, so dass es kein OD-Paar {u, v} mit s ≤ d(u, v) < t gibt.Dann ist für jedes d0 ∈ [s, t) der von Algorithmus �Konstruktion Unterbaum� konstruierteUnterbaum identish.
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Beweis. Sei d0 ∈ [s, t). Dann ist für ODkrit aus Algorithmus �Konstruktion Unterbaum� :
ODkrit = OD \ {{u, v} : d(u, v) ≤ d0}

= OD \ {{u, v} : d(u, v) ≤ s} . (119)Daraus folgt die Behauptung.6.2 Lösung des Entsheidungsproblems für Spezialfällevon Problem A-Baum-BaumSei (T, OD, α, l0, d0) eine Instanz von A-Baum-Baum. Für einen gegebenen Unterbaum T ′
E von

T lässt sih das Problem A-Baum-Baum dahingehend verändern, dass nur noh Lösungen T ′von (T, OD, α, l0, d0), die T ′
E enthalten, als zulässig gelten:De�nition 85 Problem A-Baum-Baum∗Entsheidungsproblem:

• Instanz (T, OD, α, l0, d0, T
′
E):Baum T = (V, E) mit Kantenlängen cij ∈ Z+ für [i, j] ∈ E,Menge von OD-Paaren OD,Beshleunigungsfaktor α ∈ [0, 1),Maximallänge des gesuhten Teilbaumes l0 ∈ Z+,Maximale Distanz in GT ′ zwishen zwei OD-Paaren d0 ∈ Z+

0 ,Unterbaum T ′
E von T

• Frage:Gibt es einen Teilgraph T ′ ⊂ T , so dass T ′
E ⊂ T ′ und:

l(T ′) ≤ l0 (120)
dT ′(u, v) ≤ d0 ∀ {u, v} ∈ OD ? (121)Optimierungsproblem:

• Instanz (T, OD, α, l0, T
′
E):Baum T = (V, E) mit Kantenlängen cij ∈ Z+ für [i, j] ∈ E,Menge von OD-Paaren OD,Beshleunigungsfaktor α ∈ [0, 1),Maximallänge des gesuhten Teilbaumes l0 ∈ Z+,Unterbaum T ′

E von T 67



• Gesuht:Unterbaum T ′ ⊂ T mit T ′
E ⊂ T ′ und l(T ′) ≤ l0, der max{u,v}∈OD dT ′(u, v) minimiert.Bemerkung 86 Sei (T, OD, α, l0, d0) eine Instanz von A-Baum-Baum. Ist T ′

E ein von Al-gorithmus �Konstruktion Unterbaum� für d0 erzeugter Unterbaum, so ist T ′
E nah Satz 80in jeder Lösung von (T, OD, α, l0, d) mit d ≤ d0 enthalten. Für d ≤ d0 sind die Instan-zen (T, OD, α, l0, d, T ′

E) und (T, OD, α, l0, d) der Entsheidungsprobleme A-Baum-Baum undA-Baum-Baum* also äquivalent.Sei (T, OD, α, l0, d0, T
′
E) eine Instanz von A-Baum-Baum*. Hat die Menge der OD-Paare füreinen Unterbaum T ′, der T ′

E enthält und in jeder Lösung einer Instanz von (T, OD, α, l0, d, T ′
E)mit d ≤ d0 enthalten sein muss, die Eigenshaft

(Eu1,v1 ∩ Eu2,v2) \ ET ′ = ∅

∀ {u1, v1} , {u2, v2} ∈ OD mit d(ui, vi) > d0, (122)so lässt sih in Polynomialzeit entsheiden, ob es eine Lösung von (T, OD, α, l0, d0, T
′
E) gibt.Diese Eigenshaft des Unterbaumes sei im Folgenden mit Dist(T ′) bezeihnet. Die Konstruk-tion der Lösung beruht darauf, dass in diesem Fall, aufbauend auf dem Unterbaum T ′, fürjedes OD-Paar einzeln eine Lösung gefunden wird und diese Einzellösungen zusammengesetztwerden. T ′ erhält man zum Beispiel durh Ausführung von Algorithmus �Konstruktion Unter-baum� und anshlieÿende Vereinigung des Ergebnisses mit T ′

E.
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Algorithmus 4 Hinzufügen von KantenEingabe: Baum T = (V, E) mit Kantenlängen cij ∀ [i, j] ∈ E; nihtleerer Unterbaum T ′
E ⊂ T ;

OD Menge von OD-Paaren; α; l0; d0.Ausgabe: Unterbaum T̃ von T , der die Instanz (T, OD, α, l0, d0, T
′
E) von A-Baum-Baum∗ löst;Unterbaum T ′ von T mit T ′

E ⊂ T ′, der für d ≤ d0 in der Lösung des Problems enthaltensein muss ; FAIL falls es keinen solhen Baum T̃ gibt; �Eigenshaft Dist(T ′
E) niht erfüllt�,falls dies der Fall ist und deshalb das Problem niht entshieden werden kann.1: if l(T ′

E) > l0 then2: return FAIL3: end if4: ODkrit =
{

{u, v} ∈ OD : dT ′

E
(u, v) > d0

}5: for {u, v} ∈ ODkrit do6: if (u, v) ⊂ T ′
E then7: return FAIL8: end if9: end for10: T ′ = T ′

E11: for {u, v} ∈ ODkrit do12: if (u, v) ∩ T ′ = ∅ then13: Bestimme die kürzesten Wege zwishen T ′ und (u, v) und füge diese zu T ′ hinzu.14: end if15: end for16: if (E(u1,v1) ∩ E(u2,v2)) \ ET ′ 6= ∅ für zwei OD-Paare {u1, v1} , {u2, v2} ∈ ODkrit then17: return �Eigenshaft Dist(T ′
E) niht erfüllt.�18: end if19: Setze T̃ = T ′.20: for {u, v} ∈ ODkrit do21: Bestimme alle Teilwege W i

uv von (u, v), die (u, v)∩T̃ enthalten und die inklusionsminimalmit der Eigenshaft dW i
(u,v)

(u, v) ≤ d0 sind, und ihre Länge. Füge einen der kürzesten dieserWege, genannt W(u,v), zu T̃ hinzu.22: if Es gibt kein solhes W(u,v) then23: return FAIL24: end if25: end for 69



26: if l(T̃ ) > l0 then27: return FAIL28: end if29: return Lösung T̃ von (T, OD, α, l0, d0, T
′
E); Unterbaum T ′ ⊃ T ′

ELemma 87 Sei (T, OD, α, l0, d0, T
′
E) eine Instanz des Entsheidungsproblems A-Baum-Baum∗.Gilt für einen Unterbaum T ′ ⊂ T mit T ′ ⊃ T ′

E, der in jeder Lösung von (T, OD, α, l0, d, T ′
E)mit d ≤ d0 enthalten ist, Eigenshaft Dist(T ′), also

(Eu1,v1 ∩ Eu2,v2) \ ET ′ = ∅

∀ {u1, v1} , {u2, v2} ∈ OD mit d(ui, vi) > d0, (123)dann entsheidet Algorithmus �Hinzufügen von Kanten� das Entsheidungsproblem A-Baum-Baum∗ in O(n3) und gibt eine längenminimale Lösung T̃ der Instanz (T, OD, α, l0, d0, T
′
E) aus,falls eine solhe existiert. Weiterhin gibt der Algorithmus einen Unterbaum T ′ aus, der in jederLösung einer Instanz (T, OD, α, l0, d, T ′

E) mit d ≤ d0 enthalten sein muss.Beweis. Sei T̂ eine Lösung von (T, OD, α, l0, d, T ′
E) mit d ≤ d0. Dann enthält T̂ von jedemOD-Paar aus ODkrit mindestens eine Kante. Analog zum Beweis der Korrektheit von Algorith-mus �Konstruktion Unterbaum� folgt, dass die in Shritt 13 konstruierten kürzesten Wege in T̂liegen müssen und dass der so konstruierte Untergraph ein Baum ist. Also gilt T ′ ⊂ T̂ .Sei T̃ die ausgegebene Lösung. Nah Konstruktion enthält T̃ den Unterbaum T ′

E . Wegen Shritt21 gilt dT̃ (u, v) ≤ d0 für alle {u, v} ∈ ODkrit. Für alle anderen OD-Paare {u, v} ∈ OD \ODkritgilt das shon wegen T ′
E ⊂ T̃ und der De�nition von ODkrit in Shritt 4. Da T ein Baumist, ist der Untergraph T̃ kreisfrei. Weil bei Konstruktion von T̃ alle Wege zusammenhängendangefügt werden, folgt induktiv, dass T̃ ein Baum ist. Es gilt l(T̃ ) ≤ l0, da sonst in Shritt 27FAIL ausgegeben worden wäre. Also ist T̃ Lösung von (T, OD, α, l0, d0, T

′
E).Da E(u1,v1) ∩ E(u2,v2) \ ET ′ = ∅ für alle {u1, v1} , {u2, v2} ∈ ODkrit gelten muss, damit Algo-rithmus �Hinzufügen von Kanten� eine Lösung ausgibt, ist in Shritt 21 W i
(u1,v1) ∩W j

(u2,v2) = ∅für alle {u1, v1} , {u2, v2} ∈ ODkrit und alle betrahteten i und j. Die Auswahl aus den längen-minimalen Wegen W l
(uk,vk) beein�usst also niht die Länge von ⋃

{uk,vk}∈ODkrit
W(uk,vk).Angenommen es gibt eine Lösung T ∗ von (T, OD, α, l0, d0, T

′
E) mit l(T ∗) < l(T̃ ). Da, wie shongezeigt, T ′

E ⊂ T ∗ und T ′
E ⊂ T̃ , muss gelten

l(T ∗ \ T ′
E) < l(T̃ \ T ′

E) = l(
⋃

{uk,vk}∈ODkrit

W(uk,vk) \ T ′
E). (124)70



Das führt aber zum Widerspruh, da ⋃

{uk,vk}∈ODkrit
W(uk,vk) längenminimal gewählt wurdeund es somit keinen kleineren zusammenhängenden Graph g geben kann, der dg(u, v) ≤ d0 füralle {u, v} ∈ ODkrit erfüllt. Also ist T̃ längenminimale Lösung von (T, OD, α, l0, d0, T

′
E).Gibt der Algorithmus �Konstruktion Unterbaum� FAIL aus, so ist entweder l(T ′

E) > l0, es gilt
(u, v) ⊂ T ′

E für ein {u, v} ∈ ODkrit, es gibt kein W(u,v) mit dW(u,v)
(u, v) ≤ d0 oder l(T̃ ) > l0. Imersten Fall gilt für jeden Baum mit T̂ ⊃ T ′

E o�ensihtlih l(T̂ ) ≥ l(T ′
E) > l0, also kann es keinezulässige Lösung von (T, OD, α, l0, d0, T

′
E) geben. Gilt dT ′

E
(u, v) > d0 für ein OD-Paar {u, v},für das der Weg (u, v) vollständig in T ′ enthalten ist, so ist auh dT̂ (u, v) = dT ′

E
(u, v) > d0 fürjeden Unterbaum T̂ von T . Also gibt es in diesem Fall ebenfalls keine Lösung des Problems. Glei-hes gilt im dritten Fall, da wenn dW i

(u,v)
(u, v) > d0 für alle W i

(u,v), insbesondere (u, v) selbst,gilt, auh dT̂ (u, v) > d0 folgt. Ist im letzten Fall shlieÿlih der konstruierte längenminimaleBaum länger als l0, so folgt ebenfalls sofort, dass es keine Lösung des Entsheidungsproblemsgeben kann.Sei ohne Beshränkung der Allgemeinheit T rekursiv dargestellt (Lemma 4 und Bemerkung 6).Die Überprüfung der ersten Bedingung ist in O(n). Die Berehnung der kritishen OD-Paareerfordert die Berehnung der Distanz von O(n2) OD-Paaren durh Berehnung des kürzestenWeges zwishen den beiden Knoten eines OD-Paares (siehe Lemma 9) und Addieren der Kan-tenlängen und ist damit in O(n3). Die Anzahl der kritishen OD-Paare ist allerdings beshränktdurh die Anzahl aller OD-Paare und damit in O(n2). Die Überprüfung in Shritt 5-9 ist also in
O(n3). Ist kein kritishes OD-Paar ganz in T ′

E enthalten, so ist die Anzahl der kritishen OD-Paare wegen Bedingung Dist(T ′
E) durh die Anzahl der Kanten von T beshränkt und damitin O(n). Für ein OD-Paar ist wie im Beweis zu Satz 80 das Hinzufügen der Kanten in Shritt13 in O(n). Die Überprüfung der Bedingung in Shritt 16 geshieht, indem man für jede Kantein T \ T ′

E überprüft, ob sie in mehr als einem der O(n2) kritishen OD-Paare enthalten ist undist deshalb in O(n3). Das Hinzufügen der Kanten in Shritt 21 kann folgendermaÿen in O(n)vorgenommen werden: Die Mindestlänge der noh hinzuzufügenden Kanten für ein kritishesOD-Paar beträgt duv := (dT̃ (u, v) − d0)/(1 − α). Bestimme (ähnlih wie im Beweis zu Lemma15 beim Finden der maximalen Pfade der Länge höhstens l0) in O(n) die minimalen Teilpfadevon (u, v) der Länge mindestens duv +l((u, v)∩T̃), die (u, v)∩T̃ enthalten. Wähle den kürzestendieser Pfade und füge ihn zu T̃ hinzu. Also ist Shritt 20-28 in O(n3).Algorithmus �Hinzufügen von Kanten� ist somit in O(n3).Daraus folgt: 71



Korollar 88 Sei (T, OD, α, l0, d0) eine Instanz des Entsheidungsproblems A-Baum-Baum.Für einen nihtleeren Baum T ′
E, sei bekannt, dass er in der Lösung des Entsheidungsproblemsenthalten sein muss. Gilt für T ′
E:

(Eu1,v1 ∩ Eu2,v2) \ ET ′

E
= ∅

∀ {u1, v1} , {u2, v2} ∈ OD mit d(ui, vi) > d0, (125)dann entsheidet Algorithmus �Hinzufügen von Kanten� das Entsheidungsproblem in O(n3)und gibt eine längenminimale Lösung T ∗ der Instanz (T, OD, α, l0, d0) aus, falls sie existiert.Bemerkung 89 Einen solhen Baum T ′
E erhält man zum Beispiel durh Ausführung von Algo-rithmus �Konstruktion Unterbaum� für (T, OD, α, l0, d0). In diesem Fall können bei der Ausfüh-rung von Algorithmus �Hinzufügen von Kanten� die Shritte 1-3 und 11-15 ausgelassen werden,da eine Überprüfung der Zulässigkeit der Länge und das Hinzufügen der kürzesten Wege shonin Algorithmus �Konstruktion Unterbaum� stattfanden.6.3 Optimalitätskriterien und ShrankenEs folgen zwei Kriterien zur Überprüfung der Optimalität von mit Hilfe von Algorithmus �Ent-sheidung A-Baum-Baum� gefundenen Lösungen des Entsheidungsproblems.Lemma 90 Sei T ∗ die von Algorithmus �Hinzufügen von Kanten� gegebene längenminimaleLösung einer Instanz (T, OD, α, l0, d0) des Entsheidungsproblems A-Baum-Baum für einenBaum T = (V, E) und einen für d0 mit Algorithmus �Konstruktion Unterbaum� erzeugten,nihtleeren Unterbaum T ′. Setze δ := minI1,I2

{

|
∑

ei∈I2
ci −

∑

ei∈I1
ci| > 0

} mit I1 ⊂ E und
I2 ⊂ E \ I1, also als die minimale Längenveränderung die eintreten kann, wenn man Kantenaus einem Unterbaum von T entfernt und andere hinzufügt.Gilt l(T ∗) > l0 − δ, dann ist T ∗ optimal.Beweis. Angenommen T ∗ ist niht optimal. Dann gibt es einen Baum T̂ mit

l(T̂ ) ≤ l0, (126)
max

{u,v}∈OD
dT̂ (u, v) < max

{u,v}∈OD
dT∗(u, v). (127)Nah Satz 80 muss der von Algorithmus �Konstruktion Unterbaum� erzeugte Unterbaum T ′auh Unterbaum von T̂ sein. Sei ODkrit = {{u, v} ∈ OD : dT ′(u, v) > d0} wie in Algorithmus�Hinzufügen von Kanten�. 72



Nah Lemma 87 ist T ∗ längenminimal mit der Eigenshaft dT∗(u, v) ≤ d0∀ {u, v} ∈ ODkrit.Also gilt:
l((u, v) ∩ T̂ ) ≥ l((u, v) ∩ T ∗) ∀ {u, v} ∈ ODkrit (128)und wegen T ′ ⊂ T̂ , T ′ ⊂ T ∗

l(((u, v) ∩ T̂ ) \ T ′) ≥ l(((u, v) ∩ T ∗) \ T ′) ∀ {u, v} ∈ ODkrit. (129)Wegen (127) gibt es ein {u, v} ∈ ODkrit, so dass
l((u, v) ∩ T̂ ) > l((u, v) ∩ T ∗), (130)also auh

l(((u, v) ∩ T̂ ) \ T ′) > l(((u, v) ∩ T ∗) \ T ′). (131)Nah De�nition von δ gilt für dieses OD-Paar sogar:
l(((u, v) ∩ T̂ ) \ T ′) ≥ l(((u, v) ∩ T ∗) \ T ′) + δ. (132)Es folgt:

l(T̂ ) ≥ l(T ′) +
∑

{u,v}∈ODkrit

l(((u, v) ∩ T̂ ) \ T ′)

≥ l(T ′) +
∑

{u,v}∈ODkrit

l(((u, v) ∩ T ∗) \ T ′) + δ

= l(T ∗) + δ

> l0. (133)Das ergibt einen Widerspruh zu (126). Also ist T ∗ optimal.Lemma 91 Sei T = (V, E) ein Baum und T̃ eine Optimallösung der Instanz (T, OD, α, l0) desOptimierungsproblems A-Baum-Baum. D := max{u,v}∈OD dT̃ (u, v) bezeihne den optimalenZielfunktionswert. Sei T ∗ die von Algorithmus �Entsheidung A-Baum-Baum� gegebene längen-minimale Lösung einer Instanz (T, OD, α, l0, d0) des Entsheidungsproblems A-Baum-Baum.Sei δ := minI1,I2

{

|
∑

ei∈I2
ci −

∑

ei∈I1
ci| > 0

} mit I1 ⊂ E, I2 ⊂ E \ I1, wie in Lemma 90.Sind Shranken s, t mit 0 ≤ s < D ≤ t für den optimalen Zielfunktionswert D bekannt, für diegilt
t − s ≤ (1 − α)δ (134)73



und gilt für die Lösung T ∗ des Entsheidungsproblems
max

{u,v}∈OD
dT∗(u, v) ∈ (s, t], (135)dann ist T ∗ optimal.Beweis. Angenommen T ∗ ist niht optimal, also D < max{u,v}∈OD dT∗(u, v).Sei {u, v} ∈ OD mit dT∗(u, v) = max{u,v}∈OD dT∗(u, v). W̃ := T̃ ∩ (u, v) und W ∗ := T ∗∩ (u, v)seien die in T̃ beziehungsweise T ∗ liegenden Teile des Weges von u nah v.Dann ist, da der Zielfunktionswert von T ∗ innerhalb der Shranken s und t liegt und T̃ sogarnoh eine bessere Lösung sein soll, s < dT̃ (u, v) < dT∗(u, v) ≤ t:

dT∗(u, v) − dT̃ (u, v) < (t − s) ≤ (1 − α)δ (136)und
dT∗(u, v) − dT̃ (u, v) =α · l(W ∗) + [l(u, v) − l(W ∗)] −

(

α · l(W̃ ) + [l(u, v) − l(W̃ )]
)

=(1 − α)[l(W̃ ) − l(W ∗)] (137)(136) und (137) zusammengenommen ergeben (

l(Ŵ ) − l(W ∗)
)

< δ.Das ist ein Widerspruh zur De�nition von δ.
⇒ T ∗ ist optimal.Folgendes Lemma liefert erste Shranken für den optimalen Zielfunktionswert von A-Baum-Baum.Lemma 92 Sei T ein Baum, OD eine Menge von OD-Paaren in T , α ∈ [0, 1) ein Beshleu-nigungsfaktor und l0 die Maximallänge des gesuhten optimalen Unterbaumes T̂ von T .Sei d1 := max{u,v}∈OD d(u, v). Dann gilt für jeden Teilbaum T̃ von T mit l(T̃ ) ≤ l0:

d1 ≥ max
{u,v}∈OD

dT̃ (u, v) ≥







αd1 falls d1 ≤ l0

αl0 + (d1 − l0) falls d1 > l0
(138)Beweis. Die erste Ungleihung folgt aus Lemma 12:

d(u, v) ≥ dT̃ (u, v) ≥ dT (u, v) = αl(u, v) ∀ {u, v} ∈ OD (139)
⇒

max
{u,v}∈OD

dT̃ (u, v) ≥ max
{u,v}∈OD

dT (u, v) = αd1 (140)74



Ist l0 < d1, so kann maximal ein Teilstük (i, j) der Länge l(i, j) = l0 von (u, v) in T̃ enthaltensein, da l(T̂ ) ≤ l0. Also ist
max

{u,v}∈OD
dT̃ (u, v) ≥ max

{u,v}∈OD
d(i,j)(u, v) ≥ αl0 + (d1 − l0). (141)Sei (T, OD, α, l0, T

′
E) eine Instanz des Optimierungsproblems A-Baum-Baum∗. Der folgendeAlgorithmus �A-Baum-Baum 1� berehnet für geeignete Bäume weitere Shranken, in der Op-timallösung enthaltene Unterbäume und Lösungen der Instanz (T, OD, α, l0, d0, T

′
E) des zuge-hörigen Entsheidungsproblems mit möglihst kleinem d0.Dazu löst es wiederholt Instanzen (T, OD, α, l0, d, T ′) des Entsheidungsproblems A-Baum-Baum mit kleiner werdendem d. Die Wahl von d orientiert sih dabei an den Distanzen derOD-Paare in T .
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Algorithmus 5 A-Baum-Baum 1Eingabe: Baum T = (V, E) mit Kantenlängen cij ∀ [i, j] ∈ E; Unterbaum T ′
E 6= ∅ von T ;

OD = {{k, l} : k ≤ l} Menge von OD-Paaren; α; l0, obere Shranke ds; untere Shranke ds.Ausgabe: Beste gefundene Lösung von (T, OD, α, l0, T
′
E) T̃ ∗ mit Zielfunktionswert ds; untereShranke ds; Unterbaum T ′∗, der enthalten ist in jedem Baum, der das Entsheidungspro-blem (T, OD, α, l0, d, T ′

E) mit d ≤ d0 löst.
→ Initialisierung1: Bestimme ODi, di so dass d(u, v) = di ∀ {u, v} ∈ ODi, d1 > d2 > . . . > dk2: a = max {i : di < ds}, b = min {i : di > ds}

→ Erster Shritt3: Führe Algorithmus �Hinzufügen von Kanten� mit d0 = ds und Unterbaum T ′
E aus.4: if Ausgabe = �Eigenshaft Dist(T ′

E) niht erfüllt� then5: return FAIL.6: else7: Seien T̃ und T ′ die Ausgaben von Algorithmus �Hinzufügen von Kanten�, also die Lösungdes Entsheidungsproblems und der Unterbaum. Setze T̃ ∗ = T̃ , T ′∗ = T ′.8: end if
→ i-ter Shritt9: for i=a,. . . , b do10: Führe Algorithmus �Hinzufügen von Kanten� mit d0 = di und Unterbaum T ′∗ aus.11: if Ausgabe = �Eigenshaft Dist(T ′∗) niht erfüllt� then12: Gehe zu Shritt 19.13: else if FAIL then14: return : Setze untere Shranke ds = di. Gehe zu Shritt 19.15: else16: Seien T̃ und T ′ die Ausgaben von Algorithmus �Hinzufügen von Kanten�, also dieLösung des Entsheidungsproblems und der Unterbaum. Setze T̃ ∗ = T̃ , T ′∗ = T ′, ds = di.17: end if18: end for19: return Beste gefundene Lösung T̃ ∗ mit Zielfunktionswert ds, untere Shranke ds für denZielfunktionswert, in der Optimallösung enthaltener Unterbaum T ′∗.76



Lemma 93 Algorithmus �A-Baum-Baum 1� ist korrekt.Beweis. Der Algorithmus führt für absteigende di Algorithmus �Hinzufügen von Kanten� fürden Unterbaum T ′
E beziehungsweise T ′∗ aus. T ′

E muss laut Problemstellung in jeder Lösung mitZielfunktionswert d ≤ ds enthalten sein. Induktiv zeigt man, dass das für jedes T ′∗ gilt:Sei der im i-ten Shritt konstruierte Baum T ′∗
i in jeder Lösung von (T, OD, α, l0, d, T ′

E) mit
d ≤ di enthalten. Das heiÿt die Instanzen (T, OD, α, l0, d, T ′

E) und (T, OD, α, l0, d, T ′∗
i ) habendie gleihen Lösungen. Aus Lemma 87 folgt, dass das mit Hilfe von Algorithmus �Hinzufügenvon Kanten� konstruierte T ′∗

i+1 in jeder Lösung von (T, OD, α, l0, d, T ′∗
i ) mit d ≤ di+1 enthaltensein muss. Nah Induktionsvoraussetzung ist das für d ≤ di+1 < di aber äquivalent dazu, dass

T ′∗
i+1 in jeder Lösung von (T, OD, α, l0, d, T ′

E) mit d ≤ di+1 enthalten ist.Aus Lemma 87 folgt dann die Korrektheit von T̃ ∗ und ds in jedem Shritt. Wegen der ab-steigenden Anordnung der dj ist jede gefundene Lösung mit Zielfunktionswert di besser alsdie vorherige mit Zielfunktionswert di−1. In T ′∗, T̃ ∗ und ds werden also die besten bekanntenLösungen gespeihert und mit neu gefundenen Lösungen aktualisiert. Ist Eigenshaft Dist(T ′
E)erfüllt, aber Algorithmus �Hinzufügen von Kanten� gibt FAIL aus, so kann nah Lemma 87kein Unterbaum T̃ mit den gewünshten Eigenshaften gefunden werden, die untere Shrankein Shritt 14 ist korrekt. Die Werte in T̃ ∗, T ′∗, ds und ds stellen die besten gefundenen Lösungendar und werden in jedem Shritt aktualisiert.Lemma 94 Algorithmus �A-Baum-Baum 1� ist in O(n5).Beweis. Sei ohne Beshränkung der Allgemeinheit T rekursiv dargestellt (Lemma 4 und Be-merkung 6). In Shritt 1 werden für O(n2) OD-Paare die Distanzen zwishen ihren Knotenbestimmt (durh Ausführung von Algorithmus �Wege in Bäumen� in O(n) und Addieren derKantenlängen) und die OD-Paare dabei sortiert. Also ist Shritt 1 in O(n3). Die Ausführungvon Algorithmus �Hinzufügen von Kanten� ist nah Lemma 87 in O(n3). Da dieser Algorithmushöhstens (

|ODkrit| + 2
)-mal ausgeführt wird, ist das Verfahren also in O(n5).Bemerkung 95 Sind keine besseren Shranken ds und ds bekannt, so können die Shrankenaus Lemma 92 verwendet werden. In diesem Fall ist in Shritt 1 a = 2.Korollar 96 Wählt man als Eingabe von Algorithmus �A-Baum-Baum 1� einen von Algorith-mus �Konstruktion Unterbaum� für ein d0 konstruierten Unterbaum T ′

E, so ist, falls der Algo-rithmus in Shritt 14 oder 19 mit Zielfunktionswert ds ≤ d0 terminiert, der ausgegebene Baum
T ∗ längenminimal unter den Bäumen, die die Instanz (T, OD, α, l0, d

s) lösen. Der Baum T ′ istdann Unterbaum jeder Lösung einer Instanz (T, OD, α, l0, d) mit d ≤ ds.77



Beweis.Nah Satz 80 ist T ′
E Unterbaum jeder Lösung einer Instanz (T, OD, α, l0, d) mit d ≤ d0,also insbesondere auh Unterbaum einer Lösung von (T, OD, α, l0, d

s). Da die Konstruktion von
T ′ analog zum Hinzufügen von Kanten in Algorithmus �Konstruktion Unterbaum� erfolgt, ergibtsih wie in Lemma 80, dass der Baum T ′ Unterbaum jeder Lösung einer Instanz (T, OD, α, l0, d)mit d ≤ ds ist. Der Rest des Korollars folgt aus Korollar 88 und Lemma 93.In dem im Korollar betrahteten Fall kann die Lösung mit Hilfe von Lemma 90 und 91 aufOptimalität überprüft werden. Lassen diese Kriterien niht auf Optimalität shlieÿen, so kannkeine weitere Optimalitätsaussage getro�en werden, da es möglih ist, dass der optimale Ziel-funktionswert D zwishen ds und ds liegt. Dies stellt einen Nahteil gegenüber dem im nähstenAbshnitt dargestellten Verfahren �A-Baum-Baum 2� dar.6.4 Ein Verfahren zur exakten Lösung von Spezialfällenvon A-Baum-BaumDas Vorhandensein von Algorithmus �Entsheidung A-Baum-Baum� zur Konstruktion von Lö-sungen für bestimmte Instanzen des Entsheidungsproblems A-Baum-Baum und des in Lemma91 gegebenen zweiten Optimalitätskriteriums motiviert folgendes Verfahren, das für geeigneteInstanzen des Optimierungsproblems A-Baum-Baum durh Intervallhalbierung exakte Lösun-gen berehnet.
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Algorithmus 6 A-Baum-Baum 2Eingabe: Baum T = (V, E) mit Kantenlängen cij ∀ [i, j] ∈ E; OD Menge von OD-Paaren; α;
l0; Shranken ds und ds; Shrittanzahl m; δ wie in Lemma 91 oder kleiner.Ausgabe: Optimallösung T̂ oder Lösung T ∗ des Entsheidungsproblems (T, OD, α, l0, d0) fürdas kleinste d0, für das eine Lösung gefunden wurde; FAIL falls für kein d0 eine Lösunggefunden wurde.

→ Initialisierung1: Setze T = ∅ , d0 = ds , C = ds−ds

2 , d1 = ds + C , t = ds , s = ds2: Berehne d(u, v) für alle {u, v} ∈ OD, sortiere OD entsprehend.
→ Verfahren3: for i = 1, . . . , m do4: ODi
krit =

{

{u, v} ∈ OD : d(u, v) > di
}5: Führe Algorithmus �Konstruktion Unterbaum� für (T, OD, α, l0, di) mit Ausgabe T ′

i aus.6: if FAIL then7: s = di, di+1 = di + 1
2i C8: else9: if T ′ 6= ∅ then10: Führe Algorithmus �Hinzufügen von Kanten� mit d0 = di+1 und Unterbaum T ′

iaus.11: if Ausgabe = �Eigenshaft Dist(T ′
i ) niht erfüllt.� then12: s̃ = di, di+1 = di + 1

2i C13: else if Ausgabe = FAIL then14: s = di, di+1 = di + 1
2i C15: else16: t = di, di+1 = di − 1
2i C, speihere Ausgabe als T ∗17: end if18: else19: t̃ = di, di+1 = di − 1

2i C20: end if21: end if22: if t − s ≤ (1 − α)δ then23: return T̂ = T ∗ ist Optimallösung 79



24: end if25: if t − s̃ ≤ (1 − α)δ then26: return T ∗ löst (T, OD, α, l0, d
i)27: end if28: if t̃ − s ≤ (1 − α)δ oder t̃ − s̃ ≤ (1 − α)δ then29: return FAIL30: end if31: end forSatz 97 Algorithmus �A-Baum-Baum 2� ist korrekt.Beweis. Algorithmus �A-Baum-Baum 2� berehnet Shranken s und t für die Optimallösungdes Problems A-Baum-Baum. Gibt Algorithmus �Konstruktion Unterbaum� FAIL aus, so gibt esnah Satz 80 keine Lösung der Instanz (T, OD, α, l0, d

i), die untere Shranke in Shritt 7 ist alsokorrekt. Findet Algorithmus �Hinzufügen von Kanten� eine Lösung der Instanz (T, OD, α, l0, d
i),so ist di eine obere Shranke für den optimalen Zielfunktionswert. Gibt er FAIL aus, so ist dieInstanz (T, OD, α, l0, d

i) niht lösbar und natürlih auh keine Instanz mit gleihem T, OD, αund l0 und kleinerem d0. Deswegen ist di in diesem Fall eine untere Shranke für den optimalenZielfunktionswert. Die Optimalitätsaussage in Shritt 23 folgt dann aus Lemma 91. Die Aussagein Shritt 26 folgt aus aus der De�nition von d0, falls di = d0 und sonst aus Korollar 88.Bemerkung 98 Als anfänglihe Shranken können die Shranken aus Lemma 92 gewählt wer-den. Bei sinnvoller Wahl der Shranken ist ds ≤ d1, im Folgenden wird von einer solhensinnvollen Wahl ausgegangen.Lemma 99 Seien δ, ds und ds die Eingabewerte von Algorithmus �A-Baum-Baum 2� und sei
m̃ = ⌈(log(ds − ds) − log(1 − α) − log(δ))/ log 2⌉ − 1. (142)Dann briht Algorithmus �A-Baum-Baum 2� nah dem m̃-ten Shritt ab.Beweis. Im i-ten Shritt beträgt die Länge des betrahteten Intervalls (

di, di+1
] beziehungs-weise (

di+1, di
], in dem der Zielfunktionswert liegt

|di+1 − di| =
1

2i
C =

1

2i

ds − ds

2
=

ds − ds

2i+1
, (143)
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im m̃-ten Shritt also
ds − ds

2m̃+1
=

ds − ds

exp(log 2
⌈

log(ds−ds)−log(1−α)−log(δ))
log 2

⌉

)

≤
ds − ds

exp(log(ds − ds) − log(1 − α) − log(δ)))

=
ds − ds

exp(log ds−ds

(1−α)δ )

= δ(1 − α). (144)Darum stoppt der Algorithmus in 23, 26 oder 29.Satz 100 Sei T = (V, E) ein Baum. Gilt mit D := minT̂ : l(T̂ )≤l0
max{u,v}∈OD dT̂ (u, v) und

ÕD = {{u, v} ∈ OD : d(u, v) > D − (1 − α)δ}

Eu1v1 ∩ Eu2v2 = ∅ ∀ {u1, v1} , {u2, v2} ∈ ÕD, (145)so lässt sih die Instanz (T, OD, α, l0) von Optimierungsproblem A-Baum-Baum optimal lösenin O(n3 max(log(d1),− log(1 − α),− log δ)).Beweis. Sei ohne Beshränkung der Allgemeinheit T rekursiv dargestellt (Lemma 4 und Bemer-kung 6). Da die Berehnung der Wege zwishen den OD-Paaren für jedes der O(n2) OD-Paarein O(n) ist (Lemma 9), ist Shritt 2 in O(n3). Shritt 4 ist in O(n2), da die Weglängen der O(n2)OD-Paare shon in Shritt 2 berehnet wurden und deshalb bekannt sind. Die Ausführung vonAlgorithmus �Konstruktion Unterbaum� ist nah Satz 80 in O(n3). Algorithmus �Hinzufügenvon Kanten� ist in O(n3) nah Lemma 87. Da die Shritte 4-26 höhstens m̃-mal ausgeführtwerden mit m̃ = ⌈log(ds − ds) − log(1 − α) − log(δ)⌉ (Lemma 99), ist der Algorithmus also in
O(m̃n3) = O(n3 max(log(d1),− log(1 − α),− log δ)).War das betrahtete Intervall (s, t] mit ehter unterer Shranke s, so ist nah Lemma 91 dervon Algorithmus �Entsheidung A-Baum-Baum� als letztes konstruierte Baum T̂ optimal.Die Bedingung

(Eu1v1 ∩ Eu2v2) = ∅ ∀ {u1, v1} , {u2, v2} ∈ ÕD (146)stellt siher, dass von �A-Baum-Baum 2� tatsählih eine untere Shranke s gefunden wurde:Da die Grenzen für den optimalen Zielfunktionswert maximal den Abstand δ(1−α) haben, ist
s > (D − (1 − α)δ) und aus (146) folgt insbesondere

(Eu1v1 ∩ Eu2v2) \ ET ′ = ∅ ∀ {u1, v1} , {u2, v2} ∈ {{u, v} ∈ OD : d(u, v) > s} . (147)81



Galt Bedingung (146), so löst der Algorithmus also in O(n3 max(log(d1),− log(1−α),− log δ))das Optimierungsproblem A-Baum-Baum.Bemerkung 101 In Satz 100 kann man D = minT̂ : l(T̂ )≤l0
max{u,v}∈OD dT̂ (u, v) durh eineuntere Shranke für den optimalen Zielfunktionswert ersetzen.Bemerkung 102 Auh Algorithmus �A-Baum-Baum 2� lässt sih so modi�zieren, dass er aufProbleme mit shon gegebenem Unterbaum T ′, der in der Lösung enthalten sein muss, anwend-bar ist. Statt in Shritt 5 Algorithmus �Konstruktion Unterbaum� auszuführen und mit demberehneten Unterbaum T ′

i 6= ∅ fortzufahren, führe man nur Algorithmus �Hinzufügen von Kan-ten� mit dem gegebenen Unterbaum T ′ aus. In Shritt 23 stellt die ausgegebene Lösung dannallerdings nur noh eine Optimallösung des Optimierungsproblems, bei dem zusätzlih T ′ in derLösung enthalten sein muss, dar. Die Abbruhbedingungen und die Komplexität des Verfahrenswerden dadurh höhstens indirekt (über die Wahl der Shranken) beein�usst.6.5 Heuristishe Lösung von A-Baum-BaumDas in Kapitel 6.4 beshriebene Verfahren zur Lösung des Optimierungsproblems A-Baum-Baum führt nur unter Voraussetzung bestimmter starker Bedingungen für die Wege zwishenden OD-Paaren zur optimalen Lösung einer Instanz (T, OD, α, l0). Da shon das Entshei-dungsproblem A-Baum-Baum stark NP-vollständig ist (Satz 23), wird sih unter der Annahme
P 6= NP im Allgemeinen kein polynomielles oder pseudopolynomielles Verfahren zur Kon-struktion einer Optimallösung des Optimierungsproblems �nden lassen. Deswegen ist diesesKapitel der Entwiklung einer Heuristik gewidmet. Das den bisherigen Verfahren zugrunde lie-gende Prinzip, aufbauend auf einem Unterbaum, der in der Optimallösung enthalten sein muss,Kanten hinzuzufügen, um die Distanz zwishen den OD-Paaren zu vermindern, wird dabeibeibehalten und heuristish umgesetzt. Es werden folgende Bezeihnungen eingeführt:De�nition 103 Zusammenhangskanten/DistanzverringerungskantenSei T = (V, E) ein Baum, T̂ = (VT̂ , ET̂ ) ein Unterbaum von T . Sei {u, v} ein OD-Paar mit
T̂ ∩ (u, v) = ∅. Sei WT̂ ,(u,v) der Weg von T̂ nah (u, v). Mit Zusammenhangskanten seien imFolgenden die Kanten e ∈ EW

T̂ ,(u,v)
bezeihnet, da sie, falls die Distanz zwishen u und vdurh eine Erweiterung von T̂ verkleinert werden soll, aufgenommen werden müssen, damit derentstehende Graph zusammenhängend und somit ein Baum bleibt.Distanzverringerungskanten werden dagegen die Kanten genannt, die zusätzlih aufgenommenwerden, damit für den entstehenden Baum T̂e gilt dT̂e

(u, v) < dT̂ (u, v).82



6.5.1 Heuristishe Bestimmung eines UnterbaumesIm Folgenden werden zwei untershiedlihe Methoden zur Erstellung eines Unterbaumes vorge-stellt.Bestimmung eines Knotens als UnterbaumEssenziell für das spätere Anfügen von Zusammenhangs- und Distanzverringerungskanten istdie Existenz eines Unterbaumes als �Ansatzpunkt�, von dem ausgehend die Kanten zusam-menhängend hinzugefügt werden. Mit folgendem Verfahren bestimmt man nur einen einzelnenKnoten als Unterbaum.Algorithmus 7 Heuristik Konstruktion Unterbaum 1Eingabe: Baum T = (V, E) mit Kantenlängen cij ∀ [i, j] ∈ E; Menge von OD-Paaren OD.Ausgabe: Knoten i ∈ V .1: Berehne d(u, v) ∀ {u, v} ∈ OD.2: Wähle (zufällig) OD-Paar {u, v} mit d(u, v) maximal.3: Wähle ein i ∈ (u, v) als Unterbaum.Da der Knoten i im weiteren Verlauf der Lösungskonstruktion als Ansatzpunkt für die hin-zuzufügenden Kanten dient, spielt seine Wahl eine wihtige Rolle bei der Bestimmung einesguten Baumes bezüglih der Zielfunktion von Problem A. Es folgt eine Liste von möglihenAuswahlregeln für den Knoten i, der als Unterbaum gewählt wird. Liefert eine Auswahlregelkein eindeutiges Ergebnis, so kann zufällig oder anhand einer weiteren Auswahlregel einer derausgewählten Knoten als Unterbaum bestimmt werden.1. Wähle den Knoten, der bezüglih der Anzahl der Kanten in der Mitte des Pfades (u, v)liegt.Sobald bei der Aufnahme der Distanzverringerungskanten für ein OD-Paar {u, v} einezu u oder v inzidente Kante aufgenommen wurde, gibt es keine Wahlmöglihkeit bei derAufnahme weiterer Distanzverringerungskanten für den Pfad (u, v) mehr. Ein Start miteinem Knoten in der Mitte des Pfades (u, v) soll siherstellen, dass die Endknoten, wennüberhaupt, erst nah möglihst vielen Shritten erreiht werden. Dieses Auswahlkriteri-um ist aber nur relevant, wenn mehrere Kanten vom Pfad (u, v) eingefügt werden. DieZeitkomplexität dieses Verfahrens ist O(n).2. Wähle den Knoten, der bezüglih der Länge in der Mitte des Pfades (u, v) liegt.Wie bei Auswahlregel 1 soll auh mit dieser Regel dafür gesorgt werden, dass die Endkno-83



ten des das OD-Paar verbindenden Pfades erst spät erreiht werden. Nimmt man als Maÿfür den Forshritt des Verfahrens niht die Anzahl der aufgenommenen Kanten, sonderndie Länge des erstellten Teilgraphen, kommt man auf diese Auswahlregel, die ebenfalls in
O(n) ist. Wie Regel 1 kommt ihr Vorteil aber nur zum Tragen, wenn viele Kanten desWeges zwishen dem betrahteten OD-Paar aufgenommen werden.3. Wähle den Knoten mit höhstem Kantengrad.Ein hoher Kantengrad kann die Wahrsheinlihkeit erhöhen, dass sih im aufgenommenenKnoten i viele OD-Paare kreuzen und somit für diese OD-Paare später keine Zusammen-hangskanten mehr angefügt werden müssen. Für einen rekursiv dargestellten Baum kannman den Kantengrad von i für i = 1 als Anzahl der Knoten mit C(j) = i, für i > 1 als(1+ Anzahl der Knoten) mit C(j) = i in O(n) bestimmen. Um einen Knoten i zu �nden,in dem sih tatsählih viele OD-Paare kreuzen, wende man Auswahlregel 6 an. Diese istallerdings in O(n3).4. Wähle den Knoten, der adjazent zu der Kante in (u, v) mit kleinstem Kantengewiht ist.Bei dieser Wahl steht im weiteren Verlauf der Konstruktion die Aufnahme einer Kantezur Auswahl, die die Distanz zwishen u und v verkleinert, die Länge des zu erstellendenTeilbaumes aber weniger stark vergröÿert als andere solhe Kanten. Das könnte in derEndphase des Verfahrens von Nutzen sein oder falls es viele OD-Paare mit hoher Distanzgibt und eine groÿe Verringerung der maximalen Distanz niht möglih ist. Die Auswahlerfolgt auh hier in O(n).5. Wähle den Knoten für den die Summe der Länge der adjazenten Kanten, geteilt durhihre Anzahl, minimal ist.Die Wahl dieses Auswahlkriteriums ist mit ähnlihen Argumenten wie Regel 4 zu begrün-den. Auh sie ist in O(n).6. Lege eine Shranke d̃ fest. Wähle i ∈ V so, dass |

{

{ũ, ṽ} : d(u, v) > d̃; i ∈ V(ũ,ṽ)

}

| ma-ximal ist.Von dem gewähltem i ausgehend lassen sih Kanten zu vielen OD-Paaren hinzufügen,ohne dass Zusammenhangskanten eingefügt werden müssen. Wählt man d̃ zu klein, wer-den jedoh OD-Paare, deren Distanz kleiner als minl(T∗)≤l0 max{ũ,ṽ}∈OD dT∗(u, v) ist,betrahtet und beein�ussen die Wahl von i, obwohl ihr Zielfunktionswert für die Bestim-mung des Maximums niht relevant ist. Für die O(n) Knoten in (u, v) muss überprüft84



werden, in wie vielen der O(n2) Wege zwishen OD-Paaren sie liegen, also ist dieses Vor-gehen in O(n3).Lemma 104 Das Verfahren �Heuristik Konstruktion Unterbaum 1� ist in O(n3).Beweis. Das Bestimmen eines maximalen OD-Paares in Shritt 1 ist in O(n3), die Zeitkom-plexität der Auswahlregeln ist direkt bei ihrer Beshreibung aufgeführt.Zweite Möglihkeit zur Erstellung eines UnterbaumesIn diesem Verfahren wird ein Unterbaum erstellt, der im Allgemeinen aus mehr als einem Knotenbesteht. Wird in Shritt 5 oder 7 auf eine heuristishe Auswahlregel aus vorigem Abshnittzurükgegri�en, so besteht er jedoh nur aus einem Knoten und auh bei Konstruktion einesUnterbaumes mit Hilfe des exakten Algorithmus ist ein nur aus einem Knoten bestehenderUnterbaum möglih.Algorithmus 8 Heuristik Konstruktion Unterbaum 2Eingabe: Baum T = (V, E) mit Kantenlängen cij ∀ [i, j] ∈ E; Menge von OD-Paaren OD.Ausgabe: Unterbaum T ′.1: Berehne d(u, v) ∀ {u, v} ∈ OD.2: Wähle eine Menge ODkrit von OD-Paaren mit zugehörigem
d0 = max{u,v}∈OD\ODkrit

d(u, v) (siehe unten).3: Führe Algorithmus �Konstruktion Unterbaum� für d0 aus.4: if FAIL then5: Vergröÿere d0 und wiederhole das Vorgehen oder greife auf eine der oben aufgeführtenRegeln zur Auswahl eines i ∈ (u, v) mit d(u, v) maximal zurük.6: else if Ausgabe T ′ = ∅ then7: Verkleinere d0 und wiederhole das Vorgehen oder greife auf eine der oben aufgeführtenRegeln zur Auswahl eines i ∈
⋂

{u,v}∈ODkrit
V(u,v) zurük.8: else9: return T ′10: end ifZwei möglihe Regeln zur Wahl von ODkrit und d0 sind:1. Auswahl aller OD-Paare {u, v} mit d(u, v) > d̃ für festgelegtes d̃.Der Distanzvergleih für die O(n2) OD-Paare erfolgt in O(n2), da die Distanzen shon inShritt 1 berehnet wurden. 85



2. Auswahl der k OD-Paare mit gröÿter Distanz für festgelegtes k und aller weiteren mit dergleihen Distanz wie das k-te OD-Paar.Ein solhes k wird festgelegt, damit die Shnittbildung bei der Konstruktion des Unter-baumes einen leeren Shnitt liefert und niht shon dabei auf ein heuristishes Verfahrenzurükgegri�en werden muss. Entsheidet man sih für diese Regelung, kann die minimaleDistanz zwishen den Knoten eines OD-Paares aus ODkrit allerdings niht mehr direktkontrolliert werden. Die Auswahl erfolgt in O(n2).Lemma 105 Das Verfahren ist in O(n3), falls die Anzahl der zugelassenen erneuten Aufrufedes Verfahrens in Shritt 5 und 7 durh eine Zahl x unabhängig von n beshränkt wird.Beweis. Die Berehnung der Distanzen der OD-Paare erfolgt in O(n3). Die Durhführung vonAlgorithmus �Konstruktion Unterbaum� ist in O(n3) (Satz 80), die Auswahlregeln sind in O(n2).Wird der Algorithmus nur höhstens x-mal durhlaufen, wobei x niht von n abhängt, ergibtsih ohne Anwendung der Auswahlregeln aus dem vorherigen Abshnitt eine Komplexität von
O(n3). Da diese Auswahlregeln auh in O(n3) sind, ist das gesamte Verfahren in O(n3).Bemerkung 106 Dieses zweite heuristishe Verfahren zur Konstruktion eines Unterbaumesgibt einen Unterbaum aus, der in der optimalen Lösung enthalten sein muss, falls für die ge-wählte Menge ODkrit gilt:

min
l(T̂ )≤l0

max
{u,v}∈OD

dT̂ (u, v) < max
{u,v}∈ODkrit

d(u, v) (148)und Algorithmus �Konstruktion Unterbaum� bei der letzten Durhführung niht T = ∅ oderFAIL ausgibt (vergleihe Lemma 80). Eine gute Wahl von ODkrit durh Festlegen von d0 oder
k erfordert allerdings im Allgemeinen Kenntnisse über das Problem, insbesondere die ungefähreHöhe des Zielfunktionswerts und die Wege zwishen den OD-Paaren.6.5.2 Hinzufügen der Kanten an den erstellten UnterbaumBeim Hinzufügen der Kanten gibt es zwei Möglihkeiten:1. Der im vorherigen Shritt erstellte Baum T̂ wird vollständig übernommen. Das heiÿt eswird für alle OD-Paare {u, v} dT̂ (u, v) berehnet und davon abhängig das nähste kritisheOD-Paar/ die nähsten kritishen OD-Paare bestimmt.2. Der Baum T̂ aus dem vorherigen Shritt wird niht übernommen. Die Distanzverringe-rungskanten werden an einen neu erstellten oder aus dem vorherigen Shritt übernomme-nen Unterbaum T̂ ′ aus Zusammenhangskanten angefügt.86



Möglihkeit 1 - In jedem Shritt Übernahme des vollständigen Baumes T̂Algorithmus 9 Heuristik 1 Konstruktion Lösung von A-Baum-BaumEingabe: Baum T = (V, E) mit Kantenlängen cij ∀ [i, j] ∈ E; Menge von OD-Paaren OD;Beshleunigungsfaktor α; Maximallänge l0.Ausgabe: Baum T̂ mit l(T̂ ) ≤ l0.1: Bestimme den ersten T̂ Unterbaum mit einem der Verfahren aus 6.5.1.2: while l(T̂ ) ≤ l0 do3: Berehne dT̂ (u, v) für alle {u, v} ∈ OD.4: Wähle (zufällig) ein maximales OD-Paar.5: Füge die Zusammenhangskanten zwishen (u, v) und T̂ zu T̂ hinzu wie in Shritt 5-11von Algorithmus Konstruktion Unterbaum.6: Füge eine Kante zu T̂ hinzu.7: end while8: Entferne die im letzten Durhlaufen von Shritt 3-6 hinzugefügten Kanten wieder.9: return T̂Es folgen einige Auswahlregeln für das Hinzufügen der Kanten in Shritt 6. Man beahte dabei,dass diese Wahl immer nur zwishen (maximal) zwei Kanten aus dem Weg (u, v) geshieht. Isttrotzdem durh die Regel keine eindeutige Kante bestimmt, wähle man zufällig eine der beidenKanten oder benutze eine andere Auswahlregel.1. Wähle die kürzere Kante.Die Länge von T̂ wird minimal vergröÿert. Dafür nimmt die Distanz zwishen dem gewähl-ten OD-Paar aber auh nur minimal ab. Diese Regel eignet sih, wenn es viele OD-Paaremit ähnliher, groÿer Distanz, aber wenigen gemeinsamen Kanten gibt. Da nur zwishenzwei Kanten gewählt wird, ist diese Auswahlregel in O(1).2. Wähle die längere Kante.Die Distanz zwishen dem gewählten OD-Paar wird maximal verringert; es wird eineKante aufgenommen, die im späteren Verlauf eventuell niht mehr aufgenommen werdenkann, da sie zu lang ist. Die Auswahlregel eignet sih für den Anfang des Verfahrens, wennes wenige OD-Paare mit groÿer Distanz gibt oder diese viele Kanten gemeinsam haben.Wie Regel 1 ist auh diese Regel in O(1).87



3. Wähle die Kante, die in den meisten Wegen zwishen OD-Paaren {u, v} mit dT̂ (u, v) > d̃für eine Shranke d̃ liegt.Diese Kante verringert gleihzeitig die Distanz zwishen mehreren OD-Paaren, so dassfür diese weniger Kanten hinzugefügt werden müssen. Wählt man d̃ allerdings zu klein,so werden viele OD-Paare in die Auswahl einbezogen, deren Distanz in TT̂ shon kleinerals der optimale Zielfunktionswert ist, also gar niht verkleinert zu werden brauht. DieseAuswahlregel ist in O(n3), da die in O(n) berehneten Wege zwishen O(n2) OD-Paareüberprüft werden müssen.4. Wähle ein d̃. Sei Õ =
{

{ui, vi} ∈ OD : dT̂ (ui, vi) > d̃
}. Betrahte die Wege WT̂ ,(ui,vi)zwishen T̂ und den Wegen (ui, vi) für {ui, vi} ∈ ÕD. Wähle die Kante, die in den mei-sten WT̂ ,(ui,vi)

enthalten ist.Werden besagte OD-Paare aufgenommen, so müsste die gewählte Kante als Zusammen-hangskante aufgenommen werden, ihre Aufnahme geht also in diesem Fall niht zusätzlihin die Länge des Baumes T̂ ein. Da für O(n2) OD-Paare überprüft werden muss, welheder beiden zur Auswahl stehenden Kanten auf dem in O(n) berehneten Weg WT̂ ,(ui,vi)liegen, ist auh dieses Verfahren in O(n3). Bei der Wahl von d̃ tritt allerdings das selbeProblem wie in Regel 3 auf.Lemma 107 �Heuristik 1� zur Konstruktion einer Lösung von A-Baum-Baum ist in O(n4).Beweis. Nah Lemma 104 und 105 erfolgt die Bestimmung des ersten Unterbaumes in O(n3).Die Berehnung der Distanzen zwishen allen OD-Paaren und die Auswahl von einem mitmaximaler Distanz ist in O(n3). Die Zeitkomplexität der Auswahlregeln ist oben aufgeführt.Da in jedem Shritt mindestens eine Kante hinzukommt, sind nah spätestens n Shrittenalle Kanten in T̂ aufgenommen. Alle Auswahlregeln sind in O(n3), deswegen folgt, dass dasVerfahren in O(n4) ist.Es ist möglih, dass bei diesem Verfahren durh ungünstig gewählte Auswahlregeln Kanten auf-genommen werden, die im Nahhinein unnötig sind, da der Baum T̂ auh nah ihrem Entfernenzusammenhängend bliebe und die maximale Distanz niht abnehmen würde. Werden solheKanten entfernt, nimmt die Länge von T̂ ab, so dass durh neues Hinzufügen von Kanten even-tuell der Zielfunktionswert verbessert werden kann, ohne dass die Maximallänge l0 durh T̂übershritten wird. In diesem Fall kann mögliherweise eine Verbesserung des Zielfunktions-werts erreiht werden, indem statt Shritt 8 und 9 in der �Heuristik 1� zur Konstruktion einerLösung von A-Baum-Baum folgende Shritte ausgeführt werden:88



Algorithmus 10 Verbesserung des Zielfunktionswerts1: Berehne d := max{u,v}∈OD dT̂ (u, v).2: for all Blätter b (auh die neu entstehenden) von T̂ do3: if dT̂\eb
(u, v) ≤ d für die zu b inzidente Kante eb ∈ ET̂ then4: Entferne eb aus ET̂ .5: end if6: if l(T̂ ) > l0 then7: Fahre in �Heuristik 1� zur Konstruktion Lösung von A-Baum-Baum mit Shritt 8fort.8: else9: Fahre in �Heuristik 1� zur Konstruktion Lösung von A-Baum-Baum mit Shritt 3fort.10: end if11: end forDiese Berehnung der Distanzen in TT̂ und ihres Maximums erfolgt in O(n3), die Gesamtüber-prüfungszeit, ob für alle OD-Paare dT̂\eb

(u, v) > d, ist in O(n2). Da diese Überprüfung fürjedes der O(n) Blätter durhgeführt wird, ist dieses Vorgehen in O(n3). Damit die �Heuristik1� zur Konstruktion einer Lösung von A-Baum-Baum auh unter Einbezug von Algorithmus�Verbesserung des Zielfunktionswert� terminiert, sollte die Anzahl der möglihen Aufrufe diesesAlgorithmus in �Heuristik 1� begrenzt werden.In folgendem Abshnitt, bei der Beshreibung des zweiten Verfahrens, werden in jedem Shrittmehrere Kanten angefügt bis die Distanz des betrahteten OD-Paares kleiner als ein vorge-shriebener Wert d̃ ist. Auh bei der Konstruktion mit Übernahme des vollständigen Baumes
T̂ in jedem Shritt wäre ein solhes Verfahren denkbar. Dieses Vorgehen sheint hier aber nurdann sinnvoller als die Auswahl nur einer Kante zu sein, wenn das zu erreihende Distanzmaxi-mum d̃ bekannt ist. Auÿerdem ist es aufwendiger, da niht nur zwishen zwei Kanten, sondernzwishen O(n) Kantenkombinationen gewählt wird. Hinzu kommt, dass eine gute Wahl von d̃shwer zu tre�en ist.
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Möglihkeit 2 - Sukzessive Konstruktion von LösungenEine andere Möglihkeit zur Konstruktion einer Lösung des Optimierungsproblems A-Baum-Baum ist es, ähnlih den Verfahren � A-Baum-Baum 1� oder �A-Baum-Baum 2� vorzugehen,also für eine Folge von Shranken d1, d2, . . . eine Lösung der Instanz (T, OD, α, l0, di) des Ent-sheidungsproblems zu suhen. Ein Shritt des Verfahrens sieht dann folgendermaÿen aus:Algorithmus 11 Shritt in Heuristik 2 zur Konstruktion einer LösungEingabe: Baum T = (V, E) mit Kantenlängen cij ∀ [i, j] ∈ E; Menge von OD-Paaren OD;Beshleunigungsfaktor α; Maximallänge l0; Shranke di.Ausgabe: Shranke di+1 für den nähsten Shritt oder Lösung T̂ von A-Baum-Baum.1: Bestimme ersten Unterbaum T ′ mit einem der Verfahren aus 6.5.1 oder übernehme ihn ausfrüherer Lösung.2: for all {u, v} ∈ OD mit dT ′(u, v) > di do3: Füge die Zusammenhangskanten zu T̂ ′ hinzu wie in Shritt 11-13 von Algorithmus �Kon-struktion Unterbaum�.4: Wähle wie in Algorithmus �Hinzufügen von Kanten� die längenminimale Kombinati-on von Kanten in (u, v), so dass der entstehende Baum T̂ zusammenhängend bleibt und
dT̂ (u, v) ≤ di.5: end for6: Prüfe l(T̂ ) ≤ l0.7: Lege neue Shranke di+1 fest oder gebe T̂ aus.Die Shwierigkeit besteht hier in einer guten Wahl der di. Möglih wäre es zum Beispiel, eineabsteigende Folge d1 > d2 > . . . zu wählen (zum Beispiel die Anfangsdistanzen der OD-Paare)und den letzten gefundenen zulässigen Baum als T̂ als Lösung zu erhalten wie in Algorithmus�A-Baum-Baum 1�. Ebenfalls möglih wäre ein Intervallhalbierungsverfahren wie in Algorithmus�A-Baum-Baum 2�. Da die Wege zwishen den OD-Paaren sih im Allgemeinen übershneiden,sind die hinzugefügten Distanzverringerungskanten zwar optimal für die Verringerung der Di-stanz des jeweiligen OD-Paares, es kann aber niht mehr insgesamt auf Optimalität geshlossenwerden. Dadurh lassen sih Aussagen über die untere Shranke niht von den genannten ex-akten Verfahren übernehmen und Optimalitätsaussagen sind im Allgemeinen niht möglih.Das Hinzufügen einzelner Kanten wie im vorherigen Verfahren ist hier niht sinnvoll, da selbstwenn es für alle kritishen OD-Paare gleihzeitig durhgeführt werden würde, bei gleihbleiben-den Auswahlregeln für einzelne Kanten unabhängig von di in jedem Shritt die gleihen Kanten90



gewählt werden würden.Lemma 108 Ein Shritt des oben beshriebenen Verfahrens ist in O(n5).Beweis. Die Konstruktion eines Unterbaumes mit einem der obigen Verfahren ist in O(n3)(Lemma 104 und 105). Die Berehnung der dT ′(u, v) für alle {u, v} ∈ OD ist in O(n3), dieBerehnung der Distanzverringerungskanten ebenfalls (siehe Beweis zu Lemma 87). Da dieBerehnung aller Zusammenhangskanten in O(n3) ist (wie auh im Beweis zu Satz 80), ist jedeDurhführung eines der oben beshriebenen Shritte 3 und 4 in O(n3). Die Durhführung derFor-Shleife ist also in O(n5).Die Komplexität des gesamten Verfahrens hängt dann von der Auswahlregel für die di ab(vergleihe entsprehende Aussagen über Algorithmus �A-Baum-Baum 1� und �A-Baum-Baum2�).Bei der Konstruktion des ersten Unterbaumes, also des Grundgerüsts, bietet sih die zweiteMöglihkeit zur Konstruktion eines Unterbaumes mit Shranke di an, da dann die Berehnungder Zusammenhangskanten entfällt.6.6 Exakte Lösung von A-Baum-Baum durh Branh-and-BoundDie Anzahl der in einem Baum enthaltenen Unterbäume ist endlih, also ist es prinzipiell mög-lih, das Optimierungsproblem A-Baum-Baum durh vollständige Enumeration zu lösen. Dadie Anzahl der enthaltenen Unterbäume jedoh exponentiell in n ist (vergleihe [YY06℄), ist einsolhes Verfahren sehr aufwendig und für groÿe Eingabelängen praktish niht durhführbar.In solhen Fällen werden oft Branh-and-Bound Verfahren angewendet. Branh-and-Bound Ver-fahren lösen ein Problem, indem sie es solange in Teilprobleme unterteilen, bis die entstehendenProbleme klein genug sind, um ihre optimalen Lösungen zu bestimmen. Dabei können durhBestimmung von Shranken für die Teilprobleme oft ganze Gruppen von möglihen Lösungenausgeshlossen werden und müssen niht mehr betrahtet werden. (siehe [Min86, 248�.℄)Im Folgenden wird dargestellt, wie die Tehnik Branh-and-Bound auf das Optimierungspro-blem A-Baum-Baum angewendet werden kann. Dabei wird zunähst ein Basisverfahren einge-führt, danah werden zur Verbesserung des Verfahrens die heuristishen und exakten Ergebnisseaus den vorangegangenen Kapiteln verwendet.Der kleinste möglihe Unterbaum eines nihtleeren Baumes besteht aus einem Knoten. Durhdie Hinzunahme weiterer Knoten wird eindeutig ein minimaler diese Knoten enthaltender Baum91



gegeben. Deshalb sollen hier im Allgemeinen in jedem Shritt nah Wahl eines Knotens v zweiTeilprobleme erzeugt werden:1. Teilproblem 1: Das ursprünglihe Problem wird unter der Bedingung betrahtet, dass derKnoten v in den Teilbaum T̃ aufgenommen wird.2. Teilproblem 2: Das ursprünglihe Problem wird unter der Bedingung betrahtet, dass derKnoten v niht aufgenommen wird.Niht zusammenhängende Teilgraphen sind keine Lösungen des Problems A-Baum-Baum. Allehier betrahteten Teilgraphen sollen aber zulässige Lösungen sein. Wird also ein Knoten inden Teilbaum T̃ aufgenommen, so müssen auh alle Knoten und Kanten aufgenommen werden,die nötig sind, um den entstehenden Baum minimal zusammenhängend zu mahen. (Das heiÿtohne einen dieser Knoten oder Kanten wäre der Baum niht mehr zusammenhängend.) Wirddie Aufnahme eines Knotens v dagegen ausgeshlossen, so ist der vorher betrahtete Graphohne v niht mehr zusammenhängend, ein Teilbaum T̃ kann nur noh in einer der beidenZusammenhangskomponenten liegen. Das Teilproblem kann also in einem reduzierten Graphbetrahtet werden.Wegen dieser Überlegungen wird im Folgenden ein Teilproblem P̃ durh Angabe des shonaufgenommen Teilbaumes T̃ und des durh Wegnahme von Knoten reduzierten Graphen G̃harakterisiert.De�nition 109 TeilproblemZu gegebener Instanz (T, OD, α, l0) des Optimierungsproblems A-Baum-Baum wird das Teilpro-blem P̃ = (T̃ , G̃) mit Bäumen T̃ ⊂ G̃ ⊂ T , de�niert durh die Zielfunktion
min

T̂
max

{u,v}∈OD
dT

T̂
(u, v) (149)unter den Nebenbedingungen

T̂ ⊂ G̃ Unterbaum,

T̂ ⊃ T̃

und l(T̂ ) ≤ l0. (150)Seien P̃2 = (T̃2, G̃2) und P̃ = (T̃ , G̃) zwei Teilprobleme. P̃2 ist Teilproblem von P̃ , wenn
T̃2 ⊇ T̃ und G̃2 ⊆ G̃. (151)92



Lemma 110 Sei (T, OD, α, l0) eine Instanz des Optimierungsproblems A-Baum-Baum. Ist T ∗Optimallösung eines Teilproblems P̃ , so ist
max

{u,v}∈OD
dT∗(u, v) ≤ max

{u,v}∈OD
dT̂ (u, v) (152)für jede zulässige Lösung T̂ eines Teilproblems P̃2 von P̃ .Ist für ein Teilproblem P̃ = (T̃ , G̃) l(T̃ ) > l0, so gilt das auh für jede Lösung von (P̃ ) odereines Unterproblems P̃2.Beweis. Ist T̂ zulässig für P̃2, dann ist

l(T̂ ) ≤ l0,

T̂ ⊂ G̃2 ⊂ G̃ und T̂ ⊃ T̃2 ⊃ T̃ , (153)also ist T̂ auh zulässig für P̃ . Daraus folgt
max

{u,v}∈OD
dT∗(u, v) ≤ max

{u,v}∈OD
dT̂ (u, v) (154)für jede zulässige Lösung T̂ eines Teilproblems P̃2 von P̃ .Die zweite Aussage folgt aus der Bedingung T̃ ⊂ T̃2 ⊂ T̂ für jede Lösung T̂ eines Teilproblems.Ein Shritt des Branh-and-Bound-Verfahrens besteht nun aus der Auswahl eines Teilproblems

P̃ = (T̃ , G̃) aus der Menge aller erstellten, aber noh niht bearbeiteten Teilprobleme S, derÜberprüfung, ob P̃ betrahtet werden muss, oder ausgeshlossen werden kann und der Lösungvon P̃ oder der Aufteilung von P̃ in zwei neue Teilprobleme. Das Verfahren kann also wie folgtdurhgeführt werden:
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Algorithmus 12 Branh-and-Bound 1 für A-Baum-BaumEingabe: Instanz (T, OD, α, l0) des Optimierungsproblems A-Baum-Baum; zulässige Lösung
T̃ (zum Beispiel T̃ = ∅).Ausgabe: Optimallösung T ∗ von (T, OD, α, l0) mit optimalem Zielfunktionswert d∗.1: T ∗ = T̃ , d∗ = max{u,v}∈OD dT̃ (u, v).2: S = {(∅, T )}.3: while S 6= ∅ do4: Wähle Teilproblem (x, y) ∈ S, entferne (x, y) aus S.5: if x = y then6: Berehne d̃x = max{u,v}∈OD dx(u, v).7: if d̃x < d∗ then8: T ∗ = x, d∗ = d̃∗.9: end if10: else if x = ∅ then11: Lege einen Ausgangsknoten v fest.12: S = S ∪ {(v, y), (∅, yv

1 ), (∅, yv
2)}, wobei yv

1 und yv
2 die Zusammenhangskomponentenvon y \ v darstellen.13: else14: Bestimme hinzuzufügenden Knoten v. Bezeihne den durh Anfügen des kürzestenWeges zwishen x und v entstehenden Teilbaum als xneu.15: S = S ∪ {(x, yv

1)} mit yv
1 der Zusammenhangskomponente von y \ v, die x enthält.16: if l(xneu) ≤ l0 then17: S = S ∪ {(xneu, y)}.18: else19: Berehne d̃x = max{u,v}∈OD dx(u, v).20: if d̃x < d∗ then21: T ∗ = T̃ und d∗ = d̃x.22: end if23: end if24: end if25: Gehe zu Shritt 3.26: end while27: Gebe T ∗ und d∗ aus. 94



Satz 111 Der Algorithmus �Branh-and-Bound 1 für A-Baum-Baum� �ndet die optimale Lö-sung und den optimalen Zielfunktionswert einer Instanz (T, OD, α, l0) des Optimierungspro-blems A-Baum-Baum.Beweis. Das anfänglih in Shritt 2 betrahtete Teilproblem ist das durh (T, OD, α, l0) gege-bene Problem selbst. Im Allgemeinen wird das betrahtete Teilproblem (x, y) in jedem Shrittanhand eines ausgewählten Knotens, wie in De�nition 109 beshrieben, in Teilprobleme geteilt.Die Korrektheit der Wahl von xneu, yv
1 und gegebenenfalls yv

2 folgt dabei ebenfalls aus denÜberlegungen auf Seite 91-92.Es gilt für jedes neu aus P = (x, y) erstellte Teilproblem Pneu = (xneu, yneu) nah Lemma 110
xneu ⊇ x und somit nah Lemma 12:

max
{u,v}∈OD

dxneu
(u, v) ≤ max

{u,v}∈OD
dx(u, v). (155)Ist xneu zulässig, kann die alte Lösung x also verworfen werden. Diese Zulässigkeit wird inShritt 16 überprüft. Ist xneu niht zulässig, so ist nah Lemma 110 auh keines der Teilproblemevon (xneu, yneu) zulässig, in diesem Fall muss also keines dieser Teilprobleme mehr betrahtetwerden. Gilt x = y, wird der Verfahrensshritt in Shritt 5 abgebrohen, da x die einzige Lösungund damit Optimallösung des Teilproblems (x, y) ist. Die Zielfunktionswerte aller Lösungen,die niht verworfen werden, werden in Shritt 6-9 oder 19-22 überprüft, der beste wird mitdazugehöriger Lösung in Shritt 27 ausgegeben.Lemma 112 Jeder Shritt des Verfahrens �Branh-and-Bound 1 für A-Baum-Baum� ist in

O(n3).Beweis. Ohne Beshränkung der Allgemeinheit sei T rekursiv dargestellt (Lemma 4 und Be-merkung 6). Die Berehnung von max{u,v}∈OD dx(u, v) für einen Unterbaum x ⊂ T , wie sie inShritt 6 und 19 vorkommt, ist in O(n3). Die Bestimmung von xneu in Shritt 14 (vergleiheBeweis von Satz 80) und von yv
i in Shritt 12 und 15 ist in O(n), da T rekursiv dargestellt ist.Auh die übrigen Shritte sind in O(n).Die Integration der exakten und heuristishen Erkenntnisse aus Kapitel 6.1-6.5 zur Lösung vonA-Baum-Baum kann dazu verwendet werden, um in Spezialfällen shnell exakte Lösungen zu er-halten, Lösungen frühzeitig auszushlieÿen und die als nähstes zu betrahtenden Teilproblememöglihst gut zu wählen. Wie dies geshehen kann, soll im Folgenden dargestellt werden. Au-ÿerdem werden hier einige zusätzlihe Berehnungsmöglihkeiten für untere Shranken gegeben.Im Anshluss wird ein Branh-and-Bound-Algorithmus zur Lösung von A-Baum-Baum unter95



Berüksihtigung all dieser Kriterien aufgestellt. Zur besseren Übersihtlihkeit wird shon beiden folgenden Erläuterungen angegeben, in welhen Shritten des nahfolgenden Algorithmusdie Erkenntnisse angewendet werden.Unter der Bedingung, dass ein in der Lösung enthaltener Unterbaum T ′ gegeben ist und fürdie kritishen OD-Paare {ui, vi} ∈ ODkrit paarweise gilt, dass (

E(uj ,vj) ∩ E(uk,vk)

)

\ ET ′ = ∅,ist aus Kapitel 6.3 shon ein Verfahren zur exakten Lösung von A-Baum-Baum bekannt. Ist esmöglih, für das betrahtete Problem P̃ = (T̃ , G̃) eine Untermenge ODkrit ⊂ OD zu �nden, sodass
dT̃ (ũ, ṽ) < dT̃ (uj , vj) ∀ {uj, vj} ∈ ODkrit, {ũ, ṽ} ∈ OD \ ODkrit

und
(

E(uj ,vj) ∩ E(uk,vk)

)

\ ET̃ = ∅ ∀ {uj, vj} , {uk, vk} ∈ ODkrit, (156)so lässt sih dieses Verfahren unter der Modi�kation, dass nur Kanten aus G̃ aufgenommenwerden können, hier verwenden, um obere Shranken und eventuell eine Optimallösung desTeilproblems und damit eine sharfe untere Shranke für alle Lösungen P̂ = (T̂ , Ĝ) mit T̂ ⊃ T̃und T̂ ⊂ Ĝ zu �nden. Dieses wird in Algorithmus �Branh-and-Bound 2 für A-Baum-Baum� inShritt 17 ausgeführt.Wird auf diese Weise keine exakte Lösung für das Teilproblem P̃ gefunden, so muss P̃ durhAuswahl eines Knotens v ∈ G̃\ T̃ weiter unterteilt werden. Um shnell möglihst gute Lösungenund damit obere Shranken für den optimalen Zielfunktionswert zu �nden, bietet es sih an,bei der Auswahl dieses Knotens in Shritt 29 analog zur �Heuristik 1� zur Konstruktion einerLösung von A-Baum-Baum in Kapitel 6.5 vorzugehen, also ein maximales OD-Paar zu wählen,Zusammenhangskanten hinzuzufügen und mit einer der in Kapitel 6.5 erwähnten Auswahlregelneine hinzuzufügende Kante, und damit den Knoten v als Endpunkt dieser Kante zu wählen.Die beiden neu entstehenden Teilprobleme P̂1 und P̂2 sind dann gegeben durh P̂1 = (T̂1, Ĝ1)mit dem neu entstandenen Baum als T̂1 und Ĝ1 = G̃ und P̂2 = (T̂2, Ĝ2) mit T̂2 = T̃ und derZusammenhangskomponente von G̃ \ v, in der T̃ = T̂2 liegt, als Ĝ2.Ist T̃ = ∅, kann in Shritt 26 mit Hilfe einer der Heuristiken aus Kapitel 6.5 ein Startknotenbestimmt werden.Ein Teilproblem muss erst dann niht mehr betrahtet werden, kann also mit all seinen Un-terproblemen aus S entfernt werden, wenn seine Optimallösung durh Erreihen der unterenShranke des Teilproblems in Shritt 31, Algorithmus �A-Baum-Baum 1� oder �A-Baum-Baum2� in Shritt 17 oder Ausprobieren aller Lösungen (durh Unterteilung in Teilprobleme, die nur96



noh eine Lösung zulassen) bekannt ist oder es ausgeshlossen wurde.Unter anderem kann Algorithmus �Konstruktion Unterbaum� verwendet werden, um Mengenvon Lösungen auszushlieÿen. Wurde im Laufe des Verfahrens eine zulässige Lösungen T ∗ mitZielfunktionswert d∗ = max{u,v}∈OD dT∗(u, v) gefunden, so konstruiert dieser Algorithmus mit
d0 = d∗ − ǫ für genügend kleines ǫ nah Satz 80 einen Unterbaum T ′, der in jeder Lösung, diebesser als T ∗ ist, enthalten sein muss. Gilt T ′ 6⊂ G̃ für ein Teilproblem P̃ , so kann also keinebessere Lösung in G̃ gefunden werden. In diesem Fall können alle Teilprobleme von P̃ nahLemma 110 verworfen werden. Ist dagegen T ′ ⊂ G̃, so kann T̃ durh T̃ ∪ T ′ ersetzt werden.Wenn Algorithmus �Konstruktion Unterbaum� T ′ = ∅ ausgibt, können nah Bemerkung 83die Teilprobleme ausgeshlossen werden, für die G̃∩

⋂

{u,v}∈OD: d(u,v)>d∗−ǫ V(u,v) leer ist. Ist in
G̃∩

⋂

{u,v}∈OD: d(u,v)>d∗−ǫ V(u,v) genau ein Knoten enthalten, so muss dieser in P̃ aufgenommenwerden. Diese Überlegungen werden in Shritt 7 für die in Shritt 13, 20, 33, und 40 berehnetenUnterbäume T ′ umgesetzt.Weitere Gruppen von Lösungen können durh das Berehnen von Shranken für den Zielfunkti-onswert ausgeshlossen werden. Sei dP̃
s eine untere Shranke für Lösungen des Teilproblems P̃ .Sei d∗ die beste bisher gefundene Lösung eines Teilproblems und somit eine obere Shranke. Ist

dP̃
s ≥ d∗, können alle Lösungen von P̃ (und damit auh seiner Teilprobleme) verworfen werden,da für keines der Teilprobleme der Zielfunktionswert der Lösung besser als der beste bishergefundene Zielfunktionswert sein kann. Diese Überprüfung geshieht in Shritt 6.Anfänglih kann d∗ auf d1 = max{u,v}∈OD d(u, v) gesetzt werden. Für das erste Problem

P̃ = (∅, T ) setze man dP̃
s auf

dP̃
s =







αd1 falls d1 ≤ l0

αl0 + (d1 − l0) falls d1 > l0
(157)(nah Lemma 92).Sowohl Algorithmus �A-Baum-Baum 1� als auh Algorithmus �A-Baum-Baum 2� können zumFinden oberer Shranken herangezogen werden.Die betrahteten unteren Shranken sind hier immer bezogen auf ein einzelnes Teilproblem,während die oberen Shranken sowohl teilproblemspezi�sh (zur Auswahl des nähsten zu be-trahtenden Problems, siehe Seite 98) als auh global gelten.Zusätzlihe untere Shranken erhält man aus folgendem Lemma:Lemma 113 Sei (T, OD, α, l0) eine Instanz des Optimierungsproblems A-Baum-Baum. Sei

P̃ = (T̃ , G̃) ein Teilproblem. Dann gilt für den Zielfunktionswert jeder zulässigen Lösung des97



Teilproblems:
d̃ ≥ max

{u,v}∈OD
dG̃(u, v) (158)

und

d̃ ≥ max
{u,v}∈OD

dT̃ (u, v) − (l0 − l(T̃ ))(1 − α). (159)Beweis. Jede zulässige Lösung T̂ von P̃ ist nah De�nition 109 Unterbaum von G̃. Nah Lemma12 folgt Aussage 158.Nun zu Aussage 159. Angenommen es gibt einen Baum T̂ mit T̃ ⊂ T̂ und
max

{u,v}∈OD
dT̂ (u, v) < max

{u,v}∈OD
dT̃ (u, v) − (l0 − l(T̃ ))(1 − α). (160)Dann müsste T̂ die Distanz des bezüglih T̃ maximalen OD-Paares um mehr als (l0−l(T̃ ))(1−α)verringern, es müssten also Kanten der Länge gröÿer als (l0− l(T̃ )) aufgenommen werden. Dannist aber

l(T̂ ) > l(T̃ ) + (l0 − l(T̃ )) = l0, (161)also ist T̂ niht zulässig.Da die oberen Shranken als Zielfunktionswerte shon bekannter Lösungen gefunden werden,bietet es sih an, bei der Auswahl des nähsten zu betrahtenden Teilproblems aus der Auswahl-menge S der bereits erstellten Teilprobleme in Shritt 4 das Teilproblem mit der niedrigstenoberen Shranke auszuwählen. In diesem Fall können durh die dadurh gegebene bessere obereShranke wiederum ho�entlih Teilprobleme ausgeshlossen werden.Unter Beahtung obiger Ausführungen kann der Branh-and-Bound Algorithmus folgenderma-ÿen beshrieben werden:
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Algorithmus 13 Branh-and-Bound 2 für A-Baum-BaumEingabe: Instanz (T, OD, α, l0) des Optimierungsproblems A-Baum-Baum; zulässige Lösung
T̃ (zum Beispiel T̃ = ∅).Ausgabe: Optimallösung T ∗ von (T, OD, α, l0) mit optimalem Zielfunktionswert d∗.1: T ∗ = T̃ , d∗ = max{u,v}∈OD dT̃ (u, v).2: S = {(∅, T )}, T ′ = ∅.3: while S 6= ∅ do4: Wähle Teilproblem (x, y) ∈ S, entferne (x, y) aus S.5: Bestimme untere Shranke d

(x,y)
s für (x, y).6: if d

(x,y)
s < d∗ then7: Führe die beshriebenen Überprüfungen und Ergänzungen mit Hilfe von Algorith-mus �Konstruktion Unterbaum� für (x, y) und den in der optimalen Lösung enthaltenenUnterbaum T ′ durh.8: if Alle Überprüfungen waren positiv und l(x) ≤ l0. then9: if x = y then10: d̃ = max{u,v}∈OD dx(u, v).11: if d̃ < d∗ then12: T ∗ = T̃ und d∗ = d̃.13: Führe Algorithmus �Konstruktion Unterbaum� mit d0 = d∗ − ǫ durh. Sei

T ′′ die Ausgabe von Algorithmus �Konstruktion Unterbaum�. Setze T ′ = T ′′.14: end if15: Gehe zu Shritt 3.16: end if17: Berehne, falls möglih, mit Hilfe von Algorithmus �A-Baum-Baum 1� oder �A-Baum-Baum 2� die Optimallösung von (x, y) oder obere Shranken und dazugehörige Lö-sungen. Sei T̃ die beste gefundene Lösung mit Zielfunktionswert d̃.18: if d̃ < d∗ then19: T ∗ = T̃ und d∗ = d̃.20: Führe Algorithmus �Konstruktion Unterbaum� mit d0 = d∗ − ǫ durh. Sei T ′′die Ausgabe von Algorithmus �Konstruktion Unterbaum�. Setze T ′ = T ′′.21: if T̃ optimal für (x, y) then22: Gehe zu Shritt 3.23: end if24: end if 99



25: if x = ∅ then26: Lege einen Knoten v fest.27: S = S ∪ {(v, y), (∅, yv
1), (∅, yv

2)}, wobei yv
1 und yv

2 die Zusammenhangskompo-nenten von y \ v darstellen.28: else29: Bestimme hinzuzufügenden Knoten v. Bezeihne den durh Hinzufügen deskürzesten Weges zwishen x und v entstehenden Teilbaum als xneu.30: Berehne d̃ = max{u,v}∈OD dxneu
(u, v).31: if d̃ = d

(x,y)
s , d̃ < d∗ und l(xneu) ≤ l0 then32: T ∗ = xneu, d∗ = d

(x,y)
v .33: Führe Algorithmus �Konstruktion Unterbaum� mit d0 = d∗ − ǫ durh. Sei

T ′′ die Ausgabe von Algorithmus �Konstruktion Unterbaum�. Setze T ′ = T ′′.34: Gehe zu Shritt 3.35: end if36: S = S ∪ {(x, yv
1)} mit yv

1 der Zusammenhangskomponente von y \ v, die xenthält.37: if l(xneu) ≤ l0 then38: if d̃ < d∗ then39: T ∗ = x, d∗ = d̃.40: Führe Algorithmus �Konstruktion Unterbaum� mit d0 = d∗ − ǫ durh.Sei T ′′ die Ausgabe von Algorithmus �Konstruktion Unterbaum�. Setze T ′ = T ′′.41: end if42: S = S ∪ {(xneu, y)}.43: end if44: end if45: end if46: end if47: end while48: Gebe T ∗ und d∗ aus.
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Satz 114 Algorithmus �Branh-and-Bound 2 für A-Baum-Baum� ist korrekt.Beweis. Die Einbindung der heuristishen Auswahlregeln bei der Wahl des hinzuzufügendenKnotens oder des zu betrahtenden Teilproblems hat keinen Ein�uss auf die Korrektheit desVerfahrens. Zu zeigen ist nun Zulässigkeit und Optimalität der ausgegebenen Lösung T ∗.Behauptung 115 Sei (T, OD, α, l0) eine Instanz von A-Baum-Baum. Für alle in S gespei-herten Teilprobleme (x, y) ist x zulässig für (T, OD, α, l0).Anfänglih ist S = {(∅, T ′)} und l(∅) = 0 ≤ l0. Neue Lösungen werden in Shritt 36 und 42hinzugefügt. Die Zulässigkeit von Graph x aus dem Teilproblem (x, yv
1 ) in Shritt 36 wurdeshon festgestellt, da (x, y) ∈ S. l(xneu) ≤ l0 für den Graph xneu aus Shritt 42 wurde inShritt 37 überprüft. xneu ist ein Baum, da x ein Baum ist und die Konstruktion in Shritt 29zusammenhängend erfolgt.Behauptung 116 Alle in T ∗ gespeiherten Lösungen sind zulässig.Anfänglih ist T ∗ = T̃ für die gegebene zulässige Lösung T̃ . Der in Shritt 12 als T ∗ gespeiherteGraph ist zusammenhängend, also ein Baum, nah Konstruktion in Shritt 7. Seine Länge wirdin Shritt 8 überprüft. Die Zulässigkeit des in Shritt 19 betrahteten Baumes ergibt sih aus derZulässigkeit der Lösungen von Algorithmus �A-Baum-Baum 1� und �A-Baum-Baum 2� (Lemma93 und 97). Der in Shritt 29 konstruierte Graph xneu ist ein Baum, da die Konstruktionzusammenhängend erfolgt. Die Zulässigkeit der Länge der in Shritt 32 als T ∗ gespeihertenLösung wird in Shritt 31 überprüft, für die in Shritt 39 gespeiherte geshieht dies in Shritt37.Behauptung 117 Das in Algorithmus �Branh-and-Bound 2� vorgenommene Ausshlieÿenvon Lösungen ist korrekt.Nah Lemma 110 können alle Teilprobleme von (x, y) ausgeshlossen werden, falls l(x) > l0.Man betrahte nun Shritt 6. Ist für ein Teilproblem (x, y) die untere Shranke für jede Lösungdes Teilproblems gröÿer oder gleih dem Zielfunktionswert einer bisher gefundenen Lösung, sokann dieses Teilproblem mit allen seinen Teilproblemen nah Lemma 110 verworfen werden.Deswegen muss das Teilproblem nur weiter betrahtet werden, wenn d

(x,y)
s < d∗.Ist in Shritt 9 x = y, so ist x die einzige Lösung des Teilproblems (x, y). Nah eventuellemErsetzen der besten bisher gefundenen Lösung muss (x, y) deshalb niht weiter betrahtet wer-den. 101



In Shritt 13, 20, 33 und 40 wird, wenn eine bisher beste Lösung T ∗ mit Zielfunktionswert d∗gefunden wurde, ein Unterbaum T ′, der in jeder Lösung mit Zielfunktionswert ≤ d∗ − ǫ, also injeder besseren Lösung als T ∗, enthalten sein muss, konstruiert. Die Überprüfungen in Shritt 7werden anhand dieses Unterbaumes durhgeführt. Wie auf Seite 97 erklärt, sind diese Shrittekorrekt.Die durh die Anwendung von Algorithmus �A-Baum-Baum 1� und �A-Baum-Baum 2� in Shritt17 entstehenden Bäume sind zulässig nah Lemma 93 und Bemerkung 102. Sind diese auÿer-dem optimal für das Teilproblem, so müssen keine anderen Lösungen des Teilproblems mehruntersuht werden.Wird durh eine zulässige Lösung des Teilproblems die untere Shranke des Teilproblems er-reiht, so müssen alle weiteren Lösungen des Teilproblems niht mehr betrahtet werden, dadiese Lösung optimal für das Teilproblem ist. Nah der Überprüfung und eventuellen Ersetzungin Shritt 31 und 32 kann das Teilproblem also verworfen werden.
⇒ Die Regeln zum Ausshlieÿen von Teilproblemen sind korrekt.Von den zulässigen Teilproblemen werden also nur die ausgeshlossen, deren Zielfunktionswertniht besser als der der am Ende ausgegebenen Lösung T ∗ ist. Durh Überprüfung aller wei-teren Teilprobleme und Auswahl der besten Lösung �ndet Algorithmus �Branh-and-Bound 2�die Optimallösung.

102



7 ZusammenfassungIn dieser Arbeit wurde eine Untersuhung der Komplexität der durh die Struktur von gegebe-nem und gesuhtem Graph de�nierten Teilprobleme zweier Optimierungsprobleme vorgenom-men. Eines der Teilprobleme wurde ausgiebig betrahtet, exakte und heuristishe Lösungsalgo-rithmen wurden angegeben.Die Teilprobleme von Problem A, der Minimierung der maximalen Distanz zwishen den Kno-ten eines OD-Paares, lassen sih einteilen in polynomiell lösbare und NP- vollständige (alsounter der Annahme P 6= NP niht polynomiell lösbare) Probleme. Tatsählih erweisen sih nurgenau die Probleme als in Polynomialzeit lösbar, bei denen die Anzahl der enthaltenen Teil-graphen des geforderten Typs shon polynomiell in der Eingabelänge begrenzt ist, so dass sihdie Lösung auh durh naives Durhprobieren in Polynomialzeit �nden lieÿe. Die aufgeführtenLösungsverfahren mahen sih diese Tatsahe zunutze, beshleunigen den Vorgang durh De�-nition maximaler Pfade und maximaler OD-Paare jedoh erheblih.Durh Reduktion eines Spezialfalls des Entsheidungsproblems HITTING SET lässt sih shonfür das Entsheidungsproblem A-Baum-Baum starke NP-Vollständigkeit zeigen, obwohl es auf-grund der durh die Baumstruktur gegebenen eindeutigen Wege zwishen Knotenpaaren auf denersten Blik gut zugänglih ersheint. Daraus folgt sofort auh die starke NP-Vollständigkeitvon A-zGraph-Baum und A-zGraph-zGraph. Die starke NP-Vollständigkeit von A-zGraph-Pfadund A-zGraph-Kreis ergibt sih durh Reduktion der bekannten Entsheidungsprobleme HA-MILTONIAN PATH und HAMILTONIAN CIRCUIT. Wird die Bedingung des Zusammen-hangs fallen gelassen, erweist sih sogar im Pfad die Suhe nah einem optimalen Teilgraph alsNP-vollständig. Der Beweis erfolgt allerdings durh Reduktion des pseudopolynomiell lösbarenEntsheidungsproblems SUBSET SUM, so dass keine starke NP-Vollständigkeit gezeigt werdenkann. Andererseits erfolgt die Reduktion auf eine Instanz mit nur einem OD-Paar, so dass aufdiesem Wege niht auf pseudopolynomielle Lösbarkeit des Problems geshlossen werden kann.Die NP-Vollständigkeit lässt sih einfah auf das Problem A-Kreis-Pfad übertragen, währendA-Baum-Graph und A-zGraph-Graph sogar stark NP-vollständig sind.Auÿerdem wurde Problem B, die Maximierung der gesamten Reisezeitersparnis, betrahtet.Auh hier stellen sih wie in Problem A allein die Teilprobleme mit nur polynomiell beshränk-ter Anzahl von hinsihtlih der Struktur zulässigen möglihen Lösungen als in Polynomialzeitlösbar heraus. Bei der Betrahtung von Teilproblemen mit Bäumen als unterliegenden Graphenerweist sih die durh die Existenz eindeutiger Wege möglihe Verteilung der Nahfrage zwishenOD-Paaren auf die Kanten selbst als hilfreih. Für Problem B-Pfad-Graph und B-Baum-Graph103



lässt sih auf diese Weise die Äquivalenz zu Ruksakproblemen zeigen. Sie sind somit zwarNP-vollständig, aber pseudopolynomiell lösbar. Ähnlihes gilt für das Problem B-Baum-Baum,dessen Komplexität ebenfalls von KNAPSACK herrührt und das durh Rükführung auf einspezielles, PARTIALLY ORDERED KNAPSACK genanntes Ruksakproblem in Pseudopoly-nomialzeit gelöst werden kann. Für das Problem B-Kreis-Graph kann NP-Vollständigkeit zwaraus der NP-Vollständigkeit von B-Pfad-Graph gefolgert werden, die Nahfrage kann aber nihtmehr auf die Kanten verteilt werden. Somit ist es zumindest auf diese Weise niht möglih,hier Äquivalenz zu einem Ruksakproblem zu zeigen. Wie auh bei Problem A erweisen sihalle Probleme in allgemeinen zusammenhängenden Graphen als stark NP-vollständig. Der Be-weis erfolgt für B-zGraph-Pfad und B-zGraph-Kreis wieder durh Reduktion von HAMILTONI-AN PATH und HAMILTONIAN CIRCUIT. Für B-zGraph-Baum, B-zGraph-zGraph und sogarB-zGraph-Graph erweist sih die Reduktion des Entsheidungsproblems STEINER TREE alsgeeignet.Im Gegensatz zu den ersten beiden Teilen dieser Arbeit, in denen Komplexitätsuntersuhungenim Vordergrund stehen, widmet sih das letzte Kapitel Lösungsansätzen für das Optimierungs-problem A-Baum-Baum. Da das zugehörige Entsheidungsproblem shon stark NP-vollständigist, wird niht der Versuh unternommen, das Problem im Allgemeinen in Polynomial- oderPseudopolynomialzeit zu lösen. Die Eindeutigkeit der Wege zwishen Knotenpaaren aufgrundder unterliegenden Baumstruktur und die Forderung des Zusammenhangs für den gesuhtenGraph bilden jedoh einen guten Ansatzpunkt für Lösungsverfahren. Bei geeigneter Strukturder OD-Paare lassen sih in O(n3) Unterbäume konstruieren, die in jeder guten Lösung desOptimierungsproblems enthalten sein müssen. Gilt für einen festen Wert d0 sogar, dass dieOD-Paare mit gröÿerem Abstand d > d0 auÿerhalb des shon konstruierten Unterbaumes keinegemeinsamen Kanten haben, so lässt sih das Entsheidungsproblem A-Baum-Baum mit Ma-ximalabstand d0 durh Anfügen von Kanten an den zuvor konstruierten Unterbaum in O(n3)lösen. Auf dieser Basis können Verfahren angegeben werden, die durh sukzessive Lösung vonEntsheidungsproblemen im besten Fall die Optimallösung und anderenfalls zumindest Shran-ken mit zugehörigen Lösungen �nden. Ist diese Bedingung niht erfüllt, kann das Prinzip derKonstruktion eines Unterbaumes und des anshlieÿenden Anfügens von Kanten auh heuristishumgesetzt werden. Mit dem entwikelten Branh-and-Bound Algorithmus wurde ein Verfahrengefunden, das die zuvor gewonnenen Erkenntnisse und Verfahren zur exakten und heuristishenLösung von Problem A-Baum-Baum und zur Berehnung von Shranken zur exakten Lösungjeder Instanz von A-Baum-Baum nutzt. 104



Im Rahmen dieser Arbeit wurden Heuristiken zur Lösung des Optimierungsproblems A-Baum-Baum angegeben. Neben den angestellten Überlegungen zur Anwendbarkeit und Eignung derheuristishen Regeln müssten diese zur Bestimmung der Güte der Verfahren implementiert undgetestet werden. Gleihes gilt für den Branh-and-Bound-Algorithmus, bei dem eine Abwägungzwishen Nutzen und Zeitaufwand der eingeführten Auswahlregeln getro�en werden sollte. Lei-der war dieses im zeitlihen Rahmen dieser Arbeit niht mehr möglih. Auh Aussagen zurRelevanz der in Kapitel 6 vorgestellten exakten Verfahren, die sih auf die tatsählihe Häu�g-keit des Vorkommens der Spezialfälle stützen müssten, in denen die Verfahren anwendbar sind,konnten niht getro�en werden. O�en bleibt ebenfalls die Frage nah der Möglihkeit einerpseudopolynomiellen Lösung für die Probleme A-Pfad-Graph, A-Kreis-Graph sowie B-Kreis-Graph. Ferner wäre eine Konstruktion heuristisher oder exakter Verfahren, wie in Kapitel 6für Problem A-Baum-Baum, zur Lösung der weiteren stark NP-shweren Optimierungsproblemedenkbar.
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