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0 Notationen und Hilfssatze

0.1 Notationen

In dieser Arbeit werden einige Notationen verwendet, die mehr oder weniger bekannt
und verbreitet sind.
Um Missverstandnissen vorzubeugen, sind sie an dieser Stelle zusammengefasst.

Notation 0.1. Se:

ail ai2 e Aln

a . a
A= 21 2n

aml AaAm2 - Amn

mit m,n € N eine m x n-Matriz.
Wir schreiben fir alle j € {1,...,m} kurz a; fir die Zeile (aj1,...,a;,) und fir alle
i€{l,...,n} kurz A; fiir die Spalte (a1;,...,am;i)t.

Notation 0.2. Den Vektor x € R™ mit x; = 0 fir alle i € {1,...,n} schreiben wir
als O,,.
Den Vektor x € R™ mit x; = 1 fir alle i € {1,...,n} schreiben wir als 1.
Notation 0.3. Sei fiir die Unbekannte x € R™ ein Ungleichungssystem

Az <b

mit A € R™"™ und b € R™ gegeben.
Wir schreiben fiir dieses Ungleichungssystem auch (A|b), fir die Ungleichung

a;x < b;
auch (a;|b;) und fir die Hyperebene
{r e R" : aq;x = b;}
auch H;.

Der Einfachheit halber betrachten wir in manchen Fdllen (A|b) auch als Matriz und
(ailb;) auch als Vektor.
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0.2 Definitionen

In der mathematischen Literatur finden sich viele verschiedene Definitionen fiir die-
selben Begriffe.

Deshalb werden hier einige dieser Definitionen gegeben, um klarzustellen, in welchem
Sinne diese Begriffe zu verstehen sind.

Definition 0.4. Die Funktion sgn: R — {—1,1} ist definiert durch:

{ 1, fallsx=0
sgn(x) ==

ﬁ sonst

Definition 0.5. Die Funktion |-] : R — Z definieren wir als die untere Gauss-
Klammer, also fir x € R ist |x]| die grofite Zahl in Z, die kleiner oder gleich x ist.
Fir x = (z1,...,7,)" € R™ schreiben wir (|x1], ..., |zn]) kurz als |x].

Definition 0.6. Wir definieren die Funktionen

p:Q=ZxN-Z

(a,6) = 99T (a,b)

und
q:Q=2ZxN-—>N

(a,b) — 7ggT(a, %

Definition 0.7. Eine Menge {x € R" : a'x < b} mit a € R"\{0} und b € R heifst
Halbraum.

Definition 0.8. FEin Schnitt endlich vieler Halbrdume heifit Polyeder.

Definition 0.9. FEin Polyeder P C R™ heifit volldimensional genau dann, wenn
die maximale Anzahl affin unabhdangiger Punkte in P genau n + 1 ist.

Definition 0.10. Sei M C R™.
FEine Menge X C M heifst Extremalmenge von M genau dann, wenn fir alle

x1,22 € M und X\ € (0,1) die Bedingung
A z1+(1—=A)-z22€X)= (z1,22 € X)
gilt.

FEine (n — 1)-dimensionale Extremalmenge heifit Facette.
Besitzt eine Extremalmenge genau ein Element, so heif$t dieses Extrempunkt.
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Definition 0.11. Sei M C R"™ eine Menge von Punkten.
Dann heifst

conv(M) :={zx e R" 1z = \z1 + -+ Ay

m
mitmEN,!El,...,SL’mEM,)\l,...,)\mERE():Z)\,[:I}

=1

die konvexe Hiille von M.

0.3 Hilfssatze

Es werden in dieser Arbeit an unterschiedlichen Stellen Hilfssdtze verwendet, die in
keinem direkten Zusammenhang mit dem restlichen Inhalt stehen.

Da sie fiir den jeweiligen Beweisverlauf jedoch essentiell sind, sind sie an dieser Stelle
aufgefiihrt.

Lemma 0.12. ([1]) Seien U,V C R™ zwei Mengen.
Dann gilt:
conv(U x V) = conv(U) x conv(V)

Beweis. “C“: Sei (u,v) € conv(U x V).
Dann existieren nach Definition der konvexen Hiille reelle Koeffizienten

Ay A ERZO

mit

d =1

i=1
und Punkte (u1,v1),..., (un,v,) € U X V so, dass

(u,v) = A1+ (u1,v1) + -+ A\ (Un, vp).
Daraus ergibt sich
(u,v) = )‘l : (ulvvl) + -+ >\n : (unavn)

= ()\lula )\17}1) R (Anuny )\nvn)
= (Mup 4+ Aup, Av1 + - + A\pop) € conv(U) x conv(V),

€conv(U) €conv(V)

da uy,...,up € Uund vy,...,v, € Vund >0 A = 1.
Es folgt

conv(U x V) C conv(U) x conv(V). (0.1)
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“>%: Sei nun (u,v) € conv(U) x conv(V).

Dann existieren wieder nach Definition der konvexen Hiille reelle Koeffizienten

mit

und Punkte uq, .

und

Nun ist

>\17"'7)‘n7/1’17"‘7lu’m€R20

.o up €U und vy, ...,v,,, € V so, dass

n
Z /\iui =Uu
=1

m
Z ,ujvj = .
Jj=1

(0.2)

|
=
r

s
I
—

Ai 2 1 (s v5)

J

©02)

NgE

(2

> i (ug, vj).
7=1

I
N

Da fir allei € {1,...,n} und j € {1,...,m} gilt, dass

und

Aiptj >0
n m n m
D0 Aif = i D My
i=1j=1 i=1  j=1
n
RSPV
i=1
02
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folgt
(u,v) = ZZ it (ui, v;) € conv(U x V)

i=1j5=1

wegen (u;,vj) € U x V furallei € {1,...,n} und j € {1,...,m}. Somit gilt

conv(U x V) D conv(U) x conv(V)

und zusammen mit (0.1) folgt die Behauptung.

Lemma 0.13. ([1]) Seien a € R™ und b1,b2 € R.
FEaxistiert ein xg € R™ mat

{reR":a'x <b1} Fawo & {z €R™": —a'z < by},

so gilt
{reR":a'z <b1}N{x e R": —a'x < by} = 0.

Beweis. Wegen
ro ¢ {x € R :a'x < by}

gilt
atZL'o > by

und wegen
vo & {x €R": —a'z < by}

gilt ebenso
—alxg > by < alzg < —bo.

Zusammen ergibt sich
by < a'wg < —bs.

Annahme:
{xGR”:athbl}ﬁ{xeR":—atxgbz}#@

Dann existiert ein Punkt z; € R™ mit
a'zy < by und — alxy < by & alzq > —bo,

also zusammen
b1 Z at$1 Z —b2.

Dies ist aber ein Widerspruch zu (0.3) und es folgt die Behauptung.
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Lemma 0.14. ([1]) Seien a € Q*\{(0,0)}, b € R.
Existiert ein z € 72 mit
ze{xrcR*:a'x = b},

so enthilt die Gerade {x € R? : a'x = b} unendlich viele ganzzahlige Punkte.

Beweis. Wir zeigen, dass fiir jedes yo € q(a1) - p(az) - Z der Punkt
t
a
Y= (Zl + Yo, 22 — 1%)
a

die Bedingung
ye{reZ®: dr=0)

erfullt.

Zunichst gilt wegen z € Z? und yo € q(ay) - p(az) - Z

t
a
y= (Zl + Yo, 22 — 1y0> € 72
as

Weiter ist

a1Yyo
aty:al-(zl—i—yg)—f—ag' (Zz—a2>

aiyo
az

=a1z1 +a1yo + azze2 —az -

= w2 +azy  +a1yo — a1yo
—_— —
=b nach Voraussetzung =0

=b.
Es folgt y € {x € Z? : a'x = b} und somit auch
{z €22 a'w =0} > la(@) - plan) - 2] = o0,

wie behauptet.

Lemma 0.15. (Schobel [9], Satz 2.23) Sei F' eine Facette eines Polyeders
P:={zeR": Az <b}
mit A € R"™*". Dann ezistiert eine Ungleichung (a;|b;) aus (A|b) so, dass
F=Pn{z eR":ax = b}

Die Ungleichung (a;|b;) heifsit beschreibende Ungleichung der Facette F.
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Satz 0.16. ([1]) Sei x € R™ ein Extrempunkt eines Polyeders
P:={x e R": Az < b}.
Dann existieren n Ungleichungen

(a1|b1), ..., (anlbn),

die in ay, ..., a, linear unabhdngig sind, so, dass
n
{z} = ﬂ{x € R":a;x = b;}.
=1

Beweis. Die Behauptung geht aus Jungnickel [4], Satz 2.8.2 hervor, wonach n Un-

gleichungen (ai|b1),..., (an|b,) so existieren, dass {z} der eindeutige Schnitt der
zugehorigen Hyperebenen Hy, ..., H, ist.
Diese Ungleichungen miissen wegen der Eindeutigkeit des Schnittes in aq, ..., a, li-

near unabhéngig sein.
O






1 Einleitung und Motivation

Definition 1.1. Ein Problem der Form

t

min c'z
sd. Ax < b
r € R"

mit einer Matriz A € R™*™ und Vektoren b € R™ und ¢ € R"™ heifit lineares
Programm oder kurz (LP).

Ist zusdtzlich in den Nebenbedingungen x € Z" gefordert, so heifst das Problem
ganzzahliges lineares Programm oder kurz (IP) (fir integer program).

Zur Losung eines linearen Programms existieren effiziente Verfahren (siehe u.a. Scho-
bel [8]), wihrend die Losung eines allgemeinen ganzzahligen linearen Programms
bisher nur in nicht-polynomialem Zeitaufwand (abhéngig von der Anzahl der Varia-
blen n) moglich ist.

Gerade im Bereich der Verkehrsplanung (zum Beispiel bei der Gestaltung eines
Dispositions-Fahrplans) miissen allerdings sehr viele ganzzahlige Programme in mog-
lichst kurzer Zeit gelost werden.

Aus diesem Grund ist eine Verbesserung des Rechenaufwandes fiir ein solches (I P)
stets von grofier Wichtigkeit.

In dieser Arbeit soll nun der zuldssige Bereich eines (I P) untersucht werden.

Definition 1.2. Sei ein lineares Programm (LP) wie oben gegeben.
Die Menge P := {x € R" : Az < b} heif§t der zuldssige Bereich von (LP).

Jede Ungleichung a;x < b; beschreibt wie in Definition 0.7 einen Halbraum und
somit ist P stets ein Schnitt endlich vieler Halbrdume, also nach Definition 0.8 ein
Polyeder.

Bei einem ganzzahligen linearen Programm wird nun zusétzlich als Nebenbedingung
x € Z" gefordert, der zuldssige Bereich eines (I P) besitzt also immer eine Struktur
der Form

7Zz"NnP

mit einem Polyeder P.
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Definition 1.3. Sei ein ganzzahliges lineares Programm

(IP) min cx
sd. ze{r eZ: Az’ <b}

gegeben.
Dann heifit
P:={2 e R": A2’ < b}

der relazierte zuldssige Bereich von (IP).

Das Programm
(LP) min c'z
sd. zeP

heifit LP-Relaxation von (IP).

Nach dem Hauptsatz der Optimierung (siehe Schébel [8], geometrische Form von
Satz 2.21, S.19), kann fiir jedes beschrénkte (LP) ein Extrempunkt des zuldssigen
Bereichs gefunden werden, der eine Optimallosung von (LP) darstellt.

Wiren also alle Extrempunkte des relaxierten zuléssigen Bereichs eines (I P) ganz-
zahlig, so konnte anstelle des (schweren) (I P) auch seine (wesentlich leichtere) LP-
Relaxation gelost werden, um eine (ganzzahlige) Optimallésung von (IP) zu erhal-
ten.

Ziel dieser Arbeit ist es, Verfahren herzuleiten, die die Losung bestimmter ganzzah-
liger linearer Programme erleichtern kénnen.

Dazu soll der relaxierte zuldssige Bereich eines (I P) durch sogenannte Cuts, also
durch Hinzufiigen von Ungleichungen, so beschnitten werden, dass seine Extrem-
punkte ganzzahlig werden, dabei aber keinerlei ganzzahlige (fiir das (I P) zuléssige)
Losungen abgeschnitten werden.

Gesucht ist also stets die konvexe Hiille der ganzzahligen Punkte des relaxierten
zuléssigen Bereichs eines (IP).

Es wird zunéchst eine besondere Form von Matrizen eingefiihrt, durch die ein Cut-

ting-Verfahren ermoglicht wird, welches anschlieend vorgestellt und untersucht wer-
den soll.

10



2 Die {1,0,-1}-Form

Wir betrachten im Folgenden ganzzahlige lineare Optimierungsprobleme der Form

(GLP) min cx
sd. Az < b
x € 7"

mit A € Q™ "™ b € R™, ¢ € R"™.

Da die beschreibende Matrix rational ist, beschrianken wir damit die betrachteten
Probleme nicht sehr stark.

Es gibt sicherlich einige lineare Probleme, deren Nebenbedingungen sich nicht mit
rationaler Matrix A beschreiben lassen, allerdings trifft dies auf einen grofien Teil
der heute relevanten Optimierungsprobleme nicht zu.

Auflerdem schrénken wir die Anzahl der (aktuell) berechenbaren Probleme gar nicht
ein, da Computer (zur Zeit) nur rationale Zahlen darstellen konnen.

Um das angesprochene Cutting-Verfahren umsetzen zu kénnen, bendtigen wir aller-
dings die ganzzahligen linearen Programme in einer speziellen Form, in der {1,0,-1}-
Form.

Definition 2.1 (Die {1,0,-1}-Form). Sei

(GLP) min cx
sd. Ax < b
x € 7"
mit A € QM " b e R™, c € R"™ ein ganzzahliges lineares Programm.
Wir sagen, (GLP) ist in {1,0,-1}-Form genau dann, wenn A € {1,0,—1}"*".

Nun mag der erste Eindruck sein, dass die Forderung nach dieser Form sehr viel
einschrénkender ist als die, dass A rational sein soll.

Der folgende Satz zeigt aber, dass dieser erste Eindruck tduscht und die beiden
Forderungen tatséchlich dquivalent sind.

Satz 2.2. Sei (GLP) wie oben. Dann ezistiert ein zu (GLP) dquivalentes lineares
Programm
(GLP) min c*z
s.d. A*z < b*
</

in {1,0,-1}-Form.

11
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Dieser Satz rechtfertigt den Ansatz der {1,0,-1}-Form, da wir durch diese die be-
trachteten Probleme nicht weiter einschranken.

Es werden nun in den folgenden Abschnitten neben dem Beweis von Satz 2.2 zwei
Verfahren vorgestellt, um ein ganzzahliges lineares Programm mit rationaler Matrix
A in {1,0,-1}-Form zu bringen.

Diese Verfahren unterscheiden sich in ihrer Ausgabe unter Umsténden sehr stark,
siehe dazu auch Beispiel 2.7.

2.1 Das additive Verfahren

Beispiel 2.3. Um dem konstruktiven Beweis von Satz 2.2, in dem das additive Ver-
fahren verwendet wird, spdter besser folgen zu konnen, sei an dieser Stelle bereits
ein Beispiel fiir dieses Verfahren gegeben:

Wir formen das Problem

(GLP1) min (1,-5) -z

r € 72
in ein Programm in {1,0,-1}-Form um.
3 0 1
Schritt 1: Wir multiplizieren A := | 5, 1| | und b:= | Y| mit dem (positiven)
3 15 5

Hauptnenner der Eintrige von A € Q**2. Also

3
A:=15- (_51 ?) = <_95 ?) S/
3 15
vm1s (1) = (1),
2

N =Y max{laj| :j € {1,2}} =9+1=10,

i=1

und

—
O’l\)—‘o‘)—l
W Iw

Schritt 2: Wir definieren

N ist also die Summe der betragsmdfsigen Spaltenmazima.

12
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Nun schreiben wir die Ungleichungen a;x < b; so um, dass wir die einzelnen Koeffi-
zienten als Summe von Einsen schreiben. Wir schreiben also zum Beispiel:

—bxr1+x9 <3
i=4 —x1—T1—x1—T1—x1+x2 <3

I
I
x1
I
I
I
I
x1
I
x2

& (=1,-1,-1,-1,-1,0,0,0,0,1) -

Somit setzen wir

, (1 1 1 1 1 11110 a0
A'_<—1 1 -1 -1 —100001)6{1’0’ 1

E's ergibt sich folgendes lineares Programm:

(GLP1") min (1,0,0,0,0,0,0,0,0,—5) - x

n < 2
s.d. A'r < <3>

A=A

w

Schritt 8: Da am Ende der Umformungen (GLP1) < (GLP1') gelten soll, miissen
wir in (GLP1") noch

fordern.

13
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Mit

1 1 1 1 1 1 1 1 110 3
-1 -1 -1 =1 =1 0 0 0 0|1 3
1 -1 0 0 0 0 0 0 010 0
-1 1 0 0 0 0 0 0 010 0
1 0 -1 0 0 0 0 0 010 0
-1 0 1 0 0 0 0 0 010 0
1 0 0 -1 0 0 0 0 010 0
-1 0 0 1 0 0 0 0 010 0

" 1 0 0 0 -1 0 0 0 010 " 0

ATE0200 0 0 1 0 0 o0 oo |mYE o]
1 0 0 0 0 -1 0 0 010 0
-1 0 0 0 0 1 0 0 010 0
1 0 0 0 0 0 -1 0 010 0
-1 0 0 0 0 0 1 0 010 0
1 0 0 0 0 0 0 -1 010 0
-1 0 0 0 0 0 0 1 010 0
1 0 0 0 0 0 0 0 —1/0 0
-1 0 0 0 0 0 0 0 110 0

wobei A" € {1,0,—1}18*10 " erkennen wir fir
(GLP1") min (1,0,0,0,0,0,0,0,0,—5) -z
sd. Az < b
x € 7

die Giiltigkeit der Aussage (GLP1) < (GLP1").

Da wir nun mit dem additiven Verfahren vertraut sind, folgt an dieser Stelle der
Beweis von Satz 2.2:

Beweis von Satz 2.2. Sei zunéchst (A|b) € Q™™ x R™.
Sei h € N der (positive) Hauptnenner der Eintrdge von A.
Dann ist (A'|0)) := h- (A]b) € Z™ ™ x R™.
Weiterhin gilt offensichtlich
{reR": Az <b}={z e R": Az <V'}.

Unser Ziel ist nun, die Ungleichungen a;-:c < b;- derart umzuschreiben, dass diese
eine {1,0,-1}-Struktur erhalten.

Dazu definieren wir zunéchst fir ¢ € {1,...,n} den Wert

count; 1= max{\a;i\ 1j € {1,...,m}}.

14
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count; ist also als Maximum der Betrdge der Eintrdge von Spalte i.

Unsere neue Matrix A” definieren wir nun iiber ihre Zeilen:

Fir j € {1,...,m} setzen wir
"o 1y gt t 1y qt ¢
a; = (Sgn(ajl) 1 lay |2 Ocount1—|a91|7 ce 7sgn(ajn) 1 la%,, | Ocountn—|a;n|)'
county Eintrége count, Eintrage

Weiterhin definieren wir

n
N = Z count;
i=1

und erhalten (A”|) € {1,0, —1}™*N x R™,

Nun fordern wir noch, das fiir jedes [ € {1,...,n} zwei Variablen z; und z; mit
-1 1
i,j € {Z count, +1,..., Z count, }
u=1 u=1

stets denselben Wert annehmen.

Dafiir fiigen wir fiir alle [ € {1,...,n} der Matrix (A”[0/) die Ungleichungen

Tp —2; <0

und
T —xp <0
mit
I-1
pi= Z county, + 1
u=1
und
-1 !
1= Z count, +2,..., Z count,,
u=1 u=1
hinzu.

Offensichtlich verdndern diese hinzugefiigten Ungleichungen dabei die erwiinschte
{1,0,-1}-Struktur unserer Matrix A” nicht.

Die so entstehende Matrix (A”|b") erfiillt (A™[b") € {1,0,—1}M*N »x RM mit

M = 2-(N —mn)+m, da fir jedes i € {1,...,n} zu den m vorhandenen Ne-
benbedingungen (count; — 1) Nebenbedingungs-Paare hinzugefiigt werden.

15
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Wir definieren abschlieflend

o, t t 1xN
c = (Cla Ocountl—la -5 Cpy Ocoum&n—l) eR .
—_—— ~—_———
count; Eintrage count, Eintrage
Nun setzen wir A* := A" b* := b und ¢* := ¢’ und erhalten damit das lineare

Programm
(GLP*) min c*x
s.d. A*z < b*
r € 7N

mit A* € {1,0, —1}M*N p* ¢ RM ¢* ¢ RN in {1,0,-1}-Form.

Es bleibt zu zeigen, dass (GLP) und (GLP*) dquivalent sind.

Dafiir wird gezeigt, dass fiir jedes y € {x € R" : Ax < b} mit Zielfunktionswert cly
ein y € {x € RN : A*z < b*} mit c*'y’ = cty existiert und umgekehrt.

Sei zunéichst y € {x € R" : Az < b}. Setze y' = (y1- Llguntrs - Yn - Llguns, ) € RV,
Aus der Konstruktion von (A*|b*) und ¢* ergibt sich v/ € {z € RY : A*2 < b*} und

c*ty/ — Cty.

Sei nun ¢’ € {x € RY : A*z < b*}. Setze
/ / / t
Y= (ycountl » Yeounty+countys * + - 7y2f‘71 counti) eR™

Wieder aus der Konstruktion von (A*|b*) und ¢* ergibt sich y € {x € R™ : Az < b}

und cly = ¢y,
Somit sind (GLP) und (GLP*) dquivalent und es folgt die Behauptung.
O

Bemerkung 2.4. Die Anzahl der Variablen sowie die der Nebembedingungen in
(GLP*) ist in den meisten Fallen sehr viel gréfier als in (GLP). Sie hiangt von den
Eintragen der Matriz A ab.

Sind diese betragsmdfsig sehr grofs, erhdlt man sehr viele neue Dimensionen und
davon abhdngig linear viele neue Nebenbedingungen. Es gelten dabei

n
N = Z count;
i=1

und
M=2-(N—-n)+m.

Das Programm (GLP*) besitzt somit mehr Dimensionen und mehr Nebenbedingun-
gen als (GLP), jedoch hat die beschreibende Matrixz in (GLP*) eine einfachere Struk-
tur (siehe Definition 2.1), die fir das vorgestellte Cutting- Verfahren bendtigt wird.

16
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2.2 Das Verfahren der Bindrkodierung
Wie auch schon in Beispiel 2.3 zu sehen ist, steigt die Anzahl der Variablen (und
damit die der Nebenbedingungen) enorm an, falls die Eintrdge der Matrix A be-

tragsmafig grof} sind.

Deswegen sei hier noch ein zweites Verfahren angesprochen, welches im Folgenden
das Verfahren der Bindrkodierung genannt wird. Dieses bringt das (GLP) ebenfalls
in {1,0,-1}-Form, bendtigt dabei aber wesentlich weniger neue Variablen.

Die Grundidee! dabei ist, die Eintrige von A in Binirschreibweise zu bringen:
So lasst sich zum Beispiel die Zahl 13 folgendermaflen darstellen:

13=1-22+1-2240-2"41-2° = (1101),

Die {1,0}-Struktur der Bindrdarstellung (bzw. {-1,0}-Struktur falls negative Zahlen
dargestellt werden sollen) motiviert nun folgenden Ansatz:

Anstatt 13z als
(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1) - 113 - x

in {1,0,-1}-Form zu bringen, schreiben wir

13z = (1101)g - z
=1-(2%2) +1-(2%2)4+0-(2'2) +1-(2%)

Allgemein gehen wir also wie folgt vor:
Wir ersetzen die Variable z; durch die Variablen
Tip = T

T = 2-1'1'

T2 1= 22 - Ty

Tilloga (count;)| = 211092t gy,

!Die Idee, die Eintrige von A binir zu kodieren, entstand in einem persénlichen Gesprach mit
Michael Siebert, fiir die Inspiration dazu sei ihm an dieser Stelle noch einmal herzlich gedankt.
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Diese lassen sich einfach rekursiv durch die linearen Gleichungen

Li|loga(count;)| = 2- Li(|loga(count;)|—1)

Li(|loga(count;)|—1) = 2- Li(|loga(count;)|—2)

Ti1 = 2 X0

darstellen.

Weiter schreiben wir die a;; in ihrer Bindrdarstellung (mit [loga(count;)] + 1 Zif-
fern).

So erhalten wir zusammen mit den Nebenbedingungen an die neuen Variablen eine
Matrix A" € {2,1,0,—1, —2}M/XN/ mit M’, N € N (auf M’ und N’ wird spéter noch
genauer eingegangen).

Dabei ist ein Eintrag von A’ hochstens dann gleich 42, wenn er in den neu hinzu-
gefiigten Gleichungen auftaucht.

Um die Zielfunktionswerte nicht zu verandern setzen wir

. t t
c = (OLlogz(countl)j 1Cly e ey OLlogg(countn)J ) Cn)'
Llogg(county)]+1 [logg (countyn)|+1
Eintrage Eintrage

Das so entstandene Programm

min 'tz
sd. Az < b
x € 7V

bringen wir nun mit dem im Beweis von Satz 2.2 gegebenen Verfahren auf {1,0,-1}-
Form.

Beispiel 2.5. Wir formen Beispiel 2.2 nach dem Verfahren der Bindrkodierung um:

(29 f)

kodieren wir die einzelnen Fintrdge bindr:

Fiir

Da
(9)10 = (1001)4
—(5)10 = —(101)2
(0)10 = (0)2
(D10 = (1)2,

kodieren wir jeden Fintrag der ersten Spalte vierstellig und jeden Eintrag der zweiten
Spalte einstellig.
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Auf diese Art entsteht die Matriz

Mit
t. _
= (OtLlogg(countl)j » €1y OtLlogg(countg)J ) 02)
= (Ot,Cl7 06702)
— (0,0,0,1,-5)

ergibt sich das lineare Programm

(GLP1*) min (0,0,0,1,-5)
sd. Az < b
x € Z°.

Nun miissen wir noch die Bindrkodierung (also das richtige Verhdltnis der neuen
Variablen) in (GLP') fordern.
Somit soll fiir jedes zulissige v € Z°

x1:2-x2
x2:2-x3
x3:2-x4

gelten.
Jede dieser Gleichheitsbedingungen wird durch zwei Ungleichungen modelliert und
wir erhalten

1 0 0 1 0 3

0 -1 0 -11 3

1 =2 0 0 0 0

p -1 2 0 0 0 , 0
A" = 0 1 -2 0 0 und b’ := 0
0 -1 2 0 0 0

0 0 1 -20 0

0 0 -1 2 0 0

Diese Matriz bringen wir nun mit dem Verfahren aus Satz 2.2 auf {1,0,-1}-Form.
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So erhalten wir

1 0 0 0 0 1 010 3
O -1 0 0 0 -1 01 3
1 -1 -1 0 0 0 010 0
11 1 0 0 0 010 0
O 1 0 -1 -1 0 010 0
O -1 0 1 1 0 010 0
” O 0 0 1 0 -1 -1]0 . o
AT=10 0 0 -1 0 1 1o | ™V =|o|
O 1 -1 0 0 0 0]0 0
0 -1 1 0 0 010 0
O 0 0 1 -1 0 010 0
O 0 0 -1 1 0 010 0
O 0 0 0 0 1 —1]0 0
O 0 0 0 0 -1 110 0

mit A" € {1,0, =118 ynd b € R,

Insgesamt erhalten wir also durch das Verfahren der Bindrkodierung ein zu (GLP1)
dquivalentes Programm in {1,0,-1}-Form mit 8 Variablen und 14 Nebenbedingungen.
Wie in Beispiel 2.3 zu sehen ist, bendtigt man im additiven Verfahren 10 Variablen
und 18 Nebenbedingungen.

Betrachten wir die allgemeine Anzahl an benétigten Variablen und Nebenbedingun-
gen im Verfahren der Bindrkodierung, so erkennen wir folgende Aussagen:

Korollar 2.6. Fir das Verfahren der Bindrkodierung gelten:

n

N*=2. (Z |loga(count;)|) +n

M*=2-(N"—=n)+m

Beweis. Wie man im Verfahren erkennt, wird im ersten Schritt des Verfahrens jede
‘alte’ Variable x; durch die 'neuen’ Variablen o, -, Tj|1og, (count;)| modelliert.

Somit erhdlt man ganz offensichtlich |[loga(count;)| + 1 'neue’ Variablen, also insge-

samt
n

Z |loga(count;) |
i=1

zusdtzliche Variablen. ) ) ) o )
Im zweiten Schritt des Verfahrens wird nun jede dieser zusétzlichen Variablen durch

zwei ’ganz neue’ Variablen modelliert, man erhélt also noch
n
Z [loga(count;)
=1

Variablen dazu.
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In beiden Schritten zusammen erhélt man also insgesamt

n

23 |loga(count;)]

=1

zusatzliche Variablen.

Es ergibt sich die Anzahl der neuen Variablen N* als Summe aus den zusétzlichen
und den bereits vorhandenen Variablen:

N*=2. Z |loga(count;) | +n
i=1

Die Anzahl der zusétzlichen Nebenbedingungen ergibt sich nun wieder aus beiden
Schritten zusammen:

Im ersten Schritt erhalt man

n

23 |loga(count;)]

i=1
zusétzliche Nebenbedingungen, da fiir jede zusétzliche Variable ein Paar von Neben-

bedingungen zur Matrix hinzugefiigt wird, das die Bindrkodierung sichert.

Im zweiten Schritt wird jede neu hinzugefiigte Variable durch zwei Variablen und
zwei zugehorige Nebenbedingungen modelliert, man erhalt also wieder

n
2. Z |loga(count;) |
i=1

zusétzliche Nebenbedingungen.

Somit werden
2-(2-3% [loga(count;)]) = 2-(N*—n)

Nebenbedingungen hinzugefiigt.
Insgesamt ergibt sich also

M*=2-(N"—=n)+m

und damit die Behauptung.
O

Es ist nun leicht ersichtlich, dass das Verfahren der Bindrkodierung fiir grofie Ko-
effizienten zu einem dquivalenten Programm mit wesentlich weniger Variablen und
Nebenbedingungen fiihrt, als das additive Verfahren.

Das nachfolgende Beispiel soll diesen Unterschied noch einmal sehr deutlich zeigen:
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Beispiel 2.7. Wir betrachten fiir c,b € R? das lineare Programm

(GLP') min c'x

2321 15
s.d. 12 -1 7 cx < b
—64 0 —36
r € 7Z°.
Nach Bemerkung 2.4 und Korollar 2.6 gelten:
N =224+1+36 ~4.3-10°
M =2 (N-3)+3 ~4.3-10°
N* =2-(32+04+5)+3 =77
M* =2-(77-3)+3 =151

Ganz offensichtlich ist N* = 77 << 4.3-10° ~ N und M* = 151 << 4.3-10° =~ M.

Gerade bei sehr grofien Eintrdgen von A ist das Verfahren der Bindrkodierung zur
Umwandlung eines (GLP) mit rationaler Matrix A in {1,0,-1}-Form also wesentlich
effizienter als das additive Verfahren.
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3 Cutting-Verfahren

In diesem Kapitel werden nun Cutting-Verfahren vorgestellt, die den relaxierten
zuléssigen Bereich eines (GLP) so einschrianken, dass dieser sich der konvexen Hiille
des zuldssigen Bereichs annédhert.

3.1 Das Abrundungs-Verfahren

Dieses Verfahren nutzt die leicht zu erkennende Tatsache aus, dass Produkte ganz-
zahliger Vektoren wieder ganzzahlig sind.
Wir erhalten ein leicht durchzufithrendes Cutting-Verfahren:

Satz 3.1. (Nemhauser and Wolsey [5], Satz 1.2) Seien A € {1,0,—1}"™*" und
beR™.
Dann gilt:

X1 ={ze€Z" : Az <b}={ax€Z": Ax < |b]} =: X2

Beweis. Ganz offensichtlich ist Xs C Xj.

Sei x € X;. Dann gilt zunédchst Az < b.

Da aber z € Z" und A € {1,0, —1}™*" gilt auflerdem Az € Z™.
Zusammen folgt Az < |b], also z € X3 und somit X; C Xo.

Das erste Cutting-Verfahren ist also die Abrundung des b-Vektors.
Da dieses Verfahren alleine jedoch sehr schnell getan ist und keiner Vorarbeit bedarf,
betrachten wir ab jetzt nur noch (GLP) der Form

(GLP) min =z
sd. Az < b
x € 7"

mit A € {1,0,—1}™*" b e Z™, c € R™.

Das zweite vorgestellte Cutting-Verfahren ist nun etwas komplexer und nutzt die
{1,0,-1}-Struktur des (GLP) aus.
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3.2 Das 2-Additive Cutting

Wir betrachten in diesem Kapitel Paare von Nebenbedingungen (a;|b;) eines (GLP)
in {1,0,-1}-Form.

Wir betrachten aber nur solche Paare, die linear unabhéngig in den a; sind, denn
ansonsten sind die beiden H; parallel und somit sind diese entweder identisch oder
besitzen einen leeren Schnitt.

Betrachten wir nun fiir Ungleichungen (a;|b;) (linear unabhéngig in a;) den Schnitt
der beiden Hyperebenen H;, so erkennen wir, dass dieser (geschnitten mit dem re-
laxierten zuléssigen Bereich P des (GLP)) eine Extremalmenge von P darstellt.

Enthélt der Schnitt von P und den H; keinen (fir das (GLP) zuléssigen) ganzzahli-
gen Punkt, soll diese Extremalmenge vom zuléssigen Polyeder abgeschnitten werden.

Da es in den meisten Féllen aber sehr schwer ist, zu entscheiden, ob eine Menge
zuldssig fiir ein (GLP) ist (also in P liegt), betrachten wir eine andere hinreichende
Bedingung:

Wir stellen uns die Frage, wann der Schnitt zweier solcher Hyperebenen H; gar
keinen ganzzahligen Punkt enthélt:

Satz 3.2. Es seien (a1]by1) und (az|bs) zwei in a1 und ay linear unabhdingige Neben-
bedingungen eines (GLP) in {1,0,-1}-Form. Dann gilt

{eZ" ax=b}N{x €Z" :aox =bs} =0
genau dann, wenn die beiden folgenden Bedingungen erfillt sind:

ali:0<:>a2i:0ViE{1,...,n} (31)
b17_é62 mod 2

Bewetis. Wir zeigen zunéchst “=-*:
Dazu nehmen wir an, dass eine der Bedingungen (1.) und (2.) nicht erfiillt ist und
zeigen, dass dann

{xeZ" aix=0i}N{x €Z" : agx =ba} # 0
gilt.
1. Fall: Sei zunéchst Bedingung (3.1) nicht erfiillt, es gelte also fur eini € {1,...,n}

((ali = 0) VAN (CLQi 75 0)) oder ((ali 7& 0) A (azz‘ = 0))
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O.B.d.A. koénnen wir ((a1; = 0) A (az; # 0)) annehmen.

Dann existiert ein j € {1,...,n}\{i} mit ai; # 0, denn es gilt a1 # 0!, da a; und
ag linear unabhangig sind.

Wir setzen fir [ =1,...,n:
—sgn(aj) - (a1 + ... + ain — b1 — ayj) ,falls I =5
x) =< —sgnla) - (ag1 + ... + az, — by — ag; — ag; + ag; - x;) Jfalls 1 =
1 sonst

Es gilt 2’ € Z", da a},d} € {1,0,—1}" und b; € Z.

Weiter ist
ar’ = anx) +apzh+ -+ ane,
=t (a1 4 +ap, —ayy) -1
+ayj - (—sgn(aij) - (@11 + ... + a1n, — b1 — ayj))
ap; = *1

(a11 + -+ Alp — (11]') — (a11 + ...+ A1p — bl — alj)
= bl

und somit 2’ € {x € Z™ : a1z = by }.
Ebenso gilt
aza’ = a1 + axxh + - - - + agp ),
(a21+---+a2n—a2j—a2z‘)'1+a2j'9€;
+ag; - (—sgn(ag;) - (a21 + ... + agn — bay — ag; — agj + ag; - CL’;))

ag; = x1 /

((121+"'+a2n_a2j_a2i)+a2j'$3

/
—(ag1 + ... +agn — by — ag; — agj + ag; - %)
= b

und deshalb 2/ € {z € Z" : agx = ba}.

Es folgt {z € Z" : ez = b1} N{x € Z" : agx = by} D {a'} # .
2. Fall: Sei nun Bedingung (3.1) erfiillt, Bedingung (3.2) jedoch nicht.
Es gelte also fir alle i € {1,...,n}:

(a1; = 0 & ag; = 0) aber by = by mod 2

Seien nun ¢ und j so gewahlt, dass 0 # a1; = ag; und 0 # a1; = —ag;.
Diese ¢ und j existieren wegen der {1,0,-1}-Form von A, denn ansonsten wéren a;
und a9 linear abhéngig.
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Wir setzen:
sgn(ay;) - 1t ,falls 1 =1
z =14 sgn(ay;) - (b1 butbey  falls | =j
0 sonst

Es gilt % € 7, da by = by mod 2 und somit folgt =" € Z".

AuBlerdem ist
aiT = anx] + ajpxhy + - + apx)

= ay; - (sgn(ay;) - 2552)

+ay; - (Sgn(alj) (b1 — b1+b2))

ay;, a1 = *1

bi+b b1+b
R 1J2r2_|_(b1_ 1452)

und somit z” € {x € Z" : a1z = by }.

Ebenso gilt

" " " 1
azT = 21T + 22Ty + - - - + A2p Xy,

= agi - (sgn(a1;) - 2582)

+ag; - (sgn(a;) - (b — B52))

e aﬁ,élj - aig * (Sgn(a’li) : b1+b2)
—ay; - (sgn(aj) - (by — P52))
ayg,ar; = x1
1i:01j b142rb2 _ (bl _ bl;b2)

— by
und deshalb 2" € {z € Z" : agx = ba}.
Daraus erkennen wir wie auch in Fall 1
{x€Z" :ax=bi}N{x €Z" : agx = bo} D {2’} #10,
und somit haben wir den ersten Teil der Behauptung bewiesen.

Weiter zeigen wir nun “<=“:
Es gelte also fir alle i € {1,...,n}:

(a1; = 0 < ag; = 0) und by # by mod 2
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Dann ist zunichst, da das (GLP) in {1,0,-1}-Form ist, (a1 — ag)! € {2,0,—2}" und

somit
t
a; — a2
ezZ™.
(*22)

b1 — bo
2

Weiter folgt aus by # bs mod 2

¢ 7.
Nun gilt aber

{zeZ”:aix=bi}N{x €Z" :a9x =be} C {x €Z":a1x— by =axr — by}
= {zeZ": (a1;a2)x = b2y,

Da @ ¢ 7, andererseits aber (%)t € Z™ und somit

a; — az

5 T €7

fir x € Z™, folgt nun

a1 — ag bl — bQ
Zn . . = =
{x € 5 x 5 } 0

und somit

{x €Z" :ax=b1}N{x € Z" : agx = ba} = 0.

Dies ist der zweite Teil der Behauptung.

Satz 3.2 liefert also ein notwendiges und hinreichendes Kriterium um festzustellen,
wann der Schnitt zweier Hyperebenen H; und Hs ganzzahlige Punkte enthélt und
wann nicht.

Im zweiten Fall wollen wir den Schnitt dieser beiden Gleichungen fiir das (GLP)
verbieten.

Dies wird durch das spéter vorgestellte Cutting-Verfahren geschehen, fiir welches
der folgende Hilfssatz die Grundlage liefert:
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Lemma 3.3. Es seien (a1|b1) und (azlb2) zwei in a1 und ay linear unabhdngige
Ungleichungen eines (GLP), die die Bedingungen

ali:Oﬁagi:OViE{l,...,n} (3.1)

und
b1 # by mod 2 (3.2)

erfiillen.
Dann gelten fir apey, := % und bpey = {%J:
1. Es ist ape, € {1,0,—1}".

2. Die Anzahl der Nicht-Null-Eintrage in ane, ist echt kleiner als die der Nicht-
Null-Eintrdge in a1 bzw. as.

3. Die Ungleichung (aney|bnew) st eine giiltige Ungleichung fir das (GLP).

Beweis. zu 1.: Aus Bedingung (3.1) und der {1,0,-1}-Struktur von a; und as folgt,
dass

(al + a2) € {27 07 _2}n
und somit
a1 + as
2

€ {1,0,—1}".
zu 2.: Ebenfalls aus (3.1) folgt

(ali =0Vay = 0)

= (ali =0A ay; :0)

= apeyi = 0.

Es tibertragen sich also bei der Addition alle bereits in a1 oder as vorhandenen Null-
Eintrédge nach ayey -

Nun sind a; und a9 linear unabhéngig.
Daraus folgt, dass es mindestens ein ¢ € {1,...,n} so gibt, dass a1; # ag;.

Da a; und ag (3.1) erfiillen, ergibt sich, dass aj; # 0 und ag; # 0.

Weiter gilt af,al € {1,0, —1}" und somit aj; = 1 und a; = F1, also insbesondere
(pey i = G1; + az; = 0.

Mindestens eine (ndmlich die i-te) Komponente wird also bei der Addition Null.
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Da alle Null-Eintrage erhalten bleiben und mindestens ein weiterer Null-Eintrag ent-
steht, folgt Behauptung 2.

zu 3.: Wir zeigen, dass jeder zuldssige Punkt des (GLP) auch die Ungleichung
(@new|bnew) erfiillt:
Sei y ein zuldssiger Punkt des (GLP), gelte also

y€{xeZ": Ax <b}.
Dann gilt insbesondere a1y < b; und agy < be, also auch

(a1 +az) -y < by + by
und somit

ai + az b1 + bo

Yy < .
2 2

Nach 1. folgt nun aber (%)t € {1,0,—1}" und damit

ay + ag
[SYAL
€{1,0,—1}txn

e Z.

Folglich gilt auch

ai + as {b1+b2J
yS )
2 2

also

n ai + az b1+b2J}
: cx < .
ye{er 5 m_{ 5

Es folgt die Behauptung.

Bemerkung 3.4. In Lemma 3.3 gilt aufferdem wegen Bedingung (3.2) auch

bl—;bg gZ.

Deshalb konnen wir feststellen, dass sich der zuldssige Bereich des (GLP) genau
dann durch Hinzufigen der Ungleichung (anew|bnew) verkleinert, wenn

b+ b
{xeR”:Amﬁb}ﬂ{xeR”:al;aZ-x>{1—;QJ};A(Z), (3.3)

denn genau dieser Schnitt wird durch Hinzufigen der Ungleichung verboten.

Wir geben nun noch die Definition zweier Mengen an, welche wir im Cutting-
Verfahren bendtigen werden:
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Definition 3.5. Seien ein (GLP) und ein k € N gegeben. Wir definieren firv = 1,2
die Mengen

MF=1{je{1,...,m}:a; enthilt genau k Nicht-Null-Eintrige, b; = v mod 2}.

Wir kénnen nun folgendes Cutting-Verfahren fiir ein (GLP) in {1,0,-1}-Form ein-
fithren:

Algorithmus 3.6. (2-Additives Cutting)

o Schritt 0:
setze b := |b]

e Schritt 1:
setze k =n

o Schritt 2:
fige fiir je zwei Ungleichungen (aj, |bj,) und (aj,|bj,) mit

j1 € MF und j, € MY,
die linear unabhdingig in a;, und aj;, sind und fir die
(aj,i = 0 & aj,i = 0)

a5y +aj,

gilt, die Ungleichung ( 3

V“;F%D zu A hinzu

o Schritt 3:
setze k=k-1, falls nun k=1: STOP

sonst gehe zu 2

Bemerkung 3.7. In Algorithmus 3.6 brauchen wir den Fall k = 1 nicht zu betrach-
ten, da Paare von Ungleichungen mit genau einem Nicht-Null-Eintrag (und diesem
in derselben Komponente) stets linear abhdngig sind.

3.2.1 2-Additives Cutting im 2-dimensionalen Raum

Zunichst betrachten wir ein Beispiel fir das 2-Additive Cutting im 2-dimensionalen
Raum:
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Beispiel 3.8. Gegeben sei das lineare Programm

(GLP2) min c'x

-1 1 -05\ (1)
11 4 (2)
d. r <
S IETEE I (3)
-1 -1 0 (4)
r € 72

Eine grafische Darstellung des relaxierten zuldssigen Bereichs von (GLP2) ergibt:

Z2

¢/
\(b\

z1

Als konvexe Hiille des zuldssigen Bereichs von (GLP2) erkennen wir also folgendes
Polyeder:

Z2

xy
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Schritt 1: Im ersten Schritt des Algorithmus setzen wir:

Wir erhalten

t

X

—0.5

—1
|
o 3
0
1\ (1)
4 2)
s @)
0 (4)
x € Z?

mit dem folgenden (verkleinerten) relazierten zuldssigen Bereich:

Schritt 2: Im zweiten Schritt suchen wir nun Paare von Ungleichungen, deren
k = n = 2 Nicht-Null-Fintrdge in denselben Komponenten stehen, die in ihren A-
Anteilen linear unabhdngig sind und deren V' -Anteile modulo 2 nicht in derselben
Restklasse sind.

Betrachten wir die Matriz (A|b), so sehen wir leicht, dass diese Bedingungen genau
auf die Ungleichungs-Paare {(1'),(2)}, {(1"),(4)}, {(2), (3)} und {(3),(4)} zutreffen.

Nun fiigen wir der Matriz (A|b') die Ungleichungen entsprechend Schritt 3 des Al-
gorithmus 3.6 hinzu:

)

¥

2

x

Wegen des Paares {(1'),(2)} figen wir die Ungleichung
—1+4

(-1,1)+(1,1)
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hinzu und erhalten

(GLP2") min cx

-1 1 -1
1 1 4
s.d. 1 —-1].-z < 3
-1 -1 0
0 1 1 (5)
x € 72

Wie wir sehen, verkleinert sich der relaxierte zuldssige Bereich weiter:

T2

xy

Wir fiigen weiterhin wegen der Paare {(1),(4)}, {(2), (3)} und {(3), (4)} die folgen-
den Ungleichungen hinzu:

((—Ll) +2<—1»—1> H—12+0_) = ((~1,0) — 1)
((1,1> + 0, H”x;?’_) — (L,0)3)
((L—l) Pt HS;O-) — ((0,-1)|1)
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Es ergibt sich:

(GLP2") min cx

-1 1 -1

1 1 4

1 -1 3

-1 -1 0

s.d. 0 1 z < 1
-1 0 -1 (6)
1 0 3 (7)
-1 1 (8)

x € 72

Nun bricht der Algorithmus ab, da der Fall k = 2 vollstindig behandelt wurde und
die Fdlle k = 1,0 nicht betrachtet werden.

Schauen wir uns nun den relaxierten zuldssigen Bereich an, so ist dieser gerade die
konveze Hiille des zuldssigen Bereichs von (GLP2):

x2

z1

Das 2-Additive Cutting liefert uns in diesem Beispiel also die konvexe Hiille des
zulédssigen Bereichs des betrachteten ganzzahligen linearen Programms.

Im 2-dimensionalen Raum lédsst sich diese Beobachtung sogar zu folgendem Satz
verallgemeinern:

Satz 3.9. Wendet man das 2-Additive Cutting auf ein (GLP) mit zwei Variablen
an, so ist nach Beendigung des Algorithmus die Menge

P ={xe R?: Az < v'}
gleich der konvexen Hiille des zuldssigen Bereichs des (GLP).
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Beweis. Ist P’ beschrankt, so reicht es aus, zu zeigen, dass jeder Extrempunkt von
P’ ganzzahlig ist.

Ist P’ unbeschriankt, so muss auflerdem gezeigt werden, dass jede unbeschrinkte
Facette F' von P’ unendlich viele ganzzahlige Punkte enthalt.

Es ist aber F' nach Definition 0.10 1-dimensional, also eine Gerade bzw. eine Halb-
gerade.

Weiter existiert nach Lemma 0.15 eine beschreibende Ungleichung (a;|b;) von F.
Auflerdem existiert ein i € {1,2} so, dass a;; # 0, da F' sonst keine Facette ware.
Wir kénnen nun leicht sehen, dass 2’ € Z? mit

o 0 , falls [ # ¢
P ajic by L falls =

wegen der {1,0,-1}-Struktur von A

aj; = *1

L N W L .
a;T = j; - T; = aj; - aj; - b; = b

erfiillt.
Somit enthilt die Gerade {x € R? : ajz = b;} einen ganzzahligen Punkt und daher
nach Lemma 0.14 auch unendlich viele ganzzahlige Punkte.

Ist F' eine Gerade, also in beide Richtungen unbeschriankt, so gilt
F={xecR*: ajz=0b;}

und F' enthélt unendlich viele ganzzahlige Punkte.

Ist F' eine Halbgerade, so ist F' nur in eine Richtung beschrénkt (von einem beliebi-
gen Punkt auf F' aus gesehen), da es nur zwei Richtungen gibt.

Es befinden sich aber von diesem beliebigen Punkt auf F' aus gesehen in der nicht
beschrankten Richtung ebenfalls unendlich viele ganzzahlige Punkte in F'.

Damit ist F' im unbeschriankten oder halb-beschriankten Fall stets eine Facette des
zuléssigen Bereichs des (GLP).

Nun zeigen wir noch, dass jeder Extrempunkt von P’ ganzzahlig ist:
Sei y € R? ein Extrempunkt von P’.

Nach Satz 0.16 existieren zwei Ungleichungen (a;|b1) und (az|b2) (linear unabhéngig
in a1 und ag) aus (A|b) so, dass

{y}={zeR" a1z =b1} N{xr € R" : agx = by }.

Es bleibt zu zeigen, dass y € Z2.
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Wir nehmen an y ¢ Z2.
Dann folgen wegen der Struktur des (GLP) und nach Satz 3.2

a;; =0 a9, =0 (3.1)

und
bl 5_'3 bg mod 2 (32)

Da nun aber Algorithmus 3.6 durchgefithrt wurde, existiert nach Konstruktion des
Algorithmus in den Nebenbedingungen des (GLP) auch die Ungleichung

5)).

(a1 + a9
2

Nun ist wegen (3.1)

und wegen (3.2)

Somit ist der Punkt

y € {zeR":qz=0b}Nn{xeR":ax = by}
C {xeR” : 7‘“;“12 -xziblgbg}

unzuldssig fiir das (GLP).
Dies ist nun aber ein Widerspruch dazu, dass y ein Extrempunkt von P’ ist.
O

Das 2-Additive Cutting iiberfithrt ein 2-dimensionales (GLP) also in ein Problem,
dessen relaxierter zuléssiger Bereich die konvexe Hiille des zulédssigen Bereichs des
(GLP) ist.

3.2.2 2-Additives Cutting im 3-dimensionalen Raum

Wie im vorherigen Abschnitt gezeigt wurde, erhalten wir durch das 2-Additive Cut-
ting im 2-dimensionalen Raum stets die konvexe Hiille des zulédssigen Bereichs eines
betrachteten (GLP).

Leider erkennt man an folgendem Beispiel, dass dies in héheren Dimensionen zu-
meist nicht gilt:
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Beispiel 3.10. Wir betrachten das Problem

(GLP3) min cx
10 1 1\ (@
s.d. 1102 < |0 (IT)
01 1 0/ (1)
r € 73

Grafisch ergibt sich der relaxierte zuldssige Bereich von (GLP3) folgendermaflen
(der Anschaulichkeit halber aus drei Perspektiven):

) T3
(—1,—-2,2)
1+
1 ,} xT9
T (-2,2,-2)
(2,—2,—1)
U3
1 K
1 1 —x
i)
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—T9 -

I

Wir erkennen dabei, dass das Polyeder genau einen (nicht-ganzzahligen) Extrem-

punkt besitzt.

Algorithmus 3.6 liefert nun jedoch keinerlei zusdtzliche Cuts, da schon Bedingung
(3.1) fiir kein Paar von Ungleichungen erfillt ist.

Somit findet der Algorithmus in héheren Dimensionen die konvexe Hiille des zulés-
sigen Bereichs eines (GLP) zumeist nicht.

Allerdings kann man auch in diesen Dimensionen Beispiele finden, in denen das
2-Additive Cutting die konvexe Hiille des zuldssigen Bereichs des (GLP) liefert.
Beispiel 3.11. Gegeben sei das lineare Programm

(GLP4) min =z

1 0 0 9
1 -1 0 -3
.d. <
sd 1 1 1 o] = | o
0 0 1 9
x € 73,

Wir stellen den relazierten zuldssigen Bereich grafisch dar:

T3 .

I
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—xT9 ¥

Wie wir sehen, ist nicht jeder Extrempunkt des relaxierten zulissigen Bereichs ganz-
zahlig. Bei der Durchfihrung des 2-Additiven Cuttings wird lediglich die Ungleichung

((_1,_1,0)2+ (-1,1,0) H—32+ 2J> = ((~=1,0,0)[ — 1)

hinzugefiigt und wir erhalten das lineare Programm

(GLP4*) min c'z

1 0 0 2
-1 -1 0 -3
s.d. -1 1 0]z < 2
0 0 1 2
-1 0 O -1
x € 73
mit relaxiertem zuldssigem Bereich
3.
1 4
A
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1 1 1

Wie wir sehen, ist dieser die konvexe Hille des zuldssigen Bereichs von (GLP4).

Es ist sogar moglich, eine Spezialform von Matrizen anzugeben, fiir die das 2-
Additive Cutting auch im 3-dimensionalen Raum stets die konvexe Hiille des be-
schriebenen Bereichs findet.

Satz 3.12. Sei ein (GLP) mit A € {1,0,—1}"*3 b € Z™ und es existiere ein
i €{1,2,3} so, dass gelte:

Vje{1,...,m}:aji#0:>ajk:0Vk7éi (34)

Dann findet das 2-Additive Cutting die konvere Hiille des zuldssigen Bereichs des
(GLP).

Beweis. Nach Umsortierung der Spalten kénnen wir 0.B.d.A. ¢ = 3 annehmen.
Wir definieren J := {j € {1,...,m} : aj3 # 0}.

(3.4) bedeutet nun, dass fiir jedes j € J die Ungleichung (a;|b;) die Form

:i:a?3 < bj

besitzt.
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Es gilt somit
{reR¥:Ax<b} = {zeR:aqz<b;Vje{l,...,m\J}
N{z eR3:ajxz <b; Vje J}
=" {2z eR3:aj1z1 + ajpra <b; Vj e {l,...,m}\J}
N{z € R®:aj3z3 <b; Vj e J}
= {zecR?: aj1x1 + ajore <bj Vje{l,..., m}\J} xR
NR2x{reR:ajx <bjVjeJ}
= {xeR?:aj1z1 +ajme <b; Vje{l,...,m}\J}
x{x € R:ajz <bj VjeJ}
Nach Durchfithrung des 2-Additiven Cuttings erhalten wir eine Matrix
(A'|b)) € {1,0,—1}™"3 x z™,
Nun besitzt jede Ungleichung (a;|b;) mit aj3 # 0 wegen (3.4) im a;-Anteil genau
eine Nicht-Null-Komponente (nédmlich die dritte).
Diese Ungleichungen werden im 2-Additiven Cutting nach Konstruktion des Algo-
rithmus demnach gar nicht betrachtet (siehe Schritt 3 des Algorithmus).
Jede neu hinzugefiigte Ungleichung (aneqy|bney) erfiillt also

Gpew 3 =0

und es gilt
Ji={jef{l,....m'}dj3 #0} = J

Wie oben folgt
{zeR: Aw <V} = {xeR?:djz +djry <V Vje{l,...,m'\J'}
x{r € R:ajzze <V Vje J'}
= {z eR*:djja +ajyuwe <V Vje{l,...,m'}\J}

x{x € R:ajsx <bj Vje J}
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Es geht aber die Matrix

/ / /
ay; a2 bj

/ !/ /
Uiy Ay | b

gerade durch das 2-Additive Cutting aus der Matrix
air a2 | bj
m1  am2 | bj
hervor (0-Zeilen -bis auf den b-Anteil- sind in beiden Matrizen zu streichen).
Somit ist nach Satz 3.9
M| = {z cR?: a1 + alpry < B Ve {1,...,m'\J}
gerade die konvexe Hiille der ganzzahligen Punkte von
M, ={x € R? : ajiz1 +ajors < b Vjie{l,... m}\J}.

Ebenso ist wegen
aj3 = +1und beZ™

(und damit nach Konstruktion des 2-Additiven Cuttings auch b’ € Zm/) die Menge
{xr eR:ajzx<b; VjecJ}
die konvexe Hiille der in ihr enthaltenen ganzzahligen Punkte.
Zusammen folgt wegen Lemma 0.12, dass
{zeR3:A2<b} = {zeR?: aj 1+ ajare < b Vi€ {1,...,m'N\J}
x{x € R:ajz <b; VjeJ}
die konvexe Hiille der ganzzahligen Punkte von
{reR3: Ax <b} = {x€R?:ajiz1+ajeme <b;Vje{l,...,m}\J}

X{xGR:ajgl'SijjEJ}

ist.
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Fir diesen Spezialfall erhalten wir durch das 2-Additive Cutting also die konvexe
Hiille des zuléssigen Bereichs eines (GLP).

Dazu sei allerdings angemerkt, dass jedes derartige Problem &dquivalent zu einem
2-dimensionalen Problem ist.

Denn setzen wir fir j =1,...,m

0 sonst

" :{ bj ,falls j & J
E

und

B 0 ,fallsj&J
77 b; sonst

(wobei J wie im Beweis von Satz 3.12 definiert ist), so ist der Punkt (x1, 2, z3) € R?
genau dann eine Optimallésung des (GLP), wenn (1, z2) eine Optimallésung von

min cix1 + coxs
s.d. (Al‘AQ) T § b,
x € 72

und z3 eine Optimallgsung von

min c3T3
s.d. A3l‘3 < b”
xr3 € Z

ist.
Da beide Probleme voneinander unabhéngig sind, 16sen wir also so keine “echten*
3-dimensionalen Probleme.

3.2.3 Fragestellungen zum 2-Additiven Cutting

Wie in den vorherigen Abschnitten gezeigt wurde, bietet das 2-Additive Cutting fiir
bestimmte (GLP) eine gute Moglichkeit, die konvexe Hiille des zuldssigen Bereichs
zu finden.

Einige Fragen sollen in diesem Abschnitt nun noch angesprochen und teilweise ge-
klart werden.

Es ist zum Beispiel sehr interessant, zu betrachten, wie viele von den neuen Un-

gleichungen, die der Algorithmus erstellt, eine echte Verbesserung des relaxierten
zulédssigen Bereichs bewirken.
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Da diese Fragestellung jedoch leider der Probe nach Bedingung (3.3), also ob

b1+
{xeR”:Aw<b}ﬂ{w€R":al—;a2-x>{1—; QJ}#(D,

gleichkommt, ist die Antwort zumeist sehr schwer zu geben.
Ganz offensichtlich ist eine neue Ungleichung

Sy

jedoch mindestens dann unnétig, wenn bereits eine Ungleichung (as|bs) mit

az = a1 +a2 und b3 S LMJ
2 2

(al + asg
2

existiert, da diese schérfer (oder genauso scharf) ist.
Der Algorithmus konnte also durch einen entsprechenden Test noch verbessert wer-
den.

Nun ist fiir die Effizienz des 2-Additiven Cuttings ebenfalls die Fragestellung in-
teressant, ob die Reihenfolge des Hinzufiigens der Ungleichungen dafiir eine Rolle
spielt, ob die Ungleichungen den relaxierten zuléssigen Bereich im Moment des Hin-
zufiigens echt verkleinern.

Um die Problematik zu verdeutlichen betrachten wir folgendes Beispiel:

Beispiel 3.13. Gegeben sei das lineare Programm

(GLP5) min cx

1 1 0 3

1 -1 0 0

sd- 1y o 1] = |1
1 0 -1 0

x € 73

Wir sehen, dass das 2-Additive Cutting zwei Ungleichungen zur Matriz hinzufiigt:

<(1,1,0)+(1,—1,0) H3+0

; 21 = @oom (5.5)

und

((1,0, 1) +2(1,0,—1) ngoD = ((1,0,0)[0) (3.6)
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FEs ist leicht ersichtlich, dass (3.6) schdrfer ist als (3.5), der Test nach Bedingung
(3.3), also ob

. . b 4 b
{xER":Awa}ﬂ{xER”:ang%-m> {“JQFQJ}#@,

fallt somit je nachdem, welche Ungleichung wir zuerst hinzufiigen, entweder zweimal

positiv (zuerst (3.5) und dann (3.6)) oder nur einmal positiv (zuerst (3.6) und dann

(3.5)) aus.

Im ersten Fall miissten wir zwei Ungleichungen hinzufiigen, im zweiten Fall nur

eine.

Wird in jedem Schritt des Algorithmus Bedingung (3.3) getestet, so ist die Rei-
henfolge des Hinzufiigens der Ungleichungen also zumeist von Wichtigkeit, da unter
Umsténden durch eine geschickte Wahl dieser Reihenfolge weniger Ungleichungen
hinzugefiigt werden miissen.

Dies gilt jedoch nicht fiir jedes Problem, wie der folgende Satz zeigt:

Satz 3.14. Sei ein 2-dimensionales (GLP) mit nicht-leerem zuldssigem Bereich ge-
geben, bei dem keine zwei Zeilen der Matrixz A identisch und keine zwei Zeilen der
Matriz (Alb) Vielfache voneinander seien.

Dann ist die Reihenfolge des Hinzufiigens neuer Ungleichungen im 2- Additiven Cut-
ting fir den Test von Bedingung (3.3) unerheblich.

Beweis. Es geniigt, zu zeigen, dass die Reihenfolge des Hinzufiigens zweier beliebiger
Ungleichungen vertauscht werden kann.

Seien
(anenlbuen) = <a1+a2 VH%—@J)
neu neu . 2 2
und a4l (| V) + b,
elthe) = (5275 )
(aneu‘ TLeU) 2 2
mit

{(a1]b1), (azlb2)} # {(a[b1), (a5|th)}

zwei Ungleichungen, die im Verlauf des Algorithmus hinzugefiigt werden, die also
die entsprechenden Voraussetzungen (3.1) und (3.2) und

/ / / /
a1, ai2,a21, a2, a1y, A1g, Aoy, gy 7 0

erfiillen.
Auflerdem gelte

{z € R?: peu > bpeu} N {z € R? : Az < b} # 0.
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Wir zeigen nun

{xERQ:a' z <

neu neu

Y {z € R? : apeut > bpeu} N{z € R?: Az < b} # 0.

Daraus folgt die Behauptung, da die Reihenfolge des Hinzufiigens fiir den Test von
(3.3) somit keine Rolle spielt.

Sei
¥ € {x €R? : apeut > bpeu} N{z € R? : Az < b} # 0.

Angenommen

{zeR*:d o<Vt )}N{zreR?: apeu® > bpeu} N{z € R? : Az < b} =0,

neu

dann gilt insbesondere
x*é{mERQ:a’ z <

neu neu}

und also
!/ * /
aneu‘r > bneu *

/

hew) den Punkt z* ebenso wie das Hin-

Somit verbietet das Hinzuftigen von (al,.,,|b
zufiigen von (aney|bnew)-

/

hew) Wegen Lemma

Nun besitzt jede der beiden Ungleichungen (aney |bnew) und (al,,,,|b
3.3.2 die Struktur

+21 < bpey bzw. b,
oder

+29 < bpey bzw. b

neu*

Es ergeben sich drei Félle:

. !
Fall 1: aney = Gy,
Da aq und as linear unabhéngig sind, kénnen wir 0.B.d.A. @ney 1 # 0 annehmen,
ansonsten sortieren wir die Spalten der Matrix um.
: _ !
Dann ist wegen ape, = a,,,,, auch

a1l = agy = ajy = ay.
Weiter muss wegen Lemma 3.3.2
Qneu 2 = a{neu 2 = 0
gelten. Weil a; und ag bzw. ) und df linear unabhéngig sind, ergeben sich
0# a2 = —agg #0

und
0 # ajy = —ay # 0.
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Es folgt dann aber wegen der {1,0,-1}-Struktur von A

{a1,a2} = {a}, a3}

und da keine zwei Zeilen von A identisch sind ergibt sich

{(albr), (aslb2)} = {(a1[bh), (as]b2)} -

!/

Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von aye, und a,,,,.

Fall 2: apey = —al,,

Die beiden Ungleichungen induzieren Halbraume

{z €R?: tpeu < bpew} und {z € R? 1 d,,x < b}

neu

Da die beiden Geraden

{z € R? : 4o = bpew} und {x € R?:d z= Voeut

neu

parallel sind und der Punkt z* in keinem der beiden Halbrédume liegt, muss der
Schnitt der Halbrdume nach Lemma 0.13 leer sein.

Weil aber beide Ungleichungen nach Lemma 3.3 giiltig fiir den zuldssigen Bereich
des (GLP) sind, muss dieser zuldssige Bereich leer sein.

Dies ist ein Widerspruch zu den Voraussetzungen des Satzes.

Fall 3: apey # +al

neu

Dann folgt wegen der Struktur von ane, # (0,0) und al,.,, # (0,0)

(Apewi = £1) & (a.y; =0) Vi=1,2

new i

und
(aher i = E1) & (Anewi =0) Vi=1,2
Somit verschwindet das Skalarprodukt von e, und al,.,, und also stehen die beiden
Geraden
Gneu ‘= {.’L‘ eR": Aneul = bneu}

und
={reR":a, =1

; }
gneu neu neu

senkrecht aufeinander.
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AufBlerdem schneiden sie sich in einem ganzzahligen Punkt, ndmlich (je nachdem ob
eyl 7 0 oder apey1 = 0) in

L / /
81 = (aneulbneua anequneu)

oder
/

. /
82 1= (aneulbneu’ aneu2bneu)
Es ergeben sich nun mehrere Kombinationsmdoglichkeit fiir die Struktur von apey,
und al,,,,.

Hier wird nur der Fall
Aney = (07 1)
A al = (1,0)

neu

betrachtet, fiir alle anderen Félle folgt die Behauptung analog zu diesem.

Grafisch veranschaulicht stehen die Ungleichungen also folgendermaflen zueinander:

/
gneu

52

Da beide Ungleichungen den Punkt x* verbieten, muss dieser in dem gelb eingeférb-
ten Bereich liegen:

S92

Nun muss aber wegen des Verfahrens des Algorithmus gelten:
ay = (:t]-v 1)

und
as = (:Fl, 1)
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0O.B.d.A. setzen wir
ap = (1,1)

und
a9 = (—1, 1)

Wir fiigen die Geraden
g :={xeR":a1x =01}

und
g2 :={z € R" : agx = by}

der Zeichnung hinzu und benennen den Schnittpunkt von g; und gye, mit sq:

\Qn
>0

Die genaue Einordnung von g1 und go an gne, ergibt sich dabei aus dem Verhéltnis
von by und b zu byey, denn der Schnittpunkt x4, der beiden Geraden g; und go erfiillt

a1xg = by und aswy = by

und somit b 4 b
Uneulg = ! B 2 = bpeu + 0.5,

wahrend alle Punkte x, auf der Geraden gy, die Bedingung

Uneulyg = bneu

erfiillen.

Die Zeichnung vereinfacht hier aber insofern, als dass ¢/,.,, durchaus einen groferen
Abstand zu g; und gy besitzen kann. Allerdings kann g/,.,, lediglich weiter nach un-

ten verschoben sein, da die Ungleichung (al,.,|0),e, € Z) den Punkt z* verbietet und

dieser nach seiner Definition in dem gelb eingefdrbten Bereich liegen muss.

Da nun
U:={xe R? : apeut > bpew} N{z € R?: Az < b} #£ 0 (3.7)

gilt, erkennen wir, dass der Punkt sg ebenfalls fiir das (GLP) zuléssig sein muss:
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Wire s nicht zulédssig und trotzdem (3.7) erfiillt (also Teile des gelb eingefarbten
Bereichs fiir die LP-Relaxation des (GLP) zuléssig), wiirde eine Ungleichung (a*|b*)
so existieren, dass die Gerade

g ={x e R*: a*z = b*}

e mindestens eine der Geraden gpe, und g/,.,, in einem nicht-ganzzahligen Punkt
schneiden wiirde.
Dies ist aber nicht moglich, da wegen (3.7) ¢* nicht identisch mit gpe, bzw.
Ghey sein kann, und wegen a* € {1,0, —1}1*2 und b* € Z die Gerade g* einen
ganzzahligen Schnittpunkt mit gy, bzw. ¢/, besitzt, ndmlich

(—(IT : (CL; . bneu - b*), bneu)

bzw.

(Bpews =5 - (a1 - ey, — b))

neuw’ neu

e zu der Geraden g; bzw. go parallel wére.
Da g* die Gerade ¢),.,, bZW. gney in einem ganzzahligen Punkt schneidet, kann
(3.7) nur gelten, wenn ¢* = g1 bzw. g2 = g*, da aber nach Voraussetzung
(az]b2) # A(a*|b*) fir jedes A € R, gilt auch go # g*.

AN
<

/
gneu

Grafik zur Veranschaulichung

Andere Moglichkeiten, sy zu verbieten und gleichzeitig (3.7) zu erfiillen gibt es wegen
der {1,0,-1}-Struktur des (GLP) nicht.

Da keine der Moglichkeiten zutrifft, muss also der Punkt sg zuléssig fir das (GLP)
sein, da (3.7) erfiillt ist.

Dies ist nun ein Widerspruch zu der Annahme, dass die Ungleichung (al,.,,|b,.,,) im
2-Additiven Cutting entsteht, da sie nach Lemma 3.3.3 fiir das (GLP) giiltig wére.
Sie verbietet aber den Punkt sg und ist somit keine giiltige Ungleichung, da dieser
zuldssig fir das (GLP) ist.

In allen drei Fallen erhalten wir einen Widerspruch, unsere Annahme muss also

falsch sein.
Es folgt die Behauptung.
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Es sei angemerkt, dass die Voraussetzungen von Satz 3.14 unterschiedlich einschrén-
kend sind.

Die Voraussetzung, dass keine zwei Zeilen von A identisch sein diirfen, verbietet le-
diglich einige tiberfliissige Ungleichungen.

Existieren zwei Ungleichungen mit demselben A-Anteil, so ist die Ungleichung mit
dem grofleren b-Anteil stets redundant.

Dagegen ist die Voraussetzung, dass keine zwei Zeilen von (A|b) Vielfache vonein-
ander sein diirfen, starker einschriankend, denn sie verbietet die Modellierung von
Gleichheitsbedingungen.

Zumeist wird die Nebenbedingung ax = b durch die beiden Ungleichungen (a|b) und
(—a| — b) modelliert.

Die Voraussetzung, dass keine zwei Zeilen Vielfache voneinander sein diirfen, verbie-
tet nun aber diese Modellierung.

Dass diese Voraussetzung allerdings wirklich notwendig ist, zeigt das folgende Bei-
spiel:

Beispiel 3.15. Gegeben sei das lineare Programm

(GLP6) min c'z
1 1 2
s.d. -1 —-1] -z < -2
1 -1 1

x € 72

Als relaxierter zuldssiger Bereich ergibt sich der hier griin eingefirbte Bereich:

T2

(1.5,0.5)

z1
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Kapitel 3 Cutting- Verfahren

Das 2-Additive Cutting fiigt nun zwei Nebenbedingungen hinzu:

((Ll) Uiy Hzﬂ) — ((1,0)[1)

((—1,_1>2+ (1,-1) H_22+ 1J) — ((0,~1)| - 1)

Der neue relazierte zuldssige Bereich ist der orange eingefirbte Bereich, dieser ist
die konveze Hiille des zuldssigen Bereichs von (GLP6):

und

T2

z1

Wie an der Zeichnung leicht erkennbar ist, muss nur eine von den beiden neuen
Nebenbedingungen zur Matriz (A|b) hinzugefiigt werden, um die konvexe Hiille des
zuldssigen Bereichs zu beschreiben.

In Beispiel 3.15 betrachten wir ein nicht-volldimensionales Polyeder.
Dies wirft die Frage auf, ob es lediglich bei nicht-volldimensionalen Polyedern dazu
kommen kann, dass die Voraussetzungen von Satz 3.14 nicht erfillt sind.

Satz 3.16. Im 2-dimensionalen Raum erfillt die beschreibende Matrix eines voll-
dimensionalen Polyeders die Bedingung, dass keine zwei Zeilen von (A|b) linear
abhdngig sind.

Beweis. O.B.d.A. sind keine zwei Zeilen von (A|b) identisch, ansonsten ist eine von
beiden redundant.
Sind nun zwei Zeilen (ai|b1) und (ag|bz) aus (A|b) linear abhéngig, so gilt

(a1|b1) = A - (az|b2)

fir ein A € R\{0, 1}.
Wegen ay,as € {1,0,—1}1*2\{(0,0)} folgt direkt

A=—1

und somit modellieren (a1|b;) und (ag|bz) eine Gleichheits-Nebenbedingung, das
Polyeder kann also nicht volldimensional sein.
]
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Die Sétze 3.14 und 3.16 fithren zusammen zu dem Ergebnis, dass im 2-dimensionalen
Raum die Reihenfolge des Hinzufligens neuer Ungleichungen im 2-Additiven Cutting
fiir jedes volldimensionale Polyeder unerheblich ist.

3.3 Das k-Additive Cutting

Betrachtet man das Abrundungs-Verfahren und das 2-Additive Cutting, so ist ein
Muster erkennbar:

Um zu sichern, dass sich in jeder zuldssigen (n — k 4 1)-dimensionalen Extremal-
menge ganzzahlige Punkte befinden, werden k& Ungleichungen ausgewéhlt, addiert,
das Ergebnis durch & dividiert und abgerundet.

Im 2-Additiven-Cutting ist dabei k& = 2 und im Abrundungs-Verfahren k = 1, wir
konnten dieses Verfahren also auch 1-Additives Cutting nennen.

Nun wére es moglich, diese Methode zu verallgemeinern. So erhielte man ein k-
Additives Cutting.

Allerdings entstehen dabei schon fur k£ = 3 Ungleichungen, die auch ganzzahlige
Punkte abschneiden, also nicht zur konvexen Hiille des zulassigen Bereichs fiihren.
Das folgende Beispiel zeigt einen solchen Fall:

Beispiel 3.17. Gegeben sei das Problem

(GLP7) min c'z

1 0 1 0

s.d. 1 1 0] -2 < 5
1 -1 0 0

x € 73

Wir sehen, dass die Zeilen von A linear unabhdngig sind.

Die Ungleichung

({(1,0,1)+(1,1é0)+(1,—1,0)J HO+§+OD (0.0

ist nun aber keine giltige Ungleichung, da sie den Punkt (2,2, —2) verbietet, dieser
aber fir das (GLP) zuldssig ist.

An diesem Beispiel wird ersichtlich, dass eine einfache Ubertragung des erkannten
Musters (k Ungleichungen addieren, durch & dividieren und dann abrunden) zu kei-
nem funktionierenden Verfahren fiihrt.
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Allerdings war diese einfache Ubertragung auch beim 2-Additiven Cutting nicht
moglich. Hierbei diirfen (und miissen) nur solche Ungleichungspaare betrachtet wer-
den, die die Bedingungen (3.1) und (3.2) erfiillen.

Ahnliche (oder giinzlich andersartige) Forderungen an die Auswahl der zu addieren-
den Ungleichungen kénnten also auch fiir k-Additives Cutting zu funktionierenden
Verfahren fithren.

Dies ist nun lediglich eine persoénliche Vermutung, die noch nicht genauer betrachtet
werden konnte.

Sie ertffnet aber Mdoglichkeiten und eventuelle Ansétze fir spéatere Forschungen.

3.3.1 Unterschiede zwischen dem k-Additiven Cutting und anderen
Cutting-Verfahren

In der Literatur finden sich viele verschiedene Cutting-Verfahren (vergleiche dazu
z.B. Diick [3], Nemhauser and Wolsey [5], Parker [6] und Plane [7]).
Wir wollen in diesem Abschnitt eines davon, das Gomory-Schnittebenenverfahren
(siche Nemhauser and Wolsey [5], Kapitel 2) néher beschreiben und Unterschiede
zwischen diesem Verfahren und dem 2-Additiven Cutting aufzeigen.

Das Gomory-Schnittebenenverfahren eignet sich fiir diese Zwecke besonders, da, wie
spéter noch genauer ausgefiihrt, die meisten anderen Cutting-Verfahren demselben
strukturellen Ansatz folgen und gerade das Gomory-Schnittebenenverfahren dem 2-
Additiven Cutting &hnlich erscheinen mag.

Beim Gomory-Schnittebenenverfahren wird stets eine optimale Losung der LP-Re-
laxation des betrachteten Problems berechnet und diese, falls sie nicht ganzzahlig
ist, anschliefend durch Hinzufiigen einer Ungleichung abgeschnitten.

Die Erstellung der neuen Ungleichung geschieht dabei durch Auswahl und Modi-
fizierung einer bestimmten Zeile von (A|b), abhéngig von der zuvor berechneten
Optimallosung der LP-Relaxation.

Bei der Modifizierung spielt auch das Runden eine Rolle, weswegen dieses Verfahren
und das 2-Additive Cutting zunéchst dhnlich erscheinen mogen.

Die Unterschiede sind nun aber direkt ersichtlich:

Im Gomory-Schnittebenenverfahren wird stets zunéchst eine Optimallésung der LP-
Relaxation berechnet und anschlieffend eine einzelne neue Ungleichung hinzugefiigt,
die diese Losung verbietet.

Die meisten anderen Cutting-Verfahren wenden ebenfalls dieses Prinzip an, wiahrend
das 2-Additive Cutting hier einem anderen Ansatz folgt. Hier muss keine Losung be-
rechnet werden, denn es wird bereits an der Struktur der Matrix erkannt, welche
Cuts hinzugefiigt werden miissen.
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Das k-Additive Cutting Kapitel 3.3

Das Gomory-Schnittebenenverfahren beriicksichtigt also auch die Zielfunktion des
aktuell betrachteten Problems (also den Vektor ¢), wiahrend das 2-Additive Cutting
sich auf die Struktur der Matrix (A|b) beschriankt und das Problem daher unabhén-
gig von der Zielfunktion bearbeitet.

Dadurch ist das 2-Additive Cutting auf mehrere Arten einsetzbar.
Zum Einen kann es als Pre-Processing- Verfahren (also zur Modifizierung des Pro-
blems vor dessen eigentlicher Losung) eingesetzt werden.

Zum Anderen ist natiirlich auch folgendes Vorgehen moglich:

Zunachst wird eine Optimallosung der LP-Relaxation des Problems berechnet.
Nun kann leicht tiberprift werden, in welchen Facetten des relaxierten zulédssigen
Bereichs diese Losung liegt, denn da jede Facette durch eine Ungleichung (a;|b;)
reprasentiert wird (Satz 0.15), liegt die berechnete (zuldssige) Losung genau dann
in der von (a;|b;) beschriebenen Facette, wenn sie diese Ungleichung mit Gleichheit
erfillt.

Schlielich kann die berechnete (nicht-ganzzahlige) Losung abgeschnitten werden,
indem aus den von ihr mit Gleichheit erfiillten Nebenbedingungen zwei ausgewéhlt
werden (unter Beriicksichtigung der Bedingungen (3.1) und (3.2)) und entsprechend
Lemma 3.3 eine neue Ungleichung hinzugefiigt wird. Diese wird die vorher berech-
nete Losung verbieten (siehe Bemerkung 3.4).

Diese Variation des 2-Additiven Cuttings, deren grobe Struktur der des Gomory-
Schnittebenenverfahrens gleich ist, bietet unter Umsténden eine Moglichkeit, die
benotigte Rechenzeit zu verkiirzen, da hierbei nicht zunéchst alle moglichen Paare
von Nebenbedingungen kombiniert werden miissen.

Leider funktioniert das 2-Additive Cutting in beiden Variationen nur fiir Spezialfél-
le eines allgemeinen (GLP). In den meisten Féllen wird es lediglich den zuléssigen
relaxierten Bereich verkleinern.

Auflerdem ist zu erwdhnen, dass das 2-Additive Cutting noch numerisch auf seine
Effizienz und Laufzeit zu priifen ist, da diese beiden Aspekte bis jetzt nicht ndher
betrachtet werden konnten.

Es ist bekannt, dass sich jede fiir ein (GLP) giiltige Ungleichung durch iterierte Li-
nearkombination der Zeilen der beschreibenden Matrix mit anschlieBendem Runden
darstellen ldsst (vergleiche auch Chvatal [2]).

Dabei ist die Auswahl der Nebenbedingungen, die miteinander linear kombiniert
werden sollten, bisher jedoch rein zufillig.

Es kann also jede giiltige Ungleichung als entsprechende Linearkombination dar-
gestellt werden, welche ausgewéahlten Ungleichungen eine vielversprechende Linear-
kombination besitzen, ist jedoch a priori nicht klar.
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Kapitel 3 Cutting- Verfahren

Das 2-Additive Cutting (bzw. Satz 3.2) liefert nun aber Bedingungen, wann eine
Linearkombination von genau zwei solchen Nebenbedingungen tiberhaupt nétig ist.
Fiir jede Linearkombination von zwei Ungleichungen kann demnach mit den Be-
dingungen von Satz 3.2 leicht gepriift werden, ob eine solche Linearkombination
vielversprechend ist oder nicht.

Es wére sicherlich wiinschenswert, auch fiir eine Auswahl von k& Ungleichungen solche
Bedingungen zu erhalten, da hierdurch leichter entschieden werden konnte, welche
Linearkombinationen von Nebenbedingungen fiir ein gegebenes Problem {iberhaupt
von Interesse sind (also Ungleichungen liefern, die den relaxierten zuléssigen Bereich
echt verkleinern).

Diese Bedingungen kénnten dann auch zur Herleitung eines k-Additiven Cuttings
dienen, welches die konvexe Hiille des zuléssigen Bereichs schon vor der Lésung einer
Relaxation berechnen koénnte.

Auflerdem kdnnten diese Auswahlbedingungen helfen, bereits existierende Cutting-
Verfahren zu beschleunigen.
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4 Fazit

In dieser Arbeit wurden allgemeine ganzzahlige lineare Programme mit rationaler
Matrix A betrachtet.

Es wurde eine bestimmte Formulierung solcher Programme, die {1,0,-1}-Form, ein-
gefiihrt und gezeigt, dass die Forderung nach dieser Formulierung keine weitere Ein-
schrankung der betrachteten Probleme bedeutet.

Zwei Verfahren sind entwickelt worden, die ein allgemeines ganzzahliges lineares
Programm mit rationaler Matrix A in {1,0,-1}-Form iiberfithren. Diese Verfahren
wurden in ihrer Effizienz verglichen, wobei sich zeigte, dass das Verfahren der Bi-
nirkodierung eine wesentlich bessere Moglichkeit der (GLP)-Umformung darstellt
als das additive Verfahren.

Durch Ausnutzen der {1,0,-1}-Form war es schliellich moglich, das 2-Additive Cut-
ting zu entwickeln, welches zum Ziel hat, den relaxierten zuldssigen Bereich eines
(GLP) zu verkleinern.

Im 2-dimensionalen Fall fiihrt dieses Verfahren, wie bewiesen wurde, sogar zu der
konvexen Hiille des zulassigen Bereichs.

Dies gilt auch fiir hoher-dimensionale Spezialfélle, Beispiele dazu sind néher betrach-
tet worden.

Fir das 2-Additive Cutting sind einfache Kriterien entwickelt worden, nach denen
die zur Erstellung der Cuts verwendeten Ungleichungspaare ausgewahlt werden.
Diese Kriterien erweitern die bisher bekannte Aussage, dass jede fiir ein (GLP) zu-
lassige Ungleichung durch iterierte Linearkombination der Zeilen der beschreibenden
Matrix darstellbar ist.

Ausgehend von dem betrachteten 2-Additiven Cutting wurde ein allgemeines k-
Additives Cutting angesprochen.

Dieses ist noch nicht realisiert, allerdings bietet sich eine ndhere Betrachtung, moti-
viert durch die Erkenntnisse des 2-Additiven Cuttings, an.

Dazu wurde aufgezeigt, dass sich das 2-Additive Cutting in seinem Ansatz von vielen
anderen Cutting-Verfahren unterscheidet.

Nach diesem Ansatz wird nicht nur ein bestimmtes Optimierungsproblem gelost,
sondern es werden der zulédssige Bereich eines Problems und somit alle Optimie-
rungsprobleme mit demselben zuléssigen Bereich vereinfacht.
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Dieser Losungsweg ist gerade im Bereich der Robusten Optimierung (vergleiche z.B.
Schobel [10]) von Interesse. Dort gilt es haufig, nacheinander viele Probleme zu 16-
sen, die denselben zulassigen Bereich besitzen.

Gleichzeitig ergeben sich durch die Ergebnisse des 2-Additiven Cuttings Moglich-
keiten, bereits bestehende Cutting-Verfahren zu modifizieren und eventuell zu be-
schleunigen.

Hierfiir bieten sich die in Kapitel 3.2 gefundenen Bedingungen zur Auswahl von
linear zu kombinierenden Nebenbedingungen an.
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