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1 Einleitung

Wavelets sorgen im eindimensionalen Fall fiir eine effektive Darstellung eines stiickwei-
se glatten Signals. Bei zweidimensionalen Daten wie z.B. Bildern liefern Tensorprodukt-
Wavelet-Basen allerdings nur fiir global glatte Bilder optimale diinn besetzte Darstellungen.
Fiir Bilder mit Ecken und Kanten lassen sich mit Tensor-Produkt-Wavelets keine so effi-
zienten Approximationen finden. Deshalb wurden in den letzten Jahren einige Verfahren

entwickelt, die bessere Resultate bei der Approximation von Bildern erzielen.

1.1 Nichtadaptive Algorithmen

Zum FEinen sind dies nicht-adaptive Methoden wie zum Beispiel die von Candes und Do-
noho entwickelte Ridgelet-Transformation [8], die grob gesagt darin besteht, zuerst eine
Radon-Transformation auf das gegebene Bild anzuwenden und dann auf die resultieren-
den Schnitte eine eindimensionale Wavelet-Transformation anzuwenden. Die anisotropen
Ridgelets konnen gerade Kanten besser approximieren als Wavelets, sind bei gekriimmten
Kanten allerdings wenig erfolgreich. Mit dem Ziel, auch die gekriimmten Kanten effizient
approximieren zu kénnen, wurden deshalb aus den Ridgelets die Curvelets [9, [7] entwickelt.
Die Curvelets der ,ersten Generation® beruhen auf der Idee, vgl. auch [25], dass gekriimm-
te Kanten lokal in kleinen Ausschnitten fast gerade sind. Das Bild wird deshalb in kleine
Kéastchen zerlegt und in jedem Kistchen die Ridgelet-Transformation angewendet. Die
Curvelet-Funktionen der ersten Generation besitzen sieben Indizes und sind in der Praxis
nicht gut handhabbar. AuBerdem erhilt man aufgrund der Uberlappungen bei der Zerle-
gung eine hohe Redundanz, die durch die Curvelets der ,,zweiten Generation®, bei denen
es ,nur” die drei Parameter (bzw. Indizes) Skalierung, Winkel und Ort gibt, verringert
wird. Allerdings ist die Redundanz auch hier immer noch sehr hoch, so dass sich Curvelets
eher fiir die Entstérung als fiir die Kompression von Bildern eignen. Fiir Curvelets erhalt
man das theoretische Resultat (siche [10]), dass die Approximation fy; einer Funktion f,

aus einer Curvelet-Entwickluung von f mit nur M giinstig gewéhlten Termen entsteht, die
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Abschétzung
If = full” < CM72 (logy M)

erfiillt, sofern f stiickweise Holder-glatt der Ordnung 2 ist und Unstetigkeiten lediglich ent-
lang C2-Kurven besitzt. Zum Vergleich: eine Tensor-Produkt-Wavelet-Transformation hat
den Approximationsfehler O(M 1), siehe [38]. Ein weiteres Beispiel fiir nicht-adaptive Me-
thoden sind die von Guo und Labate entwickelten Shearlets [27, 28]. Das Shearlet-System
wird von einer Mutter-Shearlet-Funktion erzeugt, die skaliert, geschert (,,sheared“) und ver-
schoben wird. Der Scherungsparameter sorgt dafiir, dass die Richtungen der Kanten des
Bildes mitberiicksichtigt werden. Shearlets sind ebenfalls stark redundant. Fiir Shearlets
gilt ein dhnliches Resultat beziiglich der M-Term-Approximation, wie fiir Curvelets, vgl.
[27]. Wenn das Bild allerdings Kanten besitzt, die nicht mehr stiickweise C?-glatt sind, ver-
lieren sowohl Shearlets als auch Curvelets diese optimale Approximationseigenschaft. Dies
ist der wesentliche Grund dafiir, dass auf Curvelets bzw. Shearlets beruhende Kompressi-
onsverfahren keine geniigend guten Resultate liefern. Weitere Beispiele fiir nicht-adaptive
Verfahren sind z.B. die Directionlets [55], und die Contourlets [23], die im Vergleich zu

Curvelets eine nicht ganz so hohe Redundanz aufweisen.

1.2 Adaptive Algorithmen

Viele Approximationsmethoden [I], [4, 5, 12, 07, 19, 21, 23, 24, 26, 30, 31 B35, 42, 39,
49, 50, [51), 56|, [37] folgen dem Ansatz, nicht zu Beginn eine Basis oder einen Frame fest-
zulegen, sondern das Approximationsverfahren an die Geometrie des Bildes anzupassen.
So besteht die Idee der von Donoho entwickelten Wedgelets [24] zum Beispiel darin, das
Bild in Keile (,,wedges“) zu unterteilen. Diese keilférmigen Gebiete entstehen dadurch,
dass man dyadische Quadrate mit einem geraden ,,Schnitt® in zwei Teile teilt. Die Wedge-
lets sind nun charakteristische Funktionen auf diesen Keilen. Ein Kompressionsverfahren,
das Wedgelets und Wavelets kombiniert um bessere Resultate zu erzielen ist von Wakin,
Romberg, Choi und Baraniuk vorgestellt worden [56]. Die von LePennec und Mallat kon-
struierten Bandelets [42] sind anisotrope Wavelets, die entlang des geometrischen Flusses
des Bildes gekriimmt werden. Fiir Bandelets lassen sich ebenfalls optimale Approximati-
onsresultate zeigen, [42]. Von Krommweh [37] stammen die Tetrolets, die verallgemeinerte
Haarwavelets auf Tetrominoes (bekannt auch aus dem Computerspiel Tetris) sind. Die

Tetromino-Zerlegung des Bildes wird an die Geometrie des Bildes angepasst, so dass sich
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ein Tetromino moglichst nicht {iber eine Kante erstreckt. Da es sehr viele Moglichkeiten
fiir eine Tetromino-Zerlegung des ganzen Bildes gibt, beschrénkt man sich hier auf die
Bestimmung von Tetromino-Zerlegungen von 4 x 4— Quadraten des Bildes. Die Grouplets
von Mallat [39] werden mit Hilfe von Assoziationsfeldern erzeugt, die Punkte sinnvoll unter
Beriicksichtigung der Geometrie des Bildes gruppieren. Auf die gruppierten Punkte wird
eine gewichtete Haar-Wavelet-Transformation angewendet. Demaret, Dyn und Iske [21] ent-
wickelten ein Kompressionsverfahren, bei dem das Bild durch einen linearen Spline auf einer
adaptiven Delaunay-Triangulierung des Bildes approximiert wird. Die Punkte des Bildes,
die fiir die Delaunay-Triangulierung verwendet werden, erhélt man durch eine sukzessive
Ausdiinnung der Bildpunkte, so dass nur die wichtigsten Punkte iibrig gelassen werden.
Von Claypoole, Davis, Sweldens und Baraniuk wurden mittels Lifting-Schema nichtlineare
Wavelet-Transformationen entwickelt, [12]. Heijmans, Pesquet-Popescu und Piella entwar-
fen ein auf dem Lifting-Schema beruhendes Verfahren, das den Prediction-Schritt fest lasst,
aber fiir den Update-Schritt aus zwei verschiedenen Update-Operatoren bei einem kleinen
lokalen Gradienten den einen Update-Operator und bei einem groflen lokalen Gradienten
den anderen Update-Operator auswéhlt, [32]. Plonka und Tenorth [45] stellten im Rahmen
der SampTA 2009 in Marseille ebenfalls ein Verfahren vor, das das Liftingschema ver-
wendet. Wahrend fiir den Update-Operator ein linearer Operator gewéhlt wird, beruht die
Konstruktion des adaptiven Prediction-Operators auf dem Konzept der nichtlinearen Diffu-
sion. Nichtlineare Multiresolutionszerlegungen, die auf ENO- (essentially-non-oscillatory)
und ENO-SR-Methoden (subcell resolution) basieren, wurden als Erstes von Harten fiir
den eindimensionalen Fall entworfen [30, 31]. Zur ENO- (und ENO-SR-) Methode gibt
es zum Beispiel von Arandiga, Cohen, Matei et. al. einige Arbeiten [3 B [l [4, 7], in-
klusive einer zweidimensionalen kantenadaptierten Erweiterung (ENO-EA-Methode, edge-
adapted) des von Harten entwickelten Verfahrens. Die ENO-EA-Methode liefert laut [3]
fiir stiickweise glatte Funktionen f mit Unstetigkeiten entlang C?-Kurven eine optimale

N-Term-Approximation
If = ful* <CM~2.

Elad, Ram und Cohen verallgemeinerten in [50] ein von Gavish, Nadler und Coifman in [20]
vorgestelltes Verfahren einer Haar-Wavelet-Transformation, die auf einer Baumstruktur
beruht. Dabei werden die Pixel als Blattebene eines bindren Baumes betrachtet und davon
ausgehend Ebene fiir Ebene die Vaterknoten der Knoten der zuvor bestimmten Ebene

berechnet. Hierbei bekommen zwei Knoten den gleichen Vater, die besonders ,dhnlich*
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sind. In jedem Level des Baumes kann nun auf die Funktionswerte der zugehorigen Knoten
in der durch den Baum festgelegte Sortierung ein Level der Haar-Wavelet-Transformation

angewendet werden.

1.3 Aufbau der Arbeit

Diese beiden zuletzt genannten Verfahren sind der von Plonka in [43] vorgestellten Fasy-
Path- Wavelet- Transformation (EPWT) sehr dhnlich. Dort wird zunéchst ein Pfad durch
die Pixel eines gegebenen Bildes gesucht, so dass auf diesem Pfad benachbarte Pixel einen
ahnlichen Funktionswert besitzen. Der Pfad soll durch jedes Pixel genau einmal gehen. Auf
die so entstehende Permutation der Funktionswerte der Pixel wird nun eine eindimensiona-
le Wavelet-Transformation angewendet. Durch die so entstehenden Tiefpass-Koeffizienten
wird nun wieder ein Pfad gesucht und entlang dessen ein weiteres Level der EPWT an-
gewendet. Wie bei den meisten anderen adaptiven Verfahren (z.B. bei Elad et.al.) entste-
hen auch hier zusétzliche Speicherkosten (bei Elad durch die Speicherung der Baumstruk-
tur), da der Pfad gespeichert werden muss, um eine Rekonstruktion des Originalbildes
zu ermdglichen. Um diese Speicherkosten zu verringern, wurde eine relaxierte Version der
EPWT entwickelt. Nach einer kurzen Einfithrung der benétigten Grundlagen in Kapitel
2 stellen wir die EPWT und die relaxierte EPWT in Kapitel 3 ausfiihrlich vor. Aufler-
dem werden weitere neue Moglichkeiten zur Reduzierung der Adaptivitiatskosten, die iiber
[43] hinausgehen und teilweise in unserer Arbeit [48] fiir die auf der EPWT basierenden

Hybrid-Methode vorgestellt wurden, angefiithrt und numerische Ergebnisse présentiert.

Im vierten Kapitel beschéftigen wir uns mit der zuvor erwédhnten von uns neu ent-
wickelten Hybrid-Methode [48]. Hier wird die EPWT nicht auf das ganze Bild angewendet,
sondern nur auf den Teil des Bildes, der Unstetigkeiten (Kanten) und Texturen enthélt.
Im ersten Schritt wird das Originalbild in einen glatten Teil und einen Teil, der die Kanten
und Texturen enthélt, zerlegt. Auf den glatten Teil wird eine Tensor-Produkt-Wavelet-
Transformation angewendet. Die Kanten und Texturen des Bildes werden mit der EPWT
approximiert. Auch hier werden wir zum Abschluss des Kapitels die Giite des Verfahrens

durch numerische Ergebnisse demonstrieren.

Das fiinfte Kapitel behandelt die Approximationseigenschaften der EPWT. Fiir stiick-
weise Holder-stetige Funktionen der Ordnung «, die nur entlang von endlichen Kurven

Singularitéiten besitzen, kénnen wir, wenn die Pfade sinnvoll gew#hlt werden, zeigen, dass



1.3 Aufbau der Arbeit 9

die optimale Abschétzung
If = fuls < ONT®

gilt, wobei fy die Approximation von f ist, die entsteht, wenn man fiir die Rekonstruktion
von f nur die wichtigsten N EPWT-Koeffizienten behélt. Dieses Approximationsresultat
wird zunéchst fiir 0 < a < 1 gezeigt, siehe hierzu auch unser Paper [46]. Der allgemeine

Fall o > 0 (siehe auch [47]) wird dann im zweiten Teil des letzten Kapitels bewiesen.

Danksagung

Ich danke meiner Betreuerin Prof. Gerlind Plonka-Hoch fiir ihre Unterstiitzung und Hilfs-
bereitschaft. Aulerdem mochte ich ihr dafiir danken, mich dazu ermutigt zu haben, diese
Dissertation zu schreiben. Ich bedanke mich ebenfalls bei der gesamten Arbeitsgruppe fiir
das nette Arbeitsklima, das sicher nicht iiberall selbstverstandlich ist. Prof. Armin Iske
danke ich dafiir, dass er sich dazu bereit erklart hat, das Zweitgutachten zu schreiben.
Diese Dissertation ist im Rahmen des DFG-Schwerpunktprogramms 1324 , Extraktion
quantifizierbarer Information aus komplexen Systemen® entstanden, dem ich an dieser
Stelle fiir seine finanzielle Unterstiitzung danken mochte.

Desweiteren mochte ich mich bei meiner Familie und bei meinem Freund dafiir bedanken,

dass sie stets fiir mich da sind.



10

Kapitel 1: Einleitung




2 Grundlagen

In diesem Kapitel widmen wir uns einigen orthogonalen und biorthogonalen Waveletfiltern,
die von Haar, Daubechies und unter anderem auch von Cohen und Feauveau entwickelt
wurden, sieche auch [I8]. Unser Ziel ist es, ein gegebenes eindimensionales oder zweidimen-
sionales Signal so zu transformieren, dass das neue Signal sehr gut dekorreliert ist, d.h.
viele betragsméfig kleine Koeffizienten enthélt, wahrend die Hauptinformation des Signals
in wenigen betragsméflig grofien Koeffizienten gespeichert ist. Zusétzlich soll gegeben sein,
dass man aus dem neuen Signal wieder das urspriingliche Signal (oder zumindest eine gute
Néherung davon) rekonstruieren kann. Diese diinnbesetzte Darstellung ldsst sich natiirlich
effizienter kodieren. Als erstes Beispiel widmen wir uns der Haarwavelet-Transformation,
die von Alfréd Haar 1910 in [29] vorgestellt wurde.

2.1 Das Haar-Wavelet

Zu einer Funktion f : [0, N[— R mit N = 2" seien n € IN gleichmifig verteilte Werte
{fo, ..., fx—1} mit f; = f(j) bekannt. Die Originalfunktion f ist somit nédherungsweise durch

. ' 1 wennzx € [k k+1]
f(l’) = ka[k,kJrl[(-T) mit X[k,k+1[($) =
k=0 0 sonst

gegeben. Unser Ziel ist es nun, eine effizienter zu speichernde Approximation von f zZu
bestimmen. Die Idee der Haarwavelet-Transformation besteht darin, zwei Treppenstufen
der Treppenfunktion f durch eine doppelt so breite Treppenstufe, deren Wert die Werte der
beiden schmalen Treppenstufen mittelt, auszudriicken. Um eine perfekte Rekonstruktion

gewihrleisten zu kénnen, muss dann selbstverstéindlich noch die Differenz von der breiten
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Treppenstufe zu den schmaleren gespeichert werden. Dazu betrachten wir

1 wenn z € [0,1]
p(z) = X[o,%[(x) + X[%,l[(x) = ;
0 sonst

die wir auch als Skalierungsfunktion bezeichnen, und

1 wenn 0 <z < %
Y(x) = X[o,%[(x) - X%,l[(ﬂﬁ) =4 —1 wenn % <x<l1,

0 sonst

unser sogenanntes Mutterwavelet oder Wawveletfunktion.

/ A
1 14
L1 Lt
2 2
| | | |
I I I I
1 1
3 1 3 1
L1 i1
2 2
14 14 -

Abbildung 2.1: Skalierungsfunktion Abbildung 2.2: Mutterwavelet

Die einzelnen Stufen x, 1 und x 1 lassen sich nun mittels einer , groflen Stufe® xjo1; = ¢

und der jeweiligen Differenz darstellen, das heifit, es gilt

(@) + ¥(2))

1
X[o,%[(x) ~ 5

und
1
Xipa( = 5 (0(2) = ¥(2),

siehe auch Abbildung [2.3 und [2.4]
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14— 14 14
i 1] D
2 2 2
— - — + —
1 1 1
3 1 3 1 3 1
1 1 1
21 2T 2T
—1+ —1+ —1+

NI=
D=
NI=

Abbildung 2.4: X[o,%[(ﬂf) = 1 (p(z) — ¥(x))

Mit wi und goi seien die Funktionen

25 wenn x € (2, 2]
0 sonst
und
j 2% wenn x € & kil
wh(x) =220 (Px — k) = 2 7| j k€T (2.2)
0 sonst

bezeichnet, die durch Skalierung, Verschiebung und Streckung/Stauchung von ¢ und ¢
entstehen. Fiir festes j sind die wi und gpi Verschiebungen der Funktionen 271 (272) bzw.
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2%@ (272) um k € Z. Es gilt offensichtlich, dass sich die Funktion gpk ' durch die zwei

2_37

Funktionen ¢}, und ¢, 41 auf folgende Weise

- i 23 J + J
ngg T _ 2]2 X[% 2(k+1)[ E (X[Qk ELESY + X[2k+1 2(k+1) [> = %—\/?M

277 27 277 27 27 7 27

ausdriicken lasst. Deswegen gilt fiir die Rdume

\/j::span{gpi|k€Z}, jEZ,
wobei der Abschluss beziiglich L? gemeint ist, folgende Schachtelung
CcVinacV,c...cVyclWycVicW, C

Die Réume V7 bestehen aus stiickweise konstanten Funktionen, die héchstens an den Stellen

23, k € Z Spriinge besitzen. Mit W;, j € Z seien die Réume

W; = span{@bi“{:éZ}, j € Z,

bezeichnet, die aus Funktionen bestehen, die héchstens an den Stellen zj%, k € Z, Spriinge

besitzen und in den Intervallen [£, £EL[ den Mittelwert 0 besitzen. Es gilt
51
J J i
(P ¢J> =22 P =0
5
und
b =28 o (X +X X )
= 21 21+1 = 1+1 1 — 1
Pau (55 [~ \/5 [23 Tr57-1 [le—l 721;_21 [ [2lj+—21 72lj+_11 [
1
]
- )
sowie

] 1 1 iz
Porr = 2N 2ae = ﬁz ’ (X[Q/_I,;ta[ - (X[zjl_l,;ta[ X +h [)>

A

Sl
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Dann gllt ‘/J = ‘/j,1®Wj,1 = %,2@Wj,2@Wj,1 = .... Mit P‘7 L2 — ‘/; sei der

orthogonale Projektor von L? auf V; bezeichnet. Somit erhalten wir fiir f € L?

fﬁZZ@%%%ZZ%%MFXF«ﬂ%ﬂW@MQ?F

k€EZ kEZ keZ

Fiir j — oo konvergiert P;f gegen f, das heifit, dass fiir den Abschluss der Vereinigung
der V; beziiglich L?

v -

JEZ

gilt. Die Approximation einer Funktion f € L? durch eine auf Intervallen der Linge 2-0U+1)
konstante Funktion P;; f lésst sich als Summe ihrer , nichstgréberen® Approximation im
Raum der auf Intervallen der Linge 2-U) konstanten Funktionen, Vj, und den Details von

f, die bei der Veringerung der Auflésung verloren gehen, namlich

Qif = (ftjr)tin €W,

keZ
darstellen, d.h. Pji,f := P;f + Q;f. Die einzige Funktion, die in ﬂjezV} liegt, ist die

Nullfunktion, da keine andere Funktion der Form

a x>0
b <0

fz) =

mit a,b € R in L? ist. Die Funktionen aus {t;y | j,k € Z} bilden eine Orthonormalbasis
von L2 AuBlerdem sind die {@i}kez eine Orthonormalbasis von V;, was direkt an der
Definition von V; und ¢ zu sehen ist. Aus der Definition der ¢}, k € Z folgt, dass f(t) €
Vie f(2t) e Vigpund f(t) € Vo & f(t— k) € V fiir alle k € Z.

2.2 Multiresolutionsanalyse und orthonormale Wavelets

2.2.i Definition. Eine Zerlegung von L?(R?) in geschachtelte abgeschlossene Unterriume

.CcWcvicVpcWvicVyC...C L*(R),
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die die Eigenschaften
(i) Timjs oo Vi = Njez Vi = {0}, lim; o0 Vi = Ujez Vi dicht in L*(R)
(i) () € V; & F(2t) € Vi
(iii) f(t) e Vo & f(t—k) eV, firalle k € Z
(iv) Jp € Vi so dass {¢(t — k) }xez eine orthonormale Basis von Vj ist

hat, wird Multiresolutionsanalyse (MRA) oder Multiskalenanalyse genannt [38], 40].
Bei Punkt (iv) kann die Forderung der orthonormalen Basis durch die Forderung nach

einer Rieszbasis ersetzt werden.

2.2.ii Definition. Mit Rieszbasis eines Hilbertraums H wird eine Menge B := {b,, | n € Z}

bezeichnet, fiir die
e {b,|neZ}=H

e 301,05, 0<Cy <Cy < 00,50 dass C el < ||,z cnaniI < Oy [|e||% fiir alle
= {Cn}nEZ € l2

gilt.

Die Funktionen

wir(t) = Q%gp(th —-k)eV;

bilden nach Definition [2.2.i eine Orthonormalbasis von V. Die orthogonale Projektion einer

Funktion f € L*(R) auf Vj ist, wie auch schon im Beispiel zum Haarwavelet, durch

Pif(t) == (f ein)einlt)

k€EZ

festgelegt. Die Differenz zwischen einer Projektion auf V; und einer Projektion auf einen
feineren Raum V. sei mit Q;f := Pj;1f — P, f bezeichnet. Der abgeschlossene Teilraum,
auf den die orthogonale Projektion (); abbildet, sei mit W; bezeichnet. Es gilt Vi =
V@ W,, und da |J;_, V; dicht in L*(R) ist, folgt

JEZ

L*(R) = Pw;.

JEZ
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Mit Hilfe von ¢ lisst sich dann (vgl. auch [38]) ein Wavelet 1) bestimmen, so dass

{¢($ - k)}keZ

eine Orthonormalbasis von Wy ist. Wir setzen

dann gilt

W; = span{¢); s} rez.

Aufgrund der Orthonormalitét der {1}, kez gilt fiir die orthogonale Projektion von f auf
W

Qif =Y {fr i)tk

keZ

Demnach lésst sich eine Funktion f € L?*(R) in der Form

flz) = Z ch,kwj,k mit ¢;r. = (f, Vjx)

jeZ keZ

darstellen. Die ¢;; werden auch Waveletkoeffizienten genannt.

2.3 Die schnelle orthogonale Wavelet-Transformation

Sei eine Funktion f € Vj,, jo € Z fest, durch

F@) =" ajorpiok mit ajo . = (f, ©jo,k)

kEZ

gegeben. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass j, = 0 ist. Gesucht ist nun eine Darstellung

von f mittels der Waveletkoeffizienten, d.h. in der Form

f(z) = i > Cixtine

j=—00 kEZ
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Wegen ¢ € Vy C Vj existieren Koeffizienten {hy}rez, so dass

= hepri(t) = V2 Y b2t — k

keZ kez
gilt, womit
SOj,k@) = 2%90 (2j$ - Z hn%ﬂ 2k+n Z P — 2k Pj+1,m ) (2.3)
NneZ meZ

und schliellich

Qj ke = f@]k th 2kf90]+1m>

meZ

folgt. Analog gilt fiir ¢ € Wy C V3

= Z gro1i(t) = ﬂzgk@@t —k

keZ keZ

Somit erhalten wir

Yin(e) = 2202w — k) =283 gav20 (20 = 2k — ) = D gupirrnen(@), (24)

neL ne”z

woraus wiederum

k= {fsik) = <f»zgn90j+1,2k;+n> = Z?Mfa Pj+1,2k+n) = ngfzﬂfy Pj+1m)

nez neL MEZ

folgt. Aufgrund von f(x) = Pyf(x) = P_1f(z) + Q_1 f(x) mit

Pif(x) =) (fre1n)p-1a(@), Q1f(x) =Y (fr1m)t1a(x)

nez nez

gilt deshalb

a—1 f790 1k Zhn 2k f)SOOn Zmao,n

nez neL
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und

Ccork = (f,o1k) = Y Gnoan(fs Pom) = D Gnakon.

nez neE”L

Dies kann nun so weitergefithrt werden: aus P_1f = P_of + Q_of mit

P—Qf = Z<f7 SO—Q,TL>SO—2,TL7 Q—2f(x) = Z<f7 ¢—2,n>w—2,n

nez neL

folgt

a2k— fa(p 2n E hn 2k — 1n

ne”
und
f@b 2n E gn 2k —1 n,
ne”L
Uusw.

Algorithmus (Wavelet-Transformation)

Gegeben: Folge a’ := (a0.n)pezs Lhntnezs {9ntnez
For j=1,....J

berechne a™/ := {a_jntnen ¢ = {c—jn}nes aus

a_jk = E hn—2ka—j+1,na Cjk = E In—2kA—j+1,n
neZ neL
end
Ausgabe:
—1
f(l') - E A jnP—Jn + E E C—l,ndj—l,n
nez l=—J nezZ

Wenn a’ € RY mit N = 27 ist und die Folgen h und g nur M; bzw. M, Nichtnullelemente
besitzen (My, My << N), so betrigt die arithmetische Komplexitéit dieses Algorithmus
O(N), da es im j—ten Level nur (M; + M) Multiplikationen und ca. (M; + M, — 2)&
Additionen sowie hochstens J Level gibt.
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q ———— q 2 —> g3 e

\\\

Abbildung 2.5: Skizze zur Funktionsweise des Zerlegungsalgorithmus. Hier sind a’/ :=

{ajvn}n€Z7 Cj = {ijn}TLGZ

Wenn man die Koeffizienten {a_;,}, .7, {c-1n},ez: [ = J, ..., —1 kennt und daraus wie-
der die urspriinglich gegebenen Koeffizienten {ag},., berechnen will (inverse Wavelet-
Transformation), so geschieht dies folgendermaflen. Wegen P_;f = P_; 1f + Q_;_1f,
=0, 0 —1, gilt

P—jf = E a_jkP—jk = E A—j-1kP—j-1k T+ E C—j—l,k¢—j—1,k
keZ kEZ kEZ
und somit

A—jn = <P—jf7 SO—j,n> = Za—j—l,k<90—j—1,k, SO—j,n) + Zc—j—LlW—j—Lm <P—j,n>-

kEZ keZ

Mit (2.3) folgt

(—j1ks P—jn) = <Z hi—okp—jis P—jn) = hn—2
l€Z

und mit (2.4)

(V—j1ks P—jn) = <Z Gi—2kP—j1s P—jin) = Gn—2k-
1€Z

Also gilt

a_jn = E a—j_1xhp—or + E Coj—1,kGn—2k-

keZ keZ
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Algorithmus (inverse Wavelet-Transformation)

J J+1 -1

Gegeben: Folgen a=/, ¢/, c7/*1 ... c

For j=J-1,...,0

berechne a_j;,, = § a—j_1phn—or + E Cj—1kGn—2k

keZ keZ

Ausgabe:

f(l‘) = Z aO,nSOO,n(x>

Ein Beispiel fiir ein orthogonales Wavelet, namlich das Haarwavelet, haben wir schon

oben gesehen. Hier sind die von Null verschiedenen Koeffizienten mit hy = \/Li, hy = \/LE’

go = —\% und g; = \/Li gegeben. Ein weiteres Beispiel sind die D4-Wavelets, fiir die hy =

LSy = 388y = 3V8 = IVS und fy = 0 fiir i ¢ {1,...,4}, baw. g; = (—=1)'hy_,

1 € 7 gilt.

2.4 Biorthogonale Wavelets

Es ist nicht moglich, orthogonale Wavelets zu finden, die gleichzeitig symmetrisch und
glatt sind sowie einen kompakten Triager besitzen (siehe [40], Kapitel 3.4.2). Da symme-
trische Fehler vom menschlichen Anuge allerdings eher toleriert werden als asymmetrische
(siche [18]), wére es wiinschenswert, Wavelets zu finden, die ebenfalls symmetrisch sind.

Biorthogonale Wavelets besitzen diese zusétzliche Eigenschaft.

2.4.i Definition. Biorthogonale Wavelets sind zwei Funktionen v, ¢* € L*(R), fiir die
folgendes gilt:

e Die Menge {¢;x | j,k € Z} mit ¢, := (272 — k) bildet eine Rieszbasis von L*(R);
e Die Menge {3, | j,k € Z} mit ¢}, := ¢*(2/2 — k) bildet eine Rieszbasis von L?(R);
o (Vjk, Ur ) = 0jmOr,n fiir alle j,k,m,n € Z.

Die biorthogonale MRA, die von Cohen, Daubechies und Feauveau in [15] vorgestellt

wurde, besteht aus zwei Multiresolutionsanalysen mit Skalierungsfunktionen ¢ und ¢*.
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Das heifit, sowohl die Zerlegung
.CVhCcViCcVyCcVicVoC...CL?

als auch die Zerlegung
CVycvycVycVricVyc...CcL?

erfiillen die Voraussetzungen [2.2.i(i)-(iii), und es existieren ¢ € V; (bzw. ¢ € Vy), so
dass {@(t — k) }rez (bzw. ¢* € VO) eine Rieszbasis von Vj (bzw. eine Rieszbasis von V()
bilden. Die Basen sind dual, d.h. es gilt (wom,¥5s) = Orm und fiir f € Vg gilt, dass

f= ZkeZ<f7 903,k><P0,k bzw. fiir f* € Vi gilt f* = ZkeZ<f*7 800,k><P3,k-
Aufgund der Biorthogonalitdt ist Vj, die direkte Summe von V; und W; bzw. V7, die

direkte Summe von V; und W; und es gilt

ViLW?  bzw. VLW,

sowie L*(R) = @, W; = @;, W}, wobei @ die direkte Summe bezeichne.

2.4.1 Schnelle biorthogonale Wavelet-Transformation

Sei f € Vo gegeben, d.h. f =3, /(f, ¥4 Pk Wegen * € Vi C V)" bzw. ¢* € Wi C V'
gilt

p* —\/_Zh *(2x — k) bzw. (Ul —\/_Zg (2 — k).

kEZ kEZ

Hieraus folgt analog zu (2.3) und (2.4)

T) = Z 9nP5+1,2k4n(T) und @i Z o512k (T)-

nez neZ

Wir setzen ag,, = (f, ;) Es gilt also fiir j = —1,...,.J, wobei J eine fest vorgegebene

Anzahl von Leveln ist, dass

aj, f 90] k f Z thOJ+1 2k+n Z hn 2k f ¢;+1,n> = Z h:;—Zkaj‘i‘lu”

nez neL ne’
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und

i = (L) = (1) 0a0iaokin) = D Go ol Ei1m) = D Topljstn:

nez nez nez
Man erhélt schliellich nach J Leveln die Darstellung
-1
f(SC) = Z A—jgnP—Jn + Z Z Cfl,nwfl,n- (25)
nez l=—J ne’

Die urspriingliche Darstellung

f(x) = Z a0,n¥P0,n

nez
erhdlt man folgendermafien aus der neuen Darstellung (2.5). Wir nutzen hier, dass fiir
7j=0,...,J—1

Pif=P ;1f+Q_j1f = Za—j—l,kw—j—m + Z Coj 1 kY—j—1k

keZ keZ

gilt und wir somit

= (Poifr 07500 = Y ajors{mjoris @50 + D oot i{¥ojmrhs 975 ,),
kEZ keZ

erhalten. Wegen

Wojmihr ) = > Gm2b{Pjim O ) = G2k

meZ
und
<90*j*17k7 90ij,n> = Z hm*2k<90fj,m> (pij,n> = hn72k
mEZ
folgt

A_jn = E A E C—j-1,k Gn—2k-

keZ keZ
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2.4.2 Beispiel fiir biorthogonale Wavelets

Ein Beispiel fiir biorthogonale Wavelets sind die CDF 9/7-Wavelets von Cohen, Daubechies

und Feauveau ([15]), die wir in unseren weiteren Betrachtungen verwenden werden. Die

Koeffizienten sind in der Tabelle (2.1)) dargestellt.

n hy hn,
0,85269867900889 | 0,78848561640637
-1, 1| 0,37740285561283 | 0,4180922732204
-2, 2| -0,11062440441844 | -0,04068941760920
-3, 3 | -0,02384946501956 | -0,06453888262876
-4, 4 | 0,03782845554969 0

Tabelle 2.1: Die Koeffizienten h’ und h,, fir n = —4,...,4. Fir n € Z \ {—4,...,4} gilt
h¥ = h, = 0. Es gilt g, = (—=1)"""h;_,, sowie g = (—1)*""h}_, fiir n € Z.

2.5 Tensorprodukt-Wavelet-Transformation

Wenn man zweidimensionale Daten, z.B. ein Bild, gegeben hat, kann man eine Tensor-
Produkt-Wavelet-Transformation anwenden. Diese lésst sich leicht auf die eindimensio-
nale Wavelet-Transformation zuriickfithren. Man wendet zunéchst eine eindimensionale
Wavelet-Transformation auf die einzelnen Zeilen des Bildes an. Auf die so erhaltenen neuen
Daten wird nun eine eindimensionale Wavelet-Transformation entlang der Spalten ange-

wendet.

2.6 Weitere Begriffe

Im Folgenden stellen wir zwei Begriffe vor, die in den Unterkapiteln zu den numerischen

Ergebnissen verwendet werden.

Der PSNR (peak-signal-to-noise-ratio), ist folgendermafien definiert

PSNR := 20log, —
7=,

wobei m der groBtmogliche Pixelwert des Bildes und |||, die euklidische Norm von f — f

im Falle von Vektoren und die Frobeniusnorm von f — f im Falle von Matrizen ist. Dabei
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bezeichnet f das Originalbild sowie f die Approximation von f. Der PSNR ist ein Maf
um die Bildqualitit der Approximation f mathematisch zu erfassen. Ein hoher Wert steht

hier fiir eine gute Approximation des Originalbildes.

Die Entropie eines Vektors p wird mit

"\ h; h;
Entropie := — 1o (—J>
p jgo NN, 25 ]

berechnet, wobei [ die Lange des Vektors ist, n die Anzahl der verschiedenen Werte, die in
p vorkommen, und hy, ..., h,, bezeichnen, wie oft jeder einzelne der n Werte vorkommt. Die
Entropie ist ein Maf fiir den mittleren Informationsgehalt des Vektors p. Man beachte, dass
die Entropie die notwendigen Speicherkosten fiir den Vektor p weit {iberschétzt, da bei der
Berechnung aufler acht gelassen wird, dass benachbarte Komponenten des Vektors p mit-
einander korrelieren, d.h. dass sie viele Aneinanderreihungen von gleichen oder dhnlichen

notwendigen Werten (zum Beispiel vielen aufeinanderfolgenden Nullen) besitzen.
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3 Die Easy-Path-Wavelet-Transformation

In diesem Kapitel stiitzen wir uns auf die Ergebnisse aus [43] und beschreiben die grundle-
gende Konstruktionsidee der Easy-Path-Wavelet-Transformation. Dabei konzentrieren wir
uns besonders auf die genaue Beschreibung der Konstruktion von Pfadvektoren, die ei-
ne effiziente Speicherung zulassen. Hier werden auch einige neue Methoden, wie Direkte-
Nachbarn-EPWT, Mittelpunkt-EPW'T, Halbe-EPW'T und Einfach-EPWT, vorgestellt, die
tiber die Arbeit [43] hinausgehen. Sie wurden teilweise schon in unserer Arbeit [48] erwéhnt
- dort wurden sie fiir die Approximation eines Teilbildes benutzt. Niheres zur Arbeit [48]
ist im néchsten Kapitel zu lesen.

Die Idee der Easy-Path-Wavelet-Transformation (EPWT) ist es, einen zusammenhéngen-
den Pfad durch die Pixel eines gegebenen Bildes zu finden, so dass die Pixel, die auf
diesem Pfad benachbart sind, moéglichst d&hnliche Werte haben. Dieser Pfad soll eine Per-
mutation der Pixel sein. Entlang dieses Pfades wird dann eine eindimensionale Wavelet-
Transformation angewendet. Es lassen sich nun noch weitere Level der EPWT anwen-
den, die darin bestehen, die im vorigen Level erhaltenen Tiefpasswerte sinnvoll zu sor-
tieren und auf die Tiefpasswerte in der neuen Reihenfolge eine eindimensionale Wavelet-

Transformation anzuwenden.

3.1 Notation

Um das Konzept der Easy-Path-Wavelet-Transformation im Folgenden besser erklédren zu
konnen, legen wir nun folgende Notation fest. Das gegebene Bild bestehe aus N; x N, Pixeln,
wobei N; und Ns natiirliche Zahlen sind, deren Produkt ein Vielfaches einer Viererpotenz
ist (N{Ny = 225 mit J,s € N). Die digitale Funktion, die das Bild beschreibt, sei mit
f={f(i.4)} 5 bezeichnet. Die Menge Iy = {(i,5) [ i =0,...,Ny —1,j =0,.., N, — 1}
wird Bildindexmenge genannt. Im weiteren Verlauf werden wir auch oft die eindimensionale
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Darstellung der Bildindexmenge I5; benutzen, die durch die bijektive Funktion

J:ly —{0,..,NyNy— 1}  mit  J((i,7)) =i+ jNy

beschrieben wird. Die inverse Abbildung dazu ist durch

J (G, 7))

]\[1 J’ Z:j(/l?j)_]Nl

i=1
gegeben. Sei £27 € RMM der Vektor, der entsteht, wenn man die Funktionswerte von f

spaltenweise aneinanderhéngt:

27 = (£(0,0), f(1,0), ..., f (Ny —1,0), £ (0,1), f (1,1), ... f (N7 — 1, Ny — 1)) .

Eine Nachbarschaft eines Indizes (i, j) € I; wird durch

N, ) = {0, 1) € Ly \ {6} [ i =i < 1,5 = [ <13 (3.1)

festgelegt. Somit hat jeder Index, der im Inneren liegt (d.h., ¢ ¢ {0,N; —1} und j ¢
{0, Ny — 1}) 8 Nachbarn. Jeder Index, der am Rand liegt, aber keine Ecke ist, d.h. i ¢
{0, Ny — 1}, j € {0, Ny — 1} oder i € {0,N; — 1}, j ¢ {0, N — 1}, hat 5 Nachbarn, und
jede Ecke hat 3 Nachbarn. Wenn wir die eindimensionale Darstellung der Indexmenge
benutzen, so ist die Nachbarschaft eines Indizes | € J(I ;) = {0,1,..., NyN, — 1} mit
I = J((i,7)) durch N(I) = J(N(i, 7)) bestimmt. Wenn der Index [ also im Inneren liegt,

besteht seine Nachbarschaft aus
Nl ={l+1,0l—1,1+N;,l = Nj,l + Ny + 1, + N, — 1,1 — Ny + 1,1 — N; — 1}.

Da wir im weiteren Verlauf auch von Nachbarschaften von disjunkten Teilmengen von
J (I5y) reden werden, folgt nun an dieser Stelle die Definition des Begriffs Nachbarschaft
fir disjunkte Teilmengen. Seien [, C J(ly) und I, C J(Ipy) mit I,N1, =0 fir p # v.
Wenn ein Index [ € [, und ein Index iy € [, mit [ € N(l;), u # v existieren, sagen wir,

dass die Teilmengen I, und I, benachbart sind und schreiben I, € N(1,).

Als zusammenhdingend bezeichnen wir einen Indexvektor (I, ..., lk+ys), fiir den [, €
N, firv = k,..,k+n—-1,0 < k < k+n < NNy — 1 gilt. Dieser Indexvek-
tor wird Pfadstiick genannt. Unser Ziel ist es, einen vollstindigen Pfad durch J (Isy) zu

finden, d.h., einen Vektor der Linge N;N, der alle Indizes von J (I5y) in einer sinnvol-
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len Reihenfolge geordnet, enthilt. Dieser vollstandige Pfad ist also eine Permutation von
(0,1,2,..., NyNo — 1)T. Er kann aus mehreren Pfadstiicken bestehen, d.h. (p?,p?, ..., pZ)7,
wobei p,, v = 1,...,r, zusammenhéngende (Spalten-)Indexvektoren sind. Der Ubergang

von einem Pfadstiick zum Néchsten heifit Sprung.

3.2 Die EPWT

Nun widmen wir uns der Easy-Path-Wavelet-Transformation im Detail.

3.2.1 Erstes Level der EPWT

Es seien die Funktionswerte unseres gegebenen Bildes wie oben beschrieben in einem Vek-
tor £2/ der Linge 22/ gespeichert. Das erste Level der EPWT besteht nun darin, einen
vollstindigen Pfad p?/ durch J(Iy) zu finden und auf die Funktionswerte auf diesem
vollstdndigen Pfad eine eindimensionale Wavelet-Transformation anzuwenden. Dieser Pfad
soll so beschaffen sein, dass Funktionswerte, die auf diesem Pfad benachbart sind, eine
moglichst geringe Differenz aufweisen und sich die Anordnung des Pfades, d.h. die Permu-

tation der Indizes 0, ..., Ny Ny — 1, trotzdem noch effizient speichern lésst.

3.2.2 Bestimmung des Pfades p*’

Gestartet wird dieser Pfad mit dem ersten Pixel, dem Pixel mit dem Index (0,0), bzw. in
eindimensionaler Darstellung mit 0, d.h. p?/(0) := 0. Selbstverstéindlich kénnte man auch
mit jedem beliebigen anderen Pixel anfangen. Um den néchsten Index zu bestimmen, durch
den unser Pfad fiihrt, betrachten wir die absolute Differenz des Funktionswertes zum Index
0 zu den Funktionswerten der Nachbarn unseres Indizes 0, d.h., zu den Funktionswerten
der Indizes 1, N; und N; + 1. Der benachbarte Index mit der kleinsten absoluten Differenz

ist dann unser p2/(1), d.h. also

p/(1) ;= argmin [f*/(0) — £*/(k)|.
kE{l,Nl,N1+1}
Der néchste Index auf unserem Pfad wird nun auf die gleiche Art und Weise bestimmt. Auch
hier betrachtet man die absoluten Differenzen des zu p?/(1) gehorigen Funktionswertes zu
den Funktionswerten der Nachbarn, mit Ausnahme des Nachbarindizes 0, der ja schon

in unserem Pfadvektor vorkommt. Im Allgemeinen funktioniert die Bestimmung des n-ten
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Eintrages, wenn man schon die ersten n—1, n € {2, ..., NNy — 1} Eintrége des Pfadvektors

bestimmt hat, wie folgt

p”/(n):=  argmin [ (p*/(n—1)) - £*/(k)|. (3.2)
k#p2J (v),v=0,...,n—1
kEN (p?/(n—1))

Da es vorkommen kann, dass das Minimum an mehreren Indizes angenommen wird, muss
man im Vorhinein festlegen, welcher der in Frage kommenden Indizes als Eintrag fiir den
Pfadvektor genommen wird. Eine Moglichkeit wére zum Beispiel, alle Nachbarn, durch die
der Pfad noch nicht gegangen ist, im Uhrzeigersinn beginnend mit dem rechten Nachbarn
zu ordnen. In dem Fall, dass der Index im Inneren liegt und der Pfad noch durch keinen
benachbarten Index auBer p>/(n — 1) + 1 geht, wiren sie also in der Folge p*/(n — 1) +
Ny, p*(n—1)+N;+1,p* (n—1)—N;+1,p* (n—1)— Ny, p*’ (n—1)— N, - 1,p*/ (n—1)—1
geordnet. Nun nimmt man den in dieser Ordnung ersten Index, fiir den das Minimum
angenommen wird. Wiirde das Minimum sowohl bei p?/(n — 1) + N; + 1 als auch bei
p*/(n — 1) — Ny angenommen, wiirde man p*/(n) := p*/(n — 1) + Ny + 1 setzen.

Falls es vorkommt, dass der bisher bestimmte Pfad schon durch alle Nachbarn von
p?/(n — 1) gegangen ist und somit kein Minimierer von existiert, so beginnt man
ein neues Pfadstiick. Eine einfache Moglichkeit wére zum Beispiel, den kleinsten Index v
zu nehmen, fiir den v # p?/(p) fir u = 0,...,n — 1 gilt. Man konnte ebenso den Index
v mit v # p?/(u) fiir u = 0,...,n — 1 nehmen, dessen Funktionswert die geringste abso-
lute Differenz zu dem Funktionswert von p?/(n — 1) aufweist, oder der vom euklidischen
Abstand her am Néchsten ist.

Das obige Verfahren fithrt man solange durch, bis man einen Pfad durch alle Indizes,
d.h. einen Pfadvektor, dessen Eintrdge eine Permutation der Indizes 0, ..., Ny Ny — 1 sind,

gefunden hat.

3.2.3 Anwendung der Wavelettransformation

Nun wendet man eine eindimensionale periodische Wavelet-Transformation auf die Funk-
tionswerte entlang des Pfadvektors, d.h. auf (£2/(p?/(k))) 0", an. Wir erhalten nun
einen Vektor f2/-1 € RMM2/2 der den Tiefpassanteil enthilt, sowie die Waveletkoeffi-
zienten g?/~! € RMN2/2 Auf den Tiefpassanteil wird nun das zweite Level der EPWT
angewandt.

Da unser Vektor f von der Linge 227 ist, kénnen wir 2J Level der EPWT anwenden.
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3.2.4 Zweites Level der EPWT

N1 N,
2
Tiefpasswerte in f2/~! bestimmt, so dass die Tiefpasswerte so angeordnet sind, dass Tief-

Das zweite Level funktioniert ahnlich wie das erste Level. Hier wird ein Pfad durch die

passwerte mit einer geringen absoluten Differenz benachbart sind. Zugleich soll auch hier
der Pfadvektor, der die Angaben iiber die Reihenfolge der Tiefpasswerte enthélt, moglichst
einfach bzw. effizient zu speichern sein. Auf die neu angeordneten Tiefpasswerte wird nun
wiederum eine eindimensionale Wavelet-Transformation angewandt, so dass man wieder
einen Tiefpassanteil, im Folgenden mit f2/=2 € RM2/4 hezeichnet, und einen Hochpassan-
teil, bezeichnet mit g2/—2 € RMM2/4 erhilt. Die Bestimmung des Pfadvektors im zweiten
Level dhnelt der Bestimmung im ersten Level. Hier beginnt man den Pfad mit einer Index-
menge (ndhere Einzelheiten folgen) und sucht sich als néchsten Eintrag des Pfadvektors
den Index der Indexmenge unter den benachbarten Indexmengen aus, der der dhnlichste

Wert zugeordnet ist. Die Indexmengen definieren wir als

N1 N,

= {p* 20, p 21+ 1)}, 1=0,..., =5

— 1.

Jeder dieser Indexmengen IZQ‘]_1 ordnen wir nun einen Funktionswert zu, und zwar den
Tiefpasswert £2/71(1). Zwei Indexmengen I2/~! und I27~! (bzw. deren Funktionswerten)

bezeichnet man nun als benachbart, wenn
ke 1?2771 g € I¥ ! mit k € N(q). (3.3)

Die Menge aller zu 12/~ benachbarten Indexmengen wird im weiteren Verlauf mit N (72/~1)

bezeichnet.

3.2.5 Bestimmung des Pfades p?/~!

Gestartet wird unser Pfad p?/~! mit der Indexmenge I3’~' und dem zugehorigen Funkti-
onswert £2771(0), d.h., p>/7!(0) = 0. Der nichste Eintrag unseres Pfadvektors, p*>/~!(1),

wird nun wie folgt bestimmt. Wir setzen

p?/ (1) = argiréinﬂfw_l(()) — fQJ_l(k:)‘ | 277t ¢ N(Igj_l)} )
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N1 N2

2 — 1 werden durch

Die restlichen Eintriige p*/~!(m) mit m = 3, ...,

2/=1(m) := argmin {{fQJ_l(m —-1)— fQJ_l(k’)‘ | 1277t e N(],Qn‘]__ll)}

keU

p

mit

N, N.
U:{k]ke{ 122—1},k7£p2‘]1(l),l:0,...,m—1}

definiert.

3.2.6 Anwendung der Wavelet- Transformation

Jetzt wenden wir auf die Tlefpasswerte £2/=1 des ersten Levels, angeordnet gemifl p?/—!

d.h. also, auf {fzJ Yp* (k) }, 2 L " wiederum eine eindimensionale periodische Wavelet-

72 und den Hochpassanteil

N1N2

g2J QER

3.2.7 Weitere Level der EPWT

Fiir N1 Ny > 4 lassen sich anschliefend noch weitere Level anwenden. Die Indexmengen der
weiteren Level setzen sich stets aus zwei Indexmengen des vorigen Levels zusammen. Im
lev-ten Level, lev € N, 2J — lev > 0 und lev > 3, sind die Indexmengen dementsprechend
folgendermaflen

IlQJ—lGU'i‘l . [22JJ llee%——tg(m) IQgJ llee’li)—-’l_—g(gl_i_l) mlt l - 07 ey 2%521 - 1
bestimmt. Jeder dieser Indexmengen I?/~***! wird jeweils der Wert f2/~lv+1(]) | =

0,..., é}@vj\_fﬁ — 1 zugeordnet. Der Begriff der Nachbarschaft wird analog zu 1| definiert,

d.h., zwei Indexmengen [2/7/vt1 und [2/~¢v*+1 heiflen benachbart, wenn

= = ]’72anle'qu17 g€ [rQLJ_ZEU+1 mit k € N(Q)

Der erste Eintrag des Pfadvektors im lev ten Level, p*/~!**1(0), ist der Index der In-

dexmenge, mit der der Pfad gestartet wird. Wenn der Pfad mit der Indexmenge 13/~ **

begonnen wird, so ist demnach p*/~****1(0) = 0. Hat man die ersten m, 0 < m < 25%% — 1,
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Indizes bestimmt, so ldsst sich der (m + 1)— te Eintrag durch

p2J—lev+1(m) — al"kgHUliIl{‘fZJ_lev—i_l(m _ 1) _ fQJ—lev—&-l(k:)‘ | IzJ—lev—&-l c N(IZLJ_—ll)}
S

mit

N1 N-
U:= {k | ke {0,. S 1} und k # p*’ (1), 1=0,...,m — 1}

" 2lev—1

berechnen. Auf die Tiefpasswerte des vorigen Levels, £2/-/*+1 angeordnet gem#f des Pfa-
NiNg
des, d.h., auf {f2/~tevtl(p2/=levtl(f)) 12070 wird nun eine eindimensionale periodische

N1 N.
olev und

Wavelet-Transformation angewendet, so dass man Tiefpasswerte f2/~/v ¢ R
Ny N
Hochpasswerte g2/~ € Rt erhilt. Wenn 2J — lev > 0 ist, kann man jetzt noch

mindestens ein weiteres Level der Easy-Path-Wavelet-Transformation durchfiihren.
Man erhélt also nach 2J Leveln der EPWT den Koeffizientenvektor

&= ((fO)Ta (gO)T, (gl)T s (gQJl)T)T e RMN:,
und den Pfadvektor
p= ((pl)T, (pQ)T s (pQJ)T)T c R2N1N2—2

der alle Pfadvektoren in den verschiedenen Leveln der EPWT enthalt. Anhand dieser bei-
den Vektoren g und p ldsst sich das urspriingliche Signal f € RN*N2 (bzw. £27 ¢ RM1MV2)

exakt rekonstruieren.

Um von f?/ eine diinner besetztere Darstellung als g zu erhalten, setzt man die vom

Betrag her kleinsten Eintrige von gi, i = 0,...,2J — 1, Null.

Die Rekonstruktion von f (bzw. £27) aus g und p funktioniert wie folgt.
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Algorithmus
For j =0to 2J—1do

e Wende die zu der verwendeten eindimensionalen Wavelet-Transformation
fi ] , ]
inverse Wavelet-Transformation auf | € R¥"" an und erhalte fg“ c R¥",

gl
e Ordne die Funktionswerte geméafl der Anordnung der Indexmengen im 7 + 1 “ten
Level, d.h.
£ (p/ (k) = fg“(k;), k=0,..,2" — 1.
end do.

3.3 Eine Relaxation der EPWT

Ein Nachteil der EPWT ist, dhnlich wie bei den meisten adaptiven Approximationsalgo-
rithmen, dass man zusétzlich zum Koeffizientenvektor noch die Anordnung der Funkti-
onswerte in den einzelnen Leveln speichern muss. Deshalb ist es wichtig, auch fiir eine
effiziente Speicherung des Pfadvektors zu sorgen. Der Pfadvektor des ersten Levels ldsst
sich beispielsweise mit nur hochstens drei Bit pro Eintrag speichern, wenn man statt dem
néchsten Index lediglich die Richtung speichert, die der Pfad einschlégt. Das heifit, man
weist jedem der hochstens 8 noch nicht fiir den Pfad benutzten Nachbarpixel einen Wert
von 0 bis hochstens 7 zu. Die Werte werden dem Uhrzeigersinn nach verteilt, wobei das
Nachbarpixel den Wert 0 zugewiesen bekommt, das in der Richtung des bereits eingeschla-
genen Pfades liegt. Die Abbildung veranschaulicht diese Prozedur. Wir betrachten
alle Nachbarn des Pixels in der Mitte, dessen Index im Pfad an /—ter Stelle vorkommt.
Hier wurde nur der Nachbar in der linken unteren Ecke schon fiir den Pfad verwendet, und
zwar steht er an (¢ — 1)—ter Stelle des Pfades. Der rote Pfeil symbolisiert den Pfad, der bis
jetzt eingeschlagen wurde, wahrend der blaue Pfeil in die Richtung zeigt, in die man gehen
miisste, damit sich die eingeschlagene Richtung nicht dndert. Somit wird dem Pixel, auf
das der blaue Pfeil zeigt, die Zahl 0 zugewiesen, dem néchsten Pixel im Uhrzeigersinn die

Zahl 1. Die beiden darauffolgenden Pixel bekommen die Nummern 2 bzw. 3. Das néchste
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Pixel, ndmlich das in der linken unteren Ecke, wurde schon fiir den Pfad genommen und
wird deshalb bei der Nummerierung ausgelassen, so dass das darauffolgende Nachbarpixel
(das linke) die Zahl 4 zugewiesen bekommt. Die im Uhrzeigersinn folgenden Pixel werden

analog aufsteigend durchnummeriert.

5 6 P
4 PO 1
(=1 3 2

Abbildung 3.1: Illustration zur Nummerierung der Nachbarn

Wir wollen nun einen Pfad p?/ konstruieren, der in jeder Komponente [ nur die Rich-
tung bei Ubergang von p?’/(I — 1) zu p*/(l) speichert. Dieser Pfadvektor enthilt noch die
vollstiandige Information iiber die Permutation der Indexmenge in p?”/, lisst sich jedoch
mit wesentlich geringeren Kosten speichern. Der erste Pfad lasst sich folgendermafien in
p?’ speichern. Wenn wir den Pfad p?/ bestimmt haben, so wird der erste Eintrag des neuen
Pfades gleich dem ersten Eintrag des alten Pfades gesetzt (p2/(0) := p?/(0) = 0). Um den
nichste Eintrag von p?/ zu bestimmen, betrachtet man im Uhrzeigersinn alle Nachbarn

von p?’/(0) und setzt

0 falls p*/(1) = Ny,
pY(1):=¢1 falls p2/(1) = Ny + 1,
2 falls p?/(1) = 1.

Fiir die weiteren Eintrage verfihrt man folgendermaflen. Wenn die Richtung des Pfades,

die einmal eingeschlagen wurde, beibehalten wird, das heifit, wenn
p?(1+1) =p* (1) + (p*(1) —p* (1 - 1)) = 2p*(1) - p* (1 - 1)

gilt, so wird p>/(I+1) := 0 gesetzt. Wenn sich die Richtung gegeniiber der eingeschlagenen
Richtung #ndert, so betrachten wir den Vektor q = (Q(N));:o SWAS

q:=(N,Ny+1,1,-Ny +1, =Ny, —N, — 1, =1, N, — 1)",
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so dass p*/(14+1) € {p*’(I) + q(p) | © =0, ..., 7} (vorausgesetzt, dass unter den Nachbarn
von p?’(l) mindestens einer ist, der fiir den Pfad noch nicht verwendet wurde). Wir suchen
nun den Index fi € {0, ..., 7} mit

q() = p* () —p*’ (1 - 1)

und bilden nun durch periodische Verschiebung einen neuen Vektor q, der durch Aneinan-
derreihung der beiden Teile (q(f), ...,q(7)) und (q(0), ..., q(@) — 1)) entsteht. Man beachte,
dass p?’/(I — 1) ein Nachbar von p?/(l) ist, der schon fiir den Pfad verwendet wurde. Also
kann p?/ (I + 1) nicht gleich p*/(1) + q(4) sein, da q(4) = p*/(I — 1) — p?/(l) ist. Wenn alle

iibrigen sieben Nachbarn von p?/(l) noch nicht fiir den Pfad verwendet wurden, so setzt

(0 wenn p2/(I 4+ 1) = p(1) + §(0).

1 wenn p* (1 + 1) = p(I) + (1),

2 wenn p* (I +1) = p(l) + §(2),
p*(I+1):=q3 wenn p*(I+1) =p(l) +a(3),
4 wenn p?/(14 1) = p(I) +(5),

5 wemn p?/(1+ 1) = p(I) + &(6),

6 wenn p?/(I +1) = p(l) + q(7).

Die Nachbarindizes von p/ (1), die in .J(I5) liegen und noch nicht fiir den Pfad verwendet
wurden, werden ,zuléssig® genannt. Wenn nicht alle 7 Nachbarindizes zuléssig sind, so
wird q gedndert in dem man alle Komponenten aus q herausstreicht, die nicht zu einem
zuldssigen Index p?/(I+1) = p*/(1)+q(u) fithren. Sei @*" der Vektor, der nur die zulissigen

Komponenten von q enthélt (in der gleichen Reihenfolge). Dann setzt man
p*’ (1 +1) == pp wenn p*’ (1 +1) = p*' (1) + ™" ().

Wenn der Pfad p?/ einen Sprung besitzt, so hiingt die Bestimmung von p(l + 1) davon
ab, wie der erste Index des neuen Pfadstiicks bestimmt wurde. Wenn man einfach den
kleinsten Index, der noch nicht fiir den Pfad verwendet wurde, genommen hat, so reicht

es, p(l +1) := 0 zu setzen.

Wenn der Pfad also lange derselben Richtung folgt, erreicht man somit eine Aneinan-
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derreihung von Nullen und dementsprechend einen diinner besetzten Pfadvektor.
Eine leichte Abwandlung der EPW'T nutzt diese Tatsache aus.

In dieser Version der EPWT, die wir im Folgenden auch ,relaxierte EPWT“ nennen
werden, wird die Richtung des Pfades moglichst lange beibehalten und nur gewechselt,
wenn die Differenz der Funktionswerte grofler als eine gewisse Schranke wird. Eine hohe
Schranke hélt die Adaptivitdtskosten niedrig, da sie dafiir sorgt, dass die Richtung des
Pfades lange gleich bleibt und man somit nur wenige Richtungswechsel zur Rekonstruktion
des Pfades speichern muss. Gleichzeitig sorgt eine hohe Schranke und somit eine seltene
Anderung der Richtung des Pfades aber auch dafiir, dass die Differenzen der auf dem Pfad
benachbarten Werte grofler sind, als wenn man eine kleinere Schranke gewahlt hétte, so

dass man groflere Waveletkoeffizienten erhélt.

Genauer gesagt, funktioniert diese relaxierte Form der EPWT wie folgt. Wir setzen als
Erstes eine Schranke S fest und starten dann wieder mit einem beliebigen Pixel, zum Bei-
spiel mit dem Pixel ganz oben links. Weil dieses Pixel auf dem Pfad noch kein Vorgéngerpi-
xel hat, da der Pfad eben erst gestartet wurde, wird eine beliebige Richtung im Vorhinein
als bevorzugte Richtung festgelegt, zum Beispiel, den Pfad in die rechte Richtung ein-
zuschlagen. Dementsprechend wird also @**(0) := Ny, @*"(1) = Ny + 1 und @*"(2) = 1
gesetzt. Nun wird geméf dieser Reihenfolge gepriift, ob die Differenz der Funktionswerte
von dem linken oberen Pixel und dem Nachbarpixel betragsméfig kleiner als die zu Anfang

festgesetzte Schranke S ist, d.h., wir priifen

£ (P*(0)) = f (P*(0) + @ (1)) | < S (3.4)

Sobald dies fiir ein p der Fall ist, wird das Nachbarpixel p>/(0) + q*"(u) als néchstes Pixel
auf dem Pfad gesetzt, d.h. p?/(1) = p*/(0) + q*"(u), bzw. p>/(1) = . Wenn es kein p gibt,
fur das (3.4]) erfiillt ist, so wird

p*’(1) = aé{ggrfiﬁ £ (P*(0)) — f (P*(0) + & ()]

gesetzt (bzw. p?/(1) = p*/(0) + g**()). Wenn man die ersten n Eintriige des Pfades p*/
(bzw. von p?’) bestimmt hat, so wird der Eintrag p>/(n) (bzw. p?’/(n)) wie folgt bestimmt.

Wir setzen p?’/(n) gleich dem kleinsten j, das

[F (¥ (n—1)) = f (0¥ (n = 1) +&"(w)| < S
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erfiillt. Wenn es keinen Nachbarindex p?/(n — 1) + q**(u) gibt, fiir den obige Ungleichung

erfiillt ist, so bestimmt man das p, das

1f (¥ (n—1)) = f (p¥(n — 1) +&"(1))]

minimiert und setzt p*/(n) := u bzw. p*/(n) = p?*’/(n — 1) + @*"(u). Falls p*/(n — 1)
keine Nachbarn besitzt, die bis jetzt noch nicht fiir den Pfad verwendet wurden, so wird
p?/(n) gleich dem kleinsten Index gesetzt, der bis jetzt noch nicht fiir die Pfadeintriige
p*/(0),...,p?*’(n — 1) verwendet wurde. In diesem Fall muss man keinen Eintrag in p*/
speichern.

Offenbar entspricht diese relaxierte Form der EPWT fiir S = 0 der am Anfang vorgestellten
ystrikten EPWT. Die folgende Abbildung zeigt zum Einen den ersten Pfad fiir S = 0
(links) und zum Anderen den ersten Pfad fiir S = 36 (rechts). Die Kreise markieren jeweils
den Anfang eines neuen Pfadstiicks. Man sieht, dass eine Schranke von S = 35 durchaus
noch dafiir sorgt, dass grofle Unterschiede in den Grauwerten entlang des Pfades vermieden
werden. Auflerdem enthélt der Pfad des zweiten Bildes weniger Spriinge. Fiir S = 0 enthélt
der erste Pfad p?/ 120 Nullen, 57 Einsen, 42 Zweien, 18 Dreien, 10 Vieren, 4 Fiinfen und 5
Sechsen - die Entropie liegt bei 2, 08 Bits pro Pixel. Der erste Pfad p?/ des zweiten Bildes
(also fiir S = 35) enthélt 241 Nullen, 10 Einsen, 2 Zweien und 3 Dreien - die Entropie liegt
hier bei 0,39 Bits pro Pixel.

Abbildung 3.2: (a) Strikte EPWT (S = 0), (b) relaxierte EPWT (S = 36) .
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3.4 Reduzierung der Pfadkosten in weiteren Leveln

Bis jetzt haben wir nur beschrieben, wie sich die Pfadkosten des ersten Pfades reduzieren
lassen. Wenn man fiir die EPWT die maximale Anzahl von Leveln, die moglich sind,
durchfiihrt, und in jedem Level einen Pfad bestimmt, so ergeben diese Pfade der weiteren
Level zusammen einen Vektor, der so lang ist, wie der Vektor des ersten Pfades. Trotz
der Tatsache, dass wir somit in der Lage sind, die Hélfte der Pfadkosten durch eine leicht
gednderte Bestimmung des ersten Pfades zu verringern, ist es also wichtig, sich auch fiir
die andere Halfte der Pfadkosten, d.h. fiir die Pfade der weiteren Level, zu iiberlegen, wie
die Bestimmung des Pfades leicht abgewandelt werden um eine effizientere Speicherung zu

ermoglichen.

3.4.1 Erste Variante

Eine Moglichkeit wére, im j + 1-ten Level folgendermafien zu verfahren.

Man starte den Pfad mit einer beliebigen Indexmenge, zum Beispiel mit der ersten, d.h.
p>/77(0) = p*/77(0) = 0. Wenn man den Pfad bis zu einem Index [ bestimmt hat, so
verfihrt man fiir die Bestimmung von p?/~7( + 1) folgendermaBen. Man schreibt die In-
dizes aller noch nicht fiir den Pfad verwendeten Nachbarindexmengen in einen Vektor n,
wobei man die Indizes p?’~7(I) + 1 und p?*’~/(I) — 1, die zu Nachbarindexmengen gehoren,
von denen man vermutet, dass ihr zugehoriger Funktionswert dem von der Indexmenge mit
dem Index p?*/7J(I) sehr &hnlich ist, an die beiden ersten Stellen des Vektors n schreibt
und die Indizes der restlichen Nachbarindexmengen aufsteigend der Grofle nach geordnet
an die folgenden Stellen von n (selbstversténdlich nur dann, wenn die jeweilige Nachbarin-
dexmenge noch nicht fiir den Pfad verwendet wurde). Nun wird der Reihe nach fiir jeden
Eintrag von n gepriift, ob die zugehorige Indexmenge einen Funktionswert besitzt, der
sich von dem Funktionswert der Indexmenge mit dem Index p?/~7(1) nur um héchstens S
unterscheidet. Der erste Eintrag n(i) aus n, der dies erfiillt, wird als nichster Eintrag des
Pfadvektors genommen, d.h. p>/=/(I + 1) := n(i) - falls kein Eintrag aus n dies erfiillt, so
nimmt man den Eintrag, so dass die Differenz am kleinsten ist. In p speichert man nun
nicht den Index der Indexmenge, sondern seine Position in n, d.h. p>/=/(I + 1) = i, was
dazu fiihrt, dass die Zahlen, die man in p>/~7 speichert, kleiner und im Gegensatz zu p?/=7
ofters die gleichen sind, wodurch dieser Pfadvektor effizienter zu speichern ist. Der folgende

Algorithmus beschreibt die Funktionsweise dieser Methode noch ein wenig genauer.
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Algorithmus

(i) Setze p*77(0) := 0 und p*/77(0) :=0

(ii) For [ =0,...,282 2 do

27

e Falls die Menge M aller Indizes aus { 0,.., NN _ 1}, die zu Nachbarindexmen-

23
gen von der Indexmenge mit dem Index p?’~%(I) gehéren und noch nicht fiir den

Pfad p?/~7 verwendet wurden, nicht leer ist

dann:
— Schreibe, falls p>/7(I) + 1 € M, p*/7(l) + 1 in einen Vektor n.

— Falls p?’77(l) — 1 € M, so schreibe p*/77(I) — 1 an die néchste Stelle des
Vektors n.

— Schreibe die restlichen Nachbarindizes aus M aufsteigend nach der Grofle

geordnet an die folgenden Stellen des Vektors n.

— Nehme die Komponente von n(z*) von n = (n(0),n(1),...)" mit dem klein-

sten Index p* so dass

77 0) = £ ) < 5 @9

erfiillt ist und setze p*’~7(I + 1) := n(p*), >/ (1 + 1) := p*.
Wenn keine Komponente aus n die Ungleichung (3.5 erfiillt, so nehme

o= arg}tnin { }fw_j (p*' (1)) — fZJ_j(n(M))H

und setze p*' (I + 1) := n(u*), p> (1 + 1) := p*;

e Sonst: Wihle p?/~7(141) gemisB einer im Vorhinein festgelegten Strategie, zum

Beispiel gemifl der Strategie, fiir p2/=7(l 4+ 1) immer den kleinsten Index aus

{O, LA ;V 2 — 2} zu wahlen, der noch nicht fiir den Pfad verwendet wurde. Wenn

nach dieser Strategie verfahren wird, muss fiir p>/~7 kein Eintrag gespeichert

werden, um die Rekonstruktion zu gewihrleisten. Hat man beispielsweise die
Strategie festgelegt, dass man 7 gleichméfig iiber das Bild verteilte Indizes be-

trachtet und aus der Menge M dieser Indizes den Index m; als Nachfolger nimmt,
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fiir den

m; 1= argmin { ‘fQJ_j(pZJ_j(l)) — fQJ_‘j(m)H
meM
gilt, also p*/77(I + 1) = m;, so muss man natiirlich, damit man spéter wieder
rekonstruieren kann, in p?/~7 abspeichern, welchen dieser 7 Indizes man genom-
men hat. Dies kann in dhnlicher Weise wie oben geschehen, namlich derart, dass
man, wenn man den kleinsten dieser 7 Indizes genommen hat, p?/~7/(I +1) := 0

speichert, wenn man den zweitkleinsten nimmt, p>/~7(1+1) := 1 speichert, usw.

Zur Rekonstruktion des Pfades im j + 1-ten Level wird nur p?/~7 benétigt, p>/~/ kann
nach Durchfithrung des obigen Algorithmus gel6scht werden. Fiir S = 0 erhalten wir
auch in den folgenden Leveln die strikte EPWT. Der Pfad p*/~/ besteht dann nicht mehr
zwangslaufig nur aus den Zahlen 0 bis 7 sondern kann auch aus grofleren Zahlen bestehen,

da es in den weiteren Leveln passieren kann, dass man mehr als 8 Nachbarn hat.

3.4.2 Direkte-Nachbarn-EPWT

Eine andere Moglichkeit in weiteren Leveln den néchsten Pfadeintrag zu wéhlen wiére,
Nachbarindexmengen zu bevorzugen, die einen grofieren ,,gemeinsamen Rand“ mit der
betrachteten Indexmenge besitzen. Dazu ordnet man die Nachbarindexmengen einer In-
dexmenge 112)2‘];]; 0 fiir Level j+1 mit 5 > 0 folgendermaflen. Man zihlt fiir jede Nachbarin-
dexmenge I2/77 durch die der Pfad noch nicht gefiihrt wurde, die Anzahl a,, der Elemente
k € 12779 fiir die ein q € Irz);],_fj () existiert, so dass k € N (q). Anschlieend ordnet man
diese Nachbarindexmengen geméf ihrer jeweiligen Anzahl a,, so dass in dieser Ordnung

. . i . . 2J—j
eine Nachbarindexmenge I2/~7 vor einer anderen Nachbarindexmenge I=""7 steht, wenn

J

. . _4 2J— ~
a, > a;. Fir den Fall, dass a,, = aj; ist, so ordnet man [2J 7 vor I wenn n < 1 und

2777 yor I*’=7 wenn 71 < n. Die néchste Indexmenge des Pfades wird nun die erste Nach-
barindexmenge geméf der vorher bestimmten Ordnung, der ein Wert zugewiesen wurde,
der sich von dem Wert f2/=9(p?/~4(l)), der zu der Indexmenge IIQ);];_]; o

betragsméflig nur um eine vorher festgelegte Gréfie S unterscheidet. Sei diese Indexmenge

korrespondiert,

die Indexmenge Ii;l_j, die die r—te Indexmenge gemifl der vorher bestimmten Ordnung

sei, so speichert man im Pfadvektor nun p*/~/(I + 1) := n* bzw. p*/ (I + 1) := r — 1.
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Wenn alle noch nicht fiir den Pfad verwendeten Nachbarindexmengen von If);]]_jj (1) cinen
Wert besitzen, der sich von f2/~3(p?/77(l)) um mehr als S unterscheidet, so wird unter
den noch nicht fiir den Pfad verwendeten Nachbarindexmengen die mit dem &hnlichsten
Wert ausgewihlt. Wenn mehrere solcher Indexmengen 2777 bestehen, so wird diejenige

genommen, fiir die das n am kleinsten ist.

Beispiel Das folgende Beispiel veranschaulicht diese Prozedur. Wir betrachten ein Bild
der Grofle 8 x 8. Nach Anwendung von drei Leveln der EPWT sucht man im vierten Level
einen Pfad durch 8 Indexmengen, von denen jede aus 8 Indizes besteht. Die Abbildung
stellt diese Indexmengen dar. Es seien I3, I3, I3, I3, I3, I3, I3 bzw. I3 die Werte
£2(0) = 20, f3(1) =4, f3(2) =4, f3(3) = 25, f3(4) = 65, f3(5) = 30, f3(6) = 60 bzw.
f3(7) = 63 zugeordnet. Man féingt den Pfad zum Beispiel mit der ersten Indexmenge I3 an
und betrachtet jetzt die Nachbarindexmengen I3, I3, I3 und I3. Die Nachbarindexmenge
I} beinhaltet 4 Indizes, die Nachbarn von Indizes aus I¢ sind, in I3 sind zwei Nachbarn,
in I} ein Nachbar und in I? fiinf Nachbarn. Also werden die Nachbarindexmengen in der
Reihenfolge I3, I?, I3, I} geordnet. Nun wird der Wert f3(0), der zu der Indexmenge I3
korrespondiert, mit dem Wert f3(5) der Indexmenge I3 verglichen. Sofern die absolute

Differenz kleiner oder gleich einer vorgegebenen Schranke (z.B. S = 20) ist, d.h.

| £2(0) — f2(5)] < 20,

so wird p*(1) := 5 bzw. p?(1) = 0 gesetzt. Nun werden die Nachbarindexmengen von I3
betrachtet - mit Ausnahme von I3, durch die der Pfad schon fiihrt. Das heifit, wir zéhlen
fiir I3, I und I wieviele Elemente sie jeweils besitzen, die direkte Nachbarn zu Elementen
aus I3 sind. Fiir I3 sind es ein, fiir I} ein und fiir I fiinf Elemente, also ordnet man

entsprechend I3, I3, I}. Nun testet man, ob fiir die absolute Differenz
£5) = £(6)] < 20

gilt. Wegen f3(5) = 30 und f3(6) = 60 ist dies nicht erfiillt, so dass man nun
| /2(5) = f2(3)| = |30 — 25| < 20

testet. Dies ist erfiillt, weswegen man nun p?(2) := 3 bzw. p?(2) := 1 setzt. Die noch nicht
fiir den Pfad verwendeten Nachbarindexmengen von I3 sind I3, I3, I? und I3. Die Ordnung
lautet hier I3, I?, I, I3, die zugeordneten Werte sind f3(2) = 4, f3(1) = 4, f3(4) = 65
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sowie f3(7) = 63. Da sich jeder dieser Werte von f3(3) = 25 um mehr als 20 unterscheidet,
wird die Indexmenge aus {I3, I3, I3, I3} gewihlt, deren zugeordneter Wert betragsméfig

am néichsten an f?(3) ist. Es gilt
172 = P3| =22 - £B)| <M - FB)| <[ - B),

so dass sowohl I} und I3 in Frage gekommen. Aufgrund von 1 < 2 setzen wir p?(3) :=
1. Gemé#B der vorher bestimmten Ordnung ist I3 die erste Nachbarindexmenge, weshalb

p3(3) := 0 gesetzt wird. Der restliche Pfad wird analog bestimmt.

B

1

Abbildung 3.3: Beispiel zur Direkte-Nachbarn-EPWT.

3.4.3 Mittelpunkt-EPWT

Die ,Mittelpunkt-EPWT* versucht ebenfalls, die Pfadkosten in den héheren Leveln zu
verringern. Hier werden die Mittelpunkte der Indexmengen berechnet und die Nachba-
rindexmengen nach der euklidischen Entfernung ihrer Mittelpunkte zu dem Mittelpunkt
der Indexmenge, fiir die gerade ein Nachfolger gesucht wird, geordnet. Man beginnt die
Ordnung mit der Nachbarindexmenge, die den kleinsten euklidischen Abstand hat. Die
Berechnung der Mittelpunkte erfolgt hier durch die Bildung des arithmetischen Mittels
iiber alle zweidimensionalen Indizes, die in der jeweiligen Indexmenge erhalten sind. Als
nédchste Indexmenge auf dem Pfad wird nun nicht zwangsldufig die Nachbarindexmenge
genommen, die die Differenz der ihnen zugeordneten Werte minimiert, sondern die erste
Nachbarindexmenge, so dass die Differenz der Werte kleiner als eine gewisse Schranke ist.
Erst, wenn dies fiir keine der Nachbarindexmengen der Fall ist, wird die Nachbarindex-
menge mit der kleinsten Differenz genommen. Falls gar keine Nachbarindexmengen, die
noch nicht fiir den Pfad verwendet wurden, existieren, muss wie bei der strikten EPWT

ein neues Pfadstiick gestartet werden.
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Beispiel Die Funktionsweise wird nun anhand des auch schon im vorigen Abschnitt ver-
wendeten Beispielbildes (3.3 erklart. Die zweidimensionalen Indizes, die hier zu Indexmen-

ge I3 gehoren, sind (0,0), (0,1), (1,1), (1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (2,3). Der Mittelpunkt

0+0+14+1+1424242 _ 9 O0414+1424341+4243 13) Die Nachbarin-
8 87 8

dexmenge I} besteht aus den Indizes (1,0), (2,0), (3,0), (3,1), (4,0), (4,1), (5,0) und
(5,1). Somit liegt der Mittelpunkt bei (2 §). Der Mittelpunkt von I3, die aus den Indizes

liegt dementsprechend bei (

878
(3,2), (3,3), (4,2), (4,3), (5,2), (5,3), (6,2) und (6,3) besteht, liegt bei (22,22) und der
Mittelpunkt von I3 bei (32,%2), der von I§ bei (2,%2), von I? bei (2,22), von I} bei

§°8
von I3 zu dem von I} \/( o+ (13(;13) VI21 der zum Mittelpunkt von I3 betriigt Y11,
zu dem von I} betriigt der euklidische Abstand 1861 , der Mittelpunkt von I3 ist @
entfernt. Somit ist die Ordnung der Nachbarindexmengen durch I3, I3, I3, I3 gegeben.
Wenn wir hier die Schranke ebenfalls S = 20 setzen, so ist p?(1) := 5, bzw. p?(1) := 0. Die

Indexmenge I3 hat nur drei Nachbarindexmengen, die noch nicht fiir den Pfad verwendet

(Q @) und von I? bei (% g) Somit betréagt der euklidische Abstand vom Mittelpunkt
7-9)?

wurden, némlich I3, I? und I3. Wegen

V6127 + (32250 /(632 +(32-46)° /(6 36)* + (32— 20)’
3 < 3 < 8

werden die Indexmengen I3, I3, I3 geordnet. Da allerdings sowohl die Differenz |30 — 60|
als auch die Differenz |30 — 65| grofer als unsere Schranke 20 ist, wird I3 gewihlt, da
130 — 25| < 20. Somit ist p?(2) := 3 bzw. p?(2) = 2. Die restlichen Pfadeintriige werden

analog bestimmt.

3.4.4 Einfach-EPWT und Halbe EPWT

Eine weitere Moglichkeit, in hoheren Leveln Pfadkosten zu sparen, ist natiirlich, gar nicht
soviele Pfade zu berechnen. So konnte man zum Beispiel nur den ersten Pfad berechnen
und dann mehrere Level der eindimensionalen Wavelet-Transformation entlang dieses er-
sten Pfades anwenden. Diese Methode wird im Folgenden , Einfach-EPWT* genannt. Die

,Halbe EPWT* besteht darin, nur in jedem zweiten Level einen neuen Pfad zu bestimmen.
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3.5 Numerische Ergebnisse

In diesem Unterkapitel werden wir uns den Ergebnissen der einzelnen im vorigen Abschnitt
vorgestellten Verfahren widmen. Es wurden stets Bilder der Grofie 256 x 256 = 65536 ver-
wendet und 11 Level der EPWT angewandt. Zuerst stellen wir die Resultate vor, die die
strike EPWT liefert. Es wird also in der Regel bei der Bestimmung des néchsten Pfadein-
trags p(n) der Nachbar als Nachster genommen, dessen Funktionswert dem von p(n—1) am
ahnlichsten ist. Als Testbilder wurden CLOCK, LENA und ein Ausschnitt von SAILS verwen-
det. Nach Anwendung der EPWT wurden die betragsméfig kleinen Waveletkoeffizienten
zu Null gesetzt und dann aus den verbliebenen Waveletkoeffizienten eine Approximation
des Originalbildes berechnet. Im Fall des cLOCK-Bildes wurden die 1000 relevantesten Ko-
effizienten behalten, im Fall des LENA-Bildes die betragsméflig grofiten 700 Koeffizienten
und beim sAILS-Bild sogar nur 200 von 65536 Koeffizienten.

Abbildung 3.4: Erste Zeile: Originale der Bilder CLOCK, LENA und SAILS.
Zweite Zeile: Approximation von CLOCK mit 1000 Koeffizienten, von LENA mit
700 und von sAILS mit 200 Koeflizienten.

Der PSNR~-Wert der Approximation des CLOCK-Bildes liegt bei 33,25 dB, die Entropie,
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die versucht, eine obere Schranke fiir die Pfadkosten zu bestimmen, liegt bei 5,14 bpp,
wovon die Kosten fiir die Speicherung des ersten Pfades 2,05 bpp betragen. Die Approxi-
mation des LENA-Bildes hat eine PSNR von 28,32 dB und der zu speichernde Pfad eine
Entropie von 5, 28 bpp, wovon 2, 21 bpp fiir den ersten Pfad benttigt werden. Die Ergebnisse
fiir die Approximation des SAILS-Bildes sind eine PSNR von 27,31 dB und eine Entropie
von 5,39 bpp, wovon die Entropie fiir den ersten Pfad 2,31 bpp betrigt. Man erkennt, dass
es in der Tat notwendig ist, Moglichkeiten zur Reduzierung der Pfadkosten zu finden. Als
Néchstes werden darum die Ergebnisse der relaxierten EPWT vorgestellt. Hier wurden
auch 1000 Koeffizienten fiir das CLOCK-, 700 Koeffizienten fiir das LENA- und 200 Koeffi-
zienten fiir das SAILS-Bild gespeichert. Fiir die Bestimmung des ersten Pfades wurde die
relaxierte EPWT mit einer Schranke von 5, 13, 30 bzw. 60 angewendet. Es wurde also
versucht, die Richtung des Pfades moglichst lange beizubehalten, solange die Differenz der
Funktionswerte kleiner als 5, 13, 30 bzw. 60 ist. Die resultierenden Bilder fiir die Schranken
5, 13 und 60 sind in der Abb. zu sehen, die PSNR- und Entropieergebnisse in der
Tabelle (3.1)).

Bild Nnu | Schranke PSNR | Entropie | Ent. 1.Pfad
CLOCK | 1000 0 | 33,25dB | 5,14bpp 2,05bpp
CLOCK | 1000 5| 33,18dB | 4,19bpp 0,87bpp
CLOCK | 1000 13 | 33,26dB | 3,83bpp 0,43bpp
CLOCK | 1000 30 | 33,11dB | 3,75bpp 0,23bpp
CLOCK | 1000 60 | 32,30dB | 3,60bpp 0,10bpp

LENA 700 0 | 30,49dB | 5,28bpp 2,21bpp
LENA 700 5 130,39dB | 4,63bpp 1,35bpp
LENA 700 13 | 30,32dB | 4,13bpp 0,70bpp
LENA 700 30 | 29,95dB | 3,87bpp 0,32bpp
LENA 700 60 | 29,13dB | 3,70bpp 0,10bpp
SAILS 200 0| 27,31dB | 5,39bpp 2,31bpp
SAILS 200 51 27,25dB | 4,99bpp 1,81bpp
SAILS 200 13 | 27,22dB | 4,43bpp 1,13bpp
SAILS 200 30 | 26,78dB | 4,03bpp 0,49bpp
SAILS 200 60 | 26,02dB | 3,76bpp 0,14bpp

Tabelle 3.1: Vergleich der relaxierten EPWT bei verschiedenen Schranken bei der Bestimmung
des ersten Pfades. Nnu bezeichne die Anzahl der Koeffizienten, die nicht zu Null

gesetzt werden.
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Abbildung 3.5: Approximation von CcLOCK mit 1000 Koeffizienten, von LENA mit 700 und
von SAILS mit 200 Koeffizienten. Linke Spalte: Schranke= 5, mittlere Spalte:
Schranke= 13, rechte Spalte: Schranke= 60.

Durch eine kleine Anderung der Schranke kann die Entropie des ersten Pfades schon
wesentlich verringert werden ohne zu grofien Verlusten bei der Bildqualitat zu fithren.

Die Tabelle zeigt fiir das Bild SAILS, wie haufig die einzelnen Ziffern 0 bis 7 im ersten
Pfadvektor vorkommen, wenn man als Schranke im ersten Pfad 0, 30 bzw. 60 wihlt und

wieviele Spriinge der erste Pfad hat. Man sieht, dass die einmal eingeschlagene Richtung
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\ Schranke 0 \ Schranke 30 \ Schranke 60 ‘

Ziffer 0 28238 60988 64527
Ziffer 1 12888 2334 662
Ziffer 2 8871 1168 220
Ziffer 3 6691 576 93
Ziffer 4 4424 249 23
Ziffer 5 2556 133 7
Ziffer 6 1853 87 4
Ziffer 7 15 1 0
Spriinge 4581 2040 817

Tabelle 3.2: Anzahl der Ziffern 0 bis 7 und der Spriinge im ersten Pfadvektor p® bei den Schran-
ken 0, 30, 60.

des Pfades mit zunehmender Schranke immer ldnger beibehalten wird. So folgt man zum
Beispiel bei der Schranke 60 insgesamt 64527 Mal der eingeschlagenen Richtung. Es fallt
ebenfalls auf, dass selbst dann, wenn man die Schranke gleich 0 wéhlt, die Richtung schon
28238 Mal dieselbe bleibt. Dies zeigt, dass die Speicherung des Pfadvektors derart, dass
man nur die eingeschlagenen Richtungen und nicht die Indizes speichert, zu einer enormen

Verminderung der Pfadkosten fiihrt.

Allerdings sind die Pfadkosten in den hoheren Leveln noch zu reduzieren. Die Tabelle
(3.3) zeigt die Ergebnisse fiir die oben als erstes vorgestellte Methode aus [43]. Der Pfad
des ersten Levels wurde geméafl des Algorithmus zur relaxierten EPWT mit der Schranke
13 bestimmt, in den weiteren 10 Leveln der EPWT wurde als Schranke 5, 13, 30 und 60
gewahlt. Aulerdem wurde dreimal eine auf das Level angepasste Schranke gewahlt, ndmlich

60 200
5 x Level, 7= und .~

;- So wéren zum Beispiel die Schranken im zweiten Level 10, 20
bzw. 100 und im dritten Level 15, 20 bzw. 66%. Dadurch kénnen Ersparungen von ein bis
zwei Bits per Pixel erreicht werden, wobei dann aber auch der PSNR-Wert um ein bis zwei
dB sinkt. Zum Vergleich sind in den letzten sechs Zeilen von Tabelle die Ergebnisse
dargestellt, die man erhilt, wenn man fiinf Level der CDF-9/7-Wavelet-Transformation
anwendet. Man sieht, dass die relaxierte EPW'T Ergebnisse liefert, die fiir die gleiche Anzahl
von Nichtnullelementen um 4 bis 8 dB besser sind. Allerdings muss man natiirlich noch
beriicksichtigen, dass bei der relaxierten EPW'T noch Pfadkosten hinzukommen, die man
bei der CDF-9/7-Wavelet-Transformation nicht hat.
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Bild Nnu | Schranke PSNR | Entropie | Ent. 1.Pfad
CLOCK | 1000 5| 33,55dB | 2,59bpp 0,43bpp
CLOCK | 1000 13 | 33,51dB | 1,98bpp 0,43bpp
CLOCK | 1000 30 | 32,37dB | 1,61bpp 0,43bpp
CLOCK | 1000 60 | 31,39dB | 1,28bpp 0,43bpp
CLOCK | 1000 | 5 x Level | 33,49dB | 1,93bpp 0,43bpp
CLOCK | 1000 % 33,53dB | 1,80bpp 0,43bpp
CLOCK | 1000 20 130,82dB | 1,31bpp 0,43bpp

LENA 700 5 | 30,46dB | 3,63bpp 0,70bpp

LENA 700 13 | 30,46dB | 2,91bpp 0,70bpp

LENA 700 30 | 30,10dB | 2,27bpp 0,70bpp

LENA 700 60 | 28,46dB | 1,78bpp 0,70bpp

LENA 700 | 5 x Level | 30,49dB | 2,85bpp 0,70bpp

LENA | 700 +20 130,23dB | 2,52bpp 0,70bpp

LENA 700 % 27,88dB | 1,79bpp 0,70bpp

SAILS | 200 51 27,19dB | 4,27bpp 1,13bpp

SAILS 200 13 | 27,18dB | 3,83bpp 1,13bpp

SAILS 200 30 | 26,95dB | 3,14bpp 1,13bpp

SAILS 200 60 | 25,63dB | 2,47bpp 1,13bpp

SAILS 200 | 5 x Level | 27,19dB | 3,78bpp 1,13bpp

SAILS 200 ngel 26,88dB | 3,39bpp 1,13bpp

SAILS | 200 20 125,09dB | 2,49bpp 1,13bpp

CDF 9/7
CLOCK | 1000 29,93dB
CLOCK | 3000 32,48dB

LENA 700 24.,28dB

LENA | 3000 29,95dB

SAILS 200 19,58dB

SAILS | 3000 25,86dB

Tabelle 3.3: Vergleich der relaxierten EPWT bei verschiedenen Schranken fiir die Berechnung der

Pfadvektoren in den weiteren Leveln. Nnu bezeichne die Anzahl der Koeffizienten,

die nicht zu Null gesetzt werden. In den letzten 6 Zeilen sind die Ergebnisse zu sehen,

die man nach Anwendung von fiinf Leveln der CDF-9/7-Wavelet-Transformation

erhalt.
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Die Tabelle zeigt die Ergebnisse der Mittelpunkt-EPWT. Auch hier wurde im er-
sten Level als Schranke 13 gewéhlt. In den héheren Leveln wurden verschiedene Schranken
gewdhlt. Die Ergebnisse fiir die Schranken 5 und 60 sind nicht nur in der Tabelle nach-
zulesen, sondern auch in der Abbildung (in der zweiten und dritten Zeile) dargestellt.
Zum Vergleich sind in der ersten Zeile die Ergebnisse, die die Anwendung von 5 Leveln
der CDF-9/7-Wavelet-Transformation bei der gleichen Anzahl an Nichtnullelementen (1000
bzw. 700 bzw. 200) liefert, dargestellt.

Bild Nnu | Schranke PSNR | Entropie | Ent. 1.Pfad
CLOCK | 1000 51 33,29dB | 2,49bpp 0,43bpp
CLOCK | 1000 13 | 32,99dB | 1,95bpp 0,43bpp
CLOCK | 1000 30 | 32,37dB | 1,61bpp 0,43bpp
CLOCK | 1000 60 | 30,61dB | 1,35bpp 0,43bpp
CLOCK | 1000 | 5 x Level | 32,94dB | 1,92bpp 0,43bpp
CLOCK | 1000 | 722 Level | 32,76dB | 1,78bpp 0,43bpp
CLOCK | 1000 % Level | 30,26dB | 1,35bpp 0,43bpp
LENA 700 51 30,24dB | 3,42bpp 0,70bpp
LENA 700 13 | 30,16dB | 2,79bpp 0,70bpp
LENA 700 30 | 29,89dB | 2,16bpp 0,70bpp
LENA 700 60 | 27,82dB | 1,73bpp 0,70bpp
LENA 700 | 5 x Level | 29,99dB | 2,74bpp 0,70bpp
LENA | 700 790 129,54dB | 2,42bpp 0,70bpp
LENA 700 % 27.69dB | 1,79bpp 0,70bpp
SAILS 200 5| 27,056dB | 4,13bpp 1,13bpp
SAILS 200 13 | 26,86dB | 3,63bpp 1,13bpp
SAILS 200 30 | 26,50dB | 2,97bpp 1,13bpp
SAILS 200 60 | 25,35dB | 2,38bpp 1,13bpp
SAILS 200 | 5 x Level | 26,82dB | 3,60bpp 1,13bpp
SAILS 200 % 26,70dB | 3,22bpp 1,13bpp
SAILS | 200 20| 24,81dB | 2,40bpp 1,13bpp

Tabelle 3.4: Vergleich der relaxierten EPWT bei verschiedenen Schranken fiir die Berechnung
der Pfadvektoren in den weiteren Leveln mit Mittelpunkt-EPWT. Nnu bezeichne

die Anzahl der Koeffizienten, die nicht zu Null gesetzt werden.



3.5 Numerische Ergebnisse 51

Abbildung 3.6: Approximation von cLOCK mit 1000 Koeffizienten, von LENA mit 700 und von
SAILS mit 200 Koeffizienten. Erste Zeile: CDF-9/7, zweite Zeile: Mittelpunkt-
EPWT mit Schranke 5 in hoheren Leveln, dritte Zeile: Mittelpunkt-EPWT mit

Schranke 60 in hoheren Leveln.

In der Tabelle (3.5)) sind die Ergebnisse der Einfach-EPWT zu sehen, die man fiir die
Bilder CLOCK, LENA und SAILS erreicht, wenn fiir die Berechnung des Pfades die Schranken
0, 5, 13, 30 bzw. 60 gewéhlt werden.
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| Bild | Nnu | Schranke | PSNR | Entropie |

CLOCK | 1000 0| 26,56dB | 2,05bpp
CLOCK | 1000 5| 27,40dB | 0,88bpp
CLOCK | 1000 13 | 28,37dB | 0,43bpp
CLOCK | 1000 30 | 27,20dB | 0,23bpp
CLOCK | 1000 60 | 25,85dB | 0,10bpp
LENA 700 0| 22,28dB | 2,21bpp
LENA 700 5| 22,63dB | 1,35bpp
LENA 700 13 | 23,04dB | 0,70bpp
LENA 700 30 | 21,25dB | 0,33bpp
LENA 700 60 | 19,43dB | 0,10bpp
SAILS 200 0 | 21,23dB | 2,31bpp
SAILS 200 5| 18,36dB | 1,81bpp
SAILS 200 13 | 18,43dB | 1,13bpp
SAILS 200 30 | 18,48dB | 0,49bpp
SAILS 200 60 | 18,02dB | 0,14bpp

Tabelle 3.5: Vergleich der relaxierten EPWT bei verschiedenen Schranken fiir die Berechnung
der Pfadvektoren in den weiteren Leveln mit Einfach-EPWT. Nnu bezeichne die
Anzahl der Koeffizienten, die nicht zu Null gesetzt werden.

3.6 Ausblick

Wir haben in den letzten Abschnitten die Funktionsweise der EPW'T fiir zweidimensionale
Daten erldutert und anhand von Bildern veranschaulicht. Allerdings lésst sich die EPWT
in etwas verallgemeinerter Form auch auf héherdimensionale Daten anwenden. Diese Idee
ist eng mit der von Ram et al. [50] vorgestellten Methode verbunden. Ram et al. konstru-

ieren aus vorgegebenen, moglicherweise héherdimensionalen Punkten {7;}/2,, N = 271,

L € N, mit v; € R, einen vollstéindigen bindren Baum. Dieser Baum hat als Blitter die

4

Datenpunkte {c{}¥, := {v}X, und wird sukzessive Ebene fiir Ebene bis zur Wurzel c}

aufgebaut. Dies geschieht, indem man versucht, die Beziehungen zwischen den einzelnen

Knoten cﬁ, J=1 .. QLL,Z, ¢ =1,..., L zu beriicksichtigen, beispielsweise den euklidischen

Abstand w(cf, cf) = ||cf — cf

schon bestimmten Knoten einer Ebene des Baumes werden derart sortiert, dass in dieser

Sortierung aufeinanderfolgende Knoten ¢! und cﬁ- einen moglichst kleinen Wert w(c?, cﬁ)

(also z.B. einen moglichst kleinen euklidischen Abstand) haben. Man speichert die Sortie-
¢

[

0 5J € {1, e %} zwischen den einzelnen Knoten. Die

rungsreihenfolge und ordnet je zweien in dieser Sortierung aufeinanderfolgenden Knoten c

und cg denselben Vaterknoten ci’l zu, der fiir den Fall, dass als Wavelet-Transformation
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4 4
die Haar-Wavelet-Transformation verwendet wird, gleich cf, * := C"\Jgj gesetzt wird. Wenn
man alle Ebenen des Baumes bis zur Wurzel bestimmt hat, wird auf die zu den {'yj};yzl

gehorenden Funktionswerte {f(7;) ;,V:h N =271 f + {y,...,7w} — R in der vor-
her bestimmten Sortierungsreihenfolge eine diskrete Wavelet-Transformation (z.B. die dis-
krete Haar-Wavelet-Transformation) angewendet. Die resultierenden Tiefpasskoeffizienten
werden den entsprechenden Vaterknoten zugewiesen. Nun wird ein weiteres Level einer
Wavelet-Transformation auf die Tiefpasskoeffizienten, sortiert geméafl der zuvor bestimm-
ten Reihenfolge der Vaterknoten, angewendet, usw. Man hofft, dass Datenpunkte, die einen
kleinen euklidischen Abstand haben, dhnliche Funktionswerte besitzen und man deshalb
durch die neue Sortierung erreicht, dass dhnliche Funktionswerte aufeinander folgen und
man somit nach der Anwendung der Wavelet-Transformation viele kleine Waveletkoeffizi-

enten erhalt.

Die Anwendung der EPWT auf héherdimensionale Daten kann auf &hnliche Art und
Weise geschehen. Sei I' := {~,...,7n} eine diskrete endliche Menge von Punkten, die
in R? d > 2, enthalten sind. Die Funktionswerte an den einzelnen Punkten seien mit
{f(x1), ..., f(x,)} bezeichnet. Die Idee besteht nun, wie auch schon oben beschrieben, dar-
in, einen Pfad durch diese hoherdimensionalen Punkte zu bestimmen, so dass auf diesem
Pfad benachbarte Punkte dhnliche Funktionswerte besitzen. Am Ende wendet man eine
eindimensionale Wavelet-Transformation auf die Funktionswerte, die gemafi des Pfades ge-
ordnet sind, an. Man startet den Pfad z.B. mit «; und wahlt nun als néchsten Punkt auf
dem Pfad einen Punkt 7; aus der Nachbarschaft, der von allen Punkten aus der Nachbar-
schaft den zu f(v;) dhnlichsten Funktionswert hat. Nun sucht man in der Nachbarschaft
von diesem Punkt (7, ausgenommen) den Punkt mit dem &hnlichsten Funktionswert zu
f(7:), usw. Man sieht, dass die Pfadbestimmung im Prinzip genauso wie im Zweidimen-
sionalen ablauft. Die Frage ist nur, wie hier Nachbarschaften definiert werden. Dies kann
zum Beispiel geschehen, in dem man alle Punkte aus I'; die in einer e-Kugel um ~; liegen,

als Nachbarn von ~; definiert. Das € muss hier natiirlich geeignet gew&hlt sein.

In weiteren Leveln kann man dhnlich wie bei Ram, Elad und Cohen [50] jeweils zwei
auf dem Pfad des vorigen Levels benachbarte Punkte durch einen neuen Punkt approxi-
mieren, der auf der Mitte der Strecke zwischen den beiden Punkten liegt. Diesem Punkt
wird nun der entsprechende Mittelwert zugeordnet. So wiirden im zweiten Level v; und ~;
keine Indexmenge bilden (wie bei der EPWT), sondern durch ¢f~! := ”TJF% reprasentiert
werden, dem der Mittelwert zugewiesen wird, der sonst der Indexmenge zugewiesen wurde.

Die Bestimmung des Pfades durch die neu festgelegten Punkte mit den dazugehorigen Mit-



54 Kapitel 3: Die Easy-Path-Wavelet-Transformation

telwerten wird nun analog zum ersten Level durchgefiihrt. Logischerweise muss man nun
allerdings die Grofle der Kugel, die die Nachbarschaft definiert, anpassen, da mit jedem
Level weniger Punkte vorhanden sind und somit unter Umsténden die Distanz zu dem
néchstgelegenen Punkt steigt.

Da man hier fiir den ersten Pfad nicht mehr nur 8 Richtungen hat, die der Pfad einschla-
gen kann, sondern unter Umstédnden ziemlich viele, lédsst sich die relaxierte EPWT so nicht
auf den hoherdimensionalen Fall iibertragen. Es ist somit iiberaus wichtig, sich Gedanken
iiber eine andere Vereinfachung der Speicherung des ersten Pfades bzw. eine andere Wahl

der Nachbarschaften zu machen.



4 Hybrid-Algorithmen

Die Hybridmethode, die in diesem Kapitel vorgestellt wird, basiert auf der im vorigen
Kapitel eingefithrten Easy-Path-Wavelet-Transformation. Die erhaltenen Resultate sind
in der Publikation [48] zusammengefasst. Unser Ziel ist es, eine weitere Verringerung
der Adaptivititskosten gegeniiber den Adaptivitéitskosten der leicht abgewandelten Ver-
sion der EPWT bei gleich guter Approximation des Originals zu erreichen. Hierbei soll
ausgenutzt werden, dass sich die EPWT gut fiir die Approximation von Kanten und
Texturen eignet, wihrend 2d-Tensorprodukt-Wavelet-Transformationen wie z.B. die 9/7-
Transformation von Cohen, Daubechies und Feauveau optimale N-Term-Approximations-
resultate fiir glatte Gebiete liefert, siehe [3§]. Die Idee ist nun, grob gesagt, das Bild in
zwei Teilbilder zu zerlegen und zwar in ein Teilbild mit hoher Regularitéit und in ein Teil-
bild, das die Kanten und Texturen enthélt. Das glatte Teilbild wird dann mittels einer gut
geeigneten 2d-Tensorprodukt-Wavelet-Transformation approximiert, wihrend die Kanten
und Texturen mit Hilfe der EPWT approximiert werden. In dem folgenden Abschnitt wird

diese Zerlegung detaillierter erklért.

4.1 1. Schritt: Zerlegung des digitalen Bildes

-\\ N1,N2

Zuerst glitten wir unser gegebenes digitales Bild u = (u (7, j));2; ;Z,. Eine Variante ist zum

Beispiel, einen Glattungsfilter anzuwenden, der auf linearer Diffusion beruht, und zwar
uH G g) = a4 (uf (4 1)+t = 1 g) ot (6 = 1)+t (45 + 1) — du® (7,5))

firi = 1,...,Ny, 5 = 1,..., Ny und mit «° := u sowie Neumann-Randbedingungen. Der
Parameter 7 ist fiir die Stédrke der Glattung in jedem Schritt verantwortlich. Nach K
[terationen, wobei K passend abhéngig vom gegebenen Bild gewéhlt sei, erhédlt man so ein

geglittetes Bild u*™ := (u (4, j))f\iljjil Auf das Differenzbild d := u° — «*™ wird nun
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eine harte Thresholdfunktion Sy mit

x  fir |z| >0
Spx =
0 fir |z|] <6

N1,Na

angewandt, wobei 6 so gewéhlt wird, dass d = (J(z,y)) mit d(i, j) := Sed(i, j) exakt

i=1,5=1

22¢ < NN, Bildwerte besitzt (¢ € IN), die nicht Null sind.

Berechne nun die leicht verdnderte gegliattete Version des Originalbildes, ndmlich

™ = u —d.

4.2 2. Schritt: Approximation des geglatteten Bildes

Auf das geglattete Bild 4*™ wird nun eine Tensorprodukt-Wavelet-Transformation ange-

wandt. Dies ist sinnvoll, wie im Folgenden gezeigt wird.

Wir betrachten die zweidimensionalen Wavelets

wl (w1, 72) = ¢(21)Y(12), @/}2 (21, m2) = Y(21)P(22), @bg(xh@) = (x1)Y(72)

und die dualen Wavelets

1/)1 (21, 22) = ¢($1)1/~}($2)> @/)2 (21, 29) = @Z(xl)ﬁb(@)a @/13@17 Ty) = @Z(:}:l)d)(xg),

die durch die dualen Paare ¢, ¢ und <z~5, zﬁ eindimensionaler Skalierungsfunktionen und

Waveletfunktionen erzeugt werden. Dann sind {@b},n, ?m, ?7”}(j,n)€Z3 und
{ bl 02, ~jn} nach [38] biorthogonale Rieszbasen des L?*(R?).
’ ’ ) (m)ezs

Es wurde in [3§] gezeigt, dass Tensorprodukt-Waveletbasen optimal fiir die diinnbesetz-
te Darstellung von glatten Bildern sind. Genauer gesagt, gilt fiir eine in einem Gebiet ()
zum Exponenten « holderstetige Funktion f und die Waveletapproximation fj;, die unter
Verwendung einer geniigend glatten Waveletbasis und eines harten Shrinkage (d.h., nur die

betragsméaflig groBten M Waveletkoeffizienten werden behalten) entstanden ist, dass

If = fully < M7,
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wobei ||-||, die L2-Norm bezeichnet und der Exponent —a optimal ist.
Somit ist die Tensorprodukt-Wavelet-Transformation besonders gut zur Approximation

von glatten Bildern geeignet.

Nach Anwendung der Tensorprodukt-Wavelet-Transformation auf unser geglittetes Bild
werden nur die betragsméfig grofiten M Waveletkoeffizienten behalten, die anderen wer-
den Null gesetzt. Wir nennen die resultierende diinn besetzte Darstellung v,,. Das Bild,
dass man nach der Rekonstruktion unter Verwendung der betragsméflig grofiten M Wave-

letkoeffizienten erhélt, wird nun fiir den weiteren Verlauf mit a3} bezeichnet.

4.3 3. Schritt: Approximation der Kanten und Texturen

Zuerst berechnen wir das Differenzbild v" = u — @3], das die Kanten und Texturen so-
wie die kleinen Differenzen vom Originalbild zur Approximation des gegliatteten Bildes
beinhaltet. Unser Ziel ist es nun, die Kanten und Texturen vom Originalbild, die bei u*™
verloren gegangen sind, ebenfalls zu approximieren, so dass beide Approximationen, die des
geglatteten Bildes und die der Kanten und Texturen, zusammen eine gute Approximation
des Originalbildes ergeben. Wir wenden nun auf das Differenzbild u" eine harte Threshold-
funktion Sy an, so dass, wie im ersten Schritt, nur die betragsmifig groBten 22¢ Werte,
die sich an den Stellen befinden, an denen in u die Kanten und Texturen sind, nicht Null
gesetzt werden. In den numerischen Experimenten haben wir 2¢ meist so gewihlt, dass 2%
genau ein Viertel der Gesamtbildwerte NjNj ist. Auf die nicht Null gesetzten Werte (und
nur diese) wird nun die Easy-Path-Wavelet-Transformation angewandt. Wir wenden die
EPWT somit auf die 2% Bildwerte von (u" (i, j))i]?;.l’:]\f an, fir die (4, j) € I mit

L= {(i,5) |1 <i < Ny, 1 <5 < Ny, |u'(i,5)] > 0}

Der Teil des Bildes, auf den wir die EPWT anwenden, sei hier mit 4" bezeichnet.

Die Easy-Path-Wavelet-Transformation auf diesem Teilbild funktioniert &hnlich wie die
Easy-Path-Wavelet-Transformation auf einem vollstdndigen Bild, die schon im vorigen Ka-
pitel beschrieben wurde. Auch hier wird ein Pfad gesucht, so dass benachbarte Werte auf
dem Pfad dhnliche Werte besitzen, und dann wird auf die auf diese Weise sinnvoll geord-

neten Werte eine eindimensionale Wavelet-Transformation angewandt.

Der Begrift der Nachbarschaft N (7, j) des Pixels (4, j) € Iy ist hier analog zum vorigen
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Kapitel definiert, d.h., auch hier gilt

Wir starten den Pfad mit einem beliebigen Pixel (i, j) € Iy, zum Beispiel mit dem Pixel aus
Iy, so dass i+ Ny (j—1) minimal ist, und setzen p* (1) := (4, ). Sind schon n Komponenten
des Pfades p** = (pzc(m)ii durch das Teilbild bestimmt, so wird der auf p*(n) = (7, )
folgende Eintrag des Pfadvektors folgendermafien bestimmt. Es werden alle Nachbarn des
Pixels (5,3) betrachtet, die auch im Teilbild liegen, aber durch die der Pfad noch nicht

geht, genauer gesagt betrachten wir die Menge

N(p*(n)) == (N (™ (1)) N0 Io) \ {p* (1), ... p*(n)}.

Sofern p?¢(n) in der Nachbarschaft von p?¢(n — 1) lag, wird nun versucht, die einmal ein-
geschlagene Richtung des Pfades beizubehalten. Das heifit, wir &ndern die Richtung des
Pfades nur in dem Fall, dass das Pixel ¢ € N, das so liegt, dass die Richtung beibehalten
wiirde, eine zu grofie Differenz zu dem Wert von p*(n) aufweist oder in dem Fall, dass
dieses Pixel nicht in N(p*(n)) liegt. Mit einer ,zu groBen Differenz¢bezeichnen wir hier
eine absolute Differenz, die gréBer als eine gewisse im Vorhinein festgelegte Schranke 6
ist. Wenn einer der beiden Félle vorliegt und wir somit die Richtung des Pfades &ndern
miissen, betrachten wir im Uhrzeigersinn ab ¢ die Pixel aus N(p*(n)). Das erste Pixel, das
einen Wert besitzt, der betragsméaflig hochstens 6 von dem Wert von p?*(n) entfernt ist,
wird nun als nichstes Pixel auf dem Pfad, p**(n + 1), genommen. Wenn alle Differenzen

groBer als 0 sind, so wird das Pixel genommen, fiir das die Differenz minimal wird.

In dem Fall, dass die Menge N(p*(n)) leer ist, muss ein neues Pfadstiick angefangen
werden. Eine Moglichkeit wiire, einen Index aus Iy \ {p*(1),...,p*(n)} zu nehmen, der
einen moglichst kleinen euklidischen Abstand zu p®¢(n) aufweist. Auf diese Weise wird ein
Pfad durch alle Pixel aus [5; bestimmt, der jedes Pixel genau einmal enthélt. Die Abbildung
dient zur [lustration dieses Schritts. Das erste Bild zeigt das Originalbild. Im mittleren
Bild ist das geglattete Bild zu sehen. Das letzte Bild zeigt das Differenzbild, wobei die Pixel,
die nicht zu unserem zu approximierenden Teilbild gehoren, grau dargestellt sind, wahrend
die hellen Pixel fiir positive Differenzen im Teilbild und die dunklen Pixel fiir negative

Differenzen im Teilbild stehen.

Auf die Pixel des Teilbildes des Differenzbildes wird nun, angeordnet in der Reihen-

folge des Pfades, eine eindimensionale Wavelet-Transformation wie z.B. die 9/7-Wavelet-
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Abbildung 4.1: (a) Originalbild 16 x 16, (b) Gegléttetes Bild, (c) Teilbild des Differenzbildes mit
64 von Null verschiedenen Werten und der erste Pfad der EPWT.

Transformation angewandt. Auf den Tiefpassanteil der resultierenden Waveletkoeffizienten
kénnen nun noch weitere Level der Easy-Path-Wavelet-Transformation angewandt werden.
Dies geschieht wieder analog zum vorigen Kapitel. Sei die Menge, die aus den beiden Indi-
zes p**(2n) und p*(2n+1),n € {1, ..., %}, besteht, als Indexmenge %=1 bezeichnet. Thr
sei der n-te Tiefpasswert zugeordnet. Nun wird ein Pfad durch die so resultierenden %
Indexmengen gesucht, so dass auf diesem Pfad benachbarte Indexmengen einen moglichst
dghnlichen Tiefpasswert besitzen und man somit, wenn man eine Wavelet-Transformation
auf die auf diese Weise geordneten Tiefpasswerte anwendet, wiederum viele kleine Hoch-
passwerte erhélt. Der Pfad des néchsten Levels wird nun mit einer beliebigen Indexmenge
gestartet. Man betrachtet nun alle an diese Indexmenge angrenzenden Indexmengen, die
noch nicht fiir den Pfad verwendet wurden und nimmt entweder die angrenzende Indexmen-
ge als néichste Indexmenge des Pfades, die den Tiefpasswert mit der geringsten Differenz
zu dem Tiefpasswert der letzten Indexmenge auf dem Pfad aufweist oder benutzt eine
der anderen im vorigen Kapitel vorgestellten Techniken fiir die Wahl der néchsten Index-
menge. Der Pfad p?, den man so schlielich im Level j erhilt, ist eine Permutation der
Indizes n der Indexmengen [7, n = 1,...,27. Auf die zu den Indexmengen korrespondie-
renden Tiefpasswerte, angeordnet geméafl des Pfades, wird wiederum eine eindimensionale
Wavelet-Transformation angewandt. Nun werden neue Indexmengen gebildet, wobei die In-
dexmenge I7~! eine Vereinigung der beiden Indexmengen I3, , und I}, ist und den n-ten
Tiefpasswert, der bei der Wavelet-Transformation im letzten Level entstanden ist, zugewie-
sen bekommt, n = 1,...,2/7!. Wiederum wird ein Pfad durch diese Indexmengen gesucht,
und so weiter. Insgesamt kann man, bei einem Teilbild mit 22 Werten bis zu 2¢ — s Level

der EPWT anwenden, sofern die Lange der Waveletfilter kleiner oder gleich 2° ist.
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4.3.1 Beispiel

Die Abbildung zeigt die Pfade in den einzelnen Leveln fiir ein Beispielbild [4.2] Die
weiflen, unnummerierten Késtchen stehen fiir die Pixel, die nicht zu dem Teil des Diffe-
renzbildes, den wir betrachten, gehoren. Die grauen, nummerierten Késtchen stellen die
betragsméafig grofiten 16 = 82—8 Werte des Differenzbildes dar. Der Einfachheit halber
haben wir die Pixel des Teilbildes mit eindimensionalen Indizes versehen, wobei wir die
bijektive Abbildung v mit v(7,7) := i + N1(j — 1) verwendet haben. Die Nachbarschaft
N (i, j) eines Pixels (7, j) entspricht somit der Menge

N+ N (j—1)) = {ir + N — 1) | (i1, 51) € N(3,5)} -

Fiir unser Beispiel setzen wir die Schranke 6 := 0, das heiBt, wir nehmen, wenn wir
n Komponenten des Pfades, n € {1,...,15}, bestimmt haben, und p*(n) = ¢ (¢ €
{1,9,17,20, 21,22, 25,28, 30, 31, 34, 35, 38,39,43, 51}) ist, als nichstes Pixel auf dem Pfad
immer das Nachbarpixel aus N(g), dessen Wert die Differenz zum Wert von ¢ minimiert.
D.h., wir withlen p*(n + 1) derart, dass ’ﬂT(vfl(q)) —a" (v H(p* (n + 1)))’ minimal wird.
Hier bezeichne v~! die Umkehrabbildung von 7. Wir beginnen den Pfad mit p*(1) = 1.
In der Nachbarschaft N(p*(1)) liegt nur ein Pixel, ndmlich das Pixel mit der Nummer 9,
somit folgt p*(2) = 9. Nachdem die néichsten drei Komponenten des Pfades, p*(3) = 17,
p*(4) = 25 und p*(5) = 34, bestimmt sind, haben wir fiir die Wahl der néichsten Pfadkom-
ponente zwei Moglichkeiten, da in N (p*(5)) zwei mégliche Indizes enthalten sind und zwar
die Indizes 35 und 43. Man sieht, dass der Grauwert von dem Pixel mit der Nummer 35
ndher an dem Grauwert des Pixels mit der Nummer 34 ist, als der Grauwert des Pixels
mit der Nummer 43. Deshalb setzen wir p*(6) = 35. Auch fiir p*(7) gibt es zwei mogliche
Kandidaten, ndmlich die Pixel mit den Nummern 28 und 43. Wenn man die Bildwerte be-
trachtet, stellt man fest, dass das Pixel mit der Nummer 43 einen dhnlicheren Wert besitzt
als das Pixel mit der Nummer 28 und somit ist p*(7) = 43. Da das Pixel mit der Nummer
43 nur einen Nachbarn besitzt, der in N(p*(7)) ist, némlich das Pixel mit der Nummer
51, ist p?(8) = 51. Nun sind wir in einer Sackgasse gelandet und miissen also ein neues
Pfadstiick beginnen. Wir wéhlen hier das Pixel mit dem kleinsten euklidischen Abstand zu
p*(8), d.h., wir setzen p*(9) = 28. Das erste Bild der Abbildung[4.3] zeigt den vollstindigen
Pfad p*. Nachdem eine eindimensionale Wavelet-Transformation auf {u*(p*(n))}¢, an-

gewandt wurde, erhélt man die 8 Waveletkoeffizienten |g®(n)|>

1, die gespeichert werden

und die 8 Tiefpasskoeffizienten (713(71))2:1. Die Werte der Tiefpasskoeffizienten werden nun
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der Reihe nach den Indexmengen I3 = p*(2n — 1) U p*(2n), n = 1,...,8 zugewiesen, die
auch im zweiten Bild eingezeichnet sind, wobei die Grauwerte der Indexmengen die Werte
der Tiefpasskoeffizienten darstellen. Nun suchen wir einen Pfad durch diese Indexmengen.
Eine simple Losung wire natiirlich, p® = (1,2,3,4,5,6,7,8) zu wihlen. Dann wiirde das
zweite Level der Wavelet-Transformation einfach auf (&3(n))i:1 angewandt werden und
es wiirden uns keine weiteren Pfadkosten entstehen. Andererseits sind auf diese Weise die
entstehenden neuen Waveletkoeffizienten grofler als wenn man die Tiefpasswerte vorher
so angeordnet hétte, dass dhnlich grole Werte nah beieinander stehen. In dem vorletzten
Bild der Abbildung, 4.3(c), ist ein Pfad p?® dargestellt, der fiir kleinere Waveletkoeffizienten
sorgt, weil immer die angrenzende Nachbarindexmenge als néchste Indexmenge auf dem
Pfad genommen wird, die den dhnlichsten Wert zu der momentan letzten Indexmenge auf
dem Pfad aufweist. Da der Wert von p?(3) = 3 nither an dem Wert von der fiinften In-
dexmenge als an dem Wert der vierten Indexmenge ist, wird hier zum Beispiel p*(4) = 5
gesetzt. Die fiinfte Indexmenge hat nur eine benachbarte, noch nicht zum Pfad gehorende
Indexmenge, niimlich die sechste Indexmenge, so dass p*(5) = 6 ist. Die sechste Index-
menge hat wieder zwei benachbarte Indexmengen, durch die der Pfad noch nicht gefiihrt
hat. Man sieht allerdings, dass der Wert der siebten Indexmenge néher an dem Wert der
sechsten Indexmenge ist, als der Wert der achten Indexmenge, so dass wir p*>(6) = 7 und
p*(7) = 8 wiihlen. Jetzt miissen wir ein neues Pfadstiick starten, weil die achte Index-
menge keine angrenzenden Indexmengen, die noch nicht Teil des Pfades sind, besitzt. Die
einzige Indexmenge, die noch {ibrig ist, ist die vierte Indexmenge und somit ist p*(8) = 4.
Der komplette Pfad lautet p* = (1,2,3,5,6,7,8,4). Im letzten Bild (d) sind die neu

gebildeten Indexmengen I2, n = 1,2, 3,4 zu sehen, die jeweils aus I3, ; und I3 bestehen.

21

22

31 39

Abbildung 4.2: Die nummerierten Pixel gehtren zu dem Teil des Differenzbildes, den wir
betrachten.
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28

21 6

39 7

() (d)

Abbildung 4.3: (a) der erste Pfad, (b) die Indexmengen nach dem ersten Level EPWT, (c) der
zweite Pfad, (d) die neuen Indexmengen.

Damit wir eine noch diinner besetzte Darstellung von u” erhalten, wenden wir auf die
resultierenden Waveletkoeffizienten ein hartes Shrinkage an, so dass nur die betragsméafig
grofften N Waveletkoeffizienten nicht Null gesetzt werden. Die diinn besetzte Darstellung,
die wir nun erhalten, bezeichnen wir mit vy. Aulerdem haben wir selbstverstindlich noch
den Pfad, der bei der Anwendung der EPWT bestimmt wurde, zu speichern. Mit Hil-
fe des Pfades konnen wir nun aus vy eine Approximation von u” rekonstruieren. Diese

Rekonstruktion bezeichnen wir mit uf.

4.4 4. Schritt: Zusammenfiigen

Die Approximation des geglétteten Bildes, u3}', die mit Hilfe der Tensorprodukt-Wavelet-

Transformation erreicht wurde, und die Approximation der Kanten und Texturen, u", die
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mit Hilfe der EPW'T erzeugt wurde, liefern zusammengefiigt eine gute Approximation des
Originalbildes u, die unter Verwendung von M + N Waveletkoeffizienten erreicht werden
kann. Man darf allerdings nicht vergessen, dass man zusétzlich zu vy; und vy, die insge-
samt aus M + N von Null verschiedenen Waveletkoeffizienten bestehen, noch den Pfad,
der bei der EPWT entstanden ist, und unter Umsténden, je nach Speicherungsmethode
des Pfadvektors, die Position des Teilbildes, d.h., die Information, welche 2% Bildwerte des
Differenzbildes u™ approximiert wurden, zu speichern hat. Insbesondere der erste Pfad ldsst
sich, wie im Kapitel zur Easy-Path-Wavelet-Transformation beschrieben, effizienter spei-
chern, wenn man statt der Reihenfolge der Indizes nur die Richtungsénderungen des Pfades
speichert. Das heifft, man speichert, solange die Richtung beibehalten wird, Nullen. Erst
wenn die Richtung geéindert wird, speichert man, welches Pixel ausgehend von dem Pixel,
das in Richtung des Pfades liegt, genommen wurde. Das heifit, wenn man den Pfad bis zu
einem Pixel p bestimmt hat, so weist man den bis zu acht , geeigneten“ Nachbarpixeln des
Pixels p, durch die der Pfad noch nicht gefiihrt hat, die Zahlen 0 bis héchstens 7 zu. Dabei
beginnt man im Uhrzeigersinn bei dem ersten ,,geeigneten® Pixel ab dem Nachbarpixel, das
so liegt, dass die Richtung des Pfades beibehalten wird. Nun speichert man im Pfadvektor
nicht den Index des nichsten Pixels, das genommen wird, sondern nur die Zahl zwischen
0 und 7, die ihm zugewiesen wurde. Ein Pixel wird hier ,,geeignet® genannt, wenn es noch
nicht auf dem Pfad liegt und zu " gehort. Man beachte, dass um eine Rekonstruktion
gewihrleisten zu konnen, auch die Position des Differenzbildes gespeichert werden muss.
Wenn man unter allen ,,geeigneten Pixeln die Pixel versteht, die noch nicht auf dem Pfad
liegen und somit auch die Nachbarpixel von p, die nicht Bestandteil von %" sind, bei der
Nummerierung (aber natiirlich nicht bei der Verlegung des Pfades) miteinbezieht, so ist
die Position des Differenzbildes schon automatisch mit in dem Pfadvektor gespeichert. Al-
lerdings enthélt der Pfadvektor bei dieser Speichermethode groflere Eintriage als bei der

ersten Variante.

In dem Beispiel, das in Abbildung (4.3]) vorgestellt wurde, konnte man den ersten Pfad

zum Beispiel folgendermafien
((1,1),0,0,0,1,1,6,0;(1,-3),4,6,0,7,7,6,6)

speichern. Hier ist (1,1) der Startindex und (1,—3) die Differenz der nichtbenachbar-
ten Pixel mit den Indizes p*(8) und p*(9). Wenn man die erste Komponente eines neuen

Pfadstiicks bestimmt hat (also in diesem Fall zum Beispiel (1, 1)), so bedeutet eine 0 im
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néchsten Eintrag, dass der Pfad die rechte Richtung eingeschlagen hat.

Auf diese Weise ist die Position des Differenzbildes im ersten Pfad schon mitgespeichert.

4.5 Ein Beispiel zur Erlauterung

In dem folgenden Beispiel werden die einzelnen Schritte anhand eines 256 x 256 Pixel groflen
Ausschnitts des Bildes SAILS verdeutlicht. Das erste Bild der Abbildung zeigt das Ori-
ginal u, fiir das eine diinnbesetzte Darstellung gefunden werden soll. Dieses Bild wird nun
mit dem oben beschriebenen Glattungsfilter mit den Parametern 7 = 0,17 und K = 5
geglattet. Das Resultat ist in Abbildung (b) zu sehen. Wir berechnen als Néchstes das
Differenzbild, von dem wir anschlieBend aufler den betragsméfig grofiten 16384 = %
Werten alle Werte zu Null setzen und so das Differenzbild d erhalten, das aus Kanten
und Texturen besteht. Wenn man dieses Differenzbild d vom Original abzieht, so erhalt
man das geglittete Bild @™, das in Abbildung (c) dargestellt ist. Dieses Bild wird
nun mittels der biorthogonalen 9/7-Tensorprodukt-Wavelet-Transformation von Cohen,
Daubechies und Feauveau approximiert. Von den 256 x 256 = 65536 Waveletkoeffizienten
werden nur die betragsméfig grofiten 1200 Waveletkoeffizienten nicht zu Null gesetzt. Abb.
4.4[(d) zeigt diese Approximation @j%,. In Abb. [4.4]e) ist das Differenzbild u — @5, dar-
gestellt. Hier wurden die Farben zur besseren Darstellung invertiert, so dass weif fiir Null
und Schwarz fiir den Wert 255 steht. Die kleinen Differenzen des Differenzbildes werden
nun zu Null gesetzt, so dass nur die betragsméafiig grofiten Differenzen, die zu den Kan-
ten und Texturen des Originalbildes korrespondieren, erhalten bleiben. In unserem Beispiel
wurden nur die betragsméfig grofiten 16384 Werte behalten. Eine ebenfalls invertierte Ver-
sion dieses neuen Differenzbildes erhalten wir in Abbildung [4.4(f). Diese 16384 Werte des
Differenzbildes werden nun mittels der Easy-Path-Wavelet-Transformation approximiert.
Die eindimensionale Wavelet-Transformation, die entlang des Pfades angewandt wird, ist
ebenfalls die 9/7-Wavelet-Transformation. Auch hier werden die resultierenden Wavelet-
koeffizienten nicht alle fiir die Rekonstruktion des Differenzbildes verwendet, sondern nur
die 800 betragsmifig grofiten. Die Approximation des Differenzbildes, die man so nach
der Rekonstruktion erhélt, zeigt Abbildung [£.4](g), wobei die Grauwerte wieder, wie auch
schon zuvor, zur besseren Darstellung invertiert sind. Wenn wir nun die zuletzt berechnete
Approximation der Kanten und Texturen zu der Approximation des gegliatteten Bildes,
also zu Abbildung[£.4fd), addieren, erhalten wir Abbildung [4.4(h), das eine sehr gute Ap-

proximation des Originalbildes liefert. Selbst kleine Details wie die Zahlen auf den Segeln,
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die Muster der Segel, Wellen und Segler sind klar zu erkennen. Fiir diese Approximation

wurden insgesamt nur 2000 Waveletkoeffizienten verwendet.

(2)

Abbildung 4.4: Tllustration der einzelnen Schritte. (a) Originalbild, (b) gegléittetes Bild u®™,
(c) gegléttetes Bild a*™, (d) Waveletapproximation 455}, (e) Differenzbild u",
absolute Werte, invertiert, (f) @", invertiert, (g) EPWT-Approximation g, in-
vertiert, (h) Approximation @354, +ugg, mit 2000 Koeffizienten, (i) biorthogonale
9/7—Tensorprodukt-Waveletapproximation mit 2000 Koeffizienten.
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Eine Approximation des Originalbildes mittels einer 9/7-Tensorprodukt-Wavelet-Trans-
formation, ebenfalls unter Verwendung der betragsméfig grofiten 2000 Waveletkoeffizien-
ten, liefert Abbildung [4.4]i). Dieses Bild ist um Einiges undeutlicher und verwischter als
die Approximation mit der Hybridmethode. Hier sind die Zahlen auf den Segeln nicht mehr
lesbar und auch die Muster der Segel sind nur noch verschwommen. Die Segler sind eben-
falls nicht mehr so klar zu erkennen. Man muss aber beachten, dass bei dem letzten Bild
aufler den 2000 Waveletkoeffizienten (und deren Positionen) keinerlei weitere Informatio-
nen gespeichert werden miissen wahrend man fiir das Bild, das die Hybridmethode ergeben
hat, zusétzlich noch den Pfad fiir die EPW'T zu speichern hat.

4.6 Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt préasentieren wir numerische Ergebnisse des Hybridverfahrens. Wir
wenden es auf diverse Bilder der Grofle 256 x 256 Pixel wie z.B. LENA, PEPPER, CA-
MERAMAN, CLOCK sowie auf 256 x 256 Pixel grofle Ausschnitte der Bilder SAILS, GOLD-
HILL und BARBARA an und vergleichen die Ergebnisse mit denen einer 9/7—, 7/9— und
D4—Tensorprodukt-Wavelet-Transformation. Auflerdem betrachten wir den Einfluss von
unterschiedlichen Zeitschrittweiten 7 und Iterationsanzahlen K im ersten Schritt des Ver-
fahrens sowie von unterschiedlichen Wavelet-Transformationen zur Approximation des ge-
glatteten Bildes bzw. bei der Easy-Path-Wavelet-Transformation. Wir betrachten auch
unterschiedliche Methoden, um den Pfad in weiteren Leveln giinstiger zu speichern. Des-
weiteren vergleichen wir die Speicherkosten der Hybridmethode mit denen von Curvelets
und der 9/7—Transformation.

Im ersten Experiment berechnen wir eine diinnbesetzte Darstellung der Bilder, die aus
nur 500 Waveletkoeffizienten besteht. Im ersten Schritt unseres Verfahrens wenden wir 5
Iterationen des Glattungsfilters mit einer Zeitschrittweite von 7 = 0,17 an. Die Parameter
0 im ersten und im dritten Schritt werden so gewéhlt, dass nur die 16384 = % be-
tragsméafig grofiten Werte von d bzw. u" nicht zu Null gesetzt werden. Auf den glatten Teil
des Bildes werden 5 Level der biorthogonalen 9/7—Tensorprodukt-Wavelet-Transformation
angewandt und nur die 300 betragsméfig groBten Werte behalten. Desweiteren wenden
wir 11 Iterationen der EPWT zur Approximation des Teilbildes u", das die Kanten und
Texturen enthélt, an, wobei wir als Wavelet-Transformation auch hier die - allerdings
eindimensionale - 9/7—Transformation anwenden. Wir setzen nur die 200 betragsmifig
grofiten Waveletkoeffizienten nicht zu Null. Tabelle zeigt die Anzal der Nichtnullele-
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9/7 Hybrid MPkt-Hybrid Einfach-Hybrid
Bild Nnu | PSNR | PSNR ‘ Entropie | PSNR ‘ Entropie | PSNR ‘ Entropie

BARBARA 500 | 23.33 | 27.34 1.0497 | 27.28 1.0070 | 24.42 0.4010
CAMERAMAN | 500 | 22.54 | 27.61 1.0714 | 27.49 0.9893 | 23.79 0.3794

CLOCK 500 | 24.61 | 31.06 1.0163 | 30.87 0.8742 | 26.69 0.3014
GOLDHILL 500 | 24.18 | 28.18 0.9918 | 28.19 0.8408 | 25.98 0.3300
LENA 500 | 23.21 | 28.02 1.0343 | 27.91 0.9022 | 24.66 0.3313
PEPPER 500 | 23.41 | 28.07 1.0286 | 28.03 0.8795 | 24.89 0.3143
SAILS 500 | 21.32 | 25.52 1.0179 | 25.42 0.9190 | 22.95 0.3664

BARBARA 2000 | 26.07 | 30.50 1.1097 | 30.50 1.0950 | 28.12 0.4411
CAMERAMAN | 2000 | 27.17 | 31.46 1.1033 | 31.35 1.0472 | 28.36 0.4153
CLOCK 2000 | 29.93 | 35.48 1.0416 | 35.55 0.9329 | 32.49 0.3266
GOLDHILL | 2000 | 27.82 | 31.41 0.9860 | 31.37 0.8986 | 29.90 0.3556
LENA 2000 | 28.16 | 32.66 1.0715 | 32.52 0.9699 | 29.97 0.3790
PEPPER 2000 | 28.84 | 32.97 1.0488 | 33.01 0.9385 | 30.62 0.3632
SAILS 2000 | 24.57 | 28.30 1.0195 | 28.26 0.9666 | 26.77 0.3916

Tabelle 4.1: Vergleich der 9/7-Wavelet-Transformation mit der Hybridmethode.

mente (Nnu, zweite Spalte) und die PSNR-Werte, die man bei Anwendung der Hybridme-
thoden ,, Hybrid“ ,, MPkt-Hybrid“ und ,,Einfach-Hybrid“ erhélt. Hierbei besteht der einzi-
ge Unterschied zwischen diesen Methoden in der Wahl des Pfades in den weiteren Leveln
2, ..., 11. Thre genaue Funktionsweise wurde bereits im Kapitel iiber die EPWT erlautert.
AuBlerdem ist in der Tabelle die Entropie des Pfades der EPWT fiir die unterschiedli-
chen Methoden angegeben. Um einen Vergleich zu haben, ist in der dritten Spalte der
Tabelle der PSNR-Wert angegeben, den man erhilt, wenn man eine 9/7—Tensorprodukt-
Wavelet-Transformation auf das Originalbild anwendet und die betragsméaflig grofiten 500
Waveletkoeffizienten behélt.

Die Originalbilder sowie deren Approximationen, die bei Anwendung der Hybridmethode
,Hybrid“ bzw. bei der Anwendung einer 9/7—Tensorprodukt-Wavelet-Transformation auf
das Originalbild entstehen, sind in den Abbildungen und zu sehen. Das Original
ist jeweils das in der linken Spalte dargestellte Bild, wahrend das mittlere Bild durch die
9/7—Transformation und das rechte Bild durch die Hybridmethode entstanden ist.

In einem weiteren Experiment werden die Hybridmethoden auf die gleichen Bilder und
mit den gleichen Parametern angewendet, wobei wir diesmal die betragsméflig grofiten
1200 Waveletkoeffizienten behalten, die bei der Approximation des glatten Teils entstehen
sowie die 800 betragsméafig grofiten Waveletkoeffizienten, die bei der EPW'T entstehen. Die
Resultate sind ebenfalls in Tabelle [1.1] zu sehen.
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Abbildung 4.5: (Links) Originalbild; (Mitte) 9/7—Tensorprodukt-Wavelet-Transformation mit
500 von Null verschiedenen Waveletkoeffizieten (Nnu); (Rechts) Hybridmethode

mit 500 von Null verschiedenen Waveletkoeffizienten.
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Abbildung 4.6: (Links) Originalbild; (Mitte) 9/7—Tensorprodukt-Wavelet-Transformation mit
500 von Null verschiedenen Waveletkoeffizieten (Nnu); (Rechts) Hybridmethode

mit 500 von Null verschiedenen Waveletkoeffizienten.

Im Folgenden noch ein paar Anmerkungen zur Entropie bzw. zum Pfad: Wie schon im
vierten Schritt angedeutet, ldsst sich das Differenzbild im ersten Pfad mitspeichern. Die
Anzahl der unterschiedlichen Werte im ersten Pfadvektor lédsst sich stark begrenzen, wenn
man in der Regel nur speichert, welche der acht moglichen Richtungen man einschligt
(siche dazu auch das Kapitel zur EPWT). Wenn der Pfad einer Kante folgt, so wird oft die
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eingeschlagene Richtung beibehalten. Dadurch, dass man die Richtung nur wechselt, wenn
die Differenz zwischen den Werten zu grof3 (grofier als eine im Vorhinein festgelegt Schran-
ke) ist - und somit ziemlich héufig Nullen speichert - erreicht man ebenfalls eine geringere
Entropie. Andere Werte als die acht Richtungen erhélt man nur, wenn man einen Sprung
im Pfad hat. Dann muss der Index des ersten Pixels des neuen Pfadstiicks oder seine Dif-
ferenz zum vorigen Pixel gespeichert werden, um spéter die Rekonstruktion gewéhrleisten
zu konnen. Dies funktioniert natiirlich nur, wenn der Index des Pixels (oder die Differenz
zum vorigen Pixel, je nachdem was man zur Speicherung benutzt) grofler als sieben ist, da
man ansonsten nicht mehr genau sagen kann, ob die Richtung des Pfades oder der Index
des Pixels (bzw. die Differenz zum vorigen Pixel) gemeint waren. Um dieses Problem zu
vermeiden, konnte man standardméfig auf jeden Index, der gespeichert wird (bzw. jede
Differenz zum vorigen Pixel), die Zahl sieben aufaddieren. Wiisste man die Position des
Differenzbildes, wiirde es sogar reichen, zum Beispiel 7 gleichmiBig iiber das Bild verteilte
Pixel auszusuchen, die noch nicht fiir den Pfad verwendet wurden und im Pfad nur mit
einer Zahl zwischen 1 und 7 abzuspeichern, welches der 7 Pixel letztendlich als erstes Pi-
xel des neuen Pfadstiicks gewédhlt wurde. In den weiteren Leveln kommen bei der Suche
nach einer ,,Nachfolgerindexmenge® auf dem Pfad alle angrenzenden Nachbarindexmengen
in Frage, die noch nicht fiir den Pfad verwendet wurden. Man hat nun also nicht mehr
nur bis zu 8 mogliche Richtungen, sondern unter Umsténden ziemlich viele Nachbarin-
dexmengen zur Auswahl. Auch das ,Richtung-beibehalten® lésst sich jetzt, wie auch bei
der ,normalen“ EPWT in héheren Leveln, nicht mehr so einfach definieren. Es stellt sich
also die Frage, wie wir den Pfad in weiteren Leveln giinstig speichern. Die Hybridmethode
,Hybrid*“ speichert in den weiteren Leveln einfach die Reihenfolge der Nummern der In-
dexmengen. Hier wird die néchste Indexmenge auf dem Pfad danach ausgesucht, dass sie
angrenzend an die momentan letzte Indexmenge auf dem Pfad ist und noch nicht fiir den
Pfad verwendet wurde. Auflerdem soll sie von allen noch nicht fiir den Pfad verwendeten
angrenzenden Indexmengen den Wert mit der kleinste Differenz zum Wert der momentan
letzten Indexmenge des Pfades aufweisen. Da somit in den Pfaden der weiteren Level der
Methode ,Hybrid*“ keine Zahl mehr als einmal vorkommt, erreicht man keine besonders

gute Entropie.
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Die Methode ,,Mittelpunkt-Hybrid“ (, MPkt-Hybrid“), versucht, eine geringere Entropie
als die Methode ,,Hybrid“ zu erzielen. Das erste Level funktioniert hier genauso wie das
der normalen ,, Hybrid“-Methode. In den weiteren Level gehen wir analog zu den weiteren
Leveln der Mittelpunkt-EPWT vor, die im Kapitel zur EPWT erlautert wurde. Auch hier
nimmt man nicht die Nachbarindexmenge als ndchste Komponente im Pfadvektor, der der
dhnlichste Wert zugeordnet ist, sondern die erste Nachbarindexmenge gemé&fl der vorher
bestimmten Ordnung, deren Wert nur um weniger als eine vorher festgelegte Schranke
abweicht. In den ersten beiden Experimenten wurde diese Schranke gleich 13 gewéhlt. In
dem Pfad wird nun nur die Position der gewahlten Indexmenge in der geordneten Menge
aller moglichen Nachbarindexmengen gespeichert. Dadurch erreicht man, dass in einem
Pfad einige ahnliche Indizes/Positionen vorkommen. Weil man davon ausgehen kann, dass
Indexmengen, deren Mittelpunkte am néchsten liegen, auch dhnliche zugewiesene Werte
aufweisen, ist es wahrscheinlich, dass schon die Indexmengen, die in der geordneten Menge
weit vorne liegen und somit einen nahen Mittelpunkt besitzen, die Anforderung erfiillen,
dass die Differenz der Werte kleiner als eine gewisse Schranke ist. Das heifit, dass die Werte

0,1, 2,3 im Pfad besonders oft gespeichert werden.

Die Methode ,,Einfach-Hybrid“ besteht (wie auch schon die ,,Einfach-EPWT* des EPWT-
Kapitels) darin, nur den ersten Pfad zu berechnen und auf diesen Pfad mehrere Level einer
eindimensionalen Wavelet-Transformation anzuwenden. In den weiteren Leveln werden also
keine neuen Pfade mehr berechnet und dementsprechend fallen dann auch keine adapti-
vitatsbedingten Speicherkosten mehr an. Der Nachteil ist natiirlich, dass man so in der
Regel nicht mehr soviele dhnliche Werte nebeneinander angeordnet hat und somit groflere

Waveletkoeflizienten als in den ersten beiden Methoden erhilt.

Die Tabellen und zeigen Resultate, die durch Anwendung verschiedener Wavelet-
Transformationen zur Approximation des glatten Bildes und (des Teiles) des Differenzbildes
entstanden sind. Hier wurde ebenfalls 7 = 0, 17 verwendet, und es wurden 5 Iterationen des
Glédttungsprozesses und ebenfalls 5 Iterationen der Tensorprodukt-Wavelet-Transformation
zur Approximation des glatten Bildes angewandt. Die Art der verwendeten Filterbank ist
in der ersten Spalte angegeben. Die Schranke fiir die Differenzen der Pixelwerte im ersten
Level der EPWT wurde hier gleich 13 gewahlt. Fiir die weiteren Level wird entweder die
benachbarte Indexmenge mit dem #hnlichsten Wert genommen (siehe ,,Hybrid“ Spalten
3 und 4), die ,, MPkt-Hybrid“-Methode mit der Schranke 13 angewandt (Spalten 5 und 6)
oder die ,,Einfach-Hybrid“-Methode (Spalten 7 und 8) angewandt. Welche eindimensionale

Wavelet-Transformation fiir die EPWT verwendet wurde, ist in der zweiten Spalte zu
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lesen. Es wurden 11 Iterationen dieser Wavelet-Transformation verwendet. Zum Vergleich
sind auch die PSNR-Werte angegeben, die bei Approximierung des Originalbildes mit der
D4—, 7/9— bzw. 9/7—Tensorprodukt-Wavelet-Transformation erreicht wurden. In allen

Féllen wurden nur die betragsmiflig grofiten 500 Waveletkoeffizienten zur Rekonstruktion

verwendet. Als Testbilder wurden hier die Bilder PEPPER und LENA genutzt.

Hybrid MPkt-Hybrid Einfach-Hybrid
glatt | diff PSNR | Entropie | PSNR | Entropie | PSNR | Entropie
D4 D4 27.23 1.0274 | 27.05 0.8921 | 24.41 0.3262
D4 7-9 26.86 1.0295 | 26.92 0.8929 | 24.13 0.3262
D4 9/7 27.23 1.0248 | 27.18 0.8909 | 24.36 0.3262
79 | D4 26.82 1.0200 | 26.76 0.8806 | 24.02 0.3175
79 |79 26.65 1.0132 | 26.62 0.8820 | 24.16 0.3175
9 |9/7 26.90 1.0125 | 26.86 0.8735 | 24.30 0.3175
9/7 | D4 28.01 1.0273 | 27.92 0.8772 | 24.96 0.3143
9/7 |79 27.67 1.0253 | 27.65 0.8824 | 24.68 0.3143
9/7 |9/7 28.07 1.0286 | 28.03 0.8795 | 24.89 0.3143
Tensorprodukt | PSNR

D4 22.51
7-9 22.15
9/7 23.41

Tabelle 4.2: Unterschiedliche Wavelet-Transformationen zur Approximation des glatten

Teils und der Kanten und Texturen des PEPPER-Bildes.
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Hybrid MPkt-Hybrid Einfach-Hybrid
glatt | diff PSNR | Entropie | PSNR | Entropie | PSNR | Entropie
D4 D4 26.60 1.0097 | 26.47 0.8775 | 23.74 0.3216
D4 7-9 26.34 1.0044 | 26.42 0.8851 | 23.75 0.3216
D4 9/7 26.70 1.0051 | 26.57 0.8768 | 23.97 0.3216
7-9 | D4 26.51 1.0016 | 26.47 0.8771 | 23.94 0.3191
79 |79 26.33 1.0081 | 26.31 0.8779 | 23.88 0.3191
79 | 9/7 26.63 1.0137 | 26.55 0.8742 | 23.99 0.3191
9/7 | D4 27.90 1.0318 | 27.75 0.9043 | 24.66 0.3313
9/7 |79 27.62 1.0307 | 27.54 0.9067 | 24.57 0.3313
9/7 |9/7 28.02 1.0343 | 27.91 0.9022 | 24.66 0.3313
Tensorprodukt | PSNR

D4 22.13
7-9 22.02
9/7 23.21

Tabelle 4.3: Unterschiedliche Wavelet-Transformationen zur Approximation des glatten

Teils und der Kanten und Texturen des LENA-Bildes.

In den Tabellen und ist die Abhéangigkeit der Approximationsergebnisse von
der Wahl des Parameters 7 bzw. von der Anzahl der Iterationen im Glattungsprozess dar-
gestellt. Hier wurde als Testbild das Bild cLOCK verwendet. In der Tabelle wurden 5
[terationen des Glattungsfilters mit unterschiedlichen Zeitschrittweiten angewandt. Die an-
deren Parameter wurden genauso wie beim ersten Experiment gewahlt. Zum Vergleich: der
PSNR-Wert den man nach Anwendung der 9/7—Tensorprodukt-Wavelet-Transformation
auf das Originalbild erhélt, betragt 24, 61 dB wenn nur die betragsméfig grofiten 500 Wave-
letkoeffizienten behalten wurden. Man sieht, dass die Ergebnisse nur leicht von 7 abhédngen.
In der Tabelle sind die PSNR- und Entropiewerte zu sehen, die bei fester Zeitschritt-
weite 7 = 0, 17 aber unterschiedlichen Iterationsanzahlen im Glédttungsprozess entstanden
sind. Alle anderen Parameter wurden wie oben gewihlt. Unsere numerischen Ergebnisse
zeigen, dass fiinf [terationen des Glattungsfilters mit fester Zeitschrittweite 7 = 0,17 fiir

alle betrachteten Bilder zufriedenstellende Ergebnisse liefern.

In Tabelle [4.6] sind die Ergebnisse fiir verschiedene Schranken fiir den ersten Pfad der

EPWT zusammengestellt. Die restlichen Parameter wurden wie oben gewéhlt.
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Hybrid MPkt-Hybrid Einfach-Hybrid
7 | PSNR | Entropie | PSNR | Entropie | PSNR | Entropie
0.04 | 30.95 1.0203 | 30.81 0.8656 | 26.65 0.3008
0.08 | 30.94 1.0209 | 30.95 0.8738 | 26.66 0.3047
0.12 | 30.89 1.0156 | 30.77 0.8650 | 26.58 0.2988
0.14 | 30.90 1.0224 | 30.67 0.8688 | 26.68 0.2958
0.18 | 30.93 1.0186 | 30.92 0.8744 | 26.62 0.2978
0.20 | 30.91 1.0197 | 31.03 0.8820 | 26.67 0.3016
0.22 | 31.09 1.0256 | 31.14 0.8841 | 26.74 0.3041
0.24 | 31.02 1.0235 | 30.98 0.8798 | 26.46 0.2982

Tabelle 4.4: PSNR- und Entropieresultate fiir verschiedene Werte fiir 7.

Hybrid Mpkt-Hybrid Einfach-Hybrid
Iterationen | PSNR | Entropie | PSNR | Entropie | PSNR | Entropie
1| 30.81 1.0186 | 30.84 0.8688 | 26.56 0.3072
31 30.92 1.0221 | 30.80 0.8691 | 26.67 0.3033
51 31.06 1.0163 | 30.87 0.8742 | 26.69 0.3014
8| 31.02 1.0321 | 30.99 0.8784 | 26.42 0.3008
12 | 30.86 1.0297 | 31.25 0.8795 | 26.43 0.2939
20 | 31.03 1.0269 | 31.09 0.8871 | 26.15 0.2912
24 | 31.17 1.0318 | 31.02 0.8878 | 26.19 0.2883
28 | 30.94 1.0298 | 31.03 0.8891 | 26.04 0.2929

Tabelle 4.5: PSNR- und Entropieergebnisse fiir verschiedene Iterationsanzahlen im

Glattungsprozess.
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Hybrid MPkt-Hybrid Einfach-Hybrid
Schranke | PSNR | Entropie | PSNR | Entropie | PSNR | Entropie
31.04 1.2176 | 31.04 1.2138 | 25.65 0.5342
31.05 1.2048 | 31.19 1.1966 | 25.59 0.5193
30.94 1.1678 | 30.88 1.1437 | 25.65 0.4704
31.11 1.0936 | 31.02 1.0390 | 25.73 0.3817
31.10 1.0670 | 31.14 0.9676 | 26.17 0.3335
12| 31.25 1.0407 | 31.05 0.9017 | 25.96 0.2992
13| 31.06 1.0163 | 31.03 0.8891 | 26.04 0.2929
15| 31.17 1.0140 | 31.05 0.8483 | 26.12 0.2736
18 | 31.05 0.9956 | 30.84 0.7953 | 26.05 0.2901
21| 31.06 0.9944 | 30.87 0.7678 | 26.42 0.2376
30 | 30.97 0.9644 | 30.72 0.6849 | 26.13 0.2029
90 | 29.79 0.8796 | 28.28 0.3910 | 24.25 0.0360

NeliN e N N =)

Tabelle 4.6: Unterschiedliche Schranken im ersten Level der EPWT.

Obwohl die Adaptivitéitskosten der Hybridmethode, das heifit die Kosten, die fiir die
Speicherung des Pfades anfallen, geringer als bei der EPWT sind, so sind diese Kosten
doch immer noch nicht vernachléssigbar.

Um die Kodierungskosten der Mittelpunkt-Hybridmethode (,, MPkt-Hybrid“) mit denen
der 9/7—Tensor- produkt-Wavelet-Transformation bzw. mit denen von Curvelets zu ver-
gleichen, wenden wir folgendes vereinfachtes Schema an. Wir berechnen die Kosten fiir die

Kodierung der Position der M Waveletkoeffizienten, die nicht Null gesetzt sind, mit

M, (M\ N-M __ (N-M
——logy, | — ) — 0
AU A A

wobei N = 256 x 256 die Anzahl der Koeffizienten des Bildes ist. Fiir die Kodierung jedes
einzelnen Waveletkoeffizienten werden jeweils 16 Bit verwendet. Fiir die Tensorprodukt-
Wavelet-Transformation bestehen die Speicherkosten (in bpp) aus den Kosten fiir die Ko-
dierung der Position der Waveletkoeffizienten, die nicht Null gesetzt sind, und den Kosten
fiir die Speicherung dieser Koeffizienten, d.h. 16%. Fiir die Hybridmethode haben wir so-
wohl die Speicherkosten fiir die Approximation des glatten Bildes (die genauso wie oben
berechnet werden) als auch die Kosten fiir die Speicherung der Approximation von Kan-

ten und Texturen. Fiir die Speicherung der Kanten und Texturen miissen wir nicht nur
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9/7 Curvelets MPkt-Hybrid mit 9/7
Bild Nnu ‘ PSNR ‘ Kosten | Nnu ‘ PSNR ‘ Kosten | Nnu ‘ PSNR ‘ Kosten

BARBARA 2000 | 26,07 | 0,6853 | 2000 | 22,84 | 0,7028 | 500 | 27,28 | 0,6880
CAMERAMAN | 2000 | 27,17 | 0,6853 | 2000 | 22,69 | 0,7028 | 500 | 27,49 | 0,6880
CLOCK 2000 | 29,93 | 0,6853 | 2000 | 21,25 | 0,7028 | 500 | 30,87 | 0,6880
GOLDHILL | 2000 | 27,82 | 0,6853 | 2000 | 23,25 | 0,7028 | 500 | 28,19 | 0,6880
LENA 2000 | 28,16 | 0,6853 | 2000 | 22,04 | 0,7028 | 500 | 27,91 | 0,6880
PEPPER 2000 | 28,84 | 0,6853 | 2000 | 21,77 | 0,7028 | 500 | 28,03 | 0,6880
SAILS 2000 | 24,57 | 0,6853 | 2000 | 20,75 | 0,7028 | 500 | 25,42 | 0,6880

Tabelle 4.7: Vergleich der Speicherkosten von 9/7-Wavelet-Transformation, Curvelets und
Hybridmethode. PSNR in dB, Kosten in bpp.

die Positionen und die Werte der bei Anwendung der EPWT entstandenen Waveletko-
effiziente speichern, sondern auch den Pfad. Die Kosten fiir die Kodierung des Pfades
seien hier mit 0,5 bpp geschétzt. Wenn man die Curvelet-Transformation (siehe MATLAB
toolbox von www.curvelet.org) anwendet, erhdlt man aufgrund ihrer Redundanz 184985
Curveletkoeffizienten fiir ein 256 x 256—Bild. Diese Redundanz fiihrt zu ziemlich schlech-
ten Kompressionsergebnissen verglichen mit anderen Methoden. In der Tabelle |4.7|sind die
Kodierungskosten zusammengefasst, so dass man die Methoden einigermaflen fair verglei-
chen kann. Bei der Tensorprodukt-Wavelet-Transformation wurden die 2000 wichtigsten
Waveletkoeffizienten nicht Null gesetzt, wihrend bei der Hybridmethode nur 500 Wave-
letkoeffizienten nicht Null gesetzt wurden. Wir stellen fest, dass die Kodierung des Pfades
der EPWT (0,5 bpp) den Grofiteil der kompletten Speicherkosten (0, 6880 bpp) ausmacht.
Man sieht, dass man sich noch Gedanken iiber eine bessere Speicherung des Pfads machen

muss.



5 Approximationsresultate

In diesem Kapitel, das auf unseren Arbeiten [47] und [46] basiert, widmen wir uns der
Frage, wie gut man Bilder oder, genereller gesagt, zweidimensionale Signale mittels der
EPWT approximieren kann. Sei das Signal F' € L?([0,1) x [0,1)) auf endlich vielen Ge-
bieten {2}, ;. gleichméBig stetig. Fiir die Gebiete ; gelte, dass sie zusammenhéngende
Teilmengen von [0,1) x [0,1) sind, wobei die Rénder dieser Gebiete §2; stetig und von

endlicher Linge sind und alle Gebiete {€;}1<i<x zusammen eine disjunkte Partition von
[0,1) x [0,1) bilden, d.h.

K
UJQi=1001)x[0,1) und QnNQ=0firij Vije{l .. K}
=1

AuBlerdem sei F' in jeder Region ;, ¢ € {1,..., K}, Holder-glatt von der Ordnung o > 0,
das heifit, dass fiir alle u—ten Ableitungen von F, |u| = [«a],

|F®(z) — FW(y)| < Cla -yl " (5.1)

gilt, wobei x und y im selben Gebiet €; liegen und die Konstante C' > 0 von ¢ unabhéngig
ist. An der Grenze zweier verschiedener benachbarter Gebiete sei es erlaubt, dass f unstetig
ist. Wir werden zeigen, dass, wenn obige Voraussetzungen erfiillt sind und die Pfadvektoren
so gewahlt wurden, dass die Indexmengen gewisse FEigenschaften erfiillen, eine optimale V-
Term-Approximation von F erreicht werden kann.

Zuerst beschéftigen wir uns mit dem Fall, dass 0 < o < 1 ist, danach zeigen wir, dass die

Approximationsresultate auch allgemein fiir o > 0 gelten.
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5.1 Approximationseigenschaften der EPWT - der Fall
O<a<l

Im Folgenden sei die bivariate Funktion F'?/ mit J > 0 wieder die stiickweise konstante

Approximation des Bildes F', das auf dem dquidistanten Gitter

(3 10nm =1}

abgetastet wurde und die Form

F@)= Y F <2J) Xoayxp (272 — n) fir - € [0,1) x [0,1) (5.2)

ne€lay

hat mit Iy := {(4, j)}?j_lm d.h., fir 2 € [277n1,277(n + 1)) x [277n2,277 (no + 1)) sei

F?(z) = F(277/n) mit n = (ny, ny).

Die Indexmenge der Gitterpunkte, die in €2; liegen, wird im weiteren Verlauf mit
F{::{ne]ﬂ—eﬁ}

bezeichnet. Zur besseren Unterscheidung, welche Indexmenge gemeint ist, wird sie auch
im weiteren Verlauf Bildgebietsindexmenge genannt. Offensichtlich gilt Ufil 'Y = I,y und
die Anzahl der Elemente der Bildgebietsindexmenge I'Y betriigt fiir jedes i #I'/ = C2%/,
wobei C < 1.

5.1.1 Lemma. Aus der Holderstetigkeit von F erhdlt man, dass
|F?(277q) = F* (27 m)| < €277 lg = m][; (5.3)

gilt, falls q, m € T.
Beweis Aus der Definition von F?/ folgt

F2(277q) — F(2-m)| = |P(2~7g) — F@~m)| 2 € |[2-7m — 2774

=C27" g —mll;

«
2
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Der Einfachheit halber wird bei der Ausfithrung der EPWT die eindimensionale Haar-
Wavelet-Transformation verwendet, die im ersten Kapitel eingefithrt wurde. Der Pfad,
der im ersten Level der EPWT bestimmt wird, hat nur eine sehr begrenzte Anzahl an
Spriingen, die insbesondere dann entstehen, wenn ein Pfadstiick schon alle Indizes aus T/,
i € {1,..., K}, ,abgearbeitet“ hat und nun ein Pfadstiick durch ein neues Bildgebiet be-
ginnt. Die eindimensionale Funktion f2” ist entlang des Pfades p?/ = ((p%] )T e (P )T>T
durch

2271

o= ¥ (P e = 3 (T ) g, e,

mit (siehe auch die Definition der Haar-Wavelets im Grundlagen-Kapitel, (2.2)))
©ag o(t) = 27p(2%7t — 1) =

definiert. Mit dem obigen Lemma folgt, dass sie die Abschitzung

) i 92J _q 9

fQJ <2277;> . f2J (27"2_‘;1)‘ — |97 Z F2J (p 2§£)) (@M (222—7;) — P20 (%))
=0

_ |p2 (PZJ(QT)) _ p2J (M)‘

27 27

() p(2r 1)
27 27 9

— 2o HPQJ(2T) — ¥ (2r + 1)”; — (9 Jatza

a

<c|

(5.4)

fir r € {0, ...,22771 — 1} erfiillt, wenn p*/(2r) und p*/(2r + 1) benachbart in der selben
Indexmenge I'/, i € 1, ..., K liegen und somit hochstens den Abstand v/2 haben. Nach der

%

Anwendung einer eindimensionalen Haar-Wavelet-Transformation auf die urspriinglichen
2271

Daten {FQJ(2*Jn)} o = {]@‘7(2*2“76)} , angeordnet gemif des Pfades p?/, erhilt
ety £=0
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man die Skalierungskoeffizienten

B 2271 2J
fQJ_l(ﬁ) - <f2J,§02J_1,z> _ Z F2J (p 2§k)> <X[

k=0

—9/-3 QQJZ_I F (p”(k)) X[ty k)0 X2 2602

— 2J 2732 227 527
2J
gt [(P(20) (5.5)
=24 (P20 ) g ) 1350
2J
J-1 oy (P7(20+ 1)
2k <2—J <X[L§25172§$2)’X[%%@?V

et (o (P20 | o ()

und die Waveletkoeffizienten (fiir die Definition von ;1 ¢ siche Grundlagen-Kapitel (2.1]))

2-1(p\ . _ (2] :22J_1 2y (P (K) 27y _
g ) = (" aso, 0) ZF 57 (@ (227t — k) ,thag_10)

k=0

— p*’ (k)
_1
=TQZW%szMWH[$%er%W

o ()3 (P30 )
(o (P20 s (220

Die Waveletkoeffizienten kann man, wenn p?/(¢) und p?’/(2¢ + 1) benachbart sind und in
derselben Indexmenge liegen, mit Hilfe von (5.4) wie folgt abschétzen

)

2 o—I=39—Jatza _ %2—J+§02—Ja+§a _ %CQ—(J—é)(H-a)‘

Na}
[\
<
=
—~
[
S~—
I
~
D
[ SIS
VRS
£
Do
<
VR

Im néchsten Level der Easy-Path-Wavelet-Transformation betrachten wir eine Zerlegung
der Indexmenge I'Y in Indexmengen 17, ¢ =0, ...,22/=1 — 1, wobei diese Zerlegung durch

den Pfad p?’/ der Art bestimmt wird, dass

1770 ={p*(20),p* (20 + 1)} mit (=0,..,2271 -1
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ist. Desweiteren sei

22J—1_1

P Na)i= Y 7 Ohgyoy o(z),  x€[0,1)x[0,1) (5.6)
=0
mit
hoj_1, o(x) == 273 (X[0.1)x[0.1) (2J$ —Pw(%)) + X[0,1)x[0,1) (QJJI —p* (20 + 1)),

d.h., dass den beiden Pixeln einer Indexmenge der Mittelwert dieser beiden Pixel zugeord-
net wird. Wir suchen nun einen Pfad p?/~! = (p2J *1(6))2‘;1_1 durch diese Indexmengen
771 0 =0,..,2%71 — 1. Dieser Pfad soll méglichst zusammenhingend sein, das heifit,
es soll fiir alle r € {0,...,22772 — 1} bis auf eine endliche Menge, deren GriBe nicht von
J abhéngig ist, gelten, dass I;;{]ill @r+1) € N (Ii{,ill (27,)) ist. Anschlieend wenden wir ein
Level der eindimensionalen Haar-Wavelet-Transformation auf

22]*1_1

PPN = Z N0 21, o) tel0,1)
=0
an. Wir erhalten so die Skalierungs- und Waveletkoeffizienten

f2J42(£>:::<jQJ717¢2J72,£>7 92J72(€>:::<f2J717¢QJ42,£>7 f:: 07”'722J72__1'

Im néchsten Level wird dann das ,, Tiefpassbild“

22]*2_1

P2 (x) = > T (Ohay s, (), ze[0,1) x [0,1)

betrachtet, mit

hos_1, p2i-120) + Pog_1, p2r-1(2041)

h2J—2f = x/§ ) ¢ ::07'“a22J_2 _-17

wobei hgj_o ¢ in den Gebieten, die durch die Indexmengen
2J—1

2J—-1 2J—-1
Lps-iap 0nd 135575 )4 De-

stimmt sind, konstant ist und in den anderen Gebieten verschwindet. Dies kann man

nun noch weiter fortsetzen. Im (2J — j)-ten Level, j = 2J —1,2J — 2,...,0 wird dement-
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sprechend ein Pfadvektor p/*! = (p”l(é))?:;l*l durch die Indexmengen

1 o o .
I = IZJM(Q@) U I;],gtz(ze)a (=0,.., 277 —1,

bestimmt. Als Néachstes wird nun eine Haar-Wavelet-Transformation auf

27+l 1

P = Y P 0) g, o), t<l0,1)

=0

angewandt, die die Skalierungs- und Waveletkoeffizienten

f](f) = <fj+17 ¥, €>7 gj(g) = <fj+1777/}j, Z>’ EZOw”an_l

liefert.

5.1.1 Adaptive Haarwaveletbasis

Sei V55 der Raum der stiickweise konstanten Funktionen
‘/QJ :span{hgj, Y | (= 0,...,22J— 1},

wobei die hyy ¢ in L? normalisierte Funktionen sind, die auf einem Quadrat der Linge 27/
konstant 27 sind und ansonsten verschwinden, wobei fiir keine zwei Funktionen hs J. m und
hay »n mit m # n gilt, dass sie auf dem gleichen Quadrat oder auch nur auf Teilen des

gleichen Quadrats existieren. Genauer gesagt, es gelte
hay, ¢ = 2"Xp,1)xp) (27 - =p*7(0)) (=0,..,2* - 1.

Aus der Definition der hyy ¢, ¢ = 0,...,2%/ — 1, ergibt sich, dass sie eine orthonormale
Basis des Vi bilden. Auflerdem ist ersichtlich, dass die Funktion £/ von oben (5.2) auch

folgendermaflen

F¥(z) = g (pQ;E)) h2"’2§<x>, ze0,1) x[0,1)
=0

geschrieben werden kann.

Nach einem Level der EPW'T, d.h. nachdem man ein Level der Haar-Wavelet-Transformation
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2271

auf die gemiB des Pfades (p*/(()),_,

erhalt man die neuen Funktionenraume

angeordneten Funktionswerte angewendet hat,

h h
Voy_1(F') := span {hZJL 0= 2J, 2 —i\_/;‘]’ 20t | =0, L2207 1} ,

h —h
WQJ*I(F> := span {\I]2J1, )= 2J, 2¢ \/§2J7 20+1 ’ (= 07 s 22‘]*1 o 1} )

Diese Funktionenrdume bestehen aus stiickweise konstanten Funktionen, deren Tréger sich

iiber zwei Quadrate der Linge 277 erstreckt, die normalerweise benachbart sind. Die Funk-
tionenrdume Va1 (F) und Wa;_1(F') sind nicht nur Teilrdume des oben definierten Funk-

tionenraums V5. Es gilt ebenfalls

(hay, 20 + hajaei1, hag, 2m — oy 2m+1)

<h2J71, 0, Vayq, m) =

2
0 (#+m
o (has, 20,h2y, 22>_<Z2J, 2041,h27, 2041) -0 f=m
und
1 2J-1

7 (h2g-16+Way_10) = hoyp2i(20), t=0,..2 —1

1 _
— = (hQJfl, L= \I’2J71, 12) = th, p27 (20+1)) t=0,.., 22771 — 1.

&

Somit liefert das erste Level der EPWT eine orthogonale Zerlegung von F?/ in
F¥=1 e Voy 4 (f) und G~ € Way 1 (f) mit F?/~1 wie in (5.6 definiert und

22J71_1

G Ny = Y g O, (), zel0,1)x[0,1).

In den néchsten Leveln wird analog verfahren, d.h., fir j = 2J — 1,2J — 2,...,0 werden
20+l

die adaptiven Skalierungs- und Waveletrdume beziiglich der Pfadvektoren (p/*1(¢)),_,

namlich

hj+l, piti(20) T hj+1, pIt(

V2

h; J+1 —h; J+1 .
W](F> - span{\Ilj, )= J+1, pit1(20) \/§j+1, pIt1(20+1) | /= 0, .“723 _ 1} 7

Vi(F) = span{th:: 2040) ]620,...,2j—1} und
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bestimmt. Die Tréger der orthogonalen Basisfunktionen h; , € V;(F') bzw. ¥; , € W;(f)
bestehen jeweils aus 22777 Quadraten der Liange 277, die normalerweise zusammenhéngend
angeordnet sind. Analog wie oben im ersten Level gilt auch hier, dass V;(F)LW;(F') und
dass V;(F') + W;(F) = Vj41(F'). Die Funktionsmenge

{hoot U{W,, | €=0,..,27 —1,j=2J —1,...,0}

bildet also eine orthonormale Basis von V5 ;. Somit liefern 2J Level der EPWT, angewandt

auf eine Funktion F?/ € V,;, die orthonormale Zerlegung

2J-1

T=F' Y @ (5.7)
§=0

mit G¥(z) = Yoo ¢ (0) W5, o) fir € [0,1)x[0,1) und FO = f9(0)ho, o = f2(0)X(0,1)x[0.1):

wobel

2271

£0(0) = / F(x)de=2" 3" F* (p*(0)).
[0,1)x[0,1) —0

5.1.2 Anforderungen an die Pfade

271

Sei J eine beliebig groBe, feste natiirliche Zahl. Wir fordern, dass unsere Pfade (p’(¢)),_, .
7 =1,...,2J in jedem Level ,sinnvoll“ festgelegt wurden. Genauer gesagt fordern wir, dass

die Indexmengen [ g 0 =0,...,27 —1, die folgendermaflen iterativ durch die Pfade bestimmt

wurden
17’ = {p*(0)}, (=0,.,2" 1,
1 1 i .
=I5 0 U IS (=0,.,27 -1, 1<j<2J]

die folgenden zwei Eigenschaften erfiillen.

(i) Gebietsbedingung
Nach Anwendung des (2J — j)ten Levels (5 € {0,...,2J —1}) der EPWT gibt es
hochstens € K Indexmengen [ g , deren Komponenten sich nicht vollstdndig in einer
Gebietsindexmenge I'/, i € {1, ..., K} befinden. Die Konstante C; soll von der Grifle

des Bildes und der Anzahl der Level unabhéingig sein, d.h. also, sie darf weder von J
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noch von j abhéngen.

(ii) Durchmesserbedingung
Nach Anwendung des (2.J—j)ten Levels (j € {0, ...,2J — 1}) der EPWT besitzen fast
alle Indexmengen 1. g, ¢ € {0,...,27 — 1}, deren Komponenten allesamt in derselben
Indexmenge I'/, i € {1, ..., K} liegen, einen optimalen ,, Durchmesser“. Das heift, wir

fordern, dass eine von J und j unabhéngige Konstante D < oo existiert, so dass

diam I = max |k — kof|, < D273 (5.8)

k1, k2€l}

fiir fast alle Indexmengen I, Z C I'/ gilt und die Anzahl der Indexmengen ]Z c I,
die diese Durchmesserbedingung nicht erfiillen, durch eine von J und j unabhéngige

Konstante Cy < oo nach oben beschrankt ist.

Die Gebietsbedingung wird erfiillt, wenn der Pfad zunichst alle Indexmengen eines Ge-
bietes ,,abarbeitet“, bevor er durch eine Indexmenge aus einem anderen Gebiet lauft. Die
Durchmesserbedingung sorgt dafiir, dass der Durchmesser der konstruierten Indexmengen
in jedem Level nur hochstens um den Faktor /2 wichst, so dass langgezogene Indexmen-
gen vermieden werden. Zum Beispiel ist die Durchmesserbedingung erfiillt, wenn man die
227=J Indizes, die in der Indexmenge I g (mit j gerade) enthalten sind, in einem Quadrat

der Linge 27 =3 anordnet. In diesem Fall wire 1' mit D = v/2 erfiillt.

Wir bezeichnen mit
A

die Menge der Indizes ¢ € {0,...,27 — 1}, fiir die die Indexmenge IZ fiir ein ¢+ komplett
in einem I'Y enthalten ist und die Durchmesserbedingung erfiillt. Wenn sowohl die
Gebietsbedingung als auch die Durchmesserbedingung in jedem Level 2J — j erfiillt sind,
ist die Anzahl der Indizes ¢, die nicht in A’ enthalten sind, nach oben durch C1K + Cy
beschrénkt.

5.1.3 Beispiel

Das folgende Beispiel soll die oben eingefithrten Anforderungen, die Gebietsbedingung und

die Durchmesserbedingung verdeutlichen und die Effizienz der EPWT untermauern. Wir



86 Kapitel 5: Approximationsresultate

betrachten eine stiickweise holderstetige Funktion F und ihre Interpolante F2/ mit J = 4,
siehe Abbildung (a). Unser Bild F2/ besteht aus drei Regionen, und wir nehmen an, dass
in jeder dieser drei Regionen die Hélderbedingung mit einer geeigneten Konstante C'
erfiillt sei.

Unser Ziel ist es, den EPWT-Algorithmus so anzuwenden, dass sowohl die Gebietsbedin-
gung als auch die Durchmesserbedingung mit kleinen Konstanten C, D und C5 erfiillt sind.
Zuerst bestimmen wir einen Pfad p® der Linge 16 x 16 = 256 durch Aneinanderreihung der
drei Pfade p§ (Pfad durch den Hintergrund), p§ (Pfad durch den Kreis) und p§ (Pfad durch
den schriigen Balken), siche Abbildung|5.1|(b). Der jeweils erste Index der Pfade pf, p und
pS ist mit einem kleinen Kreis markiert. In diesem Beispiel sind die Pfade p%, v = 1,2,3
sogar alle vollstindig zusammenhéngend, d.h., es gilt p8(¢ + 1) € N (p8(¢)) fiir v = 1,2,3
und fiir £ = 0, ..., #I'* — 2, wobei jedes I'}, v = 1,2, 3 jeweils eins der Gebiete Hintergrund,
Kreis oder schriger Balken ist. In Abbildung [5.1)(c) ist das Tiefpassbild F" dargestellt.
Ferner wurden dort die Indexmengen I}, ¢ = 0,...,127, die durch p® festgelegt wurden,
kenntlich gemacht. Nur eine Indexmenge erfiillt die Gebietsbedingung nicht, némlich die
Indexmenge, die aus dem Index (0, 15) (von p}) in der rechten oberen Ecke und dem ersten
Index von p§, Index (2,4), besteht, siche Abbildung ﬂ(c) Also gilt C; = 3. Es existieren
Indexmengen I] der Form {m,n} mit |jm — n||, = v/2, also ist die Durchmesserbedingung
(5.8) mit D = 1 erfiillt und wir erhalten Cy = 0. Im zweiten Level der EPWT erhélt man
das Tiefpassbild F®, siehe Abbildung [5.1(d), - auch hier sind wieder die einzelnen Index-
mengen, die jetzt jeweils 4 Elemente besitzen, gekennzeichnet. Zwei Indexmengen erfiillen
die Gebietsbedingung nicht, d.h. also ¢} = % Am unteren Rand des Bildes gibt es zwei
Indexmengen, die die Durchmesserbedingung nur mit D = % erfiillen wiirden - die
restlichen Indexmengen, die vollstindig in einem Gebiet enthalten sind, erfiillen (5.8) mit
D < \/75 Das Tiefpassbild, das nach Anwendung des dritten Levels der EPWT entsteht, ist
in Abbildung (e) zu betrachten. Die Indexmengen der Grofle 8 sind eingezeichnet. Wenn
man den Pfadvektor so gewéhlt hat, dass die beiden Indexmengen, die nach dem letzten
Level die Gebietsbedingung nicht erfiillt haben, nun zusammen eine neue Indexmenge bil-
den, so erhélt man nun nur noch eine Indexmenge, die die Gebietsbedingung verletzt. Es
gilt somit C = % Die restlichen Indexmengen erfiillen die Durchmesserbedingung
mit D = 2—\/\1;2 = 3. Die letzte Abbildung (f) stellt das Tiefpassbild F* dar. Hier verletzt
nur eine Indexmenge die Gebietsbedingung, d.h., C; = % Die Durchmesserbedingung ist
mit D = @ fiir alle Indexmengen, die die Gebietsbedingung erfiillen, erfiillt. Die levelun-
abhéngigen Konstanten sind | = %, D = % und Cy = 0.
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=—'Il!i=-'lli L]

Abbildung 5.1: Anwendung der EPWT auf ein 16 x 16-Bild. (a) F®, (b) F® mit p® eingezeichnet,
(c) Tiefpassbild F7 mit Indexmengen eingezeichnet, (d) Tiefpassbild F% mit
Indexmengen eingezeichnet, (e) Tiefpassbild F° mit Indexmengen eingezeichnet,
(f) Tiefpassbild F* mit Indexmengen eingezeichnet.

5.1.4 Algorithmus zur Bestimmung des Pfades

Nun widmen wir uns der Bestimmung eines Pfades, der die oben eingefiihrten Anforde-
rungen, die Gebietsbedingung und die Durchmesserbedingung, erfiillt. Der Pfad, der bei
Anwendung der relaxierten EPWT entsteht, erfiillt in der Regel (d.h. bei sinnvoll gewéahl-
ter Schranke) automatisch die Gebietsbedingung, da die vorgegebene Schranke dafiir sorgt,
dass die Funktionswerte aufeinander folgender Pfadkomponenten nicht stark voneinander
abweichen, d.h., dass der Pfad lange in einem Gebiet bleibt. Wenn man in den hoéheren
Leveln die Mittelpunkt-EPWT anwendet, so ist auch die Durchmesserbedingung erfiillt,
da auf dem Pfad benachbarte Indexmengen bei dieser Methode in der Regel nicht weit
entfernte Mittelpunkte besitzen.
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Nachfolgend stellen wir eine etwas andere Moglichkeit zur Pfadbestimmung vor. Wir neh-
men an, dass das gegebene Bild aus einer endlichen Anzahl von glatten Gebieten besteht
und wenden einen Kantendetektor auf das Bild an, um diese Gebiete €2;, i« = 1,..., K,
und die zugehorigen Indexmengen I'/ zu bestimmen. Grob gesagt, funktioniert der Al-
gorithmus wie folgt. Wir starten mit einer Indexmenge eines Gebietes, die die wenigsten
Nachbarindexmengen besitzt, und nehmen nun als néchste Pfadkomponente die (zuldssige)
Indexmenge aus demselben Gebiet, fiir die gilt, dass der Durchmesser der Vereinigung der
beiden Indexmengen minimal wird. Nun nehmen wir die néchste zuléssige Indexmenge aus
demselben Gebiet, die am wenigsten noch nicht fiir den Pfad verwendete Nachbarindex-
mengen besitzt, und wihlen als ndchste Pfadkomponente wieder die (zulédssige) Indexmenge
aus demselben Gebiet, fiir die gilt, dass der Durchmesser der Vereinigung der beiden In-
dexmengen minimal wird. Dies wiederholt man, bis keine Indexmenge des Gebiets mehr
eine Nachbarindexmenge besitzt, die noch nicht fiir den Pfad verwendet wurde. Wenn dies
eintritt, nimmt man sich das néchste Gebiet vor, in dem es noch Indexmengen mit zulédssi-
gen Nachbarindexmengen gibt, und verfihrt analog. Am Ende, wenn es in jedem Gebiet
nur noch zuldssige Indexmengen ohne zulédssige Nachbarindexmengen gibt, fasst man je
zwei der noch nicht fiir den Pfad verwendeten Indexmengen zusammen. Eine genauere Be-

schreibung folgt unten.

Es seien IS;’HJHQ = {n} mit n = (ny,n2), 0 <my <27 —1,0 < ny <27 — 1. Die Menge
aller Indexmengen im (2J — j + 1)-ten Level sei mit M7 bezeichnet. Im (2J — j + 1)-ten

Level wird die Konstruktion des Pfades p/ = (p’ (ﬁ))?]:_ol durch die Tndexmengen I} wie

folgt durchgefiihrt.

Algorithmus
Seii=1,¢=0.

1. Wenn ¢ =0, wihle p/(0) derart, dass Igj(o) die Indexmenge ist, die in T'Y enthalten
ist
und die die kleinste positive Anzahl an vollstidndig in I'Y enthaltenen
Nachbarindexmengen besitzt und gehe nach 2.

Sonst: Wenn keine in T/ \ {[j- s I?
i p7(0)

p](%fl)} enthaltene Indexmenge Nachbarin-

dexmengen, die in I'Y \ {Igj(o), e Igj(zefl)} enthalten sind, besitzt, priife:
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wenn ¢ < K ist, so setze ¢ = ¢ + 1 und fange wieder vorne bei 1. an.
sonst gehe nach 3.

sonst wihle p/(2() so, dass die Indexmenge Igj(%) e M7\ {I;j(o), ...,Igj(%_l)}
eine Teilmenge von I'Y ist und die Indexmenge ist, die die kleinste positive

Anzahl an Nachbarindexmengen,

EP J ._1J J J
die in T/, = T; \{fpj(o), ol

pj(%_l)} enthalten sind, besitzt und gehe nach
2.

2. Wihle p? (20 + 1), so dass

I;j(%H) = argmin <diam (];j(%) U Ii)) .
IS
Setze
- , .
I =L 00 Y L a0y

und ¢ = ¢ + 1 und gehe nach 1.

3. Wihle zwei Indexmengen, durch die der Pfad noch nicht geht und speichere, welche
ausgewihlt wurden, in p?(2¢) und p?(2¢ + 1). Setze

ur

- ,
I =1 pI(20+1)

pI(2¢)

und ¢ = /(4 1.
wenn 2( + 2 # 27 fange wieder vorne bei 3 an.

sonst stoppe.

5.1.5 Approximationseigenschaften der EPWT

Fiir ein gegebenes J > 0 sei die Funktion F?’ die stiickweise konstante Approximation
des Bildes F, die ([5.3) erfiillt. In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass die EPWT
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eine optimale N-Term-Approximation von F' liefert, wenn die Pfade so gewéhlt wurden,
dass sowohl die oben im Abschnitt ,, Anforderungen fiir die Pfade“ eingefithrte Gebiets-
als auch die Durchmesserbedingung erfiillt ist. Zunéchst zeigen wir Abschétzungen fiir die
Skalierungskoeffizienten und Waveletkoeffizienten, die im weiteren Verlauf fiir den Beweis

der optimalen N-Term-Approximation benotigt werden.

5.1.ii Satz. Sei F?/ € Va; ein stiickweise konstantes Bild, das fiir jede Indexmenge
29411

U/, i=1,..,K erfillt. Auferdem gelte fiir die Pfade (p"™(€)),—y . j =2J—1,...,0, dass

sie die Gebietsbedingung und die Durchmesserbedingung erfiillen. Sei

2J
_ p* (€)
fzJ (p2J(£)) =2 JF2J (2—J) y g = 0, ey 22J —1
und seien
F0) = (F7 050, j=2J—-1,2J-2,..,0, (=0,..,2 —1

die Skalierungskoeffizienten, die man bei Anwendung der EPW'T erhdlt. Dann gilt fir alle
j=2J,..,0 und £ € N7 die Abschiitzung

](+)

|77 (P(20) — 7 (PP(2¢+1))| < 22CD*2 (5.9)

Hierbei ist D > 1 die Konstante aus der Durchmesserbedingung, C' st die Konstante aus
und « ist der Hélderexponent.
Auﬁerdem erhdlt man fir alle ¢ € {0, .. — 1} \ A7 die Abschitzung

17 ((20) = 7 (P (20 + 1)) < C272 (5.10)

mit einer von J und j unabhingigen Konstante C'.

Beweis Fiir j = 2J folgt die Abschitzung (5.9)) direkt aus der Ungleichung (/5.4)), denn

F2J 2J(%) _ p2J pQJ(2f+1)
|f2J (sz(%)) ey (sz(2£+1))‘ ’ ( 2/ ) = ( 2 )‘
0o(=7+3)a
< YA

— 2%02—J(a+1) D<>1 Z%CDO[Q_J(OH_I).
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Es gilt
2710 B 93 <F2J (pz‘;%)) 4 2l <p2‘](22€+ 1))>
ey ()

Also folgt mit ((5.3))

‘f2j_1 (p2J—1(2€)) - f2J—1 (pQJ—1<2£ + 1))‘

S PR OB RNEE

2J—-1 2J—-1
nEIP2J—1<2£) IQJ 1(22+1) (511)

<2 ([ () - (@) e (59) -+ (59))

5.3
e > (22_13> - Q%C’DaQ*(Jfﬁ)(aJrl),

wobei mq,mq € 125{, 11(25) und nq,ny € Iig{,ﬁll(%ﬂ) gelte und wir fiir die letzte Ungleichung

ebenfalls benutzt haben, dass zwei Elemente aus

2J-2 2J-1 2J-1
Ig ]2J 1(25) ]2J 1(254,1)

aufgrund der Durchmesserbedingung hochstens 2D voneinander entfernt sind. Man kann

induktiv zeigen, dass

f(0) = 2J2J1j > (%) (5.12)

2 :
nelg

allgemein fir j € {1,...,2J — 1} gilt, denn wenn (5.12) fiir alle j mit 2J —1>j>m+1

erfiillt ist, so gilt fiir j = m, dass

20+l

PO == > P R) (01 ee)
k=0
C2itlg

i 7
=27 Z f]+1 (p’“( )) < [2 G+DE, 27<j+1)(k+1))7X[27(1+1)(25), 27<j+1)(25+2))>
k=0
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und somit
figp = gt (FLONRO) | P @)
o 9j+1 92j+1
PSS DN 27 (T g 1 27 (1
e Y () ¥ ()
j+1 1
n€l M ey n€L 1 ety
1
_o-J ‘ZF2J< )
J—1i 2]
2 ZnGIg

ist. Man kann f7(f) also als ein gewichtetes Mittel der Funktionswerte F2/(27/n) mit
n el g sehen.
Fiir £ € AJ~! erhalten wir analog zu (5.11) wegen #1I) = 227~/ und aufgrund der Durch-

messerbedingung diam /. g ~1 < Do/ _%, dass

FEE0) - Py =2 S () - Y FY ()

J
nel’ i (20) nEij(2£+1)

E11) : ‘ J-E\ ¢
< 97 20+3920-0(y <_D22J : )
— 250 D27

Fiir die Indizes ¢ € {0, .. —1}\ AV1 fiir die die Indexmengen I7 die Durchmesserbe-
dinung nicht erfiillen, gﬂt wegen der Beschrinktheit von F27 mit der Dreiecksungleichung
und #I] = 227~

P - PEees ) =2 S (2= S ()

J
nEIp] (20) nGij(QZ_H)

< 9 2IH92I-iC — (1973

O
Nun kénnen wir die Waveletkoeffizienten, die wir nach Anwendung der EPWT erhalten

haben, wie folgt abschétzen.
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5.1.iii Satz. Seien ¢/(£) = (fi*',4;,), £=0,..,27 — 1, die Waveletkoeffizienten, die ent-
stehen, wenn man den EPWT-Algorithmus auf F?/ 6 Voy anwendet. Wir setzen voraus,
dass F?’ erfillt und dass die Pfade (p"*(¢ ))Z 0 71, j=2J—1,..,0, die bei An-
wendung der EPWT benutzt werden, die Gebietsbedingung und die Durchmesserbedingung
erfiillen. Dann erhdlt man fiir alle j =2J —1,...,0 und ¢ € AV die Abschitzung

J(a+1)

CD*2 "5 (5.13)

N | —

19 (0)] <

wober D > 1 die Konstante aus der Durchmesserbedingung (@ ist sowie C' und o die
Hélderkonstante bzw. der Holderexponent aus sind. Auferdem gilt die Abschdtzung

m\u_

C2- (5.14)

l\:)lr—t

197 (0)] <

fiir alle £ € {0,...,27 — 1Y\ A9, wobei die Konstante C' von J und j unabhingig ist.

Beweis Fiir die eindimensionalen Haarwavelets gilt

[N

I
[\D [\
m\;_-

Ve V(27 =0)

EPE ( X[2-G+1) (20),2-G+1) (26+1)) _X[zf(jﬂ)(2e+1),2*(j+1>(2£+2)))
%( (27 =20 = (27— (2 + 1))
2 (

Pit+1,2¢ — Pj+1, 2041) -

(5.15)

to\»—t

Auflerdem folgt

J+1 _j+1

<90j+1,r;90j+1,€> =222z <X[2—(]’+1)r,2—(j+1)(r+1))7X[Q—(]’+1)£72—(j+1)(£+1))> = Opy. (5.16)

Wir erhalten nun fiir alle £ € A7 folgende Abschitzung fiir die Waveletkoeffizienten

2111

; Fi G-15) ; ; _1
|9](€)’ - ‘<f]+1’¢j,f>) - Z PO ) (@i, 70277 (0541, 20 — P, 2041))
r=0
(G.16) .1 . . . .
B o3 | it (1 (20) — f”l(p”l(2€ +1))]
" 1 o j+1)(a+1) (a+1
B 1950 pag- Uiy :—C’Da s
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Fiir alle £ € {0,...,27 — 1} \ A7 folgt analog mit (5.10]), dass

P01 =274 |77 (77 20) = P 7 214 1) D 2rbCa < o

Das gesamte Bild ist nach Anwendung von 2J Leveln der EPWT allein durch die Wa-
veletkoeffizienten ¢/ = (¢’ (E))Z:Ol, j=2J—1,..,0, den Mittelwert

fO(O) _ 272J Z F2J(27Jn)

nEIQJ

und die Pfade, die in jedem Level bestimmt werden,

p= ()7, ...,(p")T) e RZ&'~D

wieder rekonstruierbar. Um eine noch diinner besetztere und somit noch effizientere Dar-

stellung des digitalen Bildes F'?/ zu erlangen, wenden wir folgende harte Thresholdfunktion

() x |x| >0
So(x) =
0 |z|<o

auf die Waveletkoeffizienten ¢7(¢) an und setzen bis auf die N betragsmifig groten Wave-
letkoeffizienten alle Waveletkoeffizienten gleich Null. Nun ist das Original 2/ nicht mehr
exakt rekonstruierbar. Im Folgenden bezeichne Fz’ die sogenannte N-Term-Approximation
von F'?’ die entsteht, wenn man zur Rekonstruktion nur die betragsmifig groSten N Wave-
letkoeffizienten verwendet. Auflerdem sei A%/ die Menge der Indizes (j, /), j = 0,...,2J — 1,
(=0,..,2 — 1, fiir die ¢/(¢) zu den groBten N Waveletkoeffizienten gehort. Die Grofle des
Fehlers, der entsteht, wenn man nur die N betragsméfig groiten Waveletkoeflizienten zur

Rekonstruktion verwendet, lasst sich wegen der Orthogonalitét der verwendeten adaptiven
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Haar-Wavelet-Basis in der Form

2J-127-1
2 (57) » .
ev=|FY - FZIL2 [P+ S g0, | - [F+ S ¢
j=0 (=0 (4,0 €AY 9

2

= X dovew| = Y Fof.

(1.02A% 5 (0¢gAY

darstellen und wird im folgenden Satz abgeschétzt.

5.1.iv Satz. Sei F% die N-Term-Approzimation von F?7 und sei weiterhin vorausgesetzt,
dass alle Voraussetzungen von Satz erfillt seien. Dann gilt fir alle J € N die
folgende Abschitzung

en = ||F¥ — F¥|. <CNe, (5.17)

wobei C' < oo micht von J abhdingt.

Beweis Seien die Waveletkoeffizienten ¢/ (¢), j = 0,...,2J — 1, £ = 0,...,27 — 1 und der
Mittelwert g=t = g=1(0) := f°(0) absteigend geordnet, so dass wir eine Folge (QM)ZQ:J(; ! mit
9] > 1gu41] filr w =0, ...,2%/ — 2 erhalten.

Als Erstes zeigen wir nun, dass Zf:o_ ' gu|” mit 1 < % < & unabhéngig von der Wahl von
J > 1 beschrénkt ist. Um dies zu zeigen, werden wir Satz anwenden. Wie bereits
im Abschnitt iiber die Anforderungen an die Pfadvektoren erwahnt, gibt es in jedem Le-
vel hochstens Cy K + Cy Indexmengen, die nicht gleichzeitig die Gebietsbedingung und die
Durchmesserbedingung erfiillen und somit gibt es in jedem Level hochstens Cy K +Cs Wave-
letkoeffizienten, die ([5.13)) nicht erfiillen. Diese Waveletkoeffizienten seien im Folgenden als
, Waveletkoeffizienten vom Typ-I1¢ bezeichnet, wihrend die Waveletkoeffizienten, die

erfiillen, als ,,vom Typ I“ bezeichnet werden. Die Summe aller Typ-II-Waveletkoeffizienten
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kann man wie folgt unabhéngig von J fiir alle p > 0 abschétzen

E14) 21

2 el = g O + (K + Gy) Z( -2

gu vom Typ IT

Jj=
B C~, p? -1 e

— ‘gq( )| + (C1K + Cy) g) 2 ’ég

S ‘9_1(0)‘17 + (OlK + CQ) —)

Fiir die Summe aller Typ-I-Waveletkoeffizienten erhélt man die Abschétzung

> gl CDO‘ ~sen |
gu vom Typ I
CDa>p2i1 o (platl)
= 2 ‘7( 2 1)
( 2 j=0

oDe p2J—1 1 (%—1) J
(TS )

7=0
wobei 2/ die Anzahl der Waveletkoeffizienten vom Typ I ist, die es hochstens pro Level
gibt, ndmlich dann, wenn es in dem jeweiligen Level keine Waveletkoeffizienten vom Typ
IT gibt. Die Summe ist, unabhéingig von J, endlich, wenn @ —1>0, dh, ]l] < O‘TH,
gilt. Somit ist die Folge (gN) 1 fur =< C“TH in [P und wir kénnen das folgende Resultat

von Stechkin, siehe [22], anwenden.

Sei F eine endliche oder abzdhlbare Indexmenge, 0 < p < g und a = (O‘M)ue ~ eine Folge
aus [P(F). Wenn Fy die Menge der N Indizes ist, fiir die die zugehérigen |a,|s am grofiten
sind, so gilt

D laul” < Jloflf, N7 (5.18)
nEFN
mitr:=1—-1>90
P q
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In unserem Fall withlen wir F = {0,...,2% — 1}, ¢ = 2 und p wie zuvor. Dann folgt

. 2 .. 22J_1
aus (5.18) mit rq = 2r = 2 — 1 fiir unsere Folge (g,.),_, , dass

2271 9
2 2271 1-2
Z |gu| < H(Q‘U’)MZO » N
pu=N+1
gilt. Mit p — aiﬂ folgt die Behauptung. [

5.1.v Satz. Sei F' € L?([0,1) x [0,1)) stiickweise hélderstetig auf einer endlichen Menge

von Gebieten {;}1<i<k. Die Rinder 0); seien stetig sowie von endlicher Linge und es

gelte
K
=101 x[0,1), QNQ; =0 firi#j,
i=1
wobei jeder Abschluss Q;, i = 1,..., K, eine zusamnmenhingende Teilmenge von |0, 1)2

sei. Dann existiert fir jedes € > 0 eine ganze Zahl J(€), so dass fir alle J > J(e) die
N-Term-Abschdtzung

|F— F¥|[3, < ON~ 4

gilt. Hierbei sei C die Konstante aus .

Beweis Fiir ein gegebenes J > 0 und n = (ny,n) € Iy sei
Sy = 1[27"n1,277(n1 + 1)) x 277,27 (na + 1))
Dann gilt

[P =Pl =32 [ |F) = F (2 m)[ dn.

nGIQJ n

Wir teilen nun die Indizes n € I5; in zwei Mengen auf, und zwar

Ly ={ne€ly| S NnoQ; =0 firaleic {1,.. K}}
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und

Aufgrund der endlichen Linge von Ufil 0f); existiert eine von J unabhéngige Konstante L,
so dass #1;, < L27 fiir alle J gilt. Fiir die Indizes aus I; kénnen wir die Holderstetigkeit
(5.1)) verwenden und erhalten wegen #1I,, < #1,; = 227 somit

S / F(2_Jn)|2dx§n§ (c (2—"\/5)&)2/57{ dz

nell;
— Z 2—J2—J (02(&]4*;)04)2
nell,;

< 022(—2J+1)a.

Weil F beschrinkt ist, d.h. |F(z)| < C fiir ein C’ > 0, erhalten wir auBerdem

Z/ (277n)|* dz < Z/ 2C)de= Y 27 (20')* <2772 LC.

nell, nely, nell,

Also gilt
HF . F2JHi2 < 02924+ Da 4 g=J+2]

Fiir jedes e > 0 gibt es somit eine ganze Zahl J(e), so dass ||F — FQJHi2 < ¢ fiir alle
J > J(e) gilt. Aus diesem Grunde gilt mit (5.17))

|F— F |5, < |F — F¥|;. + || F¥ — F¥||,, < e+ CN™.

Iz= < Iz

Nachdem unter gewissen Voraussetzungen eine optimale N-Term-Approximation fiir 0 <
a < 1 gezeigt wurde, stellt sich die Frage, ob man auch eine N-Term-Approximation fiir

groflere o beweisen kann. Der néchste Abschnitt widmet sich diesem Problem.
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5.2 Approximationseigenschaften der EPWT - der Fall
a >0

Wir nehmen wieder an, dass wir von unserer bivariaten Funktion F' nur die Funktionswerte
kennen, die bei gleichméfiiger Abtastung von F' entlang eines endlichen quadratischen
Gitters entstehen. Das heifit, wir haben die Werte {F (2%) }ne I;
die Anzahl der Gitterpunkte pro Reihe (und also auch pro Spalte) ist und I5; wie vorher

gegeben, wobei 27, J > 1,

die Indexierung der Gitterpunkte beschreibt
IQJZ: {n:(nl,ng)|O§n1§2‘]—1,0§n2§2‘]—1}.
AuBlerdem bezeichne
2J n .. .
I; ::{nEIQJ|2_J€Qi} firl<i<K

die Menge der Indizes aus I, die in dem Gebiet §2; liegen, 1 < i < K, so dass

K
U =1,

i=1

gilt und somit in I'?/ hochstens genauso viele Elemente wie in Io;, ndmlich 22/ enthalten
sein konnen, 1 <1 < K.

Wir berechnen nun anhand der gegebenen Funktionswerte {F (2%) }ne L; eine stiickweise
glatte Approximation von F'. Dies geschieht hier mit polyharmonischer Spline-Interpolation,
die wir separat auf jede einzelne Region €2;, 1 < i < K, anwenden, das heifit, wir bestimmen

eine Funktion der Form

F2 () ;:i 3 c;gbm(Hx—%HQ) 4pi (@) | vo, () fiir € [0,1)x[0,1) (5.19)

, 2
=1 nel"f‘]

die die Interpolationsbedingungen

27 (V) _ n .
F (2—J> =F (2—J> fir alle n € I,y
erfiillt. Mit yq, sei hier die charakteristische Funktion von €; bezeichnet, ¢, (r) := r>™ log(r),

m := max(|a],2), sei eine polyharmonische Spline-Basisfunktion und p, sei ein bivariates
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Polynom, das hochstens den Grad m besitzt. Die Interpolierende ist durch die Inter-
polationsbedingungen eindeutig bestimmt. Wir konnen auf diese Art und Weise Polynome
bis zum Grad m approximieren, die lokale Approximationsordnung liegt bei m+ 1. Naheres
ist auch in [33] und [34] zu finden.

Die Bedingung (5.1) der Holder-Glattheit an F' ist (siehe [2]) dquivalent zu folgender
Bedingung: Es existiert fiir alle zy € €); ein bivariates Polynom ¢,, das den Grad |«

besitzt (in der Regel das Taylorpolynom von F' an der Stelle 2y vom Grad |a]) und
|F(2) = qa(z — m0)| < C'llz — 20ll3

fiir alle z € €; in einer Nachbarschaft von z( erfiillt, wobei C' > 0 eine von x und z

unabhéngige Konstante sei.

5.2.1 Definition. Fiir die Definition des Besovraums Bg,  bendtigen wir das Stetigkeits-
modul N—ter Ordnung, das (siche [13]) durch

WN(f,t)oo = |Sh1|1£ HAf]zfoLoo(Qh,N)’

mit einem Vektor h € R? dessen euklidische Norm kleiner oder gleich ¢ ist, definiert ist.
Hier ist Q C R¢,

Qh,N = {.TEQ’LU—FkhEQ,k:O,,N}
und
Ay f(z) :== f(x 4+ h) — f(z) bzw. AN f(z) = A}, (Afj’l) f(z).

5.2.ii Definition. Der Besovraum BS, . besteht aus den Funktionen f € L>(Q), @ C RY,

fiir die
{2Y0n(f.27) oo} 100 € £

fiir « < N ist.
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Die Besovnorm ist durch

1llpe, = Ml + 1 lpg s [flse . = [[{2Y0n(f,277)oo } 15
00,00 00,00 00,00 J=

¢

gegeben, siehe [13].

Der Holderraum C*(€2;) der Ordnung o > 0 mit der Norm

F(u ) F(u)(y)
1Fllonay = [1Fllowsay + 3 sup |
= xz#y |$ - y||

ist identisch mit dem Besovraum B, | (£2;) wenn a keine natiirliche Zahl ist (s1ehe [54], Ko-
rollar 2.5.12, 3.4.2.(2)). Der Einbettungssatz fiir Besovrdume liefert BS, 52(€2;) (siehe
[13], Seite 163 unten) Da Bg',(2;) dquivalent zum Sobolevraum H®(€2;) ist (81ehe [13], Seite
163, Remark 3.2.4) kénnen wir die Abschétzung

[F = F]| g <CFZh?z 1E 5, e (5.20)

des Interpolationsfehlers in Sobolevraumen, die in [41] gezeigt wurde, verwenden. Hierbei

bezeichne

<27/ firl <i<K

n
x—_
I 1l9

hq, := sup inf
zeQ; nel'?’

die Distanz, die ein beliebiger Punkt aus €2; hochstens zu dem néchstgelegenen Punkt

n= g—J aus €; hat, fiir den gilt, dass n* € I'?”/ ist

5.2.1 Eine leichte Abanderung der EPWT

Zum Beweis des gewiinschten optimalen N-Term-Approximationsresultates fiir o > 1
bendtigen wir eine im Vergleich zu Kapitel 3 leicht abgednderte Form der EPWT. Ins-
besondere werden wir fiir die Festlegung der Pfade in héheren Leveln keine Indexmengen
definieren. Der Pfad des ersten Levels soll wieder so beschaffen sein, dass zunéchst alle Ele-
mente einer Bildgebietsindexregion I'?/ in den Pfadvektor geschrieben werden, bevor man
einen Index einer anderen Bildgebietsindexregion im Pfad speichert. Ist dies geschehen,
schreibt man alle Indizes der néchsten Bildgebietsindexregion in den Pfad, usw. Genauer

gesagt, nehmen wir fiir den ersten Eintrag p*/(0) des Pfadvektors einen Index aus der er-
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sten Bildregion I'?/. Wenn wir die ersten n + 1 Komponenten des Pfadvektors bestimmt
haben und die (n + 1)—te Komponente p*/(n) in der Bildregion I'?’ (i € {1,..., K}) liegt,

so wird die niichste Komponente p?/(n + 1) aus der Menge

M= (N (¢ () N T)\ {p?(0), .’ (n)}

gewithlt. Wenn die Menge M leer ist, so wird der Index p*/(n + 1) aus der Menge

27\ {p*(0),...,p* (n)}

gewiihlt, sofern diese nicht auch leer ist. In diesem Fall setzen wir p?/(n + 1) gleich einem
Index aus der Menge Io; \ {p*/(0),...,p*’(n)}. Wenn der Pfad vollstéindig bestimmt ist,
so wird (genau wie bei der strikten EPWT) auf die Bildwerte, angeordnet geméf des

2271
soeben bestimmten Pfades, d.h. auf (F 27 (’%)) , eine eindimensionale Wavelet-
=0

22J—

1_
—o " und die Tiefpasswerte

Transformation angewendet, die die Hochpasswerte (d*/~1(¢))

(02J 4(6))?1;71_1 liefert. Diese Vorgehensweise sichert ab, dass die Gebietsbedingung fiir
den Pfadvektor p?/ erfiillt ist. Im zweiten Level werden im Gegensatz zur in Kapitel 3
betrachteten EPWT keine Indexmengen mehr betrachtet, das heifit, man fasst hier nicht
die auf dem Pfad p*/ aufeinanderfolgenden Indizes p*/ (n) und p*/(n+1) (n =0, ..., 2%/ —2)

2/=1(n) zu. Stattdessen

zu einer Indexmenge zusammen und weist dieser den Tiefpasswert ¢
weist man jedem Index p?/(2/) jeweils einen Tiefpasswert ¢/ ~1(¢) zu (£ = 0,...,22/71 —1).

Nun sucht man einen Pfad durch diese Indizes, die in der Menge
K
== {p*@20) [t =0,..,22" -1} = TP
i=1

enthalten sind. Wie im ersten Level versucht man nun ebenfalls, zuerst alle Indizes einer
Bildregion ,,abzuarbeiten®, bevor man den Pfad durch Indizes einer anderen Bildregion legt.

., 22771 — 31) Eintréige des neuen Pfadvektors

Wenn wir also die ersten n+ 1 (n € {0,..
p*~! bestimmt haben und der Index p*/~!(n) in der Menge I'?/ ™! liegt (i € {1,..., K}),
so wihlen wir den (n + 2)—ten Eintrag des Pfadvektors aus der Menge aller Nachbarn von

p*'~1(n), die in I'?’~* liegen und durch die der Pfad noch nicht fithrt, d.h. aus der Menge

rZ-tn N (pQJ_l(n)) \ {p2J_1(O), o (n - 1)} )
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Falls diese Menge leer ist, so wird der (n + 2)—te Eintrag des Pfadvektors aus der Menge

F?J_l \ {pQJ_l(O), ...,p2J_1(TL . 1)} 7

und falls auch diese Menge leer ist, aus der Menge I'*/~*\ {p*/=(0),...,p*’7'(n — 1)}
gewithlt. Der Begriff der Nachbarschaft von p?/~1(n), kurz gesagt N (p?/~*(n)), sei in diesem
zweiten Level wie folgt definiert. Wir sagen, dass p?/~!(n+1) genau dann ein Nachbar von

p?’~1(n) ist, wenn

HPZJ—l(n) _p2J—1(n + 1)H2 S 2

2J-1_

gilt. Auf die Eintrige von ¢*/~! entlang des Pfades, d.h. auf (cQJ_l(pZJ_l(ﬁ))?ZO !

nun ebenfalls eine eindimensionale Wavelet-Transformation angewandt, so dass man wie-
27—2

derum einen Vektor mit Hochpasskoeffizienten (d?’ *2(6))1?:0

2J—2
passkoeffizienten (c¢*/ _2(6))520 " erhlt. In den weiteren Leveln wird wie folgt verfahren.

Wenn im vorigen Level die Tiefpasskoeffizienten ¢/, mit j € {2J — 2, ..., 1} berechnet wur-

, wird

! und einen Vektor mit Tief-

den, so wird, wie nachfolgend beschrieben, eine Permutation p’ dieser Tiefpasskoeffizienten
berechnet und auf die Tiefpasskoeffizienten, angeordnet gemif dieser Permutation p’, eine
eindimensionale Wavelet-Transformation angewandt, die nun wiederum Hochpasskoeffizi-
enten {d’~1(¢) ?:;3_1 und Tiefpasskoeffizienten {c¢/~1(¢) ?2:‘]073_1 liefert. Die Berechnung
der Permutation erfolgt analog zu den vorangegangenen Leveln. Wir ordnen jedem ¢ (¢),

(=0,...,27 — 1, den Index p’™!(2¢) zu und suchen jetzt einen Pfad p’ durch die Teilmenge
= {p ™20 (=0,..,2 =1} C Iy

der Indizes, so dass auf diesem Pfad aufeinanderfolgende Indizes moglichst in der gleichen
Bildregion T';, ¢« = 1,..., K, liegen und benachbart sind. ,,Benachbart® heiflen hier zwei

Indizes k£ und [ aus
K K
I — Urg .= U {P20) | €=0,..,27 — 1, pPT*(20) € T}
i=0 1=0

genau dann, wenn

Ik =1, < D27~
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gilt, wobei D > /2 ecine geeignet festgelegte Konstante ist, die moglichst klein (z.B. zwi-
schen v/2 und 2) gewihlt werden sollte, bei der Bestimmung von p*/ und p*/~! hatten
wir D = /2 gewihlt. Wir schreiben dann k& € N(I) (bzw. | € N(k)). Der Pfad p’ wird
mit einem beliebigen Index aus IV gestartet, z.B. p/(0) = p/T1(0). Wenn die Eintriige
7 (0),....,p"(m), m =0, ...,29 — 2, bestimmt sind und der letzte Index p’/(m) in der Bildre-
gion Fg liegt, so wird der folgende Index p’(m + 1) aus der Menge

(N (p7(m)) N T9) \ {p(0), - ()} (5.21)

gewihlt, sofern diese nicht leer ist. Wenn die Menge leer ist, so wird der Index aus

T {9 (0), e/ ()

gewihlt, und wenn diese Menge ebenfalls leer ist, so wird der niichste Eintrag von p’ an

der Stelle m + 1 aus der Menge

LA\ A{p’(0), ... p"(m) }

gewihlt. Immer dann, wenn die Menge (N (p7(m)) N TY) \ {p/(0), ...,p’(m)} leer ist, kann
es passieren, dass der Pfad unterbrochen wird (d.h., dass die Eintréige p’(m) und p?(m +1)
nicht benachbart sind). Die Zahl der Unterbrechungen sei durch C7K beschriankt, wobei
(1 eine von J unabhiingige Konstante ist. Somit ist auch die Zahl der betragsméfig ho-
hen Waveletkoeffizienten durch C K beschrinkt, wohingegen die Anzahl der betragsméfig
hohen Waveletkoeffizienten bei der Tensorprodukt-Wavelet-Transformation in der Regel in
Beziehung zu der Gesamtlinge der Rénder der glatten Gebiete steht und somit auch von

dem Level 7 der Wavelet-Transformation abhéngt.

Beispiel

Das folgende Beispiel soll diese Prozedur verdeutlichen. Das gegebene Bild bestehe aus zwei
Regionen, die jeweils Holder-glatt sind, aber moglicherweise unstetig entlang der Kurve,
die den Rand zwischen den beiden Regionen beschreibt. Dieses Bild sei in diskreter Form
durch 8 x 8 = 64 Datenpunkte gegeben, d.h. J = 3.

Die Pfadbestimmung des ersten Levels besteht darin, einen Pfad durch alle Datenpunkte
zu finden, wobei erst die eine und danach die andere Region ,,abgearbeitet® wird und wenn

moglich immer der Index eines benachbarten Datenpunkts als nédchster Pfadeintrag ge-
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1o \‘cc \
1o /’== /
SEOIEEE ZEImE
(a)== 1S (b) & L b
® @& i ’
N Y N
\ \
J—1s /
/ /
VA
(c) T (d) i

Abbildung 5.2: Pfadkonstruktion. (a) p®, (b) p°, (c) p*, (d) p>.

nommen wird, sofern dieser in derselben Region liegt. Das erste Bild stellt die Position der
Grenzkurve zwischen den beiden Gebieten dar und liefert Information dariiber, welche der
64 Datenpunkte welchem Gebiet zugeordnet wurden. Auflerdem ist der Pfad p® eingezeich-
net. Im zweiten Bild ist zu erkennen (graue Punkte), welche Indizes der Datenpunkte im
zweiten Level betrachtet werden - ndmlich jeder zweite Index auf dem Pfad p°, beginnend
mit dem ersten. Der neue Pfad p° ist ebenfalls dargestellt. Bild [5.2(c) und [5.2f(d) zeigen
die Mengen I'* = T7 U T3 bzw. I'* = 'Y U T sowie die Pfade p* bzw. p?.

In diesem Beispiel gilt fiir zwei auf dem Pfad aufeinanderfolgende Indizes - sofern sie in
demselben IV (j € {6,5,4,3}, i € {1,2}) liegen,

[p°(n+ 1) —pG(n)H2 <V2<D, |p°(n+ 1) —p5(n)H2 <2< V2D,
[p*(n + 1) — p*(n)||, < V10 < 2D, 1p°(n + 1) — p*(n)]|, < V10 < V8D.

Dies gilt fiir D := @ ~ 1,5811. Man sieht in diesem Beispiel, dass die Indizes, die in den
cinzelnen Mengen IV liegen (j € {6,5,4,3}, i € {1,2}), quasi-uniform verteilt sind. Dies
wird dadurch erreicht, dass die Konstante D, die bestimmt, welche Indizes noch zu der

Nachbarschaft eines Indizes gehoren, geniigend klein ist.
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5.2.2 Einige Abschatzungen fiir das erste Level

Zunéchst widmen wir uns einigen Abschétzungen (insbesondere der Waveletkoeffizienten)
beziiglich des ersten Levels.

Der Pfad, der im ersten Level berechnet wird, besteht aus einer Aneinandereihung der
Indizes aller gegebenen Datenpunkte. Mit anderen Worten: der Pfad durch das Bild ist in
einer diskreten Form gegeben. Wir sind an einer kontinuierlichen Darstellung des Pfades
interessiert. Deshalb betrachten wir eine geniigend glatte parametrische Kurve p?/(t), t €
[0, 1], die den Pfad p?/ interpoliert. Es soll gelten, dass ]32‘](2%) = pQ;J(Z) fir¢ =0,...,22/ -1

L . 27 27 ) . L .
sowie p*/(t) € Q; fiir t € [, 4] sofern 2 2}5) und 2 éﬁH) in €; liegen. Die eindimensionale

Funktion f27 beschreibe die Bildwerte entlang dieser parametrischen Kurve p7, d.h.

() = F (5% (t)) fiir ¢ € [0,1)

Immer dann, wenn p*/(¢) und p*/(¢ + 1) nicht in derselben Bildregion I'?/ (i € {1,..., K})
liegen, oder wenn p?/(¢) und p?/(£+ 1) nicht benachbart sind, kann es vorkommen, dass die
Funktion fy in dem entsprechenden Teilintervall [224,, g-;—}] unstetig ist. Der Einfachheit
halber nehmen wir an, dass der Pfad nur unterbrochen wird, wenn er die eine Bildregion

verlasst und in die andere fiihrt.

Aus dem Spursatz fiir Holder- bzw. Besovraume, siehe [53], folgt, dass fiir Fﬁg} € B (%)
die Funktion f27 in jedem Teilintervall von [0, 1), das ausschlieBlich aus Zahlen der Menge
T, :={t €[0,1) | p*/(t) € 4} besteht, ebenfalls Hélder-glatt von der Ordnung « ist.

Wir erhalten in den Teilintervallen, in denen f27 glatt ist, fiir das Stetigkeitsmodul N —ter
Ordnung, das (siehe auch [13], Seite 160-161) durch

wn (2, h)o := sup ||AY f27
N(f ) ’;"Z|Sph‘ hf HLOO(Ti,h,N)
mit
ALF) = P+ By = 0, AN = AL (AN e,
und

Tipn = {t€[0,1) | p*(t+kh) € Q, k=0,...,N}
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definiert ist, folgende Abschétzung

wn (7, h) o < C (270)°

JFZJ‘

B&

,00

Wir betrachten nun die L2-Projektion 2/ von f2/ auf den Skalierungsraum

V2J ‘= Span {@2],71 ’ n = 07 *y 22J - 1}7

wobei ¢ eine geniigend glatte Skalierungsfunktion ist und der Abschluss beziiglich der
. . . Py 2J— ~ ..
L*Norm gemeint ist. Dann ist 27 := Py f? = S22 N, $asn)posn auch Holder-
glatt von der Ordnung «. Das Skalarprodukt (-,-) sei hier und im Folgenden, sofern nicht
anders angegeben, das Standard-L?-Skalarprodukt. Wir erhalten nun in den Teilintervallen

folgende Abschétzung

JE2J _ ¥ JE2J _ P2JJE2J

< Cwy <f~2J7 2—2J>

’LOO(TZ"QQJ’N) ’ ’LOO(TLQZJYN)

(5.22)

Y

«
Boo,oo

<C (27;])06 JE2J

wobei die erste Ungleichung gemé$ [I3], Theorem 3.3.3, folgt und die Konstanten C' nicht

zwangslaufig die selben sein miissen. Insbesondere gilt somit

N 2J .
() () (58 () e

Nun wenden wir ein Level einer eindimensionalen Wavelet-Transformation an, um

2271

12 = Z cf,‘](ﬁ)@ué mit cﬁ‘](é) = (f*, Gase)

=0
in einen Tiefpassanteil

22]7171

= Y A sy mit 7N 0) = (P Gay )
n=0
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und einen Hochpassanteil
22] 1 —1

Z dzJ Y(n)as_1n mit d;J_l(n) = <f2J71/~12J—1,n>

zu zerlegen. Da f2/ Holder-glatt in 7Tj ist, gilt fiir ¢ € T} die Darstellung
FP(t) = qalt—to)+ R(t—to), to€ {27k | k=0,...2 —1}NT;, [t —to| <277,

wobei ¢, das Taylorpolynom vom Grad |a| von 27 an der Entwicklungsstelle ¢, bezeichne
und das Restglied R die Ungleichung |R(t — to)| < ¢,277* erfiillt. Wenn supp(¢ay_1,) € T}

fiir i € {1,..., K} ist, so kann man die Waveletkoeffizienten mit

|27 (n |—‘QO4 —to) + R(- — t0), Yas1.n) —’ - —t0), V27-1)

w2J 1,n —6902( J+2)(a+1)

<c¢ ‘

abschétzen, wobei bei dem letzten Gleichheitszeichen benutzt wurde, dass

1
— 9 J*3

‘)¢2J—1,n 1

gilt. Sei nun A%/~! die Menge aller n € {0, ...,22/~t —1}, fiir die die obige Abschitzung gilt.
Die Anzahl der 22/=1 — #A2/=1 Waveletkoeffizienten, fiir die die Abschiitzung nicht gilt,
héngt von der Anzahl der Unstetigkeiten von fQJ ab und ist somit durch C'K beschrankt
(K war die Anzahl der verschiedenen Bildregionen des Bildes F', die Konstante C' war von
J unabhéngig).

Wir betrachten nun die Tiefpassfunktion f2/~! und konstruieren eine bivariate Funktion
F?7=1 Dies geschieht folgendermafien: wir nehmen nur die Pfadkomponenten von p?/, die

gerade Indizes haben und setzen
r2-t={p*(2n) [ n=0,..,2*7" =1, 277p*/(2n) € O;} firi=1,. K

sowie [/~ .= Ufil 271 Wir berechnen nun mittels polyharmonischer Splines eine In-

terpolierende

o =3 (5 (o= ) #00)) oo
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die die Interpolationsbedingungen

2J
(P (2n 1 { 2n . _
F2J ! (%) = f2J 1 <22_J> fur alle n = O7 ey 22J L 1

erfiillt. Wir erhalten

~ (2
— |2 (22_73> _ -l (277?])
-|(Z) - (35)

< C2le — ope (274

Hierbei ist D = v/2 und die letzte Ungleichung folgt analog zu 1} da f2/~! die ortho-

gonale Projektion von f2/ auf

V2771 .= span {p27-1n | n=0,..,2%2-1 -1}

ist (der Abschluss ist auch hier beziiglich der L?—Norm). F?/~! ist, wie man anhand
der letzten Ungleichung sieht, immer noch eine gute Approximation an F?/ (bzw. an F),
da sich die Werte an den Interpolationspunkten von F2/~! nur leicht von den Werten
unterscheiden, die /7 und F an diesen Stellen haben. Allerdings hat man zur Konstruktion
von F2/~! nur halb soviele Interpolationspunkte wie zur Konstruktion von F2/ verwendet.
Man kann iiber die Verteilung der Interpolationspunkte Folgendes feststellen. Zum Einen ist
zu jedem beliebigen Punkt einer Bildregion €2;,7 = 1, ..., K, der néchste Interpolationspunkt

hochstens 277*! entfernt, d.h.

2
2% £ _ p9Iti D :=+/2.

max min 57 )

xe); yel"?J_l

e

Zum Anderen sind zwei Interpolationspunkte mindestens 2% voneinander entfernt, d.h.

1

n Y2
Z 2J}

min 57 5

y1,y2€02 1
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dies folgt aus der Festlegung des Gitters Io;. Somit erhalten wir mit ([5.20))

HF2‘] — F2J—1HL2(QU <C (2_‘]+%>a firallei=1,..., K.

5.2.3 Anforderungen an die Pfadvektoren

Wie schon fiir den Fall 0 < a < 1 miissen auch hier die Pfade gewisse Anforderungen
erfiillen. Im Grunde sind diese Anforderungen die gleichen wie im zuvor behandelten Fall.
Da wir hier allerdings in den spéteren Leveln die Pfade nicht mehr durch Mengen aus Indi-
zes legen sondern durch einzelne unregelméflig verteilte Indizes, miissen die Bedingungen
hier etwas anders formuliert werden. Die Gebietsbedingung besteht darin, dass es nur
sehr selten passieren soll, dass p’(¢) und p’/(¢ + 1) zu verschiedenen Bildregionen Fg und
T{; gehoren - sie ist also erfiillt, wenn zuerst alle Indizes einer Bildregion €2; , abgearbeitet*
werden, bevor man die Indizes der ndchsten Bildregion abarbeitet. Genauer gesagt, es wird
gefordert, dass der Pfad p’ in jedem Level j so gewiihlt werden soll, dass er héchstens C; K
Spriinge besitzt, die dadurch entstehen, dass p/(¢) und p?(£+ 1) keine Nachbarn bzw. nicht
in derselben Bildregion sind.

Die Durchmesserbedingung besteht darin, dass man fordert, dass fast alle Pfadkompo-

nenten die Abschétzung

< D2t (5.23)
2

HM P
27 27

erfiillen, wobei die Konstante D von J und j unabhingig ist und die Anzahl der Kom-
ponenten von p’, fiir die die Durchmesserbedingung nicht gilt, durch eine Konstante Cs
beschriankt ist, die nicht von J oder j abhéngt. Die Durchmesserbedingung sorgt dafiir,
dass die Indizes aus IV, skaliert um 2%, quasi-uniform iiber das gesamte Gebiet {2 verteilt
sind, so dass der Abstand von einem beliebigen Punkt aus einer Bildregion €2; zu einem

um 2% skalierten Index aus Fg hichstens D272 betrigt, d.h.

r— =\ < D27z,

max min 57|, =

e, yer‘g

i, = 02
2

Wenn man die oben beschriebene Strategie zur Pfadkonstruktion anwendet, so erhélt man

automatisch einen Pfad, der diese Bedingungen erfiillt.
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5.2.4 Abschdtzungen fiir hohere Level der EPWT

Die Abschétzungen fiir die hoheren Level der EPWT funktionieren analog zu den Abschétzun-
gen des ersten Levels.

Wir beginnen mit der Interpolierenden

) =3 [ 5 dom (o= Z].) + ) | a o)

die die Interpolationsbedingungen

: +2(9 : 2 ,
Fi+l (M) = fitl (_n) fir allen =0,...,27" —1

2J 25+2

erfiillt. Hier ist wiederum ¢,, die vorher definierte polyharmonische Splinebasisfunktion
und p!, ein bivariates Polynom, das hichstens den Grad m := max(|«],2) besitzt. Nun

bestimmen wir zuniichst einen geeigneten Pfad p/*! durch die Menge
D+ = {p**(2n) |n=0,..,27" — 1},

wobei zu jedem p’™%(2n) ein Datenwert F7T! (%), n =0,..,2" — 1 gehort. Die-
ser Pfad soll so gewéhlt sein, dass sowohl die Durchmesser- als auch die Gebietsbedin-
gung erfiillt sind. Als Néchstes betrachten wir eine geniigend glatte parametrische Kurve
pT(t), t € [0,1) durch die Ebene, die p’™! interpoliert und die Interpolationsbedingungen
P (55) = # fir £ =0,...,27™ — 1 erfiillt und derart verliuft, dass p’**(t) € Q; ist,
wenn t € [mﬁl, ;jfl] und 2 ;(Z) und 2 j+12(f+1) in demselben Gebiet €2; liegen.

Die eindimensionale Restriktion von F7*! entlang /™! wird nun folgendermaflen definiert

FENE) == PP (1)) tel0,1).
Fiir die Teilintervalle, in denen f7+(¢) Holder-glatt ist, gilt analog zum ersten Level

wN(fj“, h)eo := sup
|E|§h

Ay <é(2’n)" (5.24)

L (T p,N)
mit

E,h,N = {t S {O, 1) ’ﬁ]Jrl(t) S QZ’, ﬁ]Jrl(t—i- k’h) S Qi, k= 0, ,N} .



112 Kapitel 5: Approximationsresultate

Wir betrachten nun die L?-Projektion

21+l 1

fj+1 P f]+ Z (/J+ SOerl n it C‘Z?;Jrl(n) = <fj+17 ¢j+1,n>>

die f7*! auf den Skalierungsraum

VIt = span {p; i1, | n =0,..., 2011 — 1},

projiziert, wobei der Abschluss beziiglich des Raumes L? gemeint ist und ¢ genau wie zuvor

JEj+1 i fj+1

eine glatte Skalierungsfunktion ist. Nun erhalten wir
Loe (T Lo (T 1

|| fi+1 I
| = [[F+ = P |
1
l’QjTJV l’W’N
_Jt1
277% B2 | Gne
C2 2

—_ Y

S CWN(.fj+17

wobei die erste Ungleichung folgt, da die Durchmesserbedingung
|71 (0) — P+ 1)||, < D27 (5.25)

erfiillt ist. Die Konstanten C' miissen nicht zwangsldufig dieselben sein.

Wir zerlegen nun f/*! in

25+l 1 27 -1 271

Fr= d™MOpine=f+4 = Zd %n+zdj n)jn.
=0
Aufgrund der Holder-Glattheit von f7*! in den Teilintervallen
T;:={t€10,1) | p*'(t) € O}
gilt

) = qalt — to) + R(t — to)
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mit
D2\ G+
IR(t —to)] < cplt —to]* < ¢, —r— | =D =1

fiir t,t, € T;. Somit konnen die Waveletkoeffizienten d/(n), fiir die es ein ¢ € {1,..., K}
gibt, so dass supp zﬁm C T; ist, durch

. ~ o _(j+1)o¢ ~
()] = (Rt = to). ¥} < e, D727 |6
(G+Da 4 J Jlat1) (5.26)
= ¢, D20 w’ < &,Do2"5
1

Sei A7 die Menge, die die Indizes n € {0,...,2/ — 1} enthalte, fir die d/(n) die obige
Ungleichung erfiille. Die Anzahl der restlichen Waveletkoeffizienten 27 — #A7, fiir die es
kein ¢ gibt, so dass supp z/;jm C Ti;, ist nach oben durch eine von J und j unabhéngige
Konstante beschrénkt.

Wir erhalten mittels polyharmonischer Splines die Interpolierende
< Y
F'(x) ::Z Zc;gzﬁm (Hx—2—JH > + 05, (%) | Xeu(@)
=1 yEFg ?

mit

j+1 k
Jo._ j+1 _ j P (2n) P J
17 = {p] (2n)\n_0,...,2j—1,2—J€Qi}, I ._izulri

aus den Interpolationsbedingungen

Nun konnnen wir folgendermaflen abschétzen

it (M) _p (M)‘ —

it <}57+1 (%)) _ i <%>

27 27
— | i+t (2%) _p (;_])‘ (5.27)
G+la

< 0o,
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so dass wir

o (220 _ e (22020

27 27
v=j
2J-1 (wa1) 9- (j+21)a
v+l
<C 272 < _

erhalten.

5.2.5 Beweis zur N-Term-Approximation fiir o > 0

Die Uberlegungen des letzten Abschnitts liefern uns folgenden Satz:

5.2.ii Satz. Seien di(() = (f7*1,4,), € = 0,..,2 =1, j = 2J — 1,...,0, die Wavelet-
koeffizienten, die man erhdlt, wenn man die EPWT in der zuvor beschriebenen Art und
Weise auf ein F € L?([0,1) x [0,1)) anwendet. Auflerdem sei F in jedem Gebiet €,
1 <i< K < oo, Hilder-glatt von der Ordnung o. Fiir die Gebiete €;, 1 <1 < K < 00,
gelte, dass sie einen geniigend glatten, endlich langen Lipschitzrand 0S); besitzen und thr

Abschluss Q; eine zusammenhdingende Teilmenge des [0,1] x [0,1] ist, sowie

K
Ju=0.0x0,1), QN0 =0firi+i
=1

27+

erfillt. Desweiteren sei gefordert, dass die Pfade (pj“(é))g:ol*l, j=2J-1,...,0, die bei der
Anwendung der EPWT entstehen, die Gebietsbedingung und die Durchmesserbedingung, die
im vorletzten Abschnitt beschrieben wurden, erfillen.

Dann gilt fiir alle j =2J —1,...,0 und { € NV die Abschiitzung

jlat1)

| (0)] < CD2~ =, (5.28)

wober D > 1 die Konstante aus der Durchmesserbedingung 1st und o der Holderex-
ponent von F. Die Konstante C' hingt von der verwendeten Waveletbasis und der Holder-
konstante aus ab. Auflerdem lassen sich dann die Waveletkoeffizienten dg;(@) fiir die
restlichen € € {0, ...,27 — 1} \ AV wie folgt abschitzen

|di(0)| < C27%.
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Die Konstante C' ist von J und j unabhingig.

Beweis Der Beweis von ([5.28) folgt aus den obigen Betrachtungen, die uns zu (5.20)
gefiihrt haben. Fiir die restlichen Waveletkoeffizienten, fiir die £ € {0, ...,27 — 1} \ A/ gilt,

erhalten wir die Abschétzung

()] = ((fj“,%,w‘ <C ‘ e

‘ — 2%
1

g <o,
1
da wir annehmen kénnen, dass F7 beschrinkt ist. O

Bevor wir die optimale N-Term-Approximation der EPW'T zeigen, folgen nun erst einmal

einige weitere Betrachtungen. Die Anwendung der EPWT liefert den Vektor

2J-1\T o 1\
dp:((dp ) ,...,dp,dp> :

der die Waveletkoeffizienten dJ = (dg(@))jjol fiir j =0,...,2J — 1 und den Mittelwert
1 n
1 1) e (000 — 2
n€lsy

enthélt sowie die Pfade, die in jedem Iterationsschritt entstehen, namlich

p= (") ()" e B),

Mit Hilfe der Information iiber die Pfade p sowie den Waveletkoeffizienten und dem Mittel-

wert, d,, lisst sich eindeutig ein Bild F%} rekonstruieren, wobei F2 die polyharmonische

Spline-Interpolierende ist, die die Interpolationsbedingungen

2J
27 (P (n) g (T o 2J
Frek( 2J > _f <22J>7 TL—O,...,Q —1

erfiillt. Analog sind alle ,,Zwischenergebnisse®, d.h. die polyharmonischen Spline-Interpolierenden

eindeutig durch die Interpolationsbedingungen

erk (@)ij <%>, n=0,..,2 -1

festgelegt. Wenn man némlich das (2J — j)-te Level der EPWT betrachtet, so stellt man
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fest, dass die Skalierungskoeffizienten ¢f(n) = (f/*!,$;,) und die Waveletkoeffizienten

d = 714, ,) sowohl f7 als auch ¢/ und somit auch f/*' eindeutig bestimmen. Also

folgt
i+1 i+1
it (p];(_n)) — It (p];(“))'

2n
Fitl < ) it ( ' )
2j+1 9j+1
- i1 n Sl n
= |7 (2j+1> = P f <2a'+1>‘

<C( ”1>

fir n =0,...,277 — 1. Um eine diinner besetztere Darstellung des digitalen Bildes F bzw.

F?7 7u bekommen, setzen wir die betragsmiBig kleinen Waveletkoeffizienten zu Null, d.h.,

wir setzen

di(e) fir |d(0)] >0

s, (d2(0)) =
((0) 0 fiir |d(0)] <o,

wobei o > 0 eine im Vorhinein festgelegte Konstante ist. Wir betrachten nun den Fehler,
der entsteht, wenn man nur die N betragsméfig grofiten Waveletkoeffizienten zur Appro-
ximation von F?/ verwendet. Sei S3/ die Menge der Indizes (j,¢) dieser N betragsmifig
grofften Waveletkoeffizienten und F ]%,{Tek die polyharmonische Spline-Interpolierende, die

die Interpolierungsbedingungen

2J
p*’(n) n .
F]%;,]rek ( 2] ) = ]%[J <2TJ> furn:(),...,QQJ—l

erfiillt, wobei fiir die Berechnung von f¥ =>" ¢ cy 20 (n) @2, nur die betragsmiiBig grofiten
N Waveletkoeffizienten verwendet wurden. Aufgrund der Stabilitidt der Waveletbasis konnen
wir den Fehler, der dadurch entstanden ist, dass wir nicht alle Waveletkoeffizienten zur Be-

stimmung von Fy ., verwendet haben, folgendermaflen abschétzen

en = 1P = F¥alloe <C 20 |di(0)
(G.0)¢5%

Somit erhalten wir auch fiir den Fall o > 1 die folgenden Approximationsresultate.
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5.2.iv Satz. Sei F¥ die N-Term-Approzimation von F?/, die wie oben beschrieben kon-
struiert wurde. Auferdem seien die Voraussetzungen von Satz[5.2.711 erfillt. Dann gilt fir
alle J € N, dass

ew = ||~ R < ON

erfiillt ist, wobei C' < oo nicht von J unabhdingig ist.

Beweis Der Beweis kann analog zu dem Beweis von Satz durchgefiihrt werden. [J

5.2.v Satz. Sei F' € L*([0,1) x [0,1)) eine stiickweise Holder-glatte Funktion auf einer
endlichen Menge von Gebieten {2 }1<i<i. Die Rander 05); seien stetig sowie von endlicher

Léinge und es gelte
K
U@i=0,1)x0,1), Ny =0 firi#j,
i=1

wobei jeder Abschluss Q;, i = 1,...,K, eine zusamnmenhingende Teilmenge von [0, 1)2
sei. Dann ezistiert fir jedes € > 0 eine ganze Zahl J(¢), sodass fir alle J > J(g) die
N-Term-Abschdtzung

|F— F¥|}, < CN~4¢

qgilt.

Beweis Der Beweis folgt aus Satz und (j5.20)). O
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