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Einleitung

Die numerische Stromungsmechanik ist ein wichtiges Teilgebiet der angewandten Mathe-
matik. Thr Ziel ist die zuverléssige Vorhersage von Stromungen und deren Eigenschaften.
Sie bedient sich der stetig wachsenden Rechenleistung von Computern und kann so ein
Experiment oder einen Modellversuch ergénzen oder sogar ersetzen. Neben der Suche
nach geeigneten mathematischen Gleichungen, dem Strémungsmodell, gehtrt daher auch
die Entwicklung von Verfahren, mit denen diese Gleichungen von Computern effizient
gelost werden kénnen zu diesem weiten Forschungsfeld.

Fiir den wichtigen Fall nicht-isothermer inkompressibler Strémungen wird bei gerin-
gen Temperaturvariationen das Oberbeck-Boussinesq-Modell zur Beschreibung des Ge-
schwindigkeitsfeldes u, des kinematischen Druckes p und der Temperatur 6 verwendet.
Stromungen, die durch dieses Modell angemessen beschrieben werden kénnen, finden sich
in vielen Anwendungsbereichen wieder. Dazu gehoren z.B. die Innenraumstrémungen von
Wohn- und Biirordumen oder auch von Flugzeugkabinen, die durch Beliiftungs- und Kli-
maanlagen gesteuert werden kénnen, um ein fiir Menschen angenehmes Raumklima zu
erzeugen. Auch die Beliiftung von technischen Anlagen (z.B. Rechenzentren) oder von
einzelnen Gerédten mit dem Ziel der geregelten Wiarmeabfuhr kann durch dieses Modell
beschrieben werden. Hiufiges Ziel der Simulation ist es, die Effektivitdt oder Effizienz
geplanter Anlagen im Voraus zu iiberpriifen und ggf. zu verbessern.

Nach einer rdumlichen und zeitlichen Diskretisierung kénnen Computerprogramme im-
plementiert werden, die die Modellgleichungen ndherungsweise 16sen. Da die Stromungen
in vielen praktischen Anwendungen jedoch turbulent sind und die auftretenden Struk-
turen sowohl rdumlich als auch zeitlich ein grofles Spektrum an Skalen umfassen, ist
die direkte numerische Simulation turbulenter Strémungen, trotz enormer verfiigbarer
Rechenleistungen, nur in wenigen Spezialfillen moéglich. Die Modellgleichungen miissen
daher um ein Turbulenzmodell erginzt werden, das die Anforderungen an die raumliche
und zeitliche Auflosung der Diskretisierung reduziert und dabei trotzdem sicherstellt,
dass die aufgelosten energiereichen Skalen korrekt simuliert werden. Nur die Entwick-
lung von Turbulenzmodellen hat es iiberhaupt moglich gemacht, dass mit der heute
verfiighbaren Rechenleistung von Rechenzentren turbulente Strémungssimulationen in
praktischen Anwendungen moglich sind.



Einleitung

Ziele dieser Arbeit

Ziel dieser Arbeit war die Entwicklung eines Stromungslosers fiir nicht-isotherme in-
kompressible Stromungen auf der Grundlage des Oberbeck-Boussinesq-Modells. Dabei
sollten in allen Bereichen mathematisch fundierte Verfahren verwendet werden, die sich
modular implementieren lassen.

Bei der rdumlichen Diskretisierung wurde eine stabile Diskretisierung mittels Taylor-
Hood-Elementen gewéhlt, die eine zusétzliche Stabilisierung des Drucks iiberfliissig
macht. So miissen an dieser Stelle keine Stabilisierungsparameter gewihlt bzw. op-
timiert werden. Fin zentraler Punkt dieser Arbeit ist die erstmalige Verwendung ei-
nes Variationellen-Multiskalen-Diffusionsterms zur Turbulenzmodellierung fiir nicht-
isotherme Probleme. Diese Art der Turbulenzmodellierung geht auf eine Arbeit von
Hughes [33] zuriick und orientiert sich gleichzeitig am weit verbreiteten Smagorinsky-
Turbulenzmodell. Eine Fehleranalysis dieser Methode fiir den isothermen Fall wurde
in [38] und [63] durchgefiihrt. Diese wird in der vorliegenden Arbeit um den nicht-
isothermen Fall erweitert.

Zur vollstdndigen Implementierung eines Stromungslosers wird auch ein Zeitschrittver-
fahren benotigt. Neben einer Betrachtung klassischer Runge-Kutta- und Mehrschrittver-
fahren werden auch IMEX-Varianten (implizit/explizit) dieser Verfahren aus [4] und [5]
vorgestellt und eine Modifikation zur Verbesserung der Stabilitéitseigenschaften dieser
Verfahren beschrieben.

Die Analysis dieser Arbeit wird durch numerische Tests ergéinzt. Dazu wurden die
beschriebenen Bausteine eines Stromungslosers auf der Basis einer Finite-Elemente-
Bibliothek (deal.II) implementiert. Die Testprobleme wurden ausgewihlt, um
moglichst alle Teile des Stromungslosers zu testen. Zu den Testproblemen gehort die
isotherme Umstromung eines Zylinders, wobei es sich um ein verbreitetes zeitabhéngiges
Benchmarkproblem handelt, fiir das Referenzwerte aus der Literatur vorliegen. Dieses
Problem stellt hohe Anspriiche an die rdumliche Diskretisierung (krummlinige Rénder)
und das Zeitschrittverfahren. Ferner werden nicht-isotherme Hohlraumstromungen (als
Prototyp fiir Raumluftstromungen) im laminaren und turbulenten Fall untersucht. Hier
spielt die Temperaturkopplung und eine anisotrope Gitterverfeinerung eine wichtige Rol-
le. Bei den turbulenten Rechnungen kommt das VMS-Turbulenzmodell zum Einsatz und
die Ergebnisse werden mit experimentellen und anderen numerischen Resultaten vergli-
chen.

Aufbau der Arbeit

In Kapitel 1 geht es zentral um das mathematische Modell, mit dem die Stromung
beschrieben wird. Insbesondere werden neuere Resultate zitiert, wie das Oberbeck-
Boussinesq-Modell systematisch aus dem allgemeineren Navier-Stokes-Fourier-Modell
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Aufbau der Arbeit

abgeleitet werden kann.

Die rdumliche Diskretisierung der Modellgleichungen wird in Kapitel 2 beschrieben. Da-
bei werden ausfiihrlich die Schritte von der Variationsformulierung iiber den Galerkin-
Ansatz bis zum endlichdimensionalen Anfangswertproblem nachvollzogen. Auflerdem
werden die speziellen mathematischen Eigenschaften der Diskretisierung mittels der
Taylor-Hood-Elemente diskutiert.

Kapitel 3 beinhaltet einige Grundlagen der Turbulenzmodellierung und eine Ubersicht
iiber gingige Turbulenzmodelle. Aulerdem wird ein neues Turbulenzmodell fiir nicht-
isotherme Stromungen vorgestellt und Aspekte der Implementierung besprochen.

Neben einem Eindeutigkeitsbeweis fiir die diskreten Losungen des Oberbeck-Boussinesq-
Modells mit Turbulenzmodell werden in Kapitel 4 Stabilitéitsabschidtzungen und eine
a-priori Fehlerabschéitzung bewiesen. Dabei handelt es sich um den analytischen Kern
dieser Arbeit.

In Kapitel 5 werden zunichst einige Grundlagen zu differentiell-algebraischen Glei-
chungssystemen wiederholt und Zeitschrittverfahren aus zwei unterschiedlichen Fami-
lien vorgestellt sowie deren theoretische Eigenschaften besprochen. Auch eine mogliche
Verkniipfung von zeitlicher Diskretisierung und Linearisierung der Gleichungen wird be-
sprochen.

Anhand von numerischen Versuchen am Beispiel eines umstromten Zylinders werden in
Kapitel 6 die verschiedenen Verfahren zur zeitlichen Diskretisierung aus dem vorheri-
gen Kapitel experimentell untersucht und miteinander verglichen. In den letzten beiden
Kapiteln werden Resultate numerischer Simulationen laminarer und turbulenter nicht-
isothermer Hohlraumstromung vorgestellt und ausgewertet.
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Kapitel 1

Mathematisches Modell fiir
nicht-isotherme Stréomungen

In diesem Kapitel geht es um die Bildung eines mathematischen Modells fiir nicht-
isotherme Stromungen. Dazu betrachten wir zunéchst das allgemeine Navier-Stokes-
Fourier-Modell und anschlieBend das nur noch fiir inkompressible Fluide und klei-
ne Temperaturunterschiede giiltige Oberbeck-Boussinesq-Modell. Dieses Modell wurde
erstmals 1879 zur Erkldrung von Abweichungen bei der experimentellen Bestimmung
der Wirmeleitfihigkeit von Gasen verwendet [56]. Nachdem das Oberbeck-Boussinesg-
Modell zuvor nur durch formale Reihenentwicklung begriindet wurde, zeigen neuere
analytische Untersuchungen, dass es sich bei den Losungen des Oberbeck-Boussinesq-
Modells um singulédre Grenzwerte von Losungen des Navier-Stokes-Fourier-Modells han-
delt [20]. Fiir Details zur Notation sei an dieser Stelle auf Abschnitt 1.7 dieses Kapitels
verwiesen.

1.1 Stromungsmechanik

Bei der Stréomungsmechanik handelt es sich um ein Teilgebiet der Kontinuumsmechanik,
bei der vom mikroskopischen Aufbau der Materie abgesehen und angenommen wird,
dass das Medium (Fliissigkeit oder Gas) als ein Kontinuum angenéhert werden kann.
Die Giiltigkeit dieser Annahme kann theoretisch untersucht werden und hingt von ei-
ner Skalenseparation ab. Ab bestimmten kleinen Lingenmaflstiben muss Materie als
Verbund einzelner diskreter Teilchen betrachtet werden. Auf grofieren Skalen hingegen
spielt diese mikroskopische Struktur keine Rolle und das einzelne Teilchen verliert an
Bedeutung. So kann unter geeigneten Bedingungen auch ein Granulat (z.B. feiner Sand)
als Kontinuum modelliert werden.

In einem Gebiet Q C R? wird ein homogenes Fluid durch die Zustandsvariablen Dichte
0, Geschwindigkeit u und Temperatur ¢ sowie durch die thermodynamischen Funktio-
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Kapitel 1: Mathematisches Modell fiir nicht-isotherme Strémungen

nen Druck p = p(p, 1), spezifische innere Energie e = e(p,?) und spezifische Entropie
s = s(p,?) beschrieben. Basierend auf den Annahmen zur Massenerhaltung, Energie-
erhaltung und Impulserhaltung, sowie auf der bereits erwdhnten Kontinuumsannahme
lassen sich Evolutionsgleichungen fiir die zeitliche Entwicklung der Zustandsvariablen
eines Fluids aufstellen.

Eine wichtige Eigenschaft von Fluiden ist die Art und Weise, auf welche die inneren
Spannungskrifte von den Geschwindigkeitsgradienten abhingen. Ein Newtonsches Fluid
(nach dem Newtonschen Elementargesetz der Zahigkeitsreibung) ist eine Fliissigkeit oder
ein Gas, dessen Scherspannung (auch Schubspannung) sich proportional zur Scherge-
schwindigkeit verhélt. Dies trifft auf die meisten gewohnlichen Fluide (z.B. Luft und
Wasser) zu und ist zugleich eines der einfachsten und am besten untersuchten Model-
le, das in der Stromungsmechanik verwendet werden kann. Nicht-Newtonsche Fluide
sind u.a. viskoplastische Bingham-Fluide (z.B. Zahnpasta), die erst ab einer bestimm-
ten Scherspannung anfangen zu flieen und sich unterhalb dieser Spannung wie ein
Festkorper verhalten. Ein anderes Beispiel ist eine viskoelastische Stéirkelosung, die bei
niedriger Scherspannung fliissig ist, aber unter grofler Scherspannung elastisch wird.
Nicht-Newtonsche Stromungsmodelle werden in dieser Arbeit jedoch keine Rolle spielen.

1.2 Das Navier-Stokes-Fourier-Modell

Ausgehend von Erhaltungsgleichungen lassen sich fiir die Dichte ¢ = o(t), die Geschwin-
digkeit u = u(t) und die absolute Temperatur ¥ = ¥(t) Evolutionsgleichungen in Form
von partiellen Differentialgleichungen herleiten. Eine ausfiihrliche Darstellung der Her-
leitung ist in Kapitel 1 von Ref. [20] zu finden. Nach einer entsprechenden Entdimen-
sionalisierung, bei der die dimensionsbehafteten Groflen durch Referenzwerte normiert
werden, erhalten wir das Navier-Stokes-Fourier-Modell (1.1) bis (1.8) (siehe [20], Seite
129). Fiir physikalische Groen folgen wir der Notation in [34].

Das Navier-Stokes-Fourier-Modell:

Sr 00 + div(pu) = 0, (1.1)
. 1 1 1
Sr 0;(ou) + div(pu ® u) + WVp(g,ﬁ) = Re divS — @gf, (1.2)
. L. orqy Q
Sr 0 (0s(0,9)) + div(es(o, 9)u) + Be div (5) =0+ Hrgg, (1.3)

Ma? Ma?
Sr@t/ (2ag|u|2 + oe(o, 19)> :/ < a2 of - u> . (1.4)
0 9] FI'

Der Druck p = p(p,1), die spezifische Entropie s = s(p,%) und die spezifische innere
Energie e = e(p, 1) sind differenzierbare Funktionen von ¢ und ¢, die durch die Gibbs-
Relation

¥Ds(0,9) = De(p,9) + p(o,9)D <Z}> (1.5)



1.2. Das Navier-Stokes-Fourier-Modell

in Zusammenhang stehen. Fiir ideale Gase wird p(p,9) = Rov¢ und %ge(g,ﬁ) = p(p,¥)
mit der spezifischen Gaskonstanten R verwendet. Daraus ergibt sich, dass die spezifische
innere Energie s = s(¢) allein von der Temperatur des Gases abhingt. Der viskose
Spannungstensor S ist fiir Newtonsche Fluide durch

S = u(¥) (Vu +(Vu)' — gdiv(u)ﬂ> + ¢(9) div(u)l (1.6)

gegeben und enthilt die temperaturabhéngige dynamische Viskositét p(¢) und die Volu-
menviskositit ¢(). Der Wirmestrom g mit temperaturabhéingiger Wirmeleitfihigkeit
k(1) ist gegeben durch

q = —k(0)V0. (1.7)

Die Entropieproduktionsrate o ist definiert als

1 [/ Ma? 1 q-VY

Im Modell treten die vier physikalischen Einheiten Zeit, Linge, Masse und Tempe-
ratur auf. Es konnen die charakteristischen Groflen fiir Zeit Tyef, Lénge Lyer, Dich-
te oref, Temperatur ¥, und Geschwindigkeit U...; sowie die zusamengesetzten Grofien
Dref, Crefs fhref, Cref, kref UNd Quellterm frof festgelegt werden. Alle im Modell auftretenden
abhéngigen und unabhingigen Variablen wurden mit diesen charakteristischen Gréfien
skaliert. Diese Substitution ist Ursache fiir das Auftreten der dimensionslosen Skalie-
rungsparameter, die in Tabelle 1.1 angegeben sind. Eine Existenzaussage fiir schwache
Losungen des Navier-Stokes-Fourier-Modells liefert Theorem 3.1 in [20].

Symbol Definition Bezeichnung
Sr Lot/ (TretUref) Strouhal-Zahl
Ma Uref/\/ Dref Oref Mach-Zahl
Re Oref Uref Lref / Href ReyHOIdS—Zahl
Fr Uvet/V Lyet fret Froude-Zahl

Pe prefLref Uref / (79ref kref) Péclet-Zahl
Hr OrefQref Lyet/ (PretUret)  'Heat release parameter’

Tabelle 1.1: Skalierungsparameter des Navier-Stokes-Fourier-Modells.

Oft handelt es sich bei dem Beschleunigungsvektor f um den Gradienten eines skalaren
Potentials. Im Fall von Gravitationsbeschleunigung in einem lokalen Koordinatensystem
hat f die einfache Gestalt

f=VF=Vaz3=(0,0,1)"

und entspricht einer konstanten nach unten gerichteten Beschleunigung.



Kapitel 1: Mathematisches Modell fiir nicht-isotherme Strémungen

1.3 Das Oberbeck-Boussinesq-Modell

In vielen Anwendungen ist die Mach-Zahl klein, d.h., die auftretenden Geschwindigkeiten
sind klein im Vergleich zur Schallgeschwindigkeit. In diesem Bereich hat die Ausbreitung
von Schallwellen vernachléssighbaren Einfluss auf die Stromung. Insbesondere treten keine
Schockwellen oder Stéfle im Fluid auf.

Sind zusétzlich die Temperaturunterschiede gering, kann die Dichte des Fluids als kon-
stant angenommen werden. Aus (1.1) folgt dann die Inkompressibilitit V - u = 0 des
Fluids. Bei kleiner Froude-Zahl Fr =~ Ma wirken sich die Temperaturunterschiede und
die daraus resultierenden Dichtevariationen im wesentlichen nur noch im Auftriebsterm
auf der rechten Seite der Impulsgleichung auf das Fluid aus. Unter diesen Bedingungen
kommt es zu starker Schichtung innerhalb des Fluids, bei der wesentliche Eigenschaften
des Fluids nur noch von der vertikalen Raumkoordinate abhéngen. Bei nicht ganz so
kleiner Froude-Zahl Fr ~ v/Ma kommt es zwar zur Schichtung, diese hat jedoch kaum
Auswirkungen auf die Dichte und den Druck.

Bemerkung 1.1 Bei Simulationen mit grofier rdumlicher Ausdehnung (z.B. Luft-
stromungen in der Atmosphére) bzw. langen Zeitskalen kann neben der Gravitationskraft
auch die Corioliskraft eine wichtige Rolle spielen. Der Einfluss der Corioliskraft auf die
Stromung konnte z.B. bei Experimenten zur Rayleigh-Bénard-Konvektion nachgewiesen
werden [12].

Fir den beschriebenen Fall niedriger Mach-Zahl und kleiner Temperaturunterschiede
wird das erstmals in [56] vorgestellte Oberbeck-Boussinesq-Modell verwendet. Dabei
handelt es sich um Gleichungen fiir das inkompressible Geschwindigkeitsfeld u, die Tem-
peratur @ und den Druck P. Die Temperatur ist jetzt nicht mehr absolut, sondern als
Abweichung von einer mittleren Temperatur ¢ zu verstehen. Bei dem Druck P handelt
es sich nicht um den thermodynamischen Druck, sondern um eine abhéngige Variable —
einen Lagrange-Multiplikator — zur Erfiilllung der Divergenzfreiheit der Geschwindigkeit.

Das Oberbeck-Boussinesq-Modell:

0(0mu+diviu®@u)) + VP =divS — rVF, (1.9)
diva =0, (1.10)
0¢,(9:0 + div(uf)) — div(kVe) = 0. (1.11)

Wegen divu = 0 hat der Spannungstensor gegeniiber dem Navier-Stokes-Fourier-Modell
die vereinfachte Form

S =i (Vu + (Vu)T) . (1.12)

Im Oberbeck-Boussinesq-Modell werden die Viskositét fi, die spezifische Wérmekapazitét
bei konstantem Druck ¢, sowie die Wérmeleitféhigkeit k£ bei konstanter Dichte ¢ und
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1.4. Randbedingungen

konstanter mittlerer Temperatur 9 ermittelt. Ubereinstimmend mit der Boussinesq-
Approximation tritt die temperaturabhingige reduzierte Dichte r = r(f) nur in der
rechten Seite der Impulsgleichung auf und hat die Form

r+ 260 —9) =0, (1.13)

wobei 3 fiir den Wirmeausdehnungskoeffizienten steht. Es handelt sich dabei um eine
Linearisierung der Dichte um die mittlere Temperatur . Der aus der mittleren Dichte
resultierende Kraftterm gB9V EF wird vom Druck absorbiert und hat keinen Einfluss auf
das Geschwindigkeitsfeld.

Fiir den speziellen Fall
Sr = Re = Pe = O(1), Ma~e, Frae (1.14)

ldsst sich unter bestimmten Bedingungen durch asymptotische Analysis rigoros zeigen,
dass fiir ¢ — 0 die Losung des Navier-Stokes-Fourier-Modells gegen die Losung des
Oberbeck-Boussinesq-Modells konvergieren (siche dazu Theorem 5.2 in [20]). Diese An-
nahme ist fiir kleine Temperaturdifferenzen (< 20 K) und fiir Stromungen mit kleiner
Machzahl (< 0.3) gerechtfertigt [29].

1.4 Randbedingungen

Das Navier-Stokes-Fourier- und das Oberbeck-Boussinesq-Modell miissen fiir berandete
Gebiete noch mit Randbedingungen versehen werden. Fiir die asymptotische Untersu-
chung des Navier-Stokes-Fourier-Modells im Grenzfall kleiner Mach-Zahlen und schwa-
cher Schichtung (1.14) wurden in [20] folgende Randbedingungen verwendet:

u - n|aQ = 0, Sn X 1’1|3Q = 0, q - n‘ag =0. (1.15)

Diese entsprechen einer vollstéindigen energetischen Isolation des Systems. Das Fluid
kann den Rand des Gebiets €2 nicht durchdringen, es wirkt keine Haftreibung auf das
Fluid und der Warmestrom in wandnormale Richtung verschwindet. Unter diesen Be-
dingungen entstehen keine Grenzschichten am Rand des Gebiets, die die analytische
Untersuchung erschweren.

Eine physikalisch realistischere Randbedingung ist die Haftbedingung auf Teilen I'y C 92
des Randes, bei der das Fluid an der Wand ruht. Dazu kann die Wandtemperatur oder
ein fester Wérmestrom vorgeschrieben werden

11|F0 = 0, 0|F0 = ewau oder q- n|p0 = (wall- (1.16)

Haftbedingungen koénnen bei kleiner Viskositdt zu Grenzschichten im Geschwindig-
keitsprofil fithren, deren analytische Untersuchung ein eigenes Forschungsfeld ist.
Durch die Verwendung von asymptotisch ermittelten Grenzschichtgesetzen koénnen
Stromungsmodelle nahe der Wand deutlich vereinfacht werden.
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H&ufig kann nicht das gesamte geschlossene System modelliert werden. Dann wird das
Modell auf einen Teil des Systems angewendet und es entstehen kiinstliche Ein- und
Ausstromrénder I'_ und I'; die {iber das Skalarprodukt des Geschwindigkeitsfeldes mit
dem &ufleren Einheitsnormalenvektor n des Randes definiert werden:

I'_:={z€0dQ|u-n<0}, 'y :={z€dQ|u-n>0}.

Diese Definitionen sind von der Lésung des Problems abhingig und kénnen auch mit
der Zeit variieren. Beim Einstrémrand wird meist davon ausgegangen, dass der Zustand
des Fluids von auflen vorgegeben ist und es wird

u‘l", = Ujn, 0|1", = ein (117)

gesetzt. Am Ausstromrand soll das Fluid das Gebiet moglichst ungehindert und von der
Geometrie des Randes unbeeinflusst verlassen. Insbesondere sollen auch Grenzschichten
am Ausstromrand vermieden werden. Dies wird dadurch erreicht, dass die auftretenden
Spannungen und der Wirmestrom gleich Null gesetzt werden:

(S—=pl) -njr, =0, q-n|r, =0. (1.18)

Dabei ist darauf zu achten, dass p hier nur fiir die Normalenspannungen steht.

Je nach Anwendung und Art des Randes kénnen auch aufwendige Modelle fiir Randbe-
dingungen erforderlich sein. Zum Beispiel, falls kleine Strukturen auf dem Rand existie-
ren, die nicht durch die Geometrie beschreiben werden kénnen, aber dennoch einen nicht
vernachléssigbaren Einfluss auf die Stromung haben. Darunter fillt die Wandrauhigkeit
(z.B. bei der Rauhreifbildung an Tragflichen von Flugzeugen) oder die Vegetation bei
atmosphérische Stromungen.

1.5 Physikalische Parameter und Entdimensionalisierung

Fiir thermische Stromungen spielen die in Tabelle 1.2 zusammen mit ihren physikali-
schen Einheiten angegebenen Parameter eine wichtige Rolle. Neben den dimensionslosen
Groflen aus Tabelle 1.1 werden zur Klassifikation von thermischen Stromungen auch die
Prandtl-Zahl Pr, die Grashof-Zahl Gr und die Rayleigh-Zahl Ra verwendet:

v NN gBAD. L3

Pr=—, Gr 5 ref Ra=GrPr= ref
o v va
Luft hat bei Raumtemperatur etwa folgende Eigenschaften:
2 2
1
y=1511x 102 4 =21.19x 107" 5=343x 1073,
S S K
kg kJ
=1.206— = 1.005——.
P m3’ @ kg K
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Symbol SI-Einheit Bezeichnung

0 kg -m™3 Massendichte

W kg -m~1.s7!  Viskositiit

v= % m? . g1 kinematische Viskositét

k W-m™'-K™! Wirmeleitfihigkeit

Cp J-kg7! - K™!  spezifische Wirmekapazitiit

o= ﬁ m? - s7! Temperaturleitfahigkeit

B K—! Warmeausdehnungskoeffizient
g=1(0,—¢g)7 m?.s7! Gravitationsbeschleunigung

Lyos m charakteristische Lange

Uret m-s ! charakteristische Geschwindigkeit
Tref S charakteristische Zeiteinheit

JAN/ K charakteristische Temperaturdifferenz

Tabelle 1.2: Relevante physikalische Parameter von Fluiden und Strémungen.

Zusammen mit der Gravitationskonstanten g = 9.81; ergeben sich daraus

1 3

Pr=0713 und Ra= 108K — - AL

ref*

Typische Raumluftstromungen erreichen bei L. ~ 3m und A6, =~ 10K somit
Rayleigh-Zahlen im Bereich 1010 < Ra < 101,

1.6 Numerische Stromungsmechanik (CFD)

Im Folgenden stellt sich die Frage, wie die hergeleiteten Gleichungen zu 16sen sind. Trotz
aller Vereinfachungen lassen sie sich nur in wenigen Ausnahmen exakt l6sen. In vielen
Bereichen (z.B. im Flugzeug- und Automobilbau, beim Entwurf von Beliiftungsanlagen
aller Art oder bei der Klima- und Wettervorhersage) besteht jedoch grofies Interesse
an der Simulation und Vorhersage von Stromungen, um den Entwicklungsprozess zu
beschleunigen.

Das &lteste Werkzeug zur Vorhersage von Stromungen ist das Experiment, das jedoch
oft nicht im OriginalmaBstab durchfiihrbar ist. Der Ubergang zum verkleinerten Modell
bereitet hdufig technische Probleme und erfordert seinerseits groflen Entwicklungsauf-
wand (Windkanaltechnik) und Anlagen, die teuer im Bau und Unterhalt sind. Einige
Anwendungsfelder entziehen sich dem Experiment vollstindig, wie z.B. die globale Kli-
mavorhersage.

Seit der Erfindung von Computern und der rasanten Entwicklung ihrer Rechenleistung
besteht der Wunsch, mit ihrer Hilfe Naherungslosungen der mathematischen Modelle

11
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Modell zeitliche Linearisierung,
(Kapitel 1, 3) Diskretisierung | » Entkopplung
e (Kapitel 5) (Kapitel 5)

4
raumliche Léser fiir
D'S:‘g;'its;f’{f ng lineare Algebra

Abbildung 1.1: Gliederung des Losungsprozesses.

zu berechnen und damit Stromungen zumindest approximiert vorherzusagen. Mit die-
ser Aufgabe beschéftigt sich die numerische Strémungsmechanik. Der Losungsprozess
gliedert sich dabei typischerweise in folgende Teile:

e Es wird ein Modell zur vollstédndigen mathematischen Beschreibung des Problems
ausgewéhlt. In dieser Arbeit wird dazu das Oberbeck-Boussinesq-Modell verwen-
det, wie bereits in diesem Kapitel begriindet wurde.

e Fiir die rdumliche Diskretisierung steht eine grofle Auswahl an Verfahren zur
Verfiigung, auf die im Folgenden noch etwas genauer eingegangen werden soll. In
dieser Arbeit wird eine Finite-Elemente-Diskretisierung verwendet (siehe Kapitel
2).

e Durch die rdumliche Diskretisierung entstehen endlichdimensionale Anfangswert-
probleme. Diese kénnen durch implizite oder semi-implizite Zeitschrittverfahren
numerisch integriert werden.

e Bei der Verwendung impliziter Zeitschrittverfahren entstehen nichtlineare Glei-
chungssysteme, die iterativ durch Newton- oder Picard-Iterationen gelést werden
konnen. Diese fithren, wie auch semi-implizite Zeitschrittverfahren, auf lineare Glei-
chungssysteme.

e Die linearen Gleichungssysteme sind meist diinn besetzt und zu grof}, um direkt
gelost werden zu kénnen. Daher werden z.B. vorkonditionierte Krylov- oder Mehr-
gitterverfahren zur effizienten Losung eingesetzt.

Bei jedem dieser Schritte muss die spezielle Struktur der Probleme bertiicksichtigt wer-
den, um effiziente Verfahren zu erhalten. Insbesondere bei den beiden Schritten zur
Diskretisierung in Raum und Zeit wird aufgrund der nur beschrénkt zur Verfiigung ste-
henden Rechenleistung und der daraus resultierenden niedrigen Auflésung ein nicht zu

12



1.6. Numerische Strémungsmechanik (CFD)

vernachlissigender Fehler eingefithrt. Um dieses Problem zu umgehen, konnen die ur-
spriinglichen Modellgleichungen um ein Turbulenzmodell erweitert werden, das die Ef-
fekte auf den nicht aufgelosten Skalen modelliert, so dass die modifizierte Losung durch
die Diskretisierung gut approximiert werden kann.

Methoden zur raumlichen Diskretisierung

Wie bereits erwdhnt, steht fiir die rdumliche Diskretisierung eine grofie Auswahl an
Verfahren zur Verfiigung, die unterschiedliche Vor- und Nachteile besitzen.

Bei der Finite-Differenzen-Methode (FDM) werden im Gebiet Punkte verteilt, an denen
die Losung approximiert werden soll. Die Differentialoperatoren werden dann durch Dif-
ferenzenquotienten der Werte an diesen Punkten approximiert. Dieser Ansatz lasst sich
aber nur bei regelméfliger und dquidistanter Punkteverteilung effizient implementieren
und analytisch untersuchen.

Die Finite-Volumen-Methode (FVM) entspricht einem zur FDM dualen Ansatz. Bei ihr
wird das Gebiet in kleine Teilgebiete (Volumen) zerlegt und jedem Teilgebiet ein Mittel-
wert zugeordnet. Die Differentialoperatoren werden in Integraloperatoren iiberfiihrt, so
dass die Methode im Wesentlichen auf der Berechnung von Fliissen zwischen benachbar-
ten Volumen basiert. Dieser Ansatz eignet sich besonders fiir Erhaltungsgleichungen. Da
zur Berechnung der Fliisse Werte auf den Réndern der Teilgebiete interpoliert werden
miissen, erreichen diese Verfahren jedoch meist nur eine niedrige Konvergenzordnung.

Auch die Finite-Elemente-Methode (FEM) basiert auf einer Zerlegung des Gebiets in
Teilgebiete, auf denen die stetige Approximation als stiickweise polynomiell angenom-
men wird. So kann mittels konformer Ansatzraume rigoros eine Variationsgleichung her-
geleitet und eine Fehleranalysis betrieben werden. Die FEM ist bei der Anwendung auf
elliptische und parabolische Probleme sehr robust. Eine ausfiihrliche Betrachtung der
Finite-Elemente-Methode ist in Kapitel 2 zu finden.

Eine weitere Moglichkeit zur Approximation der Losung sind spektrale Methoden mit
globalen Ansatzfunktionen (z.B. Tschebyscheff-Polynome oder Fourierreihen). Durch
Spektraltransformationen, z.B. eine schnelle Fourier-Transformation (FFT), lassen sich
die Differentialoperatoren effizient im Spektralbereich auswerten. Spektralmethoden eig-
nen sich zwar besonders fiir sehr glatte Losungen, bei denen exponentielle Konvergenz
moglich ist, lassen sich aber nur bei einfachsten Geometrien (Quader- oder Kreisgebiete)
effizient einsetzen.

Aktuelle Entwicklungen im Bereich der Implementierung

Ein immer wichtiger werdender Aspekt der numerischen Stromungssimulation ist die
Implementierung der Verfahren fiir Computer. Ziel ist es, die zur Verfiigung stehende
Rechenleistung moglichst effizient zu nutzen. Dem gegeniiber steht die stetig zunehmende

13
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Komplexitéit der Computersysteme.

Zwei wesentliche Trends dominieren dabei die aktuelle Entwicklung von Supercompu-
tern. Ein Trend ist das stetige Anwachsen der Anzahl an Rechenkernen in Grofirechnern.
Diese liegt aktuell in der Gréfenordnung von 10° Rechenkernen fiir einen einzelnen Grof-
rechner (siehe www.top500.org). Um die Rechenleistung vollstdndig zu nutzen, muss also
jeder Teil der Rechnung auf alle Kerne aufgeteilt (parallelisiert) werden. Einige Verfahren
lassen sich jedoch nicht gut parallelisieren, da der Kommunikationsaufwand zur Vertei-
lung und Zusammenfiihrung der Daten sehr grofl sein kann. Aktuelle Entwicklungen zur
Parallelisierung der fiir diese Arbeit verwendeten Finite-Elemente-Bibliothek deal.II
sind in [32] zu finden.

Der zweite Trend geht in Richtung heterogener Rechnerarchitekturen. Die Rechenleis-
tung einzelner Rechenknoten mit wenigen Rechenkernen (4 bis 16) lésst sich betrdchtlich
durch den Einsatz von speziellen Grafikprozessoren (GPUs) erweitern. Jeder dieser Gra-
fikprozessoren enthélt bis zu mehrere hundert programmierbare Recheneinheiten, die
auch fiir allgemeine Rechenaufgaben programmiert werden konnen. Thre Programmie-
rung unterscheidet sich deutlich von der fiir klassische Rechenkerne und viele Algo-
rithmen miissen fiir GPUs iiberarbeitet oder neu entwickelt werden, woraus ein ei-
genstandiger Forschungszweig entstanden ist. Das Interesse an Algorithmen fiir GPUs ist
auch dadurch begriindet, dass einige der weltweit schnellsten Supercomputer mit GPUs
ausgestattet sind (siehe www.top500.org).

Insgesamt ist zu beobachten, dass die Rechenleistung der einzelnen Rechenknoten schnel-
ler als die verfiigbare Speicherbandbreite wichst, mit der die Knoten untereinander kom-
munizieren kénnen. Von dieser Entwicklung profitieren besonders Verfahren mit hoher
arithmetischer Intensitdt (dem Verhéltnis von der Anzahl an arithmetischen Operatio-
nen zur dafiir benétigten Speicherbandbreite) und Approximationsgiite, wozu auch die
Finite-Elemente-Methode zahlt. Im Gegensatz dazu wird die Geschwindigkeit von ein-
fachen Verfahren (wie z.B. der FVM) durch die geringe Speicherbandbreite begrenzt.

1.7 Notation

In der gesamten Arbeit wird die im Folgenden beschriebene Notation verwendet. Vektor-
wertige Groflen wie z.B. das Geschwindigkeitsfeld u werden mit kleinen fetten rémischen
Buchstaben, skalare Groéflen, wie der Druck p, werden mit Kleinbuchstaben bezeich-
net. Fiir Matrizen und Operatoren werden Groflbuchstaben genutzt. Fiir die einzel-
nen Geschwindigkeitskomponenten wird u = (u,v,w)" und fiir allgemeine Vektoren
die Indexschreibweise v = (v1,v2,v3)" verwendet. Die Raumkoordinaten des R? sind

X = (x17x27x3)—r = (l‘,y, Z)T'

Fiir partielle Ableitungen und die bei Stromungsproblemen auftretenden Differential-
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operatoren verwenden wir folgende Notation:

p Ou v dw
X X €T xr
3 . — P _ u v w
Gradient: Vp = 3y | Vu= (5, a3, o |-
op u v Quw
oz 0z 90z 0z
V - al
. ou Ov  Ow
Divergenz: Viu=—+4+—+4+—, V- A=V -a |,
or Oy 0z
V- as
dw _ Ov
oy 0z
Rotation: Vxu= % —w
zZ xr
Juv _ Ou
ox oy
YUY uw
Tensorprodukt: uu=[ovu vv Vw

wu wv ww

Wir verwenden dabei fiir den Nablaoperator V kein Transponiert Symbol ", obwohl dies
an einigen Stellen formal noétig wire. Zeitableitungen bezeichen wir mit

dpu(t) = %u(t).

Fiir ein Teilgebiet G C Q sei (-, "), das Standard-L?-Skalarprodukt des L?(G):

(p>Q)G:/pq dx.
G

Im Fall G = Q schreiben wir auch kurz (p,q) = (p,q)q. Fiir Vektor- oder Tensor-
wertige Funktionen werden die Skalarprodukte komponentenweisen addiert, ohne einen
Unterschied in der Notation zu machen.
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Kapitel 2

Die rdumliche Diskretisierung

In diesem Kapitel werden alle wichtigen Aspekte der rdumlichen Diskretisierung des
Oberbeck-Boussinesq-Modells dargestellt. Dazu wiederholen wir zunéchst die Modell-
gleichungen in etwas vereinfachter Form. Dazu wird die Impulsgleichung (1.9) durch g
dividiert und auf die spezielle Kennzeichnung der mittleren physikalischen Parameter
verzichtet.

ou—V-2vDu)+ V- (u®u)+ Vp+ flg =1, (2.1)
V-u=0, .
00 —V - (aVOh)+ V- (uf) = Q. (2.3)

Der Druck p und die Quellterme f und @ auf der rechten Seite seien passend skaliert.
Der symmetrische Deformationstensor Du ist durch

T
Du = Vu+ (Vu)
2
gegeben, so dass 2vDu = 'S gilt. Um zu einer rdumlich diskreten Form des

Systems partieller Differentialgleichungen zu gelangen, werden wir der Standardvor-
gehensweise fiir Finite-Elemente-Diskretisierungen folgen. Dazu werden die partiellen
Differentialgleichungen zunéichst in Variationsgleichungen iiberfiithrt. Fiir diese wer-
den wir uns dann auch mit der Frage nach geeigneten Funktionenriumen fiir die
Losungen beschiftigen. Durch Anwendung der Ritz-Galerkin-Methode werden die Va-
riationsgleichungen auf endlichdimensionale Teilrdume eingeschrinkt, so dass die Wahl
von geeigneten Teilriumen und deren Basen als letzter Schritt verbleibt. Auflerdem
soll auf spezielle Eigenschaften der Finite-Elemente-Diskretisierung fiir inkompressible
Stromungsprobleme eingegangen werden.
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2.1 Variationsformulierung

Fiir die weitere Betrachtung wird die partielle Differentialgleichung zun#chst in eine Va-
riationsgleichung iiberfithrt. Dazu werden die Gleichungen (2.1) bis (2.3) mit beliebigen
stationéren (d.h. zeit-unabhéngigen) Testfunktionen v, ¢, multipliziert und iiber das
Gebiet 2 integriert. Die entstehenden Skalarprodukte werden durch (-, -) notiert. Durch
partielle Integration werden fiir die beiden Diffusionsterme sowie fiir den Druckgradien-
ten jeweils eine Ableitung auf die Testfunktionen iibertragen.

(Opu(t),v) + (2vDu(t), Vv) + (V- (u(t) ® u(t)),v)
—(p(), V-v) + (B0(t) g, v) = (£(t), V), (2.4)
(V : u(t),q) =0, .
(2:0(1),¥) + (aVO(t), Vi) + ((u(t) - V)O(t), ¥) = (Q(t), ). (2.6)

An dieser Stelle wurde fiir alle zeitabhédngigen Funktionen das Argument ¢ eingesetzt,
worauf wir spéter verzichten werden. Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass die Test-
funktionen nicht von der Zeit abhingen. Ein Vorteil des Variationsproblems ist, dass
es auch fiir Réume schwach differenzierbarer Funktionen wohlgestellt ist. Es kénnen al-
so Losungen in einer grofleren Klasse von Funktionen gesucht werden. Dabei gilt, dass
starke Losungen immer auch schwache Loésungen sind. Umgekehrt sind auch schwache
Losungen starke Losungen, falls sie die entsprechenden Glattheitsanforderungen erfiillen.

Bisher wurden die Randintegrale, die durch die partielle Integration entstehen, nicht
beriicksichtigt. Dabei handelt es sich fiir die Impulsgleichung um

| (@Du) - pwn n)-v as
o0

und fiir die Temperaturgleichung um

/ a(VO(t) - 1) ¥ ds.
o0

Diese verschwinden, weil wir Dirichlet-Randwerte direkt in die Ansatzriume einarbeiten
und die Testfunktionen auf diesen Randteilen verschwinden, oder weil wir natiirliche
Randbedingungen (1.18) verwenden, bei denen (2vDu—pI)-n bzw. aV6-n verschwinden.
Andere Randbedingungen werden in dieser Arbeit nicht verwendet. Eine ausfiihrliche
Betrachtung dieser und verschiedener weiterer Randbedingungen fiir die Navier-Stokes-
Gleichungen ist in [70] zu finden. Fiir die Analysis beschranken wir uns auf den Fall
homogener Dirichlet-Randbedingungen.

Da es sich um ein zeitabhéngiges Problem iiber dem Zeitintervall [0, 7] handelt, miissen
Anfangswerte fiir das Geschwindigkeitsfeld u und die Temperatur 6 vorgegeben werden:

u(0) = u°, 0(0) = 6°. (2.7)
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Es kann kein Anfangswert fiir den Druck vorgegeben werden. Ein kompatibler Anfangs-
druck kann bestimmt werden, indem der Divergenzoperator auf die Impulsgleichung
angewendet wird, und das resultierende Poisson-Problem fiir p(0) geldst wird.

Um die Wohldefiniertheit der Variationsgleichungen sicherzustellen, werden fiir die Ge-
schwindigkeit u = u(t), den Druck p = p(t) und die Temperatur § = 60(t) folgende
Sobolew-Raume schwach differenzierbarer Funktionen verwendet:

u(t),v € V= [Hy(Q]" = W@, 0(t),4 € ©:= Hy(Q) = Wy*(Q),
p(t),q € Q:=Li(Q) ={qge L*(Q) | (¢,1)g =0} Vte[0,T].
Der Druck ist durch die Gleichungen (2.4) nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt
und wird erst durch die Normierungsbedingung (p, 1)9 = fﬂp dz = 0 eindeutig. Die

homogenen Dirichlet-Randbedingungen sind durch die Verwendung von Spuroperatoren
direkt in V und O eingearbeitet.

Definition 2.1 Eine Losung (u,p,0) : [0,7] — V x @Q x @ der Variationsgleichungen
(2.4) bis (2.6) fiir alle t € [0, 7] mit den Anfangsbedingungen (2.7) nennen wir schwache
Losung des Oberbeck-Boussinesq-Modells.

Ein wichtiger Baustein fiir die Losbarkeitstheorie gemischter Probleme ist die inf-sup
Bedingung;:
\va
inf sup 4,V v)g >b>0. (2.8)
ae@\{0} vev\{o} llallollvily

Sie stellt die Eindeutigkeit des Drucks im Gleichungssystem sicher [11] und ist dquivalent
zur Necas-Ungleichung, fiir die ein einfacher Beweis in [10] zu finden ist. Es sei

Z:={veV|(¢,V-v)=0VYqeQ} (2.9)

der Kern des Divergenzoperators. Dann kénnen Losung und Testfunktion fiir die Ge-
schwindigkeit als u,v : [0,7] — Z gewihlt werden und der Druck verschwindet aus der
Impulsgleichung, da (p, V-v) = 0 fiir alle p € Q. So ergeben sich fiir (u, 0) : [0,T] — ZxO
die reduzierten Variationsgleichungen
(atu, z) + (QVDu, VZ) + (V (u® u),z) + (ﬁ@g,z) = (f, z), (2.10)
(2:0,9) + (aV0, Vi) + (V- (uh), ) = (Q,¢) (2.11)
fiir alle ¢ € [0,7] und beliebige Testfunktionen (z,1) € Z x ©. Das Argument ¢ wurde
jetzt fiir zeit-abhéingige Funktionen weggelassen. Der Druck p ldsst sich #hnlich wie
ein kompatibler Startdruck p° bei Kenntnis von u und § wegen der inf-sup Bedingung
eindeutig aus der vollstdndigen Impulsgleichung (2.4) zuriickgewinnen.

Anmerkungen zum Diffusionsterm

Fiir konstante kinematische Viskositat v ldsst sich der Diffusionsterm vereinfachen:

V. (2vDu)= v V- (Vu + (Vu)T> = —vAu—vV(V - u).
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Der zweite Term verschwindet wegen der Divergenzfreiheit der Losung. Ubrig bleibt die
hiufig verwendete Form des Diffusionsterms mit dem Laplace-Operator. In der Variati-
onsformulierung wird der Diffusionsterm dann zu

(2v Du,Vv) = v(Vu, Vv),

dem mit v gewichteten Skalarprodukt des [H{ (92)]¢. Diese Form des Diffusionsterms wird
héufig fiir Simulationen laminarer Stromungen verwendet. Auch mit dem symmetrischen
Spannungstensor lédsst sich der Diffusionsterm in symmetrischer Form schreiben:

(2vDu, Vv) = (vDu, Vv) + (v (Du) ", (Vv) ")
= (vDu, Vv) 4 (vDu, (Vv)") = 2vDu,Dv). (2.12)

Bemerkung 2.1 Nach der Diskretisierung gilt i.A. nicht mehr V - u;, = 0 und so-
mit unterscheiden sich dann selbst bei konstanter Viskositidt die beiden Varianten des
Diffusionsterms. Der symmetrische Spannungstensor beinhaltet einen Strafterm fiir die
Divergenzfreiheit, den wir spéter jedoch ohnehin gesondert als Divergenz-Stabilisierung
addieren werden.

Fiir die Analysis zur Fehlerabschitzung werden wir die symmetrische Form des Diffusi-
onsterms mit dem symmetrischen Spannungstensor aus (2.12) verwenden. Aus mathe-
matischer Sicht bleibt festzustellen, dass auf Lipschitzgebieten mit Haftbedingungen auf
dem Rand oder periodischen Gebieten die Norm des Gradienten &dquivalent zur Norm
des Spannungstensors ist:

Dy < [IVVllg < Ckom|DV |- (2.13)
Der rechte Teil der Ungleichung wird auch Kornsche Ungleichung genannt.

Anmerkungen zum Konvektionsterm

Der nichtlineare Konvektionsterm wurde bisher in der konservativen Form geschrieben.
Alternativ wird héufig die nicht konservative Form verwendet. Eine dritte Moglichkeit
ist die Rotationsform. Diese drei Varianten sehen wie folgt aus:

konservative Form: V-(u®u), (2.14)

konvektive (auch nicht-konservative) Form: (u-Vu, (2.15)

Rotationsform: (curlu) x u + %V(u -u). (2.16)
Zwei einfache komponentenweise Rechnungen fiir ¢ = 1,...,d zeigen

d 5 d ou 4 du,
W'(u®u)]i_Zaxl(ujui)_zujax.+ Z@m. u;
7j=1 J j=1 J Jj=1 J

= [(u-V)u]; +[(V-u)u]; = [(u- V)u];

)
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und
(v-V)u+ (u-V)v = (curlv) x u+ (curlu) x v+ V(u-v).

Fiir hinreichend glatte Losungen, die V - u = 0 exakt erfiillen, sind alle drei Formen des
Konvektionsterms identisch. Nach der Diskretisierung wird die Divergenzfreiheit jedoch
im Allgemeinen nur approximiert. Auf die spezielle Rolle des Divergenzfehlers beim
Konvektionsterms wird weiter unten noch genauer eingegangen.

Bei Verwendung der Rotationsform wird der kinematische Druck p durch den Bernoulli-
Druck p=p+ %(u -u) ersetzt, der die volle Dynamik von u erbt. Der verbleibende Term
ist mit geringerem Aufwand zu berechnen, da es sich um ein Vektor-Vektor-Produkt
handelt, wihrend die anderen Konvektionsterme Matrix-Vektor-Produkte sind. Beim
numerischen Vergleich schneidet die Rotationsform jedoch zun&chst meist schlecht ab,
da die Approximationsfehler des Bernoulli-Drucks grofler sind und sich auch auf die
Approximationsgiite der Geschwindigkeit auswirken. Durch Verwendung von Divergenz-
Stabilisierung (siehe Abschnitt 2.4) kann der stérende Einfluss auf den Geschwindig-
keitsfehler jedoch stark reduziert werden (siche Ref. [42]).

Bei der Untersuchung der Eigenschaften von den Navier-Stokes-Gleichungen und auch
von skalaren Konvektions-Diffusions-Gleichungen wie der Temperaturgleichung spielt
der Konvektionsterm eine entscheidende Rolle. Daher soll hier kurz auf den Einfluss des
Konvektionsterms auf die Bilanzen von Impuls, Drehimpuls und Energie eingegangen
werden. Dazu zitieren wir im Folgenden Ergebnisse aus Ref. [15].

Nur die konservative Form des Konvektionsterms erhélt sowohl den linearen Impuls als
auch den Drehimpuls. Die konvektive Form kann nur fiir bestimmte Diskretisierungen
den Impuls, nie jedoch den Drehimpuls erhalten.

Zur Uberpriifung der Energieerhaltung wird die Losung v = u in die Variationsgleichung
als Testfunktion eingesetzt. Dies fiihrt bei der Zeitableitung auf den Term %&HUHQ.
Eine vollstdndige Energieabschétzung der Losung des Oberbeck-Boussinesq-Modells wird
spater in Lemma 4.10 bewiesen. Hier soll zunichst der Einfluss des Konvektionsterms
auf die Energiebilanz untersucht werden.

Eine einfache Rechnung fiir die konvektive Form b.(w,u,v) = ((w - V)u,v) des Kon-
vektionsterms zeigt

2
1 1
= ([3(u-u) = M] —¢,V-w) VqGQ,M:‘Q’/QQ(u-u)dx.

Fiir die exakte Losung ist somit b(w, u,u) = 0. Fiir eine diskrete Losung uj, muss jedoch
weiter abgeschéitzt werden:

b un o) = o+ <t (3 ) = 8] = a7
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Kapitel 2: Die rdumliche Diskretisierung

Mj, sei dabei analog zu M definiert. Die Storung der Energiebilanz durch den Kon-
vektionsterm héngt also sowohl vom Divergenzfehler des Konvektionsfeldes wy als
auch von der Approximation des Bernoulli-Drucks durch den Druckraum (), ab. Die-
se moglicherweise auch kleinen Fehler konnen sich mit der Zeit ansammeln und die
Energiebilanz stark storen. Die Untersuchung der konservativen Form liefert das gleiche
Resultat.

Abhilfe schafft eine schiefsymmetrische Form des Konvektionsterms. Fiir diese gilt
bs(w,u,v) = —bs(w,v,u) woraus bs(w,u,u) = 0 auch fir V-w # 0 folgt. Eine in
jedem Fall schiefsymmetrische Form des Konvektionsterms kann durch

bs(w,u,v) := %[((W -V)u,v) — (w-V)v,u)]

definiert werden. Auch diese Form des Konvektionsterms erhélt jedoch weder den Impuls
noch den Drehimpuls. Weitere Untersuchungen zu den Eigenschaften der verschiedenen
Formen des Konvektionsterms und auch zu den Erhaltungseigenschaften der Rotations-
form sind in [50] und [73] zu finden.

Fiir den Konvektionsterm der Temperaturgleichung gilt eine vollig analog Betrachtung.
Um auch dort eine energieerhaltende Form zu bekommen, definieren wir

1

Cs(wa 07¢) = 5[((“’ : V)Q,lﬁ) - ((W . V)¢a 9)]

Im Folgenden werden wir nur noch die Trilinearformen b, und ¢, als Konvektionsterme
verwenden.

2.2 Das Ritz-Galerkin-Verfahren

Beim klassischen Ritz-Galerkin-Verfahren werden die Funktionenrdume V,(Q,® durch
endlichdimensionale Teilrdume V,,Q,, 0, ersetzt, deren Dimensionen mit gegen Null
gehendem Diskretisierungsparameter h gegen unendlich gehen:

Ny = dim(Vy,) 120, 00, mny,:=dim(Qy,) h=0, 00, ng:=dim(Oy) 120 .

Die diskrete Variationsgleichung fiir (up,pp,6s) : [0,T] =V, x Q,, x O, lautet dann

(Orap, vi) + (2vDuy, Vvy) + bs(up, up, vi)

—(pn, V- vi) + (BOrg, vi) = (£,v1), (2.17)
(V-up,qn) =0, (2.18)
(040h, ¥n) + (V0L Vbr) + cs(up, Op,0n) = (Q,9n) (2.19)

fiir alle t € [0,7] und beliebige Testfunktionen (vp,qn,¥n) € V, x Q, x 6,. Wegen
der Linearitdt der Variationsgleichungen in den Testfunktionen kénnen diese durch Ele-
mente einer Basis ersetzt werden. Wird auch die Losung mittels Koeffizientenfunktionen
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2.2. Das Ritz-Galerkin-Verfahren

[0, 7] — RAm(V,)xdim(Q),)xdim(,,) hegiiglich dieser Basis entwickelt, so entstehen endlich-
dimensionale nichtlineare Gleichungssysteme. Auch die diskreten Réume V, , Q); miissen
eine inf-sup Bedingung

inf sup 7(%’ V- Vi

>b>0 (2.20)
aneQ\{0} vievi\{o} l1anllollvally

erfiillen, um die Eindeutigkeit des diskreten Drucks sicherzustellen und eine Fehler-
abschétzung fiir diesen zu erméglichen. Dabei darf die diskrete inf-sup Konstante b nicht
vom Diskretisierungsparameter h abhédngen. Die inf-sup Bedingung wird nicht automa-
tisch durch eine konforme Wahl der Ansatzrdume V, x @, C V x @ gesichert. Ein
Beispiel dazu wird nach der Einfithrung von Finite-Elemente-Réumen in Abschnitt 2.3.2
gegeben.

Wir nehmen an, dass zu den endlichdimensionalen Ansatzraumen Vy,, Qp, @) mit den
Dimensionen n,, n, und ny Basen gegeben sind. Diese seien

V= span{goi li=1,... ,nu}, Qn = span{gbj li=1,... ,np},
Qh = span{wk | k= 1, N ,ng}.
Wegen der Linearitdt der Variationsgleichungen in den Testfunktionen koénnen diese

durch die Basisfunktionen ersetzt werden, um ein dquivalentes System zu erhalten. Ge-
sucht ist eine Losung (up, pp, 0n) : [0,T] — Vi, X Qp X Oy, fiir die

(Opup, @i) + (2vDuy, De;) + bs(ay, wp, i) — (pr, V - 5) + (8018, ©i)
(v *Up, ¢])
(0e0n, Vi) + (aV O, Vipy) + cs(up, On, ¢p) =

(f.¢
0,
(@),

fir alle t € [0,7T] und alle Basisfunktionen ¢; mit i = 1,...,n,, ¢; mit j = 1,...,n,
und ¥ mit k= 1,...,ng gitl. Weiterhin lésst sich auch die Losung mittels dieser Basen
schreiben:

Ty, np e
uy, = Zuwz’, Ph = ij%’, Op = Zek¢k-
i1 =1 k=1

Die Koeffizientenvektoren werden wir wieder mit u, € R™, p, € R™ und 64, € R"
bezeichnen, da die jeweilige Bedeutung aus dem Kontext klar hervorgeht. Wir definieren
zudem die folgenden Matrizen und Vektoren:

My = [(Soj’(pi)Q]i,j ER™M, Bi=[(V- ¢i7¢j)Q]j7z‘ € R,
My = [(T/Jza%bk)ﬂ]k,z R, = [(Bg- ¢jv$0k)g]k,j € R,
Au(w) := [(2vDy;,Dy;) , + bs(w ,goj,gai)]. € R
Ag(w) = [ av%avﬂ%) cs(w, 1y, )] € R"ex"e
£(t) = [(F(1),01)a), €R™, Q) [ Dal, € R™.
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Kapitel 2: Die rdumliche Diskretisierung

Diese Matrizen koénnen gleichzeitig als Operatoren beziiglich der gegebenen Basen mit
folgenden Abbildungseigenschaften verstanden werden:

~ ~

Mu,Au : Vh — V;;, MQ,AQ : @h — @Z, f(t) € V;:, Q(f) S @Z
B:Qy—V;, B':V,—Q;, C:0, — V.

Es sind insbesondere M, und My die jeweiligen symmetrisch positiv definiten Massema-
trizen, sowie B der diskrete Gradient- bzw. BT der diskrete Divergenzoperator. Aus der
diskreten inf-sup Bedingung (2.20) folgt, dass BT M, !B invertierbar ist und die Norm
des inversen Operators unabhéingig von h beschrinkt werden kann. So erhalten wir in
Block-Matrix-Form das endlichdimensionale Anfangswertproblem

M, 0 0\ [uj() £(t) Au(up(t)  C B\ [u(t)
0 My O] |6,@) | =1Q1) |- 0 Ag(un(t)) 0| | Onlt) | (2:21)
0 0 0o/ \p,® 0 BT 0 0/ \pn(t)

fir (up,pn,0p) : [0,T] — R™ x R™ x R™. Fiir das semi-diskrete Problem miissen die
Anfangsbedingungen noch rdumlich diskret formuliert werden. Dazu seien mit Ily, /g,
kompatible Projektionen auf die Ansatzriume Vy,, ©), bezeichnet. Dann gelte

uh(O) = u?L = th (uo), Hh(O) = 90 = H@h (00)

Die Dirichlet-Randbedingungen sind auch fiir das diskrete Problem in den Ansatzraumen
V4, O beriicksichtigt. Eine ausfiihrliche Betrachtung der zeitlichen Diskretisierung die-
ses Problems ist in Kapitel 5 zu finden.

2.3 Die Finite-Elemente-Methode

Bisher wurden zur Diskretisierung nur allgemein endlichdimensionale Teilrdume heran-
gezogen. In diesem Abschnitt sollen diese konkret spezifiziert und wichtige Eigenschaften
dieser Rdume hervorgehoben werden. Die folgende Darstellung basiert in weiten Teilen
auf den Seiten 95-109 in Anhang A von [24].

Da die Dimension des Systems (2.21) sehr grofl werden kann, werden bei den meisten Dis-
kretisierungen Basen fiir die Ansatzraume gesucht, die zu einem diinn besetzten System
fithren. Eintrage der Matrizen, die sich aus Skalarprodukten berechnen, werden in der
Regel dann Null, wenn die entsprechenden Basisfunktionen disjunkte Tréger besitzen.
Damit moglichst viele Eintrédge verschwinden, werden Basen gesucht, deren Elemente
moglichst kleine Tréager haben. Bei der Finite-Elemente-Methode wird dies durch die
Zerlegung des Gebiets €2 in kleine Teilgebiete erreicht. Es handelt sich demnach um eine
sogenannte gitterbasierte Methode. Der Tréger einzelner Basisfunktionen besteht dann
aus einzelnen oder wenigen benachbarten Teilgebieten.
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2.3. Die Finite-Elemente-Methode

K;n KJ
K;
K;
(a) zuldssige Zerlegung (b) unzulidssige Zerlegung

Abbildung 2.1: Beispiele fiir eine zuléssige und eine unzuléssige Zerlegung.

Definition 2.2 (Triangulierung) Eine Zerlegung 7 = {K;},_; ,, des Gebiets Q2 in
endlich viele abgeschlossene, polyedrische Teilgebiete K; mit

a=J K
wird Triangulierung genannt.

Bei der Vernetzung komplexer Geometrien oder bei dem Ubergang von kleineren zu
grofleren Elementen kann es zu Problemen kommen. Wir werden daher die Zul&ssigkeit
der Zerlegung weiter einschranken.

Definition 2.3 (Zuléssige Zerlegung) Eine Triangulierung 7 von 2 heifit zuldssig,
falls der Durchschnitt zweier verschiedener K;, K; € T leer, genau eine gemeinsame
Seitenfliche, Kante oder Ecke ist.

Eine unzuléssige Zerlegung ist in Abbildung 2.1(b) dargestellt, der Durchschnitt K; N K
ist keine Kante von K;. Unzuléissige Zerlegungen fithren zu sogenannten hangenden Kno-
ten. Durch Hinzufiigen des hédngenden Knoten zu K; wiirde dieses Element zu einem
degenerierten Fiinfeck. Hingende Knoten erschweren die Konstruktion stetiger diskreter
Funktionenrdume auf solchen Gittern.

2.3.1 Viereck- und Hexaederelemente

Finite Elemente kénnen auf verschiedenen Referenzzellen definiert werden. Die einfachs-
ten Elemente sind die simplizialen Elemente (Dreiecke und Tetraeder). Als Alternative
bieten sich Tensorprodukt-Elemente (Vierecke und Hexaeder) an. In drei Raumdimen-
sionen gibt es noch weitere Mischformen wie Prismen oder Pyramiden. In kommer-
ziellen Anwendungen werden héufig in Wandnéhe strukturierte Gitter aus Hexaeder-
oder Prismenelementen verwendet und der Rest des Gebiets mit einem unstrukturierten
Tetraedergitter vernetzt. Im Ubergangsbereich kommen dann Prismen- und Pyrami-
denelemente zum Einsatz. Im akademischen Bereich werden meist einfache Geometrien
verwendet, die sich leicht vollstdndig durch Vierecks- oder Hexaederelemente vernetzen
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n ay
6"3 = (07 1) d4 = (17 1)
Fg
. _ Qo
K
as
¢
a, = (0,0) i, = (1,0) a, | —0%

Abbildung 2.2: Referenzelement und transformiertes Element mit krummlinigem Rand.

lassen. Die Darstellung in diesem Kapitel wird sich daher auf Vierecks- und Hexaederele-
mente beschrinken, da alle numerischen Resultate dieser Arbeit auf diesen Elementtypen
basieren.

Als Referenzelement wird der n-dimensionale Einheitsquader K = [0,1]" verwendet. Die
Ecken von K werden mit aj, 1 < j < 2" bezeichnet und seien lexikographisch geordnet.
Es seien a; die Ecken eines beliebigen konvexen Vierecks/Hexaeders K in geeigneter
Numerierung, dann gibt es genau eine invertierbare multilineare Abbildung F : K- K
mit:

Fx(a;) = a; fir 1 <j<2m.

Die Abbildung Fk ist im Allgemeinen nicht affin linear, bei einem Hexaederelement
handelt es sich also nicht notwendigerweise um ein Polytop. Um krummlinige Rénder
besser zu approximieren, kann die Transformation statt multilinear auch polynomiell
von hoherem Grad sein (siche Abbildung 2.2).

Bisher ging es lediglich um die Zerlegung des Gebiets €2 in Teilgebiete und um deren spe-
zielle Beschaffenheit. Im néchsten Schritt werden wir diese Zerlegung zur Definition von
Funktionenrdumen verwenden. Dazu bendtigen wir zunéchst Funktionenrdume auf dem
Referenzelement K. Da Polynome leicht differenziert und durch numerische Quadratur-
formeln exakt integriert werden kdnnen, lassen sich die Systemmatrizen bei Verwendung
von Polynomriumen effizient berechnen.

Definition 2.4 Fiir x € R” und « € N sei x* := [["; 2;% und damit

Py, := span (K%R, x — X | aeNga HO‘H1 < k)’

o) ::span<f(—>R, x x| aeNg, Ha||oo§k‘>.

Wir nennen Py den Standard-Polynomraum bzw. Q den Tensorprodukt-Polynomraum.
Fiir Tensorprodukt-Elemente (Intervall, Viereck, Hexaeder) eignet sich besonders der
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Abbildung 2.3: Eindimensionale Lagrange-Basisfunktionen mit dquidistanten
Stiitzstellen und Verteilung der Freiheitsgrade von Lagrange-Elementen
fir d = 3.

Tensorprodukt-Polynomraum. Mit dem Polynomgrad k = 1 entspricht die Dimension,
und damit die Anzahl der Basisfunktionen, genau der Anzahl der Ecken des Elements.
Die gleiche Aussage gilt auch fiir die Paarung des Standard-Polynomraumes mit den
simplizialen Elementen (Intervall, Dreieck, Tetraeder), fiir d = 1 sind beide Réume
identisch. Als Basis auf dem Referenzelement kann die Lagrange-Basis zu dquidistanten
Stiitzstellen verwendet werden, bei der es sich um eine nodale Basis handelt, deren Ele-
mente in jeweils einer Stiitzstelle Eins sind und in allen anderen Stiitzstellen verschwin-
den (siehe Abbildung 2.3). Die Dimension dim(Qx) = (k + 1)¢ nimmt bei wachsender
Raumdimension d und steigendem Polynomgrad k stark zu.

Zur Definition der globalen Finite-Element-Riume auf Q muss die Lage der Elemente
beriicksichtigt werden. Wir fordern, dass fiir jede Zelle K die Transformationsabbildung
Fi verkniipft mit den auf die Zelle eingeschrinkten Funktionen Element eines Polynom-
raumes auf dem Referenzelement ist. Dabei haben wir noch die Wahl, ob die Funktionen
iiber die Zellkanten hinweg stetig sein sollen oder nicht.

Definition 2.5 So erhalten wir folgende Definitionen:

Pl = {q e L*(Q) | q, o Fx € Pu(K) VK € Ty} (2.22)
und

Qk,Th = {q S C(ﬁ) ‘ 9, o Fg € Qk(R) VK € 771}, (223)

Qs = {q € L*(Q) | q), o Fx € Qr(K) VK € Tp}. (2.24)

Dabei wird anstelle von 7;, meist nur h geschrieben, also z.B. Q. Der Zusatz disc

bezeichnet Rdume unstetiger Funktionen. Oft wird eine Diskretisierung auch nur als
Or-Element bezeichnet, wenn verschiedene Gitter verwendet werden.
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Die Basisfunktionen des Referenzelements lassen sich mittels F [;1 auf die Zellen trans-
formieren und fiir Stiitzstellen, die in mehreren Zellen liegen, zu stetigen Basisfunktionen
zusammensetzen. So erhalten wir eine Basis, bei deren Verwendung wie gefordert schwach
besetzte Systemmatrizen entstehen.

2.3.2 Geeignete Riume fiir die Geschwindigkeit und den Druck

Eine haufige Wahl fiir die Diskretisierung von Geschwindigkeit und Druck sind Finite-
Element-Réume mit gleichem polynomiellen Grad (equal-order Ansatz). Dieser Ansatz
hat den Nachteil, dass die diskrete inf-sup Bedingung (2.20) nicht erfiillt wird und die
daraus resultierenden gemischten Probleme singulér, also nicht l6sbar sind. Durch das
Hinzufiigen von speziellen Stabilisierungstermen lésst sich die Losbarkeit der Proble-
me sicherstellen. Zu diesen Verfahren gehoren z.B. die residuale Druckstabilisierung
(Pressure-Stabilized /Petrov-Galerkin, PSPG) oder die Druckstabilisierung durch lokale
Projektion (PLPS). Eine wesentliche Schwierigkeit bei der Verwendung dieser Verfahren
besteht in der Notwendigkeit der Wahl passender Stabilisierungsparameter. Zu kleine
Parameter liefern meist eine schlechte Approximation des Drucks, wihrend zu grofie
Parameter die Einhaltung der Divergenzfreiheit stéren. Die Bestimmung optimaler Pa-
rameter ist ein aktuelles Gebiet der Forschung, mit der sich viele Arbeiten befassen.

Um diese Probleme zu vermeiden, wurde fiir die in dieser Arbeit verwendete rdumliche
Diskretisierung eine Familie stabiler Raumpaare V, /@), gewéhlt, die die diskrete inf-sup
Bedingung (2.20) erfiillt. Es handelt sich dabei um Taylor-Hood-Elemente mit stetigen
Ansatzraumen fiir Geschwindigkeit und Druck, die sich im polynomiellen Grad um eins
unterscheiden, V5,/Qpn = [Qk.n]?/Qk—1.n. Trotz Inklusion der Ansatzriume Vj x Qp C
V x @ handelt es sich um eine nicht-konforme Methode, da

Zh:{vhth](V-vh,qh):Othth}gZZ.

Daher ist im Allgemeinen ||V - uy|| # 0. Bei der Verwendung von stetigem Druck gilt
keine lokale Massenerhaltung, Quellen und Senken kénnen im Gebiet weit auseinander
liegen. Wegen 1q € @y, gilt jedoch die globale Massenerhaltung fQ V -up = 0. Die Wahl
eines stetigen Raumes fiir die Druckvariable hat den Vorteil, dass sich z.B. fiir gute
Vorkonditionierung leicht ein Poisson-Problem fiir den Druck assemblieren lésst [32].

Ein Ansatz mit unstetigem Raum @Qj fiir den Druck, der zu jedem Element K die
charakteristische Funktion 1 enthilt, erreicht eine lokale Massenerhaltung, bei der
f x V-ou, =0 fir alle K € 7T, gilt, erschwert aber die Konstruktion von Hilfsproble-
men fiir den Druck. Diskrete Ansatzraume punktweise divergenzfreier Funktionen sind
in der Regel problembehaftet. Bei den unstetigen Raviart-Thomas-Elementen ist nur die
Normalenkomponente des Vektorfelds entlang der Elementkanten stetig, sie liegen somit
nicht in [H1(2)]?. Scott-Vogelius-Elemente hingegen sind insbesondere fiir niedrige po-
lynomielle Ordnung nur auf Gittern mit spezieller Makroelement-Patchstruktur inf-sup
stabil (siehe [48]).
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2.3.3 Interpolation in 9y ) und Z,

Da die kontinuierlichen Losungen in Finite-Elemente-Raumen approximiert werden sol-
len, stellt sich die Frage nach den Interpolationseigenschaften dieser Raume. Dazu sollen
spezielle Interpolationsoperatoren vorgestellt werden. Der einfachste dieser Operatoren
ist der Interpolationsoperator Ig, : WIZ,(Q) — Q5 von Scott und Zhang [67]. Er erfiillt
die quasi-lokale Interpolationsfehlerabschéitzung

v — ISZUHWZT(K) < hl[;mwwzg(w(}()) VK €Th,p>21,0<m<1<k+1, (225)

wobei w(K) eine Vereinigung von bestimmten zu K benachbarten Zellen ist. Fiir [ muss
auflerdem

1
[>1firp=1 und I > — sonst
p

gelten. Zur Interpolation von Vektorfeldern kann Ig, komponentenweise angewendet
werden. Eine spezielle Eigenschaft von Ig, ist die Erhaltung homogener Dirchlet-
Randbedingungen, so dass wir ihn auch zur Interpolation des Geschwindigkeitsfeldes
verwenden konnen.

Fiir inf-sup stabile Elemente Vj, Qp spielt auch die Interpolation in den Réumen dis-
kret divergenzfreier Funktionen Zj eine wichtige Rolle. Dazu findet sich in der Arbeit
von Girault und Scott [25] eine Modifikation [ : Wzl)(Q) — Vy, von Ig, zur Erhaltung
der diskreten Divergenz. Dieser Interpolationsoperator erfiillt neben der Interpolations-
fehlerabschitzung (2.25) und der Erhaltung von homogenen Dirichlet-Randbedingungen
auch folgende Bedingung

(V-(v—TIagV),an) g =0 Van € Qp. (2.26)

Er bildet also divergenzfreie Funktionen z € Z auf diskret divergenzfreie Funktionen
zy, € Zy, ab.

Bemerkung 2.2 Aus der Existenz eines auch hinsichtlich der Richtungsableitungen
stabilen divergenzerhaltenden Interpolationsoperators folgt zwingend auch die inf-sup
Stabilitdt der Elemente (siche Lemma 4.3.6 in [62]). Fiir nicht inf-sup stabile Elemente
kann folglich kein solcher Operator existieren. Fine Fehleranalysis im Raum der diskret
divergenzfreien Funktionen Zj, wie sie in Kapitel 4 vorgestellt wird, macht also auch
nur fiir inf-sup stabile Elemente Sinn.

Da fiir Stromungssimulationen héufig anisotrope Gitter mit lang gestreckten Elementen
entlang der Winde verwendet werden, besteht Bedarf an einem anisotropen Interpo-
lationsoperator. Damit ist gemeint, dass die Fehlerabschitzung die unterschiedlichen
Durchmesser I ; in die verschiedenen Koordinatenrichtungen 4 einer kartesischen Zelle
beriicksichtigt und nicht nur auf dem Gesamtdurchmesser basiert. Die Modifikation Iz »
eines anisotropen Interpolationsoperators zur Erhaltung der diskreten Divergenz ist in
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[9] zu finden. Fiir I; i gilt neben (2.26) die verfeinerte Fehlerabschiitzung

1
2 2 2
[v— IBLRVHLQ(K) + h%(,min|v - IBLRV|H1(K) S Z h%gHDaVHLQ(w(K))v
K o=
|ar|=l

mit 0 <[ < k + 1. Dabei sind

. T
hK,min = izr?{f}dhK,iv h = (hK,b cee hK,d)
und yg lokale inf-sup Konstanten, die vom Seitenverhiltnis der Zellen abh&ngen. Fiir
Qo /Q1-Elemente gilt vx = C(1 + a%()_l/ 2 wobei ax das maximale Seitenverhiltnis
aller Zellen in einer bestimmten Nachbarschaft von K bezeichnet. Eine ausfiihrlichere
Beschreibung und Details zu den Anforderungen an die Gitter sind in [62] zu finden.

2.3.4 Finite-Elemente-Software

Bei der Implementierung des Losers fiir das Oberbeck-Boussinesq-Modell, mit dem al-
le in dieser Arbeit gezeigten numerischen Simulationen berechnet wurden, wurde die
Finite-Elemente-Bibliothek deal.II — A Finite Element Differential Equations Analysis
Library — verwendet [6, 7]. deal.II ist eine C++-Programmbibliothek, die unter ande-
rem Objekte zur Gebietsbeschreibung und Gittergenerierung, zur Verwaltung von Frei-
heitsgraden verschiedener Finite-Elemente und zur Assemblierung der Systemmatrizen
bereitstellt. Dabei wird durch die Verwendung von C++-Templates eine dimensionsun-
abhéngige Implementierung ermoglicht. Weiterhin bietet deal.II Schnittstellen zu meh-
reren Losern fiir die linearen Gleichungssysteme wie Trilinos, PETSc und UMFPACK,
sowie die Moglichkeit, die Losung in verschiedenen Dateiformaten (Tecplot, Vtk, Eps)
zu exportieren. Fiir die Implementierung des Stromungslosers in dieser Arbeit wurde
UMFPACK [16] zusammen mit GotoBLAS2 [27] zum Losen der linearen Gleichungssys-
teme und Tecplot zur Visualisierung der Losung verwendet. Fehler- und Konvergenzplots
wurden mit MATLAB erstellt.

2.4 Divergenz-Stabilisierung

Das Problem der verletzten Divergenzbedingung, Z; ¢ Z, tritt auch schon bei Diskre-
tisierungen fiir einfachere Probleme wie dem Stokes- oder Oseen-Problem auf. Die Ap-
proximationsgiite der Massenerhaltung ergibt sich aus der Orthogonalitit V -up L Qp.
Insbesondere bei der Diskretisierung mit Taylor-Hood-Elementen ist (); jedoch nicht
sehr reichhaltig, wodurch es zu einer starken Verletzung der Massenerhaltung kommen
kann.

Um ||V - uy]|, stérker zu kontrollieren, kann zur Impulsgleichung der Strafterm V(y V-u)
hinzuaddiert werden. Dieser ist konsistent, d.h., er dndert die kontinuierliche Losung
nicht, und begriindet den hiufig verwendeten Namen Grad-Div-Stabilisierung. Bei
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handelt es sich um einen nichtnegativen Stabilisierungsparameter, von dem wir anneh-
men, dass er zellweise konstant ist, also v|, = v, € Rg . Durch partielle Integrati-
on wird aus diesem Term in der Variationsformulierung die symmetrische Bilinearform
ke, Vi (V -1, V- v) . Wie die Analysis in Kapitel 4 zeigen wird, liefert dieser Term
explizite Kontrolle {iber

Z WK”V'(U—uh)’o,K = Z ’YKHV'uhHo,K'
KeTy KeTy,

Wihrend die Wahl von v, auf die kontinuierliche Lésung keinen Einfluss hat, kann
diese sich stark auf die diskrete Losung auswirken. Fiir v, — oo wird die punktweise
Divergenzfreiheit der diskreten Losung u, € Vi, NZ erzwungen. V;, NZ ist jedoch in der
Regel nicht grofl genug, um weiterhin eine Approximationseigenschaft zu erfiillen. Dieses
Problem macht sich schon bei beschrankten Stabilisierungsparametern bemerkbar. Fiir
wachsende Stabilisierungsparameter -y, steigen ab einem gewissen Punkt auch die Dis-
kretisierungsfehler an, wie numerische Versuche in den Arbeiten [52, 57] zeigen. In diesen
Arbeiten wird auch ein adaptives Parameterdesign fiir ;- vorgeschlagen, durch das eine
a-priori Fehlerabschétzung optimiert wird. In dieser Arbeit werden wir uns jedoch auf
eine vereinfachte auf Regularitdtsannahmen basierende Wahl mit global konstantem Pa-
rameter v beschrianken. Als praxistauglicher Wert fiir Taylor-Hood-Elemente hat sich in
zahlreichen Versuchen dabei die Wahl v, = v =~ 0.3 herausgestellt.

2.5 Druckseparation zur Verbesserung der Diskretisie-
rungsfehler

In Kapitel 4 wird eine Fehlerabschéitzung bewiesen, auf deren rechter Seite auch der
Term

-1 .
v inf — A
MEOn Ip llo

auftaucht. Da in vielen praktischen Anwendungen v klein — und damit v~! groff —
ist, spielt die Approximation des Drucks auch fiir den Diskretisierungsfehler des Ge-
schwindigkeitsfeldes eine wichtige Rolle. Die Fehlerabschétzung ldsst sich durch eine
Abénderung der Impulsgleichung verbessern, indem eine Néherung psep, an den Druck
p eingefiihrt wird, so dass nur noch der reduzierte Druck p — psep durch die Diskre-
tisierung approximiert werden muss. Diese Methode der Druckseparation wird in [22]
fiir die Navier-Stokes-Gleichungen vorgestellt. Die modifizierte Impulsgleichung lautet
entsprechend:

atu -V (2VDU) + (u : V)u + V(p _psep) + /Beg =f- vpsep-

Eine Wahl von psep, ergibt sich aus dem Ansatz, den in f enthaltenen Gradienten zu
verwenden (siehe Variante 3 in [22]). Da beim Oberbeck-Boussinesq-Modell auch der
Auftriebsterm als Kraft in der Impulsgleichung auftritt, kann dieser Term ebenfalls bei
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Kapitel 2: Die rdumliche Diskretisierung

der Bestimmung von psep, beriicksichtigt werden. Dazu muss folgendes Hilfsproblem gelost
werden:

—Apsep =V - (B0g —f) in Q, Onpsep = 0 auf 052, (p, 1) =0.

In einigen Anwendungen stellt sich eine vertikale Schichtung der Strémung mit im We-
sentlichen linearem Temperaturverlauf ein, siehe dazu auch das Beispiel einer thermi-
schen Hohlraumstromung in den Kapiteln 7 und 8. Dieser Temperaturverlauf fithrt zu
einem — nur von der vertikalen Koordinate abhéngigen — quadratischen hydrostatischen
Hintergrunddruck. Einfache Versuche in Abschnitt 7.6 werden zeigen, welchen Einfluss
die Subtraktion dieses Hintergrunddrucks von der Impulsgleichung auf die Diskretisie-
rungsfehler hat.

2.6 Die spektralen Eigenschaften der raumlichen Diskreti-
sierung

Um spéter die Stabilitét von Zeitschrittverfahren beurteilen zu kénnen, benttigen wir In-
formationen iiber die Eigenwerte der diskreten Differentialoperatoren. Dazu untersuchen
wir das eindimensionale Testproblem

Oy = VOppu — bOyu =: Lu (2.27)

auf dem periodisch fortgesetzten Intervall [0, 27). Die Eigenwerte der ersten Ableitung
0, sind ik und die der zweiten Ableitung O,, sind —k? jeweils zu den periodischen
Eigenfunktionen x — e**? fiir alle k € N. Die Eigenwerte von L sind also —vk? + ibk.

Durch die Diskretisierung werden nur noch endlich viele dieser Eigenwerte approximiert
(siehe Abbildung 2.4). Bei den Eigenwerten des Diffusionsoperators 0, fillt auf, dass die
Diskretisierung mit hoherer Elementordnung fiir kleine Wellenzahlen genauere Approxi-
mationen liefert, fiir grofle Wellenzahlen jedoch dissipativer ist. Bei genauer Betrachtung
des Spektrums der diskreten Konvektionsoperatoren fallt auf, dass der Eigenwert 0 dop-
pelt auftritt. Neben der konstanten Funktion gibt es also jeweils eine weitere Funktion,
fur die 0, diskret verschwindet. Wéhrend die exakten Eigenwerte auf einer Parabel in der
komplexen Zahlenebene liegen, liegen die approximierten Eigenwerte auf einer Ellipse,
die sich im Ursprung an die Parabel anschmiegt. Der Radius der Ellipse auf der reellen
Achse verhilt sich wie (4 %, wéhrend sich der Radius auf der imaginéren Achse wie C’g%
verhélt. Die Konstanten C7 und Cs hingen, wie Abbildung 2.4 zeigt, von der Diskreti-
sierung ab. Fiir quadratische Elemente ist C; = 7.5 und Cy = 2.12. Das Verhiltnis der

beiden Radien Rep = g—f% nennen wir Gitter-Reynoldszahl.

Auch wenn sich diese Untersuchung nur auf das eindimensionale Testproblem (2.27)
bezieht, werden wir die Ergebnisse zur Bewertung der Stabilitét von Zeitschrittverfahren
in Kapitel 5 verwenden.
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Abbildung 2.4: Exakte und approximierte Eigenwerte der Operatoren v0,, (oben),
b0, (mitte) und vy, + b0, (unten) durch dquidistante

Finite-Elemente-Diskretisierungen der Ordnung p = 1,2, 3 mit jeweils
42 Knoten.
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Kapitel 3

Turbulenzmodellierung

Big whirls have little whirls
Which feed on their velocity;
And little whirls have lesser whirls,
And so on to viscosity.
— Lewis Fry Richardson (1922)

Bei der Beobachtung natiirlicher Stromungen lassen sich zwei wesentlich unter-
schiedliche Stromungsformen erkennen. Strémungen zahfliissiger Medien bei geringer
Stromungsgeschwindigkeit und rdumlicher Ausdehnung sind meist laminar, d.h., das
Fluid stromt in Schichten, die sich nicht vermischen. Auflerdem ist die Stromung un-
empfindlich gegen Stérungen und bei konstanten dufleren Bedingungen stellt sich meist
eine stationdre Strémung ein. Das Geschwindigkeitsfeld dndert sich also nicht mit der
Zeit.

Handelt es sich hingegen um ein Fluid mit geringer Viskositdt und um eine Stréomung
mit hoher Geschwindigkeit und rdumlicher Ausdehnung, so wird die Stromung anfillig
gegen kleine duflere Storungen und es kommt zu Verwirbelungen auf allen Groienskalen.
Diese Stromungsform zeichnet sich meist durch scheinbar zufillige dreidimensionale und
instationére (d.h. zeitabhéingige) Bewegungen der Fluidteilchen aus.

Der Ubergang zwischen laminarer und turbulenter Strémung lisst sich leicht an aufstei-
gendem Zigarettenrauch beobachten. Dieser steigt zunéchst laminar in einem Strahl auf,
wird dann durch duflere Storungen turbulent und vermischt sich mit der umgebenden
Luft.

Erste systematische Untersuchungen zum Ubergang zwischen laminaren und turbulenten

Stromungen in einer Rohrleitung hat 1883 der Physiker Osborne Reynolds gemacht. Mit
der nach ihm benannten dimensionslosen Reynolds-Zahl

UL

Re = —

v
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ldsst sich das Turbulenzverhalten geometrisch dhnlicher Strémungen beschreiben. Dabei
bezeichnet U eine charakteristische Geschwindigkeit und L eine charakteristische Lénge.
So verhalten sich Rohrstromungen bei gleicher Reynolds-Zahl identisch, eine Verdopp-
lung der Stromungsgeschwindigkeit bei Halbierung des Rohrdurchmessers fithrt demnach
zu einem identischen Stromungsverhalten. Fiir Rohrstromungen ermittelte Reynolds ex-
perimentell eine kritische Reynoldszahl von Re ~ 2300, bei deren Uberschreitung die
Stromung durch kleine Stérungen turbulent wird. Auch bei grofien Reynolds-Zahlen
kénnen Stromungen im Experiment jedoch noch laminar sein, wenn duflere Storungen
sorgfiltig vermieden werden.

Dieses Wissen um die Eigenschaften von Strémungen ist wichtig, da z.B. der Druckver-
lust in Rohrleitungen fiir laminare Strémungen linear von der Stréomungsgeschwindigkeit
abhéngt, wihrend diese Abhéngigkeit bei turbulenten Stromungen quadratisch ist. Der
laminare Transport ist somit deutlich energieeffizienter. Andererseits fithren turbulente
Stromungen zu einer besseren Durchmischung, was z.B. in chemischen Reaktoren von
Vorteil ist.

In vielen praktischen Anwendungen sind die Stromungen wegen der physikalischen Pa-
rameter und den nicht vermeidbaren &ufleren Stérungen turbulent. Die numerische
Simulation turbulenter Strémungen ist daher ein wichtiges Entwicklungswerkzeug im
Automobil- und Flugzeugbau, in der Beliiftungs- und Klimatechnik sowie in vielen an-
deren Bereichen.

Ein wesentliches Problem bei der Simulation turbulenter Stromungen ist das grofie Spek-
trum der auftretenden Langenskalen in der Stromung. Numerische Verfahren, die alle
diese Lingenskalen auflosen (direkte numerische Simulation, DNS), benétigen fiir die
meisten praktischen Probleme (noch) zu viele Ressourcen in Form von Speicher und
Rechenknoten und werden fiir einige Anwendungen mit heute denkbaren Mitteln nie
moglich sein.

3.1 Die Energieverteilung auf unterschiedlichen Skalen

Ein wichtiger Ansatz zum besseren Verstindnis von Turbulenz ergibt sich bei der Be-
trachtung der Verteilung von Energie F(k) und Dissipation D(k) auf die verschiedenen
Wellenzahlen k, die mittels einer Fourier-Transformation des Geschwindigkeitsfeldes er-
mittelt werden kann. Die totale Dissipation lésst sich mittels des Dissipationsspektrums
D(k) = 2Re k2 E(k) berechnen:

o [[ull® = —/0 D(k) dk.

So gibt das Dissipationsspektrum Aufschluss dariiber, wie sich die Dissipation iiber den
Wellenzahlenbereich verteilt. Eine schematische Darstellung des Energie- und Dissipati-
onsspektrums einer vollstdndig turbulenten Strémung zeigt Abbildung 3.1.
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A
energiereiche dissipativer
Skalen Bereich
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Abbildung 3.1: Energie- und Dissipationsspektrum fiir groffe Reynoldszahlen.

Die Wellenzahlen lassen sich in drei wesentliche Bereiche unterteilen. Dazu definieren
wir die durchschnittliche Gréfle der energiereichen Wirbel L und die Kolmogorov Mikro-
Skalen L., v, wie folgt:

oo k) qp, A ,
L=+% "k — d Lg=[(— = (ve)1.
fOOO E(k) dk’ un K <€> Y UK (V€)4

Die zugehorigen Wellenzahlen kj, und kg ergeben sich als Kehrwerte der entsprechenden
Léngen. Auf den grofiten Léangenskalen im Bereich von kp, (energy containing range) wird
die Stromung mafigeblich durch den &ufleren Energieeintrag e; und die Geometrie des
Gebiets bestimmt. Dieser Léngenskalenbereich beinhaltet den gréfiten Teil der Energie
und erstreckt sich bis etwa zu einem Sechstel der charakteristischen geometrischen Lénge.
Im Léngenskalenbereich von Ly ist die zugehorige Reynolds-Zahl Rex = % =1
und die Viskositiat dominiert, die Strukturen sind stabil und ihre Energie wird direkt in
Wairme umgewandelt. Eine Betrachtung des Dissipationsspektrums zeigt, dass die meiste
Energie in diesem Bereich dissipiert wird. Er wird daher dissipativer Bereich (dissipation
range) genannt. Ordnet man den grofiten Skalen die Reynolds-Zahl Rey, zu, so zeigt das
Verhiltnis

3
~ 2
7 ~Ret

welche Auflésungsanforderungen eine direkte numerische Simulation fiir grole Reynolds-
Zahlen erfiillen muss [64, Abschnitt 1.2.3]. In dem mittleren Skalenbereich (inertial ran-
ge) ki, < k < kg muss ein Energietransfer von groflen zu kleinen Skalen stattfinden.
Bei den Stromungsstrukturen dieser Léangenskalen handelt es sich um zuféllige turbu-
lente Fluktuationen. Diese Strukturen zerfallen immer weiter und transferieren so ihre
Energie auf kleinere Skalen. Fiir statistisch stationdre Strémungen stellt sich ein Gleich-
gewicht e = e = ¢ ein.
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Kolmogorov leitete unter mehreren Annahmen ein Gesetz zur Energieverteilung im mitt-
leren Skalenbereich her. Die erste Annahme fordert lokale Homogenitit und Isotropie
des Stromungsfeldes [41, Definition 2]. Also auch dann, wenn das Strémungsfeld auf den
energiereichen Skalen inhomogen und anisotrop ist, wird angenommen, dass diese Eigen-
schaften beim Zerfall der Wirbel in immer kleinere Wirbel verloren gehen und sich eine
homogene und isotrope Verteilung einstellt. Auflerdem werden zwei Annahmen {iber die
zugrundeliegenden Mechanismen getroffen:

o First hypothesis of similarity: Fiir lokal isotrope Turbulenz ist die Verteilung der
kleinsten Bewegungen universell und wird eindeutig durch die kinematische Vis-
kositédt v und die Dissipationsrate £ bestimmt.

o Second hypothesis of similarity: Fiir lokal isotrope Turbulenz ist die Verteilung der
Bewegungen im mittleren Skalenbereich ebenfalls universell und wird allein durch
die Dissipationsrate € eindeutig bestimmt.

Sehr vereinfacht resultiert daraus der Ansatz E(k) = Ky e® kY — wobei K| eine dimen-
sionslose Konstante ist — mit der zugehorigen “Einheitengleichung”

Lénge3 - Lange2 x 1 Y

Zeit? - Zeit? Lénge )
Da Lange und Zeit unabhéngige Einheiten sind, bleiben als einzige konsistente Expo-
nenten r = % und y = —%. So erhalten wir das in vielen turbulenten Stréomungen auch
experimentell zu beobachtende Kolmogorov-5/3-Gesetz

B(k) = Ko 2Pk fir kp < k < kg (3.1)

zur Energieverteilung auf den mittleren Skalen. Abbildung 3.2 zeigt eine schematische
Darstellung der Energieverteilung bei doppelt logarithmischen Achsen.

Erstmals experimentell und iiber einen groflen Wellenzahlbereich bestéitigt wurde die-
ses Gesetz durch Messungen der Turbulenz in Gezeitenstromungen von Grant u.a.
im Jahr 1962 [28]. Fiir die Kolmogorov-Konstante wurde experimentell das Intervall
Ky € [1.4,1.7] ermittelt. Wegen der Universalitit der Verteilungen turbulenter Fluk-
tuationen im mittleren Skalenbereich und darunter wird angenommen, dass diese Fluk-
tuationen zwar wichtig fiir den Energietransfer in Richtung kleinerer Skalen und die
anschlieBende Dissipation sind, dass diese aber keinen direkten Einfluss auf die grofien
Strukturen der Stromung haben. Dies wird auch damit begriindet, dass der Energieaus-
tausch fiir eine Wellenzahl k& hauptséchlich — aber nicht ausschlieflich — im Wellenzahl-
bereich [k/2, 2k| stattfindet [64, Abschnitt 1.3.2]. Es besteht also die Hoffnung, dass diese
universellen Fluktuationen nicht fiir jede Stromung berechnet werden miissen, sondern
sich deren Einfluss auf die energiereichen Stromungsstrukturen modellieren lasst.

Bemerkung 3.1 Obwohl das Kolmogorov-5/3-Gesetz in vielen Experimenten bestéitigt
wurde, gibt es doch Kritik an der Herleitung und den zugrundeliegenden Annah-
men. Eine ausfiihrliche Betrachtung ist in [14] zu finden. Es wird z.B. angefiihrt, dass
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Abbildung 3.2: Energieverteilung fiir groffe Reynolds-Zahlen.

bei der Herleitung in keiner Weise die Navier-Stokes-Gleichungen als zugrundeliegen-
des Stromungsmodell verwendet werden und dass nicht klar ist, welchen Einfluss das
Stromungsmodell auf die getroffenen Annahmen hat. Fiir zweidimensionale Navier-
Stokes-Stréomungen zeigen Simulationen und theoretische Uberlegungen, dass das Gesetz
nicht gilt. Auflerdem wurde an atmosphérischen Grenzschichtstromungen mittlerweile
gezeigt, dass z.B. — im Widerspruch zur ersten Annahme — Randbedingungen sehr wohl
Einfluss bis weit in den mittleren Skalenbereich haben kénnen, dass aber auch bei Ver-
letzung der Annahmen eine entsprechende Energieverteilung beobachtet werden kann.

So kann es sein, dass sich das Gesetz, insbesondere da es experimentell bestétigt wurde,
als richtig erweist, auch wenn sich die bisherige Herleitung bzw. Begriindung als falsch
herausstellt.

3.2 Anséitze zur Turbulenzmodellierung

Ziel der Turbulenzmodellierung ist die Verringerung der Anforderungen an die Auflésung
der rdumlichen und zeitlichen Diskretisierung. Dazu zéhlen die Verfahren der statisti-
schen und rédumlichen Mittelung der Gleichungen, so dass gemittelte GroBlen berechnet
werden, die nur noch Strukturen bis zu einer bestimmten Léngenskala oder Wellenzahl
beinhalten.

Die Turbulenzmodelle lassen sich nach dem Grad der Modellierung ordnen. Durch eine
statistische Mittelung (RANS) werden alle Skalen des mittleren und dissipativen Be-
reichs, d.h. die gesamte Energiekaskade, modelliert. Wandgrenzschichten, die bei einer
statistischen Mittelung erhalten bleiben, kénnen zusétzlich durch analytische Wandge-
setze iiberbriickt werden. RANS-Modelle stellen somit die geringsten Anforderungen an

39



Kapitel 3: Turbulenzmodellierung

die Diskretisierung, die Modelle selbst konnen aber sehr komplex werden.

Bei der Large Eddy Simulation (LES) werden riumliche Filteroperatoren verwendet,
deren Filterweite vom Anwender bestimmt werden kann und meist an die Auflésung
der rdumlichen Diskretisierung gekoppelt ist. Dabei wird vorausgesetzt, dass ein Teil des
mittleren Skalenbereichs, in dem das Kolmogorovsche 5/3-Gesetz gilt, aufgelost wird. Die
fehlende Dissipation im dissipativen Bereich wird dann durch LES-Turbulenzmodelle er-
setzt. Da die grofiten energiereichen Wirbel simuliert werden sollen, sind die Anforderun-
gen an die Auflésung der Diskretisierung fiir LES-Modelle hoher als bei RANS-Modellen.

Beide Anséitze lassen sich auch kombinieren, indem im wandnahen Bereich RANS-
Modelle mit Wandfunktionen und im iibrigen Gebiet LES-Modelle verwendet werden
(Detached Eddy Simulation, DES). Da einige RANS- und LES- Modelle die gleichen
Modellterme verwenden, kann eine Umschaltung zwischen den Modellen allein durch
die Bestimmung der turbulenten Viskositét erfolgen. Bevor wir uns mit dem in dieser
Arbeit verwendeten LES-Modellen befassen, werden wir daher auch kurz auf die RANS-
Gleichungen eingehen.

3.3 Die Reynolds-gemittelten Gleichungen

Ein wichtiges Werkzeug zur Modellbildung turbulenter Strémungen ist die statistische
Mittelung. Dabei wird die Losung u des Problems als Zufallsvariable betrachtet, die
von zufélligen kleinen dufleren Stérungen abhéngt. Um den Einfluss dieser Stérungen
zu eliminieren, kann ein Experiment mehrfach durchgefiihrt und ein Mittelwert gebildet
werden.

Definition 3.1 (Ensemble-Filter) Bei u(*) handele es sich um Loésungen eines Pro-
blems mit kleinen zufélligen Stérungen in Anfangs- und Randbedingungen sowie der
Geometrie. Dann ist der Ensemble-Filter (-)y definiert als

(u(w, b))y = Z u (x,t). (3.2)

Andern sich die Geometrie und die Randbedingungen nicht in der Zeit, kann die Losung
auch iiber ein grofles Zeitintervall gemittelt werden.

Definition 3.2 (Zeit-Filter) Sei v die Losung eines Problems mit zeitlich konstanten
Parametern, dann ist der zeitliche Mittelungsoperator (:) 5, definiert als

t+At
(u(, ) 5, = Alt/t u(z, 7) dr. (3.3)

In einigen Anwendungen kann es eine homogene Koordinatenrichtung geben, in die alle
duleren Groflen konstant sind. Das kann z.B. die spannweitige Richtung einer Tragfliche
oder die Durchflussrichtung einer Rohrleitung sein.
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Definition 3.3 (Koordinaten-Filter) Sei u die Losung eines Problems mit homo-
gener Koordinatenrichtung &, dann ist der raumliche Koordinatenfilter (-) A¢ definiert
durch

+AE
(2, ) ag = Alg / w(é,t) de. (3.4)

Es konnen mehrere homogene Koordinatenrichtungen existieren. Bei einer Stromung
zwischen zwei parallelen, unendlich ausgedehnten Platten kann in zwei Richtungen ge-
mittelt werden, so dass die gemittelte Losung nur noch von einer Koordinate abhéngt.

Definition 3.4 Eine Losung des Problems nennen wir statistisch stationdr, falls fol-
gende Grenzwerte — sofern die entsprechenden Mittelungsoperatoren anwendbar sind —
existieren:

lim (u(z,t))y, lim (u(z,t)) A s lim (u(z,t))a¢ - (3.5)

N—o00 At—o00 Aé—o0

Fiir voll entwickelte turbulente Grenzschichtstromungen gilt dann z.B.

(W)= Jim (u(e,)y = lim (u(e,b) g = Jim (@ D)sg . (36)
Die statistisch gemittelte Losung (u) héngt nicht mehr von der Zeit und den homogenen
Koordinatenrichtungen ab. Wir verwenden auch folgende Bezeichung U = (u). Bei U

handelt es sich nicht mehr um eine Zufallsvariable, sondern um eine deterministische
Grofe.

Lemma 3.5 (Filtereigenschaften) Der statistische Filter-Operator (-) hat folgende
Eigenschaften, die wir bei der Anwendung auf unser Gleichungssystem ausnutzen werden:

Linearitét: (u+ Av) = (u) + A (v) VA eR,

e . . 0 _ 0
Kommutativitit bzgl. Ortsableitungen: <Eu> = 9a; (u),
Kommutativitiat bzgl. Zeitableitung: (Opu) = O (u) ,

Projektionseigenschaft: ((u)) = (u).

Diese Eigenschaften werden auch bei den im néchsten Abschnitt vorgestellten raumlichen
Mittelungsverfahren eine wichtige Rolle spielen.

Mit dem Mittelungsoperator lisst sich die Losung in einen mittleren Anteil und Fluk-
tuationen zerlegen, die im Mittel verschwinden

u=(u)+u, (u’) = 0.

Wir werden nun den Filteroperator auf das Oberbeck-Boussinesq-Modell anwenden um
Gleichungen fiir die gemittelten Groflen U = (u), P = (p) und © = () zu erhalten. Da
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wir statistisch stationéire Losungen annehmen, fordern wir (f) = f und (Q) = Q. Mittels
der Eigenschaften aus Lemma 3.5 erhalten wir:

-V-2vDU))+(U-V)U+ V- (0 @u')+ VP + g0 =f, (3.7)
V-U=0, (3.8)
-V (aVO)+ (U- V)0 + V- (u'f) =Q. (3.9)

Nur bei den nichtlinearen Konvektionstermen bleiben Mittelwerte von Produkten von
Fluktuationen iibrig, an allen anderen Stellen verschwinden die Fluktuationsterme. Es
handelt sich um den Reynolds-Spannungstensor (Reynolds-stresses) 7 und den residualen
Wirmestrom h

(') == (v @ u’) und h(u',0') = (u'0'). (3.10)

Die beiden Terme V - 7 und V - h beschreiben also den mittleren Effekt, den kleine
zufiillige Fluktuationen auf die mittlere Geschwindigkeit und Temperatur haben. Dieser
lasst sich mittels der “Lagrangian Theory for Turbulent Mixing” [18, Abschnitt 2.2.2.1]
beschreiben. Die turbulenten Fluktuationen wirken demnach auf die gemittelten Grofien
wie Diffusion mit speziellen Wirbelviskositdten. Als mathematisches Modell ergeben sich
folgende Terme:

e Fiir die Impulsgleichung wird das Lineare Wirbel-Viskositits-Modell
2
r(u') = —2u, D(U) + &kﬂ (3.11)

verwendet. Die Normalen-Spannungen %k]l konnen wegen trace(Du) = 0
nicht durch den Deformationstensor modelliert werden. Sie kénnen aber wegen
V- %k]l = V%k: vom Druck aufgenommen werden, P — P + %k:.

e Fiir die Temperaturgleichung wird analog das Gradienten-Diffusions-Modell
h(u',0') = -, VO (3.12)

verwendet.

Eine Vielzahl unterschiedlicher Modelle ergibt sich aus den verschiedenen Méglichkeiten
zur Festlegung von 14 und ay. Ein wichtiger Vertreter dieser Modelle ist das k-w-Modell
[72], bei dem fiir die turbulente kinetische Energie k£ und die spezifische Dissipationsrate
w ~ ¢ zusitzliche Modellgleichungen aufgestellt werden. Daraus lassen sich dann v4 und
oy berechnen.

Durch die statistische Mittelung erhélt man ein deterministisches, stationéres Problem,
oft auch in einem niedriger dimensionalen Raum. Diese Probleme haben gegeniiber
der direkten numerischen Simulation deutlich geringere Aufldsungsanforderungen und
sind in vielen Bereichen der aktuelle Stand der Industrie im Produktionseinsatz. Ne-
ben dem erwidhnten k-w-Modell gibt es eine Vielzahl weiterer Modelle, die auf einer
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oder mehreren Zusatzgleichungen fiir turbulente Groflen basieren. Die Auswahl eines
Modells fiir einen bestimmten Anwendungsbereich ist schwierig und héufig werden Kor-
rekturterme eingefiihrt oder Tuningparameter variiert, um zunéchst eine moglichst gute
Ubereinstimmung mit Experimenten zu erreichen. Die Qualitit der Simulationen von
Stromungen, fiir die ein Modell nicht speziell angepasst wurde, ist daher nur schwer
ohne einen experimentellen Vergleich zu bewerten.

Ein weiteres Problem entsteht bei zeitabhingigen Stromungen. Ein Beispiel ist z.B. die
Raumluftstromung in einem Raum mit einer Aulenwand, deren Temperatur iiber den
Verlauf des Tages variiert. Fiir solche Probleme wurden URANS-Verfahren (unsteady
RANS) entwickelt, die auf einer zeitlichen Mittelung iiber ein endliches Intervall basieren
und eine zeitliche Skalenseparation annehmen. Das Zeitintervall zur Mittelung muss
dabei deutlich grofler als die turbulenten Zeitskalen sein, aber auch deutlich kleiner als
die Zeitskalen der mittleren Strémung.

3.4 Large Eddy Simulation

Durch immer schnellere Computer wichst auch der Wunsch, turbulente Strémungen de-
tailierter zu Simulieren. Die statistischen Mittelungsverfahren bieten dazu aber keine
Moglichkeit, den Detailgrad zu variieren. Ziel ist es, alle Strukturen der Stréomung, die
durch die Diskretisierung abgebildet werden kénnen, auch korrekt zu simulieren, und nur
den Anteil, der nicht aufgelost wird, zu modellieren. Dieser Ansatz wird Large Eddy Si-
mulation (LES), also die Simulation der grofsen Wirbel genannt. Turbulente Stromungen
lassen sich jedoch nicht ohne Anpassung des Modells mit begrenzter Auflésung berech-
nen.

3.4.1 Eine Betrachtung der Ursachen fiir die Probleme

Woher kommen also die Probleme bei der diskreten Simulation turbulenter Strémungen?
Es ist das Zusammenspiel von Konvektion, Diffusion und der durch die Diskretisierung
begrenzten Auflosung. Der Konvektionsterm ist nichtlinear (quadratisch) und sorgt unter
anderem fiir den Energietransfer von den groflen zu den kleinen Skalen. Er ist in der Regel
global energieerhaltend implementiert. Der Diffusionsterm wirkt auf allen Skalen isoliert
und entzieht dem System Energie. Wegen der Diskretisierung ist die Auflésung durch
die Auflosungswellenzahl k, begrenzt. Wie die Darstellung des Dissipationsspektrums
3.1 zeigt, wird dem System ein Grofiteil der Energie jedoch erst im dissipativen Bereich
entzogen, der in der Regel nicht mehr von einer Diskretisierung aufgelost werden kann.
Eine energieerhaltende Diskretisierung des Konvektionsterms kann die Energie also nicht
auf immer kleinere Skalen transferieren. Die zugehorige Energie wird félschlicherweise
auf die grofleren Skalen zuriickgeworfen, wo sie langsamer dissipiert wird. Dieser Effekt
wird Aliasing genannt, und tritt z.B. auch bei der Ton- oder Bildverarbeitung auf. Ein
hochfrequentes Signal, das mit zu niedriger Frequenz abgetastet wird, erzeugt in der
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Ausgabe ein falsches niedrigfrequentes Signal.

In spektralen Verfahren fiir die Stromungssimulation werden daher sogenannte anti-
aliasing (oder de-aliasing) Techniken verwendet. Dabei wird der Konvektionsterm mit
erweitertem Spektrum zunéchst exakt ausgewertet, um dann alle in der urspriinglichen
Diskretisierung nicht vorhandenen Frequenzen abzuschneiden (3/2-Regel). Eine andere
Moglichkeit ist, nach jeder Auswertung so viel vom hochfrequenten Anteil abzuschnei-
den, dass die nichste Auswertung mit dem zur Verfiigung stehenden Spektrum exakt
durchgefiihrt werden kann (2/3-Regel). Dadurch wird die fehlende Dissipation aus dem
nicht aufgelosten dissipativen Bereich in den Konvektionsterm eingebaut, indem hoch-
frequente Anteile direkt aus der Losung entfernt werden. Die Dissipation auf den auf-
gelosten Skalen wird dabei nicht veréindert. Fiir Finite-Elemente Verfahren stehen solche
Abschneideverfahren nicht direkt zur Verfiigung.

3.4.2 Die raumliche Filterung der Modellgleichungen

Das Abschneiden von Fourier-Koeffizienten kann als rdumliche Filteroperation verstan-
den werden. Wir fithren daher einen Filteroperator u — @ zur lokalen rdumlichen Mit-
telung einer Grofle u ein. Mit diesem Filteroperator ist in der Regel eine Filterweite
6 verbunden, die wir in der Notation jedoch weglassen werden. Die Filterweite § wird
fiir das gesamte Gebiet als konstant angenommen. Der Filteroperator soll wie auch die
statistische Mittelung folgende Eigenschaften besitzen

Linearitét: U+ A =1u-+ \v VA eR,

o

Q)

Kommutativitét bzgl. Ortsableitungen: %u 2 u,

Kommutativitét bzgl. Zeitableitung: Oru = Oy
Eine wichtige weitere Eigenschaft, die jedoch nur wenige Filter erfiillen ist die
Projektionseigenschaft: U =T.

Um seiner Funktion gerecht zu werden, fordern wir vom Filter, dass er glittend ist,
fiir 6 — 0 gegen die ungefilterte Grofle konvergiert und er hochfrequente Komponenten
dédmpft. Fiir theoretische Betrachtungen wird meist der Gauf}-Filter herangezogen, da
er angemessen scharf im Orts- und Frequenz-Raum ist. Auflerdem ist der Gauf3-Filter
invertierbar (wenn auch mit schlechter Kondition). Wir schreiben den Gauf-Filter als
Konvolution

a(x.t) = g5 0= | gslx—y)u(y.t) dy (313)

mit einer passend zur Filterweite skalierten Normalverteilung
_ (Y2 lIxl3 _
g9s(x) = (ﬂ) Xp <_(52 , 7 =6. (3.14)
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Gauss—Filter
Taylor—Approximation

— (0,1)-Pade Approximation
— — — cutoff wavenumber

original 0
gefiltert /
— — — Fluktuationen

Abbildung 3.3: GauB3-Filter und Approximationen im Wellenzahlraum

Aus der Filterweite § ergibt sich die Grenz-Wellenzahl (cutoff wavenumber) k. = %.
Da es sich bei dem GauB-Filter nicht um eine Projektion handelt, enthilt die gefil-
terte GroBe weiterhin einen nicht vernachléssigbaren Anteil hoherer Wellenzahlen. Die
Auflosungs-Wellenzahl (resolution wavenumber) k, zur diskreten Approximation einer
gefilterten Grofle sollte k. = nk. sein. Haufig wird n = 2 verwendet, was zu § = 2h
fithrt. Wir wenden den Filter nun auf das Oberbeck-Boussinesq-Modell an und nutzen
alle Filtereigenschaften, bis auf die Projektionseigenschaft. Die gefilterten Gleichungen
lauten:

ou—V-2uD@)+ @ -V)u+V:(—u@u+u®u)+ Vp+ Bgl =T, (3.15)
V-u=0, (3.16)
00 —V-(aVl)+ (@-V)I—-V-(—uf+ufd)=Q. (3.17)

Diese Gleichungen stimmen fast mit den Reynolds-gemittelten Gleichungen iiberein, an-
ders als bei der statistischen Mittelung bleiben die Zeitableitungen aber erhalten. Wegen
der Nicht-Kommutativitit u ® u # u®u des Filter-Operators bleiben jedoch wieder so-
genannte residuale Terme:

f—uu-ueu residualer Spannungstensor, (3.18)
1
ky := 3 Z e residualer kinetische Energie, (3.19)
i=1
== %k,ﬂ anisotroper residualer Spannungstensor, (3.20)
h:=uf—ud residualer Wéarmestrom. (3.21)

Die mittleren residualen Spannungen wirken wie Druckkréfte und werden von der Druck-
variablen aufgenommen, p — p+ %kr. Die residualen Terme 7" und h miissen modelliert
werden.
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3.4.3 Das Taylor- und Rational-LES Modell

Die beiden im Folgenden vorgestellten LES-Modelle basieren auf einer systematischen
Approximation des Gauf-Filters im Wellenzahl-Raum [8, 36]. Dazu zerlegen wir

uRuU—-—URU=UuRu-uu+uu+ueu+ueu.

Durch Anwendung der Fourier-Transformation, Taylor-Entwicklung des GaufB-Filters
beziiglich der Filterweite § und anschlieende Riicktransformation mittels der inversen
Fourier-Transformation erhalten wir:

52
AQuU—u®u= ZA(ﬁ ®U) + Ofornlal(54) Leonard-Tensor,
Y
— P 4
u®u :—B(U®Au)+0formal(5 ) ,
2
uveu= —@(Aﬁ & ﬁ) + Oformal(54) )
4
uRu = W(Aﬁ ® AT) 4 Oformat(6°)  Sub-Filter Spannungstensor.
Y

Der residuale Warmestrom h kann analog approximiert werden. Zusammenfassen aller
Terme bis zur zweiten Ordnung liefert das Taylor-LES-Turbulenzmodell (auch Gradient-
LES-Turbulenzmodell):

52 -

A (Vﬁ : VﬁT) ., h~o (va : VﬁT) . (3.22)

27y 27y
Diese polynomielle Approximation des GauB-Filters zeigt bei a-priori Tests gute Konsis-
tenzeigenschaften, reproduziert aber die Dampfungseigenschaft fiir grole Wellenzahlen
nicht. Da die Modellterme nicht strikt dissipativ sind, ergeben sich Stabilitétsprobleme,

die dazu fithren konnen, dass die Energie der Losung exponentiell zunimmt (blow up)
[36].

Bessere Eigenschaften hat eine rationale Approximation des Gauf-Filters im Wellenzahl-
Raum. Diese fiihrt auf die approximierte Konvolution

-1
W R(W) = (—;A—H[) w .

Sie hat fiir kleine Wellenzahlen die gleiche Approximationseigenschaft wie die
polynomielle Approximation, reproduziert jedoch fiir grofle Wellenzahlen die
Dampfungseigenschaft des GauB-Filters (siehe Abbildung 3.3). Analog zum Taylor-LES
Modell erhalten wir das Rational-LES-Modell:
52 52
"~ R (Vu : VuT> , h~R <V0 : VuT> . (3.23)
2y 2
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Auch mit dem Rational-LES-Modell ist weiterhin ein blow-up der Energie méglich, nu-
merische Untersuchungen zeigen jedoch deutlich verbesserte Stabilitdtseigenschaften ge-
geniiber dem Gradient-LES Modell [36, 21].

Bei R handelt es sich um einen sogenannten differentiellen Filter, der selbst eine Approxi-
mation an den Gauf3-Filter ist. Diese Beobachtung legt die Idee nahe, statt R wieder den
Gauf3-Filter einzusetzen. Dieses Modell nennen wird Rational-LES mittels Konvolution

2 2
& gs * <5Vu : VuT> , h ~ g * (5v0 : VuT) . (3.24)
2y 2y

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Modelle basieren nur auf den einfachsten Ansitzen
zur Approximation des Filters mit zweiter Ordnung und lassen sich auf héhere Ordnun-
gen erweitern. Ein Vorteil dieser Verfahren ist, dass sie sich systematisch herleiten lassen
und keine unbekannten Tuning-Parameter enthalten. Andererseits zeigt das unterschied-
liche Verhalten des Taylor- und Rational-LES Ansatzes, dass eine Modellbildung nicht
allein auf Konsistenzeigenschaften beruhen kann.

3.4.4 Das Lilly-Eidson Modell

Statt auf einer systematischen Approximation der residualen Terme kann ein Turbulenz-
modell auch auf dem Ziel basieren, das Kolmogorov-5/3-Gesetz zur Energieverteilung zu
reproduzieren. Beim Lilly-Eidson Modell wird die fehlende Dissipation auf den nicht auf-
gelosten Skalen durch das Hinzufiigen von globaler Diffusion auf allen aufgelosten Skalen
ausgeglichen. Es handelt sich wie auch bei viele RANS-Modellen um ein Wirbelvisko-
sitdtsmodell mit

N\ 1/2
vy = Cp §° max (O; D+ Pﬁrtg . V9> und o = Prylyg, (3.25)

wobei

D := y/D(u) : D(u) = [[D()| -

Das Modell vereinfacht sich fiir isotherme Strémungen mit V0 = 0 zum Smagorinsky-
Modell v, = Cgé®D. Eine Linearisierung des Wurzelausdruckes in (3.25) geméif

(D° +2)/2 ~D+ %% fiihrt auf

B
2 PI‘t

vy = max <—I/; Cps2 D! <D2 + g- VH)) , ap=Prilyp. (3.26)
Als Begriindung fiir diese Definitionen soll folgende Betrachtung dienen. Ausgehend von
Arbeiten von Lilly [46, 47] und Eidson [19] ist der gesamte Energietransfer von den
gefilterten zu den residualen Skalen P? durch

PO

r

—7":D(u) — Bg-h
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gegeben. Das Turbulenzmodell ersetzt die Dissipation ¢ auf den nicht aufgelosten Skalen.
Da die Energie fast ausschliefSlich im nicht aufgelosten dissipativen Bereich dissipiert
wird, soll € ~ P? gelten. Mit der Definition (3.26) ist

e — 9, D? — 905D (192 21@ . )pZ

= 2[Cp7D] D 4 5 ZE T

g- V.

Dabei handelt es sich unter Verwendung der Wirbel-Viskositdts- und der Gradienten-
Diffusion-Annahme um eine konsistente Approximation an Pf . Wegen des Zusammen-
hangs zwischen (3.26) und (3.25) gilt dies entsprechend auch fiir (3.25).

Die noch unbestimmten Parameter werden von Eidson in [19] mit Cr = 0.0441 und
Pr; = 0.4 angegeben. Zur Festlegung dieser Parameter wird auch das Kolmogorov-
Gesetz verwendet, um die Dissipation € zu bestimmen. Vergleiche mit dynamisch be-
stimmten Parametern zeigen eine gute Ubereinstimmung mit den konstanten Werten

[58).

3.4.5 LES mittels VMS-Turbulenzmodellen

Beim Lilly-Eidson Modell wurde die spektrale Verteilung der Dissipation nicht
beriicksichtigt. Dadurch findet ein nicht unerheblicher Teil der Dissipation auch auf
den groflen Skalen statt, was dazu fithrt, dass das Modell hdufig zu dissipativ ist. Dies
ist insbesondere dann der Fall, wenn es sich um nur wenig turbulente oder sogar lami-
nare Stromungen handelt. Solche Strémungen sollten nur wenig vom Turbulenzmodell
beinflusst werden. Es liegt also nahe, wie bei den anti-aliasing Techniken spektraler Ver-
fahren, nur den hochfrequenten Anteil der diskreten Losung zu verindern. Wir werden
die Dissipation auf den kleinen aufgelosten Skalen erhéhen, um die fehlende Dissipation
der nicht aufgelosten Skalen auszugleichen. So erzeugen wir einen kiinstlichen dissipa-
tiven Bereich, der innerhalb der Auflosung der Diskretisierung liegt. Falls nur wenig
Energie auf diese kleinen aufgeldsten Skalen verteilt ist, z.B. bei laminaren Stromungen,
so hat auch das Turbulenzmodell nur einen kleinen Einfluss auf die Losung.

Fiir die verwendeten Finite-Elemente Réume miissen wir daher eine Moglichkeit schaf-
fen, die aufgelosten Skalen in zwei Bereiche zu zerlegen. Da wir die Fluktuationen des
Deformationstensors der Geschwindigkeit und des Gradienten der Temperatur erfassen
wollen, benotigen wir Grobraume Ly, M mit entsprechender Dimension

{0} CLp CL:={(ly) € [L* P | Ly = L}, (3.27)
{0} C My C M := [L2(Q)]>. (3.28)

Fiir die Zerlegung werden wir L2-orthogonale Projektionen verwenden

YW:L—sLycL, 1% :M-—-MycM.
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Diese sind wie iiblich durch I1%(Du) := G und I1%,(V6) := F mittels folgender Variati-
onsgleichungen definiert

(G — Du, LH) =0, VLyg€eLyg und (F — VQ,MH) =0, VMgxe Mgpg. (329)

Definition 3.6 Mittels der oben definierten Projektionen IIY%, Hleq auf die Grobraume
Ly, My seien die Fluktuationsoperatoren

by =1, =1 L= L, Ko =Ty — I - M — M), (3.30)
definiert.

Zur Turbulenzmodellierung fithren wir folgende SGS-Modellterme (subgrid-scale)

> vk (ku(Dug), ku(Dvy)) i > ok (ko(VOn), ko(Vin)) g (3.31)
KeTy, KeTy,

mit zellweise konstanten turbulenten Viskositdtsparametern V}‘Q,a% ein. Da die Fluk-
tuationsoperatoren £, /g nicht mit den Gradienten kommutieren, entsprechen diese Mo-
dellterme nicht Diffusionstermen. Das lasst sich jedoch unter einer Zusatzannahme an
Lz, My durch Einfithrung einer speziellen elliptischen Projektion reproduzieren. Fiir
die Grobraume gelte

Ly CDVy, My C V6Oy, (3.32)
dann gibt es elliptische Projektionen IT% II?, die durch
I} (Duy,) = D(I"wy),  1%(V6,) = V(I1°0,).
definiert sind. Damit lassen sich die Fluktuationsterme umstellen:

ku(Duy) = I (Duy) — [T} (Duy) = Duy, — D(IT*wy) = D((T - 11")(uy)),
ko(VOy) = 1L(V0y,) — 1% (V) = VO, — V(II°0,) = V(T —T1%)(6),)).
Unter der Annahme (3.32) koénnen die SGS-Modellterme also tatséchlich als Diffusi-

onsterme aufgefasst werden. Doch auch ohne die Inklusion lisst sich wegen der lokalen
L?(K)-Orthogonalit#it der Projektion jedoch feststellen, dass

Z V};H’fu(]])uh)”iz(]() = Z Vljg (HDuhHiQ(K) - HH%I(Duh)HiQ(K))
KeTy, KeTy

1 (D) [
= > i |1- | D ey = D S D[
KeTh HD“hHm(K) KeTh

mit 1)M5 > 0. Der Modellterm hat auf die Gesamtenergiebilanz also den gleichen Ein-
fluss wie ein Diffusionsterm mit reduzierter turbulenter Viskositét I/XMS. Diese Redukti-
on ist jedoch von der spektralen Verteilung der Energie abhéingig. Fiir glatte Losungen,
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bei denen keine Energie in den kleinsten aufgelosten Skalen steckt, geht VXMS / V}; — 0.
Dies ist ein entscheidender Vorteil z.B. gegeniiber dem Smagorinsky-Modell, da sich
das Turbulenzmodell fiir laminare Stromungen automatisch ausschaltet. Bei turbulen-
ten Stromungen wird das Turbulenzmodell durch die in den kleinen aufgelosten Skalen
steckende Energie aktiviert. Daher werden wir die SGS-Modellterme (3.31) auch ohne die
Inklusion (3.32) verwenden, wodurch wir gréBere Freiheit bei der Wahl der Grobréume
erhalten.

Fiir die turbulenten Viskositétsparameter vk, al. werden wir wieder die Formeln (3.25)

verwenden. Die Konstante C'r muss jedoch neu bestimmt werden und héngt von der
Diskretisierung und den verwendeten Grobrédumen ab. Fiir die hier verwendeten Modell-
terme wurde in [62] die Analysis von Lilly [47] erweitert. Wir zitieren das Resultat:

4 \3/2 ko \ 473 —3/2
Cp=|-— —[1-[— :
o= (o) = (- (5)
Bei K handelt es sich um die Kolmogorov-Konstante, deren Wert in [68] mit Daten
aus einer Vielzahl von Experimenten mit Ko ~ 1.53 bestimmt wurde. Bei k. und ky
handelt es sich um Auflésungswellenzahlen fiir die Diskretisierung und die Grobréume.
Der Quotient beschreibt also den Anteil der aufgelosten Skalen, die auch vom Grobraum
aufgelost werden. Fiir die numerischen Simulationen werden die in [62] bestimmten Werte
verwendet.

Bemerkung 3.2 Die SGS-Modellterme (3.31) wurden bereits unter der Bezeichnung
Gradienten-basierte Stabilisierung durch lokale Projektion als Stabilisierungsterme fiir
das Oseen-Problem (eine Linearisierung der Navier-Stokes-Gleichungen) und fiir skala-
re Konvektions-Diffusions-Probleme verwendet [55, 51]. Da es sich dort nicht um Tur-
bulenzmodelle handelt, wird zur Bestimmung der Parameter 1/17; und aﬂ eine a-priori
Fehlerabschétzung verwendet, die durch die Wahl der Parameter optimiert wird.

Das vollstdndige Modell fiir nicht-isotherme turbulente Stromungen mit VMS-
Turbulenzmodell lautet wie folgt.

Oberbeck-Boussinesq-Modell mit VMS-Turbulenzmodell:

(8tuh,vh) + (21/ Duh,ID)Vh) + bs(up, up, vp)
— (prs V- Vi) + (BOrg, vi)

+ Z [VIT( (ﬁu(Duh), mu(Dvh)) + VK (V -uy, V- vh)] = (f,vh), (3.33)
KeTy

(V- un,qn) =0, (3.34)
(0¢6h, vn) + (VO Vi) + cs(ap, O, ¥p)
+ Y ke (ro(VO), ko (Vebn)) = (Q,0n).  (3.35)

KeTy
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3.5 Die Implementierung der SGS-Modellterme

Die Multiskalen-Diffusionsoperatoren lassen sich auf verschiedene Weisen implementie-
ren. Wir betrachten dazu exemplarisch den Fall fiir die Temperatur. Fiir die Geschwin-
digkeit kann vollig analog vorgegangen werden. Ziel ist also die Implementierung von

> ok (k0(V0h), ko ().
KeTy

Wir nutzen dazu die Definition (3.30) von sy und die Definition (3.29) von 119 (V@p,).
Damit ersetzen wir in (3.35) zunéchst

> ok (ko(VOh), ko(Von)) o = Y @i (VO Vi) o — v/ ok (F, Vibr)
KeTh KeTh
und fiigen die Variationsgleichung der zellweise skalierten L2-Projektion
> (F - a{(veh,MH> =0, VYMpygeMy (3.36)
KeTy, K

zum System (3.33) bis (3.35) hinzu. Die turbulente Viskositdt wurde dabei auf beide
Gleichungen verteilt, um den folgenden Schritt zu vereinfachen. Fiir die Anwendung des
Ritz-Galerkin-Verfahrens, wird eine Basis von My mit der Dimension ny 5 := dim(Mpg)
benétigt:

My = spam{@zC | k= 1,...,n97H}.

AuBerdem verwenden wir noch die Basis ; von @}, zur Definition der Matrizen

MG,H = [(Elagk)g}kl € R".5""0.H

D9 = [ Z Oﬂl; (ijv sz)K € Rnexng?
KeTy, 7,7

Ty, = Z \ ok (ij,fk)K € R™0.5"",
KeTh k,j

Die durch diese Matrizen beziiglich der gewihlten Basen dargestellten Operatoren bilden
die Rdume folgendermafien ab:

My - My — My, Dy : Q) — Q3 Ty : Q) — My, T, My — Q;.

Das System (3.33) bis (3.35) und (3.36) lautet dann in Operator- bzw. Block-Matrix-
Form:

M, 0 0 0\ [u, £ Ay (up) C BT 0 uy,
0 Mg 00|16, | _[Q]_ 0  Ag(wp)+D, 0 T, 05,
0 0 0 0]|p, 0 B 0 0 0 Ph
0 0 00/ \F 0 0 ~T, 0 Myy,) \F
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Kapitel 3: Turbulenzmodellierung

Da My ein Ansatzraum fiir Gradienten der Temperatur ist, hat dieses System jedoch
eine wesentlich gréBere Dimension als das urspriingliche System (2.21). Wegen der In-
vertierbarkeit der Massematrix M, ;; ldsst sich F jedoch eliminieren, so dass wir das
System

M, 0 0\ [u, f Ay (up) C BT\ /uy,

0 My o6, ]=(0]- 0 Ag(up) + Dy — T My T, 0 On

0 0 0/ \p, 0 B 0 0 Ph
(3.37)

mit der gleichen Dimension wie (2.21) erhalten. Im Produkt TG—r M, HT0 wird auch die
turbulente Vlsk081tat wieder zum richtigen Wert quadriert. Dy kann durch Abindern
von a — a + ok i effizient direkt in Ay berechnet werden.

Die einzige Chance M, }I effizient zu berechnen, besteht in der Wahl eines unstetigen
Ansatzraumes fiir M y. Dann handelt es sich bei MQ9 g und Ty um Blockmatrizen und das
Produkt Te—r M, HT9 kann zellweise berechnet werden. So kann das System (3.37) explizit
in Matrixform aufgestellt werden. Die Vorgehensweise fiir den anderen Modellterm ist
vollig analog.

3.6 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurde die Notwendigkeit eines Turbulenzmodells fiir turbulen-
te Stromungen begriindet und unterschiedliche Ansétze zur Turbulenzmodellierung
vorgestellt. Die Konstruktion und Details zur Implementierung eines neuen VMS-
Turbulenzmodells fiir das Oberbeck-Boussinesq-Modell wurden ausfiihrlich dargestellt.
Im néchsten Kapitel folgt eine a-priori Fehleranalysis fiir dieses Modell. Die Wahl der
Grobraume Ly,Mpy und der Filterweite § wird erneut im Anschluss an die Fehler-
abschétzung diskutiert und spéter in numerischen Experimenten untersucht.
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Kapitel 4

Analysis zum semi-diskreten
Problem

Das Ziel dieses Kapitels ist eine a-priori Fehlerabschétzung fiir das rdumlich diskretisierte
Oberbeck-Boussinesqg-Modell mit VMS-Turbulenzmodell. Fiir das isotherme Problem ist
eine dhnliche Analysis fiir global konstante Turbulenzparameter in einer Arbeit von John
[38] zu finden. Ebenfalls fiir das isotherme Problem wurde diese Fehlerabschétzung in [63]
auf nichtlinear von der Losung abhéngige Turbulenzparameter erweitert. Die folgenden
Resultate wurden zur Verdffentlichung in Mathematical Models and Methods in Applied
Sciences eingereicht und im Mai 2011 akzeptiert [53] und sind in einer Kurzfassung in
den Proceedings zur BAIL 2010 [54] erschienen.

Wie in Abschnitt 2.1 kénnen wir auch bei der diskreten Variationsformulierung (3.33)
bis (3.35) zu einer reduzierten Variationsformulierung fiir up, 0y, : [0,7] — Zp x Oy
iibergehen:

(Opup,zn) + (2v Duy, Dzy) + ((up - V)ug,zp) + (80, z1)

+ Z [VIT;(KH(DU]L),K“(DZ}L)) —i—'yK(V -uy, V- Zh)] = (f,vh), (4.1)
KeTh,
(040, ¥n) + (V0 Vibr) + ((ap - V)0, ¥p)
+ Z g (ko(VOh), ko(Vibn)) = (Q, ¥n) (4.2)

KeTy

fiir alle ¢ € [0, 7] und beliebige Testfunktionen z;, € Zy, 1y, € O. Wir werden zunéichst
aus diesen Gleichungen eine Fehlerabschitzung nur fiir das Geschwindigkeitsfeld u;, und
die Temperatur 6;, herleiten.
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Kapitel 4: Analysis zum semi-diskreten Problem

4.1 Vorbereitungen
Wir beginnen in diesem Abschnitt mit einigen elementaren Ungleichungen, die im Verlauf
dieses Kapitels wiederholt verwendet werden.

Lemma 4.1 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) Es sei V' ein Hilbert-Raum mit
dem Skalarprodukt (-, ), dann gilt

(u, )y < lullyl[olly (4.3)

fir alle u,v € V. Ein Abschéitzung der dualen Paarung ergibt

(w, V) y = (R(w), )y < [RW)ly llvlly: = llwlly[lvlly (4.4)

fir alle w € V*, v € V. Dabei ist R : V* — V der isometrische Rieszsche Darstellungs-
operator.

Lemma 4.2 (Youngsche Ungleichung) Es seien p,q € (1,00) mit 1% + % =1 und
€ > 0 beliebig, dann gilt

—q/p
ab < Cap + €
b q

b (4.5)

fiir alle a,b > 0.

Die Youngsche Ungleichung werden wir zur Zerlegung von Produkten aus
Diskretisierungs- und Interpolationsfehlern einsetzen. Eine geeignete Wahl von e wird
dabei eine wichtige Rolle spielen.

Lemma 4.3 (Friedrichsche Ungleichung) Es sei 2 C R? ein beschriinktes Gebiet
mit Durchmesser diam(Q2) = D < oo, dann gilt

||UH0 < CFHVUHO = CF‘U|1 (4.6)

fiir alle v € HZ(Q) mit Cp < 2D.

Da die Variationsgleichungen keine Kontrolle iiber die Fehler in der L?-Norm liefert,
konnen diese Terme mittels der Friedrichschen Ungleichung iiber die Seminorm ab-
geschéitzt werden.

Lemma 4.4 (Kornsche Ungleichung) Es gibt eine nur vom Gebiet 2 abhingige
Konstante Ckorn, so dass

IVul| < Ckom|[Dul (4.7)
fiir alle u € H(Q) gilt.

Fiir die Konvektionsterme zitieren wir aus [43] die Teile (e) und (f) des Lemma 2.2.
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4.1. Vorbereitungen

Lemma 4.5 Das Gebiet Q C R? erfiille die starke Lipschitzbedingung von Adams (siche
Seite 66 in [1]). Die Trilinearform b(-,-,-) entspreche der konvektiven Form b = b,
der konservativen Form oder der schiefsymmetrischen Form b = bs. Dann gelten die
Abschétzungen

(€) [b(w,u,v)| < C[[Vwll,|[[Vullo[[Vvlo, (4.8)
(£)  [o(w, u,v)| < Clwly "IV w5 Vullo[| Vv (4.9)

fiir alle w,u,v € V mit 0 < s < 1 fiir die Raumdimension d = 2 und s = % fiir d = 3.

Diese Abschétzungen basieren im Wesentlichen auf der Holderschen Ungleichung und
Sobolevschen Einbettungssétzen.

Korollar 4.6 Die Abschétzungen lassen sich mit Hilfe der Korn-Ungleichung (4.7) in
die im Folgenden benétigte Form bringen:

1 1
b(w, u, )| < Cral|wl|3 [Dwl|g [Dullo[ DV, (4.10)
b(w. u,v)| < Cul[Dw]lo|[ Dy [ Vv ],. (4.11)

Waihrend die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung zellweise angewendet werden kann und
die Resulate somit lokal sind, handelt es sich bei der Friedrichschen und der Kornschen
Ungleichung um globale Abschitzungen, die sich wegen der Verwendung von Randbe-
dingungen nich lokalisieren lassen.

Im Folgenden zitieren wir die Gronwallsche Ungleichung in einer fiir die folgenden Un-
tersuchungen geeigneten Form. Sie wird es uns an verschiedenen Stellen dieses Kapitels
ermoglichen, implizite Abschitzungen von Ableitungen in explizite Abschitzungen zu
iiberfiihren.

Lemma 4.7 (Gronwallsche Ungleichung) Es seien g; € L'(0,7), i € {1,2,3} und
fg g1(s)ds, fg g2(s) ds stetig, nicht fallend auf [0, 7] sowie g3 nicht negativ. Auflerdem
gelte

o (llelly + llehlls) + 91 (1) < gn(®) + ga(®) ([leklla + leflly) Ve 0,7).  (412)

Dann gilt auch

t
e @)[|2 + 1e4Ollo + [ g1(s)ds
0

<o ([ astras) (et @1+ 6017+ [ amtora)

fiir alle t € [0, T, siche [60].
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Kapitel 4: Analysis zum semi-diskreten Problem

4.2 Eindeutigkeit und Stabilitdtsabschitzungen

Zur Charakterisierung der zeitlichen Regularitéit von Losungen verwenden wir die Rdume
LP(0,t; X). Diese sind definiert als

b
LP(a,b; X) = {f: [a,b] — X | f messbar, / I f(s)|[% ds < oo}
fiir 1 <p < oo und
L>(a,b; X) = {f t[a,b] — X | f messbar, ess supgciqy |1f(8)llx < oo}

fiir p = oo.
Annahme: Die kontinuierliche Lésung u, 8 und die diskrete Losung uy, 8), erfiillen fol-
gende Regularitdtsanforderungen:

dvugy € L*(0,6 HH(Q)Y), by € L*(0,t; H1(Q)), (4.13)

Dug,y € L0, L*(Q)™), Vo, € L*(0,; L*(Q)7). (4.14)

Lemma 4.8 Die Losungen uy, 0, von (4.1) und (4.2) sind unter Annahme der Regula-
ritét (4.14) eindeutig bestimmt.

Beweis: Es seien (up,6p;) fir ¢ = 1,2 zwei Losungen von (4.1) und (4.2) sowie
d, :=uy1 —up2, dg := 01 — Oh 2. Durch Subtraktion der Variationsgleichungen fiir bei-
de Losungen mit den Differenzen d,, und dy als Testfunktionen erhalten wir die Diffe-
renzengleichungen

(atdua du) + (2VDdu7]D)du) + Z |:V[7;' (Ku(Ddu)a ’fu(]D)du))K + K (V ’ dua V- du)K]
KeTy,
= _(ﬁgd% du) - bs(uh,la up 1, du) + bs(uh,27 up 2, du)
= _(/Bgd97 du) - bs(dua Up1, du)

und

(Ordy, dg) + (aVdp, Vdg) + Y afe(ke(Vdy), k(Vdy))
KeTy,

= —cs(up1,0n1,dp) + cs(up 2,02, dg) = —cs(dy, 0.1, dp).

Aus diesen beiden Gleichungen folgt mittels der Abschéitzungen aus dem vorherigen
Abschnitt

1
iatHdUHE) + VHDdqu + Z [VI:,;H"fu<Ddu>”%2(K) +7klIV - duHiQ(K)]

KeTy,
1/2 3/2 2
< Crr||Dup 1 1dully* Dy [ — DAL + Bliglllldelloldull,
270 Blell
< SR D el + =50 (ldolF + du?)
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4.2. Eindeutigkeit und Stabilitdtsabschédtzungen

und

1 1
SOl dolly + 5allVdollg + > akllka(Vo)lzz iy
KeTn

1/2 1
< Curlldullg* [Ddully* V651l Volly - 5l Vdsll3

Cir s _ Cirp 4 2 1 2
< ZHduHOHDduHOHVQh,IHo < 8a2y||V9h,1||0Hdu”o + §V|’Ddu||o-

Nach Addition beider Ungleichungen ist die Anwendung der Gronwallschen Ungleichung
moglich. Die Voraussetzungen an gs sind dank der Regularitéitsanforderungen erfiillt.
Wegen g2 = 0 und ||d,,(0)]| = ||de(0)|| = 0 folgt

t
||du<t>||3 +lde@®) g+ [ (vIDAuE + al|Vdal3) ds
0

+2 Z vicllku(Ddu) 2y + 1V - dull T2y + e limo (Vo) [ T2y | ds = 0.
KeT;,

Da alle Terme der linken Seite nicht-negativ sind folgt daraus die Behauptung uy, 1 = uy,»
und 9h,1 = 0h,2-

Bemerkung 4.1 Der Eindeutigkeitsbeweis fiir die diskrete Losung lédsst sich unter den
gleichen Regularitétsanforderungen auch fiir die kontinuierliche Lésung wiederholen.
Die Einfachheit dieses Beweises lédsst sich mit den hohen Regularitdtsanforderungen
begriinden. Da das Ziel dieses Kapitels eine a-priori Fehlerabschiatzung ist, deren
Ordnung von Interpolationsabschéitzungen abhéngt, die noch deutlich héhere Regula-
ritdtsanforderungen besitzen, stellt das an dieser Stelle jedoch keine besondere Ein-
schrankung dar.

Das folgende Korollar liefert Regularitdtsaussagen iiber die Losung, die sich aus den
Variationsgleichungen herleiten lassen.

Korollar 4.9 Die dufleren Kraftterme der rechten Seiten f,Q und die Startwerte
erfiillen

f e LY(0,t; L2(Q)%), u) € L?(Q)¢, (4.15)
Q € LY(0,t; L*(Q)), 6 € L?(Q), (4.16)

dann gilt fiir die Losung uy, ), von (4.1) und (4.2)

u, € L=(0,t; L2 (Q)9), Duy, € L%(0,t; L2(Q)49), (4.17)
0, € L>°(0,t; L*(Q)), VO, € L*(0,t; L*(Q)%). (4.18)

Diese Aussage folgt aus den Stabilitdtsabschiatzungen in den zugehorigen Normen, die
auf die beiden folgenden Lemmata aufgeteilt sind.
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Kapitel 4: Analysis zum semi-diskreten Problem

Lemma 4.10 (Energieabschiitzungen) Die diskreten Losungen uy, 6y, von (4.1) und
(4.2) erfiillen folgende Stabilitdtsabschétzungen in der Energienorm:

198 ]| Lo 0 4:22(2)) < 16311 + 1@l 110,620

= K(t,6%,Q), (4.19)
[nll Lo 0.0:22()) < [uhl]y + €1 210,022 + Callgll o K1 (6}, Q)

= Ky(t,u),f,69. Q). (4.20)

Beweis: Die Energieabschétzungen lassen sich einfach aus den Variationsgleichungen
(4.1) und (4.2) durch Verwendung von 6;, und uy, als Testfunktionen gewinnen. Es gilt

1
§3tH9hH3 +alVOul3 + D akllke(VOn) 72y = (Q.6n) (4.21)
KeT,
und

1 2 2 2 2
§atHuhHo + 2v||Duy |5 + E (VIT<HHu(Duh)HL2(K) + IV - uhHL?(K))
KeTy,

= (f — BOrg,up). (4.22)

Da die schiefsymmetrischen Konvektionsterme beim symmetrischen Einsetzen verschwin-
den, hingt die Temperaturabschéitzung nicht mehr von der Geschwindigkeit ab. Aus
(4.21) folgt wegen «, a% > 0 und mittels der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

1
§3t||9hH(2) = [16nllo B:l10nllo < (Q,6n) < [1QlollOnllo

und damit 00|, < [|Q||,- Durch Integration iiber das Intervall (0,t) folgt der erste
Teil der Behauptung. Aus der zweiten Gleichung (4.22) folgt wegen v, v, v, > 0 analog

1
53tHuhH3 = [lunllo cllanlly < (£ = B6ng, un) < (Ifllo + Bligllool16nllo) Ilanllo

und damit O|lugl|, < [If]ly + Bl8lllOrlly, woraus wiederum nach Integration iiber (0, )
und unter Verwendung der vorherigen Abschétzung der zweite Teil der Behauptung folgt.

Ahnlich zu den Energieabschétzungen lassen sich auch die Diffusionsterme und die zum
Turbulenzmodell gehoérenden Terme abschétzen.

Lemma 4.11 Fiir die diskreten Losungen up, 0y von (4.1) und (4.2) gilt:

t
VOl 20 1.2 () +/0 > akllro(VOu) 72k ds < Ku(t, 63, Q)%
KeT,

1 t
vIDun 20 120y + 2/0 > (VII;HK'U(Duh)H%?(K) + KV - uh||%2(1<)) ds
KETh

< KQ(ta u?w f7 927 Q)2
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4.3. A-priori Fehlerabschétzung fiir Geschwindigkeit und Temperatur

Beweis: Der erste Teil folgt wiederum aus (4.21) durch Integration iiber (0,¢) und Aus-
nutzung der bisherigen Abschéitzung:

t
VOl Z20.2(0) +/0 > akllro(VOn)|I72 (s ds < / (Q,0,)ds

¢
KeTh, 0

t t
< / 1Qllyl16llo ds < (£ 6. Q) / 1Qlly ds < K1 (1,63, Q).
0 0

Der zweite Teil folgt analog aus Gleichung (4.22):

t
2wl oy + | 3 (IR DU + 1V -l )
KeTy

t t
< / (F — aghh,up)ds < / £ — aghilollunlly ds
0 0

t
< KZ(U}Oufvaga Q)/O (Hf”o + aHgHooHGhHO) ds < KZ(u}waa (92, Q)2

Bemerkung 4.2 Fast identische Abschéitzungen zu Lemma 4.10 und Lemma 4.11, bei
denen lediglich die Turbulenzmodell-Terme fehlen, lassen sich auf die gleiche Weise fiir
die exakte Losung u,# aus den Variationsgleichungen (2.10) und (2.11) herleiten.

4.3 A-priori Fehlerabschitzung fiir Geschwindigkeit und
Temperatur

Zunichst seien fiir t € [0,7] die Abbildungen HHHOM([OaT}—)V)%R und
‘H’o,t : ([0,7] = ©) — R durch

2 2 2 2 2
IVl + 19116, := v @y + 10015 + 1PV 2o, 20y + NV 220,220

05 (R [} + el T+ Rl (F0) ) s
0 KeTs

definiert und darauf hingewiesen, dass es sich wegen der Abhéngigkeit der Parameter

VII;,’}/K, a% von der diskreten Losung nicht um eine Norm handelt. Die Regularitdt von
v und ¥ entspreche dabei der Regularitét der Losung (4.14), (4.17) und (4.18).

Satz 4.12 Essei u, 6 die kontinuierliche Losung von (2.10), (2.11) und uy, 0y, die diskrete
Losung von (4.1), (4.2). Weiterhin gelten alle bisher genannten Regularitédtsannahmen.
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Kapitel 4: Analysis zum semi-diskreten Problem

Dann gilt:

1 1 . . ~ 012
sllu—walls, + 516 = 6u]ls, < if - nflo, + it ([0 —8u]|y,
R EL2(0,1:Z,) 8, €L2(0,t;0},)

2704 6C
v ([ T ull+ oot + 25)gl 05

inf (||<u—ah><o>||§+||<e—éh><o>||3+ / gQ<s>ds) (4.23)

1, €L2(0,t;Zp,)
0nE€L2(0,;0),)
AR€L2(0,t:Qp)

fir alle ¢ € [0,7], wobei sich g2, wie spéter in (4.31) definiert, aus weiteren
Approximations- und Konsistenzfehlern zusammensetzt.

Beweis: Wir betrachten zuniichst beliebige Approximationen u, :[0,7] — Z; und

9 : [0,T] — Oy, der exakten Losung u,# und zerlegen die Fehler in Modellfehler e¥, ¢?

und Approximationsfehler e, €’:

u,—u=(u,—u,) — (u—1u,) = e} — €, (4.24)
9h -0 = (Gh — éh) — (9 - éh) =: ez — 69. (425)

Subtraktion der beiden Variationsgleichungen fiir u und u, mit Testfunktionen e}/ liefert

1
soullerlly +2v[Defllo + - (v |wu@edfs i + x|V - eklls )

KeTy
= (0", e}) + 2v(De” ]D)e}f) +bs(u,u,ep) — bg(uy,uy,ep) — (p— Ap, V- €})
+ > vk(x ru(Def) e — D vi (ry(Du), r, (Def)
KeTh KeTh
+ Z TK (v : Euv V- e%)K - a(gez, GZ) + Oé(gée, e%) (426)
KeTy

Wegen e}l € Zj, kann dabei ein beliebiger diskreter Druck A, : [0, 7] —> Q@ als Approxi-
mation an den exakten Druck p verwendet werden. Analog folgt fiir eh

1
sOllefllo +allVehllg + 3 ok mo(Ted)lls i
KeTy

= (0%, €)) + (VP Vel) + cs(u, 6, €f) — cs(up, 0, €d)
+ Z ok (KQ(VG ). kg (Ved) ) Z ok (K)g ﬁg(VeZ))K. (4.27)

KeTy KeTy,
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4.3. A-priori Fehlerabschétzung fiir Geschwindigkeit und Temperatur

Die Aufgabe wird zuniichst sein, alle Terme der rechten Seiten von (4.26) und (4.27)
einzeln abzuschétzen. Wir beginnen mit der Impulsgleichung und erhalten:

3C 1
(0r€”; €,) < Ckorl|Ore” || -1 () IDeplg < Eom\lateullirfl(g) + EVIIDe%H%,
v
(2vDe", Def) < 2v||De"||o||Defi |l < 2v|De|5 + 5!@8%”3-

Fiir die beiden Terme des Turbulenzmodells gilt:

T
14
S vk (ru(e), muDef) e < 3 vE D Eag + 3 L na(Def) 22

KeTy KeTy, KeTy,

T
> vk (ku(Du), ku(Def) e < Y viellru(Du) |2 ) + Z ||k (Deft) 1725
KeTy, KeTy, KeTy,

Die Terme, die die Divergenz enthalten, konnen auf zwei Weisen abgeschétzt werden,
einmal {iber den Divergenz-Stabilisierungsterm oder iiber den Diffusionsterm:

(P=AV-ef)=> (= V- el

KeTy,
< Z 1P = Anll 21V - gl 2k
KeTy,
< 1 A |2 RESTE vERRTTP;
<> lp = Anllzagey + = IV - enllzar
KeT, YK
und
(P = An, V- €j) < [lp = AnllolIV - egllg
< \/chorn”p - )‘hHOHDezHO
9012( 2 VvV 2
< FKom 1y — n )3 + 2 [ me
sowie
Dok (Ve Vel < > vkl - €llzollV - el i)
KeTy, KeTy
2 7K 2
<y [’YKHV'EUHL?(K)+THV'eZHL2(K)
KeTy
und
Z Tk (V- €,V -ep) Z YNV - €12 K)||V eh||L2(K
KeTy, KeTh
9C?2
< 3 [P 9 - g + g 19 - ez
KeT,, Korn
9C2 1 9
< Z — R ||V - 6u||L2 +ﬁy||]D>e}f||0.
KeTy,
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Kapitel 4: Analysis zum semi-diskreten Problem

Diese Abschétzungen lassen sich zu

Y . (9CE, 1 9
(p—An, V-ep) < Zmln Ty e Hp_)‘hHLQ(K)

KeT,, T
1 2 YK 2
+ EI/H]DGZHO + Z THV : e%”m(K)7
KeTy
. (9CZ, 1
Y ok (Ve Vo< S m1n< Ko, ) ViV - €I a ey
KeTy KeTn o
1 2 TK 2
+ EVH]D)e%HO + Z THV AV
KeT

kombinieren. Der Divergenz-Stabilisierungsterm fangt also die Skalierung des Approxi-
mationsfehlers des Drucks mit dem Kehrwert der kinematischen Viskositdt v ab. Fiir
YK > v entspricht das einer deutlichen Verbesserung der Fehlerabschétzung.

Die nichtlinearen Konvektionsterme der Impulsgleichung werden wie folgt zerlegt:
bs(u,u,ep) — bs(up, up, ef) = bg(u—u, + 0, —up + up,u,ep) — bs(uy, uy, — e, ep)
=bg(e", u,e}) —cs(ey,u,ep) + cs(up, u, ep) — cs(up, ap, €})

= bgs(e",u,e}) —bs(ey,u,ep) + bg(up, €, ep).
Durch diese Zerlegung wird erreicht, dass die diskrete Losung uy auf der rechten Seite

der Fehlerabschéitzung nur in Termen auftaucht, die durch die Stabilitdtsabschéitzung
bereits abgeschéitzt sind. Fiir die Abschéitzung dieser Terme werden wir

1 1
bs(w,u,v) < Crr||w||g [|Dwl|g [Dull[Dv (4.28)

aus Lemma 2.2 (f) in [43] und der Korn-Ungleichung verwenden. Der erste und der letzte
Summand bereiten keine Probleme, da sie auch den Approximationsfehler €* enthalten.
Fiir sie gilt
1 1
bs(e",u, ep) < Crrl[e|igDe"|§ [[Dullo[[Dey ]l
2
< ?)C(JHE

1
“Jlo e || o[ Dulld + VHDehHo
und

1 1
bs(up, €, ep,) < Cppllupllg [[Duslg || De”||o[[Dey o
303T

1 2
s lo IDulo[De|f + = vIDe3-
12

Problematisch ist der mittlere Term bg(ej, u,e}’) bei dem sich e}’ nicht komplett von
den restlichen Termen trennen lésst. Dieser lésst sich zumindest durch

1 3
bs(ey,; u,ej,) < Crrlle g [Dull, HDG%HS

2704
LTIID lollerlla + VHDehHO
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abschétzen. Fiir die Auftriebsterme in (4.26) erhalten wir

—B(geh.eh) + Bge’, ef) < Bligll (lleh ]l + 1<l llehllo

< Bl (el + 1ef ) + N8l peoy?

Damit sind alle Terme der rechten Seite von (4.26) abgeschétzt:

1 3 1
Lot + Solmel + 5 X (Rl enlZ g + el -kl
KeTy,
30}2{0rn u||2 w2 T u\ (|2 2
< S0 gy g+ 2D+ S VR (ImalBe ey + ImaPu) )

KeTy

. 9012(0 1 2 2 w2
—I—K; m1n< » 7’YK> (Hp—)\hHLz(K)-i-’YKHV-e ”L2(K))
h

32 : 2\, Bl o2
+ 2L (el IDelg Dl + unlpDunlpIDe ) + 2P e

27C¢
+ (il + slel ) (et +141) - 129

43

Jetzt verfahren wir fiir die Temperatur-Fehlergleichung (4.27) analog und erhalten

2
0’

2 2 1
(e, e8) <1100’ || s [IVeRllg < (100 720y + gl Ved]
1
(aVe’, Vef) < af |V | |[Veh |, < 20| Ve[ + gaHVe?LHi-

Auch die Turbulenzmodell-Terme lassen sich ahnlich abschétzen:

2 OZT 2
S ak (V) mo(Vel) o < 37 akllma(Ve) [T+ S0 “ElIma(Vel) 7oy

KeTy, KeTy, KeTy,
ol 2
> ak(ra(V0),ko(VeR)) e < D akllra(VO oy + D TKHHG(VGZ)HH(K)-
KeTy KeTy, KeTy

Den konvektiven Term der Temperaturgleichung zerlegen wir wie zuvor bei der Impuls-
gleichung

cs(u,0,¢h) — cs(ap, O, €5) = cs(€,0,¢h) — cs(eft, 0, ¢h) + cs(up, ¥, ef)
und verwenden, dass auch der skalare Konvektionsterm durch
1 1
cs(u,0,9) < Crrllullg [Dul|g VO]Vl

abgeschétzt werden kann. Wiederum liefert der mittlere Term, der zwei mal die Diskre-
tisierungsfehler enthilt, einen Term, der nicht mit der linken Seite ausgeglichen werden

63



Kapitel 4: Analysis zum semi-diskreten Problem

kann:

1 1
0 2 2 (%
cs(ep, 0, en) < Crrlleplg Deqlls IVOllol Vel

vo?

1 1 2
4 2 2 0
< IV0llollenllo + 7 IDexlly + 5l Venllo-

Die anderen beiden Terme lassen sich unproblematisch auf folgende Weise abschitzen

1 1
cs(€", 8, ¢p) < Crrlle”|lg IDe |3 VollolVerlg

3C

2
1 2
2 0
< =L wo| e IDe g + ol Vel

und

1 1
cs(up, €, ef) < Curllup g DG IV ol Vel

02 1 0.2
o, unllolurliolVeTllo + 5 liDello.

Die Zusammenfassung aller Abschétzungen fir (4.27) liefert

1 1 1 1
solletlly = gvIDet o + SallVellly + 5 D= akllra(Vellly i
KeTy
2
< =0 310y + 20 V€Nl + D ok (ko (T T2, + Ik (T0) 20 )
KeTy,

304

3C? u u 2 "
+ =L (V01 le“lloDelly + unlloliPully IV€l5) + LIVl ek 5. (4.30)

Der negative Term auf der linken Seite wird durch Addieren von (4.29) und (4.30)
ausgeglichen, wodurch sich eine Abschidtzung der Form (4.12) ergibt. Dabei sind die
Funktionen g;, i = 1,2,3 wie folgt definiert. Bei ¢; handelt es sich um einen Norm-
dhnlichen Term, der den Fehler zusitzlich zur L2-Norm kontrolliert:

g1 1= v|[Def[g +of Ve g

+ Z (ulngFau(]D)e%)

KeTh

(2),1( + VK“V : e%H(Q),K + Oﬂz;Hf”ve(Vez)Hi,K) :

Nach der Integration iiber das Intervall [0, 7] wird daraus ein Teil von ‘He}:mi T ‘[ei]‘z "
In g, sind zum einen Interpolationsfehler und zum anderen Konsistenzfehler zusammen-
gefasst. Diese bestimmen die Konvergenzordnung beziiglich der rdumlichen Diskretisie-
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rung:

6C2 4
g2 = %H@JHZ_I(Q) + 5”51569“2—1(9) + dv||De’ |2 + 4a|| V€|

" 2
+2 Y (vilra @) Fa ey + akliro (Ve 7))
KeTy,

+2 Y (vEllra(Dw) | Fagr + aklina(V0) 32 ) )
KeT,

. (9C%E, 1 u
£2Y min (f) (Ip = Ml + VI - s
YK
KeTy,

28/gllo o2
T“’Ile ||0

6C? w w 2
+ =L (V0 e loIPe o + s lollDus ol V') - (4.31)

60?2 2 2
+ =Lz <||Du||0||e“||0||D€u||o + ||uh||0HDuhH0||D€uH0> +

Insbesondere die Konsistenzfehler des Modells in der dritten Zeile sind zu beachten.
Diese werden nicht durch die rdumliche Diskretisierung beeinflusst, sondern durch die

Turbulenzparameter V};, a% und die Wahl der Fluktuationsoperatoren k., kg.

Als letztes bleibt die Funktion gs, die in den exponentiellen Term der Gronwallschen

Ungleichung eingehen wird:

_ 270y
203

4 6C 4
g3 : [Dulfy + W“VQHO + 208l o0 -

Die dritten Potenzen der Viskositdten im Nenner sorgen fiir eine praktisch geringe Aussa-
gekraft der Fehlerabschiitzung, lassen sich jedoch durch eine Analysis der hier gezeigten
Art nicht vermeiden.

Um den Beweis des Satzes abzuschliefen, miissen noch die Voraussetzungen von Lem-
ma 4.7 gepriift werden. Die Monotonie und Nicht-Negativitit sowie die L'-Regularitit
fiir die meisten Terme sind offenbar erfiillt. Fiir die Regularitit von gs hatten wir ent-
sprechende Regularitdtsannahmen an die Losung gestellt. Lediglich die Terme aus den
Abschétzungen der Konvektionsterme miissen gesondert betrachtet werden. Diese wer-
den wir mit Hilfe der a-priori Stabilitdtsabschéitzungen aus den Lemmata 4.10 und 4.11
sowie den Regularititsannahmen an De* und Ve? abschiitzen. Es gilt

t
2 2
/0 [[anloDunlo/De(lg ds < lunll Lo (0,122 (0) PRI L2 (0,122 (0) P [ Te 0,1:22(02)) < 005
t
2 2 2
/0 [[Dul[g]l€*[]olDe*||g ds < CFCKornHDU||L4(O,t;L2(Q))||]D>EUHL4(O,t;L2(Q)) < 09,
! 02 012
[ o Duplo[[Veollp < llanll poo 0,22 ) PR L2 (0,422 (20) VE I 240,122 (02)) < 005
0

t
/O V813l loIDe llg < CrCriomll VO Ta(0,1:22() 1D I T (04522(2)) < 00
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Als Zwischenresultat erhalten wir so aus dem Gronwallschen Lemma,

Jeill + [0 < o0 ([

27CfT

Il + 555 vy + 281l )

(et + Ikl + [ saas).

wobei wir go aus (4.31) nicht noch einmal wiederholt haben. Die Behauptung folgt damit
unmittelbar aus

2 2
Jlw = walls, + 1[0 = 0llG, < 2lle . + 20 No,, + 2llek M, + 20lefl-

In die Fehlerabschétzung konnen Interpolationsoperatoren eingesetzt werden, die eine
konkrete Approximationsordnung in h liefern. Eine ausfiihrlichere Diskussion der Feh-
lerabschéitzung folgt am Ende dieses Kapitels.

4.4 Abgeleitete Fehlerabschitzung fiir den Druck

Zu der diskreten Losung uy, 6y, von (4.1), (4.2) ist aufgrund der inf-sup Bedingung durch
(3.33) auch der Druck pj, eindeutig bestimmt. Wie wir im vorherigen Abschnitt gesehen
haben, hingt die Fehlerabschitzung fiir die Geschwindigkeit uy und die Temperatur 6y,
aber nicht vom diskreten Druck py, sondern von einer beliebig wéhlbaren Approximation
An an p ab. Da aber auch der diskrete Druck fiir die Auswertung von Strémungen eine
wichtige Grofle ist, sind wir ebenfalls an einer Fehlerabschitzung fiir p, interessiert.

Satz 4.13 Fiir den zur diskreten Loésung up,0; gehdrenden Druck pp gilt die Fehler-
abschétzung

V3\?
lp = pull72 (0,622 §2(1+b> inf ||p = Bl 220412y + Culll = uhH\Ot
PhEQR

14
+ ﬁ”at(u - uh)H%Q(O,t;H—l( + QBQC%HgHz HH B th; (0,t;L2(Q))

31 [T R g ds (432

KeTy,

fur alle t € [0, 7] mit

Cr([Dullo + rDunoP) .

— v +3 VK
max ( v+ II(nea%(L{yK Vit + ,

b2 s€[0,t]

Beweis: Wir zerlegen p — pp, = (p — pn) + (Pr, — pr) in einen Approximations- und einen
Diskretisierungsfehler. Diese Zerlegung und die inf-sup Bedingung (2.20) verwenden wir
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fiir die folgende Abschitzung:

(Ph — Pn, V - V3)

bllpn — pllo < bllpn — Brllo + bllDr — pllg < +bllp — Pl
IVVhllg
(ph =0,V -v)  (P=Pn, V- Vp) _
+bllp — pal|
IVVhllg IVVhllg ’
(pn =P,V - vp) ~
+ b+ V3)llp = Ballo.
INAZAITS °
Durch Umstellen und Quadrieren der Ungleichung erhalten wir
2(p, —p, V- vp)? < ﬂ)Q _ .
2 h ) 2
- < +2(1+ — — VDh € Qh. 4.33
P — pllo PIVvalE I A P € Qn (4.33)

Um den verbleibenden ersten Term abzuschétzen, bilden wir die Differenz der beiden
Variationsgleichungen (2.4) und (3.33) fiir u und uy,. Dabei verwenden wir zur Abkiirzung
die Definitionen e, := u;, — u und ey := 6, — 6 und erhalten

(Orew, vp) + 2v(Dey, Dvy) + bs(up, up, vy) — bg(u, u, vy) + S(geg, vi)

+ Y (1 (V- 0w Vo v + vk(ru(Dey), Dvy) + vk (o (D), D))
KeTh

=(ph —p,V-vy). (4.34)

Die beiden konvektiven Terme werden zunédchst umgestellt und dann erneut die
Abschétzung (4.11) aus Lemma 2.2 in Ref. [43] verwendet

bs(up, up, vy) — bs(u,u,vy)
= bg(up, up, vy) — bs(u,up, vy) + bs(u, up, vi) — bg(u, u, vy)
= bs(eu, un, vi) + bs(u, ey, vi) < Crr([|Duyg ||y + [[Dufly) [Dew oIV vello-

67



Kapitel 4: Analysis zum semi-diskreten Problem

Damit ldsst sich folgende Abschéitzung bilden

(ph—P7V'Vh)< 1
Vvl ~IVvallg

[(8te1u vi) + 2v(Dey, Dvy) + B(geg, vi)

+bs(up, up, v) — bs(u,u, vy) + Z Vi (V-eu, Vvy) g
KeTh,

+ Z V};’ (’iu(Deu)»Dvh)K‘F Z 7/11; (KU(DU),Dvh)K
KeT, KeTy,

1
= Tovillo rllo
+Bllgll . lleello[[vally + Crr(IDunlly + [Dullg)Dewllo Vvallg

> (VK)Q||V'eu||%2(K)HV‘Vh||o

1010w+ |75l + 20 D D,

KeTh
> (V) Iku(Den) |22 ) IDvall,
KeTy
S (WE)? ka1 720 DVl
KeTy

< ll0eull -1y + 2v[[Deully + BCr 8]l ool

+ Cur(|Dunllo + [Dullg)Dedlly + | D 3 (vk) IV - eullfaey
KeTs

Z vic) |"@u (Dey) ||L2 Z |"€u Du)||L2(K
KeTy, KeTy,

Diese konnen wir quadrieren

—p,V-vp)?
(pr =P,V - Vi) < [|OreullFr-1(q) + 43| Deul|, + B2CE|g]|2, ||eol|;

7|Vval
+ CEr(IDuglly + [IDull)[Deulff + > 3 (vx)* IV - eull 7oy
KeT,
+ 3 () Ima@en)Zagey + S () llru(Du) |2 )
KeTy, KeTy,

und in (4.33) einsetzen. Nach Integration iiber das Intervall [0, ¢] folgt die Behauptung.

4.5 Diskussion

Die beiden Fehlerabschétzungen (4.23) und (4.32) basieren auf besten Approximationen
in den Rdumen Zj,, ©,, und (},. Diese konnen durch das Einsetzen von Interpolationsope-
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ratoren nach oben abgeschétzt werden. Fiir Z;, muss dabei die Interpolation von u die
diskrete Divergenz-Bedingung erfiillen. Details zu einem entsprechenden Interpolations-
operator wurden in Abschnitt 2.3.3 behandelt. Auflerdem treten in den Abschitzungen
die vom Turbulenzmodell verursachten Konsistenzfehler

Y vilsuDu)lfZay wnd Y agellwo(VO)| 72
KeT, KeT,

auf. Da die Fluktuationsoperatoren r, /9 durch Projektionen auf Grobréume definiert
sind, spielt hier die Interpolationseigenschaft der Grobridume eine wichtige Rolle. Han-
delt es sich bei diesen um Ansatzriume mit niedriger polynomieller Ordnung, miissen
die turbulenten Viskositatsparameter V}; und aﬂ proportional zu einer entsprechenden
Potenz der Gitterweite h sein.

Korollar 4.14 Fiir den Fall £ > 2 und

Vi X Qn % O = [Qrn]? X Q1.1 X Qg
i is T T 2
Ly = [le—s%,h]dXda M, = [le—b%,h]da Vi, o ~ h

erhalten wir unter der Annahme (u, p,6)(t) € [WF+12(Q))4 x Wk2(Q) x WkTL2(Q) fiir
alle t € (0, 7] die Fehlerordnung O(h*¥).

Der exponentielle Term in (4.23) beinhaltet keine Diskretisierungsfehler, sondern aus-
schliefllich die Parameter und die Losung des kontinuierlichen Problems. Ein exponenti-
elles Anwachsen des Fehlers kann jedoch nur fiir einen beschriankten Zeitraum zu Beginn
der Rechnung gelten, da zusétzlich schirfere Stabilitdtsabschidtzungen bewiesen wurden
(siehe Lemmata 4.10 und 4.11), iiber die der Fehler mittels der Dreiecksungleichung
ebenfalls abgeschéitzt werden kann.
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Kapitel 5

Die zeitliche Diskretisierung,
Linearisierung und Entkopplung

Im vorherigen Kapitel wurde das Oberbeck-Boussinesq-Modell durch ein Finite-
Elemente-Verfahren rdumlich diskretisiert. Das resultierende Anfangswertproblem mit
algebraischen Nebenbedingungen erfordert spezielle Sorgfalt bei der zeitlichen Diskreti-
sierung, da sonst Probleme bei der Einhaltung der Nebenbedingungen und der Appro-
ximation der algebraischen Variablen auftreten.

Ziel dieses Abschnittes ist es, eine Auswahl bekannter Verfahren mit moglichst guten
theoretischen Eigenschaften zu treffen und modular zu implementieren, um diese dann
numerisch genauer zu untersuchen. Insbesondere sollen Verfahren verschiedener Famili-
en mit unterschiedlicher algorithmischer Komplexitéit verglichen werden. Ein wichtiger
Punkt wird die Behandlung der Nichtlinearitdt im Gleichungsmodell sein.

Um nicht durch die Notation des Oberbeck-Boussinesq-Modells abgelenkt zu werden,
werden wir in diesem Abschnitt die in der Literatur gingige Notation fiir gewdhnliche
Differentialgleichungen verwenden. Dabei bezeichnen die Vektoren y = y(t) € RF,
z = z(t) € R! die Losung des Anfangswertproblems und ¢ weiterhin die Zeit. Bezogen auf
die Finite-Elemente-Diskretisierung des Oberbeck-Boussinesq-Modells handelt es sich
meist bei y um die Koeffizienten der Basisfunktionen fiir das Geschwindigkeitsfeld und
die Temperatur, wihrend z die Koeffizienten der Basisfunktionen fiir den Druck enthélt.
Wir haben also die Funktionenrdume verlassen und arbeiten im reellen Standardvektor-
raum.
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5.1 Differentiell algebraische Gleichungen

Differentiell algebraische Gleichungen (differential algebraic equation, DAE) sind allge-
mein Gleichungen der Form

F(t,y,y') =0,

wobei OF /0y’ singulir sein kann. Da DAEs in dieser allgemeinen Form schwierig analy-
tisch zu untersuchen sind, werden wir die Betrachtung auf fiir unsere Zwecke ausreichende
semi-explizite Gleichungen einschréanken.

Definition 5.1 Eine differentiell algebraische Gleichung in semi-expliziter Form ist
durch

y/ = f(t7y’ Z)? (51&)
0=yg(tvy,z) (5.1b)

und Anfangsbedingungen y(0) = yo, 2(0) = zo gegeben. Die Anfangswerte yo, zo nennen
wir konsistent, falls 0 = ¢(0, yo, z0) gilt.

Differentiell algebraische Gleichungen entstehen hiufig als Grenzproblem eines singulér
gestorten Problems (singular perturbation problem, SPP), bei dem ein kleiner Parameter
€ gegen Null geht:

yl = f(t7y7 2)7 (523‘)
ez’ = g(t,y, 2). (5.2b)

Diese Sichtweise trifft physikalisch nicht auf unser Problem zu, kann aber zur Konstruk-
tion von Verfahren genutzt werden, siehe dazu die kiinstliche Kompressibilitdts Methode
(Artificial Compressibility Method) in Ref. [13].

Zur numerischen Behandlung des Oberbeck-Boussinesq-Modells werden wir auf zwei
spezielle Typen von differentiell algebraischen Gleichungen eingehen.

Hessenberg Index-1 DAE

Zusitzlich zu der Standardform fiir semi-explizite DAE (5.1) gelte folgende Annahme:
9:(t,y, 2) ist invertierbar in einer Umgebung der Losung. (5.3)

Dann handelt es sich bei (5.1) um eine semi-explizite Hessenberg Index-1 DAE.

Zur Uberpriifung des Index kénnen wir die zweite Gleichung nach der Zeit differenzieren
und erhalten 0 = g; + g, oy’ + g. © 2/, was sich unter der Annahme (5.3) zu

Z =g o(gr+gyoy) (5.4)
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umstellen lidsst. Wir erhalten also durch einfache Differentiation eine explizite
gewOhnliche Differentialgleichung, es handelt sich demnach um eine differentiell alge-
braische Gleichung mit dem Index 1.

Mit der Annahme (5.3) und dem Satz tiber implizite Funktionen lésst sich z = G(y) lokal
eindeutig bestimmen und einsetzen. So lasst sich die differentiell algebraische Gleichung
als gewohnliche Differentialgleichung im Zustandsraum

y/ = f(tv Y, G(y)) (55)

formulieren. Darauf konnen beliebige Zeitdiskretisierungsverfahren angewendet werden.
Dieser indirekte Zugang ist fiir numerische Verfahren nicht immer empfehlenswert, da
z.B. Probleme auftreten konnen, wenn z = G(y) nicht hinreichend genau gelést werden
kann bzw. aufwendig zu berechnen ist.

Exemplarisch betrachten wir an dieser Stelle den Fall von Dirichlet-Randbedingungen.
Dazu bezeichnen wir die auf dem Dirichlet-Rand liegenden Freiheitsgrade mit z und die
vorgegebenen Randwerte mit zp. Die Randbedingung lautet dann

0=2z(t) — z(t) =: g(t, 2) =: g(t,y, 2). (5.6)

Es ist also g, = Id., g, = 0 und folglich vereinfacht sich (5.4) zu 2z’ = z,. In diesem
einfachen Fall ist z = G(y) = 2, was keinen zusétzlichen Aufwand zur Bestimmung
von G erforderlich macht. Wir werden daher Zugang (5.5) fiir die Einarbeitung von
Randwerten verwenden und Variablen, die zu Freiheitsgraden auf dem entsprechenden
Rand gehoren, nicht weiter in der Notation berticksichtigen.

Bei der Implementierung von Finite-Elemente-Software bleiben Randwerte h&ufig als
Komponenten der Vektoren von Freiheitsgraden erhalten. Es sei daher darauf hinge-
wiesen, dass bei jeder Auswertung von f korrekte Randwerte verwendet werden miissen
und z.B. zeitliche Extrapolationsformeln fiir diese Freiheitsgrade nicht verwendet werden
diirfen, ohne mogliche Ordnungsreduktionseffekte zu beriicksichtigen.

Hessenberg Index-2 DAE

Definition 5.2 Wir fordern jetzt, dass die Nebenbedingung unabhéngig von den alge-
braischen Variablen ist, die DAE also von der Form

y/ - f(tvy7 Z), (57&)
0=g(t,y) (5.7b)

ist. Zusatzlich nehmen wir an:

gy(y) o f2(t,y, 2) ist invertierbar in einer Umgebung der Losung. (5.8)
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Dann handelt es sich bei (5.7) um eine semi-explizite Hessenberg Index-2 DAE. Wieder
differenzieren wir die zweite Gleichung, um den Index zu bestimmen:

0=gy(t,y) oy + gt = gy(t,y) o f(t,y, 2) + ge(t,y).

Diesmal ergibt sich im ersten Schritt noch keine Differentialgleichung fiir z. Durch er-
neutes Differenzieren erhalten wir aber unter anderem den Term g, (¢,y) o f(¢,y, z) 0 2/,
den wir unter der Annahme (5.8) durch Multiplikation mit (g, o f.) ™! nach 2’ umstellen
konnen, um eine explizite gewohnliche Differentialgleichung zu erhalten. Die differentiell
algebraische Gleichung hat also den Index 2.

Ubertragen wir die Notation dieses Kapitels auf das Blocksystem (2.21), so erhalten
wir g, = BT = divj, und f, = M;'B = grad,, die diskreten Divergenz- und Gradien-
tenoperatoron. Das Produkt divy, o grad;,, = BT M, ' B = A}, entspricht einer gemischten
Diskretisierung des Laplace-Operators Ay, : Qn — Qp*. Wegen der inf-sup Bedingung
(2.20) ist Ay invertierbar und die inverse Abbildung beschrinkt. Fiir das Oberbeck-
Boussinesq-Modell handelt es sich beim Druck p also um eine algebraische Variable mit
dem Index 2.

5.2 Grundlagen der zeitlichen Diskretisierung

Gegeben sei ein Zeitgitter: tg < t1 < -+ <ty =T mit 7, = tp41 — ty. Dieses kann z.B.
als dquidistante Zerlegung des Intervalls vorgegeben sein oder wahrend der Rechnung
durch eine an einen Fehlerschétzer gekoppelte adaptive Schrittweitensteuerung erzeugt
werden. Gesucht ist eine diskrete Losung y, ~ y(t,) firn=1,...,N.

Bei Zeitschrittverfahren wird zwischen Ein- und Mehrschrittverfahren unterschieden.
Einschrittverfahren verwenden zur Berechnung von y, 1 ausschlieflich y,,, widhrend ein
k-Schrittverfahren die letzten k bekannten Werte yy, ..., yn—k+1 verwendet. Weiterhin
wird zwischen ein- und mehrstufigen Verfahren unterschieden. Ein mehrstufiges Ver-
fahren berechnet mehrere Zwischenwerte sequentiell oder durch ein gekoppeltes Glei-
chungssystem, wihrend ein einstufiges Verfahren y,41 direkt aus den gegebenen Daten
berechnet.

Fiir die Definitionen von Konsistenz- und Konvergenzordnung sowie der im Folgenden
verwendeten Stabilitdtsbegriffe und fiir weitere allgemeine Grundlagen, die hier nicht
alle wiederholt werden sollen, verweisen wir auf die umfangreiche Literatur zu diesen
Themen [3, 30, 31].

5.3 BDF- und sBDF-Verfahren

Die Backward Differentiation Formula-Verfahren (BDF-Verfahren) gehoren zur Klasse
der impliziten, linearen Mehrschrittverfahren. Es handelt sich um Kollokationsverfah-
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ren, zu deren Konstruktion Interpolationspolynome g,2 vom Grad k durch die letz-
ten k Werte (tn, Yn, 2n)s - -« (bn—kt1s Yn—k+1, 2n—k+1) gelegt werden und gefordert wird,
dass die Differentialgleichung (5.1) fiir die Interpolationspolynome g, Z zum Zeitpunkt
tn+1 erfiillt wird. Die algebraischen Nebenbedingungen werden also nur zum Zeitpunkt
tnt+1 gefordert. Die Ableitung des Interpolationspolynoms entspricht einem Riickwérts-
Differenzenquotienten, der den Verfahren ihren Namen gibt. Fiir konstante Zeitschritt-
weite 7, = 7 sind die Verfahren durch

k

R 1

¥ (tns1) = - E QilYnti—i = f(tnt1:Yns1, Znt1)s 0= g(Yn+1) (5.9)
=1

gegeben. Die Koeflizienten «; fiir k = 1,...,6 sowie der Winkel der A(«)-Stabilitat sind
in Tabelle 5.1 gegeben. Fiir £ > 6 sind die Verfahren nicht stabil. A-Stabilitédt ist nur
fiir Verfahren bis zur Ordnung 2 erfiillt. Fiir £ = 1 erkennen wir das klassische implizite
Euler-Verfahren.

Eine spezielle Eigenschaft der BDF-Verfahren ist, dass f(¢,y, z) nur am Ende des aktu-
ellen Zeitschritts ausgewertet wird, was ihnen sehr gute Stabilitdtseigenschaften verleiht.
Ferner gehen die algebraischen Variablen aus vorherigen Zeitschritten nicht in die Rech-
nung mit ein, was die Initialisierung vereinfacht und ebenfalls zu den giinstigen Eigen-
schaften der Verfahren beitrigt, da es keine Fortpflanzungsfehler fiir die algebraischen
Variablen gibt. Die BDF-Verfahren leiden nicht unter Ordnungsreduktion fiir steife Pro-
bleme bzw. DAE Probleme mit Index 1 oder 2. Die volle Ordnung p = k bleibt auch
fiir alle Variablen mit Index 1 und Index 2 erhalten (siche Theoreme VI.1.2 und VI.6.5,
31)).

Um ein Mehrschrittverfahren zu starten, werden mehrere Startwerte bendtigt, die be-
stimmte Fehlerordnungen erfiillen miissen. D.h. es reicht normalerweise nicht aus, die
Startwerte mit Verfahren niedrigerer Ordnung aus der gleichen Familie zu starten. Haufig
bené6tigen Simulationen physikalischer Systeme aber ohnehin eine Einlaufphase, um einen
gewissen statistischen Gleichgewichtszustand zu erreichen, bevor mit Messungen oder der
Auswertung begonnen wird. In diesem Fall spielt es keine Rolle, wie die Mehrschrittver-
fahren gestartet werden.

Eine weitere Schwierigkeit entsteht durch variable Zeitschrittweiten. In [3, Abschnitt
5.5.1] werden dazu verschiedene Ansétze beschrieben. Im Wesentlichen wird zwischen
Formeln mit variablen und Formeln mit konstanten Koeffizienten unterschieden. Bei
Formeln mit variablen Koeffizienten werden die Gewichte fiir die Differenzenquotienten
aus den Ableitungen eines Interpolationspolynoms mit nicht dquidistanten Stiitzstellen
fiir jeden Zeitschritt neu berechnet. Dies fithrt zu guten Stabilititseigenschaften, kann
aber eine effiziente Implementierung erschweren oder verhindern. Die zweite Moglichkeit
besteht darin, das Kollokationspolynom des letzten Zeitschritts an fiir den n#chsten
Schritt passenden #quidistanten Stiitzstellen auszuwerten und immer mit den Koeffi-
zienten fiir konstantes Schrittweitenverhéltnis zu rechnen. Dadurch entstehen jedoch
zusitzlich Interpolationsfehler und insbesondere bei hiufiger oder groBer Anderung der
Zeitschrittweite konnen Stabilitdtsprobleme auftreten.
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Riickwirts Differenzenquotient Extrap.-Formel (5.11)

p=k Ale) a9 o1 a a3 o a5 ag Y1 Y2 Y Y4 V5 V6

1 90.00° 1 -1 1

2 90.00° 3 -3 3 2 -1

3 86.03 i -1 3 _2 3 -3

4 7335 H -1 0 3 4 -6 4 -1

5 51.84° 3T 300 30 20 T _12 5 -10 10 -5 1

6 17.84° L -3 0 0 2 12 A8 6 15 20 -15 6 -1

Tabelle 5.1: Eigenschaften und Koeffizienten der BDF Verfahren.

Pro Zeitschritt ist unabhéngig von der Ordnung nur ein nichtlineares Problem zu l6sen,
was durch einfache Fixpunkt- oder Newtoniteration erfolgt. Die Konvergenzgeschwin-
digkeit hangt von der Zeitschrittweite ab, fiir kleine Zeitschrittweite wird der Einfluss
der Nicht-Linearitéit gegeniiber dem linearen Term des Differenzenquotienten schwécher
wodurch die Konvergenz beschleunigt wird. Auflerdem stehen in der Regel bei kleine-
ren Zeitschrittweiten bessere Startwerte fiir die Iterationsverfahren zur Verfiigung. Diese
Abhéngigkeit der Iterationszahl von der Zeitschrittweite wird fiir die Fixpunktiteration
in Abschnitt 6.5 numerisch genauer untersucht.

Zur Vermeidung eines Iterationsverfahrens fiir die nichtlinearen Probleme kénnen nicht-
lineare Terme explizit in der Zeit extrapoliert werden. In [5] finden sich dazu unter
anderem die SBDF-Verfahren, die auf den BDF-Verfahren basieren, den Konvektions-
term aber vollsténdig explizit behandeln. Dazu wird die Impulsgleichung additiv in einen
linearen Term f}. und einen nichtlinearen Term f ;. zerlegt:

y, = f(tayv Z) = flin(ta Y, Z) + f—din(y)‘

Dabei nehmen wir an, dass nur die differentielle Variable y nichtlinear in der Gleichung
auftritt, wie es beim Oberbeck-Boussinesq-Modell der Fall ist. Die SBDF-Verfahren sind
dann gegeben durch

k k

1

- E QiYnt1—i = fiin(Ent1s Ynt1s Znr1) + E Yif—tinWn+1-i); 0= g(Yn+1)-
=0 =1

Der nichtlineare Anteil wird vollstdndig explizit extrapoliert. Die entsprechenden Koef-
fizienten ~; sind in Tabelle 5.1 angegeben. Angewendet auf das Oberbeck-Boussinesq-
Modell miissen dann in jedem Zeitschritt nur noch ein lineares Stokes-Problem und ein
Poisson-Problem (beide mit zusétzlichem Reaktionsterm, aber ohne Konvektionsterme)
gelost werden, die nicht mehr miteinander gekoppelt sind. Die SBDF-Verfahren haben je-
doch schlechte Stabilitéitseigenschaften bei konvektionsdominanten Problemen. Da aber
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5.4. Implizite Runge-Kutta-Verfahren

ohnehin ein lineares Problem gelost werden muss, konnen wir auch eine andere Form der
Linearisierung wéhlen:

f(t7 Y, Z) = fsemi-lin(ta w=1Y1Y, Z)

Fiir das zweite Argument w werden wir extrapolierte Werte einsetzen, wihrend das
dritte Argument y nur linear in der Gleichung auftritt und implizit behandelt wird.
Diese Variante semi-impliziter BDF-Verfahren werden wir sBDF-Verfahren nennen. Sie
ist gegeben durch:

k
1 %
; Z AiYn+1—i = fsemi—lin(tn-l-b Yn+1sYn+1, zn+1)7 0= g(yn+1)7 (510)
=0
k
Ynt1 = Z%’ynﬂ—z‘- (5.11)
=1

Fiir das Oberbeck-Boussinesq-Modell kénnen wir die Konvektionsterme so linearisie-
ren, dass f(tn41,¥Y5415 © »2nt1) glinstige Eigenschaften hat. Insbesondere haben bei
einer schiefsymmetrischen Diskretisierung alle Eigenwerte negativen Realteil, wodurch
die Stabilitat der sSBDF-Verfahren nicht negativ beeinflusst wird.

Bei impliziten BDF-Verfahren kénnen die extrapolierten Werte y,,; auch als Startwert
der Fixpunktiteration verwendet werden, da es sich dabei in der Regel um eine bessere
Approximation an y,1 handelt, als z.B. bei y,.

5.4 Implizite Runge-Kutta-Verfahren

Ein s-stufiges Runge-Kutta-Verfahren (RKV) mit Koeffizienten a;;, b;, ¢;, 4,5 =1,...,s
ist gegeben durch:

S
Yin =tn +7n D aijf(tn + €70, Yin, Zjn)  fiiri=1,...,s, (5.12a)
j=1
0= g(Yin) firi=1,...,s, (5.12b)
S
Yn+1 = Yn + Tn Z bjf(tn + ¢jTn, Yin, Zjn) - (5.12¢)
j=1

Man nennt ein RKV explizit (ERK), falls a;; = 0 fiir j > 4. In diesem Fall l&sst sich Yy,
explizit aus den bereits bekannten Werten yn, Yin, ..., Yx—1)n, Zin, - s Z(k—1)n gemih
Gleichung (5.12a) berechnen. In der Regel erfiillt Y%, dann aber die Bedingung (5.12b)
nicht. Ohne weitere Anpassungen ist das System (5.12) fiir ERK somit nicht wohlgestellt.

Ist ein RKV nicht explizit, nennt man es implizit (IRK). Da wir ohnehin an den vorteil-
haften Eigenschaften impliziter Verfahren interessiert sind, werden wir nicht weiter auf
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die Anwendung expliziter RKV auf DAE-Probleme eingehen. Fiir implizite RKV muss
ein gekoppeltes System nichtlinearer Gleichungen gelost werden. Ein Spezialfall sind dia-
gonal implizite Runge-Kutta-Verfahren (DIRK) mit a;; # 0 und a;; = 0 fiir j > 4. Fiir
diese muss nur ein gestaffeltes System nichtlinearer Gleichungen gelost werden, d.h. es
konnen sequentiell die Stufen Yy, fiir k =1, ..., s nacheinander bestimmt werden.

Ein RKV heifit steif-stabil, falls as; = b;, 7 = 1,...,s. In diesem Fall gilt y,4+1 = Y,
und somit auch 0 = g(yn+1), was ansonsten nicht explizit durch das Verfahren gefordert
wird. Wegen dieser fiir DAE-Probleme wichtigen Eigenschaft, aber auch wegen guter
Stabilitéitseigenschaften werden wir uns auf die Betrachtung von steif-stabilen Verfahren
beschrianken.

5.4.1 Aquivalente Formulierung

Fiir die folgende Umformung werden wir annehmen, dass die Koeffizientenmatrix A des
IRK-Verfahrens invertierbar ist. Bei DIRK-Verfahren ist dies immer der Fall.

Die Berechnung der Stufen des DIRK-Verfahrens kann geschrieben werden als:

Yin Yn f(tn + ¢17h, }/1717 Zln) g(}/ln)
=] s Coo=|
Ysn Yn f(tn + CsTh,s Ysm an) g(st)
Durch Hinzufiigen von y, zum Stufenvektor (Yi,,...,Ys,)" erhalten wir:
101 --- 0 ;zln f(tn+clTn7Y1nazln) g()/ln)
n
_‘1 0 0 1 Y f(tn+csTna)/;n7an) g(Y:en)
sn
=:Dy

Ist die Koeffizientenmatrix A eines IRK-Verfahrens invertierbar, so gilt:

1 }:zln f(tn + ¢c17h, YV].TL) Zln) g(Yin)
n
—[A7'D) | | = : , 0= : (5.13)
T :
! ' f(tn + CsTn, Yon, an) g(Y:en)
sn

In dieser Darstellung tritt in jeder Gleichung f nur noch einmal auf und die Zeilen
von @ = %A*lDS lassen sich als diskrete Differenzenquotienten fiir die Zwischenstellen
tn + ¢;7, deuten. Es sind keine weiteren expliziten Terme auszuwerten. Die einzelnen
Gleichungen haben damit genau die gleiche Form wie ein Schritt der im vorherigen
Abschnitt vorgestellten BDF-Verfahren.

Da es sich bei RKV um Einschrittverfahren handelt, kann im Gegensatz zu den BDF-
Verfahren die Zeitschrittweite beliebig von einem Schritt zum néchsten variiert werden.
Die Stabilitédtseigenschaften éndern sich dadurch nicht.
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5.4. Implizite Runge-Kutta-Verfahren

5.4.2 Steif-stabile DIRK-Verfahren

DIRK-Verfahren haben den Vorteil, dass kein gekoppeltes System nichtlinearer Glei-
chungen gel6st werden muss. Es muss lediglich fiir jede Stufe eine nichtlineare Gleichung
gelost werden. Die giinstigsten Eigenschaften haben steif-stabile Verfahren, die fiir die
Ordnungen p = s < 3 eindeutig durch die Ordnungbedingungen bestimmt sind [31].

Fiir s = 1 handelt es sich wieder um das implizite Euler-Verfahren, das diesmal durch
das folgende Butcher-Schema gegeben ist:

c| A 111

~

b 1

Das zweistufiges Verfahren zweiter Ordnung ist durch

Yoy 0.2928932188 | 0.2928932188
11—y ~v = 1 0.7071067812 0.2928932188
1—v ~ ‘ 0.7071067812 0.2928932188

mit v = 2_2‘/5 gegeben. Es folgt das Schema fiir das dreistufiges Verfahren dritter Ord-

nung:

ol o 0.4358665215 | 0.4358665215
HT” 1777 ~y . 0.7179332608 | 0.2820667392  0.4358665215
1 by by v - 1 1.2084966490 —0.6443631710 0.4358665215
by by v 1.2084966490 —0.6443631710 0.4358665215
mit der mittleren Wurzel v von 62® — 1822 + 92 — 1 = 0 und b, = —%72 + 4y — %,

by =342 — By + 3.

Ein vierstufiges steif-stabiles DIRK-Verfahren vierter Ordnung existiert nicht. Ein vier-
stufiges L-stabiles Verfahren vierter Ordnung mit interessanten Eigenschaften ist durch
das folgende Butcher-Schema gegeben:

O Nl

ey Sl

Q= D= IR N[
= [olot Nt

DO |l DNJUT Lol
ISR U
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Die besondere Struktur erlaubt es, die zweite und vierte Stufe jeweils parallel zur ersten
und dritten Stufe zu berechnen, da diese nicht voneinander abhéingen. Eine Implemen-
tierung lédsst sich somit an dieser Stelle mit perfekter Skalierung in zwei unabhéngige
Teilprobleme zerlegen. Dieses Beispiel zeigt, dass schon bei der Wahl der Verfahren
Aspekte wie die Parallelisierung bertiicksichtigt werden kénnen, was jedoch zu einer star-
ken Abhéngigkeit verschiedener Programmiteile fiihrt. In der Praxis werden Verfahren
bevorzugt, die sich modular implementieren und leicht austauschen lassen. Fin direk-
ter Einfluss der Zeitdiskretisierung auf Aspekte der Parallelisierung ist dabei eher un-
erwiinscht.

Bemerkung 5.1 Ein wesentlicher Nachteil der hier vorgestellten DIRK-Verfahren ist
die wegen aq1 # 0 geringe Stufenordnung von ¢ = 1, siehe Definition 2.3 und Lemma 1
in [61]. Diese fiihrt zu einer Reduktion der Konvergenzordnung fiir die algebraischen
Variablen. Um die Stufenordnung anzuheben, wird bei der Konstruktion neuer Verfahren
meist eine zusétzliche explizite erste Stufe hinzugefiigt. Das heifit, es wird Y1, = yn,
c1 = 0 und a1 = 0 fiir k£ = 1,...,s gesetzt, wodurch eine Stufenordnung von ¢ = 2
moglich ist. Fiir diese Verfahren wird auch die Bezeichnung ESDIRK-Verfahren (Explicit
first Stage DIRK-Verfahren) verwendet. Da A dann jedoch nicht invertierbar ist, kann
das Verfahren nicht gemifl (5.13) umgestellt werden. Solche Verfahren werden in dieser
Arbeit nicht weiter untersucht. Hinweise zur Konstruktion, Beispiele und ein Vergleich
sind z.B. in [61] zu finden.

5.4.3 Die Radau-ITA-Verfahren

Um die Einschriankung der niedrigen Stufenordnung von DIRK-Verfahren zu umgehen,
konnen auch voll implizite Runge-Kutta-Verfahren betrachtet werden. Die hier vorge-
stellte Verfahren basieren auf Radau-Quadraturformeln, deren Stiitzstellen c1,. .., cs den
geordneten Nullstellen von

entsprechen. Es handelt sich um Kollokations-Verfahren, d.h., es wird ein Polynom 3 vom
Grad s durch y, gelegt und gefordert, dass die Differentialgleichung (5.1) in den Stellen
tn + cpmy fir B = 1,..., s efiillt ist. Es ist dann y,4+1 = 9(t+1). Nach Konstruktion
ist ¢ = 1 und wegen der zur Konstruktion verwendeten Ordnungsbedingungen handelt
es sich um steif-stabile Verfahren der Ordnung 2s — 1 (siche Theorem IV.5.3 in [31]).
AufBlerdem sind die Verfahren B-stabil und algebraisch stabil (siehe Theorem IV.12.9 in
[31]) und haben sehr gute Eigenschaften fiir sehr steife Probleme, sowie DAE Probleme
mit Index 1 oder 2. Die globalen Fehlerordnungen sind in Tabelle 5.2 angegeben (siehe
Tabellen IV.15.1, VI.2.1 und VL.7.1 in [31]).

Beim einstufigen Verfahren handelt es sich um das implizite Euler-Verfahren. Die zwei-
bzw. dreistufigen Radau-IIA-Verfahren sind durch folgende Butcher-Schemata gegeben:
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steif, ( =7\ — o0 Index 1 Index 2
Stufen y y zZ y Z
S Cfl,]_erl 7_2571 7_2571 7_2571 5
9 ~1.3 3 3 -3 -2

Tabelle 5.2: globale Fehlerordnungen der differentiellen Variablen y und der
algebraischen Variablen z fiir Radau-ITA-Verfahren.

4—v6 | 88—7v6  296—169v6 —2+3V6

5 1 10 360 1800 225
12 12 446 | 296+169v6  88+7v6  —2—3v6
3 1 10 1800 360 225
1 40 1 16—v6 16+v6 1
3 1 36 36 9
p 1 ‘ 16—/6 164+v6 1
36 36 9

Eine Umformung gemif (5.13) fiihrt fiir das zweistufige Verfahren zu

i ( % 1) <Yin> _ <f(tn + 17, Yin, Zln)) + i < 2yn> 0= <Q(Y1n)>
™ \7"2 2 Yon f<t” + c2Tn, Yon, Zgn) Tn \—2Yn) "’ g(YQn) .
Hier treten die Differenzenquotienten als Ableitungen des Kollokationspolynoms auf, was

auch der ursriinglichen Konstruktion entspricht. Dieses System wird durch ein relaxiertes
Einzelschrittverfahren (SOR) gelost.

[SpN]]

SYEEL = 7 f(tn + camn, Y VERL ZE01) Ay 4oy, 0=g(Y{;th),
k+1 k41 k+1
Y1n+ = vaanr + (1 - W)Y1n+ ’

SYou = Tuf (tn + coma, Yo Vo, 1 Z5 ) + 8V = 2y, 0= 9(Y5),

k vk k
Y2n+1 = wYVZn—‘rl + (1 - w)}én+1'

Als Startwerte Y, Y3, fiir die Iteration werden die extrapolierten Werte des Kollokati-
onspolynoms vom letzten Zeitschritt verwendet. Im ersten Iterationsschritt wird w = 1
gesetzt, um die linearen algebraischen Nebenbedingungen fiir Randwerte und Divergenz-
freiheit herzustellen. Falls der Zeitschritt klein genug ist, wird die Konvergenzrate durch
die Kopplungsmatrix bestimmt. Ohne Relaxation betréigt die Kontraktionszahl ¢ = 0.6.
Bei fiir das SOR-Verfahren optimalem Parameter w* = %(\/ﬁ —10) ~ 0.883 nach Satz
6.17 in [49] betrigt die Kontraktionszahl ¢* = %(13 —4/160) = 0.117. Die Relaxation
beschleunigt das Verfahren also um bis zu einen Faktor log(q*)/log(q) ~ 4.2. Fiir kleine
Zeitschritte sind diese Werte tatsdchlich, wie in Abbildung 5.1 gezeigt, numerisch zu be-
obachten. Da die Nichtlinearitdt simultan iteriert wird, kann die Konvergenzrate jedoch
schlechter ausfallen, was fiir groflere Zeitschritte zu beobachten ist. In diesem Fall ver-
ursacht die Kopplung nur geringe Zusatzkosten gegeniiber DIRK-Verfahren, bei denen
sequentiell die einzelnen Stufen geltst werden. Eine Untersuchung der Iterationszahlen
findet zusammen mit einer Konvergenzstudie in Kapitel 5 statt.
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o 10° Fre +  ohne Relaxation |
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Abbildung 5.1: Residuenentwicklung wahrend des relaxierten Einzelschrittverfahrens
fiir das zweistufige Radau-IIA-Verfahren (einzelner Zeitschritt der
Simulation einer dreidimensionalen thermisch getriebenen
Hohlraumstréomung mit Turbulenzmodell, siehe Kapitel 8).

Fiir das dreistufige Verfahren kann analog vorgegangen werden. Der optimale Rela-
xationsparameter ist w* ~ 0.896 und die optimale Kontraktionszahl ¢* ~ 0.325 im
Gegensatz zu ¢ ~ 0.972 ohne Relaxation. Obwohl das einer Beschleunigung um den
Faktor log(q*)/log(q) =~ 39.6 entspricht, ist die Konvergenz langsam. Aufwendigere
Losungsverfahren fiir das gekoppelte System, wie z.B. Quasi-Newton-Verfahren, wur-
den nicht untersucht, werden fiir praktische Anwendungen bei diesen Verfahren jedoch
empfohlen.

5.4.4 IMEX Runge-Kutta Verfahren

Auch bei Runge-Kutta Verfahren kénnen einzelne Terme mit unterschiedlichen Verfahren
behandelt werden. Dabei werden — wie bei den Mehrschrittverfahren — fiir steife Terme
meist implizite Verfahren mit guten Stabilitdtseigenschaften und fiir z.B. nicht-steife und
nicht-lineare Terme explizite Verfahren verwendet, um die Nichtlinearitéit zu umgehen.
Solche Verfahren werden IMEX (implicit/explicit) oder auch additive Runge-Kutta Ver-
fahren genannt. In [4] werden einfache IMEX Runge-Kutta-Verfahren fiir partielle Diffe-
rentialgleichungen basierend auf DIRK-Verfahren vorgestellt. Durch die Verwendung von
DIRK-Verfahren fiir den impliziten Teil leiden aber auch diese unter Ordnungsreduktion
fiir algebraische Variablen von DAE Problemen. Dieser Nachteil wird bei den in [39]
konstruierten Verfahren durch die Verwendung von ESDIRK-Verfahren (siehe Bemer-
kung 5.1) vermieden. Ein Uberblick iiber die theoretischen Eigenschaften einer grofien
Auswahl solcher Verfahren ist ebenfalls in [39, Appendix B] zu finden. Einige IMEX
Runge-Kutta-Verfahren konnen auch als Anwendung einer einzelnen Fixpunktiteration
fiir die Stufen eines impliziten Verfahrens mit speziellen extrapolierten Startwerten, al-
so eine Art Pradiktor-Korrektor-Verfahren, interpretiert werden. Das IMEX DIRK(2,2)
Verfahren (siehe Abschnitt 2.6 in Ref. [4]) wurde auf diese Weise implementiert.
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Abbildung 5.2: Zeitschrittweitenbeschrinkung in Abhingigkeit von der
Gitter-Reynoldszahl fiir ausgewédhlte IMEX-Verfahren.

5.5 Stabilitidtsgebiete und Zeitschrittweitenbeschrinkung

In Abschnitt 2.6 wurden die spektralen Eigenschaften einer Finite-Elemente-
Diskretisierung eines eindimensionalen Testproblems untersucht. Eine wichtige Ei-
genschaft der Eigenwerte war, dass sie alle negativen Realteil besitzen, was dazu
fithrt, dass die Energie der semi-diskreten Losungen abklingt. Wir bezeichnen mit
R(z = (a+1iB)7) := y1 die Losung eines Zeitschrittverfahrens nach einem Zeitschritt
der Liange 7 angewendet auf das Testproblem

y' =ay+iby,  y(0)=1

mit a,b € R. Die Menge aller komplexen Zahlen z, fiir die |R(z)| < 1 ist, nennen wir Sta-
bilitétsgebiet des Verfahrens. In Abbildung 5.3 sind die Stabilitdtsgebiete verschiedener
Verfahren abgebildet.

Der grofite Zeitschritt mnax den ein Zeitschrittverfahren machen kann, so dass alle Ei-
genwerte der Diskretisierung des Differentialoperators im Stabilitédtsgebiet des Verfahren
liegen, liefert die CFL-Zahl T’“Ta"b. Sie hangt somit sowohl von der rdumlichen und zeit-
lichen Diskretisierung, als auch von der Gitter-Reynoldszahl Rey ab. Fiir die A-stabilen
impliziten Verfahren ist CFL = oo, da die Stabilitéitsgebiete die komplette Halbebene
C_ ={z € C|real(z) < 0} umfassen. In Abbildung 5.2 sind fiir ausgewéhlte Verfahren
die CFL-Zahlen in Abhéngigkeit von Rej, aufgetragen. Bei kleinen Gitter-Reynoldszahlen
unterliegen alle Verfahren dhnlichen Zeitschrittweitenbeschréankungen, bei grofien Gitter-
Reynoldszahlen erlauben die Verfahren zweiter Ordnung deutlich gréflere Zeitschritte.
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-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1

-6 0 1

(c) Radau-ITA Verfahren (links), ’exaktes’ Verfahren (rechts).

Abbildung 5.3: Stabilitdtsgebiete verschiedener Zeitschrittverfahren.
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5.6. Stetige Ausgabe

Verfahren  Schritte Stufen nichtlinear gekoppelt Ordnung Index 2

Radau-IIA 1 S v v p2s—1 h*
DIRK 1 s v h* h!
BDF k 1 v hk hk
sBDF k 1 h* h*

Tabelle 5.3: Eigenschaften der verschiedenen Verfahren.

5.6 Stetige Ausgabe

In der bisherigen Darstellung wurden die Zeitdiskretisierungsverfahren lediglich dazu
verwendet, Ndherungslosungen auf dem diskreten Zeitgitter tg < t1 < -+ < ty =T
zu berechnen. Fiir einige Anwendungen kann jedoch eine kontinuierliche Losung (dense
output) erforderlich sein, um z.B. bestimmte Ereignisse zeitlich genau bestimmen zu
konnen (event location), ohne unverhéltnisméBig kleine Zeitschritte machen zu miissen.
Da in jedem Gitterpunkt die Approximation der Lésung y und mit f(¢,y) ~ y’ auch eine
N#herung der Ableitung vorliegt, kann z.B. eine kubische Hermite-Interpolation ange-
wendet werden, um eine Losung fiir beliebige Zeitpunkte im Intervall [to, T'] zu erhalten.
Dabei werden jedoch viele im Verfahren vorhandene Informationen nicht beriicksichtigt.
Bei den Kollokationsverfahren (BDF, Radau-IIA) bieten z.B. die Kollokationspolyno-
me eine einfache und effiziente Moglichkeit, die Losung iiber den ganzen Zeitschritt zu
interpolieren.

5.7 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden Verfahren zur zeitlichen Diskretisierung unterschiedlicher
Komplexitéit vorgestellt. Einige ihrer grundlegenden Eigenschaften sind in Tabelle 5.3
zusammengefasst. Die sBDF-Verfahren zeichnen sich dadurch aus, dass diese auch die
Linearisierung des Problems bereits beinhalten, was jedoch die Stabilitdt und Diskre-
tisierungsfehler beeintriachtigt. Die impliziten BDF-Verfahren besitzen sehr gut Stabi-
litdtseigenschaften, erfordern jedoch ein Iterationsverfahren fiir die Nichtlinearitét. Bei
den mehrstufigen Runge-Kutta-Verfahren erlauben die DIRK-Verfahren eine effiziente
Losung des gestaffelten nicht-linearen Gleichungssystems, sie leiden jedoch unter dem
Effekt der Ordnungsreduktion fiir algebraische Variable. Die Radau-IIA-Verfahren, die
wie die BDF-Verfahren auf Kollokation basieren, haben von den vorgestellten Verfahren
die besten Konvergenzeigenschaften und ebenfalls sehr gute Stabilitdtseigenschaften. Sie
sind aber auch die aufwendigsten Verfahren.

Im néchsten Kapitel werden die Eigenschaften der Verfahren an einem zeitabhéingigen
Benchmark-Problem numerisch untersucht. Insbesondere wird iiberpriift, ob die aufwen-
digeren nicht-linearen und mehrstufigen Verfahren bessere Eigenschaften als die einfa-
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cheren Verfahren aufweisen.

Alle vorgestellten Verfahren wurden auf einheitliche Gleichungen oder Gleichungssyste-
me der Form (5.13) zuriickgefiithrt und in dieser Form unabhingig von dem zugrunde-
liegenden Differentialgleichungssystem und desser rdumlicher Diskretisierung implemen-
tiert. Diese Implementierung wurde z.B. auch fiir die numerische Untersuchungen von
zerfallender homogener isotroper Turbulenz und von turbulenten Kanalstrémungen in
[62] verwendet.
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Kapitel 6

Umstromung eines
zweidimensionalen Zylinders

Fin wichtiges physikalisches Phénomen bei der Umstréomung von Ko6rpern ist die
riickseitige Wirbelablosung oder allgemein Stromungsablosung. Abgeloste Wirbel wer-
den von der Stromung weiter transportiert und bilden eine sogenannte Karmansche
Wirbelstrale — nach Theodore von Kérman. Die charakteristische Frequenz f der Wir-
belablosung

v
f:Srg

wird durch die Strouhal-Zahl Sr, die Anstromgeschwindigkeit v und eine charakteris-
tische Abmessung d des Korpers angegeben. Fiir einen frei angestromten Zylinder ist
Sr ~ 0.2 und d der Durchmesser. Bei kleinem Durchmesser und hohen Geschwindig-
keiten konnen charakteristische Pfeiftone entstehen, welche z.B. im Automobilbau den
Fahrkomfort negativ beeinflussen kénnen. Ein anderes Problem kann entstehen, wenn die
Ablosefrequenz mit einer Eigenfrequenz des Korpers zusammenfillt. Dieser kann dann
in Schwingung geraten, was bei heutzutage dynamisch ausgelegten Hochhiusern oder
Héngebriicken beriicksichtigt werden muss. Die korrekte Simulation von Wirbelablésung
oder Stromungsablésung ist daher ein wichtiges Kriterium fiir numerische Methoden.

Weitere Kenngroflen im Zusammenhang mit umstromten Korpern sind der Auftriebs-
beiwert ¢, und der Widerstandsbeiwert cy. Diese spielen z.B. in der Aerodynamik von
Tragflichen oder auch beim Design von Automobilen eine wichtige Rolle. Haufiges Ziel ist
es, den Widerstandsbeiwert zu minimieren und gleichzeitig bestimmte Vorgaben fiir den
Auftriebsbeiwert einzuhalten. Auflerdem kann noch der Drehmomentbeiwert z.B. bei der
Umstromung von Rotoren oder Tragflichen eine Rolle spielen. Der Drehmomentbeiwert
wird in diesem Kapitel allerdings nicht weiter betrachtet.

Das folgende Benchmarkproblem eines umstréomten Zylinders wurde im Rahmen der
DFG Schwerpunktprogramme “Flow Simulation with High-Performance Computers” de-
finiert und ist darauf ausgelegt, Auftriebs- und Widerstandsbeiwerte sowie den zeitlich
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korrekten Verlauf der Wirbelablosung zu bestimmen. Ergebnisse aller teilnehmenden
Gruppen wurden in [71] ausgewertet. Neben Varianten mit stationdrer und periodischer
Losung ist auch ein Problem mit zeitabhingiger Einstrombedingung beschrieben. Diese
schwierigste Variante des Problems werden wir im Folgenden betrachten.

Bemerkung 6.1 Wir untersuchen dieses laminare und isotherme Benchmarkproblem
um zun#chst einzelne Aspekte der Diskretisierung isoliert zu betrachten. Da es sich um
ein zeitabhéngiges Benchmarkproblem handelt, kann speziell die Konvergenz der Zeit-
schrittverfahren gut untersucht werden. Die spéter folgenden nicht-isothermen Probleme
haben entweder stationére oder statistisch stationére Losungen, so dass diese Méglichkeit
dort nicht direkt gegeben ist. Aulerdem handelt es sich beim umstromten Zylinder um
eine nicht-triviale Geometrie mit krummlinigen Réndern. Die Betrachtung dieses Pro-
blems ergénzt somit die numerischen Untersuchungen der beiden folgenden Kapitel zu
nicht-isothermen Problemen.

6.1 Benchmarkbeschreibung

Das Gebiet € ist in Abbildung 6.1 dargestellt. Es handelt sich um einen Kanal der
Lange L = 2.2m und der Hohe H = 0.41 m mit einer kreisférmigen Aussparung mit
Durchmesser D = 0.1 m im vorderen Teil. Die Aussparung liegt nicht in der Mitte des
Kanals, so dass es keine Symmetrieebenen gibt.

Es wird das Zeitintervall ¢ € (0, 8] betrachtet und als Startwert u = 0 verwendet. Die
rechte Seite der Impulsgleichung ist ebenfalls f = 0 und die Einstrémbedingung ist durch

4U, -
u (t; (O,y)T> =u (t; (2.2,y)T) = H;n sin(t/8s) (y(HO Z/)> . Up=15ms!
gegeben. Die mittlere Einstromgeschwindigkeit betrégt also U(t) = 2 sin(rt/8)Uyy,. Die
verwendete Ausstrombedingung hat wegen des ausreichend langen Kanals kaum Einfluss
auf die Losung im Bereich des Zylinders.

Fir die auf der mittleren Einstromgeschwindigkeit, dem Zylinderdurchmesser und der
kinematischen Viskositdit v = 1073 m?s~! basierende Reynoldszahl gilt 0 < Re(t) =

WTD < 100. Die Stromung ist vollstédndig laminar.

6.2 Benchmarkgroflen

Wichtige Kenngroflen umstromter Objekte im Fall isothermer Stromungen sind der Wi-
derstandsbeiwert c¢,, und der Auftriebsbeiwert c¢,. Diese setzen sich aus viskosen Rei-
bungskréften tangential zur Objektoberfliche und aus Druckkréiften normal zur Objek-
toberfliche zusammen. Die Krifte werden durch das Geschwindigkeitsquadrat und den
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% 0.16m ___ %
=t-- ) 0.10m =D gH:OAlm
= " 0.15m <
L=220m
Abbildung 6.1: Geometrie des umstromten Zylinders im Kanal.
Objektquerschnitt normiert.
2 Ovy 2 vy
= — Ty — ds, = — — ds. (6.1
iz = [ (e, =i, e = [ (et s, (61)

Dabei bezeichnet S den Kreisrand, n = (ng,n,)' den Normaleneinheitsvektor an S,
t =n' = (ny, —n,)" den Tangentialvektor und v; = u-t die Tangentialgeschwindigkeit.
Eine ausfiihrliche Betrachtung zur Berechnung von ¢y, und ¢, ist in [35] ab Seite 142 zu
finden. Es ist nach Definition:

vy

on
Unter Verwendung der Eigenschaft, dass u in beiden Komponenten auf dem Kreisrand
konstant ist und somit die Tangentialableitungen

ouq Oug

= U1gNy — UtyNg = 0,

= (U1eNy — UM )Ny + (WiyNy — UyNg )Ny (6.2)

= UggNy — UgyNy =0

ot ot
verschwinden, lisst sich (6.2) zu
v
871: = (uly — uQx)(ni + n;) = Uy — U2y (6.3)

vereinfachen. Diese Identitdt gilt auf jedem glatten Teilstiick der Gitterapproximation
von Sp. Die Integrale (6.1) konnen fiir diskrete Losungen unter Verwendung numerischer
Quadraturformeln und unter Beriicksichtigung der krummlinigen Rédnder mit hoher Ge-
nauigkeit berechnet werden. Im Gegensatz zu Resultaten in [35] ist dabei bis auf den
numerischen Rechenfehler der verwendeten Gleitkommatypen kein Unterschied zwischen
den Formeln (6.2) und (6.3) feststellbar. Eine mogliche Ursache fiir die Abweichungen
in [35] ist eine unzureichende Berticksichtigung der krummlinigen Rénder in den nume-
rischen Quadraturformeln.

Alternativ kénnen die Oberflichenintegrale (6.1) in Volumenintegrale transformiert wer-
den. Dazu bilden wir das L?-Skalarprodukt der Impulsgleichung mit speziellen Testfunk-
tionen und verwenden partielle Integration:

o = UED (0 va) + V0, Vva) + (0 V)uve) — 0,V v)|, (6.49)
o= —UfD (0, va) + V0, V%) + (0 V)uva) — (0, V- va)|- (6.4b)
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Dabei sind vy, va € [H'(Q)]? beliebige Funktionen mit vy|s = (1,0)7 bzw. va|s =
(0,1)7 und Vwlao\s = Valoa\s = 0. In praktischen Versuchen zeigte sich jedoch, dass
die Werte stark von den konkret verwendeten Testfunktionen abhingen. Ein weiterer
Nachteil dieser Berechnungsvorschrift ist die Abhéngigkeit von der Approximation der
Zeitableitung dyu. AuBlerdem kénnen weitere nicht-konsistente Modellterme (Stabilisie-
rung, Turbulenzmodell) Auswirkungen auf die Berechnung haben. Die Einschéitzung aus
[35], dass die Formeln (6.4) genauer und weniger sensitiv beziiglich der Diskretisierung
als die Formeln (6.1) sind, konnte praktisch nicht bestéitigt werden. Daher werden in den
folgenden Untersuchungen zur Berechnung des Widerstands- und Auftriebsbeiwertes die
Formeln (6.1) zusammen mit der Vereinfachung (6.3) verwendet.

Wesentlichen Einfluss auf den Widerstandskoeffizienten hat die Druckdifferenz zwischen
der Vorder- und Riickseite des Kreises. Dieser Druckabfall (pressure drop)

Ap(t) = p(0.15,0.2,) — p(0.25,0.2, t)

bildet die letzte Kenngrofle fiir die Testrechnungen. Fiir unstetige Druckdiskretisierung
werden die Werte von den angrenzenden Zellen gemittelt.

Nach der Auswertung von Benchmarkrechungen verschiedener Gruppen wurden in [71]
folgende Intervalle fiir die Kenngréflen bestimmt:

et €2.93,297, & €[0.47,0.49], Ap* e [-0.115,—0.105].

W,max a,max

Viele Rechnungen lieferten trotz teils enormen Aufwands deutlich davon abweichen-
de Werte. Meist ist dies auf einen Flaschenhals in der Giite der Diskretisierung
zuriickzufithren, wenn z.B. ein Gitter mit mehreren hunderttausend Knoten mit einem
expliziten Euler-Verfahren kombiniert wird. In einer nachfolgenden Arbeit [37] wurden
die Intervalle teils deutlich auf folgende Werte verkleinert

Chr max € [2.950921, 2.950922] , te max & 3.93625,
¢) max € [0.4779,0.4780] , £ max & 5.693125,

Ap’(8) € [-0.11155, —0.11165] .

Dabei wurden Finite-Elemente-Verfahren zweiter Ordnung im Ort und ein fractional-step
0-Schema sowie das Crank-Nicolson-Schema in der Zeit verwendet. Bei den angegebenen
Werten handelt es sich um extrapolierte Werte.

Der zeitliche Verlauf der Kenngrofien einer Referenzrechnung ist in Abbildung 6.2 dar-
gestellt. Es ist deutlich zu erkennen, wie der Widerstandsbeiwert und der Druckabfall
hauptséchlich von der zeitlich variierenden Anstrémgeschwindigkeit abhédngen. Beide er-
reichen ihr Maximum etwa bei maximaler Anstromgeschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢t = 4.

Der Auftriebsbeiwert zeigt ein deutlich interessanteres Verhalten. Schon bei niedriger An-
stromgeschwindigkeit 16st sich die Stromung an der Riickseite des Zylinders ab. Durch die
Asymmetrie wird die Ablosung in Schwingung versetzt, die sich bis zur Wirbelablosung
aufschaukelt. Dadurch entstehen Auftriebskréifte am Zylinder, die ihr Maximum etwa
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Abbildung 6.2: Widerstandsbeiwert (links), Auftriebsbeiwert (mitte) und Druckabfall
(rechts) im zeitlichen Verlauf.

zum Zeitpunkt ¢ = 5.7 erreichen, aber deutlich schwicher als die Widerstandskrifte
sind. Dieses komplexe Verhalten wird durch die Nichtlinearitit des Konvektionsterms
erzeugt und tritt bei Stokes-Stromungen nicht auf. Da nur im Auftriebsbeiwert die Dy-
namik der Wirbelablosung gut wiederzuerkennen ist, werden sich weitere qualitative
Vergleiche meist auf den Auftriebsbeiwert beziehen.

Eine Abschiatzung der Strouhal-Zahl Sr durch Messung des Abstands der beiden lokalen
Minima des Auftriebsbeiwertes vor und nach dem Maximum ergibt
_ Df _0.1m-(5.911s —5.490s) !

Sr — ~ 0.303.
U U((5.911s + 5.490s)/2)

Dies liegt deutlich iiber dem fiir einen umstromten Zylinder angegebenen Literatur-
wert von Sr € [0.14,0.21] nach [66, Tabelle 1.1] und héngt vermutlich mit dem Einfluss
der horizontalen Kanalwinde auf die Stromung sowie mit der fiir die Kanalmitte etwas
zu niedrig angesetzten mittleren Stromungsgeschwindigkeit zusammen. Die maximale
Stromungsgeschwindigkeit in der Kanalmitte ist gerade um 50% grofler als die mittlere
Stromungsgeschwindigkeit. Der Literaturwert bezieht sich hingegen auf eine freie An-
stromung. In Benchmarkrechungen zum Kanal mit konstanter Anstromung wird eben-
falls ein Wert von Sr ~ 0.3 beobachtet [71].

6.3 Diskretisierung

Das Grobgitter (Level L = 0) wird in Abbildung 6.3 (oben) dargestellt und besteht
aus 64 Zellen. Im hinteren Bereich des Kanals werden die Zellen etwas gestreckt, um
einige Zellen einzusparen. So wie die Wahl der Randbedingung am Auslass hat dies
kaum Einfluss auf die Stromung im Bereich des Zylinders. Aulerdem ist der Zylinder
von einem zusétzlichen Ring von Zellen umgeben, die dafiir sorgen, dass beim Verfeinern
ein annidhernd isotropes Gitter entsteht.

Fiir an den Kreis angrenzende Zellen wird eine iso-parametrische Transformation ver-
wendet, wie in den vergroflerten Ausschnitten zu sehen ist. Das ist insbesondere fiir
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Abbildung 6.3: Ausgangsgitter und Ausschnitt um den Zylinder mit verschiedenen
Verfeinerungsstufen und krummlinigen Rand.

hohe Elementordnung nétig, da sonst allein der Konsistenzfehler am Kreisrand den ge-
samten Diskretisierungsfehler dominiert. Die Auswertung von Benchmarkresultaten zum
umstromten Zylinder in [71] hat gezeigt, dass nur Verfahren, die durchgéngig eine Diskre-
tisierung hoher Ordnung verwenden, effizient genaue Simulationen durchfithren kénnen.

Durch globales Verfeinern wird eine Gitterfamilie bis L. = 4 erzeugt. Beim Verfeinern
werden neue Gitterpunkte, die zum Kreisrand 0S5 gehoren, mit exakten Koordinaten
versehen. Es handelt sich also nicht um eine echte konforme Gitterhierarchie. Auf die-
sen Gittern werden Taylor-Hood-Elementpaare bis zur vierten Ordnung verwendet. Die
Anzahl der Zellen und Freiheitsgrade fiir die verschiedenen Verfeinerungsstufen und Ele-
mentordnungen ist in Tabelle 6.1 angegeben.

Q201 Q3Q2 Q1Qs3
Level Zellen Geschw./Druck Geschw./Druck Geschw./ Druck
0 64 596/ 85 1278/ 298 2216/ 639

1 256 2216/ 298 4860/ 1108 8528/ 2430
2 1024 8528/ 1108 18936,/ 4264 33440/ 9468
3 4096 33440/ 4264 74736/ 16720 132416/ 37368
4 16384  132416/16720 296928/ 66208  526976/148464

Tabelle 6.1: Anzahl der Freiheitsgrade fiir Geschwindigkeit und Druck fiir verschiedene
Elementordnungen und Verfeinerungsstufen.

Alle Zeitschrittverfahren werden mit dquidistanten Zeitgittern verwendet, und die Kenn-
groflen zundchst nur zu vollen Zeitschritten ausgewertet. Um die Anzahl der Zeitschritte
kurz angeben zu konnen, verwenden wir M = logy(7'/7).
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6.4 Linearisierung

Wie in Kapitel 5 besprochen, miissen fiir die voll impliziten Zeitschrittverfahren nichtli-
neare Probleme z.B. durch die im Folgenden genutzte Fixpunktiteration geldst werden.
In diesem Abschnitt untersuchen wir den Einfluss des nichtlinearen Residuums auf die
Anzahl der benétigten Iterationsschritte und auf die Genauigkeit der zu berechnenden
Kenngroflen. In den mit #1p bezeichneten Spalten sind dazu zwei Zahlen angegeben, ers-
tens die Anzahl der insgesamt vom Verfahren gelosten linearen Probleme und zweitens
die durchschnittliche Anzahl linearer Probleme pro Zeitschritt.

Beim Vergleich des Aufwands werden wir nur die Anzahl der zu 16senden linearen Proble-
me heranziehen, da alle hier verwendeten Verfahren mit der gleichen Loserschnittstelle
arbeiten und wir keine Annahmen iiber die speziellen Eigenschaften des verwendeten
Losers machen. Fiir die Testrechnungen wird meist ein direkter Loser fiir die linearen
Probleme verwendet. An dieser Stelle sei jedoch darauf hingewiesen, dass z.B. die Zeit-
schrittweite ebenfalls Einfluss auf die Konvergenzrate eines iterativen Losers hat und
dass auch dort das Ziel-Residuum sorgfaltig gewahlt werden muss. Angegebene Residu-
en beziehen sich immer auf die euklidsche Norm des Residuenvektors. Es wird immer
mindestens ein Linearisierungsschritt ausgefiihrt, um die neuen Randwerte aufzuerlegen
und die Divergenzbedingung wiederherzustellen, auch wenn das Startresiduum schon die
Vorgabe erfiillt.

Fiir den Test werden exemplarisch die Verfahren zweiter Ordnung (BDF2, DIRK2 und
RadaullA) auf Gitterlevel L = 3 mit konstanter Zeitschrittzahl T/ = 4096 betrach-
tet. Zu festen Zeitpunkten ¢; = 3.9375 (Zeitschritt 2016) und to = 5.6875 (Zeitschritt
2912), die jeweils nahe der erwarteten Maxima liegen, sowie t3 = 8 wird der Einfluss
des Residuums auf den Auftriebs- und Widerstandskoeffizienten sowie den Druckabfall
untersucht.

Das BDF-Verfahren benoétigt im Vergleich die wenigsten Iterationsschritte und ist auch
ohne Fixpunktiteration stabil. Schon mit einem einzelnen Linearisierungsschritt liegt
das Residuum durchgehend unter 10~4. Das DIRK-Verfahren verhilt sich dhnlich wie
das BDF-Verfahren, benttigt aber etwas mehr als die erwartete doppelte Schrittzahl.
Dies ist zum Teil auf die Qualitdt der Startwerte fiir die Iteration und zum Teil auf
die unterschiedlichen Koeffizienten der Differenzenquotienten zuriickzufithren. Fiir beide
Verfahren werden wir als Zielresiduum 107! verwenden. Dies stimmt mit dem in [37] fiir
ein fractional-step 6-Schema und das Crank-Nicolson-Verfahren verwendeten Residuum
iiberein.

Das Radau-ITA-Verfahren ist ohne Fixpunktiteration bei dieser Schrittweite nicht stabil,
da es sich dann um ein explizites Verfahren handelt. Die Iterationszahlen liegen noch
einmal deutlich iiber denen des ebenfalls zweistufigen DIRK-Verfahrens, da die Kon-
vergenzrate insbesondere bei kleinen Residuen durch die Kopplung der beiden Stufen
zusétzlich verringert wird. Um eine mit den anderen Verfahren vergleichbare Genauigkeit
zu erreichen, werden wir fiir das Radau-IIA-Verfahren 1078 als Zielresiduum verwenden.
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Res. #1p ey (t1 = 3.9375) ¢, (to = 5.6875) Ap(8)
BDF2 - 4096/1.00  2.944451189 0.4794153626  -0.1117227557
1074 4096/1.00  2.944451189 0.4794153626  -0.1117227557
1076 5995/1.46  2.944441961 0.4747501611  -0.1118463674
1078 9905/2.42  2.944415175 0.4717578723  -0.1119053091
10719 14927/3.64  2.944414390 0.4716457298  -0.1119078032
10712 22219/5.42  2.944414379 0.4716434617  -0.1119078697
DIRK?2 - 8192/2.00  2.944692654 0.4618651442  -0.1100359783
107%  10569/2.58  2.944692654 0.4672199232  -0.1116711137
1076 16822/4.11  2.944384686 0.4742284144  -0.1118335291
1078 23687/5.78  2.944382677 0.4738885527  -0.1118346816
10719 33797/8.25  2.944382101 0.4738452714  -0.1118348663
10712 48871/11.9  2.944382101 0.4738452457  -0.1118348667
Radau-1TA - 8192/2.00 — nicht stabil -
1074 11678/2.85  2.944417453 0.4733996754  -0.1118485333
1076 23782/5.81  2.944418698 0.4738303100 -0.1118368226
1078 46162/11.3  2.944419589 0.4741014404  -0.1118238651
10719 67132/16.4  2.944419584 0.4741006554  -0.1118238947
10712 89054/21.7  2.944419584 0.4741006466  -0.1118238949

Tabelle 6.2: Anzahl der Fixpunkt-Iterationsschritte und Kenngréfien fiir verschiedene

Residuen auf Gitterlevel L = 3 und mit 7'/7 = 4096 Zeitschritten.

Insgesamt ist zu beobachten, dass der Auftriebsbeiwert stiarker von der Nichlinearitét
abhingt als die anderen Kenngréflen, da er deutlich durch die Wirbelablésung beein-
flusst wird, wiahrend der Widerstandsbeiwert und der Druckabfall hauptséchlich von der
Anstromgeschwindigkeit abhédngen und weniger durch das nichtlineare Residuum beein-
flusst werden.

6.5 Konvergenzuntersuchung der zeitlichen Diskretisie-
rung

Die Konvergenz hinsichtlich der Zeitschrittweite, d.h. die Konvergenz gegen die semi-
diskrete Losung (kontinuierlich in der Zeit, diskret im Ort), wird auf Gitterlevel L = 3
mit dem Finite-Elemente-Raumpaar QQ2()1 untersucht. Dass der Gesamtdiskretisierungs-
fehler schnell durch den raumlichen Diskretisierungsfehler dominiert wird, hat keinen
Einfluss auf die Beobachtungen. Die Maxima werden nur zu vollen Zeitschritten aus-
gewertet. Bei groflen Zeitschritten wird die Wirbelablosung global falsch vorhergesagt,
wie am zeitlichen Verlauf des Auftriebskoeffizienten in den Abbildungen 6.4 a) bis d)
zu sehen ist. Dementsprechend wenig aussagekraftig sind die Werte fiir ¢, max in diesen
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(d) Radau-1TA-Verfahren
Abbildung 6.4: Vergleich der Auftriebsbeiwerte ¢, fiir verschiedene Verfahren und

Zeitschrittweiten mit Referenzlosung (links) mit vergrofiertem
Ausschnitt um das Maximum (rechts). Legende: M := logy(T'/7).
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T/t

#Ip

Cyw,max

Ca,max

Ap(8)

sBDF 2048
4096
8192

16384

32768

2048/1.00
4096/1.00
8192/1.00
16384/1.00
32768/1.00

2.944552105
2.944451416
2.944427979
2.944422182
2.944420732

0.4936839879
0.4812880876
0.4781324024
0.4773453291
0.4771484725

-0.1113675921
-0.1117227557
-0.1117993011
-0.1118177182
-0.1118223071

BDF 256

512
1024
2048
4096
8192

16384

2603/10.2
4405/8.60
6701/6.54
10029/4.90
14927/3.64
24108/2.94
41033/2.50

2.943763730
2.944099776
2.944329166
2.944397744
2.944415011
2.944418957
2.944419944

0.2027777994
0.3967787086
0.4585003091
0.4730042316
0.4761351902
0.4768616448
0.4770273081

-0.1097358407
-0.0994915458
-0.1110548892
-0.1120587787
-0.1119078032
-0.1118462758
-0.1118295321

DIRK 128
256
512

1024

2048

4096

8192

16384

2904/22.7
4720/18.4
7319/14.3
11182/10.9
17138/8.37
27696/6.76
46800/5.71
85808 /5.24

2.942809235
2.943676958
2.944082332
2.944261245
2.944343168
2.944382631
2.944401642
2.944411014

0.3404863133
0.4499528780
0.4693408067
0.4751071586
0.4767043146
0.4769894102
0.4770529992
0.4770770693

-0.1115203290
-0.1070532845
-0.1120247398
-0.1119716183
-0.1118665299
-0.1118348562
-0.1118266154
-0.1118245368

Radau-1IA 64
128

256

512

1024

2048

4096

8192

16384

1694/26.5
3302/25.8
5816/22.7
9896/19.3
16278/15.9
27000/13.2
46162/11.3
76122/9.29
121760/7.43

2.942437979
2.943960869
2.944336167
2.944408860
2.944418262
2.944419440
2.944420104
2.944420197
2.944420242

0.0389797873
0.3427873237
0.4522718308
0.4714768734
0.4767861814
0.4770376477
0.4770691750
0.4770724760
0.4770823424

-0.1217070769
-0.1095877425
-0.1120145223
-0.1118509988
-0.1118271131
-0.1118242128
-0.1118238651
-0.1118239305
-0.1118239517

Tabelle 6.3: Zeitschrittweitenuntersuchung fiir verschiedene Verfahren auf Gitterlevel
L = 3 mit Q2Q1 Elementen.
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Abbildung 6.5: Relative Fehler der berechneten Kenngrofien gegeniiber der Anzahl
geloster linearer Probleme fiir den Widerstandsbeiwert (links), den
Auftriebsbeiwert (mitte) und den Druckabfall (rechts).

Fillen. Fiir kleine Zeitschrittweiten konvergieren alle untersuchten Verfahren. Im Fol-
genden werden die Losungen mit einer Referenzlosung fiir Gitterlevel L = 3 verglichen,
die mit dem Radau-IIA-Verfahren, M = 13 und einem Zielresiduum von 107! berechnet
wurden.

Das sBDF-Verfahren, mit nur einem Linearisierungsschritt, liefert erst ab M 11
brauchbare Ergebnisse, ist aber auch fiir groflere Zeitschrittweiten zumindest noch stabil.
Eine sehr gute Ubereinstimmung ist erst ab M = 14 zu beobachten.

Das implizite BDF-Verfahren produziert ab M = 9 die richtige Anzahl an Wirbeln. Die
Abl6sung ist jedoch zeitlich etwas verzogert und der Auftriebsbeiwert zu klein. In der
VergoBerung ist zu sehen, wie der Phasenfehler bei kleinerer Zeitschrittweite abnimmt.
Ab M = 13 ist auch in der VergsBerung die Ubereinstimmung sehr gut.

Das DIRK-Verfahren liefert ab M = 8 brauchbare und ab M = 11 sehr gute Ergebnisse.
Es ist deutlich weniger dissipativ als das BDF-Verfahren. Da aber alle Kenngréfien auch
vom Druck abhéngen, leiden sie unter dem Effekt der Ordnungsreduktion fiir den Druck.

Das Radau-ITA-Verfahren liefert schon bei M = 7 eine qualitativ gute Vorhersage der
Wirbelablosung mit geringem Phasenfehler. Lediglich die Dissipation ist bei dieser Zeit-
schrittweite noch zu grof. Fiir M = 10 ist die Ubereinstimmung bereits sehr gut. Schon
ab M = 12 beginnt der Linearisierungsfehler den Gesamtfehler zu dominieren.

Bei allen impliziten Verfahren ist zu beobachten, dass die Anzahl der bendttigten Fix-
punktiterationen bei kleinerer Zeitschrittweite deutlich zuriickgeht. Das liegt zum einen
daran, dass die extrapolierten Startwerte fiir kleine Zeitschrittweiten besser werden und
zum anderen daran, dass die Massematrix im nichtlinearen Problem mit 7—! multipliziert
wird und somit gegeniiber dem nichtlinearen Konvektionsterm immer mehr dominiert.
Eine Halbierung der Zeitschrittweite erhoht den Aufwand impliziter Verfahren nur um
50% bis 70%, wihrend sich der Aufwand des linearen sBDF-Verfahrens verdoppelt.

Gemessen an der Zeitschrittweite schneiden die impliziten Verfahren, insbesondere das
Radau-ITA-Verfahren, am besten ab. Sie erlauben groflere Zeitschritte und sind bei glei-

97



Kapitel 6: Umstrémung eines zweidimensionalen Zylinders

0 2 2 6 8
Abbildung 6.6: Gitterkonvergenz fiir den Auftriebsbeiwert (links) und den
Widerstandsbeiwert (rechts).

cher Zeitschrittweite genauer als das linearisierte sSBDF-Verfahren. Betrachtet man die
Genauigkeit relativ zur Anzahl der geldsten linearen Probleme, ergibt sich jedoch ein
anderes Bild. In Abbildung 6.5 ist der relative Fehler der Kenngréfien gegen die An-
zahl der geltsten linearen Probleme aufgetragen. Bei geringem Aufwand liefert immer
das sBDF-Verfahren die besten Werte, da es deutlich kleinere Zeitschritte machen kann.
Wegen der zunehmenden Effizienz der impliziten Verfahren bei kleineren Zeitschrittwei-
ten konnen diese jedoch teilweise autholen. Von den impliziten Verfahren ist immer das
Radau-ITA-Verfahren am effizientesten.

6.6 Konvergenzuntersuchung Ort

Um bei der rdumlichen Gitterkonvergenzuntersuchung den Einfluss der Zeitdiskretisie-
rung auszublenden, werden wir das beziiglich der Zeit genaueste Radau-ITA-Verfahren
mit 8192 Zeitschritten und einem nicht-linearen Residuum von 10710 verwenden. So wird
sichergestellt, dass immer der rdumliche Diskretisierungsfehler dominiert.

Die Gitterfeinheit hat nur geringen Einfluss auf die Konvergenz der Fixpunktiteration,
die Anzahl der Linearisierungsschritte pro Zeitschritt fallt fiir feinere Gitter nur leicht,
aber monoton, ab (siche Tabelle 6.4).

Auf den groben Gittern wird die Wirbelablosung nicht richtig simuliert. Das Ausgangs-
gitter ist zu grob, um bei einer Diskretisierung mit Qo /Q;-Elementen die Wirbelablosung
aufzulésen. Auf Gitterlevel L = 1 findet die Wirbelablésung mit der richtigen Frequenz
statt, der Auftriebsbeiwert wird jedoch um bis zu 50% falsch vorhergesagt (siehe Ab-
bildung 6.6). Erst ab L = 2 sind die Fehler im einstelligen Prozentbereich. Bei der
Verwendung von Qy/Q;-Elementen liefern schon die Rechnungen auf dem Ausgangs-
gitter (ohne Verfeinerung) brauchbare Resultate mit relativen Fehlern im einstelligen
Prozentbereich.

Das Ausgangsgitter war bisher noch nicht besonders an das Problem angepasst. Da
der raumliche Diskretisierungsfehler deutlich grofler als der zeitliche Diskretisierungs-
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Element L #lp Cyv max Ca,max Ap(8)

Q2/0Q1 0 114720/14.0 2.550368290 0.0913466573 -0.1301897322
1 130348/15.9 2.816950918 0.3579816784 -0.1078912593
2 123452/15.1 2.910386745 0.4405812236 -0.1092582103
3 118364/14.5 2.944420202 0.4770727570 -0.1118238501
4 112952/13.8 2.949899411 0.4777103109 -0.1116394501

Q3/Qq 0 134574/16.4 2.818326730 0.4378592593 -0.1120410124
1 125618/15.3 2.947360241 0.4412185448 -0.1102887913
2 120674/14.7 2.953377386 0.4778802122 -0.1116436756
3 114850/14.2 2.952151395 0.4778663931 -0.1116159627

Referenzwerte 2.9509215 0.477885 -0.11162

Tabelle 6.4: Gitterkonvergenz fiir Q2/Q;- und Qs3/Qs-Elemente.

fehler ist, werden fiir die folgenden Rechnungen zur Bestimmung von Benchmarkwerten
daher besser an die Losung angepasste Gitter verwendet. Das noch nicht verfeinerte
Ausgangsgitter mit L = 0 wird zum Vergleich mit dem bisherigen Gitter in Abbildung
6.7 dargestellt. Es hat im Bereich um den Zylinder etwa die doppelte Auflésung und ist
lokal direkt hinter dem Zylinder feiner als am Ende des Kanals. Auf eine anisotrope Ver-
feinerung zur Auflésung von Grenzschichten wurde verzichtet, es handelt sich weiterhin
um ein isotropes Gitter mit stirker variierender Gitterweite h.

Die Resultate in Tabelle 6.5 zeigen, dass durch ein angepasstes Gitter eine deutlich hohere
Genauigkeit erreicht werden kann. Die Genauigkeit der Rechnungen auf dem Benchmark-
Gitter entspricht etwa der Genauigkeit auf dem vorherigen Gitter mit einer zusétzlichen
globalen Verfeinerung und passt gut zu der Beobachtung, dass das Benchmark-Gitter
im Bereich des Zylinders etwa die doppelte Auflosung hat. Die Auflésung im {ibrigen
Gebiet ist ansonsten vergleichbar oder sogar grober, was jedoch keinen grofien Einfluss

L

Tie=ammll
A NN

Abbildung 6.7: oben: bisheriges Gitter, unten: Benchmark-Gitter.

S T
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Element L NNZ/1e3 Zeit pro LP ¢y pax Ca,max Ap(8)

Q/91 0 17 0.04 2.551632300 0.5274251517 -0.1143420517
1 75 0.15 2.883372765 0.5204481478 -0.1103237793
2 318 0.64 2.940557175 0.4829426236 -0.1120909795
3 1303 3.48 2.949408583 0.4781928947 -0.1116862080
4 5276 17.6 2.950659461 0.4778617170 -0.1116263221

Q3/Qy 0 80 0.12 2.940823438 0.5574437381 -0.1082831163
1 343 0.48 2.953440142 0.4822723882 -0.1119131591
2 1423 2.24 2.952200466 0.4779863575 -0.1116527497
3 5794 11.0 2.951270283 0.4778910855 -0.1116241051

Q4/Q3 0 232 0.31 2.960731583 0.4879541344 -0.1119175676
1 985 1.22 2.953478865 0.4779589292 -0.1116511281
2 4055 5.92 2.951346384 0.4778988674 -0.1116237287

Referenzwerte 2.950921 0.477885 -0.11162

Tabelle 6.5: Gitterkonvergenz auf dem Bechmark-Gitter.

auf die Genauigkeit hat.

Auf dem Benchmark-Gitter wurden Rechnungen fiir Finite-Elemente-Raume bis zur
Ordnung k = 4 durchgefiihrt. Wieder zeigt sich, dass die Genauigkeit durch Erhéhung
der Elementordnung stark zunimmt. Gleichzeitig wéichst aber auch die Anzahl der nicht
verschwindenden Matrixeintrige (NNZ) stark an, da mehr Basisfunktionen innerhalb
der Zellen miteinander gekoppelt sind (siehe dritte Spalte in Tabelle 6.5). Die Effizienz
des linearen Losers profitiert jedoch etwas von der zunehmenden Dichtheit der linearen
Gleichungssysteme. Diese Entwicklung ldsst sich jedoch nicht pauschal auf andere Loser
(z.B. iterative Krylov-Verfahren) verallgemeinern.

Insgesamt sind die Resultate hinsichtlich der rdumlichen Diskretisierung zufriedenstel-
lend. Auf den feinsten verwendeten Gittern betragen die relativen Fehler fiir alle unter-
suchten Kenngroen etwa 0.01%. Im Gegensatz dazu sind die Referenzwerte aus [37] fiir
Cw max deutlich genauer als fiir Ap(8). Der Vorteil der in der vorliegenden Arbeit verwen-
deten inf-sup stabilen Elemente liegt in einer stabilen Approximation des Drucks, die
eine Druckstabilisierung und die damit verbundene Parameterwahl iiberfliissig macht.
Fiir die Rechnungen ohne Turbulenzmodell in diesem Kapitel sind keine zusétzlichen
Parameter von Anwender zu wéhlen.

6.7 Fazit

Das Hauptziel dieses Kapitels ist die Bewertung der verschiedenen Verfahren zur Zeit-
diskretisierung. Insbesondere aus Abbildung 6.5 ldsst sich diesbeziiglich folgendes Fazit
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Abbildung 6.8: Relative Fehler von cy, ., (links), ¢, 1,y (mitte) und Ap(8) (rechts)

gegeniiber der Anzahl der Matrixeintriage (in tausend) fiir
unterschiedliche Elementordnungen.

ziehen: Die Wahl des am besten geeigneten Verfahren hingt wesentlich vom angestrebten
Fehler ab. Fiir Rechnungen mit sehr hoher zeitlicher Genauigkeit eignen sich am bes-
ten Verfahren mit hoher Konvergenzordnung, wie z.B. das Radau-IIA-Verfahren. Der
zusétzliche Aufwand fiir die implizite Kopplung mehrerer Stufen wird dabei durch die
hohere Konvergenzordnung ausgeglichen. Auch der Aufwand zur Iteration der Nicht-
Linearitédt wird mit kleiner werdender Zeitschrittweite geringer.

Wird die Genauigkeit der rdumlichen Diskretisierung beriicksichtigt und die Anforde-
rung an die Genauigkeit der zeitlichen Diskretisierung daran angepasst, so liefert bei
vergleichbarem Aufwand immer das sSBDF-Verfahren die besten Ergebnisse. Gerade auch
fiir turbulente Strémungen, bei denen keine hohe Genauigkeit in der rdumlichen Diskre-
tisierung erreicht werden kann und gleichzeitig die Losungen zeitlich stark fluktuieren
konnen, eignen sich die sBDF-Verfahren besonders. Diese erlauben bei vergleichbarem
Gesamtaufwand den kleinsten Zeitschritt aller Verfahren. Wahrend der Berechnung von
stationdren Losungen eine spezielle Rolle zukommt (siehe Kapitel 7), wird daher fiir die
Berechnung turbulenter Stromungen in Kapitel 8 das sBDF-Verfahren zweiter Ordnung
verwendet.
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Kapitel 7

Laminare nicht-isotherme
Hohlraumstromung

In diesem Kapitel sollen numerische Resultate zur laminaren nicht-isothermen Hohl-
raumstromung prisentiert werden. Es handelt sich um ein Problem freier Konvektion,
bei der die Stromung nur von den durch Temperaturunterschiede hervorgerufenen Auf-
triebseffekten angetrieben wird. Im Gegensatz zum Benchmarkproblem des vorherigen
Kapitels wird jetzt das vollstédndige Oberbeck-Boussinesq-Modell verwendet. Die nicht-
isotherme Hohlraumstromung kann als Prototyp fiir eine Raumluftstromung angesehen
werden, bei der die Stromung ebenfalls ausschliefSlich von unterschiedlich warmen Ober-
flichen (z.B. Heizkorpern oder Kiihlelementen) angetrieben wird. Eine zentrale Rol-
le spielt dabei der Wéarmetransfer zwischen heiflen bzw. kalten Oberflichen und dem
Fluid. Wichtig fiir die thermische Behaglichkeit ist auch die Stromungsgeschwindigkeit.
Zunéchst beschrianken wir uns auf den eher akademischen Fall kleiner Rayleigh-Zahlen,
fiir den sich stationére laminare Stromungen einstellen. Eine turbulente Hohlraum-
stromung wird im néchsten Kapitel untersucht.

7.1 Problembeschreibung

Beim Gebiet Q = [0,1]2> C R? handelt es sich um das zweidimensionale Einheitsqua-
drat. Fiir das Geschwindigkeitsfeld u schreiben wir Haftbedingungen an allen Wanden
vor. An den horizontalen Wanden oben und unten verwenden wir isolierende Randbe-
dingungen fiir die Temperatur 6, wihrend an den vertikalen Wénden links und rechts
die Temperatur durch Oyam = 0,5 und Oy = —0,5 festgelegt wird. Dabei handelt es
sich um eine skalierte Abweichung von einer mittleren Temperatur. Die Gravitations-
beschleunigung wirkt senkrecht nach unten. Fiir die Prantl-Zahl wird etwa der Wert
Pr =0, 71 von Luft bei Raumtemperatur verwendet. Durch den Temperaturunterschied
steigt das Fluid an der warmen Wand nach oben und sinkt an der kalten Wand wieder
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Abbildung 7.1: Darstellung des Gebiets {2 mit Randbedingungen und Skizze moglicher
Rezirkulationszonen fiir grofle Rayleigh-Zahlen.

nach unten. Abhéngig von der Rayleigh-Zahl entstehen eine grofie Zirkulation entlang
des Gebietsrandes und weitere Rezirkulationszonen im inneren des Gebiets. Eine sche-
matische Darstellung der Geometrie und der Rezirkulationszonen ist in Abbildung 7.1
skizziert. Als Gleichungsmodell fiir u, p und 6 verwenden wir wie bereits erwahnt das
Oberbeck-Boussinesq-Modell (3.33) bis (3.35).

Im Folgenden beschréinken wir uns auf den Bereich Ra < 107, fiir den die Losungen
laminar sind und fiir ¢ — oo gegen einen stationdren Grenzwert konvergieren. Ab der
kritischen Rayleigh-Zahl Raci, = (1,82 4 0,01) x 10® (siehe Ref. [45]), bei der die erste
Bifurkation auftritt, werden die Losungen instationédr und fiir noch gréfiere Rayleigh-
Zahlen auch turbulent. Diesen Fall (mit etwas anderen Randbedingungen) werden wir im
néchsten Kapitel betrachten. Zur Skalierung der Losung werden folgende Referenzgrofien
verwendet:

a L, H’Ral/?

— W’ tr —_ - —— AT:Th—TC (7].)

L.=H, U, - -
T

Diese sind fiir freie Konvektion an einer vertikalen beheizten Platte bemessen.

7.2 Beschreibung der Benchmarkwerte

Wie beim vorherigen Testproblem aus Kapitel 6, ist die exakte Losung fiir die Hohl-
raumstromung mit differentiell beheizten Seitenwédnden nicht bekannt. Zur Auswertung
der numerischen Losungen werden daher spezielle Kenngroflen herangezogen. Da fiir
kleine Rayleigh-Zahlen keine experimentellen Daten vorliegen, werden wir die Ergeb-
nisse ausschlieflich mit Resultaten anderer numerischer Untersuchungen des Problems
vergleichen.

Neben einer qualitativen Betrachtung des Geschwindigkeitsfeldes, bei der die Lage
verschiedener Rezirkulationszonen untersucht wird, werden insbesondere Geschwindig-
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7.2. Beschreibung der Benchmarkwerte

keitsprofile auf der vertikalen und horizontalen Mittellinie der Kammer gezeigt. Tabella-
risch erfasst werden die Extrema der u-/v-Komponente der Geschwindigkeit tmaz, Vmag
auf den beiden Querschnitten.

Fiir thermische Stromungen spielt der lokale horizontale Warmestrom

00

= 9 — R

q(z,y) = ud —az-

eine wichtige Rolle. Der totale Warmestrom durch die vertikale Ebene mit fester x-

Koordinate ist gegeben durch:

Fiir isolierte horizontale Wande und stationdre Losungen ist dieser unabhingig von
der z-Koordinate. Wir werden zur Uberpriifung ¢ auf zwei senkrechten Querschnit-
ten berechnen, einmal an der heilen Wand ¢, := ¢(0) und einmal in der Gebietsmit-
te ¢,q = ¢(0,5). AuBerdem werden wir ¢ einmal iiber das gesamte Gebiet 2 mitteln.
Da es sich um Finite-Elemente-Losungen handelt, lassen sich diese Integrale mittels
numerischer Quadraturformeln exakt auswerten. Aus dem horizontalen Wirmestrom
léasst sich die dimensionslose Nusselt-Zahl berechnen, die das Verhiltnis von konvekti-
vem Wéarmetransport h zu diffusivem Wirmetransport bei ruhendem Fluid beschreibt:
hL q
Nu = o h= ANT

In unserem entdimensionalisierten Beispiel sind L = A = AT = 1 und somit Nu = g. So
erhalten wir entsprechend drei Nusselt-Zahlen Nug, Nu, 4, Nuaye, abhiingig davon, wie
q berechnet wurde. Zusiétzlich werden wir die lokalen Extrema Nup;, und Nup.yx der
Nusselt-Zahl an der heiflen Wand untersuchen.

Bemerkung 7.1 Fiir die exakte Losung gilt Nug = Nu, ;4 = Nuave, wir werden je-
doch sehen, dass die Berechnungen fiir diskrete Losungen unterschiedlich genau sind.
Fiir x = 0 ist auch v = 0 und somit ¢y allein vom Temperaturgradienten in der Grenz-
schicht abhéngig. Daher wird die Genauigkeit von Nu, wesentlich von der Auflésung der
Wandgrenzschichten abhéngen. Fiir Nu,ye konnen wir hingegen ausnutzen, dass

1

00y (x,

/ ha(y) dr = Qh(lay) - eh((),y) = Qkalt - ewarm
0 X

ist. Nuaye hiingt also nicht von Ableitungen der Losung ab. Daher kénnen wir fiir Nu,yg

die hochste Genauigkeit erwarten.

Zur Untersuchung von zweidimensionalen Strémungen lésst sich aulerdem die Strom-
funktion ® heranziehen. Diese ist durch V® = u'l definiert, d.h., die Stromlinien des
Geschwindigkeitsfeldes entsprechen den Isolinien der Stromfunktion. Diese Vorgehens-
weise hat den Vorteil, dass sich durch die Isolinien von ® automatisch geschlossene
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Stromlinien ergeben. Bei einer numerischen Integration des Geschwindigkeitsfeldes ist
dies in der Regel nicht der Fall ist. Numerisch lésst sich die Stromfunktion durch Losen
des Poisson-Problems

V- (V®)=V-ulin, ® = 0 auf 99

bestimmen. Die Randbedingung ergibt sich daraus, dass die Tangentialableitung
nt-V® =n-u=0auf dem ganzen Rand 0 verschwindet und wir somit eine beliebige
Konstante vorschreiben kénnen.

Dieses Hilfsproblem wird auf dem gleichen Gitter wie das Stromungsproblem mittels
einer Finite-Elemente-Methode hoherer Ordnung gelost, um weitere Diskretisierungs-
fehler zu minimieren. Lokale Extrema der Stromfunktion beschreiben Wirbelzentren.
Wir werden den Wert des Maximums ®,,,,, der Stromfunktion im oberen linken Viertel
des Gebiets tabellarisch angeben.

Als Referenzwerte fiir die Benchmarkgréfien verwenden wir Werte aus verschiedenen
Veroffentlichungen zu numerischen Untersuchungen des Problems. Altere Resultate in
Ref. [17] von 1983 und Ref. [65] von 1989 basieren auf einer Umformulierung der Navier-
Stokes-Gleichungen mittels der Stromfunktion ® und der Vortizitdt w = V x u. In beiden
Arbeiten werden Finite-Differenzen-Schemata zweiter bzw. hoherer Ordnung verwen-
det. Die Gitterauflosung betrdgt nur bis zu 80x80 bzw. 50x50 Knoten. In der Arbeit
[44] von 1991 wird eine pseudo-spektrale Chebyshev-Methode mit einem Polynomgrad
von bis zu 128 in jeder Koordinatenrichtung verwendet. Bei der in Ref. [26] verwende-
ten Spektrale-Elemente-Methode handelt es sich um eine Finite-Elemente-Methode mit
niedriger Gitterauflésung aber hohem Polynomgrad. Fiir die Entkopplung von Geschwin-
digkeit und Druck wird dort eine Druck-Korrektur-Methode eingesetzt. Diese Methode
ist beziiglich der raumlichen Diskretisierung der in dieser Arbeit verwendeten Methode
am dhnlichsten.

7.3 Zeitabhingiger Losungsverlauf

Die laminaren stationdren Losungen berechnen wir durch eine zeitabhéngige Simulation,
bei deren Start sich das Medium in Ruhe befindet und ein linearer Temperaturverlauf
vorliegt. Fiir diese Startphase liegen keine Referenzwerte zum Vergleich vor. Wir betrach-
ten daher zundchst nur den zeitlichen Verlauf von Nug fiir verschiedene Rayleigh-Zahlen
in Abbildung 7.2 (links). Nach einer Einschwingphase konvergiert die Losung und damit
auch die Nusselt-Zahl gegen einen stationdren Grenzwert. Fiir grole Rayleigh-Zahlen
und die damit verbundene geringe Viskositédt dauert diese Einschwingphase ldnger.

Der rechte Teil der Abbildung zeigt den Verlauf der Nusselt-Zahl fiir Ra = 10 und ver-
schiedene Zeitschrittweiten 7. Kleine 7 liefern zwar einen genaueren zeitlichen Verlauf,
dndern aber am stationdren Grenzwert nichts. Eine grofle Zeitschrittweite hat sogar
den Vorteil, dass das Verfahren dissipativer ist und schneller konvergiert. Daher wird
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Abbildung 7.2: Zeitabhéngiger Verlauf von Nug fiir verschiedene Rayleigh-Zahlen
(links) und Zeitschrittweiten des impliziten Euler-Verfahrens mit zwei
Fixpunktiterationsschritten fiir Ra = 10° (rechts).

zur Berechnung der stationdren Grenzwerte ein IMEX-Euler Verfahren mit grofler Zeit-
schrittweite 7 = 1 verwendet. Als Konvergenzkriterium wird [|0sup||, < 10712 in der
Euklidschen Norm des R™* verwendet. Diese Vorgehensweise zeigte bessere Konvergenz-
eigenschaften als eine einfache Fixpunktiteration des stationéren Problems und fiihrt zu-
dem durch die Diskretisierung der Zeitableitung zu besseren algebraischen Eigenschaften
der zu l6senden linearen Probleme.

7.4 Beschreibung wesentlicher Stromungsmerkmale der
stationidren Losung

Wir betrachten zunéchst die Entwicklung der Losungen fiir wachsende Rayleigh-Zahlen,
die in Abbildung 7.3 dargestellt ist. Die Grenzschicht der Temperatur 6 an den be-
heizten und gekiihlten Wénden wird fiir grole Rayleigh-Zahlen immer diinner, wéhrend
sich gleichzeitig ein nahzu linearer vertikaler Temperaturverlauf in der Gebietsmitte ein-
stellt. Fiir kleine Rayleigh-Zahlen Ra < 10* wird das Geschwindigkeitsfeld durch einen
zentralen Hauptwirbel dominiert. Fiir groflere Rayleigh-Zahlen wandern die Bereiche
grofler Geschwindigkeitsbetridge niher an den Rand des Gebiets und es bilden sich eben-
falls Grenzschichten. Zusétzlich entstehen verschiedene kleine Rezirkulationszonen im
Gebiet. Dass die Normierung des Geschwindigkeitsfeldes mittels (7.1) korrekt gewéhlt
wurde, wird dadurch bestétigt, dass sich unabhéngig von der Rayleigh-Zahl eine maxi-
male Geschwindigkeit von [jul|, ~ 0,22 einstellt.

Fiir grofie Rayleigh-Zahlen Ra > 10 kommt das Fluid in einem grofien Bereich in
der Gebietsmitte fast zum Stillstand. Im Gegensatz dazu bildet sich bei isothermen
Hohlraumstrémungen mit einer bewegten Seitenwand im Zentrum der Kammer eine
Festkorperrotation aus, bei der sich das Fluid auf Kreisbahnen um das Wirbelzentrum
bewegt und die Geschwindigkeit proportional zum Abstand zu dem Wirbelzentrum ist
[23]. Im nicht-isothermen Fall wiirde durch einen sich im Uhrzeigersinn drehenden Wir-
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Abbildung 7.3: Temperatur 6 (links) und Geschwindigkeitsbetrag |u| mit Stromlinien
(rechts) fiir Ra € {10%,105,105 107} (von oben nach unten).
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Abbildung 7.4: Konvergenz ausgewihlter Grofien fiir Ra = 10* (links) und Ra = 10°
(rechts) auf dquidistanten Gittern mit Qs/Q;/Qs-Elementen und N2
Zellen.

bel warmes Fluid nach unten und kaltes Fluid nach oben transportiert. Dem wirken
jedoch die Auftriebskrifte entgegen. Die vertikale Temperaturschichtung wirkt also sta-
bilisierend auf das Fluid und sorgt dafiir, dass abgesehen von den vertikalen Wénden die
meisten Stromlinien horizontal verlaufen.

7.5 Gitterkonvergenzstudie

Die Untersuchungen in diesem Abschnitt sind in drei Teile gegliedert. Zuerst wird die
Konvergenz fiir das Q3/Q1/Qo-Element auf #iquidistanten Gittern untersucht. Dann wer-
den zur Verbesserung der Approximation anisotrope Gitter verwendet und zuletzt auch
Elemente mit hoherer polynomieller Ordnung betrachtet. Alle tabellarischen Ergebnisse
sind am Ende dieses Kapitels zu finden.

Die Ergebnisse fiir das Qa/Q1/Qo-Element auf dquidistanten Gittern sind fiir die
Rayleigh-Zahlen Ra € {10% 10%,10%} in Tabelle 7.3 auf Seite 117 zusammen mit Lite-
raturwerten angegeben. Die Auflésung des Gitters ist durch die Anzahl der Zellen N in
jede Koordinatenrichtung angegeben. Die Ubereinstimmung mit den Referenzwerten ist
sehr gut. Fiir groflere Rayleigh-Zahlen nimmt der Diskretisierungsfehler jedoch zu, was
auf die Entstehung von Grenzschichten zuriickzufiihren ist, die durch dquidistante Gitter
schlecht aufgelost werden. Abbildung 7.4 zeigt die Konvergenz ausgewihlter Kenngrofien
gegen extrapolierte Grenzwerte. Dabei wird eine Konvergenzrate von bis zu O(N ~3) er-
reicht. Bemerkenswert ist die hohe relative Genauigkeit von Nugy,, die fiir Ra = 10%
etwa 10~ und fiir Ra = 10° etwa 10~7 betriigt.

Um die Grenzschichten fiir grofle Rayleigh-Zahlen besser aufzulosen, werden jetzt ani-
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Abbildung 7.5: Angepasste anisotrope Gitter fiir die Rayleigh-Zahlen
Ra € {10%,10°,105 107} (von oben nach unten) und Darstellung des
zellweisen Seitenverhéltnisses (rechts).
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Abbildung 7.6: Konvergenz ausgewihlter Grofien fiir Ra = 10* (links) und Ra = 10°
(rechts) auf anisotropen Gittern mit Qy/Q;/Qs-Elementen und N2
Zellen.

sotrope Gitter verwendet. Dazu transformieren wir die Knoten der dquidistanten Gitter
mit Abbildungen T, 4: [0,1]> — [0,1]?, die die Knoten niiher an den Gebietsrand bewe-
gen. Diese Abbildungen sind durch

x z\\ (7 —(1—a)ssin(2rz)
<y> e <<y>> - (y -(1- b)zsm(%y))

gegeben. Die Parameter 0 < a,b < 1 steuern dabei die Streckung der Zellen am Rand des
Gebiets. An den vertikalen Winden ergibt sich ein Seitenverhéltnis von etwa a: 2 — b
wéhrend sich an den horizontalen Wénden ein Seitenverhéltnis von b: 2 — a ergibt.
Da die Nusselt-Zahl der mittleren Ableitung der Temperatur an der vertikalen Wand
entspricht, verwenden wir ¢ ~ Nu™! und b ~ Nu~/3. So wird erreicht, dass immer
ausreichend viele Zellen innerhalb der Grenzschichten liegen. In der Gebietsmitte ent-
spricht die Auflésung unabhéngig von der Streckung mindestens der halben Auflésung
der dquidistanten Gitter. Grobe Gitter mit 162 Zellen fiir die entsprechenden Rayleigh-
Zahlen sind in Abbildung 7.5 dargestellt. Die lokale Ahnlichkeit der Seitenverhiltnisse
benachbarter Zellen, eine der Voraussetzungen an das Gitter zur Konstruktion eines
anisotropen divergenzerhaltenden Interpolationsoperators, ist deutlich zu sehen.

Die Ergebnisse der Rechnungen auf den anisotropen Gittern fiir Ra € {10%,10%,10°,107}
sind in Tabelle 7.4 auf Seite 118 aufgelistet. Im Verlgeich zu den uniformen Gittern nimmt
die Genauigkeit fiir Nuy,;q etwas ab, wahrend die Genauigkeit fiir alle Groflen innerhalb
der Grenzschicht deutlich zunimmt. Da die Gitter aulerdem fiir jede Rayleigh-Zahl an-
gepasst sind, ist auch der Genauigkeitsverlust fiir steigende Rayleigh-Zahlen geringer als
bei den uniformen Gittern. Wie in Abbildung 7.6 zu sehen ist, bleiben die Konvergenz-
raten auch auf den anisotropen Gittern erhalten.

Eine weitere Moglichkeit, die Genauigkeit der Approximation zu verbessern, ist die
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Abbildung 7.7: Konvergenz ausgewihlter Groen fiir Ra = 10 auf anisotropen Gittern
mit N2 Zellen und Qy/Q;/Qs-Elementen (oben links),
Q3/Qs/Qs-Elementen (oben rechts) und Q4/Q3/Q4-Elementen
(unten).

Erhohung der Elementordnung. Ergebnisse fiir Elemente der Ordnung k£ = 3 und k = 4
sowie Ra € {10%,107} sind in Tabelle 7.5 auf Seite 119 angegeben. Abbildung 7.7 zeigt
einen Vergleich der Konvergenzraten bei Ra = 10° fiir alle verwendeten Elementord-
nungen. Da es sich um anisotrope Gitter mit variierendem Seitenverhéltnis der Zellen
handelt, ldsst sich diesen Gittern keine aussagekréiftige Gitterweite h zuordnen. Zum
besseren Vergleich sind daher jeweils die Konvergenzraten N =3, N~ bzw. N~ mit ein-
getragen. Fiir Nu,y, erreichen die Elemente héherer Ordnung bei N = 64 bzw. N = 32
bereits die Rechengenauigkeit. Die anderen Werte konvergieren weiter, allerdings teil-
weise mit reduzierter Konvergenzordnung.

In Abbildung 7.8 ist die Konvergenz fiir Ra = 107 dargestellt. Selbst bei dieser grofien
Rayleigh-Zahl erreicht die Diskretisierung mit Q4/Q3/Q4-Elementen bei N = 48 fiir
Nu,ye die numerische Rechengenauigkeit.
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Abbildung 7.8: Konvergenz ausgewihlter GroSen fiir Ra = 107 auf anisotropen Gittern
mit N? Zellen und Q3/Qs/Qs-Elementen (links) und
Q4/Q3/Qs-Elementen (rechts).

Ra  VRaumax v Ra vmax Nupyin Nupmax Nu vRa ®pax
104 16.1833 19.6282 0.58496 3.53105 2.2448158 5.073673

~5x107% ~5x10% ~5x10° ~1x10% ~1x10% =~2x10°7

10°  34.7407 68.6358 0.72795 7.72012 4.5216360 9.6164
~3x10% ~3x10% ~3x10° ~1x10% ~1x108 ~1x10°°

106 64.8344 220.5651 0.97944 17.5360 8.8252016 16.810
~8x1077 ~5x1077 ~1x10° ~1x10% ~1x107% ~3x10°
107 148.585 699.330 1.3663 39.395 16.523093 30.164

~7Tx100 ~2x10°% ~8x10° ~3x10° ~1x107% ~5x104

Tabelle 7.1: Benchmarkwerte und geschétzte relative Fehler.

In Tabelle 7.1 sind extrapolierte Benchmarkwerte fiir Ra € {10% 10%,10%, 10"} ange-
geben. Fiir kleine Rayleigh-Zahlen sind diese deutlich genauer als die Werte aus den
dlteren Arbeiten [17, 65]. Fiir Ra = 105,107 ist die Ubereinstimmung mit den Werten
aus [26, 44] sehr gut. Die Genauigkeit der Benchmarkwerte konnte insbesondere fiir die
Nusselt-Zahl jedoch deutlich gesteigert werden.

7.6 Druckseparation

In diesem Abschnitt soll die Auswirkung der Druckseparation (sieche Abschnitt 2.5) un-
tersucht werden. In Abbildung 7.9 a) bis d) wird dazu der Druck und der zellweise
Divergenzfehler fiir Rechnungen mit Qs/Q;/Qs-Elementen auf Gittern mit N 2 — 256

113



Kapitel 7: Laminare nicht-isotherme Hohlraumstrémung

N Standard Variante A Variante B Grad-Div

16 0.058520  0.051035 0.050350  0.007430
32 0.009804  0.009119 0.009082  0.002589

Tabelle 7.2: Divergenzfehler ||V -uy||, fiir zwei Varianten der Druckseparation und fiir
Divergenzstabilisierung mit vx = 0, 3.

Zellen und Ra = 10° dargestellt. In Teil a) der Abbildung werden die Werte fiir ei-
ne Rechnung ohne Grad-Div-Stabilisierung und ohne Druckseparation gezeigt. Es ist
deutlich zu erkennen, dass der Druck durch einen globalen quadratischen Term in der
y-Koordinate dominiert wird. Dieser entsteht durch den aus dem annéhernd linearen ver-
tikalen Temperaturverlauf resultierenden Auftriebsterm der Boussinesq-Approximation.
Da der Ansatzraum fiir den Druck nur stiickweise lineare Funktionen enthélt, verursacht
dieser quadratische Anteil einen Approximationsfehler, der sich insbesondere auf V - uy
auswirkt.

Zur Berechnung eines approximierten Drucks wird

2
glelﬁ/ﬂ(e — Ay — 0.5)) dx
bestimmt. Mit dem Minimalargument A kann dann ein reduzierter Druck berechnet
werden, der den quadratischen Anteil nicht mehr enthélt (Variante A). Das Ergebnis
dieser Rechnung ist in Teil b) von Abbildung 7.9 zu sehen. Der reduzierte Druck kann
deutlich besser approximiert werden, wodurch auch der Divergenzfehler kleiner wird.
In einem weiteren Schritt kann zusétzlich der kubische Anteil des Temperaturverlaufes
durch

. 3 2
BI%lgR/Q@ — B(y—0.5) —C(y —0.5) ) dx
bestimmt werden. Die Subtraktion dieses Anteils (Variante B) verbessert die Divergenz-
fehler jedoch kaum noch, wie die Tabelle 7.2 zeigt. Die Hauptursache fiir den verbleiben-
den Divergenzfehler sind die Triigheitskrifte (uy, - V)uy, die hauptséchlich im Bereich
der Ecken wirken, in denen sich die Stromung von den vertikalen Winden ablést und
die Richtung &ndert.

Um den Divergenzfehler in allen Bereichen zu verbessern, kann die Grad-Div-
Stabilisierung verwendet werden. Teil d) von Abbildung 7.9 zeigt die Ergebnisse fiir
eine Rechnung mit v = 0,3 und ohne Druckseparation. Die zellweisen Divergenzfehler
sind gegeniiber der unstabilisierten Rechnung deutlich kleiner und konzentrieren sich
weniger stark in den Ecken des Gebiets.

Fiir das vorliegende Problem ist der Einfluss der Druckseparation eher gering und deut-
lich schwiicher als der Effekt von Grad-Div-Stabilisierung. Fiir eine Diskretisierung mit
inf-sup stabilen Elementen und bei Beibehaltung des gekoppelten Problems fiir Ge-
schwindigkeit und Druck ist eine Druckseparation daher nicht erforderlich.
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(d) und mit Grad-Div-Stabilisierung mit vx = 0.3.

Abbildung 7.9: Druck (links) und zellweiser Divergenzfehler (rechts).
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Bemerkung 7.2 Wird das gekoppelte Problem fiir Geschwindigkeit und Druck durch
ein Projektionsverfahren entkoppelt, kann die Druckseparationsmethode wesentliche
Vorteile bringen. Im ersten Schritt dieser Verfahren wird z.B. mit einem alten Druck
des letzten Zeitschritts die Impulsgleichung ohne Einhaltung der Divergenzbedingung
gelost. Danach wird das Geschwindigkeitsfeld zuriick in den Raum der diskret diver-
genzfreien Funktionen Zj, projiziert. Je besser die Approximation des Drucks im ersten
Schritt ist, desto genauer arbeiten diese Verfahren.
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Kapitel 7: Laminare nicht-isotherme Hohlraumstrémung

Ra N VRaumax VRavmax Numin Nupax ~ NUayg Nug Nupmia  VRa®max IV - apll,
100 24 16.18248  19.63466  0.585698 3.53184 2.24480775 2.245352 2.23970 5.073665648 0.00229035
32 16.18482  19.62808  0.585349 3.53129 2.24481314 2.245042 2.24195 5.073671155 0.00118856
48 16.18308  19.62918  0.585113 3.53108 2.24481523 2.244883 2.24355 5.073672514 0.00049357
64 16.18346  19.62823  0.585038 3.53105 2.24481559 2.244844 2.24410 5.073672674 0.00027021
96 16.18333  19.62822  0.584992 3.53105 2.24481573 2.244824 2.24450 5.073672724 0.00011755
128 16.18332  19.62822  0.584979 3.53105 2.24481575 2.244819 2.24464 5.073672731 0.00006558
10° 24 34.74353  68.53875  0.729340 7.72235 4.52157687 4.522689 4.52358 9.608929881 0.00693833
32 34.74280  68.65506  0.728650 7.72098 4.52161656 4.522059 4.52283 9.614900068 0.00329681
48 34.74191  68.63427  0.728228 7.72026 4.52163191 4.521758 4.52215 9.616391759 0.00122268
64 34.74025  68.63169 0.728089 7.72015 4.52163469 4.521687 4.52192 9.615704969 0.00063197
96 34.74085  68.63551  0.727997 7.72012 4.52163577 4.521651 4.52176 9.616392420 0.00024142
128 34.74063  68.63571  0.727970 7.72012 4.52163595 4.521642 4.52170 9.616372889 0.00012290
106 24 64.74611  221.0983  0.987177 17.5430 8.82432988 8.827864 8.82136 16.79549758 0.02064542
32 64.80694  220.7523  0.982031 17.5429 8.82502373 8.826165 8.82484 16.79188704 0.00980407
48 64.82666  220.5312 0.980163 17.5372 8.82517391 8.825453 8.82547 16.80374826 0.00336175
64 64.83377  220.5938  0.979815 17.5361 8.82519323 8.825304 8.82546 16.81011115 0.00159593
96 64.83368  220.5740  0.979597 17.5360 8.82519993 8.825231 8.82536 16.81071674 0.00059126
128 64.83439  220.5685 0.979519 17.5360 8.82520111 8.825214 8.82530 16.81012667 0.00030536
107 32 147.7748  697.9521  1.390449 39.5160 16.5157755 16.52304 16.4921 30.18099822 0.03030299
48 148.5577  698.9298  1.370297 39.3991 16.5227235 16.52361 16.5190 30.13770558 0.01017442
64 148.5678  699.2178  1.367553 39.3968 16.5230243 16.52331 16.5211 30.16094168 0.00480180
96 148.5805  699.3490  1.366754 39.3948 16.5230847 16.52316 16.5225 30.16349990 0.00165362
128 148.5838  699.3540  1.366566 39.3950 16.5230906 16.52312 16.5228 30.16377308 0.00079420
C 148.6 699.2 1.366 39.39 16.523 16.523  30.165
D 148.6 699.2 1.366 38.94 16.523 16.557 16.523  30.162

Tabelle 7.4: Benchmark-Werte fiir Q391 Qs-Elemente auf anisotropen Gittern mit N? Zellen.
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Kapitel 8

Turbulente nicht-isotherme
Hohlraumstromung

Nach den Untersuchungen zu laminaren Hohlraumstromungen im vorherigen Kapitel
wird nun der Fall einer turbulenten Hohlraumstromung bei Ra = 1,58 x 107 betrachtet.
Dabei handelt es sich um ein verbreitetes Testproblem, das sowohl experimentell in den
Arbeiten [2] und [69], als auch numerisch in den Arbeiten [58] und [40] gut untersucht
wurde. Fiir die folgenden Rechnungen werden das Lilly-Eidson-Turbulenzmodell und
erstmals fiir nicht-isotherme Stromungen das VMS-Turbulenzmodell verwendet.

8.1 Beschreibung des Experiments

Die folgende Beschreibung des Versuchsaufbaus ist Ref. [2] entnommen. Es handelt sich
um eine luftgefiillte Kammer mit quadratischem Querschnitt, Breite und Ho6he sind
0,75 m. Die Lange der Kammer ist 1,5 m, so dass die Stromung in der Mitte der Kam-
mer bis auf kleine Stérungen zweidimensional ist. Die vertikalen Seitenwénde werden
bei konstant 10 £+ 0,15 °C bzw. 50 £ 0,15 °C gehalten, wihrend die Raumtemperatur
30 + 0,2 °C betrigt. Die resultierende Rayleigh-Zahl wird mit 1,58 x 10° angegeben.

Die horizontalen Seitenwinde oben und unten bestehen aus einem 1,5 mm dicken Stahl-
blech und 10 cm Styropor. Ihre thermischen Eigenschaften sind in der Beschreibung
des Experiments jedoch nicht genau angegeben und lassen sich bei der numerischen
Rechnung somit nicht befriedigend modellieren. Stattdessen werden, wie auch bei den
anderen numerischen Studien [40, 58], interpolierte Daten des Experiments als Dirichlet-
Randwerte verwendet.

Bei der Auswertung der experimentellen Daten ist zu beobachten, dass die Symme-
trie zwischen heifler und kalter Seitenwand deutlich gestort ist. Eine moégliche Ursache
hierfiir konnte der grole Temperaturunterschied von 40 °C sein, bei dem sich wesent-
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Hohlraumstrémung aus Ref. [2].
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8.2. Wahl der Filterweite

Temperatur Dichte Kinematische Expansions- Prandtl- Rayleigh-

Viskositét koeffizient Zahl Zahl
T p v I} Pr Ra
°C kg/m? m?/sx 1076 1/K x 1073 - 10°
10 1.247 14.21 3.532 0.7176 2.0779
20 1.205 15.11 3.411 0.7156 1.7698
30 1.165 16.04 3.299 0.7138 1.5152
40 1.128 16.98 3.193 0.7121 1.3055
50 1.093 17.95 3.095 0.7105 1.1298

Tabelle 8.1: Physikalische Eigenschaften von (Raum-) Luft nach
http://www.mhtl.uwaterloo.ca/old/onlinetools/airprop/airprop.html.

liche physische Eigenschaften von Luft zum Teil um mehr als 25 % édndern (z.B. ki-
nematische Viskositét, siehe Tabelle 8.1). Das verwendete Oberbeck-Boussinesq-Modell
beriicksichtigt diese Anderungen nicht und verwendet konstante mittlere Werte. Diese
werden in Ubereinstimung mit den Angaben zum Experiment so gewiihlt, dass bei einer
Prantl-Zahl von Pr = 0,71 eine Rayleigh-Zahl von Ra = 1,58 x 10® erreicht wird.

Die experimentellen Daten werden zum besseren Vergleich symmetrisiert. Im Experiment
ist ein kleinerer Temperaturunterschied bei gleicher Rayleigh-Zahl nur durch eine tech-
nisch aufwendigere, grofiere Kammer zu erreichen. Entsprechende Versuche sind jedoch
nicht verfiigbar. Der vorliegende Temperaturunterschied und die daraus resultierende
Dichtevariation liegen gerade noch in dem Bereich, fiir den das verwendete Oberbeck-
Boussinesq-Modell als anwendbar betrachtet wird.

8.2 Wahl der Filterweite

Fiir die Turbulenzmodelle miissen die turbulenten Viskositéten V}; und a% festgelegt
werden. Es muss neben Cg (siehe Abschnitt 3.4.4) auch die Filterweite § bestimmt
werden. Dazu gibt es verschiedene Moglichkeiten. In Abbildung 8.2 ist zur Veranschau-
lichung eine dreidimensionale anisotrope Gitterzelle mit den Bezeichnungen fiir die Git-
terparameter skizziert. Eine skalare Filterweite dx > 0 fiir jede Zelle K lésst sich auf
unterschiedliche Weisen wéhlen:

Durchmesser: Sx ~ diam(K) = (k| + hio + h%{,g)l/Z = hk, (8.1)
kiirzeste Kante: 0k ~ hK min = Z:rrlnnd hr i, (8.2)
lingste Kante: Ok ~ hK max = iin?(’d hk i, (8.3)
geometrisches Mittel: 8 ~ vol(K)'/3 = (hihgohs)'/3. (8.4)
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- hk 1
Abbildung 8.2: Anisotrope Gitterzellen K und Gitterparameter.

Am Beispiel eines Gitters, das nur in eine Koordinatenrichtung verfeinert wird, las-
sen sich jedoch Nachteile dieser Definitionen aufzeigen. Der Durchmesser hx und die
langste Kante hx max &ndern sich bei wiederholter Verfeinerung in nur eine Richtung
wenig bzw. gar nicht. Die vorhandene hohere Auflosung des Gitters in diese Richtung
wird vom Modell nicht erkannt und kleine Strukturen entlang dieser Richtung werden
durch die zu grofie Diffusion unnétig gedémpft. Die Verwendung von hg min fithrt in der
Regel nicht zu einem stabilen Turbulenzmodell, da die turbulente Viskositét nicht aus-
reicht, um Fluktuationen in die anderen Koordinatenrichtungen zu ddmpfen. Die Wahl
des geometrischen Mittels fithrt fiir die beschriebene Verfeinerung auf die willkiihrliche
. 1/3 1/2
Skalierung g ~ hK’min, Komin’
dimensionsabhéingig.

bzw. fiir zweidimensionale Gitter auf 0 ~ h und ist somit

Soll die Losung des Modells unabhéngig von einer anisotropen Transformation des Ge-
biets und von der Einfiithrung einer zusétzlichen homogenen Koordinate sein, scheidet
somit die Verwendung einer skalaren Filterweite aus. Wir betrachten daher eine Mo-
difikation des Turbulenzmodells mit einem anisotropen Multiskalen-Diffusionsoperator.
Dazu ersetzen wir die bisherigen Modellterme (3.31) durch anisotrope Varianten. Exem-
plarisch fiir die Temperaturgleichung lautet dieser Term:

> @k (Ox[ro(V0n)], oxc o (Vn)]) -
KeTy,

Dabei ist fiir jedes K € Ty, die Filterweite

hgi 0 0
5[( = 0 hK,Q 0 S RdXd
0 0 hgs

jetzt eine anisotrope Skalierungsmatrix und @ ist wie in (3.25), jedoch ohne das Quadrat
der Filterweite als Faktor, definiert. Handelt es sich nicht um eine kartesische Zelle,
so kann éx durch die Vektoren hx;, ¢ = 1,...,d, die die Zentren gegeniiberliegender
Seitenflichen der Zelle K verbinden (siehe Abbildung 8.2 rechts), definiert werden:

6k = (hg 1, hg o hy3) € R
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8.3. Zeitliche Mittelung

Die Reihenfolge der Vektoren hg ; und ihre Orientierung spielt keine Rolle, da

(6x[ko(VOn)], O [Kko(Vipn)]) 5o = Z (hri - ko(VOn), hici - ko(Vibn)) i
i=1,..d

unabhéngig von beidem ist. Der anisotrope Diffusionsterm setzt sich also aus Diffusions-
termen fiir die einzelnen Richtungen hg ; zusammen, deren Viskositétsparameter an die
Auflésung des Gitters in die jeweilige Richtung angepasst ist.

8.3 Zeitliche Mittelung

Auch fiir die turbulente Hohlraumstromung wird die Simulation mit einem ruhenden
Fluid und einem linearen Temperaturverlauf von der warmen zur kalten Wand gest-
artet. Die Startphase wird lang genug gewihlt, so dass sich eine statistisch stationére
Stromung einstellt. Die Turbulenz entwickelt sich automatisch durch Diskretisierungs-
fehler und Residuen der algebraischen Losungsverfahren. Ein spezielle Anregung von
Turbulenz (z.B. duch gestorte Startwerte) war nicht nétig. Die Startphase der Rechnung
umfasst etwa 2500 Zeitschritte mit einer Zeitschrittweite von 7 = 0,125, was etwa 20
vollstdndigen Stromungsumléufen entspricht. Das Intervall, iiber das die Losung danach
gemittelt wird, umfasst mindestens 1000 weitere Zeitschritte.

8.4 Zweidimensionale Rechnungen

Bei Turbulenz handelt es sich um ein dreidimensionales Phénomen. Die grundlegenden
Mechanismen, die zum Energietransfer von den grofien zu den kleinen Skalen fithren und
schlielich das Kolmogorovsche 5/3-Gesetz begriinden, funktionieren in zweidimensiona-
len Strémungen nicht. Experimentelle Untersuchungen in Ref. [2] zeigen jedoch, dass
es sich bei der betrachteten Hohlraumstromung um eine statistisch zweidimensionale
Stromung handelt. Die Fluktuationen in der dritten Raumkoordinate entstehen erst im
mittleren Skalenbereich innerhalb der Energiekaskade, wéhrend die energiereichen Struk-
turen zweidimensional sind. Da die Large Eddy Simulation nur die Simulation dieser
Strukturen zum Ziel hat und der Einfluss der kleineren Skalen durch das Turbulenzmo-
dell modelliert wird, werden wir zunéchst zweidimensionale Rechnungen durchfiihren.

Wie fiir die laminaren Rechnungen werden auch im turbulenten Fall anisotrope Gitter
verwendet. Wegen der bendtigten groflien Anzahl an Zeitschritten wird die Auflosung
jedoch auf N = 64 und die Elementordnung auf & = 2 begrenazt.

Fiir das Lilly-Eidson-Modell sind die Ergebnisse in Abbildung 8.3 dargestellt und werden
mit experimentellen Werten aus [2] verglichen. Im oberen Teil der Abbildung sind ein
vertikaler und ein horizontaler Temperaturquerschnitt zu sehen. Auch fiir die turbulente
Stromung ist deutlich ein linearer vertikaler Temperaturverlauf zu sehen. Die beiden
mittleren Abbildungen zeigen logarithmische Darstellungen der Geschwindigkeit und
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(mitte) sowie Wandschubspannung und Nusselt-Zahl an der warmen
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8.4. Zweidimensionale Rechnungen
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N

Abbildung 8.5: Beispielgitter mit 24x24x4 Zellen fiir die dreidimensionalen
Rechnungen.

der Temperatur in den vertikalen Grenzschichten an der warmen Wand. Insbesondere
dort ist eine starke Gitterabhéngigkeit der Losung zu erkennen. Diese wird nicht durch
die zu geringe Gitterauflosung verursacht, sondern durch die gitterabhéngige Dissipation
des Turbulenzmodells. Auf dem feinen Gitter wird eine gute Ubereinstimmung mit den
Referenzwerten erreicht. Im unteren Teil der Abbildung sind die Wandschubspannung
und die Nusselt-Zahl entlang des Umfangs der Kammer (im mathematisch positiven
Drehsinn) aufgetragen. Auch hier zeigt sich die Gitterabhingigkeit der Losung.

In Abbildung 8.4 sind die gleichen Ergebnisse fiir das VMS-Turbulenzmodell dargestellt.
In den Grenzschichtprofilen zeigt sich das Modell deutlich weniger gitterabhéngig. Die
Abweichungen von den Referenzwerten fiir die Wandschubspannung und die Nusselt-Zahl
sind etwas grofler als beim Lilly-Eidson-Modell und zeigen ebenfalls eine stiarkere Gitter-
abhéngigkeit. Das kann dadurch begriindet werden, dass fiir das VMS-Turbulenzmodell
kein van-Driest-damping verwendet und das vollstéindige Turbulenzmodell bis zur Wand
hin angewendet wird. Die Abweichungen im vertikalen Temperaturverlauf lassen sich
dadurch jedoch nicht erklédren.

8.5 Dreidimensionale Rechnungen

Fiir die dreidimensionalen Rechnungen wird das Gebiet in z-Richtung als periodisch be-
trachtet. Zur Begrenzung des Rechenaufwands miissen aulerdem grobere Gitter verwen-
det werden. In Abbildung 8.5 ist exemplarisch ein Gitter mit 24 x 24 x 4 Zellen dargestellt.
Fiir eine feinere Rechnung wird ein Gitter mit 32x 32 x 8 Zellen verwendet. Das entspricht
bei der Verwendung von Qy/Q;/Qs-Elementen insgesamt 4 - (492 - 9) + 252 - 5 = 89561
bzw. 4 - (652 - 17) 4+ 332 - 9 = 297101 Unbekannten.

Wir betrachten gemittelte Losungen auf dem zentralen Querschnitt z = 0 fiir das VMS-
Turbulenzmodell in Abbildung 8.6. Die Ubereinstimmung der Losungen auf den groben
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Abbildung 8.6: VMS Turbulenzmodell, Temperaturquerschnitte (oben) und
logarithmische Darstellung der Grenzschichten an der warmen Wand
(unten) fiir z = 0.

dreidimensionalen Gittern ist fiir die Grenzschichten an den vertikalen Wénden erneut
gut. Auch zeigt sich wieder der geringe Einfluss der Gitterauflosung auf die Losung. Wie
schon bei den zweidimensionalen Rechnungen sind jedoch grofiere Abweichungen beim
vertikalen Temperaturverlauf zu erkennen. Insgesamt sind die Unterschiede zwischen
den zwei- und dreidimensionalen Rechnungen gering. Dies zeigt, dass statistisch zweidi-
mensionale Stromungen bei Verwendung eines Turbulenzmodells auch zweidimensional
gerechnet werden koénnen.

8.6 Untersuchung des Energiespektrums

Bisher wurden lediglich zeitlich gemittelte Groflen betrachtet. In diesem Abschnitt sol-
len auch Energiespektren untersucht werden. Da das Problem jedoch keine homoge-
ne Koordiantenrichtung besitzt, kann das Energiespektrum nicht durch eine Fourier-
Transformation berechnet werden. Stattdessen verwenden wir Taylor’s frozen turbu-
lence hypothesis (siehe Ref. [59]). Es wird angenommen, dass die turbulenten Fluk-
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Abbildung 8.7: Longitudinales Energiespektrum Ej;(k) in drei Messpunkten und
Skizze der Lage der Messpunkte.

tuationen auf die gemittelte Stromung aufgesetzt sind und sich, wihrend sie einen
Punkt passieren, nicht verdndern. Dann kénnen wir den Geschwindigkeitsvektor in ei-
nem stationiren Punkt messen, an dem die turbulenten Fluktuationen mit der mittle-
ren Stromungsgeschwindigkeit vorbeitransportiert werden. So kann ein eindimensionales
longitudinales Energiespektrum F41(k) in Richtung der mittleren Strémungsrichtung
berechnet werden. Fiir das vollstindige Energiespektrum FE(k) ldsst sich fiir isotrope
Turbulenz folgende Abhéngigkeit von Eqq(k) zeigen:

1 ,d (1dEn (k)
B(k) = -k — [ =120
k) =5+ <k dk

Daraus folgt, dass auch Fq1(k) im mittleren Skalenbereich das gleiche Potenzgesetz
En(k) =K, P k%8, K = B Ko

wie E(k) erfiillt. Wir werden E1; (k) aus Messungen in drei Punkten berechnen. Die Lage
der Messpunkte ist zusammen mit den Ergebnissen in Abbildung 8.7 dargestellt.

Die Energiespektren zeigen deutlich, dass es sich nicht um eine periodische Strémung
oder eine Uberlagerung mehrerer periodischer Stromungen handelt. Solche Strémungen
besitzen diskrete Energiespektren bei denen sich die Energie auf wenige isolierte Wellen-
zahlen verteilt. Die numerische Simulation entspricht also tatséchlich einer turbulenten
Stromung.

Fir kleinere Wellenzahlen zeigen die Energiespektren teilweise starke Schwankungen.
Diese sind moglicherweise auf Rezirkulationszonen zuriickzufithren, die Fluktuationen
mit niedriger Frequenz in der Stromung verursachen. Fiir groflere Wellenzahlen wird
annéhernd das Kolmogorovsche 5/3-Gesetz reproduziert.
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Abschlussbetrachtung

Die vorliegende Arbeit enthélt ein komplettes Programm zur Implementierung eines
Stromungslosers fiir nicht-isotherme inkompressible Stromungsprobleme. Es wird die
Wahl des mathematischen Modells, der rdumlichen Diskretisierung, des Turbulenzmo-
dells und der zeitlichen Diskretisierung behandelt.

Als mathematisches Modell wird das Oberbeck-Boussinesg-Modell verwendet. Dazu wer-
den in Kapitel 1 neuere Resultate aus [20] zitiert, die zeigen, dass es sich bei diesem
Modell um einen speziellen singuldren Grenzwert des deutlich allgemeineren Navier-
Stokes-Fourier-Modells handelt. Das Oberbeck-Boussinesq-Modell steht somit auf einem
stabilen mathematischen Fundament.

Um turbulente Strémungen zu berechnen, ohne alle Skalen aufzulésen, muss das
Stromungsmodell um ein Turbulenzmodell erweitert werden. Das Forschungsgebiet der
Turbulenzmodellierung befindet sich dabei im stetigen Wandel. Durch die zunehmende
Rechenleistung von Computersystemen wird der Wunsch geweckt, nicht nur statistisch
gemittelte Losungen zu berechnen, sondern einen Teil der turbulenten Strukturen auch
zeitabhéngig zu simulieren. Dazu sind robuste und gleichzeitig genaue Turbulenzmo-
delle notig, die sich zudem effizient implementieren lassen. In dieser Arbeit wird daher
erstmals ein auf einem Multiskalen-Diffusionsoperator basierendes LES-Modell auf nicht-
isotherme Stromungen angewendet, das sich zuvor in ersten numerischen Versuchen mit
isothermen Strémungen bewéhrt hat.

Die Analysis fiir Losungen im Raum diskret divergenzfreier Funktionen in Kapitel 4 um-
fasst die Turbulenzmodellterme und stellt eine Erweiterung bestehender Analysis fiir den
isothermen Fall dar. Die Fehlerabschétzungen fiir das semi-diskrete Problem basieren auf
hohen réumlichen Regularitdtsannahmen, die auch die Existenz und Eindeutigkeit der
Losungen sicherstellen. Ein kurzer Beweis fiir die Eindeutigkeit der Losung wird ebenfalls
in Kapitel 4 gefithrt. Ansonsten handelt es sich bei der Frage nach der Existenz und Ein-
deutigkeit von Losungen der inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen bei niedriger
Regularitidt weiterhin um eines der offenen Millenium-Probleme.

Die a-priori Fehlerabschétzung enthélt einen exponentiell in der Zeit anwachsenden
Term, der sich wegen der notigen Abschitzungen fiir die nicht-linearen Terme nicht
vermeiden lisst. Ein exponentielles Anwachsen der Fehler ist wegen der deutlich besse-
ren Stabilitdtsabschéitzungen jedoch nur fiir kurze Zeit moglich. Aber nur in speziellen
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Féllen, in denen sich das Problem dissipativ verhilt, sind bessere Abschétzungen oh-
ne exponentielles Anwachsen des Fehlers moglich. Eine sorgfiiltigere Abschitzung mit
hoherem technischen Aufwand konnte jedoch zu einer Verbesserung der Abschitzung
hinsichtlich der Abhingigkeit von den Daten fiihren.

In dieser Arbeit wird der Ansatz verfolgt, die Zeitdiskretisierung und die réumliche
Diskretisierung unabhéingig voneinander zu betrachten. Eine kombinierte voll diskre-
te Analysis ist meist technisch aufwendig und bringt kaum neue Erkenntnisse iiber
das Zusammenspiel beider Diskretisierungen. Stattdessen kénnen die Eigenschaften des
semi-diskreten Systems untersucht werden und Konzepte wie Stabilitéit oder der Index
algebraischer Variablen zur Auswahl geeigneter Verfahren verwendet werden. An die-
ser Schnittstelle fehlen allerdings einige Konzepte, um alle Eigenschaften der Verfahren
bei Anwendung auf die nicht-lineare Impulsgleichung zu beschreiben. Insbesondere die
Interaktion verschiedener Skalenbereiche wird bisher durch lineare Testprobleme und
Stabilitdtsbegriffe nicht erfasst.

Ausfiihrliche numerische Untersuchungen werden in den letzten drei Kapiteln der Ar-
beit vorgestellt. Erst wird die zeitabhédngige Umstromung eines Zylinders, ein isothermes
Benchmarkproblem mit zeitabhéingigen Randbedingungen und Referenzwerten, unter-
sucht. Der Schwerpunkt liegt dabei auf der zeitlichen Diskretisierung. Im Ergebnis stellt
sich das sBDF-Verfahren, bei dem es sich um eine Modifikation eines Verfahrens aus [5]
handelt, als effizientestes Verfahren heraus. Es realisiert neben der Zeitdiskretisierung
gleichzeitig die Linearisierung des Gleichungssystems.

Am Beispiel laminarer nicht-isothermer Hohlraumstromungen mit stationéiren Losungen
werden ausfiihrliche Gitterkonvergenzstudien durchgefiihrt. Der Schwerpunkt liegt da-
bei auf der Auswertung der Nusselt-Zahl, einer dimensionslosen Kenngrofle fiir nicht-
isotherme Stromungen. Die Genauigkeit von Benchmarkwerten aus #lteren Arbeiten
konnte so zum Teil erheblich gesteigert werden. Die Finite-Elemente-Methode mit inf-sup
stabilen Elementen erweist sich dabei als sehr robust und gleichzeitig prézise. Sie erfor-
dert keine Kalibrierung von problemabhéngigen Tuningparametern und lésst sich dank
ihrer Flexibilitat bei der Vernetzung von Gebieten auch leicht fiir komplexe Geometrie
und Strémungsprobleme anwenden.

Im letzten Kapitel wird eine nicht-isotherme Hohlraumstromung bei grofler Rayleigh-
Zahl Ra = 1,58 x 10? untersucht, fiir die sich eine zeitabh#ingige turbulente Strémung ein-
stellt. In numerischen Versuchen wird dabei das erstmals auf nicht-isotherme Stromungen
angewendete VMS-Turbulenzmodell mit dem etablierten Lilly-Eidson-Turbulenzmodell
und experimentellen Messwerten verglichen. Die Ergebnisse sind vielversprechend und
eine weitere Untersuchung derartiger Turbulenzmodelle wird empfohlen. Insbesonde-
re auch eine adaptive Grobraumwahl und eine dynamische Berechnung verschiedener
turbulenter Parameter, wie sie schon fiir andere Turbulenzmodelle untersucht wurde,
scheinen geeignet, um die Genauigkeit der Methode weiter zu verbessern.
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Symbolverzeichnis

Symbol Bezeichnung

o} Temperaturleitfihigkeit

15} thermischer Expansionskoeffizient

0 Filterweite

€ kleiner Storungsparameter

K, Ko Fluktuationsoperatoren

W Viskositét

v kinematische Viskositiéit

0 Massendichte

o Entropieproduktionsrate

T Zeitschrittweite

0 Temperatur

Y absolute Temperatur

QCR? Gebiet

6 C HY(Q) Funktionenraum fiir Temperatur
g=(0,0,9)" Gravitationsvektor

n duerer Einheitsnormalenvektor

q Warmestrom

u=(u,v,w),v,w Geschwindigkeitsfeld

x = (z,9,2)" Raumkoordianten

bs, cs Trilinearformen der Konvektionsterme
Cp spezifische Warmekapazitit bei konstantem Druck
d Raumdimension

e spezifische innere Energie

h Gitterweite

hx Zelldurchmesser

k Wirmeleitfahigkeit oder Wellenzahl
D, q Druck und Testfunktion

S spezifische Entropie

t Zeit
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Symbol Bezeichnung

m Meter

S Sekunde

K Kelvin

kg Kilogramm

N Newton

o,P Tensorprodukt- und Standardpolynomraum
Tn Triangulierung

B,BT Gradient- bzw. Divergenzoperator
Fy: K-> K Zelltransformation

K K C RY Referenzzelle bzw. Gitterzelle

M, My Massematrizen

Q = L*(Q) Funktionenraum fiir Druck

V C [HY(Q))? Funktionenraum fiir Geschwindigkeit
ZCV Raum divergenzfreier Geschwindigkeitsfelder
C Komplexe Zahlen

N Natiirliche Zahlen

R Reelle Zahlen

S Spannungstensor

Fr Froude-Zahl

Gr Grashof-Zahl

Ma Mach-Zahl

Nu Nusselt-Zahl

Pe Péclét-Zahl

Pr Prandtl-Zahl

Ra Rayleigh-Zahl

Re Reynolds-Zahl

Strouhal-Zahl
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