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1 Einleitung

Ein Fahrplan legt die Ankunfts- und Abfahrtszeiten der Fahrzeuge an den
Haltestellen in einem o6ffentlichen Verkehrsnetz fest. Dabei konnen den An-
und Abfahrten nicht einfach wahrlos irgendwelche Zeiten zugeordnet werden,
denn es muss gewahrleistet sein, dass die Fahrzeuge diese Zeiten einhalten
konnen und die Fahrgéste sollen die Moglichkeit besitzen in andere Fahr-
zeuge umzusteigen. Auflerdem ist zu beachten, dass o6ffentliche Verkehrnetze
meistens aus Linien bestehen. Dass heifit, dass die Routen in regelméfigen
Abstéanden befahren werden sollen. Dabei konnen die Frequenzen, mit denen
die einzelnen Routen befahren werden, unterschiedlich sein. In diesem Fall
handelt es sich um einen sogenannten periodischen Fahrplan. Das Problem
einen sinnvollen periodischen Fahrplan zu finden oder festzustellen, dass es
keinen gibt, 14t sich auch mathematisch modellieren und losen. Ein erstes
Verfahren dazu haben Serafini und Ukovich presentiert. Dieses Verfahren
war allerdings fiir Fahrplane mit unterschiedlichen Frequenzen nicht optimal
beztiglich der Laufzeit. Ein anderes Verfahren mit kiirzerer Laufzeit hat Karl
Nachtigall in seinem Paper ”"Periodic network optimization with different arc
frequencies” [1] vorgestellt. AuBlerdem geht Nachtigall auf das Problem ein,
einen optimalen Fahrplan zu finden. In diesem Fall bedeutet ein optimaler
Fahrplan ein Fahrplan, dessen Wartezeiten beim Umsteigen moglichst gering
sind. Diese Arbeit orientiert sich an diesem Paper und soll hauptsachlich
dessen Ergebnisse vorstellen. Dabei werden die einzelnen Ergebnisse mit teil-
weise eigenen Ansétzen hergeleitet. Aulerdem werden einige weiterfithrende
Uberlegungen getroffen. Der Einfachheit halber wird ein Grofiteil der Notation
des Papers beibehalten.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt: Anfangs werden fiir den Rest der Arbeit
wichtige graphentheoretische Grundlagen behandelt, bevor aufgezeigt wird,
wie ein Fahrplan mathematisch modelliert wird. Danach werden die Grund-
lagen fiir periodische Netzwerke eingefiihrt. Auflerdem wird genauer auf die
Wartezeit eingegangen, da auch in dieser Arbeit optimale Fahrplane beziiglich
der Wartezeiten betrachtet werden. Im Abschnitt 5 wird dann anfangs eine

Auswahl an moglichen Zielfunktionen gegeben, die man fiir die Suche nach



optimalen Fahrplanen verwenden kann. Danach wird ein mathematisches Pro-
gramm aufgestellt fiir das anschliefend das Losungverfahren vorgestellt wird.
Im letzten Abschnitt geht es dann um einen Spezialfall, bei dem man einen
lexikoprahisch optimalen Fahrplan sucht, wobei alle Fahr- und Wartezeiten
der Fahrzeuge fest vorgegeben sind. Nachdem der Algorithmus von Nachtigall

vorgestellt wurde, wird dann ein eigenes modifiziertes Verfahren vorgestellt.

2 Grundlagen

Bei der Suche nach Fahrplanen bedient man sich der Graphentheorie. Einen
Uberblick tiber die graphentheoretischen Grundlagen findet sich in [5]. In die-
sem Kapitel werden wir uns mit den graphentheoretischen Aspekten befassen,
die fiir diese Arbeit relevant sind.

Ein Ereignis-Aktivitdtsnetzwerk ist ein gerichteter, zusammenhéangender Graph
N = (&,4), bei dem die Konten aus & jeweils fiir ein Ereignis stehen und
die Kanten aus &7 jeweils fiir eine Aktivitat. Sind zwei Ereignisse durch eine
Aktivitat verbunden, so gibt es eine Kante zwischen den beiden entsprechen-
den Knoten. Die Kanten aus 47 lassen sich jeweils auch schreiben als (7, j) = a
mit i,7 € &, wobei ¢ das Anfangsereignis ist, welches vor der Aktivitat a
geschieht, und j das FEreignis ist, das am Ende der Aktivitdt a passiert. Wir
definieren als a : &/ — & die Funktion, die jeder Kante ihr Anfangsereignis
zuordnet und als w : & — & die Funktion, die jeder Kante ihr Endereignis
zuordnet. Fur a = (7, 7) ist somit a(a) = ¢ und w(a) = j. Die Anzahl der
Knoten wird hier mit n bezeichnet; die Anzahl der Kanten mit m.

Ein Zykel in einem gerichteten Graphen ist eine Teilmenge von <7, die in dem
zugehorigen ungerichteten Graphen einen Kreis bilden wiirde.

Ein spannender Baum ist ein Teilgraph T' = (&, 47) von A", mit o/ C o, der
zusammenhéngend ist, aber keinen Zykel besitzt. Die Kantenmenge <7 enthélt
dann n — 1 Kanten, die wir im Folgenden als Baumkanten bezeichnen. Die
7 :=m —n + 1 Kanten aus .7\ &/ nennen wir Nichtbaumkanten. Da ein Baum
zusammenhéangend aber zykelfrei ist, gibt es zu jedem beliebigen Knoten-
paar {c,d} einen eindeutigen Weg P.q. In dem Teilgraph T +a := (&, o/ U{a})



mit a 2 (i,j) aus «/\&/ gibt es dann fiir die Knoten 7 und j genau zwei
Wege. Einmal den Weg F;; und dann den Weg, der nur aus dem Knoten a
besteht. P;; 4+ a bilden damit in dem Teilgraphen 7"+ a einen Zykel. Fiir jede
Nichtbaumkante a € &7 \42%~ gibt es einen eindeutigen Zykel. Die Menge der
Kanten, die in dem Zykel einer Nichtbaumkante a vorkommen, bezeichnen
wir mit C,. Diese kann man noch zerlegen in die Menge der Vorwartskanten
C.r, die alle Kanten enthélt, die innerhalb des Zykels in die selbe Richtung
"zeigen” wie die Kante a, und die Menge der Riickwartskanten C, die in die
entgegengesetzte Richtung "zeigen”. Die durch Nichtbaumkanten erzeugten
Zykel sind die sogennanten Elementarzykel, die alle anderen vorkommenden
Zykel aus dem Graphen .4 durch Linearkombinationen erzeugen kénnen.

Die Netzwerkmatriz T' zu diesem Baum 7" wird definiert als eine r x m -Matrix

mit

0 bed,
Yab = § 1 bEC;
-1 beCy

Jede Zeile dieser Matrix steht also jeweils fiir einen der Elementarzykel,
wéhrend die Spalten jeweils zu einer Kante aus .7 gehoren. Netzwerkmatrizen
sind im allgemeinen nicht eindeutig, da die Reihenfolge der Kanten und Ele-
mentarzykel beliebig gewahlt werden kann. AuBlerdem sind Netzwerkmatrizen
abhéngig davon, welchen spannenden Baum man wéhlt. Ordnet man die Spal-
ten sinnvoll an, indem man erst alle Baumkanten wahlt und dann die iibrigen
r Nichtbaumkanten in derselben Reihenfolge anordnet, wie deren zugehorige
Elementarzykel, so hat I" die Form [N, E] mit einer r x (n — 1) - Matrix N
und der r X r - Einheitsmatrix E. Netzwerkmatrizen haben aulerdem die
Eigenschaft, dass sie total unimodular sind. Eine total unimodulare Matrix
ist eine Matrix, deren quadratische Submatrizen die Determinante 0,1 oder
—1 haben. Insbesondere sind samtliche Eintrage nur 0,1 oder —1.

Ein Schnitt (A, B) ist eine Partition der Menge der Knoten in die Men-
gen Aund B, dh. AUB = & und AN B = (). Die Schnittmenge ist die
Menge der Kanten die diese Mengen verbinden, d.h alle a € &/ fir die gilt



aa) € AANw(a) € B oder a(a) € B Aw(a) € A. Da ein spannender Baum
T kreisfrei ist, besteht T\a := (&, &/ \{a}) fir alle Baumkanten a aus zwei
Zusammenhangskomponenten. Wir bezeichnen mit &, die Menge der Knoten
die in derselben Zusammenhangskomponente wie w(a) sind und mit &, die
Menge der Knoten die in derselben Zusammenhangskomponente wie «(a)
sind. Offensichtlich ist (&7, &) ein Schnitt und dieser ist fir jede Baum-
kante eindeutig. Die Schnittmenge K, := {b € & |(a(b) € & ANw(b) €
E7)V (a(b) € & Nw(b) € &)} lasst sich unterteilen in die Menge der

sogennanten Vorwdrtskanten K} := {b € o |a(b) € & Aw(b) € &} und
den Rickwartskanten K, = {b € & |a(b) € & ANw(b) € & }.

()

\/ 1@/

/\ @%k@

Graph G spannender Baum T
Abbildung 1: Beispielgraph

Beispiel. Als Beispiel betrachten wir den Graphen G aus der Abbildung
1 mit der Knotenmenge & = {K1, K2, K3, K4, K5} und der Kantenmenge
o/ ={1,2,3,4,5,6}. Die Kantenmengen {1,2,3} und {4,5,6} sind jeweils
ein Zykel. Der Teilgraph 7" mit der Kantenmenge o/ = {1,3,4,6} ist ein
moglicher spannender Baum. Fiir die Nichtbaumkante 2 ist der Elementarzykel
Co = {1,2,3}, wobei C5 = {1,2,3} und Cy = 0 ist. Fiir die Nichtbaumkante
5 ist C5 = {4,5,6} mit C§ = {5,6} und C5 = {4}. Mit der Reihenfolge
1,3,4,6,2,5 fiir die Kanten und 2,5 fir die Elementarzykel erhalten wir als

p_(11t 0010
“\loo0 —-1101

Netzwerkmatrix



Fiir die Baumkante 3 erhalten wir den Schnitt (&, &) mit & = {K1, K2}
und &5 = {K3, K4, K5}. Die daraus resultierende Schnittmenge ist dann
K3 ={2,3} mit Ky = {3} und K3 = {2}. Die anderen Schnitte ergeben sich

entsprechend.

Definition. Eine Knotenbewertung ist eine Funtion 7 : & — R die jedem

Knoten aus & eine reelle Zahl zuordnet.

In einem Ereignis-Aktivitdtsnetzwerk stehen die reellen Zahlen, die den

Ereignissen zugeordnet werden, oftmals fiir Zeitpunkte an dem das Ereignis
stattfinden soll. Bei den dazugehorigen Aktivitdten dieser Netzwerke geht
man davon aus, dass diese Zeit in Anspruch nehmen. Fiir eine Aktivitat
a = (i,7) ist die vorgesehene Zeit, die Zeit des Ereignisses j, welche am Ende
der Aktivitat steht, vermindert um die Zeit des Ereignisses i, welches am
Anfang der Aktivitét steht, also x, := 7(j) — (7). Man nennt z,, die Spannung
von a und den Vektor z € R™, der aus den einzelnen Spannungen der Kanten
besteht, die Spannung. Die fiir den Vektor mafigebliche Reihenfolge der Kanten
entspricht dabei derselben Reihenfolge wie sie bei der Netzwerkmatrix gewahlt
wurde.
Fir die jeweiligen Spannungen x, kann es in dem Ereignis-Aktivitatsnetzwerk
sowohl obere als auch untere Schranken geben, so dass dann gelten muss
dmm <z, < d™* wobei d"** € R die obere Schranke ist und d™" € R
die untere Schranke. Der Einfachheit halber kann man auch schreiben z, €
[d™ d™e*]. Die Differenz der oberen Schranke und der unteren Schranke
bezeichnen wir mit d, := d™®® — d™". Mit d™™ und d™** bezeichnen wir die
Vektoren, die aus den einzelnen Schranken d™" und d™* bestehen, sowie
mit d den Vektor, der aus den einzelnen Differenzen d, besteht. Fiir eine
Spannung x kénnen wir somit zusammenfassend schreiben d™" < x < dme*
bzw. x € [d™", d™*].

Definition. Eine Knotenbewertung heifit zuléssig, wenn fiir alle a = (i, j) € <
gilt 7(j) — (i) € [d™", d™**]. Eine Spannung z die z, € [d™", d™**] fir alle
a € o erfillt, heifit zuléssige Spannung.

Beispiel. Die Abbildung 2 ist ein Beispiel fiir einen Graphen mit einer

zulassigen Knotenbewertung bzw. Spannung.
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0 4
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() —B— (o)
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) ®
2 [1.4] 5
Abbildung 2: zulédssige Knotenbewertung

Die Knoten haben die Werte n(K1) = 0,7(K2) = 4,7(K3) = 2 und
7m(K4) = 5 zugeordnet bekommen. Somit erhalten wir die Spannungen z; =
4,19 = 2,73 = 1 und z4 = 3. Da fiir alle Kanten gilt z; € [d/", d"**], ist die

Spannung bzw. die Knotenbewertung zulassig.

Fiir eine Spannung x € R™ gilt fiir alle Zykel C' des Graphen

2(C)i= > xa— Y, x,=0 (1)

acCt acC~
denn wiirde fiir einen Zykel 2(C') = ¢ mit ¢ # 0 gelten, wiirde man fiir einen

beliebigen Anfangsknoten i € C' mit Knotenbewertung 7; nach Durchlauf des
Zykels den Wert m; + ¢ erhalten, was einen Widerspruch ergibt. Umgekehrt
lasst sich auch zeigen, dass alle Vektoren des R™, die (1) fir alle Zykel C
erfiillen, eine zulassige Spannung sind. Da alle Zykel Linearkombinationen der
Elementarzykel sind, ist (1) genau dann fiir alle Zykel erfiillt, wenn (1) fiir alle
Elementarzykel erfiillt ist. Und weil nach der Definition der Netzwerkmatrix
gerade

Z%b-xb: Z Tp — Z xp Vaeeng\sz»/~

bed beCt beCy

gilt, kommen wir daher zu folgendem Satz.

Satz ([6]). x € R™ ist eine Spannung <= I'e =0



Beweis.

x € R™ ist eine Spannung

< z(C) = 0 fur alle Zykel C

< z(C,) = 0 fur alle Elementarzykel C,,
= > m— Y =0 Va € o\

beCt beCy
Yal
Ya2 )
<~ ) cx=0 Vae d\A
Yar
Il -z=0

O

Die Menge der zuléssigen Spannungen ist somit {x € R™ |z = 0; d™" <
T S dmaa:}.

Beispiel. Fiir den Graph aus Abbildung 1 betrachten wir die Knotenbewer-
tung 7(K1) = 0,7(K2) = 5,7(K3) = 3,7(4) = 7 und 7(K5) = 3. Damit
ergeben sich die Spannungen x; = —5, 29 = 3,23 = 2,24 = 4,25 = 4 und
xg = 0. Die Reihenfolge der Spannungen im Vektor x orientiert sich an der
Netzwerkmatrix, somit ergibt sich in diesem Fall x = (—5,3,4,0,2,4)". Mit

diesem z gilt nun 'z = 0.

Aus der Definition der zuléssigen Knotenbewertung ergibt sich schon,
dass jede Spannung, die zu einer zulédssigen Knotenbewertung gehort, eine
zulédssige Spannung ist. Umgekehrt ist jede Knotenbewertung, die man aus
einer zulassigen Spannung erhélt, eine zulassige Knotenbewertung. Zu einer
zuldssigen Spannung erhélt man leicht eine zugehdrige Knotenbewertung,
indem man einem beliebigen Knoten i eine beliebige Zeit (i) zuordnet und
die Zeiten der restlichen Knoten einfach sukzessive anhand der Spannug
errechnet. Das Problem eine zulédssige Knotenbewertung zu finden, kann man

daher auch 16sen, indem man eine zuléssige Spannung findet. Das es zu einer
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Spannung unendlich viele Knotenbewertungen gibt ist dabei unerheblich, da

sich Knotenbewertungen mit derselben Spannung beziiglich ihrer Zulassigkeit

und Optimalitat nicht unterscheiden.

3 Aperiodische Fahrplane

Bevor wir uns mit den periodischen Fahrplanen auseinander setzen, betrachten

wir erst den einfacheren Fall der aperiodischen Fahrplane.

Fiir eine gegebene Menge Z an Fahrzeugen und deren Routen gilt es einen

Fahrplan zu finden, der durchfithrbar ist und nach Mdoglichkeit auch optimal.

Um dieses Problem zu modellieren, benutzt man das oben eingefiihrte Ereignis-
Aktivitatsnetzwerk. Die Ankunft und die Abfahrt der Fahrzeuge an den

Haltestellen ist dabei jeweils ein Ereignis. Die Fahrten der Fahrzeuge zwischen

den Haltestellen, das Warten der Fahrzeuge an einer Haltestelle bis zur

Abfahrt, sowie das Umsteigen von einem Fahrzeug in ein anderes sind jeweils

eine Aktivitdt. Man kann die Knoten- und die Kantenmenge also noch weiter

zerlegen:

Eurr = {(z, a, arr) | Fahrzeug z kommt an der Haltestelle a an}

Eaep = {(2, a, dep) | Fahrzeug = féhrt an der Haltestelle a ab}

Hgrive = {(z,a,dep), (z,b,arr) | z fahrt von Haltest. a nach Haltest. b}
Hyait = {(2,a,arr), (z,a,dep) | Fahrzeug z wartet an Haltestelle a}

Yehange = { (2, a,arr), (Z,a,dep) | Moglichkeit in a von z nach Z umzusteigen}

Beispiel. Das Fahrzeug z; fahrt ab an Haltestation A und kommt an Halte-

stelle B an. Nach einer kurzen Haltezeit fahrt z; von Haltestelle B ab und
fahrt schlieflich zur Haltestelle C. Das Fahrzeug 2z, fahrt an Haltestelle D

ab, hélt dann auch kurz an der Haltestelle B, bevor es dann zur Haltestelle

E weiterfahrt. An der Haltestelle B haben die Fahrgéste aus dem Fahrzeug

29 die Moglichkeit in das Fahrzeug z; umzusteigen. Umgekehrt besteht diese

Moglichkeit allerdings nicht. Die Abbildung 3 zeigt das zu dieser Situation

zugehorige Ereignis-Aktivitatsnetzwerk.
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(zl, A, dep) |—® | (z1, B, arr) | —® | (z1, B, dep)|—® | (z1, C, arr)

(z2,D, dep)| —= | (22, B, arr) | —p= | (z2, B, dep)|—® | (22, E, arr)

Abbildung 3: Modellierung

Eine Knotenbewertung, bei der jede An- und Abfahrt einen Zeitpunkt
zugeordnet bekommt, ist dann ein Fahrplan. Allerdings ist nicht jeder Fahrplan
zulassig. Die Aktivitdten des Netzwerkes konnen zeitlichen Beschrénkungen
unterliegen. Zum Beispiel benotigen Fahrzeuge fiir die Fahrten zwischen
den Haltestellen technisch bedingte Mindestzeiten. Auch das Umsteigen von
einem Fahrzeug in ein anderes bendtigt jeweils eine gewisse Mindestzeit.
Die zeitlichen Beschrankungen bilden die oberen und unteren Schranken in
unserem Ereignis-Aktivitatsnetzwerk. Damit ein Fahrplan also zuléssig ist
muss gelten 7; — m; € [d™", d™"] Va € &/. Dabei sind d™" = —oo und
A" = +oo zulassig, falls es fiir eine Aktivitdt keine obere oder untere
Schranke gibt.

Einen zulassigen aperiodischen Fahrplan kann man mit Hilfe eines kiirzeste-
Wege-Verfahrens ermitteln. Das Verfahren dazu ist beschrieben in [7]. Einen

Uberblick iiber kiirzeste-Wege-Verfahren lieferen Gondran und Minoux [5].

4 Periodische Netzwerke

Einen aperiodischen Fahrplan stellt man auf, wenn man alle Fahrzeug einzeln
betrachtet und die Fahrzeuge untereinander in keiner Abhéngigkeit stehen.
Betrachtet man allerdings eine Menge von Linien, bei denen eine Route in
einem gewissen Zeitabstand regelmafig befahren wird, so ist es nicht sinnvoll
jede einzelen Fahrt zu betrachten, sondern man beschrankt sich nur auf die
Linien. In diesem Fall betrachtet man alle Ankiinfte bzw. Abfahrten einer Linie

an einer Haltestelle nur noch als ein periodisches Ereignis. Fahrt beispielsweise
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eine Linie alle 30 Minuten von Bahnhof a ab in Richtung Bahnhof b, so ist
diese nur noch ein Ereignis mit einer Periode von 30 Minuten. In diesem Fall
wird das Problem mit Hilfe eines periodischen Ereignis-Aktivitatsnetzwerkes

modelliert.

4.1 Grundlagen

In einem periodischen Ereignis-Aktivitatsnetzwerk betrachtete man statt des
einzelnen Ereignisses ein periodisches Ereignis i, das eine abzéhlbar unend-
liche Menge von Ereignissen i(z) ist, die sich periodisch wiederholen. Das
z € 7 gibt dabei an, das wievielte Ereignis es jeweils ist in Relation zu einem
festen aber beliebig gewéhlten Ereignis i(0). Die Periode, die jedes periodische
Ereignis ¢ hat, wird mit 7; bezeichnet. Eine Knotenbewertung 7 ordnet jedem
periodischen Ereignis ¢ eine Zeit 7(i) € R zu. Damit ergibt sich dann fiir jedes
einzelne Ereignis i(z) die Zeit 7 (i) + 27;.

Auch in einem periodischen Netzwerk kann jede Kante a eine obere Schranke
d™ und eine untere Schranke d™" besitzen. Bei periodischen Fahrplianen
entsprechen die Schranken der Fahr- und Warteaktivitidten denselben Schran-
ken wie bei einem aperiodischen Fahrplan. Auch fiir die Umsteigeaktivitaten
sind die Schranken dieselben. Die untere Schranke ist also auch hier die Zeit,
die ein Passagier zum Wechseln der Haltestelle benotigt. Die obere Schranke
kann eine Vorgabe des Verkehrsunternehmen sein, damit Umsteigesaktivtaten
nicht zu lange dauern. Allerdings werden wir noch sehen, dass die Dauer einer
Umsteigeaktivitat davon abhédngen kann mit welchem Zug der Linie man
ankommt und diese damit nicht immer innerhalb der Schranken liegt. Dies ist
aber insofern unerheblich, da man annimmt, dass die Passagiere ihre Fahrt
so planen werden, dass sie eine moglichst kurze Umsteigedauer haben. Somit
muss nur die kiirzeste Umsteigedauer innerhalb der Schranken liegen.

Hat ein periodisches Netzwerk eine einheitliche Periode ¢ und Schranken d™™"
und d™me*
a = (i,7) eine Zahl z, € Z gibt, so dass 7(j) — m(i) + 2.t € [d™",d™*]. Die

jeweiligen z, werden auch Moduloparameter genannt. Das Problem fiir solch

, so ist eine Knotenbewertung zuléssig, wenn es fiir alle Kanten

ein Netzwerk eine zulédssige Knotenbewertung zu finden oder zu zeigen, dass
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es keine gibt, wird Periodic Event Scheduling Problem (PESP) genannt. Das
PESP ist fir ¢t > 2 NP-schwer (siehe [2] und [3]). Einen Algorithmus zur
Losung des PESP haben Serafini und Ukovich gegeben [3]. Das FEztended
Periodic Event Scheduling Problem (EPESP) ist dann das Problem eine zu-
lassige Knotenbewertung fiir ein periodisches Netzwerk mit unterschiedlichen
Perioden zu finden, oder zu zeigen, dass keine existiert. Eine Knotenbewertung
ist in diesem Fall zuldssig, wenn es fiir alle Kanten a = (i, j) Ereigniszahlen
2, z; gibt, so dass gilt 7(j) + zj7; — (7(i) + zm) € [d™, d™*]. Das EPESP
1aBt sich mit Hilfe eines Algorithmus 16sen, der im Folgenden vorgestellt und
erlautert wird. Dieser baut auf dem Algorithmus zur Losung des PESP auf,
so dass stellenweise darauf eingegangen wird.
Waiéhrend fiir ein Netzwerk mit einheitlicher Periode fiir jede Kante a jeweils
nur ein Moduloparameter z, benotigt wird, haben wir im Netzwerk mit unter-
schiedlichen Perioden zwei Ereigniszahlen z;, z;. Als néchstes wollen wir die
zwei Ereigniszahlen z;, z; in den periodischen Netzwerken mit unterschiedlicher
Periode auf ebenfalls einen Moduloparameter reduzieren.

Fir jede Aktivitdt a wird die Aktivperiode zu a definiert als 7, :=
99T (;,7;). Wir bezeichnen mit 7 € Z™ den Vektor, der alle Aktivperioden

enthalt. Mit dem folgenden Lemma erhalten wir, dass ,Z + 7,7 = 7,7 ist.
Lemma. Sei a,b € Z und ¢ := ggT(a,b). Dann gilt aZ + bZ = Z

Beweis. Sei x € aZ + bZ, dann ist * = y + z mit y € aZ und z € bZ. Da
¢ = ggT(a,b) ist, gibt es k,l € Z mit a = ¢- k und b = ¢ - [. AuBerdem gibt
esm,n € Z mit y = a-m und z = b-n. Daraus folgt dann z = y + 2z =
a-m+b-n=c-k-m+c-l-n=c-(k-m-+1-n). Somit ist x € ¢Z, da
(k-m+1-n) €Zist.

Sei z € cZ. Dann gibt es ein d € Z mit * = ¢ - d. Die Zahlen a,b lassen
sich wieder darstellen als a = c¢-k und b = c¢- 1l mit k,l € Z, wobei k und [
teilerfremd sind. Aus dem ersten Teil des Beweises folgt, dass kZ 4+ IZ C Z
ist. Wir nehmen an, dass kZ + [Z # 7 ist. Da die Summe zweier Ideale
offensichtlich wieder ein Ideal ist und alle Ideale in Z von der Form fZ sind
mit f € N (siehe [8]), ist kZ + [Z = gZ mit entsprechendem g € N.;. Daraus

folgt, dass k, [ € gZ sind und somit sind £ und [ jeweils Vielfache von g, was ein
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Widerspruch dazu ist, dass k und [ teilerfremd sind. Es gilt also kZ + [Z = 7Z
und somit gibt es m,n € Z, so dass k-m + [ -n = 1 ist. Daher lasst sich z
auch darstellen als x =c-d-(k-m+10-n)=a-m-d+b-n-d € aZ+bZ. O

Fir beliebige Ereigniszahlen z;, z; gibt es daher jeweils ein entsprechendes
Zq, SO dass 2;T; — 2, Ti = 2,7,. Somit ist also eine Knotenbewertung eines
periodischen Netzwerkes mit unterschiedlichen Perioden zuléssig, wenn es fiir
alle Kanten a = (i, j) ein z, gibt, so dass m(j) — 7 (i) + 2,74 € [d™", d77].

Die Menge der zulédssigen Spannungen ist somit
X ={zeR"|Te=0;32, €Z: d" < x4+ 2,7, < d"* Ya € o}

Wir definieren mit ¢ := {>I" | zaTe€4 | 2o € Z}, wWobei e, der a-te Einheits-
vektor sein soll, die Menge aller Vektoren, deren Eintrage jeweils Vielfache
der entsprechenden Aktivperioden sind. Es ist leicht einzusehen, dass ¢ eine
Gruppe beziiglich der Addition bildet. Nutzen wir nun noch die Aquivalenz
d™"m < x4+ p < d™? = 0 < z+p—d < d, so kénnen wir X auch
schreiben als X = {r e R™|[Tx =0;Ip €4 : 0 <z +p—d™" < d}.

4.2 Slack (Wartezeit)

Neben einem zulédssigen Fahrplan wird ein Fahrplan gesucht, der die War-
tezeiten der Fahrgaste minimiert. Dazu miissen wir erstmal die Wartezeit
mathematisch modellieren.

Die Wartezeit ist bekanntermaflen die Zeit, die ein Passagier, nach Ankunft
seines Zuges und nach dem Wechsel der Haltestelle, warten muss, bis sein
AnschluBzug abfahrt. Wir gehen nun davon aus, dass ein Passagier von der
Linie A in ein Fahrzeug der Linie B umsteigen will. Die Ankunft eines Zuges
der Linie A ist ein Ereignis i(k) aus der zugehorigen Ereignismenge ¢ mit
entsprechender Ereigniszahl k& € Z. Die Ankunftszeit betriagt daher (i) + k7.
Nach der Ankunft muss der Passagier die Haltestelle wechseln. Diese Umstei-
geaktivitit a = (i, j) bendtigt eine gewisse Mindestzeit. Diese bildet gerade
die untere Schranke d™" der Aktivitat. Der Passagier kann also nur die Ziige
der Linie B benutzen, die nach 7 (i) + k7; + d™" abfahren. Das sind alle die
Ziige mit Abfahrt j(z), fiir die gilt 7(j) + 27; > 7(i) + k7, + d™". Da der
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Passagier den erstmoglichen Anschlufizug nehmen wird, betragt die Wartezeit
also die kleinste positive Differenz von 7(j) + z7; und (i) + k7; +d"™. Formal
lasst sich die Wartezeit s der Umsteigeaktivitat a fiir ein fest gewahltes k

darstellen als:
Sqk = MiNey {W(j) + 21 — (7 (i) + ki + A7) | w(5) + 275 > w(i) + k7 + dZ””}
Mit Hilfe der Modulo-Funktion

R— R
[-]r =

r — (], = minez{z + 27, | v + 27, > 0}

und der Spannung von a finden wir einen kiirzeren und tbersichtlicheren
Ausdruck fir die Wartezeit

Sar(x) = [xg — kT — d;”m]T].

Im weiteren Verlauf werden wir nun anstatt Wartezeit den iiblicheren Begriff
Slack verwenden. Da die Perioden 7; und 7; unterschiedlich sein konnen, hangt
der Slack s, einer Aktivitét von der Ereigniszahl k& des Anfangsereignisses ab.
Als néchstes wollen wir den Slack einer Umsteigeaktivitat genauer untersuchen
und den minimalen, maximalen und durchschnittlichen Slack bestimmen. Dazu

bendtigen wir die beiden folgenden Lemmata.

Lemma. Fir 7,75 € N mit g¢g7(7m,7) = 7 nimmt die Folge ([k71].,)rez
genau die Werte 0, 7,27, ..., ((72/7) — 1)7 an. (Wobei die Reihenfolge eine

andere sein kann)

Beweis. Es gibt a,b € Z mit 71 = ar und » = br. Aus der Gleichung

br, = bat = aty folgt dann
[(k+b)T1]r, = [kT1 + 0717, = [kT1 + a)r, = [kT1] s,

Da dies fiir alle k € Z gilt, hat die Folge ([kT1].,)kez die Periode b = 75/7.

Es sei D :={0,7,27,...,((12/7) — 1)7} C 7Z. Da "Z + 727Z = TZ ist, gibt es
fiir jedes d € D ein ke Zund ein 2 € Z mit k1 + 275 = d. Da fiir alled € D
gilt 0 < d < 7y, ist [/%Tl]T2 = minzez{fcﬁ + 27 | kmi + 2719 > 0} = d. Die Folge
nimmt also alle Werte aus D an. Da |D| = 75/7 ist, nimmt sie auch nur diese
Werte an. [
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Lemma ([1]). Fir 7,7 € N mit g¢7(m,7) = 7 und a € R hat die Folge

(o + kmi]r kez

die Periode ¢y := 75/7 und enthélt genau die Zahlen [o], < [a], +7 < -+ - <
[a]; + (g2 — 1)7. (Wobei die Reihenfolge eine andere sein kann)

Beweis. Mit der gleichen Uberlegung wie im vorherigen Beweis erhalten wir,
dass die Folge ([a+ k1], )kez die Periode 75 /7 hat. Da die Folge ([ k71 ]+,)kez
gerade die 2 Werte 0, 7,27, ..., ((72/7) — 1)7 annimmt, folgt daraus, dass die
Folge ([a + kT1]r,)kez die Werte [a, < [af, +7 < -+ < [a]; + (g2 — 1)T
hat. O

Die Folge des Slacks (sqx)recz hat also nach dem Lemma die Periode
qj = 7;/7T, und enthélt die Zahlen [z, — d™™"|, +r7, mit 0 <r < g; — 1. Aus
dieser Folge des Slacks der Aktivitat a 1483t sich direkt der minimale und auch

der maximale Slack ablesen.

sy (x) = [xa — dy™",

Auch den durchschnittlichen Slack kann man mit dem arithmetische Mittel

ermitteln.
1% A . 1
ng(x) - qf Z ([xa - d?m]m + TTa) = [5Ea - d;mn]Ta + E(Tj - Ta)
J r=0

Fiir denn Fall, dass das Netzwerk eine einheitliche Periode ¢ hat, ergibt
sich fiir jede Umsteigeaktivitdt a der von der Ereigniszahl k& unabhéingige

Slack s, = [, — d™"];.

Beispiel. Die Ereignismengen 1 und 2 haben die Periode 7y = 10 und 7 = 6.
Daraus ergibt sich fir die Aktivitat a = (1,2) die Aktivperiode 7, = 2. Die
untere Schranke sei d™" = 1. Ordnet man der Ereignismenge 1 den Wert

7(1) = 0 zu, sowie der Ereignismenge 2 ebenfalls den Wert 7(2) = 0, so ergibt
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sich fiir den minimalen Slack s™" = [r(2) — 7(1) — d™"],, =[0—0—1], = 1.
Als maximalen Slack erhalten wir s7% = [7(2) — w(1) — d™"],, + (72 — Ta) =
0—0—1]+6 —2 = 5 und als durchschnittlichen Slack s = 3. Eine
Veranschaulichung des Slacks liefert die Abbildung 4. Die Rechtecke sollen
hierbei den unterschiedlichen Slack verdeutlichen, der fiir diese Aktivitéat

entsteht.

: | Ereignis 1
. | ; 3 4 Ereignis 2
] ] ] Slack
5 1 3
1 Zoitstrahl
0 5 10 15 20 25

Abbildung 4: Slacks

5 Periodische Programme
Im Folgenden bezeichnen wir mit [ -], die erweiterte Modulofunktion

DR L

x, [zl

a

= minyez{x + 27, | + 27, > 0}

die jedem Eintrag x, eines Vektors x € R™ den Wert [z,],, zuordnet.
Wie gesehen ist X = {r e R |[Tx=0;dpe¥: 0<z+p—d™" <d}
die Menge aller zulassiger Spannungen mit ¢ = {>-7" | z,7€4 | 2o € Z}. Wegen
Iped 0<ax+p—d"<d
= min{z, +po — )" |24+ pa —dj" 20} <d, Vo€ (2)
[z —d™], <d

erhalten wir X = {z € R™|Tz = 0; [z — d™"], < d}.
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5.1 Zielfunktion

Fiir eine Zielfunktion F' kénnen wir damit das periodische Programm wie

folgt formulieren:

min F'(z), so dass
I'e =0

Fiir beliebiges p € ¢ gilt offensichtlich [z — d™™"], = [z + p — d™"],.
Jede Zielfunktion F', in der die Giite einer Spannung beztiglich dessen Slacks
gemessen wird, ist p-periodisch, da samtliche Slackwerte eindeutig durch
[z — d™"], bestimmt sind. Das eine Funktion F' p-periodisch ist bedeutet,
dass fir alle p € ¢ gilt F(z) = F(z + p). Dies ist unabhéngig davon, ob der
minimale, durchschnittliche oder maximale Slack minimiert werden soll.
Welche Zielfunktion verwendet wird hangt davon ab, was genau man opti-
mieren mochte. Soll zum Beispiel erreicht werden, dass der langste Slack
eines Fahrplans moglichst kurz ist, so wahlt man als Zielfunktion F(z) :=
MAT e Apange S (). In diesem Fall wird zwischen den einzelnen Umsteigeak-
tivitdten nicht unterschieden. Allerdings werden die Umsteigemoglichkeiten
nicht alle gleich haufig benutzt, so dass man eventuell den wichtigeren Um-
steigeaktivitdten eine hohere Prioritat bei der Minimierung des Slacks geben
mochte und dafiir einen groBeren Slack bei den unwichtigen Umsteigeakti-
vitaten in Kauf nimmt. M6chte man dieses berticksichtigen, so kann man
jeder Umsteigeaktivitat a ein relatives Gewicht w, zuordnen, das die Priori-
tat der Umsteigeaktivitat im Verhaltnis zu den anderen wiederspiegelt. Die
oty a2 (). Tn

diesem Fall wére F' eine periodisch-lineare Zielfunktion. Ob man hier den

Zielfunktion wiirde man hier definieren als F(z) :=

durchschnittlichen Slack wahlt oder einen anderen ist dabei beliebig.

Man kann allerdings auch eine Losung suchen, bei der die wichtigste Umstei-
geaktivitat den kleinstmoglichen Slack hat, die zweitwichtigsten Umsteige-
aktivitat den kleinstmoglichen noch zu erreichenden Slack und so weiter. In
diesem Fall gilt es eine Spannung zu finden, die den lexikografisch kleinsten

"Slackvektor” ergibt. Was genau darunter zu verstehen ist werden wir an
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dieser Stelle ein wenig genauer beschreiben, da dies im néchsten Kapitel eine
besondere Rolle spielen wird. Im weiteren Verlauf gehen wir der Einfachheit
halber davon aus, dass jeweils der minimale Slack minimiert werden soll.
Hat man festgelegt, wie wichtig die einzelnen Kanten sind, so erhélt man
automatisch eine Ordnung auf o7 ;qn4.. Benennen wir die wichtigste Kante
mit a;, die zweitwichtigste mit as und so weiter, so gilt a1 < ay < ... < ay,
wobei [ die Anzahl der Umsteigeaktivititen sein soll. Fiir jede Spannung x
sind die Slacks der Umsteigeaktivitaten eindeutig. Somit gibt es eine Funk-
tion F': R™ — R'; x +— s™"(z), die jeder Spannung einen Vektor des R’
zuordnet, dessen Eintrige gerade die Slackzeiten der Umsteigeaktivitaten
sind. Wir kénnen dabei ohne Einschrénkungen davon ausgehen, dass die i-te
Zeile jeweils den Slack der Umsteigeaktivitat a; reprasentiert. Damit es einen
lexikographisch optimalen "Slackvektor” geben kann, muss es auf dem R’ eine
Ordnung geben. Diese ergibt sich direkt aus der Ordnung von @ag.. Sind g
und h € R so gilt g < h wenn es ein k € {1,2,...,1} gibt mit g; = h; fiir alle
1 < kund g < hy.

Um das an einem Beispiel zu verdeutlichen nehmen wir vier Vektoren

a,b,c,d des R*.

1 3 2 3
10 1 4 1
15 7 2 4
9 0 1 4

Ordnet man diese vier Vektoren lexikographisch an, so gilt
a<c<d<b

Eine Spannung x ist besser als eine Spannung y, wenn der zu x zugehorige
"Slackvektor” lexikographisch kleiner ist, als der "Slackvektor” der Spannung
y. Fiir eine lexikographisch optimale Losung gilt es daher die folgende Ziel-
funktion zu minimieren F : R™ — (R!, <) mit F(x) := s™"(z).

Eine lexikographisch optmiale Losung scheint fiir die Praxis kaum sinnvoll,
da hierbei fiir die unwichtigeren Umsteigeaktivitaten sehr hohe Wartezeiten
entstehen konnen. Auch in unserem Beispiel sieht man, dass a der lexiko-

graphisch beste Vektor ist, obwohl bei ¢ die erste Umsteigeaktivitiat nur 1
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Minute schlechter ist als bei @ und ansonsten alle anderen Umsteigeaktivitaten
einen wesentlich kiirzeren Slack aufweisen. Allerdings ist es teilweise moglich
schneller eine optimale Losung zu finden als bei anderen Zielfunktionen, und

diese kann man dann notfalls manuell nachbessern.

5.2 Losungsverfahren

Fiir jede p-periodische Zielfunktion F', die auf eine total geordnete Menge
abbildet, erhalten wir mit (2) die Gleichung

inf {F(x)|Tz =0; [x —d™], < d}
:irelgginf{F(:c)\Fx:();ng—dmi"+p§d}
)

Fiir ein festes p € ¢ 143t sich das Problem wie bei einem aperiodischen
Fahrplan 16sen. Dies ist jeweils in polynomieller Zeit moglich. Allerdings
hat ¢ unendlich viele Elemente, so dass man nicht einfach alle moglichen
p durchgehen kann. Wir miissen nun ausnutzen, dass unsere Zielfunktion
p-periodisch ist, damit wir eine endliche Teilmenge von ¢ finden, mit der wir
eine optimale Losung errechnen kénnen.

Wir definieren auf X die Relation z ~ & <= z—1 € 4. Da ¥ eine Gruppe ist,
ist leicht einzusehen, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Fiir zwei dquivalente
Spannungen x, # gilt insbesondere z — % € ¥ mit ¥ := {p € 4 |Tp = 0},
denn es ist I'(x — &) = Twx — ['F = 0. Somit erhalten wir die Aquivalenzklassen
7] ={r € X|3Ip €Y : 2 =7+ p}. Alle Elemente einer Aquivalenzklasse
haben offensichtlich denselben Slack und auch denselben Zielfunktionswert, da
F' p-periodisch ist. Findet man fiir das EPESP eine optimale Spannung, so sind
alle Elemente der zugehérigen Aquivalenzklasse auch optimale Spannungen.
Es reicht daher statt X eine Teilmenge von X zu betrachten, in der von jeder
Aquivalenzklasse mindestens ein Repréisentant enthalten ist.

Wir gehen nun erstmal davon aus, dass wir ein Netzwerk mit einheitlicher
Periode ¢t haben. Fiir eine beliebige zulédssige Spannung z haben wir fiir

eine beliebige Baumkante a den Moduloparameter z,. Andern wir nun die
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Spannung dieser Baumkante auf z, = x, + Z,t mit beliebigen Z, € Z, so ergibt
sich als neuer Moduloparameter z, — Z,, denn &, + (2, — Z4)t = x4 + Z,t +
(24 — Za)t = Ty + 24t € [d™",d™**]. Lassen wir die Spannungen der tibrigen
Baumkanten gleich, so erhalten wir nun fiir eine beliebige Knotenbewertung =

zur Spannung x eine neue Knotenbewertung.

. (1) 1€ &,
7(i) =
7(i) + Zt i€ &

Hiermit ergibt sich als neue Spannung

Ty + Zat bEK;_

Ty =xp—Zt be K

Ty sonst

Diese neue Spannung 7 ist wieder zuldssig, denn fiir alle b € K gilt

[Zp]: = [2p + Zat]e = [mp)¢ € [, d)**] und fir alle b € K, gilt %), =
[0 — Zatle = [m]s € [dy"™, df*].
¢ ist in diesem Fall aufgrund der einheitlichen Periode ¢ gerade tZ™. Da die
Differenz der einzelnen Kantenspannungen von x und Z entweder Null oder
+Z,t betrigt, was ein Vielfaches von t ist, ist © — Z € 4. Die Spannungen
x und 7 sind also dquivalent. Setzen wir fiir Z, = z,, so erhalten wir eine
aquivalente Spannung ¥ mit Moduloparameter 0.
Ausgehend von 7 finden wir mit der obigen Uberlegung eine dquivalente
Spannung 2 die fiir eine andere beliebige Baumkante @ den Moduloparamter
zs = 0 besitzt. Da K, aufler a nur Nichtbaumkanten enthalt, bleibt z, = Z,
und somit bleibt der Moduloparameter z, = 0. Induktiv folgt, dass jede
zulassige Losung aquivalent zu einer Spannung ist, die fiir alle Baumkanten a
die Moduloparameter z, = 0 hat.

Haben wir nun ein Netzwerk mit unterschiedlichen Perioden, kann man
im Allgemeinen die Moduloparameter der Baumkanten nicht gleich auf Null
setzen. Dies ist einer der entscheidensten Punkte, in denen sich das EPESP
vom PESP unterscheidet. Fiir eine beliebige zulassige Spannung z betrachten

wir wieder eine beliebige Baumkante a mit Moduloparameter z,. Andern wir
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auch hier die Spannung dieser Baumkante auf 7, = x, + 2,7, mit beliebigen
Z, € 7, so erhalten wir wieder z, — Z, als neuen Moduloparameter und als
neue Spannung

Ty + ZqTy bGK;_

Tob=xp— 2,7, bE K,
Ty sonst

Fir b € K, gilt allerdings [Z],, = [z £ ZaTu]r, € [d]"™, dj***] im allgemeinen
nicht, da 7, und 7, verschieden sein konnen. Somit ist die Spannung Z nicht
immer zuléssig und auch nicht immer dquivalent zur Spannung x.

Wiéhlen wir allerdings Z, so, dass 2,7, ein Vielfaches von 7, ist, so gilt

[Tp]7, = |26 £ ZaTalr, = |26 £ CT)r, = [T1)n, € [d™, di**] (mit entsprechendem
¢ € Z) . Damit die neue Spannung 7 zuléssig ist, muss Z,7, ein Vielfaches aller
Aktivperioden der Kanten aus K, sein. Wir definieren 7(a) := kgV{mn,|b €

K,}. Fir z, = 29 mit beliebigem ¢ € Z erhalten wir die neue Spannung

Ta

rpy+ci(a) be K[
Ty =z, —cr(a) be K,
Tp sonst

Diese neue Spannung ist zulassig und auch aquivalent zur Spannung =z,
da die Differenz der einzelnen Kantenspannungen entweder Null oder ein
Vielfaches der jeweiligen Aktivperiode ist und somit gilt ¥ — x € 4. Man
kann also zu jeder beliebigen Spannung eine dquivalente Spannung finden, so
dass der Moduloparater z, einer Baumkante a einen der Werte von null bis
7(a)/1, — 1 annimmt, d.h z, € {0, ...,7(a)/7, — 1}. Induktiv erhélt man auch
hier eine dquivalente Spannung deren Moduloparameter fiir jede Baumkan-
te a einen der Werte 0, ..., 7(a)/7, — 1 annimmt. Ist die Aktivperiode einer
Baumkante a ein Vielfaches aller Aktiverperioden der Kanten aus K, so ist
der Moduloparameter 0. Es ist durchaus moglich dies fiir einige Baumkanten
zu erreichen, indem man seinen spannenden Baum entsprechend wéhlt.

Wir haben nun erreicht, dass wir die Menge der Moduloparameter einschréan-
ken konnen und die zugehérigen Spannungen trotzdem alle Aquivalenzklasse

reprasentieren.
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Abbildung 5: Periodisches Netzwerk

Beispiel. Wir betrachten das periodische Netzwerk aus Abbildung 5. Die
Zahlen neben den Knoten stehen jeweils fiir die Perioden. Daraus ergeben
sich die Aktivperioden 7 = 6,75 = 4,73 = 4,74, = 12 und 75 = 6. Die Kanten

{1,2,3} sollen die Baumkanten sein. Die zugehorige Netzwerkmatrix dann ist

. ( 0 -1 -1 10 )
1 -1 -1 0 1

Die Kante 1 hat als Schnittmenge K; = {1,5}. Somit ergibt sich 7(1) =
kgV (m1,75) = kgV(6,6) = 6 und daraus wiederum 7(1)/7, = 1. Der Mo-
duloparamter z; der Kante 1 kann daher auf den Wert 0 eingeschrankt
werden. Fir die Kante 2 mit Schnittmenge Ky = {2,4,5} erhalten wir
7(2) = kgV'(4,12,6) = 12. Da 7(2)/m = 3 ergibt, erhalten wir fir z, die
Werte {0, 1,2}. Bei der Kante 3 mit Schnittmenge K3 = {3,4,5} kann man
den Moduloparameter z3 ebenfalls auf die Werte {0, 1,2} einschranken.
An diesem Beispiel 1&8t sich auch gut erkennen, dass die Wahl des spannenden
Baums einen Einfluss darauf haben kann, wie sehr man die Moduloparame-
ter der Baumkanten eingrenzen kann. Wiirden wir in diesem Beispiel als
spannenden Baum die Kanten {1,2,4} wéhlen, so konnte man jeweils den
Moduloparameter auf 0 einschranken. Das man einen spannenden Baum
findet bei dem alle Moduloparamter auf 0 eingeschrénkt werden kénnen, ist
aber nicht fiir alle Netzwerke moglich. Ein Gegenbeispiel wéare ein Netzwerk

dessen Aktivperioden aus paarweise teilerfremden Zahlen besteht.

23



Fir die Spannungen, deren Moduloparameter der obigen Einschrankung
unterliegen, kann man die zulassigen Moduloparamater der Nichtbaumkanten
mit Hilfe eines kiirzeste-Wege-Verfahrens ermitteln. Mit zulassigen Modulopa-
rameter bezeichnen wir die Moduloparameter, zu denen es zulassige Losungen
gibt. Fir k = n, ..., m betrachten wir nun jeweils das Netzwerk A4, = (&, %),
wobei .7, alle Baumkanten enthélt, sowie die Nichtbaumkanten, die zu den
ersten £ — n + 1 Zeilen von I' gehoren. Wir nehmen an, dass es fiir feste
Moduloparameter zq, ..., 2,_1 eine Spannung x in dem Netzwerk .4;_; gibt,

fir die gilt
Vi e {1, ey k— 1} : ll = dzmn — 2T < ZT; < d;nax — Z;T; = Uy

Fiir die Kante & sei a(k) = u und w(k) = v.
Eine Spannung x des Netzwerks .44 ist genau dann giiltig, wenn fiir jeden
Zykel C' in A, gilt

2(C)i= > xa— Y x,=0

acCt acC~
Sei 2 := {C|C Zykel in S, ANk € CT} die Menge aller Zykel, die k
enthalten und dieselbe Richung haben. Dann folgt fiir alle C' € &

aeCt aceC—
= T = — Z Ty + Z T
ac(Ct\{k}) aceC—
S <— Y T+ Y (AP = 2T,)
ac(CH\{k}) acC—
oap<— > ([ dP—zem) + D (AP — z,7)
ac(CH\{k}) a€C—
o< Yl Y U,
ac(C+\{k}) aceC—

Fiir alle C' € 2 defnieren wir nun #(C) = Yoc(c+\r}) —la + Zaec- Ua-
Dann gilt, dass 2, < min{Z(C)|C € Z}. Der Einfachheit halber reicht es
hier die Zykel zu betrachten, in denen % in positiver Richtung liegt. Fiir
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die entgegengesetzt verlaufenden Zykel erhilt man namlich jeweils dieselbe
Abschétzung. Sei 47,_; eine Menge von Kanten fiir die gilt: Va = (i,5) €
13 a € 1 mit @ = (j,i). Zu jeder Kante aus o7 _; gibt es also genau
eine Kante aus &/ , die in die entgegengesetzte Richtung zeigt. Betrachten wir
das Hilfsnetzwerk [&, @71 U 527;,1] in dem jede Kante a € «7,_; die Lange u,
hat und jede Kante @ aus «7,_; die Lénge —lg, so ist Z(C) gerade die Linge
des Weges von u nach v, den der Zykel C' in dem Netzwerk [&, o7 _, U @_1]
beschreibt. Umgekehrt gibt es zu jedem Weg von u nach v einen Zykel, der aus
dem Weg und der Kante k besteht. Damit ist dann min{z(C) |C € 2} die
Lange des kiirzesten Weges von u nach v in dem Netzwerk [&, o7, 1 U ,@7;_1].
Den kirzesten Weg bezeichnen wir im weiteren Verlauf mit J7;,. Wir kénnen
also min{z(C) | C' € Z} mit einem kiirzeste-Wege-Verfahren errechnen.

Desweiteren folgt

0=z(C)= > za— Y g

aeCt aceC—

S Tp = — Z Ty + Z Za

ac(CT\{k}) aeC-
= 1 > — Z Ty + Z (d™™ — 2,7,)

ac(CH\{k}) aceC—
= 1 > — Z (d** — z,74) + Z (d™™ — 2,7,)

ac(CH\{k}) acC—
S>> Y Ut Yl

ac(CH\{k}) acC—

Mit 2(C) == Yo\ (k}) —UatXaco— la erhalten wir dann 2, > max{#(C) |
C € 2}. In diesem Fall ist —#(C') gerade die Lange des Weges von v
nach u, den der Zykel C' bildet. Somit ist dann max{z(C)|C € 2} =
—min{—2(C) |C € 9} = —, und 1aBt sich daher auch mit Hilfe eines
kiirzesten Wege Verfahren errechnen.
Fir x;, haben wir also als untere Schranke —.77,,, und als obere Schranke J7,,,,
so dass gelten muss —.74,, < x;, < J7,,. Durch diese Einschrankung wird klar,
dass es nicht fiir alle Moduloparameter zj eine Spannung geben kann, die
A <y + zpm < AP erfiillt. Damit es fiir ein z tiberhaupt eine giiltige

Spannung geben kann, muss es die beiden folgenden Bedingungen erfiillen:
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d;mn <z + T < A, + T — dznm — o < ZLTk

dzmx 2 Tp + ZkTk 2 —%u + 2T —> dznax + %u 2 —ZLTk

Diese Bedingungen sind nicht nur notwendige Bedingungen, sondern auch
hinreichende Bedingungen. Das heifit, dass es fiir einen Moduloparameter zj
genau dann eine Spannung in dem Netzwerk .44 gibt, wenn er d{*" — 7, <
2T < AP + A, erfillt. Die Menge {z € Z| [(dP™ — H,,) /1] < 2z <
| (P + 56,) /] } ist somit die Menge der zulédssigen Moduloparameter zj.
Da —J7,,, und 7, jeweils endliche Werte sind, ist auch diese Menge endlich
oder sogar leer.

Wir kénnen also fiir die Baumkanten die Moduloparameter eingrenzen und
dann nach und nach fiir die Nichtbaumkanten die zulissigen Moduloparameter
bestimmen. Diese Vorgehensweise 1483t sich auch durch einen "Suchbaum”
veranschaulichen (siche Abbildung 6). Mit diesem Verfahren erhalten wir eine
Losung des EPESP, denn entweder gibt es keinen zulassigen Moduloparame-
ter und somit auch keine zulassige Losung, oder wir erhalten eine endliche
Teilmenge ¢ von ¢ fiir die das Problem

inlginf{F(:c)\Fx:O; 0<z—d™ +p<d}

pe¥
berechenbar ist. Das hier X :={z € X |Ipe ¥ :0 <z —d™" +p < d} nur
eine Teilmenge von X ist, spielt keine Rolle, da es wie gesehen zu jedem z € X
eine dquivalente Spannung in X gibt. Fiir ein PESP ist X ein Reprisenta-
tensystem. Das heif3t, dass X aus jeder Aquivalenzklasse genau ein Element
enthilt. Fiir ein EPESP ist X im Allgemeinen kein Repriasentantensystem.

Darauf werden wir am Ende des Kapitels noch einmal zuriickkommen.

Beispiel. Fiir unser voheriges Beispiel erhalten wir mit diesem Verfahren
den Suchbaum aus Abbildung 6. Zur Verdeutlichung wollen wir das Verfahren
einmal fur die Moduloparameter (0,1,1,1,1) und (0,1,1,1,2) vorfithren.
Ausgehend von den Moduloparametern z; = 0,z = 1 und 23 = 1 fir

die Baumkanten, suchen wir alle z; € Z fur die es im Netzwerk .4, eine
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/\
72 = 0 1 2
723 = 0 1 2 0 1 2 0 1 2
74 = 0 1 1 1 1 1
A A A
75 = 0 1 2 1 2 2 1 2 2

Abbildung 6: Suchbaum

giltige Spannung gibt. Da die Moduloparameter der Kanten {1,2,3} fest
sind, bekommen wir fiir die Spannung die unteren Schranken l; = 1,1, =
—2,13 = —2 und als obere Schranken u; = 3,us = —1,u3 = 0. Das es fir die
Kanten {1,2,3} eine zuldssige Spannung im Netzwerk .45 gibt diirfte klar
sein, da dieses Netzwerk gerade der spannende Baum ist und keine Zykel
enthélt. Das beschriebene Hilfsnetzwerk, in dem jede Kante a € {1,2,3}
als Gewicht u, erhélt und die entgegengesetzten Kanten a das Gewicht —[,
erhalten, ist abgebildet in Abbildung 7.
O (W)

1

O=== @)

0

Abbildung 7: Hilfsnetzwerk 1

Mit Hilfe eines kiirzeste-Wege-Verfahren erhalten wir als Léange fiir den
kiirzesten Weg von t nach w den Wert 7%, = —1 und fiir den kiirzesten Weg

von w nach t den Wert 7, = 4. Fiir z; erhalten wir nun die Bedingung

27



6—(—1) < 12z4 < 9+4. Somit ergibt sich, dass es nur fiir z4 = 1 eine zuléssige
Spannung im Netzwerk .4} gibt. Veranschaulicht ist dies in Abbildung 8.

_Hwtl H tw
[ 1 1 [ 1 [ ]
z=2 _12 z=1 0 z=0 12 z=—1

Abbildung 8: zulassiger Moduloparameter

Entsprechend verhélt es sich nun fir den Moduloparameter z5. Mit den
Moduloparametern (0, 1,1, 1) erhalten wir fiir die Kanten {1,2,3} die selben
Schranken wie eben. Fir die Kante 4 bekommen wir damit die Schranken
ly = —6 und uy = —3. Mit diesem Schranken erhalten wir das Hilfsnetzwerk,

welches in Abbildung 9 zu sehen ist.

Abbildung 9: Hilfsnetzwerk 2

Die Léange des kiirzesten Weges von u nach w betrigt J¢,, = —4 und
die Lange des kiirzesten Weges von w nach u betragt 77, = 7. Fur den
Moduloparamter z; bekommen wir daher die Bedingung 2—(—4) < 6z < 5+47.
Daraus folgt dann, dass es, ausgehend von den Moduloparametern (0, 1,1, 1),
nur fiir die Moduloparameter z; = 1 und z5 = 2 zulassige Spannungen gibt.
Fiir die Moduloparameter (0,1,1,1,1) erhalten wir p = (0,4,4,12,6)" und
fir (0,1,1,1,2) ergibt sich p = (0,4, 4,12, 12)*. Zu diesen p’s lafit sich jeweils
eine optimale Losung finden. Das Problem entspricht dann wie schon erwéhnt

dem eines aperiodischen Fahrplans und lafit sich in polynomieller Zeit 16sen.

Wie gezeigt wurde, kann man die Moduloparameter der Baumkanten beim
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PESP jeweils auf Null einschranken. Der Suchbaum hat daher nur die Tiefe r.
Der Suchbaum des EPESP kann hingegen die Tiefe m besitzen. Auflerdem
ergeben sich mit diesem Verfahren redundante Moduloparameter. Auf die
redundanten Moduloparameter wird am Ende des Kapitels noch einmal
eingegangen. Im Folgenden werden wir nun das Problem soweit reduzieren,
so dass wir auch fiir das EPESP einen Suchbaum mit Tiefe r erhalten, der

keine redundanten Moduloparameter mehr enthélt.

5.3 Der reduzierter Suchbaum

Wir betrachten nun statt den zulissigen Spannungen die Menge der Slacks.
Da es zu jeder Aquvalenzklasse auf X genau einen Slack gibt, kénnen wir
auch alternativ nach einem optimalen Slack suchen. Die Spannungen der
Aquivalenzklasse, die zu diesem optimalen Slack gehért, sind dann alle optimal.
Jedes x € X hat ein eindeutiges p, € ¢, fiir das gilt 0 < z + p, — d™" < d
und mit diesem eindeutigen p, ist y := x + p, — d™" gerade der Slack
der Spannung . Somit ist Y := {y|Jz € X : y = x + p, — d™"} die
Menge aller Slacks. Fiir die Suche nach einem optimalen Slack ist diese
Darstellung allerdings unbrauchbar, da sie von X abhéngig ist. Wir definieren
Y :={y|30 €TY : Ty = —I'd™" + ¢,0 < y < d}. Fiir beliebiges y € Y
gilt Ty = T'(z + p, — d™") = I'p, — I'd™ und 0 < y < d und somit
ist y € Y. Daraus folgt Y C Y. Zu jedem beliebigen y € Y gibt es ein
o € I'Y, so dass gilt 'y = 0 — I'd™" und fiir jedes 0 € I'4 gibt es ein
p €9, so dass 0 = I'p gilt. Es gibt folglich ein p € 4 mit I'y = I'p — [d™".
Definieren wir = := y — p+d™", so ist dieses x eine zuldssige Spannung, denn
le=T(y—p+d™)=Ty—Tp+Td™ =0und 0 <z + p — d™" < d. Da
aufgrund der Eindeutigkeit p = p, gilt, ist y der Slack zur Spannung x. Somit
ist y €Y und Y C Y, woraus letztendlich resultiert, dass Y =Y ist. Daher
ist Y eine andere Beschreibung fiir die Menge der Slacks, die unabhéngig von
X ist.

Da F p-periodisch ist gilt fir jede Spannung = und dessen Slack y, F(z) =
F(y, + d™™). Daher erhalten wir die Gleichung;:
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in;inf{F(a:)]Fx:();ng—dmm—l—pgd}
peE

| | (3)
= igpfginf{F(y +d™") | Ty=0c—-Td™;0<y<d}

Gesucht ist nun die Menge {0 € T¥9 |3y : Ty = o und d™™ < y <
dnet = £
Fiir alle o € & gelten die folgenden Aquivalenzen:

Jy:T(y+d™)—c=0 und 0<y<d

, 0
< Jy: [N, E] <y+dmm— (
o

)):0 und 0 <y <d

- 0
<= Jw:T'w =0 und 0§w—dmm—|—( )Sd
o

Bei der ersten Aquivalenz nutzt man aus, dass I' die Form [N, E] hat.

. , 0
Die zweite Aquivalenz erhalt man, indem man w =y + d™" — ( ) setzt
o

. Es folgt also, dass £ = {c € 'Y | Jw : Tw =

. 0
bzw. y = w — d"™" + (
o
0
) < dmery it
o

0 und dmi"§w+(

Es sei
1 0

T :=
0 T

dannist 'Y = {(I'-T') -z | z € Z™}.

Definition. Eine rationale » x m Matrix mit vollem Zeilenrang r hat die
Hermitesche Normalenform, wenn sie die Form [R, 0] hat, wobei R eine untere
Dreiecksmatrix ist, die keine negativen Eintrage hat und in der jede Zeile ein
eindeutiges maximales Element besitzt, welches gerade der Diagonaleintrag
der Zeile ist.
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Die Eintrage der Matrix R werden wir mit 7,; bezeichnen und die Spalten
mit 7.;. Jede rationale r x m Matrix mit vollem Zeilenrang r 148t sich mit
Hilfe elementarer Spaltenumformungen auf die Hermitesche Normalenform
bringen (siehe [4]). Also kénnen wir auch die Matrix I'T" in die Hermitesche
Normalenform [R, 0] mit entsprechender r x r-Matrix R iiberbringen. Auch
wenn ['T" eine Abbildung von Z™ nach Z" ist, andert sich dadurch das Bild
nicht, da es sich um elementare Spaltenumformungen handelt. Somit erhalten

wir

I9 = {(0-T)-z|z€Z" ={[R,0]-2|2€Z™} = {R-2|2 €7}

Da alle 0 € .Z Elemente aus {R- 2|2 € Z"} sind, sich also schreiben

lassen als o = 21m.1 + 22n.2 + ... + 2,1, mit entsprechendem 2 € Z", konnen
0

0 Z
wir statt ( ) auch 1.1 schreiben. Wir erhalten also
o :

21’)’]7“71 4+ ...+ 27’777“,7‘
alle 0 aus . indem wir zuldssige Werte fiir Zy, ..., 2, finden, so dass 0 <

< 0
w—d™" + < d erfiillt ist. Diese kénnen wir, &hnlich wie bei der Suche
o

nach den Moduloparametern der Nichtbaumkanten, sukzessive errechnen.

Betrachten wir zuerst das Netzwerk .4;,, dass aus den Baumkanten und
der Nichtbaumkante b; = (u,v), dessen Elementarzykel zur ersten Zeile von
' gehort, besteht. Es ist offensichtlich, dass es ein w € R"™! gibt, so dass
fir alle Baumkanten a gilt d;”m < w, < d"*. Mit dem Verfahren, das wir
auch bei der Suche nach den zulassigen Moduloparamerten angewandt haben,
erhalten wir nun fir die zulassigen 2; die notwendigen und hinreichenden
Bedingungen dg’;”;" — 2y < o und dpt — Zymy < =, Somit ist
{21 € Z| [(dgm — Hin) /ma| < 21 < (e + H,)/ma} die Menge dex
zulassigen Werte fir 2.

Fir £ = 2, ...,r betrachten wir dann weiter das Netzwerk .47, 1. Wir

bezeichnen mit I';,_5.; die Netzwerkmatrix, die zu dem Netzwerk 47, oy
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gehort. Fir fest gewdhlte (21, ..., 2x_1) ergeben sich nun die neuen Grenzen

Iy,

7

= dz:nm — (Zimin + o F ZiMii1)

und

Up,

=y — (2 o 2imiien)

Wir nehmen an, dass es fiir (%1,...,2;_1) einen Vektor w € R" 2% mit
[, orxw = 0 gibt, so dass fiir alle Baumkanten a gilt d™" < w, < d™%®
und fiir alle Nichtbaumkanten b;, i € {1,....k — 1} gilt [, < w,, < up,. Fiir
by = (c,d) ist dann {2, € Z| [(lx — H0w) /] < 2e < [(un + H0u) /i)
die Menge aller zulassigen Moduloparameter Zj.

Auch hier ergibt die Suche nach den giiltigen Z-Werten einen Suchbaum und

dieser ist ebenfalls endlich.

Beispiel. In unserem Beispiel erhalten wir fiir die Netzwerkmatrix I' die

folgende Hermitesche Normalenform:
0 -4 -4 12 0 40 0 00
T = — = [R, 0]
6 -4 -4 0 6 4 6 000
Fiir die Baumkanten {1, 2,3} gelten jeweils die bekannten Schranken d™"
und d***. Mit dem Hilfsnetzwerk zum Netzwerk .43 (sieche Abbildung 10)
erhalten wir ¢, = 7 und 4, = —4. Fir %, ergibt sich daher die Bedingung

6 —7 <42 <9 —4 und daraus folgt, dass {0,1} die Menge der giiltigen

Parameter fur 2; ist.

OO

"=

4

Abbildung 10: Hilfsnetzwerk 1
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Ausgehend von Z; = 1 erhalten wir fiir die Kante 4 die Grenzen Iy =
6 —4=2und uy =9 — 4 = 5. Das daraus resultierende Hilfsnetzwerk ist in
Abbildung 11 dargestellt.

Abbildung 11: Hilfsnetzwerk 2

Auflerdem erhalten wir fir die Kante 5 die neuen Grenzen l5 =2 —4 = —2
und us = 5 — 4 = 1. Es ergeben sich die Werte 2, = 4 und 57, = —1.
Somit muss 2 die Bedingung —2—4 < 62 < 1—1 erfiillen. Damit ist {—1,0}
die Menge der giiltigen Parameter fir 2.

Fir 2; = 0ist 0 der einzig zulédssige Parameter fiir Z5. Der zugehorige reduzierte
Suchbaum ist in Abbildung 12 dargestellt.

N
0/ \—1

Abbildung 12: reduzierter Suchbaum

zl =

72 = 0

Da wir nur Werte fiir die Variablen Z; bis 2, suchen, hat der Suchbaum
nur die Tiefe r. Gibt es kein zulassiges 2 € Z", so ist £ = () und somit folgt
auch, dass X = () ist. Gibt es zuléssige 2 € Z, so erhalten wir eine endliche

Menge .Z und konnen nun das folgende Problem Iosen.
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inﬁgﬂinf{F(y +d™) [Ty =0 —Td™; 0 <y <d}
(S

Dazu miisste man aber alle ¢ € £ bestimmen, also den kompletten
Suchbaum entwickeln. Dies 148t sich mit Hilfe des folgenden Branch and
Bound Algorithmus umgehen, mit dem man versucht frithzeitig die ”Aste”
des Suchbaumes zu finden, die zu keiner optimalen Losung fithren, so dass
man nicht alle o aus . finden muss.

Fiir beliebiges 1 < k < rsei @, := {XF  nizi|z € Z} und G, = {30, 1 ni2i| 2 €
2} TY9 =%+ %,). Mit P(%, ..., 5,0, ...,0) bezeichnen wir das Problem fiir

gegebene 21, ..., Z; eine optimale Losung fiir

inf inf{F(y +d™")|Ty =" —Td™ +¢;0 <y <d}

0EYG
zu finden, wobei o% = Zle n.iZ; € 9, ein fester Wert ist. Jedes Problem P
steht fiir genau einen Knoten im Suchbaum.
Fiir den Algorithmus setzen wir als Input 2 = {P(0,...,0)}, 5 := 00, 2 =

nil und ¥y = nil. Mit " bezeichnen wir die bisher beste bekannte Losung

und mit 2¢ die dazugehorigen Parameter.

1. Ist 2 = 0 dann endet der Algorithmus. Output: y* := y¢, 2* 1= "¢

und o* = [zine

2. Wiahle Problem P(%y, ..., 2,0, ...,0) € 2 und setze
2 .= 2\{P(%,...,%,0,..,0)}

3. k < r: Fithre Relaxation von P(%q,...,2,0,...,0) aus. Gilt s > 3,
wobei sg der optimale Zielfunktionswert der Relaxation ist, dann gehe
zu 2. Ist sg < 3, dann suche zuléssige Parameter fiir Z;; und setze
Q= 2U{P(%, ..., 2k11,0,...,0) | Zxy1 zuléssiger Parameter}.

k = r: Lose Problem P(Zy, ..., 2.). Ist F(y,) >3, wobei y, die optimale
Losung des Problems ist, dann gehe zu 2. Ist F/(y,) < 3, dann setze

2nC = (%, ..., 5), ¥y =y, und 5 := F(y,).

In diesem Algorithmus haben wir dabei jeweils die folgende Relaxati-

on benutzt. Jedes Problem P(%y, ..., 2,0, ...,0) entspricht wie gesehen dem
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Problem
inf{F(y +d™)|Ty =c* —Td™ + 0, 0<y < d; 0 € 94}

Die Relaxation bekommen wir nun, indem wir fiir 2,1, ..., 2. auch reelle

Werte zulassen. Wir erhalten damit als untere Schranke fiir das Problem

sg = f{F(y+d"") [Ty =o" —Td™ + Y Zn; 0<y<d; 2 €R}
i=k+1
Da R eine untere Dreiecksmatrix ist, ist die (r — k) x (r — k)- Submatrix

R, die 9, erzeugt, regulir. Wir erhalten damit {37_, ., 2mi|% € R} =

A

0
{( ) | 2 € R""*}. Die Relaxation entspricht damit dem Problem

k
b
lnf{F(y + dmzn) | Fky = _demzn + . 7 dmln S y S dmax}

or

wobei I'* die Submatrix von I ist, die nur aus den ersten k Zeilen von I' be-
steht. Einen optimalen Zielfunktionswert dafiir zu finden ist in polynomieller
Zeit moglich.

Nach Moglichkeit versucht man bei Branch und Bound Verfahren fir die
Probleme auch Heuristiken zu finden, so dass man moglichst schnell gute
obere Schranken findet. Es ist klar, dass eine Heuristiken nur dann eine obere
Schranke liefern kann, wenn das Problem auch eine zulassige Losung besitzt.
Solange allerdings nicht sémtliche Werte 24, ..., 2, fest sind, kann man fiir die
einzelnen Probleme keine Heuritik finden, die genau dann eine obere Schranke
liefert, wenn das Problem eine Losung besitzt. Die moglichen Heuristiken kon-
nen daher nicht immer eine obere Schranke fiir 16sbare Probleme liefern. Von
daher ist es sinnvoll bei diesem Branch and Bound Verfahren die Teifensuche
zu verwenden, bei der man moglichst schnell zulassige Losungen findet und
somit obere Schranken erhalt.

Das Branch and Bound-Verfahren ist in der Form auch fiir die Modulopara-
metersuche im nicht reduzierten Suchbaum verwendbar. Dies ist beim PESP

interessant, da man bei diesem Problem den Suchbaum nicht reduzieren
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muss. Allerdings hat man bei der Moduloparametersuche fiir ein Problem
P(z, ..., 21,0, ..., 0) die Relaxation

inf{F(z)|[Te=0;0<az;+mz <d Vi=1,..k}

Wenden wir nun den Algorithmus an, so erhalten wir entweder keine
Losung und somit gibt es keine zulédssige Spannung, oder wir erhalten eine
optimale Losung y*, sowie das dazugehorige o* fiir das y* zuléssig ist und
die Parameter z*. Erhalten wir eine optimale Losung, so haben wir aufgrund
der Gleichung (3) den optimalen Zielfunktionswert unseres urspriinglichen
Problems. Eine optimale Spannung dafiir erhalten wir, indem wir ein p € ¢
finden, fiir das gilt I'p = o*, denn dann ist z* := y* + d™" — p eine zulissige
optimale Losung. Wir erhalten die Hermitesche Normalenform von I'T" durch

elementare Spaltenumformungen. Es gibt daher eine reguliare ganzzahlige
Matrix B fiir die gilt 'TB = [R, 0]. Damit gilt [T B ( Zo ) = [R,0] ( Zo ) -

*

),dannistﬁeg,da3<zo

*

Rz*=0" Esseip:=TB ( Z() ) e Z™, und

A

I'p = o*. Wir bekommen somit die optimale Losung z* := y* + d™" — p.
Samtliche Spannungen der Aquivalenzklasse [2*] sind aufierdem optimale

Spannungen.

5.4 Struktur

Wir wollen nun abschlieflend nochmal einen kleinen Uberblick geben, wobei
hauptsachlich auf die Struktur des Problems eingegangen wird. Wie gesehen,
ist v ~ ¥ <= 1 — 7 € 4 eine Aquivalenzrelation auf X und es gilt sogar
T ~F = —F €9 mit¥ = {pecZ|T'p=0} Wir definieren nun
auf ¢4 die Relation p ~ p <= p — p € ¢. Auch hier ist leicht einzusehen,
dass dies eine Aquivalenzrelation ist, da ¢ eine Gruppe ist. AuBerdem haben
wir auch hier eine alternative Definition der Aquivalenzrelation, denn es gilt
['(p—p) =0 <= I'p=Tp und somit ist p ~ p <= I'p = I'p. Wir erhalten
die Aquivalenzklassen [p] = {p|Tp=Tp; p € 4}.

Essei X, :={x e R"|Tz=0;0<x+p—d™ < d} die Menge aller zulas-

sigen Spannungen zu einem festen p € 4. Ist p ~ p, so gilt fiir jedes Element
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r € X,,dass T := x+p—p € Xpist,denn I'% = ['(z+p—p) = Tz+T(p—p) =0
und 0 < 2+ p—d™ < d <= 0< 2+ p—d™ < d. Somit gilt also
{[z]|z € X,} = {[z] |z € X;}. Da jede Spannung aus X,, ein dquivalente
Spannung in X hat, sollte daher die Teilmenge 4 auf die man sich beschriankt
nach Méglichkeit hochstens ein Element aus jeder Aquivalenzklasse enthalten.

Bei einem PESP mit Periode ¢ haben alle p € G , die wir mit dem Suchbaum

0
erhalten, die Form (
z

) t mit einem 2z € Z". Somit hat auch jede Differenz

0
) t mit entsprechendem z € Z". Da die

zweier Elemente aus ¢ die Form (
z

0
Netzwerkmatrix die Form I' = [N, E] besitzt, ist I' (
2

) t = 0 genau dann,
wenn z = ( ist. Daraus folgt, dass 4 beim PESP keine aquivalenten Elemente
aus ¢ besitzt. Somit ist X = U,ecs Xp ein Représentatensystem von X.

Wie man an unserem Beispiel sehen kann, gilt dies im Allgemeinen nicht fiir

das EPESP. Fiir die drei Elemente aus ¢, die sich aus den Moduloparametern
0

0
Fir die Moduloparameter (0,0,2,1,1)%,(0,1,1,1,1)" und (0,2,0,1,1)" erhal-

ten wir I'p = (

(0,0,0,0,0)%(0,1,2,1,2)" und (0,2,1,1,2)" ergeben, gilt jeweils I'p =

) und fiir die Moduloparameter (0,0,2,1,2)* (0,1, 1,1, 2)*

4
und (0,2,0,1,2)" ist T'p = ( A ) (siehe Abbildung 6). Der Grund dafiir ist,

dass I nicht injektiv ist. Die Menge X = Upes X ist somit kein Reprasentan-
tensystem, sondern enthélt aus jeder Aquivalenzklasse genau drei Spannungen.
Der Suchbaum ist damit redundant und nicht optimal.

Fir das EPESP behilft man sich damit, dass man statt einer optimalen
Spannung einen optimalen Slack sucht. Man nutzt hier aus, dass jede Aquiva-
lenzklasse auf X genau einen eindeutigen Slack besitzt und es zu jedem Slack
genau eine Aquivalenzklasse gibt. Aus dem optimalen Slack ergibt sich dann
auch die Aquivalenzklasse der optimalen Spannungen. Das es bei der Suche
nach den Elementen von .Z keine redundanten Parameter liegt daran, dass es

sich bei der Matrix R um eine regulare Matrix handelt. In unserem Beispiel
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0 -2

repésentieren jeweils eine der Aquivalenzklassen auf ¢ fiir die X, # () ist.

0 4 4
erhalten wir als zuléssige o die Menge .Z = {( ) : ( ) , ( A )} Diese

6 Schrankenlose Probleme

In diesem Kapitel wollen wir uns mit periodischen Netzwerken beschéftigen,
bei denen die Fahrzeiten und Wartezeiten der Fahrzeuge fest vorgegeben
sind. Auflerdem soll es keinerlei zeitliche Beschrankungen fiir die Umsteige-
aktivitdten geben. Sucht man beziiglich des Slacks einen lexikographische
optimalen Fahrplan, so kann man diesen in polynomialer Zeit bestimmen.
Was eine lexikographisch optimale Losung ist, wurde bereits im Abschnitt 5

besprochen.

6.1 Losungsverfahren

Da alle Fahrzeiten und Wartezeiten der Fahrzeuge schon feststehen, benétigt
man nur die Startzeit der Linie an ihrem Startbahnhof. Ordnet man diesem
Ereignis eine Zeit zu, so ergeben sich alle anderen Ankunfts- und Abfahrts-
zeiten dieser Linie automatisch. Daher reicht es ein reduziertes Netzwerk .4
zu betrachten. In unserem reduzierten Netzwerk gibt es fiir jede Linie genau
einen Knoten i € &. Die einzelnen Ankunfts- und Abfahrereignisse werden
nicht mehr betrachtet und auch alle Fahr- und Warteaktivitaten fallen weg.
Samtliche Kanten aus o7 stehen daher fiir Umsteigeaktivititen. Gibt es zur
Linie L; an einem beliebigen Bahnhof eine Umsteigemdoglichkeit zur Linie
L;, so wird diese Umsteigeaktivitét durch eine gerichtete Kante (i, j) € o
modelliert. Die Anzahl der Knoten bezeichnen wir weiterhin mit n, sowie die
Anzahl der Kanten mit m. Die Netzwerkmatrix soll auch hier I' sein.

Einen Fahrplan erhalten wir hier, indem wir wieder jedem Knoten i € & eine
Zeit m(i) € R zuordnen. Da es keine zeitlichen Beschrankungen fiir die Span-
nungen z, gibt, ist jeder Fahrplan automatisch auch ein zuléssiger Fahrplan.
Fir die Suche nach einer optimalen Spannung x € R™ haben wir also nur die

Bedingung 'z = 0.
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Da wir in diesem reduzierten Netzwerk nur die Startzeit einer Linie in ihrem
Startbahnhof haben, sich die Umsteigemoglichkeit aber in einem anderen
Bahnhof befinden kann, miissen wir fiir den Slack die Dauer berticksichti-
gen, die die beiden Linien bendétigen, um von ihrem Startbahnhof zu dem
Bahnhof mit der Umsteigemdglichkeit zu gelangen. Sei s der Bahnhof in
dem die Umsteigemoglichkeit besteht, dann bezeichnen wir mit ¢7 und ¢; die
Zeitspanne, die die Linien ¢ und j von ihren jeweiligen Startbahnhofen zum
Bahnhof s benétigen. Aulerdem bezeichnen wir mit w; die Wartezeit der
Linie j im Bahnhof s, sowie mit 47 die Zeitspanne, die ein Passagier fir die
Umsteigeaktivitat a benotigt. Mit d™" := t§ — t7 — wj + 4, erhalten wir als
minimalen Slack [x, — d™"], . Damit konnen wir ein allgemeines Programm

zur Minimierung des Slacks aufstellen:

min F(z)
sodass ' =0

Wie in Abschnitt 5 bereits gezeigt, laBt sich auf o/ = {1,...,m} eine
Ordnung definieren, bei der die Kanten bzw. die Umsteigeaktivitaten nach

ihrer Prioritat angeordnet sind.
ar < az < ... < Q,

Mit der Zielfunktion F': R™ — (R™, <) mit F(z) := (s]""(4)) 4e,7 kann nun

a

eine lexikographisch optimale Losung gefunden werden. Die Ordnung auf R™
ergibt sich dabei durch die Ordnung auf <7 und mit dieser Ordnung 148t sich

das Minimierungsproblem auch formulieren als
min<{x —d™" +p>0|T'z=0;pe ¥}

Dies kann man auch hier l6sen, indem man den optimalen Slack findet.

Wie in Abschnitt 5 ergibt sich dann das neue Minimierungsproblem:
min<{y > 0|Ty = —['d™" +Tp; p € 4} (4)

Fir r := m —n+ 1 ist [' eine r x m-Matrix mit Rang(I")=r, da Netz-

werkmatrizen immer vollen Rang haben. Also hat I'" r linear unabhéngige
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Spalten. Ordnet man die Spalten der Netzwerkmatrix entsprechend an, so
erhélt man eine Netzwerkmatrix der Form I' = [N, B] mit einer r x (n — 1)

- Matrix N und einer regulédren r X r - Matrix B. Fiir beliebiges w € Z" ist
0
daher ( B ) eine Losung der Gleichung I'y = w, denn
w
0 -1
r =NO0+ BB w=w
B~ tw
Da B als Submatrix von I" total unimodular ist, ist auch die Inverse B!

) ganzzahlig.

Um also fiir die Gleichung I'y = —I'd™™" + I'p einen zulissigen ganzzahligen

total unimodular und damit ganzzahlig. Somit ist auch ( 1y,
Vektor y zu finden, kann man unabhénigig von der Wahl von p € ¢ den
Slack vy, aller Kanten, die zu den Spalten der Submatrix N gehoren, auf Null
setzen. Die Idee ist nun, eine reguldre Submatrix B zu finden, so dass die zu
der Submatrix N gehorenden Kanten méglichst wichtig sind, damit man fir
diese Umsteigeaktivitaten als Slack null erhalt.

Dazu definieren wir eine Ordnung auf der Potenzmenge der Spalten
von I', und fithren den Begriff des Matroiden ein (siehe auch [5]). Sei M =
{71,72, .-, Ym} die Menge der Spalten von I'. Da jede Spalte der Netzwerkma-
trix I zu einer Umsteigeaktivitit a € o7 gehort, konnen wir die Ordnung von
o/ auf X tbertragen.

Yar < Yas < oo < Yam,
Betrachten wir die Potenzmenge (M) von M, so ergibt sich durch die
Ordnung von M eine Ordnung fir & (M). Seien S = {s; < ... < s,} und
S = {5, < ... < 5,} beliebige Elemente aus 2(M), mit s;,5; € X, 1 <i <
p,1<j<gq,dann gilt S < S, wenn es ein k gibt mit s; = 5y, ..., sy = 55 und

Sg+1 < Sk41 gibt oder wenn p < g und s = 54,..., 5, = 5, gilt.

Definition. Sei M eine endliche Menge und .% C (M) eine Teilmenge von
der Potenzmenge von M. Das Paar (M, %) ist ein Unabhdngigkeitssystem

wenn es folgende Eigenschaft erfiillt:

AecFund BCA=— Be %
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Sei M wie oben die Menge aller Spalten von I' und
F = {M C M| M ist linear unabhéngig} die Menge aller Teilmengen von
M, deren Elemente linear unabhéngige sind. Da jede Teilmenge einer linear
unabhéngigen Menge auch wieder linear unabhangig ist, ist (M,.%) ein

Unabhéangigkeitssystem.

Definition. Ein Matroid ist ein Unabhéngigkeitssystem (M,.%#), wenn es
Folgendes erfiillt:

ABeZ,|Bl<|A = Jac A\Bmnit(BUa) e F

(M, Z) ist auch ein Matroid. Einen ausfithrlichen Beweis dazu findet sich
in [9]. Wir bezeichnen diesen Matroiden mit . (T").
Durch die Ordnung auf der Potenzmenge von M gibt es eine Teilmenge
E* € # (1), die <-maximal ist, fiir die also gilt £ < E* , VE € .Z(I).
Diese eindeutige Menge E* 148t sich leicht mit Hilfe des folgenden Greedy-

Algorithmus bestimmen.

1. Sortiere die Elemente aus M nach ihrer Ordnung, also v, < Ya, < ... < Va,,
2. Setze Ey := ()

3. Fir k =1 bis m definiere jeweils

B Er1U{Va, oot wenn Ep 1 U{7y,, ...} € #(T)
ke E. sonst

4. Setze E* .= F,,

Das dieser Algorithmus die <-maximale Menge E* liefert, wurde von
Edmunds bewiesen (siehe [10])

Lemma ([1]). Sei y* die optimale Losung von (4), E* die eindeutige <-
maximale Menge von . (') und es sei D* := {i|v; € E*}, dann gilt fiir alle
i€ F*:={1,..,m}\D* dass y; = 0.
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Beweis. Wir konnen die Spalten der Netzwerkmatrix so umordnen, dass
gilt E* = {7y, ..., Ym }- AuBerdem kénnen wir die Kanten {1, ..., m} unterein-
ander so umbennenen, dass jeweils die Kante ¢ wieder zur i-ten Spalte der
umgeordneten Netzwerkmatrix gehort. Wir nehmen also ohne Beschrankung
der Allgemeinheit an, dass E* = {~,, ..., ¥} ist und somit D* = {n,...,m}
und F* = {1,...,n — 1}. Da die Spalten aus E* linear unabhéngige Vektoren
des R” sind, ist £* eine Basis des R". Daher lassen sich alle Elemente aus

M\E* = {v;|i € F*} darstellen als ; = >_,cp- a;;7;. Hierbei gilt

a;j #0 = 7, <vy; = 1 < j beziiglich der Ordnung (5)

Wiire das nicht der Fall, so wire £ := (E* U {7})\{,} nach dem Aus-
tauschsatz eine linear unabhéangige Menge und somit E € .4 (I). Allerdings
ist £ > E* und das wére ein Widerspruch zur Maximalitit von E* beziiglich
A (T).

Da wir annehmen, dass (4) lésbar ist, gibt es ein p* mit Ty* = —T'd™"+T'p* :=
c. Wir nehmen an, dass es ein u € F* gibt mit y # 0. Ohne Einschrénkung

nehmen wir an, dass u = 1 ist. Wir definieren nun
0, wenn j = 1
yj = y;.* wenn 2 < j<n-—1,
Y; +yjon, sonst

Fiir dieses y gilt

n—1 m
Ly =07+ > v+ 2 Wi + yiaw)
k=2 k=n
=Y Yoy Y auwe =Y vy =Ty =c
k=2 k=n k=1
Wir definieren
0;=0 wenn y; =0

o; =min{f € 7;Z|y; + >0} wenn y; #0

Wie man aus der Definition schon sieht ist o € 4. Es ist y + o eine zuléssige

Losung, denn I'(y + 0) = ¢+ I'o mit 0 € 4. Aulerdem ist y + ¢ > 0 nach
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der Definition von o. Falls ay; = 0 ist fiir ein j € D*, so ist y; = y;. Es gilt
y; = min{y; + 3 > 0| B € 7;,Z} Vj € {1,..,m}, denn sonst wire y* nicht
optimal. Deshalb ist o; = 0 und somit y; + o; = y;.

Daher muss ay; # 0 gelten fir alle j € D* mit y; + 0; # y; In diesen
Fallen gilt mit (5) v1 < ;. Da y1 + 01 = 0 < yj ist, folgt somit y + o < y*,

was ein Widerspruch zur Annahme ist. [

Hat man mit Hilfe des Greedy Algorithmus das <-maximale Element E*
gefunden, so kann man den Slack der Kanten F* auf null setzen. Wir gehen
hier wieder davon aus, dass durch Vertauschung der Spalten der Netzwerkma-
trix E* = {7, ..., Ym } ist. Die Netzwerkmatrix hat dann die Form I = [N, B],
wobei B aus den linear unabhangigen Spalten von E* besteht und somit
Yn
Yb

invertierbar ist. Fiir y = bekommen wir dann mit den Aquivalen-

zumformungen

I'y=-Td"™ +Tp;pe¥

YN

< [N, B] (
YB

):—dei”+Fp;p€§4

< Byg=-Td"™ +Tp—Nyn;peY
= yg=-B ' Td" + B ' Tp— B 'Nyy:pe¥

eine dquivalente Bedingung fiir einen zulassigen Slack.
Da wir nun wissen, dass fiir die optimale Losung y3, = 0 gilt, reduziert

sich das Minimierungsproblem (4) auf:
min{yp | yp = —B'Td™" +0; 0 € B7'T¥Y} (6)

Wir gehen ohne Einschrénkungen davon aus, dass die Eintrage von yg nach
ihrer Prioritit angeordnet sind. Es ist B7'T'? eine Untergruppe des Z" und

fir B7IT'T sei [R, 0] die hermitesche Normalform, wobei

1 0
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Dann gilt aufgrund der elementaren Spaltenumformungen:
B TY ={(B'IT) - z|2€Z™} ={R2|2€Z"}

Mit b := —B~!'T'd™" erhélt man die folgende zu (6) dquivalente Formulierung

min< yg, so dass
Yn = b1 + 2111
Ynt1 = ba + 21121 + 22722

Ym = by + 21101 + 2200 + ... + 20
Yny -y Ym > 05 21, .2, € Z

Die Werte fiir y,, ...y, der optimalen Losung y* lassen sich somit leicht
errechnen, indem man nacheinander die Variablen z; bis z, bestimmt. Ausge-
hend von diesem optimalen Slack konnen wir nun eine optimale Spannung
finden. Da die Hermitesche Normalenform von B~!'I'T" durch elementare Spal-
tenumformung gewonnen wurde, gibt es eine regulire, ganzzahlige Matrix C,

fir die gilt B~'T'TC = [R,0]. Mit den Werten 27, ..., 2, die wir bei der Be-

RNl )
*

z
rechnung von y* erhalten, definieren wir p* := TC L Es ist p* € ¢4, da

0
Spannung ist somit z* = y* + d™" — p.

C ( y ) € Z™ und fiir dieses p* gilt I'y* = —I'd™" + I'p*. Eine optimale

Da die Berechnung von E* und die Berechnung des obigen Programms in
polynomieller Zeit geschieht, 148t sich also fiir unbeschréankte Probleme eine

lexikographisch optimale Losung in polynomieller Zeit bestimmen.

Beispiel. Gegeben sei das Netzwerk aus Abbildung 13. Auf der Kanten-
menge {1,...,6} gilt die Ordnung 1 < 2 < .. < 6. Es gilt aulerdem
dmm = (2,1,3,3,1,4)" und 7 = (12,4,6,4,8,12)". Mit dem spannenden
Baum [&,{1,3,4,6}] und der Kantenreihenfolge 1,2, 3,4, 5,6 erhalten wir die
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O—0O—F—0

Abbildung 13: Beispielgraph

b1t -10 -
“\loo -1 =11 0

Da sich die Ordnung der Kanten auf die Ordnung der Spalten iiber-

Netzwerkmatrix

tragt, ist 11 < 7 < ... < v die Ordnung von M. Mit dem Greedy-
Algorithmus erhalten wir E* = {vs5,7s}. Fir den optimale Slack y* gilt

0 —1
daher yi = y5 = y3 = y; = 0. AuBerdem ist B = (7v;5,7%) = )

0

und B~! = (
-1

1 , 5)
0 ) Damit ergibt sich —B~T'd™" = ( ) =

0 0 -6 —4 8 0
und B7II'T = . Fir B~'I'T ist dann die
-12 —4 6 4 0 12

2
hermitesche Normalenform [R,0] mit R = 50 4 ) Fir yf erhalten wir

damit das Minimierungsproblem min{5 + 2z |5 + 2z, > 0; z; € Z}. Mit
21 = —2 ist hier yf = 1. Damit folgt nun fir y; das Minimierungsproblem
min{—7+ (=2) - 2+4z| =74+ (=2) -2+ 429 > 0; 2o € Z}. Hier ist y5 =1

mit 2o = 3.

6.2 Alternatives Verfahren

In dem eben gezeigten Verfahren geht man von einem beliebigen spannenden
Baum aus und sucht in der zugehorigen Netzwerkmatrix die maximale Menge

an linear unabhéngigen Spalten. Durch die richtige Wahl des spannenden
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Baums lésst sich das Verfahren allerdings noch ein wenig vereinfachen. In
diesem Abschnitt gehen wir stets davon aus, dass die Kanten aus .2/ nach
ihrer Prioritdt benannt sind. Also Kante 1 ist die wichtigste Kante, Kante 2
die zweitwichtigste und so weiter. Auflerdem haben alle Kanten ein Gewicht.
Fiir jede Kante ¢ soll das Gewicht gerade 7 betragen. Ein minimal spannender
Baum ist ein Baum, dessen Kantengewichte in der Summe minimal sind. Wir
kénnen nun mit dem Algorithmus von Kruskal einen minimal spannenden

Baum finden.

1. Sortiere die Kanten des Graphen nach ihrem Gewicht, also 1 < 2 < ... < m.
2. Setze # :=1()
3. Fiir £ = 1 bis m definiere jeweils

» { W1 U{k} wenn (&, #j—1 U{k}) kreisfrei
k=

W1 sonst
4. Setze W* :=W,,

(&, #*) ist dann ein minimal spannender Baum des Graphen ¢ (siehe
[5]). Dieser ist sogar eindeutig, da alle Kantengewichte unterschiedlich sind.
Im folgenden Lemma wird gezeigt, dass die Spalten der Netzwerkmatrix,
die zu den Nichtbaumkanten gehéren, also die Menge {~; | i € &Z\#}, dem
maximalen Element E* entspricht. In diesem Fall besteht dann E* aus den
Spalten der Einheitsmatrix. Da man sich diese Aussage recht leicht intuitiv
klar machen kann, wollen wir vor dem Lemma dazu ein ausfiihrliches Beispiel

geben.

Beispiel. Gegeben sei der Graph G aus der Abbildung 14. Mit dem Algorith-
mus von Kruskal erhalten wir #* = {1,2,4,6}. Der sich ergebende minimale
spannende Baum ist in Abbildung 15 dargestellt.

Die Baumkanten sind also {1,2,4,6} und die Kanten {3,5,7,8} sind die
Nichtbaumkanten. Wenn wir die Zeilen und Spalten der Netzwerkmatrix nach

den Prioritaten der Kanten ordnen, so erhalten wir die Matrix
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Abbildung 14: Graph G

?

L

Abbildung 15: minimal spannender Baum T

-1 1 1 00000

r— -1 1 011000
-1 000110

0 01 0101

Die erste Zeile in I' gehort zum Elementarzykel, den man erhélt, wenn

zum spannenden Baum 7' die Kante 3 hinzufiigt wird. Man kann sehen, dass

alle Eintrége in der ersten Zeile, die nach der dritten Spalte kommen, gleich

Null sind. Der Grund dafir ist, dass der Elementarzykel zur Kante 3 nur aus
den Kanten {1, 2,3} bestehen kann. Dadurch, dass die Kante 3 nicht zu den
Baumkanten gehort, muss nach dem Algorithmus von Kruskal der Teilgraph
[£,{1,2,3}] einen Zykel besitzen, der durch die Hinzunahme der Kante 3

entstanden ist. Da die Elementarzykel im Graphen G eindeutig sind, ist der

Zykel des Teilgraphen gerade der zur Kante 3 zugehorige Elementarzykel und

somit kann der Zykel nur aus den Kanten {1, 2,3} bestehen.

Mit der gleichen Uberlegung schliet man, dass der Elementarzykel zur Kante 5
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nur aus den Kanten {1,2,4,5} bestehen kann und man sieht auch hier, dass
in der zweiten Zeile von I' die Eintrage nach der fiinften Spalte alle Null sind.
Man kommt zu der Einsicht, dass die Eintrége einer Zeile nach der Spalte
alle gleich Null sind, die zu der Kante gehort, die zu dem entsprechenden
Elementarzykel der Zeile gehort. In der entsprechenden Spalte selbst, ist der
Eintrag jeweils 1.

Wendet man nun den Greedy-Algorithmus an, um das maximale Element E*
beztiglich des Matroiden . (I') zu finden, so ist sofort klar, dass die Spalten 7
und 8 zum maximalen Element gehoren. Da die Spalten jeweils nur Eintréage
in den letzten zwei Zeilen haben, muss die néchste Spalte, die zu E* gehort,
einen von Null verschiedenen Eintrag in der ersten oder zweiten Zeile haben,
damit sie zu den beiden Spalten linear unabhéngig ist. In der ersten Zeile
sind wie oben gesehen die Spalte {~4,7s,76, 77, 78} gleich Null und in der
zweiten Zeile die Spalten {7, 77, 7s}. Somit ist Spalte 75 die néchste Spalte
in dem Greedy-Algorithmus, die einen von Null verschiedenen Eintrag in
einer der beiden Zeilen hat. Offensichtlich sind die Spalten {vs, 7,75} auch
linear unabhéngig. Die letzte Spalte muss dann in der ersten Zeile einen von
Null verschiedenen Eintrag haben. Die néchste in dem Greedy-Verfahren
vorkommende Spalte, die einen von Null verschiedenen Eintrag in der ersten
Zeile hat, ist die dritte Spalte, die auch linear unabhéngig ist von den anderen
Spalten. Somit ist die Spaltenmenge {73, s, 77,75} das maximale Element in
dem Matroiden. Die zugehorigen Kanten sind gerade die Nichtbaumkanten.
Ordnen wir nun die Spalten erst nach Baumkanten und Nichtbaumkanten
und dann jeweils nach ihrer Prioritat, also in der Reihenfolge 1,2,4,6,3,5,7, 8,

so erhalten wir die Matrix

-1 1 0 01000

P -1 1 00100
-1 0 1 00 10

0 -1 10001

Wir haben nun die Netzwerkmatrix in der typischen Form I' = [N, E] mit
einer r X (n — 1) - Matrix N und einer r X r - Einheitsmatrix E. Die Spalten,

die die Einheitsmatrix bilden, sind gerade das maximale Element.
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Lemma. Fiir einen Graphen sei # die Menge der Kanten, die den minimalen
Baum aufspannen. E* sei die maximale Menge des Matroiden . (I'), wobei
I' die Netzwerkmatrix zum minimal spannenden Baum 7" ist, deren Spalten
nach der Prioritat der Kanten angeordnet sind.

Dann ist {i|y; € E*} = &/\# und die Spalten des maximalen Elements £*

bilden bei richtiger Anordnung eine r x r-Einheitsmatrix.

Beweis. Im Folgenden bezeichnen wir mit j; die Kante, dessen Elementarzykel
zur i-ten Zeile gehort und mit C; die Menge aller Kanten dieses Elementar-
zykels. Wir nehmen ohne Einschrénkungen an, dass 7,11 > j; fir alle ¢ €
{1,...,7—1} gilt. Fiir beliebiges i € {1, ..., 7} ist j; eine Nichtbaumkante und so-
mit enthélt nach dem Algorithmus von Kruskal der Teilgraph (&, #;,_1U{J:})
einen Elementarzykel. Da die Elementarzykel in dem Graphen eindeutig sind,
ist dieser Zykel gerade C;. Somit ist C; C ({1, e Ji P \{J1, ~-~,j¢—1})- Daraus
wiederum folgt, dass fiir die i-te Zeile v;; = 0 Vj > j; gilt. Offensichtlich
ist 7,5, = 1, denn j; ist natiirlich in dem von ihm erzeugten Elemtarzykel
enthalten.

Wie weiter oben schon erwahnt, findet man das maximale Element E* mit
dem Algorithmus von Greedy. Es sei Ej, C E* die Teilmenge von E*, die die
ersten k Spalten enthélt, die sich aus dem Greedy-Algorithmus ergeben. Die
Behauptung ist nun, dass fiir alle k € {1,...,r} gilt B, = Vivs s Vi isn I
Dies zeigen wir durch Induktion.

Sei also nun k = 1. Fiir j, = m ist offensichtlich Ey = {v;.}. Fir j, < m ist
ebenfalls Fy = {v;,}. Nach dem Algorithmus von Kruskal kann eine beliebige
Kante [ mit [ > 7, in keinem Elementarzykel enthalten sein und deshalb ist
jeweils der Nullvektor. Somit ist «y; linear abhéngig und {~;} ist kein Element
von . (I'). Damit ist die Behauptung fiir £ = 1 bewiesen.

Sei nun die Behauptung bewiesen fiir ein k£ € {1,...,r — 1}. Zu zeigen ist,
dass diese Aussage auch fiir £ + 1 gilt. Nach Induktionsvoraussetzung ist
Ey = {v._. 1>V t- Da 7y, gerade der i-te Einheitsvektor ist fiir alle
i € {1,..,r}, ist E, = {er_pt1,...,e,}. Mit obiger Aussage gilt fiir al-
le t mit ¢ > j,_4, dass v, = 0 VI € {1,..,r — k}. Daraus folgt, dass

v € span{e,_gi1,...,e,} und somit ist -, linear abhéngig von Fj. Insbe-
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sondere gilt dieses fir alle v, mit ¢t € {j,_x + 1, ..., jr_g11} und somit gilt
fiur diese ¢, dass v ¢ Ej41. Allerdings gilt vy, = 1 und somit ist
Vi & span{e,_g11, ..., e, }. Daherist 7,  linear unabhéngig von den Spalten
aus L. Nach dem Greedy-Algorithmus ist nun Ex1 = {7j,, Yj_1s - Vir_s }-
Die Behauptung ist somit bewiesen. Mit dieser Aussage folgt nun, dass
E* = {vj,,...,7; } ist und somit E* = /\#'.
Da E* = {vj,, ...,7;,} = {e1, ..., &, } bilden die Spalten eine r xr-Einheitsmatrix.
O

Bei der Wahl des minimal spannenden Baumes kennt man also das maxi-
male Element E* sofort und weif}, dass der Slack der Baumkanten bei der
optimale Losung null betragen muss. Auerdem erhalten wir statt (6) die

einfachere Formulierung
min{yp | yp = Ld™" + o; 0 € TG}
da die Matrix B aus (6) in diesem Fall die Einheitsmatrix ist.

Beispiel. Fiir unser Netzwerk aus Abbildung 13 erhalten wir mit dem Algo-
rithmus von Kruskal den spannenden Baum [&, {1,2,3,4}]. Ohne den Greedy-
Algorithmus anwenden zu miissen, ist nun bekannt, dass E* = {vs,7} ist
und somit der optimale Slack fir die Baumkanten {1,2,3,4} null betragt.

Auflerdem ist in diesem Fall B~! die Einheitsmatrix.

6.3 Heuristik

Ausgehend vom minimal spannenden Baum 148t sich mit Hilfe einer Heu-
ristik schnell eine Knotenbewertung finden, bei der die Kanten des minimal

spannenden Baums die Wartezeit Null haben.

« Wibhle beliebiges z € #*. Setze m(a(z)) = 0,7(w(x)) = ™", W* =
P \{z}, S = {a(z),w(@)} uwnd T' = &\ {a(z), w(z)}

o Fur k = 2 bis n — 1 wéhle z € #™* mit a(x) € S Aw(z) € T oder
w(x) € SAa(x) € T. Falls a(z) € T setze w(a(z)) = m(w(z))—d™™, T =
T\{a(z)} und S = SU{a(z)}
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Falls w(z) € T setze m(w(x)) = w(a(x)) + d™, T = T\{w(z)} und
S =SU{wx)}.
Auflerdem setze #* = #*\{z}.

Bei der Heuristik wird also ausgehend vom Anfangsereignis einer Baum-
kante den tibrigen Ereignisse sukzessive ein Wert zugeordnet. Da die Kno-
tenbewertung fiir jede Kante des minimal spannenden Baumes die Spannung
1, = d™" liefert, haben die Kanten die Wartezeit Null. Allerdings liefert

diese Heuristik im Allgemeinen keine optimale Losung, wie aus dem folgenden

0
7"
)

Abbildung 16: Graph G

Beispiel zu entnehmen ist.

Beispiel. Gegeben sei der Graph G aus Abbildung 16 mit den folgenden
Daten. Die Umsteigedauer ist d™™ = 2 fiir alle drei Kanten. Die Perioden
der Knoten sind 71 = 15,75 = 21 und 73 = 35. Somit ergeben sich die
Aktivperioden 7,, = 3,7,, = 5 und 7,, = 7. Die Kanten haben die Ordnung
a; < ay < as.

Mit der Ordnung bilden die Kanten {ai, as} den minimal spannenden Baum
von 4. Den Anfangsknoten von aq, also Knoten 1, konnen wir einen beliebigen
Wert ¢ zuordnen. Der Einfachheit halber sei hier 7(1) = 0. Nach der Heuristik
setzen wir dann 7(2) = 7(1) + dJ" = 2 und fiir den dritten Knoten 7(3) =
m(1) + dJ"" = 2. Fir die Kanten a; und a, erhalten wir damit jeweils die
Spannung z,, = %, = 2 und somit als Slack [z,, — dJ""]3 = [0]; = 0 und
(€4, — dJ""]5 = [0]5 = 0. Fiir die Kante ag betragt die Spannung z,, = 0 und
somit ist der Slack [z, — dJ¥""]; = [-2]; = 5.

Allerdings liefert die Knotenbewertung n(1) = 0,7(2) =5 und n(3) = 7 fur
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jede Kante den Slack null. Daher ist die durch die Heuristik gefundene Lésung

nicht optimal.

In einigen speziellen Féllen liefert diese Heuristik aber eine optimale
Losung. Im ersten Fall sind alle Aktivperioden gleich. Das ist dann der Fall,
wenn alle Ereignisse die gleiche Periode haben. Es kann aber auch vorkommen,
wenn in einem periodischen Netzwerk eine Periode sehr dominant ist und die
iibrigen Perioden Vielfache von dieser sind.

Fiir alle Baumkanten a mit Slack null gilt in diesem Fall y, = [z, — d™"], =
0 <= [rd, =d" <= Fz,€ZL:x,+72,=d" < Iz, €
Z:xy=—Tzg+d™"

Sei i eine beliebige Nichtbaumkannte, dann folgt aus der Bedingung I'c = 0

2(Ci) = > Ta— Y, =0

acCt acCy
T = — Z To + Z Tq
a€C\{ i} acC;
zi=— Y (A —1z)+ D (A" —71z,)
a€C\{ i} a€Cy

Fur die Kante 7 erhalten wir daher den Slack

i = [ — dP™,

== X @M —r)+ Y (P =Tz — ]

T

a€C\{ i} a€C;
== X darmt > drn s

acC; a€C; !
— [demzn]T

Dies gilt unabhéngig von den gewahlten z,. Haben die Baumkanten also
den Slack null, so betrigt der Slack der Kante i immer y; = [[;d™"],. Damit
hat sowohl der optimale Fahrplan, als auch der durch die Heuristik gefundene
Fahrplan fiir die Kante ¢ denselben Slack. Da das fiir alle Nichtbaumkanten
gilt folgt daher, dass der von der Heuristik gefundene Fahrplan optimal ist.
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Ein weiterer Fall liegt vor, wenn die Aktivperiode jeder Nichtbaumkante ¢ ein
Teiler der Aktivperioden der Kanten aus C; ist. Da fiur samtliche ¢ € Z gilt,
dass [a+ cz7], = [a],, erhalten wir genauso wie eben fiir jede Nichtbaumkante
i den Slack y; = [[;d™"],, wenn der Slack der Baumkanten jeweils Null
betréigt. Somit gilt auch hier, dass die Heuristik einen optimalen Fahrplan
findet.
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