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Kapitel 1

Einleitung

Aller Anfang ist leicht, und die letzten Stufen
werden am schwersten und seltensten erstiegen.

Johann Wolfgang von Goethe (1749-1832),
deutscher Dichter

Ziel dieser Arbeit ist es, ein kinematisches Dynamo-Problem theoretisch zu untersuchen
und einen Code fiir dieses Problem zu schreiben und zu testen.

1.1 Physikalische Motivation und geschichtliche Wur-
zeln

Viele astronomische Objekte wie Sterne und Planeten besitzen ein Magnetfeld. Die Ma-
gnetfelder der Sonne und des Mondes konnen mittels Satelliten gemessen werden. Die
Erde besitzt ebenfalls ein Magnetfeld. Es gibt Tiere, die sich dieses zunutze machen und
mit seiner Hilfe navigieren. Auch der Mensch hat sich lange Zeit mit Hilfe von Kompassen
orientiert. Das Erdmagnetfeld schiitzt uns vor kosmischer Strahlung.

Es liegt nahe zu vermuten, dass die Erde ein Permanentmagnet ist. Das bedeutet, dass das
Magnetfeld durch festes magnetisiertes Material erzeugt wird. Die Stirke des Erdmagnet-
feldes ist allerdings groéfler als es bei einem Permanentmagneten moglich wére. Es muss
einen anderen Mechanismus geben. Dazu sollte der Aufbau der Erde nidher betrachtet wer-
den. Durch unterschiedliche Messmethoden, z.B. seismische Tests, ist dieser gut bekannt.
Im Innersten gibt es einen festen Kern, der vorwiegend aus Eisen besteht. Dieser wird
durch den fliissigen Kern umschlossen, welcher sich zum grofien Teil aus fliissigen Metallen
zusammensetzt. Auf dem duleren Kern schwimmt der Erdmantel. Er enthéalt hauptséchlich
leichte Elemente wie Silizium und Magnesium.

1
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Das Magnetfeld der Erde wird zum grofiten Teil durch den sogenannten Dynamo-Effekt
erzeugt. Dieser Effekt rithrt von einer Bewegung eines elektrisch leitenden Materials her.
Im Fall der Erde sind diese die Stromungen im &ufleren Kern. In Sternen oder anderen
Planeten gibt es dhnliche Mechanismen. Die Erde wird hier vor allem betrachtet, da hier
alle relevanten Messgrofien ermittelt werden kénnen.

Grundlage der Theorie von elektrischen und magnetischen Feldern sind die Maxwell- Glei-
chungen. Sie beschreiben alle nichtrelativistischen elektromagnetischen Ph&nomene. Die
Gleichungen sind benannt nach dem schottischen Physiker James Clerk Maxwell (1831 -
1879). Sie wurden erstmals 1864 bei der Royal Society veroffentlicht. Maxwell kombinier-
te frithere Arbeiten von André-Marie Ampere (1775 - 1836), Johann Carl Friedrich Gaufl
(1777 - 1855), Michael Faraday (1791 - 1867) und anderen Physikern und schuf damit ein
Gleichungssystem zur Beschreibung von elektromagnetischen Ph&nomenen.

Die Kopplung von Magnetfeld und Stromung, das heifit die Kopplung der Maxwell- Glei-
chungen mit den Navier-Stokes-Gleichungen, werden durch die Magnetohydrodynamik-
Gleichungen (MHD-Gleichungen) beschrieben (vgl. z.B. [GLBL06]). In der vorliegenden
Arbeit wird vereinfachend nur das kinematische Dynamo-Problem betrachtet. Hierbei wird
ein Geschwindigkeitsfeld der Stromung im dufleren Kern vorgegeben und daraus das Ma-
gnetfeld berechnet. Dieses Problem wird auch Magnetodynamik-Problem genannt.

Hier soll eine Methode verwendet werden, die auch fiir verschiedene Geometrien, inklusive
der Kugelgeometrie, richtig ist. Nach Wissen des Autors gibt es bis jetzt keine Arbeit,
die das Magnetohydrodynamik-Problem auf dem Ganzraum unter Verwendung von finiten
Elementen und Randelementen analysiert. Die Arbeiten [CZZ05] und [GLLN07] behandeln
das Problem auf einem beschrankten Gebiet.

1.2 Mathematische Methode

Das kinematische Dynamo-Problem soll im Ganzraum des R? gelost werden. Dabei wird der
Raum in ein beschrinktes Gebiet (Innenraum) und den dazu komplementéren Aufenraum
aufgeteilt. Zum Beispiel représentiert das beschrinkte Gebiet die Erde oder die Sonne
und der Auflenraum das Weltall. Dabei wird der Einfluss anderer kosmischer Objekte
vernachléssigt. Die Analyse des Problems ist nicht auf eine spezielle Geometrie beschrénkt,
sondern kann auch fiir nicht-kugelférmige Gebiete angewendet werden. Im Auflenraum wird
die elektrische Leitfahigkeit als Null angenommen, was zum Beispiel im Weltraum der Fall
ist. Es bietet sich daher an, zwei unterschiedliche Modelle fiir den Innen- und Auflenraum
zu betrachten und diese mit geeigneten Randbedingungen auf dem gemeinsamen Rand zu
koppeln.

Das Modell im Auflenraum vereinfacht sich aufgrund der verschwindenden elektrischen
Leitfahigkeit zur Laplace-Gleichung. Da es sich um ein unbeschrinktes Gebiet handelt,
eignet sich besonders die Randelementmethode (Boundary Element Method, BEM). Da-
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bei wird die partielle Differentialgleichung in eine Integralgleichung auf dem Rand umge-
wandelt. Der Rand wird diskretisiert und die Gleichung gelést. Aus dem Ergebnis kann
numerisch die Losung in jedem Punkt im Auflenraum berechnet werden.

Im Innenraum ergibt sich ein nichtlineares Problem. Damit bietet sich eine Finite Element
Methode an. Dabei wird das Gebiet in finite Elemente aufgeteilt und in jedem Element
werden Ansatzfunktionen definiert, die in die Differentialgleichung eingesetzt werden und
ein Gleichungssystem ergeben. Dieses wird numerisch gelost.

Fiir die theoretische Untersuchung des kinematischen Dynamo-Problems wird als Erstes
die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des kontinuierlichen Problems sichergestellt.
Dabei ist eine Schwierigkeit die Nichtlinearitét des hier betrachteten inneren Problems. Das
auBere und das innere Problem miissen gekoppelt werden. Als Zweites soll das Problem
diskretisiert werden. Das Problem ist sowohl zeit- als auch ortsabhéngig. Eine Diskretisie-
rung im Ort soll mit den beiden oben beschriebenen Verfahren, FEM im Innenraum und
BEM im AuBlenraum, vorgenommen werden. Dabei sind insbesondere die Existenz und
die Eindeutigkeit des semidiskreten Problems von Bedeutung. Die Existenz einer eindeuti-
gen Losung des vollstandig diskretisierten Problems muss ebenfalls iiberpriift werden. Eine
Analyse des Konvergenzverhaltens bildet den Abschluss des theoretischen Teils der Arbeit.
Diese Ergebnisse sollen mit einem selbstgeschriebenen FEM Code und einem BEM Code
der Arbeitsgruppe von Olaf Steinbach von der TU Graz getestet werden.

In der vorliegenden Arbeit wird das direkte Magnetodynamik-Modell behandelt. Dabei
wird das Geschwindigkeitsfeld der Stromung im Innenraum als bekannt vorausgesetzt und
das Magnetfeld aus dem Modell berechnet. Im Fall der Erde kénnen beide Groflen ge-
messen werden. Im allgemeinen Fall, zum Beispiel bei anderen Planeten oder Sternen
im astronomischen Kontext, kann bestenfalls das Magnetfeld ermittelt werden. Uber das
Magnetohydrodynamik-Modell kann dann eventuell auf das Geschwindigkeitsfeld im Inne-
ren geschlossenen werden. Hierbei handelt es sich um das zum direkten Modell gehorige
inverse Problem.

1.3 Gliederung

Kapitel 2 bildet die Grundlage fiir den folgenden Teil der Arbeit. Die Maxwell-Gleichungen
werden eingefiihrt und in geeigneter Weise modifiziert, sodass das oben motivierte Problem
modelliert wird. Wie angedeutet, werden zwei unterschiedliche Probleme gekoppelt, das
innere, kompliziertere Problem auf einem beschrénkten Gebiet und das &uflere Problem.

Es wird nicht die starke sondern die schwache Formulierung des Problems betrachtet.
In Kapitel 3 wird diese hergeleitet. Hierfiir werden geeignete Funktionenrdume benétigt,
welche am Anfang des Kapitels eingefiihrt werden. Im Innengebiet wird die {ibliche Vorge-
hensweise angewendet. Im Auflengebiet wird ein Superpositionsansatz gewéhlt. Auf Grund
der Einfachheit der duleren Gleichung kann die Losung mit Hilfe des Einfachschicht- und
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des Doppelschichtpotentials ausgedriickt werden. Projiziert man diese auf den Rand und
bezieht die Sprungbedingungen auf dem Rand mit ein, so ergeben sich die sogenannten
Calderon-Gleichungen, bei denen der Randterm aus der Variationsformulierung des inne-
ren Problems natiirlich auftritt. Daher kénnen beide Gleichungssysteme verbunden werden
und es ergibt sich ein neues System von Gleichungen, welches auf eine Gleichung reduziert
werden kann.

Nachdem das Problem formuliert ist, stellt sich die Frage der Wohldefiniertheit, das heifit,
ob eine eindeutige Losung existiert. Dieser Frage wird in Kapitel 4 nachgegangen. In diesem
Kontext wird ein Ergebnis aus der Theorie nichtlinearer Evolutionsgleichungen verwendet.
Dieses beruht vor allem auf der Monotonie und Hemistetigkeit der relevanten Operatoren.

Eine kurze Einfiihrung in Nédélec-Elemente wird am Anfang von Kapitel 5 gegeben. Diese
finiten Elemente werden fiir die Diskretisierung im Ort verwendet. Es wird eine Quasiop-
timalitédtsabschétzung fiir das semidiskrete Problem bewiesen.

Kapitel 6 behandelt die Zeitdiskretisierung des Problems. Es wird das implizite Euler
Verfahren verwendet. Die Wohldefiniertheit des Problems wird mit Hilfe des Hauptsatzes
iiber stark monotone Operatoren bewiesen. Fiir das abschlieBende Konvergenzresultat wird
ein Projektor eingefiihrt, der die Losung des kontinuierlichen Problems auf die Losung des
diskreten Problems abbildet.

Numerische Tests zum Innenraum- und dem gekoppelten Problem werden in Kapitel 7
vorgestellt. Die verwendete schnelle Randelementmethode wird kurz skizziert.

Den Abschlufl dieser Arbeit bildet Kapitel 8. Nach einer Zusammenfassung der Ergebnisse
wird ein kleiner Ausblick auf das inverse Problem gegeben.



Kapitel 2

Formulierung des mathematischen
Problems

Die ungeltsten Probleme halten einen Geist
lebendig und nicht die gelosten.

Erwin Guido Kolbenheyer (1878-1962),
deutscher Schriftsteller

In diesem Kapitel wird das Dynamo-Problem mathematisch formuliert. In Abschnitt 2.1
werden die Maxwell-Gleichungen hergeleitet. Das hier betrachtete Problem ist turbulent. Es
wird eine Skalenzerlegung durchgefiihrt, um den Einfluss der kleinen Skalen zu modellieren
(Abschnitt 2.2). In Abschnitt 2.3 wird der R? in ein beschrinktes Gebiet mit elektrischer
Leitfdhigkeit und ein unbeschrinktes Gebiet mit verschwindender Leitfahigkeit aufgeteilt.
Im Fall der Erde oder der Sonne entspricht das beschrinkte Gebiet dem Planeten bzw. dem
Stern und das Komplement dem All. Fiir das Innen- und das Auflenraumproblem werden
separate Potentialansétze fiir die magnetische Stromdichte bzw. fiir das magnetische Feld
B verwendet. Im Auflenraum vereinfachen sich die Gleichungen zur Laplace-Gleichung.

2.1 Laminares Dynamo-Modell

In diesem Abschnitt wird das zu behandelnde Problem spezifiziert. Dazu werden zunéchst

die Maxwell-Gleichungen aufgestellt und deren Bedeutung ndher untersucht. Die Aus-
fiihrungen beruhen auf den Biichern [Dav01], [Dem04] und [Mof78§].

bt
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2.1.1 Die Maxwell-Gleichungen

Elektrisches und magnetisches Feld Um die betrachteten Maxwell-Gleichungen bes-
ser zu verstehen, werden sie Schritt fiir Schritt hergeleitet. Es wird mit dem einfachsten
Falle eines Magneten, dem Stabmagneten, begonnen. Der Stabmagnet ist ein Permanent-
magnet. Die Magnetfeldlinien eines Stabmagneten sind in Abbildung 2.1 zu sehen. Magneti-
sche Phdnomene gehen auch immer mit elektrischen Phénomenen einher. Einige Parallelen
und Zusammenhénge zwischen den elektrischen und den magnetischen Begriffen werden im
Folgenden beschrieben. Eine elektrische Ladung ) im Koordinatenursprung iibt auf eine

Abbildung 2.1: Magnetfeldlinien eines Stabmagneten. Die Tangenten an den Linien in
einem Punkt P entsprechen der Richtung der Magnetfeldstiarke im Punkt P.

Probeladung ¢ am Ort r die Kraft

Qq
F(r) —
(r) 47T€0’r‘2r
aus. Dies wird mit ¢ normiert. Es ergibt sich die elektrische Feldstirke E = =. Das zu-

gehorige Feld wird elektrisches Feld genannt. Analog kann das Magnetfeld deﬁmert werden.
Es gibt in der Natur keine magnetische Monopole, das heifit Nord- und Siidpol treten im-
mer gemeinsam auf. Die magnetische Erregung wird mit H bezeichnet und folgendermafien
definiert:

H = lim ( Ll r) ,
p2—0 \ 47 por?
wobei p; und po die magnetischen Polstdarken sind, was der Ladung im elektrischen Feld

entspricht. Die Einheit von H ist %, wobei A = Ampere die Mafleinheit der Stromstérke
angibt und m fiir Meter steht. Als magnetische Feldstirke wird

B:[LQH
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definiert. Die Einheit von B ist % =: Tesla = T. Dabei ist V = Volt die MaBeinheit
fiir Spannung, m steht fiir Meter und s fiir Sekunde. In der fritheren Literatur wird B
als magnetische Induktion oder als magnetische Flussdichte bezeichnet, wihrend H die
magnetische Feldstdarke war.

Magnetfelder stationirer Strome Als Néchstes wird das Phéanomen betrachtet, dass
ein stromdurchflossener Leiter ein Magnetfeld besitzt. Der magnetische Kraftfluss

Bpog = / B dA
A

ist ein Maf fiir die Zahl der magnetischen Feldlinien, die durch die Flache A laufen. Da
magnetische Feldlinien geschlossen sind, gilt somit fiir die geschlossene Oberfliche A eines
Volumens V'

OE%BdA:/V-BdV =~  V-B=0. (2.1)
14

Wire das Integral nichtverschwindend, wiirde mehr magnetische Energie aus dem Volumen
herauskommen als herein bzw. umgekehrt. Da dies nicht der Falls ist, gibt es keine magne-
tischen Quellen und Senken, die voneinander getrennt sind. Dies zeigt noch einmal, dass
es keine magnetischen Monopole gibt. Die elektrische Spannung zwischen zwei Punkten P,
und P; ergibt sich aus dem Linienintegral

P>
U:/ E ds.
P

Auf geschlossenen Pfaden ist diese identisch Null. Dies gilt nicht im magnetischen Kontext.

Gesetz 2.1 (Ampéresches Gesetz) Umschliefst der Integrationsweg eine Fliche, die
von einem Strom I durchflossen wird, so gilt

7{H ds=1 beziehungsweise j{B ds = pol.

Als Stromdichte j wird der Strom definiert, der durch eine Querschnittsflicheneinheit senk-
recht zu j flieBt. Der Gesamtstrom durch die Fliache A ist damit

[:/jdA.
A

Zusammen mit dem Amperesches Gesetz ergibt sich mit dem Gauflschen Integrationssatz

uo/jdA:MOI:j{Bds:/VdeA.
A A
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Dies gilt fiir beliebige Integrationswege und somit folgt

VXB:’M(]j.

O:%Eds:/VxEdA.

Da die Gleichung fiir beliebige Integrationswege erfiillt ist, ergibt sich

Beim elektrischen Feld gilt

V xE=0.

Die vorgestellten Gleichungen beschreiben zeitunabhéngige, elektrische und magnetische
Felder. Diese Gleichungen sind ein Teil der stationdren Maxwell-Gleichungen.

Wie bereits erwihnt, riithrt die Aufrechterhaltung des Erdmagnetfeldes von Bewegungen im
duBeren Kern her. Ahnliches gilt fiir andere Planeten und Sterne. Ein Stromungsfeld von
elektrisch leitendem Material, erzeugt ein Magnetfeld. Andererseits iibt das Magnetfeld eine
Kraft auf das Metall aus. Dieser Einfluss wurde bis jetzt nicht behandelt. Das Verhalten
des Magnetfeldes ist abhéngig von der Materie, die sich in ihm befindet. Dies wird ebenfalls
untersucht. Am Schlufl muss iiberpriift werde, welchen Einfluss zeitlich verénderliche Felder
auf die Gleichungen haben.

Krifte auf bewegte Ladungen Bewegte Ladungen erzeugen ein Magnetfeld. Anders-
herum beeinflusst das Magnetfeld die Bewegung eines sich frei bewegenden geladenen Teil-
chens. Zunéchst wird die Situation eines stromdurchflossenen, festgehaltenen Leiters be-
trachtet. Geladene Teilchen bewegen sich auch ohne elektrisches Feld. Ladungstriager stoflen
dabei ab und zu an Atome und Molekiile, sodass sich die Richtung der Geschwindigkeit
statistisch gleichméfig in alle Richtungen verteilt. Der Mittelwert der Geschwindigkeit und
damit die Stromdichte ist identisch Null. Wird nun ein elektrisches Feld um die Ladungen
herum erzeugt, so erhélt jede Ladung eine Beschleunigung. Diese ergibt sich auf Grund der
Kraft, die das elektrische Feld auf die Ladung ausiibt (vgl. Seite 6), als

F qE

a=—=—.

m m
Wiéhrend der mittleren Zeit ¢, zwischen zwei aufeinander folgenden Stoflen erhalten die
Ladungen eine mittlere Zusatzgeschwindigkeit, auch Driftgeschwindigkeit genannt,

()
Wp=| — f}s.
m

Die Stromdichte ergibt sich dann auf folgende Weise:

j=nqwp =ocE mit o=
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o wird als elektrische Leitfihigkeit bezeichnet und ist materialabhéngig. Im Rahmen der
vorliegenden Arbeit ist vor allem der Fall interessant, in dem sich Ladungstriager in ei-
nem Magnetfeld frei bewegen kénnen. In diesem Fall lenkt das Magnetfeld die bewegten
Ladungstréager aus ihrer urspriinglichen Geschwindigkeitsrichtung w ab. Die zugehérige
Kraft wird Lorentzkraft genannt und ist wie folgt definiert.

F=q(w xB).

Die Lorentzkraft wirkt senkrecht auf die Bewegungsrichtung der Elektronen und senkrecht
zum Magnetfeld. Mit Hilfe eines einfachen Versuchsaufbaus kann dies sichtbar gemacht
werden. Dazu wird ein stromdurchflossener Leiter frei schwingbar in einen Hufeisenmagne-
ten gehéngt. Das Ergebnis ist in Abbildung 2.2 zu sehen.

e
e

Abbildung 2.2: Die Lorentzkraft (—) kann mit Hilfe der Linken-Hand-Regel berechnet
werden. Der Daumen entspricht der Bewegungsrichtung der Elektronen (—), der Zeigefin-
ger den Magnetfeldlinien (—). Bei einem rechtwinkligem Koordinatenkreuz aus Daumen,
Zeigefinger und Mittelfinger zeigt der Mittelfinger in Richtung der Lorentzkraft.

Falls zusétzlich ein elektrisches Feld existiert, wirkt die Kraft
F=¢(E+w xB)

auf das geladene Teilchen. Somit ergibt sich analog zu den obigen Uberlegungen die Drift-
geschwindigkeit:

F
Wp = at, = (—) t,= L (E+wxB)t.
m m

Daraus kann wiederum das Ohmsche Gesetz abgeleitet werden.
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Gesetz 2.2 (Ohmsches Gesetz)

j=0(E+wxB). (2.2)

Materie im Magnetfeld Befindet sich eine Materie im Magnetfeld, so muss die Re-
lation zwischen magnetischer Erregung und magnetischer Feldstéirke in folgender Weise
modifiziert werden:

B = MOMHa

wobei p die relative Permeabilitét ist. Der Einfachheit halber wird im Folgenden p :=
o gesetzt. Auch wenn sich Materie im Magnetfeld befindet, gibt es keine magnetischen
Monopole und damit bleibt die Divergenzfreiheit der magnetischen Feldstéarke vorhanden.
Auch das Amperesches Gesetz 2.1 bleibt erhalten, allerdings gilt

1
Vx—-B=j. (2.3)
W

Instationire Felder Die bisherigen Beschreibungen beziehen sich auf stationire Ma-
gnetfelder. Fiir instationdre Magnetfelder konnen diese Formeln nicht in Reinform ange-
wendet werden. Stattdessen werden folgende Anderungen an den Formeln vorgenommen.

Entlang eines Leiters in einem zeitlich verénderlichen Magnetfeld bildet sich eine Span-
nung aus. Dies wurde erstmals von Michael Faraday entdeckt. Nach ihm benennt sich das
folgende Gesetz.

Gesetz 2.3 (Faradaysches Induktionsgesetz)

dPyag
dt

Uind = -

Diese Spannung wird Induktionsspannung genannt. Mit der Definition des magnetischen
Kraftflusses auf Seite 7 gilt
d

Uini = B dA = "2 dA.
Tt /

Die Spannung zwischen zwei Punkten ist das Linienintegral iiber das elektrische Feld (vgl.

Seite 7). Somit folgt
8—BdA Umd—%Eds:/VxEdA.
4 Ot A
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Dies hat Bestand fiir beliebige Flachen. Damit zeigt sich

0B

Die Gleichungen (2.1)-(2.4) ergeben zusammengefasst den Hauptteil der Maxwell- Glei-
chungen.

0B
E=-_2
V x 5
VxlB:a(EerxB),
i
V-B=0,
vV-E="E (2.5)
€0

(2.5) kann in dem hier betrachteten Kontext vernachléssigt werden, da pg sehr klein ist

(vgl. [Dav01] Abschnitt 2.5).

Es konnen drei unterschiedliche Probleme in Bezug auf die Zeitabhéngigkeit unterschieden
werden:

- der stationére Fall,
- der zeitharmonische Fall und der

- instationdre Fall.

Der stationére Fall tritt ein, wenn das Problem unabhéngig von der Zeit ist. Die Wirkung
des Magnetfeldes ist hierbei nur von der Position einer Ladung im Magnetfeld abhéngig. Im
zeitharmonischen Fall wird angenommen, dass sowohl das elektrische als auch das magneti-
sche Feld eine periodische Verdnderung in der Zeit unterliegen. Alle anderen Moglichkeiten
werden unter dem Begriff instationdre Probleme zusammengefasst. Genau dieser Fall wird
im Rahmen dieser Arbeit untersucht.

Es wird angenommen, dass sich der Zustand der Materie nicht wesentlich in der Zeit
andert. Die elektrische Leitfahigkeit o und die magnetische Permeabilitat p konnen somit
als stationér vorrausgesetzt werden.

2.1.2 Analogien zu anderen partiellen Differentialgleichungen

Um einige Ahnlichkeiten diese Problems zu weitgehend verstandenen Problemen aufzu-
zeigen, werden die Gleichungen zunéchst auf zwei Gleichungen reduziert. Wird auf die
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Gleichungen (2.3) und (2.2) der Rotations-Operator angewendet, so kann die Rotation des
elektrischen Feldes ersetzt werden mit Hilfe von (2.4). Es ergibt sich fiir nichtverschwin-
dende p und o

a_B:—VxE:Vx(WxB)—VleXlP% (2.6)
ot o 1
V-B=0. (2.7)

Unter Beriicksichtigung der Divergenzfreiheit des Feldes A, gilt folgende Vektoridentitét
Vx(VxA)=-V?A+V(V-A)=-AA+V(V-A).

Unter der Annahme konstanter elektrischer Leitfihigkeit o und magnetischer Permeabilitét
w ergibt sich die folgende Differentialgleichung fiir B

0B 1

— — —AB - B)=0. 2.8

o V x(w x B) (2.8)
Fiir ein verschwindendes Geschwindigkeitsfeld w gilt entsprechend

0B 1

— — —AB=0.
ot o
Die Warmetransportgleichung fiir eine Temperatur T' lautet
oT
— —aAT =0.
a

Allerdings ist T' skalar, wihrend B ein Vektor ist. Dies zeigt, dass das Magnetfeld durch
ein Material in endlicher Geschwindigkeit diffundiert. Fiir eine zweite Analogie wird die
Wirbeltransport-Gleichung aus der instationéren, inkompressiblen Navier-Stokes Gleichung
hergeleitet. Letztere lautet fiir die Geschwindigkeit w und den Druck p

aa—VtV—VAW—i—W-VW:—Vp.

Es gilt die folgende Vektoridentitét
w-Vw = (V xw) XW+%V|W|2.
Wird nun V x w durch die Wirbelstirke w ersetzt, so ergibt sich
W~VWIWXW+%V|W‘.

Wird der Term in die Navier-Stokes-Gleichung eingesetzt, so folgt nach Anwendung des
Rotations-Operators auf die Gleichung, unter Beriicksichtigung von V x VA =0
ow

E—I/VXAW+VX(Q}XW):0.
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Da V x Aw = A (V x w), resultiert die sogenannte Wirbeltransportgleichung

0

a—j—l/Aw—Vx(wxw):O. (2.9)
Ein Vergleich von (2.8) und (2.9) zeigt eine fast perfekte Analogie. Sie ist nur fast perfekt,
denn w ist direkt mit w verkniipft, wéhrend B nicht implizit mit w in Verbindung steht.
Der Fall eines perfekten Leiters, d.h. kein elektrischer Widerstand und damit unendlicher
Leitfahigkeit 0 = oo, entspricht dem Fall von reibungsfreien Fluiden.

2.1.3 Dynamo-Effekt

Der Begriff Dynamo soll hier erldutert werden. Um dies zu tun, wird die totale magnetische
Energie M(t) wie folgt definiert

1
M(t) = — / B? dV.
2010 Jgs
Es wird angenommen, dass fiir die Anfangsenergie M (0) = M, > 0 gilt. Falls es kein Ge-
schwindigkeitsfeld gibt, das heifit w = 0, dann konvergiert die totale magnetische Energie

gegen 0 fiir t — 0o, dieses Phdnomen heif3t ohmscher Abfall des Magnetfeldes.

Eine Geschwindigkeit w(x,t) agiert als Dynamo, falls M(t) -» 0 fiir t — oo. Der Einfluss
der Geschwindigkeit wirkt also dem ohmschen Abfall des Magnetfeldes entgegen. Es ist
moglich, dass ein Geschwindigkeitsfeld w(x,t) als Dynamo nur fiir bestimmte Anfangsbe-
dingungen By und Parameter p und o wirkt. Ein Geschwindigkeitsfeld w(x,t) heifit dy-
namotauglich, falls es eine Anfangsbedingung By und Werte p und o gibt, so dass w(x, t)
als Dynamo agiert.

Eine Einfithrung in die Dynamotheorie findet sich zum Beispiel in [Dav01], [Mof78] und
[Oss98].

2.2 Turbulentes Dynamo-Modell

Um eine Turbulenzmodellierung zu erhalten, werden zunéchst einige Fakten iiber Variatio-
nen des Magnetfeldes und der Geschwindigkeit bei der Sonne wiedergegeben. Anschliefend
wird der sogenannte a-Effekt ndher betrachtet.

2.2.1 Motivation

Das Magnetfeld der Sonne unterliegt einer schnelleren Verédnderung als das der Erde. Da-
her wird als Motivation Ersteres betrachtet. Beobachtungen der Sonne haben ergeben, dass
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sowohl die Geschwindigkeit w als auch das Magnetfeld B Fluktuationen mit unterschied-
lichen Arten und Skalen aufweisen. Es gibt

(i) Granulate mit Ausdehnungen von 1.000 km und einer Lebensdauer von einigen Mi-
nuten,

(ii) Supergranulate mit Durchmesser von 3.000 km und einer Lebensdauer von ungeféhr
einem Tag,

(iii) Riesenzellen mit Durchmesser von Sonnenradiusordnung, die einige Monate existie-
ren,

(iv) Sonnenflecken, deren Durchmesser zwischen 100 und 10.0000 km und Lebensdauer
zwischen einigen Stunden und einigen Monaten variieren.

Dabher ist es sinnvoll eine Skalen-Zerlegung vorzunehmen. Am Beispiel der Sonne kann das
Hauptmagnetfeld folgendermaflen berechnet werden: Das Hauptfeld der Sonne unterliegt
einer periodischen Verdnderung mit einer Periode von 22 Jahre (vgl. z.B. [Mof78] Kapitel 5).
Die Langenskala ist von der Ordnung des Sonnenradius. Als unterschiedliche Systeme zur
Bestimmung des Hauptmagnetfeldes kénnen die unterschiedlichen Durchgéinge der Sonne
durch ihren Zyklus verwendet werden. Entsprechend kann auch fiir Planeten und andere
Sterne vorgegangen werden.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass es viele verschiedene Skalen gibt, die nicht alle
aufgelost werden konnen. In den Gleichungen (2.1)-(2.4) bzw. in (2.6)/(2.7) wird dieses
nicht beriicksichtigt. Das folgende Modell soll diesen Mangel beheben.

2.2.2 Skalenzerlegung

Mit F wird das Hauptfeld bezeichnet, das heifit der Erwartungswert von F in einer Reihe
von identischen Systemen, und mit F’ die Fluktuation, das heifit die Differenz F' = F —F.
Fiir Vektorfelder F wird ein Koordinatensystem mit Einheitsvektoren e; betrachtet. Sei
F; = Fje,. Dann ist das Hauptfeld durch F; := F;e; definiert. Es gibt eine groBe Auswahl
von Mittelungsverfahren. Es werde eine gewahlt, sodass die folgenden Reynolds-Relationen
gelten (vgl. [R&d07]).

9F OoF 9F OF

=l
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Dabei sind F' und G beliebige Felder. x steht fiir eine beliebige Ortskoordinate. Werden
die Gleichungen (2.2)-(2.4) gemittelt, so folgt mit B =B + B’ und w = w + w’

= 0B OB
VXE—VXE——E——E,
VXlﬁsz—Bza(E—i—wa):a(E—i—wa),
©

(B+
=0 (E+(WxB)+(WxB)+ (wxB) + (W xB))
_ (E+ (% x B) +m). (2.10)

Fiir den letzten Schritt wurden die Reynolds-Relationen komponentenweise angewendet.
Analog gilt fiir die Kontinuititsgleichung (2.1)

V-B=V-(B+B)=V-(B+B)=0. (2.11)
Der Term
E.=w x B

heifit elektromotive Kraft. Diese muss geeignet modelliert werden. Um dies zu tun, werden
einige Definitionen zur Charakterisierung von Turbulenz eingefiihrt.

2.2.3 Charakterisierung von Turbulenz

Bemerkung 2.5

(1) Die Definitionen (2) und (3) kénnen in folgender Weise abgeschwicht werden: Fin
Feld ist an einem Punkt isotrop, falls die Eigenschaft der Isotropie an diesem Punkt
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erfillt ist. Die Spiegelsymmetrie kann an eine bestimmte Ebene gekoppelt sein. So ist
z.B. die solare Konvektionszone nur spiegelsymmetrisch beziiglich der Aquatorebene
oder einer meridonalen Ebene.

(2) Ist ein Feld homogen und an einem Punkt isotrop, so ist es im gesamten Feld isotrop.
Falls ein Feld in einem Punkt isotrop und spiegelsymmetrisch beziiglich mindestens
einer Ebene durch diesen Punkt ist, so ist es beziiglich jeder Ebene durch diesen Punkt
spiegelsymmetrisch.

(8) FEs existieren homogene, isotrope Turbulenzfelder in der Natur. Die Frage ist, warum
sie nicht spiegelsymmetrisch sein sollten. O

2.2.4 «o-Modell

Ein weit verbreiteter Ansatz niedrigster Ordnung fiir die elektromotive Kraft unter der
Voraussetzung, dass w’ homogen und isotrop ist, ist der Folgende (vgl. z.B. [BKS08],
[R4d07],[Dei71] und die Referenzen darin):

¢ =aB — GV x B.

Falls w’ spiegelsymmetrisch ist, gilt a = 0 (vgl. [Kra80]). Im Fall eines nicht- spiegel-
symmetrischen Feldes entsteht eine zum Hauptfeld parallele (a« > 0) oder antiparallele
(v < 0) Stromdichte, die einen zusétzlichen Beitrag zum Magnetfeld liefert. Dieser Effekt
wird a-Effekt genannt.

Fiir o wird der Ansatz von [CH96| gew#hlt, d.h. es gilt mit Konstanten R und s # 0

N Rf(x,t)
1+ s |B(z,t)

"

1.0 ~

0.5

0 1 1 1 1 {
0 1 2 3 4 )

Abbildung 2.3: Verhalten von « in Abhéngigkeit vom Betrag von B (s = 0.5)

Die Funktion f approximiert in etwa das Quadrat der Fluktuation des Geschwindigkeitsfel-
des, also (w')?. Wird fiir einen Augenblick der Einflul von f vernachliissigt, so verhilt sich
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a wie in Abbildung 2.3, das heifit « ist besonders grofl, wenn B nahe bei 0 liegt. Anderer-
seits wird « kleiner, je grofler B wird. Des Weiteren wird mit der reduzierten magnetischen

Permeabilitdt p := 5 +Zuﬂ in dem Gebiet weitergerechnet, in dem die Turbulenz auftritt.

Zusammenfassend ergibt sich das folgende Problem:

0B

E=—— 2.12

VXlea<E+wa+R7fQB), (2.13)
H 1+ s|B|

V-B=0. (2.14)

2.3 Potentialansitze fiir das Magnetfeld

Der Raum R? wird aufgeteilt in ein beschrinktes Gebiet und sein Komplement. In bei-
den Teilgebieten wird jeweils ein Potentialansatz fiir das Magnetfeld B gemacht. Beides
wird am Ende dieses Kapitels unter Beachtung von Kopplungsbedingungen zu einem Glei-
chungssystem zusammengefasst.

2.3.1 Gebietszerlegung

Das Ziel dieser Arbeit ist das bessere Verstandnis eines Dynamo-Modells. Da dieses Phéno-
men insbesondere bei Sternen und Planeten auftritt, soll das Problem auf einer Sphére
gelost werden. Die meisten Ausfithrungen sind auch fiir andere Geometrien richtig. Bei der
numerischen Behandlung in Kapitel 7 werden die Testfélle auf Quader- bzw. mit Rechte-
ckelementen approximierten Kugel- und Zylindergebieten gerechnet.

Der Raum wird folgendermafen aufgeteilt: R? = Q,UQ . Das beschrinkte, konvexe Gebiet
Q). besteht aus den drei disjunkten Gebieten €);, 7+ = 1,2, 3. Dies entspricht der Einteilung
der Erde, bei der der Radius von €2; 0,19Rp gleichkommt, wobei Rp = 6380km der
Erdradius ist. Der Rand zwischen &uflerem Kern und Mantel liegt bei ungefdhr 0, 55Rg.
Fiir die Teilgebiete Q; gelte 9Q; N 9Ny = 9 N IN. = 0N N OQ. = O (vgl. Abbildung
2.4). Bei den numerischen Tests in Kapitel 7 wird eine Einteilung von . in zwei Gebiete
betrachtet. €2; wird weggelassen. In (). ist Materie mit der magnetischen Permeabilitat g,
und der elektrischen Leitfahigkeit o vorhanden. Im Auflenraum Qg gilt o = 0. pg ist die
magnetische Permeabilidt in (2p. Des Weiteren verschwinden w und f auflerhalb von 25.
Im Folgenden wird das Problem in ). als inneres Problem und das Problem in Qg als
aufleres Problem bezeichnet.
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Abbildung 2.4: Zweidimensionale Ansicht der Aufteilung des Gebietes in eine Kugel und
zwei Kugelschalen

2.3.2 Problem im Auflengebiet Q)p

Die Maxwell-Gleichungen fiir den Fall nichtvorhandener Leitfdhigkeit (z.B. Vakuum) lauten

0B
E=— 2.15
1
Vx—-B =0, (2.16)
1
V-B=0. (2.17)
Ferner ist eine Abklingbedingung zu stellen.
1 .
B=o (—) fir |z| — oc.
|z]

Daher kann ein skalares Potential ® eingefiihrt werden, so dass
B=V®d=Ad=0 (2.18)

im Auflenraum gilt. ¢ ist nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt. Da es sich bei
dem Auflenraumproblem um die Laplace-Gleichung handelt, kann ein Potential-Ansatz fiir
die Losung gemacht werden. Dazu sei

1 1
Uz, y) =

= R? 2.19
g Y€ , T F Y, (2.19)

0
T(z,y) = I Uz, y), z,y € 00, v #y,
Yy
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die Fundamentallésung der Laplace-Gleichung bzw. deren Normalenableitung. Dann gilt

0 0
b =— U —d(y) d —U P(y) d .
[ vewgie) as+ [ Stupen) )
Einfachsch;crhtpotential Doppelsch;c,}ltpotential

Weitere Ausfithrungen finden sich im folgenden Kapitel 3.

2.3.3 Problem im Innengebiet ().

Analog zum Auflenraumproblem wird das Magnetfeld B im Innenraum durch ein vektor-
wertiges Potential A ausgedriickt:

B=VxA.

Eingesetzt in die Problemstellung ergeben sich die Gleichungen

J(V xA)
E=——-+- 2.2
V x TR (2.20)
1 Rf
Vx-VxA=0cE+wx(VxA)+ sV XA (2.21)
7 14+ 5|V xA|

Aus (2.20) folgt

0A
VX <E+E> =0.

Der Kern des Rotations-Operators besteht aus den Gradientenfeldern. Dies muss beachtet
werden, wenn der Rotations-Operator eliminiert wird. Es muss eine Funktion aus dem Kern
addiert werden, in diesem Fall V¢.. Es folgt

0A

B=—

— Vo.. (2.22)
Da diese Darstellung nicht eindeutig ist, miissen Bedingungen an A gestellt werden. Wird
zum Beispiel

A=A+Vy und (Z:z(bc—%—@f

gewihlt, so folgt aus V x A = V x A, dass Gleichung (2.21) auch fiir A erfiillt ist. Fiir
Gleichung (2.22) gilt

oA OA OV OA  _~ OA  _~
B o=y T Gp = VG4 Vo Vo= -V

E= ot ot "ot ot
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Wird ein geeichtes neues Potential u durch

t
u::A—i-/ Vo, ds

to

definiert, so folgt

t av . t -
to to
Wird dies in Gleichung (2.22) eingesetzt, so ergibt sich
0A Ju
E- -2 vy - -8
ot Vge ot

Im Folgenden wird mit diesem geeichten Potential u weitergerechnet.

2.3.4 Gekoppeltes Magnetodynamik-Problem

Zunichst werden die magnetische Permeabilitdt p = po und die elektrische Leitfahigkeit
o = 0 im Auflenraum als konstant angenommen. Es werden eine untere und eine obere
Schranke fiir die Werte im Innenraum angenommen, das heifit 0y < 0 < oy und py < p <
1o . Es ergibt sich das kontinuierliche Problem

1 0 R
Vx 20 xu= =02 ow x (Vx )+ o Yxu in Qx (0,T), (2.23)
1 ot 1+ 5|V xu|
Ad =0 in Qp x (0,7T), (2.24)
mit der Abklingbedingung
O =o0(1) fir |z| — oo. (2.25)
Der Sprung von Skalaren ¢ werde mit [¢] := lim,cq_ 1) —lim,eq, ¥ bezeichnet und derjenige

von Vektoren v mit [v] := lim,eq, v — lim,cq, v. Dann liefern die Stetigkeits-Bedingungen

[B-n] =0 und [%B X n] = 0 die Interface-Bedingungen

<1V X u) X n= (iwb) X n auf 09, (2.26)
H Ho
0P
‘n=— f 0Q.. 2.2
(Vxu)-n o auf 02, (2.27)

Sie sichern, dass die normale Komponente von B und die tangentiale Komponente von %B
stetig auf 0€). sind. Des Weiteren werden Anfangsbedingungen gestellt.



Kapitel 3

Variationsformulierung des
kontinuierlichen Problems

Science... never solves a problem without
creating ten more.

George Bernard Shaw (1856 - 1950)
irischer Dramatiker, Politiker, Musikkritiker

Es soll eine Variationsformulierung des Problems (2.23)-(2.25) hergeleitet werden. Dazu
werden die bendtigten Sobolev- und Randrdume eingefiihrt. Die Variationsformulierung
wird durch die symmetrische Verbindung von FEM und BEM im diskreten Fall motiviert.
Dazu wird ein symmetrischer Kopplungsansatz verwendet. Dieser wurde z.B. in [KS02]
dargestellt. Des Weiteren werden Operatoren eingefiihrt, um die Notation zu vereinfachen.
Im Folgenden soll (-, -),, als L*-Skalarprodukt auf dem Rand verstanden werden.

3.1 Funktionenriaume

Fiir die Behandlung der Variationsformulierung werden Sobolev-Réume benétigt. Im Fall
des Innenraums wird der Raum H (curl; €2) verwendet, der am Anfang dieses Abschnittes
definiert wird. Des Weiteren werden fiir die Behandlung des Auflenraumes mittels Rand-
elementmethoden Randrdume benétigt. Diese werden inklusive einiger ihrer Eigenschaften
ebenfalls eingefiihrt.

21
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3.1.1 Funktionenridume im Gebiet

Zunéachst werden die Raume H (curl; Q) und H (div; €2) eingefithrt. H(curl; 2) ist der Raum
der quadratintegrierbaren Funktionen auf 2., deren Rotation ebenfalls in L?*(£2.) liegt. Im
Raum H (div; Q) ist die Divergenz wieder quadratintegrierbar.

H, = H(cur; Q) := {A € [L*(Q)]? | cwlA € [L*(Q.)]’},
H(div; Q) := {A € [L*(Q.)]? | divA € L* () } .

Sie sind mit den Normen
%
¥l = DAty = (1R + 19 Al )

Al = (AR + 1V - Az,

SIS

versehen. Da die Rotation bzw. die Divergenz wieder quadratintegrierbar sind, sind die
Normen wohldefiniert. Falls der Rand von €2, geniigend glatt und das Gebiet beschrankt
ist, ist

1A feuntaivieny = (AT + IV x A+ 1V - A7)

dquivalent zur [H'(€,.)]3-Norm (vgl. [FT78] Proposition 1.4).

3.1.2 Funktionenriume auf dem Rand

Zunéchst soll der Raum Hz(8€2,) definiert werden. Das Potential im Aufenraum wird in
diesem Raum gesucht. Anschliefend werden Spuroperatoren und Differentialoperatoren auf
dem Rand definiert. Die néchsten Ausfiihrungen sind dem Buch [Ste03a] entnommen.

Der Rand bildet eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit des R3. Um Sobolev-Riume
auf ihr zu definieren, wird zunéchst eine beliebige und iiberlappende stiickweise Parame-
trisierung des Randes betrachtet:

00, _ZF“ mit ;= {z € R® | v = p;(@) fiir T € U; C R?}.
i=1
Des Weiteren sei eine untergeordnete Zerlegung der Eins {gp,} _, von nicht negativen Dis-

tributionen ¢; € C5°(R?) gegeben, das heifit es gelte

Z wi(r) =1 fiir x € 092, und wi(x) =0 fir x € 09, \ ;.



3.1. FUNKTIONENRAUME 23

Fiir eine auf dem Rand 052, definierte Funktion v gilt mit v;(x) := ¢;(x)v(x) die Darstellung

v(x) = Z wi(x)v(x) = sz(x) fir x € 09),.

Ziel ist es, die Funktion v in den lokalen Koordinaten der lokalen Parametrisierung auszu-
driicken. Dazu werden Funktionen v; definiert, die auf den Mengen U; C R? leben. Diese
werden wie folgt festgelegt.

Ui(T) = @(pi(@))vilps(?)) = pi(w)v(z)  fiir T € U; C R™

Es kénnen Sobolev-Riume beziiglich der beschrinkten Gebiete U; C R? definiert werden.
Der Sobolev-Raum H*(0€.), 0 < s < 1, wird iiber die Norm

1
2
H3(0Qe) "= <§ ||v, Hs(U )

erklart. Des Weiteren kann gezeigt werden, dass diese Norm fiir 0 < s < 1 dquivalent zur
Sobolev-Slobodeckii-Norm

1
|| W, )
H (690) UHL2(8QC) + . |x = y|2+25 Sy

ist. Der Dualraum von H*(0€.) wird mit H*(0€2.) bezeichnet. Das zugehorige Dualitéts-
produkt ist

0]

o]

. hon, = [ ol@ute) ds.

Die Norm von H*(02.), 0 < s < 1, wird wie folgt definiert.

(v, w)
|

[wll-<p0,) == sup
0£vEH® (A2

H#(09) .

Spuroperatoren

Es gibt mehrere Moglichkeiten eine Spur auf dem Rand zu definieren. Zum einen kann
der Anteil des Vektors in tangentiale und der Anteil des Vektors in normale Richtung
betrachtet werden. In dem hier betrachteten Fall ist insbesondere die Spur der Rotation
einer vektoriellen Funktion von Bedeutung. Um die Notation etwas zu vereinfachen, werden
die folgenden Spuroperatoren eingefiihrt.
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Fiir beschrinkte Lipschitz-Gebiete in R?® kann +; stetig auf eine lineare Funktion von H,
3
nach [H _%(896)] erweitert werden.

Randdifferentialoperatoren

Bei der Randelementmethode wird die AuBlenraumlésung einzig durch die Randwerte be-
stimmt. Es geniigt daher, nur diese zu betrachten. Der Rand ist aber nur eine zweidi-
mensionale Teilmenge des R?. Analog zum gesamten Raum kénnen auch auf dem Rand
Differentialoperatoren definiert werden. Mit ihrer Hilfe werden analog zum Ganzraumfall
Randrédume eingefiihrt. Die Ausfithrungen dieses Abschnittes sind dem Buch [Mon03] Ab-
schnitt 3.4 entnommen. Um Differentialoperatoren auf dem Rand zu definieren, wird der
Raum

L{(09.) == {v € L*(9Q,) | v -n =0 fast iiberall auf 9, }

eingefiithrt. Des Weiteren ist die Matrix

Jr Oz
G=(Gi;) = (8—u ' 87)
i j
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von Bedeutung, wobei x Koordinaten im Raum und (uj,us) Koordinaten auf der Ober-
fliche sind. Die Inverse werde mit g = (g, ;) bezeichnet. Der Oberflachengradient Vg, :
HY(09Q,) — L?(09,.) wird definiert durch

Einen Zusammenhang zwischen dem Randgradienten und dem Raumgradienten liefert
(Vp) | \Y + 0

= —n

p an aﬂcp an )

(Il X vp|agc) Xn= Vagcp auf an
Damit kann die Randdivergenz Vg, - : L?(99.) — H'(9.)* definiert werden:

Voq. - vpds = —/ v - Voq,.p ds Vp € H'(09,).

00 Qe

Mit |G| := det(G) und v = Alaa_uml + Agaa—ui kann die Relation

1 0 0
Von v = i1 (o (6140 + 5 (161 42))

aufgestellt werden. Analog zum Raum-Laplace-Operator wird der Oberflichen-Laplace-
Operator Agq, : HY(0Q.) — HY(99Q.)* als die Hintereinanderausfiihrung von Gradient
und Divergenz definiert, d.h. Agq. = Vaq, - (Vaa.p). Es fehlt noch der Rotationsoperator.
Es wird zwischen der Vektor-Oberflichen-Rotation und der Skalar-Oberflichen-Rotation
unterschieden. Die erste definiert einen Operator ?aﬂcx : HY(09Q,) — L?(09,.) durch

eaﬂc X p=—nx Vag,|oop. (3.1)
Die Skalar-Oberfléichenrotation Vg, x : LZ(99Q.) — H' (9. )* ergibt sich analog zur Ober-

flichen-Divergenz durch

Voa. X vpds = V- ?agc X pds Vp € H'(092,). (3.2)
00, 0
Des Weiteren folgen die Relationen
VaQC XV = —VaQC : (Il X V|BQC),

VQQC V= Vagc X (Il X V|8Qc)
Vagc XV = (Il -V x V*) |agc (33)

fiir eine geeignete Fortsetzung v* von v.
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3.1.3 Ré&aume fiir zeitabhéingige Probleme

Fiir zeit- und ortsabhéngige Funktionen wird das Konzept vektorwertiger Funktionen v :
(a,b) — W betrachtet, wobei W ein Banach-Raum ist. Analog zum Ort kénnen Lebesgue-
und Sobolev-Raume fiir das Tupel (Ort, Zeit) eingefiihrt werden. Zunéchst werden Raume
stetiger und differenzierbarer Funktionen definiert.

Bemerkung 3.3
Falls W ein Banach-Raum ist, so wird C™([0,T]; W) mit der Norm
”VHCW([O,T];W) = max ||V(i)(t)||w

- 0<t<T
=0

ein Banach-Raum. O

Die Lebesgue-Raume werden folgendermaflen eingefiihrt.
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Analog konnen die Sobolev-Réume fiir vektorwertige Funktionen eingefiihrt werden.

3.2 Randgleichungen

Der zweite Abschnitt dieses Kapitels ist dem Auflenraumproblem gewidmet. Mittels eines
Superpositionsansatzes fiir das Auflenraumpotential ® werden die sogenannten Calderon-
Gleichungen hergeleitet. Die benotigten Operatoren werden eingefiihrt.

Zunéchst wird der Randterm betrachtet, der bei der partiellen Integration auftritt. Mit
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Hilfe der Randbedingungen und einigen Eigenschaften aus dem Abschnitt 3.1 ergibt sich

1 26) 1
/ [(—qu)xn}-vdzs@:%)— (VO xn)-vds
90 L\H Ho J oo,

1
(3:1) —/ (eagc X <I)> -vds
Ho Joaq,

2) 1
=9 (Vg x V) ds
Ho Joaq.

(22) i/ ®(n- [V xvV]) ds.
Ho Joq,

Mit T,,v wird im Folgenden der Betrag der normalen Komponente der Rotation von v
angegeben, d.h. T,,v := (V x v) - n. Damit zeigt sich

/ [(leu) xn] -Vals:i T, v ds.
Q. L\H Ho Jaq.

3.2.1 Calderon-Gleichungen

Die Darstellungsformel fiir die Auflenraumlosung kann mit der Fundamentallosung der
Laplace-Gleichung U(z,y) (vgl. (2.19)) folgendermaBen fiir x € Qp geschrieben werden:

bw) =~ [ Ula)ghot) ds)+ [ T(n)al) ds)

Qe

(2:27) _/m U(z,y) (V x u) - n(y) ds(y)+/ T(z,y)2(y) ds(y)

P(x) = —€T,u(z) + BO(z). c (3.4)

Dabei bezeichnen
€)= [ U)o dsty) Vo e R\ 00,
und

Bo(z) = /a Ta)oly) ds(y) Vo RO

das Einfachschicht- bzw. Doppelschicht-Potential. Als Néchstes werden einige Randinte-
graloperatoren definiert.
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Nach [Cos88] Theorem 1 besitzen die Operatoren folgende Eigenschaften:

Bemerkung 3.7 (FEigenschaften der Operatoren)

Falls Q. Lipschitz ist, sind die Operatoren
Vi H 2t(00,.) — H=(09,),
K+ H3t9(09,) — H27(09,),
K': H3M5(00Q,) — H 3%(09,),
W H2t(90,) — H™2t5(09,)

fiir alle k € (—%, %) stetig und W st stark elliptisch. O

Um die Operatoren mit dem Superpositionsansatz in Einklang zu bringen, wird die Spur
des Einfach- bzw. Doppelschichtpotentials betrachtet. Die Spur von ¢ wird mit ¢ und die
Normalenableitung auf dem Rand mit ;¢ bezeichnet. Es ergeben sich folgende Relationen
(vgl. [SS04] S.80).

Bemerkung 3.8
Es gilt

Vo =%,  K¢=nB0
K'¢=mep,  Wo¢=—Bo. O

Nach [SS04] Korollar 3.3.14 und Satz 3.3.15 gelten folgende Sprungrelationen fiir die Ran-
dintegraloperatoren. Dabei bezeichnet + die Spurbildung vom &ufleren und — diejenige
vom inneren Gebiet her.
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Bemerkung 3.9
Sei 09, stiickweise C?, ¢ stiickweise C' auf 00, und p € {+,—}. Dann gilt

(a) Wep = — (p%(b — K'(b) fast iiberall auf OS).. (3.5)
1

(b) €= P§¢ + K¢ in L*(9,). (3.6)

]

Nach diesem Uberblick iiber einige Randintegraloperatoren sollen diese auf den Superposi-
tionsansatz angewendet werden. Dazu werden die Spuren g ® und ~;"® von (3.4) gebildet.
Mit den Sprungbedingungen (3.5), (3.6) und der Randbedingung (2.27) entsteht folgendes
Gleichungssystem:

Satz 3.10 (Calderon-Gleichungen)
Die Calderon-Gleichungen fiir die Cauchy-Daten (®,T,u) lauten

(VTow) (2) = —50(2) + (K@) (2)
(W) (z) = —%Tnu(:v) — (K'Tpu) (2). (3.7)

3.2.2 Losbarkeitsbedingungen fiir die Calderon Gleichungen

® soll so gewihlt werden, dass B = V& (vgl. (2.18)). Damit ist ® nur bis auf eine Konstante
eindeutig bestimmt. Daher wird
/ b ds=0
090

als Normierungsbedingung gefordert. Des Weiteren wird an Stelle der Calderon-Gleichung
(3.7) die mit w = 0 erweiterte Randintegralgleichung

(W) (z) +w = —%Tnu(x) — (K'T,u) (z)

betrachtet.
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3.3 Gekoppeltes Problem

Ausgangspunkt ist das Problem fiir den Innenraum (2.23):

Rf

1
Vx—V><u:—<78—u+aw><(V><u)+0—2
1+ 5|V xu

BT Vxu in . x(0,7),
W

Multiplikation mit einer Testfunktion v € H,, Integration iiber das Innenraumgebiet ).
und partielle Integration des V x V x-Terms (vgl. z.B. [BCO1a]) liefert das folgende Problem

Problem 3.11 (Kontinuierliches Problem fiir den Innenraum)
Zur Startlésung u® € H, finde u € H* (0,T; H,) so, dass fiir alle Testfunktionen v € H,
und fast alle t € (0,T") gilt

0= <aa—u,v> + (leu,va> —<(1qu> ><n,v> — (ow x (V xu),v)
ot 1 1 9%

- R (U%V X u, V) (3.8)
1+ 5|V x|

In diesem Abschnitt wird dieses mit Hilfe der vorangegangenen Ausfithrungen modifiziert.
Es werden neuen Bezeichnungen fiir die Operatoren eingefiihrt, um den Uberblick zu er-
leichtern.

Es ergibt sich mit Satz 3.10 das folgende Problem:

Problem 3.12 (Gekoppeltes kontinuierliches Problem - Drei Gleichungen)
Finde (u, ®,w) € H (0,T; H,) x L? (0, T H%(aﬂc)) x L% (0,T;R) so, dass fiir alle Test-
funktionen (v,1) € H, x H2(0Q,) und fast alle t € (0,T) gilt

0:<aa—u,v) + <1V><u,V><V> +i<(VTnu—1¢—K<I>> ,Tnv>
ot 1 o 2 9%

— (ow X (qu),v)—R(a%qu,v)
14 5|V xu]

0= <¢, <W¢ S %Tnu + KITnu> > +w (@, Doq,

99
0=(?,1),0, -
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Da w = 0, kann die Konstante durch die letzte Gleichung ersetzt werden, d.h.
w= (P, 1)y, -
Das Resultat ist das folgende Problem.

Problem 3.13 (Gekoppeltes kontinuierliches Problem - Zwei Gleichungen)
Finde (u,®) € H* (0,T; H,) x L* (0, T, H%((‘?QC)) so, dass fiir alle Testfunktionen (v,1)) €
H, x Hz(99,) und fast alle t € (0,T) gilt

Oz(aa—u,v) + (leu,va) +i<(VTnu—1<I>—K(I>) ,Tnv>
ot K Ho 2 GIOR

— (ow X (qu),v)—R(a%qu,v)
1+ 5|V xu]

0= < (Wq) + %Tnu + K,Tnu) a¢> + <q)’ ]‘>8Qc <¢a 1>8Qc ’

Qe

Um die Notation zu vereinfachen, werden folgende Linear- bzw. Bilinearformen eingefiihrt:

)= (o
a (W, v) = o=,V |,

A(u,v) = GvXu,va) —(ow x (V x u),v),

ap (0, v) ;== =R @%v X u, V) ,
1+ 5|V x|

ov (o) = - ( (V- Jo— o) Tov)
0Qc

Ho

ap (u, ¢,v) == <<W<b + %Tnu + K’Tnu> ,w> + (&, 1) gq, (¥, 1) 40, -

Qe

Damit kann das Problem 3.13 folgendermaflen geschrieben werden:

Problem 3.14 (Kontinuierliches Sattelpunktproblem - Linearformen)
Finde (u,®) € H, so, dass fiir alle Testfunktionen (v,v) € H, x Hz(8,) und fast alle
t € (0,7T) gilt

a; (u,v)+a(u,v) +ay (u,v) +ay (u,®,v) =0
ap (u, ®,¢) = 0.
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Nach dem Satz von Lax-Milgram (vgl. z.B. [Alt02] Satz 4.2) kann einem linearen Funktional
ein Operator zugeordnet werden. Daher werden folgende Operatoren eingefiihrt:

Atu, V) = ( )

> <W¢> w>8§zc + <¢7 1>8QC <wv 1>BQC )
< V> VT, Tov)sg, »
)=

(Ko, v <<lld+K> ¢,Tnv> )
2 80

Um die Notation zu vereinfachen, wird der Operator A,; so definiert, dass (A, (u),v) =
ap (1, v). Mit dem Raum

Hy = HY(0,T; Hy) x 12 (0,73 HE(09) )

entsteht aus dem Problem 3.14 in Operatorschreibweise

Problem 3.15 (Kontinuierliches Sattelpunktproblem - Operatorschreibweise)

Finde (u,®) € H, so, dass fiir alle Testfunktionen (v,v) € H, x Hz(8,) und fast alle
t e (0,T) gilt

~ 1 1

Amu+ Au+ Ay(a) + —Vu— —KP =0 (3.9)
Ho Ho

DO + K'u =0. (3.10)

Nach Bemerkung 3.7 ist der Operator W stark elliptisch. Es kann gezeigt werden, dass der
Operator D elliptisch ist (vgl. z.B. [Ste03a] Satz 6.7). Nach dem Satz von Lax-Milgram
(vgl. z.B. [Alt02] Satz 4.2) ist der Operator somit invertierbar. Das Problem 3.15 kann
entsprechend modifiziert werden. Mit dem Operator

§:= A+ Vi kDK
Ho Ho

ergibt sich das folgende kontinuierliche Problem in Operatorschreibweise

Problem 3.16 (Kontinuierliches reduziertes Problem - Operatorschreibweise)
Zur Startlosung u° € H, finde u € H' (0,T; H,) so, dass fiir fast alle t € (0,T) gilt

Su + Au+ Ay (u) =0.
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Kapitel 4

Existenz und Eindeutigkeit einer
LOosung des kontinuierlichen
Problems

A proof is a proof. What kind of a proof? It’s a
proof. A proof is a proof. And when you have a
good proof, it’s because it’s proven.

Jean Chretien (11934),
kanadischer Politiker

In Kapitel 3 wurde die Variationsformulierung des kontinuierlichen Problems hergeleitet.
In diesem Kapitel wird die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung dieses Problems be-
wiesen. Dazu wird ein Satz aus der Theorie der Evolutionsgleichungen verwendet. Wesent-
lich ist, dass der Operator monoton und hemistetig ist. Dafiir wird die Losung mit einer
zeitabhéngigen Funktion skaliert.

4.1 Herleitung eines dquivalenten Problems

In diesem Abschnitt soll ein dquivalentes Problem hergeleitet werden, dessen Operatoren
koerzitiv sind. Die urspriinglichen Operatoren erfiillen eine Garding-Ungleichung. Dies wird
ausgenutzt, um das Problem in geeigneter Weise zu modifizieren.

Fiir die Untersuchung der Existenz und Eindeutigkeit einer Lésung dieses Problems werden
einige Bedingungen an die Operatoren gestellt. Zunéchst ist es wichtig, dass diese nach
unten beschrénkt sind. Dies liefert folgende Lemma.

35
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Lemma 4.1 (Garding-Ungleichung)
A+ A, erfillt eine Garding-Ungleichung.

(A + Au(¥), V) + KV 2 2 0 IV, - (4.1)

Beweis:

Fiir die Garding-Ungleichung werde

|V x VHLQ(QC)

~ 1 9
(Av + Au(),v) 2 -1 Vi = 02 W1 Vilz2a,

— 02| R| ||f||L°°(QC) IV % VHL?(QC) HVHL?(QC)
1 2

>——c Vxv

> <u2 k) I 12200

”WHiOO(Qc) R? Hf”ioo(ﬂc) 2
— 03 ( + IVIZ20) -

QCk 2Ck

betrachtet. Daraus folgt mit

2 2 2
W7 o R 7 1
K= 203 (H I () + 71z (m)) und 4 := min {— — Cp, E}

2c; 2¢y 2 2

die gesuchte Ungleichung. U

Dies geniigt aber nicht ganz. Fiir die Anwendung von Theorem 4.7 ist es erforderlich, dass
der Operator koerzitiv ist, wie sich im néchsten und iibernéchsten Abschnitt zeigen wird.
Dazu wird die Gleichung mit einer Exponentialfunktion in der Zeit e™** multipliziert. Es
zeigt sich

Bemerkung 4.2 (Aquivalente Probleme)
Mt

u(t) := e "u(t), &J(t) = e "O(t) und 5(t) := e*'s, (4.2)

1st das Problem

ou 1 1 1~ ~
0= (a—u +a/<;ﬁ,v) + (—V x u,V x V) + — <(VTnﬁ— —¢p — K(bE) ,Tnv>
ot w Ho 2 GIOR

—(UWX(VXﬁ),V>—R<U%VXG7V>
1+5|V x 1

~ 1 ~
0= < (D¢E + §Tnu + K Tnu) 7w>8QC + <¢E7 1>8Qc <77Z)7 1>8QC .

dquivalent zu dem Problem 3.13. O
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Im Folgenden werden die ~-Symbole weggelassen und der Operator A wird folgendermaflen
abgeédndert:

(Au,v) == a(u,v) == (oku,v) + (iv xu,V xv) —(ow x (V x 1), V).

Statt S wird nun der Operator S verwendet, der anstelle des Operators A den Operator
A hat.

1 1
S = (A +—V+ —ICD‘UC’) .
Ho Ho

Alle anderen Operatoren bleiben unverdndert. Damit ergibt sich das neue Problem in
Operatorschreibweise

4.2 Definitionen

Am Ende dieses Abschnittes wird ein Ergebnis aus der Theorie nichtlinearer Evolutions-
gleichungen eingefiihrt, das auf das Problem 4.3 angewendet werden soll. Fiir diesen Satz
werden noch einige Begriffe bendtigt, die hier eingefiithrt werden.

Neben diesem Stetigkeitsbegriff werden folgende Eigenschaften von Operatoren gebraucht.
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Einen Zusammenhang zwischen einigen dieser Begriffe bietet die folgende Bemerkung, de-

ren Aussagen im dritten Kapitel von [Ruz04] oder in [Zei90] (z.B. Figure 27.1) zu finden
sind.

Bemerkung 4.6 (Zusammenhang der Begriffe)
Sei X ein reflexiver, reeller Banach-Raum und D : X — X* ein Operator. Dann gilt:

(a) Falls D monoton ist, so ist D lokal beschrinkt.
(b) Falls D stark monoton ist, so ist D koerzitiv.
(¢) Falls D linear und beschrinkt ist, so ist D hemistetig.

(d) Falls D Lipschitz-stetig ist, so ist D hemistetig. O

Fiir die Existenz und Eindeutigkeit wird folgendes Resultat (vgl. [Zei90] Theorem 30.A)
verwendet.
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(b) D(t) ist koerzitiv und es existieren Konstanten M > 0 und A > 0, so dass fiir alle
veV gilt

(D(t)v,v) = M |jv]ly, — A.

(c) Es gibt eine Funktion K; € L9(0,T) und eine Konstante Ky > 0, so dass fir alle
veV gilt

ID(@)olly. < Ki(t) + Ka ol .

(d) Die Funktion t — D(t) ist Lebesque-integrierbar, d.h. die Funktion
t — (D(t)u,v)

ist messbar auf (0,T) fir alle u, v € V.
Dann existiert eine Losung des Problems

Finde zu ug € X* und F € L0, T;V*) ein
u € {ve LP(0,T;V) | € LY0,T;V*)} mit

u(0) = ug
%u(t) + D(t)u(t) = F(t) in V* fiir fast alle t € [0,T].

Diese Lisung ist eindeutig.

4.3 Nachpriifen der Eigenschaften der Operatoren

Um den Beweis etwas iibersichtlicher zu gestalten werden die Eigenschaften der Operatoren
in diesem Abschnitt einzeln bewiesen. Dazu werden zunéchst die Randintegraloperatoren
niaher betrachtet, gefolgt von den linearen Anteilen und am Schluss dem nichtlinearen
Anteil.

Als Erstes werden Bedingungen an die Daten gestellt. Diese sichern die Koerzitivitéit bzw.
die Beschrinktheit der Operatoren und machen die Notation einfacher.

Annahme 4.8 (Annahmen an die Daten)

(V1) Es existieren je eine obere und eine untere Schranke fir die Mazimumsnorm von w
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und f, d.h

0 < cou <[W(H)|| oo () < cvo fiir alle t € [0,T7,
0 < cru <|[f(O)l o,y < cro fiir alle t € [0,T].

(V2) FEs gilt

1w (O (0y + IR (D) = Cor > 0.

Als Zweites ist zu kldren, welche Operatoren den Operatoren aus dem Satz 4.7 entsprechen.
Die rechte Seite verschwindet in diesem Fall, das heifit ' = 0. Der Operator D(t) enthilt
alle andern Terme aufler der Zeitableitung. Damit gilt

D(t)(u) = | A+ iV + iICZTllC’ u+ Ay(u).
Mo Ho

(. J

=S

4.3.1 Eigenschaften der Randoperatoren

Als Erstes folgt aus Bemerkung 3.7 die Beschranktheit der Randintegraloperatoren.

Lemma 4.9 (Beschrdnktheit der Randintegraloperatoren)
Die Operatoren

D: L2 (O,T; H%(aﬁc)) Ny (O,T; H—%(aQC)) ,
V:L*(0,T; H,) — L?(0,T; H) und
K:L? (O,T; H%(aﬁc)) 5 L2(0,T; HY)

sind beschrdankt.

Beweis:

Zunichst wird das Einfachschichtpotential betrachtet. Dazu wird ||, v||, _;
verwendet (vgl. z.B. [BCO1a]).

vony < eIV,
Vu,v) = (VT,u, T, V),
< VTl 4

< ¢ [Tl

3 (09) H " HH_? (090)

1TV

H™ 3 (000) H™3 (000)

< cllallg, vl -
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Fiir die beiden anderen Operatoren kann analog die Beschrianktheit gezeigt werden, indem
diese auf die Bemerkung 3.7 zuriickgefiihrt wird. 0

Fiir den gesamten Randterm ergibt sich

% (V+KDK) v, %) <clvig, ¥, -

Die Konstante wird im folgenden mit cr bezeichnet.

Als Zweites soll nun eine Beschranktheit nach unten, das heifit eine Art Koerzitivitét
gezeigt werden. Dazu ist zu bemerken, dass der Operator V elliptisch ist und W auf dem
Raum H %(896) ohne die Konstanten koerzitiv ist mit Koerzitivitdtskonstanten Ay und
Aw (vgl. z.B. [SS04] Satz 3.5.3 oder [Ste03a] Satz 6.5 und Satz 6.7). Des Weiteren ist
der hypersinguliére Operator W selbstadjungiert und beschrankt und damit auch D (vgl.
Definition auf Seite 33). Nach [Ste03a] Lemma 3.3. ist damit auch der inverse Operator D~
elliptisch, wobei die Koerzitivititskonstante der Kehrwert der Koerzitivitdtskonstante von
D ist. Des Weiteren ist zu vermerken, dass K und X' zueinander adjungierte Operatoren
sind. Damit folgt

(KD7'K'v,v) = (D'K'v,K'v) > Ay ||IC'V||H_j 090"

Somit ist der Randterm elliptisch. Um die Notation zu vereinfachen, werden \p := i)\‘;/l
und Ay = ﬁ)\v definiert.

Bemerkung 4.10
Es qilt

+ ) ||V > 0. O

_<(V+’CD K v.v) =y v H™ 3 (000)

H™% (99

4.3.2 Lipschitz-Stetigkeit der Operatoren S(t) und A,

Als Erstes wird wieder die Beschranktheit untersucht.

Bemerkung 4.11 (Beschrdinktheit von S)

(S(t)v,v) < o9k ||V||L2(Q

|§||L2 Q. 102 ||W||L°°(Q ) |V x VHL?(QC) HGHL?(QC)

L HV XV 200 IV X V20 + er VI, V14,
1 ~
< max {220 Wl e IV, [ (43)
Damit ist S(t) beschrdinkt. O

Zusammen mit dem nichtlinearen Anteil folgt die Beschranktheit von D(t)v.
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Bemerkung 4.12 (Beschrinktheit von D(t)v)
Nach der Bemerkung 4.11 gilt fiir alle v, v .€ L*(0,T; H,)

~ 1 CR ~
D(t)v,v) < oomax<n, —, |[|[W||; ,—, |R . v v 4.4
(D(0%,9) < v {2l SR | VI, 9, (2)

N J/
-~

=:cq(t)

und damit ||D(t)v| ;. < cq(t) |Vl . Die Funktion cq(t) ist Lebesgue-integrierbar. O

Als Zweites soll die Lipschitz-Stetigkeit des Operators D gezeigt werden. S ist linear und
beschrankt und damit auch Lipschitz-stetig. Des Weiteren kann folgende Abschétzung fiir
den nichtlinearen Term gezeigt werden, wobei die Norm die L?-Norm bezeichnet.

Lemma 4.13 (Lipschitz-Stetigkeit des nichtlinearen Terms)
Seien u, u € L?(0,T; H,) und v € H,, dann gilt

1 1
u- 0,v)<3u—1u v .
(1+8|u\2 1+ s ) la =1l 20, 1Vl220,)

Beweis:
Als Erstes wird die Lipschitz-stetige Hilfsfunktion ¥ (t) := ﬁ definiert. Fiir beliebiges
t e R gilt

[p(@)] < 1. (4.5)

Die Lipschitz-Stetigkeit von ¥(t)t, t € R folgt aus der stetigen Differenzierbarkeit der
Funktion.

d t
dt 1+t

<1, (4.6)

_‘1+t2—2t2
(14¢2)°

‘ 1—¢2
(14¢2)°

2
S‘ 14+t :
(1+t2)

1
122

d.h.

[Y(6)t —(s)s| < |t —s].
Nun soll die Lipschitz-Stetigkeit des nichtlinearen Anteils betrachtet werden. Dazu wird

(¥ (Ju))u =9 (Ju))u,v) = (¥ (Ju]) (u—1) + (¢ (Ju]) — ¢ (Ju))) a, v)
= [ vty v e+ [ Gul) ) v de

S/Q ¥ (Ju))| u = uf |v| dﬂf+/Q ¢ ([ul) = ¢ ([a))| [a] |v] dz

=@l vl + [l ] al) + 0 (al) ful = 0 (5D V] do

c

< [lu—q HVIH/Q ¢ ([a))l{[a] = |al[|v] dfc+/Q ¢ ([a]) [uf =& ([uf)al [v] dx

4.5),(4.6 _ _ ~
< fu=afl{lvll+ Tl = Rl {[v]] + [faf = faf| {v]
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betrachtet. Die zweite Dreiecksungleichung ||u| — |a|| < |u — 1| und die Abschitzung von
Cauchy-Schwarz liefern die Behauptung. OJ

Die folgende Abschéitzung ergibt sich aus den vorherigen Ergebnissen.

Bemerkung 4.14 (Lipschitz-Stetigkeit von D(t))
Aus Bemerkung 4.12 und Lemma 4.13 ergibt sich die Lipschitz-Stetigkeit von D := S+ A,,;.
Seien vy, vo, v € L*(0,T; H,)

(S(vi—v2) + Au(vi) — Au(va), v)

1 ~
< max {0277, 7 1Vl ey > CRy 302 | R ||f||L°°(QC)} V1 = vall g, V1], - D

J/

-~

=:L

4.3.3 Monotonie des Operators D(t)

Nun fehlt noch eine Abschétzung nach unten. Dazu wird Bemerkung 4.10 verwendet.

Bemerkung 4.15 (Monotonie von D(t))

Der Operator S ist linear. Es ist also insbesondere nur der nichtlineare Anteil von Interesse.
Da dieser aber mit einem Minuszeichen in die Gleichung eingeht, kann er nach unten iiber
die Lipschitz-Stetigkeit abgeschditzt werden. Damit gilt fir den Operator D(t)

~ ~ 1 ~ ~
(D) (v=v),(v-v)) = o IV % (v = 9)lIz20,) + 016 IV = VlIz2(a,

— 02 HWHLOO(QC) IV x (v — V)HL?(QC) v — VHL?(QC)

=309 |B [l e ) IV X (v = V)| 20y IV = VI 2240

~12 112
+Av [[v - V||H—%(aszc) +Ap K (v - V)HH’%(aﬂc)
1 - 9k ~2
> (=) 19 % (v = Dl + (o005 ) Iv = Tl
M2
~112 S\ |12
AV IV =Yg ) AL 1KV = D)4 o

) 1 9k ~12 ~112
> min {@ — C, 01K — 7} v =¥y + v |v— V||H—%((mc)

~\ (12
F A IK (v = )23 e

wobei ¢, so gewdhlt wird, dass ;%z — ¢ > 0. O

Wird die Konstante Ck (t) := min {;—2 — Ck, 01K — 97"‘} > ( definiert, so ergibt sich

(D(t) (v =), v=%) 2 Cx(t) |v = VI, ,

indem die Randterme nach unten mit Null abgeschétzt werden. Damit ist der Operator D
insbesondere stark monoton.
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4.4 Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des ge-
koppelten Problems

Als Fazit der vorangegangenen Abschnitte wird hier nun die Existenz und Eindeutigkeit
einer Losung des Problems 4.3 bewiesen. Das Problem hatte folgende Gestalt:

Problem (Wiederholung: Aquivalentes kontinuierliches reduziertes Problem)
Zur Startlésung u° € H, finde u € H'(0,T; H,) so, dass fiir fast alle t € (0,T) gilt

1 1
Atu - (A + —V+ —,CD_lK,) u+ Anl(u) =0.
Ho Ho

Folgendes Ergebnis ist die Hauptaussage dieses Abschnittes:

Satz 4.16 (Eindeutige Losbarkeit des kontinuierlichen Problems)
Das Problem 4.3 besitzt eine eindeutige Losung.

Beweis:

Nachzupriifen sind die Voraussetzungen von Satz 4.7. Dass (H,, L*(Q.), H}) ein Gelfand-
Tripel bildet, ist einfach zu zeigen.

(a) Die Monotonie von D(t) folgt aus Bemerkung 4.15. Da S linear und beschrénkt bzw.
A, (t) nach Lemma 4.13 Lipschitz-stetig ist, ist D(¢) hemistetig (vgl. Bemerkung
4.6).

(b) Die Koerzitivitdat von D(t) folgt aus Bemerkung 4.15 ebenso wie die Abschétzung. Da-
bei wird statt der Lipschitz-Stetigkeit von A,,; die Beschrénktheit in der Abschétzung
verwendet.

(c) Die Bedingung folgt aus Bemerkung 4.12.

(d) Die Bedingung folgt ebenfalls aus Bemerkung 4.12.

Da F' = 0 und damit die Anforderungen erfiillt, muss ug so gewéhlt werden, dass
uy € L*(€,). Damit kann Satz 4.7 angewendet werden und es gibt genau eine Losung u
von Problem 4.3. 0




Kapitel 5

Semidiskretisierung im Ort

Life defies our phrases, it is infinitely
continuous and subtle and shaded, whilst our
verbal terms are discrete, rude and few.

William James (1842 - 1910),
amerikanischer Philosoph

Im vorherigen Kapitel wurde die Existenz und Eindeutigkeit einer L6 des schwachen, ska-
lierten Problems bewiesen. Um dies nun numerisch zu untersuchen, muss es in Ort und
Zeit diskretisiert werden. Dieses Kapitel widmet sich der Diskretisierung im Ort. Es wer-
den Nédélec-Elemente verwendet. Eine Beschreibung dieser findet sich in Abschnitt 5.1. Im
folgenden Abschnitt 5.2 wird das zugehorige Galerkin-Problem formuliert und eine Qua-
sioptimalitdtsabschiatzung bewiesen. Das kontinuierliche Problem 4.3 ist aus zwei Glei-
chungen durch Invertierung des hypersinguldren Randintegraloperators entstanden. Um
eine vollstiandige Diskretisierung im Ort zu erhalten, muss auch die Nebenbedingung dis-
kretisiert werden. Dies geschieht in Abschnitt 5.3. Fiir das so entstandene Problem wird
ebenfalls eine Quasioptimalitdtsabschidtzung und die Existenz einer eindeutigen Losung
gezeigt.

5.1 Nédélec-Elemente

Finite Elemente sind ein beliebtes Mittel, um partielle Differentialgleichungen zu diskreti-
sieren. Dabei gibt es eine grofie Anzahl an Varianten. In der Stromungsphysik werden z.B.
gerne Lagrange-Elemente verwendet. Fiir den hier vorliegenden Fall sind Nédélec-Elemente
besser geeignet. Nédélec-Elemente sind rotations-konform, das heifit eine Losung liegt in
H,.. Des Weiteren besitzt ein Nédélec-Raum einige Eigenschaften, die auch H, besitzt. Dazu
werde das diskrete DeRham-Diagramm (Abbildung 5.1) betrachtet:

45
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R -5 HY(Q) -5 H(euwrl,Q) 5 H(div,Q) —— Ly(Q) —— {0}
U U J -
R 2L oW, Y X, o 55 5 {0}

Abbildung 5.1: Kontinuierliches und diskretes DeRham-Diagramm

Im Kontinuierlichen gilt
X3 g X g X3 = Blld(Xl) = KGTH(XQ).

Bei geeigneter Wahl der diskreten Rédume, gilt dies auch im Diskreten. Dazu werden konfor-
me Finite Element Methoden verwendet. Der Raum X}, der Nédélec-Elemente erfiillt diese
Bedingung. Fiir (), wéren es Raviart-Thomas-Elemente. Im Folgenden werden Nédélec-
Elemente auf Tetraedern und Hexaedern definiert und ein kleiner Abriss iiber krummlinige
Elemente gegeben. Die Ausfiihrungen dieses Abschnittes beruhen auf [Mon03], welches
wiederum auf der Arbeit [Néd80] von Nédélec beruht.

5.1.1 Nédélec-Elemente auf Tetraedern

Es gibt zwei Arten von Nédélec-Elementen auf Tetraedern. Die Elemente erster Art benoti-
gen weniger Freiheitsgrade als die Elemente zweiter Art. Dafiir haben die letzteren bessere
Approximationseigenschaften in der (L2(€2))’-Norm. Fiir die Elemente erste Art wird der

Raum
Sy = {pE (ﬁk)B |X-p:0}

eingefiihrt. Dieser Unterraum der homogenen Polynome vom Grad k in drei Dimensio-
3

nen, (]Bk> , zusammen mit dem Raum der Polynome mit Grad hochstens & — 1 in drei

Dimensionen, (P;_;)3, ergibt den wichtigen Raum
Rk = (Pk_1)3 D Sk

Dieser Raum tritt bei der folgenden Helmholtz-Zerlegung von Polynomraumen auf. Es gilt
(vgl. [Mon03] Lemma 5.27):

(Py)? = Ry ® V Pyy1.

Mit K soll im Folgenden das Referenz-Element bezeichnet werden. Fiir jedes K der Trian-
gulierung 7y, existiert eine affine Abbildung F}, : K — K mit

Fxx = BgX + b,

wobei By eine nichtsinguldre 3x3-Matrix und bk ein Vektor sind.
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A\ 3
Die Freiheitsgrade fir @ € (1L1%+¢s (K)) L8>0, mit V x @ € (LP(K))® fitr ein p > 2, sind
wohldefiniert und sehen wie folgt aus:

e auf den Kanten:

M,(a) = { / Q- 7q ds ‘ fiir alle ¢ € Py_1(¢) und alle Kanten é} ,

e auf den Fléachen

1 .
M (d) = i /ﬁ CqdA | fir alle § € (Poo(f))’, 40 =0
d {le(f) f ‘

und alle Flachen f },

e im Volumen:
N 3
M (@) = {/ a-qdv ] fiir alle § € (Pk_g(K)) }
K

Eine Abbildung der Elemente erster und zweiter Ordnung findet sich in Abbildung 5.2.

Um die zweite Art der Nédélec-Elemente auf Tetraedern zu beschreiben, werden die Raume
Dy = (P1)® @ Broix und D1 (f) = (Pe—a(f))* @ Pea(f)x

bendtigt.
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Abbildung 5.2: Freiheitsgrade der Nédélec-Tetraeder-Elemente der Ordnung k£ = 1 und
k=2.

. \3
Die Freiheitsgrade fiir @ € (H%H(K)) ;6 >0, mit V x @ e (LP(K))? fiir ein p > 2, sind
wohldefiniert und sehen wie folgt aus:

e auf den Kanten:

€

Ms(a) = {/ﬁ - Tq ds ’ fir alle ¢ € P(é) und alle Kanten é} ,
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e auf den Fléachen

M(d) :{ / axv-qdA ‘ fiir alle § € Dy_1(f) und alle Flichen f},
f

e im Volumen:

M (@) = {/Ku g dv ‘ fiir alle § € DH(k)}.

5.1.2 Nédélec-Elemente auf Hexaedern

Formal gesehen werden fiir eine natiirliche Zahl k£ > 1 die rotations-konformen Elemente
(K, Pg, > 1) folgendermafien definiert:

. \3
Die Freiheitsgrade fiir . € (H%H(K)) L6 >0, mit V x @ e (LP(K))? fiir ein p > 2, sind
wohldefiniert und sehen wie folgt aus:

e auf den Kanten:

M;(a) = {/ﬁ -7qds | fir alle ¢ € P,_;(é) und alle Kanten é} ,

e

e auf den Flachen
Mf(ﬁ) :{ /ﬁ XU- q dA | fiir alle q S Qk—?,k—l(f) X Qk—l,k—Q(f)
f

und alle Flachen f },
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e im Volumen:

Mg(a) = {/ u-qdV | fiiralle q € Q-1 252 X Qr_2,k—1k—2 X Qk72,k72,k71}-
K

Eine Darstellung der Elemente erster und zweiter Ordnung findet sich in Abbildung 5.3,
wobei beim Element zweiter Ordnung nur die Freiheitsgrade in x,-Richtung angegeben
sind. Der Interpolationsfehler von Hexaeder-Nédélec-Elemente hat die folgende Form (vgl.

[N6dS0])

Bemerkung 5.4
Sei K ein Element aus der Triangulierung Ty,. Dann gilt

Ju— HhU”(L2(K))3 S A |U\<

IV X (u = I oy S h* |U|(

—

—

/

/

/

/

AN

MaREEEEEE T Pt SEEEEE

HITk(K))

HIH(K))

3

3. U

Abbildung 5.3: Freiheitsgrade der Nédélec-Hexaeder-Elemente der Ordnung & = 1 und
k = 2. Im Fall £ = 2 sind nur die Freiheitsgrade in zo—Richtung dargestellt.

5.1.3 Krummlinige Nédélec-Elemente

Eine der ersten Schritte in Richtung von krummlinigen Kanten-Elementen ist wohl die
Arbeit [Ber89] von Bernardi. Es werden einige allgemeine Eigenschaften von Elementen
bewiesen und auf Nédélec-Elemente angewendet. Hier wird die Methode aus dem Buch
[Mon03] von Monk vorgestellt, die auf der Idee der Arbeit [Dub90] von Dubois beruht. Die
Ergebnisse sind allerdings nur fiir lowest-order Elemente und Tetraeder verifiziert.
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Es wird angenommen, dass der Rand des Gebietes aus zwei disjunkten zusammenhéngen-
den Komponenten besteht. I" sei der Rand eines Lipschitz-Gebietes, wihrend ¥ C?-reguliir
ist. Der polynomielle Rand interessiert nicht weiter, da dieser exakt trianguliert werden
kann. Es geht hier also um den Rand ¥. Zunéchst kann folgendes Ergebnis festgehalten
werden.

Bemerkung 5.5
Es existiert 6 > 0 und eine Umgebung

Us := {z € R® | dist(z,X) < §}

von X, so dass jedem Punkt x € Uy eine eindeutige Projektion Px auf 3 zugeordnet werden
kann. OJ

Mit Hilfe dieser Projektion P soll nun die Funktion Fy (vgl. Abschnitt 5.1.1) so definiert
werden, dass das Gebiet exakt trianguliert wird. Dazu sei €2 iiberdeckt von einer Familie
von krummlinigen Gittern 7y, h > 0, die folgende Bedingungen erfiillen:

(1) Die Elemente K € 7T}, seien disjunkt und besitzen hochstens den Durchmesser h.

(2) Alle Elemente K € Ty, die weniger als zwei Punkte mit dem Rand gemeinsam ha-
ben, sind Tetraederj d.h. sie konnen mit Hilfe einer affin-linearen Funktion aus dem
Referenz-Element K gebildet werden.

(3) Elemente, die eine Kante oder eine Seite mit dem Rand ¥ gemeinsam haben, werden
mit Hilfe der Funktion F aus dem Referenz-Element K gebildet.

(4) Die Triangulierung sei regulér.

Durch ein geniigend kleines h kann der Fall verhindert werden, in dem zwei Seiten eines
Elementes K € 7T}, auf ¥ liegen. Dadurch kann ebenfalls sicher gestellt werden, dass die
Elemente, die mehr als einen Punkt mit dem Rand gemeinsam haben, in der Umgebung
Us liegen. Zu untersuchen sind die beiden Félle, dass ein Element eine Kante bzw. eine
Seite mit dem Rand gemeinsam hat.

(1) Das Element hat eine Kante mit dem Rand gemeinsam. Seien a; und a, die Eck-
punkte des Tetraeders auf dem Rand. Mit [a;, ay] werde die gerade Kante zwischen
a; und ay bezeichnet. Dann ist die Kante auf dem Rand definiert durch

P(laj,a]) ={xe ¥ |x=P(ta; + (1 —t)ay) fiir 0 <t < 1}.

Um die Abbildung Ff : K — K zu definieren, seien 5\1-, 1 =1,2,3,4, die baryzentri-
schen Koordinaten des Referenz-Elementes. Dann ist Fx durch folgende Vorschrift
gegeben (vgl. [Mon03], [Dub90])

A1a; + Aay

Fr(R)=(1— X3 — )P
K 3 4 Y

) + 5\3813 + 5\434-
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(2) Das Element hat eine Seite mit dem Rand gemeinsam. Seien a;, ap und az die Eck-
punkte des Tetraeders auf dem Rand. Mit [a;, as, a3] werde die gerade Seite, die von
ai, a; und as aufgespannt wird, bezeichnet. Dann ist die Seite auf dem Rand

P([al,ag,ag]) = {X c hy ‘ X = P()\lal + )\232 + )\33.3)
fur(]g)\z, 221,2,3, )\1+)\2—|—)\3:1}

Um die Abbildung Fy : K = K zu definieren, seien 5\“ 1 =1,2,3,4, die baryzentri-
schen Koordinaten des Referenz-Elementes. Dann ist Fy durch folgende Vorschrift
gegeben (vgl. [Mon03], [Dub90])

FK()A() _ (1 _ 5\4)P <)\13} + )\23.2 + )\33.3) S

< = +)\4a .
A+ A + g !

Mit Hilfe dieser Definition werden Uberlappungen von Elementen verhindert. Ferner wird
dafiir gesorgt, dass alle Teile von ¥ iiberdeckt sind. Des Weiteren ist diese Abbildungsvor-
schrift unabhéngig von jenem Tetraeder, welcher diese Seite bzw. Kante enthélt.

Analog zu Abschnitt 5.1.1 kann nun der Raum R; definiert werden. Es wird hier nur R,
betrachtet, da sich auf lowest-order Elemente eingeschrankt wurde.

Ri(K):={v:K—=R*|3v € Ry, sodass VX € K gilt v(Fx(X)) = (dFx (%)) T¥(x)},

wobei dF} die Jakobimatrix von F ist. Die Freiheitsgrade werden wie auch in Abschnitt
5.1.1 gewahlt

M. (v) = {/V T ds ) fiir alle Kanten é} :
Dabei ist der Tangentialvektor 7 mit 7 durch folgende Bedingung verkniipft (vgl. [Mon03]
(3.80)):

dFgT

Mit diesen Definitionen ist das Element (K, M., Ry(K)) unisolvent und H,-konform. Des
Weiteren ergibt sich folgendes Approximationsresultat (vgl. [Dub90] Theorem 3.2.)

Lemma 5.6
Das Gitter sei requldr und quasiuniform. ry sei der Interpolationsoperator von H, in den
Raum

Wi(Q2) :={v € H, | V|x € R(K) fiir alle K € Ty} .
Dann gilt fir v.e W2(Q) :={v e (H'(Q))* |V x v e (H'Q))*} die Abschiitzung

v = v, < e (g + 19 % Vi) -
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5.2 Galerkin-Formulierung

In diesem Abschnitt wird die Galerkin-Formulierung des kontinuierlichen Problems 4.3

Problem (Wiederholung: Aquivalentes kontinuierliches reduziertes Problem)
Zur Startlosung u® € H, finde u € H' (0,T; H,) so, dass fiir fast alle t € (0,T) gilt

Au+ Su+ A,;u =0.

mit dem Operator

S— A+ v Lep ik
Ho Ho

betrachtet. Nach Bemerkung 4.15 ist A + A,,; stark monoton.

~ ~ ~ ~2 ~\112
(S(v—v)+Auv —Auv,v—v) > Ay |[v— VHH—%(BQC) +Ap |K' (v — V)HH’%(()QC)
1 IWlie@y ORI e 2
—i—mm{E — Cp, 09K — 05 ( 2, + 2 [v—vly - (5.1)

v~

‘Csm

Des Weiteren ist A + A,; Lipschitz-stetig (vgl. Bemerkung 4.14). Da diese Eigenschaften
auch fiir den diskreten Operator zutreffen, konnen diese Eigenschaften fiir den Existenz-
und Eindeutigkeitsbeweis verwendet werden, der sich im néchsten Abschnitt befindet. In
diesem Abschnitt wird eine Quasioptimalitdtsabschiatzung fiir den Fehler der Galerkin-
Formulierung gezeigt.

Fiir das innere Potential wird der Raum X, verwendet, der durch Nédélec-Elemente der
Ordnung k definiert wird. Das Galerkin Variationsproblem von Problem 4.3 ist dann

Problem 5.7 (Galerkin Variationsproblem)
Zur Startlosung u° € Xy, finde w, € H (0,T; X}) so, dass fiir fast alle t € (0,T) und alle
v, € X}, gz'lt

(Apay, vp) + (Suap, vi) + (Anup, vi) =0.

Es werden zwei Quasioptimalitdtsabschiatzungen angegeben, wobei zunéchst mit dem konti-
nuierlichen Randoperator begonnen wird. Im néchsten Abschnitt wird die Nebenbedingung
diskretisiert und die Ungleichung dementsprechend angepasst.
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Lemma 5.8 (Quasioptimalititsabschitzung)
Fiir den Fehler zwischen der Lisung von Problem 4.3 und Problem 5.7 gilt

Csm

2
1w = a) Oll2,) + [l —wf;

2\
+ 22K - i

Hu_uh”LQOTHT)+ L2( OTH*§(8§2 )

L2(0,T;H ™3 (99.))

412 Com

doj 2 2
L L

02 2 2
< 20—1 1€ 2200y + 2 In)|72 () + o

2\
2

sm 1Csm

H’C’ I7

I ”L2 (0,T;H % (99 )) L2(0,T:H ™% (690))

fiir alle t € [O,T] mit £ := mu — uy, und 7 :=1u— TpU.

Beweis:

Sei m, : H, — X} eine Interpolante. Die Fehleranteile werden wie folgt definiert: £ :=
mpu — uy, und 7 ;= u — mu. Aus der diskreten Gleichung ergibt sich fiir alle v, € X},

0
< 8t (ll — uh) Vh> + <S (ll — llh) + Anlll — Anluh, Vh> =0.

Als Testfunktion wird £ eingesetzt und es wird eine Nullergénzung gemacht. Es ergibt sich
(Oatga g) + <S§ + Anl(ﬂ-hu) - Anl“ha €> = - (0‘8{'7, g) - <S77 + Anlu - Anl(ﬂ-hu)a 5) .

Auf Grund der starken Monotonie (5.1) und der Lipschitz-Stetigkeit von S + A,,; (Bemer-
kung 4.14) folgt

VDo +eom €O, + M SO, ooy T A IKEDIT 4 0

< 02 |0 () |z 1€, + L O], 1€,

Csm L2 Csm
= om N, + = 1€, + —— I, + = 16D,

sm sm 4

2dt

Daraus folgt

H\fﬁ [ ""Csm”£<)H?{T+2)‘V”£@)Hi{7%(890)+2)‘D|’IC/§<1;>"2—%(8QC)

202 9 22 2
2 Nom@) I, + ()|, -

sm sm

Integration tiber [0, t] liefert

2 2 2 2
o1 160 2y +om IER 20 mm) + 22 D€ b 00y 220 € o3 o

2 20'2 2L2 2
< 09 Hf(o)”ﬂ(gc) + - : Hatn”LQ(O,T;HT) + P HnHLQ(O,T;Hr) .

Wird die Dreiecksungleichung auf den Fehler u — u;, angewendet, so kann daraus die obige
Behauptung abgeleitet werden. O
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5.3 Diskretisierung der Nebenbedingung

Wie bereits erwdhnt muss die Nebenbedingung diskretisiert werde. Dies geschieht in diesem
letzten Abschnitt. Die Existenz einer eindeutigen Losung des semidiskreten Problems wird
untersucht und eine Quasioptimalitéitsabschéitzung analog zum letzten Abschnitt bewiesen.

5.3.1 Existenz und Eindeutigkeit einer Losung

Es soll eine Quasioptimalitdtsabschatzung fiir die Losung des approximierten diskreten
Operators hergeleitet werden. Dafiir wird zunéchst der approximierte Operator S, definiert
und eine Abschéitzung fiir den Fehler S — S, hergeleitet. Der erste Schritt besteht darin,
die Nebenbedingungen zu diskretisieren. Im kontinuierlichen Fall beséfle sie die Form

(D, v) = (K't), u) Vip € H2(99),).

Die Randfunktionen werden im Raum W), C H %(896) gesucht, wobei W}, aus den nodalen
Elementen der Ordnung %k auf dem Rand besteht. Es wird &, € W}, gesucht, sodass

<D(I>h,’l7Z)h> = <’C,Q/}h,u> V@Z)h e W,. (52)

Um dies kenntlich zu machen, wird D), := D und K} := K’ gesetzt, falls die diskreten
Nebenbedingungen verwendet werden. Damit wird der neue Losungsoperator Sy, : H, — H}
durch
1
(Spu,v) :=a(u,v) + — ((V+KD; 'K},) u,v) VveH,
Ho

definiert. Es ergibt sich das folgende approximierte Problem.

Problem 5.9 (Approximiertes Problem, semidiskret im Ort)
Zur Startlisung u® € X, finde fiir alle t € [0,T] ein 0, € HY(0,T; X},) so, dass fir alle
vy € Xy gilt

<(Sh + Anl 4= At) ﬁh, Vh> = 0.

Als Erstes muss die Existenz einer eindeutigen Losung dieses Problems untersucht werden.
Im zweiten Schritt wird eine Fehlerabschétzung fiir den Fehler zur Losung des kontinuier-
lichen Problems hergeleitet werden. Die Existenz einer eindeutigen Losung folgt aus dem
Hauptsatz iiber maximal monotone Operatoren (vgl. [Zei90] Theorem 31.A), der 1967 von
Komura bewiesen wurde.
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Satz 5.10 (Hauptsatz iiber maximal monotone Operatoren)
Sei A : D(A) C H — H ein Operator auf dem reellen Hilbert-Raum H mit folgenden
FEigenschaften:

(a) A ist monoton.

(b) Bild(I + A) = H.

Dann existiert fir jedes ug € D(A) genau eine stetige Funktion u : [0,00) — H, so dass
fir alle t € [0,00) gilt

wobei die Ableitung W'(t) im Sinne von ¢ (u(t + h) —u(h)) = W'(¢) in H gemeint ist.

Bemerkung 5.11
Die beiden Bedingungen (a) und (b) aus Satz 5.10 sind dquivalent dazu, dass A mazximal
monoton ist, d.h.

(b—Av,u—v) >0 VveDA

(vgl. [Zei90] Proposition 31.5). Des Weiteren gilt nach [Zei90] Proposition 32.7, dass ein
monotoner, hemistetiger Operator auf einem reellen reflexiven Banach-Raum mazimal mo-
noton 1st. U

Damit kann auch die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des hier betrachteten Pro-
blems gezeigt werden.

Satz 5.12 (Eindeutige Losbarkeit des approximierten Problems)
Das Problem 5.9 besitzt eine eindeutige Losung.

Beweis:

Der Raum X}, ist als abgeschlossener Unterraum des Hilbert-Raumes H, wieder ein Hilbert-
Raum. Fiir den Operator A in Satz 5.10 wird der Operator S, + A,; gewéhlt. Dieser ist
koerzitiv und Lipschitz-stetig. Damit erfiillt er nach Bemerkung 5.11 die Voraussetzungen
von Satz 5.10. 0
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5.3.2 Quasioptimalititsabschitzung

Zunéchst wird der Fehler betrachtet, der durch die Diskretisierung der Nebenbedingung
entsteht. Es zeigt sich, dass (vgl. Ausfithrungen zum stationdren Fall in [KS02]) fur die
Differenz vom kontinuierlichen und dem approximierten Operator eine von der Auflen-
raumlosung abhéngige Abschitzung gilt.

Lemma 5.13
Fiir alle v e H, gilt

S—9 . <c inf ||® it &, = D Kv. 5.3
1S = S vlly, < inf | mi v. o (53)

v ¢h||H%(8QC)

Beweis:

Analog zu ®, wird @y, := D;llC;LV definiert. Es ergibt sich

S—S,)v,v
1S = SVl = sup (5 =5 v,¥)
" 0#£VEH, ||V||Hr
Ly BT - (D) v.)
0£VEH, ||V||Hr
< C i — 1 .
< cll®e = Punllyyon,) = o i 1Py = Unllyy g, -

=:coA
Analog zu Lemma 5.8 kann eine Quasioptimalitdtsabschiatzung gezeigt werden.

Satz 5.14 (Quasioptimalititsabschitzung fiir den approximierten Operator)
Fiir den Fehler zwischen der Losung von Problem 4.3 und Problem 5.9 gelten die Aussagen
fiir alle t € [0,T]

Csm

g1

() = Bu ()22, +
Ap

0 ~ 2
+ —1 ||]C (11 - uh)”Lz(QT;H—%(EJQC))

20’2 ZO'QCZ 9 ZCZ )
(a—l ! mm> I (0) = w(O)lz2e + (2 + cm> () = mu®)l2sgq,)

402 402c,
+< 2 293

01Csm 01 Csm,

09 - D) 4L2 Csm 2
+ 2 un(0) = GOl + (e +2%2) (14 22) ) ha = malBao

2)‘V 2)\ch
- <a—1+ o2 >Hu_7rh L

2\p 2Apc, / 2
4 (U_l + p ) 1K' (a — 7Th11)||L2(07T;H—%(an)) '

Ay
Ju— uh||L2 ©or;H) T — o1 lu—u h”m(OTH—f(aQ )

IN

e,
2 04
) 10 ( — maw) || 720 11,y + - inf & — whHLQ(OTH?(E)Q ))

Yr€WH
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Beweis:

Als erstes wird der Fehler zwischen uy, und uy, betrachtet. Mit Lemma 5.8 ergibt sich somit
eine Abschatzung fiir u —uy,. Wird von der Gleichung fiir u, die diskrete Gleichung fiir uy,
abgezogen, so ergibt sich fiir alle v, € X},

0 ~ ~
(0’5 (uh — llh) ,Vh) + <(S + Anl) u, — (Sh + Anl) uy, Vh> = 0

Als Testfunktion wird x := u, — uy, eingesetzt und es wird eine Nullergdnzung gemacht.
Es ergibt sich

0=(00x, x) + ((S — Sp)up + Si (0, — ap) + Ayup — A+, x) -

Auf Grund der starken Monotonie von S} + A, folgt

Vo2 + com X0, + A XI5,y g + A0 KX -3 0
<(00x, x) + (Sx: X) + <Anluh_AluhaX> —((S—Sh)uh,x>
<|[I(S — Sr) 1(S = Sp) w7

o7l

> 2 Com H* 7 ”XHHT

Daraus folgt

2 2 2
H\FX 1oy 3 Com X, + 220 X3 5, T 220 IKXO -4 50,

STERES () 7, - (5.4)

Integration iiber [0,¢] und Lemma 5.13 liefern

2y 2)\D

2 2 2
01 ||X(t)||L2(QC) + Csm ||X||L2(O7T;HT) +— ||X||L2(O,T;H_%(3flc)) ||’C,( )||L2(OTH77(39 ))
1
2 2
< 02 [IX(O) 2,y + 7 105 = Sh) Wl 20,7
2 2 2 2 2
< 0y ||X(O)||L2(Qc) + . 1(S = Sh) u||L2(0,T;H;) + . [(S = Sk) (up — U)HL?(O,T;H:)

|| H . 2
h u”LQ(O,T;HT)'
sSm
N———

=:cy

2 2
<o X072, + =22 inf (&=l .
Csm ¥n€Wh 12(0,15H2 (90.))
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Damit ergibt sich

2\

c
- ||u uh||L2(0Thm+ pu

a(t) = 8 ()20, + = lu =

2\
+—{meu—umu

L2(0,T;H ™3 (990))

L2(0,T;H ™% (9))

Csm 2 2)\\/
< Ju(t) = wn(t)[1720,) +—- =720 7.8, + — . u— “h||L2(0TH } (60)
2)\D 2 ~ 2 Csm ~ 112
1K' (0 — uh)HLQ(QT;H—%(aQ + [[un(t) — wn ()20, + p I, — Ul 72007,
2)\ - 2
+—V||uh—uh||2 R ||’C(llh—1lh)||2

L2(0,T;H % (99)) L2(0,T:H™ 3 (090))

o1
Mit den Abschétzungen der letzten Seite fur X = uy, — uy, folgt

R ) ot ) ANV
[u(t) — an(®)l72) + o =20 + —— Hu a uh”” 0T:H 3 (90)
2\p
+ — ||’C,(u - uh)HLQ(O’T;H*%(aﬂc))
Corn 2)\\/

2
< [lu(t) = wn(®)llz2(q,) + lu— w3

2)\D

o Ju— uhHLQ(OTHT) +— L2(0,T;H ™3 (9.))

g2 ~
||K:,( - uh)HLQ(OTH*?(aQ ) + 0__1 ||uh(0) - uh(O)HiQ(QC)

2
S [ A

bon) + oy Il
01Csm, YnEWR L2 (0,T;H§ (890)> o h L2(0,T;H,) -

Aus der Quasioptimalitdtsabschétzung (vgl. Lemma 5.8) fiir das Galerkin-Problem ergibt
sich

~ 2
[u(t) = wn(t) |72, +

AD |
+ _11) I (w = a)II;

(@ N 209¢,

01 01Csm

Csm

< 2 Av
o u— uhHLQ(O,T;HT) +— o1 lu — uh”L2(0TH*§(8QC))
L2(0,T;H~ 2(8Qc))

2c,

IN

)Hmw—wmwm;ma

403 do3c, 2c% 4
b (e 2225 ) 10y (= T By + 222 0 18 = 1k

01Csm 01 Csm
2
)) [u— Whu||L2(O,T;HT)
Csm

02 ~ 2 4L2 Csm
4;ﬂm@—mwm@ﬁ(@cm )@+

1Csm

) Im00) ~ w0 + (24

sm

2)\‘/ 2)\ch

+ <0_1+ 0_% ) ||ll—77h ||L2(OTH 2 (092))
2A\p 2Apc, /

+ (a_l + 0-% ) ||/C (ll - 7Thu)||L2(0TH 2(0Q))



60

KAPITEL 5. SEMIDISKRETISIERUNG IM ORT




Kapitel 6

Vollstiandige Diskretisierung

Ich betrachte es aber als durchaus moglich,
dass die Physik nicht auf dem Feldbegriff
begriindet werden kann, d.h. auf
kontinuierlichen Gebilden. Dann bleibt von
meinem ganzen Luftschloss inklusive
Gravitationstheorie nichts bestehen.

Albert Einstein (1879-1955),
theoretischer Physiker

Im vorherigen Kapitel wurde das Problem im Ort diskretisiert. In diesem Kapitel geht
es um die zeitliche Diskretisierung. Dazu wird das implizite Euler-Verfahren verwendet
(Abschnitt 6.1). Anschliefend wird in Abschnitt 6.2 die Wohldefiniertheit des vollstandig
diskretisierten Problems bewiesen. Am Ende dieses Kapitels wird in 6.3 ein Projektor
P, zwischen dem kontinuierlichen und dem diskreten Problem definiert. Mit seiner Hilfe
kann ein Konvergenzresultat gezeigt werden. Falls in diesem Kapitel Normen ohne Indizes
vorkommen, so handelt es sich um die L?-Norm.

6.1 Diskretisierung in der Zeit

Der erste Abschnitt liefert die Grundlagen fiir den Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis
und die Konvergenzaussage, die in den folgenden beiden Abschnitten behandelt werden.
Zunichst wird die verwendete Zeitdiskretisierung beschrieben. Anschlieend wird eine dis-
krete Gronwall-Ungleichung bewiesen.

Ausgangspunkt der Untersuchungen ist das semidiskrete Problem 5.9:

61
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Problem (Wiederholung: Approximiertes Problem, semidiskret im Ort)
Finde fir alle t € [0,T] ein uy, € X}, so, dass fir alle vy, € X}, gilt

<(Sh + Anl 4= At) ﬁh, Vh> = 0.

6.1.1 Implizites Euler-Verfahren

Das semidiskrete Problem wird mittels implizitem Euler Verfahren diskretisiert. Im Inter-
vall [0, 7] werden M Stiitzstellen ¢; und die Intervalllingen 7, = t,, —t,,_1 von I,, = [t,_1, ]
definiert. Das Maximum aller 7, wird mit 7,,,, bezeichnet. Das vektorielle Potential des
Magnetfeldes zum Zeitpunkt ¢, wird mit u” bezeichnet, d.h. u"(-) := u(-, t,). Es wird an-
genommen, dass vor dem Zeitpunkt ¢ = 0 ein stationiirer Zustand herrscht, d.h. u™" = u°
fiir alle natiirlichen Zahlen n. Des Weiteren werden der Differenzenquotient mit

n __ 4 n—1

u u

A, u" =
7—77/

und der zeitliche Mittelwert mit

[
u = —/ u(-,s) ds
Tn tn—1

bezeichnet. Fiir die anderen auftretenden Grofien gelten die Bezeichnungen analog. Das so
diskretisierte Problem ist nichtlinear. Die Existenz einer diskreten Losung wird im néchsten
Abschnitt gezeigt. Die neuen Operatoren seien

(A™a,v) := (oku,v) + (%V x u, V X V) —(ow" x (V xu),v),

(Ahu,v) .= —R (o / 5V X u,v) .
1+s|V xu?|

Wie in (5.2) wird die Nebenbedingung diskretisiert. Allerdings ist das Aulenraumproblem
nicht explizit zeitabhéngig. Der Operator S}’ ergibt sich durch

(Spha,v) = (iu, V) + (A", v) + Mi ((V+KD,'K},) u,v) Vve X,
0

Tn

Das vollstandig diskretisierte Problem besitzt dann folgende Gestalt
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Problem 6.1 (Vollstindig diskretisiertes approximiertes Problem)
Gegeben sei 0. Finde fiir allen =1,..., M ein U} € X}, so, dass fir alle v, € X}, gilt

~ 1
(Sp4+ Ay, vy) = — (ap ', vy) .

n

6.1.2 Hilfsmittel

Die folgenden Ausfiithrungen sind Vorbereitungen fiir die Analysis des diskreten Problems.
Dabei wird vereinfachend angenommen, dass das Gebiet polyedrische Rénder besitzt.

Sehr wichtig ist die diskrete Gronwall-Ungleichung. Im Kontinuierlichen konnte eine Funk-
tion g, die durch ein Integral, das die Funktion ¢ enthélt, beschréankt ist, unabhéngig von ¢
durch die Gronwall-Ungleichung abgeschétzt werden. Diese ist in vielfiltigen Varianten in
der Literatur zu finden (vgl. z.B. [Pac01] und deren Referenzen). Ein diskretes Analogon
bietet die folgende Bemerkung.

Bemerkung 6.2 (Diskrete Gronwall-Ungleichung)
Sei {zn}g:(? eine Folge nichtnegativer reeller Zahlen, fiir die

n—1
zn§01+0227jzj n=1,...,N(7)

J=0

mit von T; unabhdngigen, positiven Konstanten Cy und Cy erfillt ist, und 19 < Timaz. Dann
gilt

n—1

Zn < (TOCQZO+01)H(1+Ti02) n=1,...,N(7). O
i=1
Beweis durch vollstindige Induktion nach n:
Fiir den Induktionsanfang wird der Fall n = 1 betrachtet.

0
21 S Cl -+ 027'020 = (Cl + TQCQZO) H (1 + TZ‘C2) .

i=1
Fiir den Induktionsschluss gelte zum Einen

n—1

Zn S Cl + CQ ZTij (61)

J=0
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fiir alle & < n. Zum Anderen folge aus dieser Ungleichung
n—1
zn < (10Ca20 + C1) H (1+7Cy). (6.2)
i=1
Nun sei folgende Ungleichung erfiillt:
21 < CL+ Oy ZT]'Z]'-

J=0

Durch Abschétzen von z, durch 6.1 und einige einfache Operationen folgt

n—1 n—1 n—1
Zn+1 S Cl + CQ Z TjZj + CQTnZn S Cl + C’lC’ng + CQ Z TjZj + CQTnCQ Z TjZj4
7=0 7=0 7=0
n—1 n—1
= 01(1 + TnCQ) + CQ ZTij(l + CQTn) = (1 + TnCQ) Cl + Cg ZTij] .
7=0 7=0

Auf Grund der Positivitdt aller auftretenden Grolen ergibt sich mit der Induktionsvoraus-
setzung (6.1)

n—1

“n+1
— < 1 ; .
(1—|—Tn02) < <700220+Cl)£[1( _'_TZCQ)

Nach Multiplikation mit dem Nenner der linken Seite zeigt sich

n—1

Zn41 S (1 + Tn02> (T()CQZO + Cl) H (1 + TZ‘CQ) TQCQZQ + Cl H + TZCQ O
=1

i=1

6.1.3 Annahmen an die Daten

In den folgenden Ausfithrungen wird w € H'(0,¢ L>(Q,.)) und f € HY0,T;L>(Q.))
angenommen. D.h. es existieren Konstanten wy; und fy, so dass fiir (z,t) € Q x (0,7T) gilt

Wi 1), \wt<xt\—’a""“]<

Of (x,t)

F @], i ' ] . (6.4
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6.2 Existenz und Eindeutigkeit einer diskreten Losung

In diesem Abschnitt wird die Wohldefiniertheit des vollstandig diskretisierten Problems
beweisen. Dafiir wird der Hauptsatz iiber stark monotone Operatoren verwendet. Die
Abschéitzungen der Operatoren erfolgen dhnlich wie im kontinuierlichen und semidiskreten
Fall. Nebenbei féllt noch eine Abschétzung fiir die diskrete Losung gegen den Anfangswert
ab.

Der Hauptsatz iiber stark monotone Operatoren wurde 1960 von Zantonello bewiesen.

Satz 6.3 (Hauptsatz iiber stark monotone Operatoren)
Ser X ein reeller Hilbert-Raum. Des Weiteren sei A : X — X* stark monoton und
Lipschitz-stetig. Dann existiert fiir jedes b € X* genau eine Losung u € X von

Au = b.

Dieses Resultat wird nun verwendet, um die Wohlgestelltheit des vollstandig diskretisierten
Problems zu beweisen.

Satz 6.4 (Existenz und Eindeutigkeit des vollstindig diskretisierten Problems)
Das Problem 6.1 ist eindeutig ldsbar, falls T, hinreichend klein ist, und es gilt

k

n||2 n|2 n||2 /o m 2 0112

2, P+ 3o (19 X W17 + MR, g+ IR 3 ) <
n=

mit einer von h und Ty.. unabhdngigen Konstante c.

Beweis der Existenz und Eindeutigkeit:

Es wird Satz 6.3 verwendet. Dazu ist nachzupriifen, ob X} ein reeller Hilbert-Raum ist
und ob der Operator S}’ + A7, stark monoton und Lipschitz-stetig ist.

X, ist als abgeschlossener Teilraum von H, wieder ein Hilbert-Raum. Die beiden anderen
Eigenschaften folgen aus Berechnungen, die dhnlich wie im kontinuierlichen Fall verlaufen.
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Zunachst wird die starke Monotonie betrachtet

((Sh + Ap) (v =v),v=V)

~\ 112 n ~
> i IV X (v = V)220 = 02 W] oo ) (v =)l 2

v — GHLQ(QC)

2 1

+ o015 |V = Vi@, + p IV = VIIT2n) + Av IV = V1% 4 02)
=303 R 1S L IV % (v = Dl oy IV = sz + A0 1K v = D2
1 12 1 ~12

> (E - Ck) IV x (v = V)20, — 9 v — VHL?(Q + (T_ + ‘71“) V=70
+Av v =v7 bony T AP IK (V -V, (09.)
. 1 1 9k

> min E—ck,T—njLam— 5 HV—VHH + Ay HV—VH o)
F oK =D -

Werden ¢, und 7,, so klein gewéhlt, dass —2 —c¢ound =+ ok — % 5 positiv sind, so ist der

Operator stark monoton. Die Lipschitz-Stetigkeit des Operators S" + A7, ergibt sich wie
folgt:

(Sh(vi—va) + Avi — ARy va, v)
1 - < 1 v
— (T_(Vl - VQ),V) + (ok(vi —Vv2),V) + (;V X (vi —v2),V X V)

~ (oW x (V x (vi — va)) %) + i (V4 KD, K) (v1 — va), 9)

—R<O' f 2VXV1,§) +R(U f 2VXVg,va)
1+ 5|V X vq| 14 5|V X vy

1 1 ~
< o { 2 on 00 W 3 L i 11 = Vel [, - O

n

Beweis der Abschitzung:

Wird die beliebige Testfunktion v, in Problem 6.1 durch 7,,u} ersetzt, so ergibt sich

1 1
(cA, up, Tup) + (;V xup,V X TnuZ) + e ((V + KD} 'K}) uf, 7l
0

ofi
14 5|V xu}

= (owy x (V xuy),muy)+ R ( 5V X uZ,muZ) :

Ausnutzung der Beschréanktheit der rechten Seite und die Koerzitivitiat des Randterms
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ergeben
2 _ 1 2 2 2
H\/EUZH — (auZ {uﬁ) + Ern IV x up||” + Ay HuZHH,%(aQC) + T A\D H]C/uZHH_%(aQC)
<ooTy [|wy X (V x up)|| [|uz]| + Roar, Ji sV xug | gl
1+ 5|V xu}

Durch Anwendung der Cauchy-Schwarz- und der Young-Ungleichung folgt

1
IV [ Va1 5wl + e I,

2
+ 7_n)\D ||’C,uh||H*%(an)

T 2 2 2 2 2
§2—:2 IV X ut||* + 7,05 e Wil o) Munll™ + 7 R20241 17 e gy TR

Der Rotationsterm wird auf die linke Seite gebracht und mittels der Young-Ungleichung
kann der zweite Term auf der linken Seite aufgeteilt werden. Multiplikation der Ungleichung
mit 2 ergibt Folgendes.

Vol = Vo4 22 19 w2 (1 + A0 I 3 )

n|2 n||2 n|2
< 2 (1a0dna W3 ) + 720302 [ gy ) I

TV
=:CyqTn

Wird diese Gleichung fiir n = 1, ..., k aufaddiert, so liefert dies:

k k k
2 1 n2 ni2 nn2
o [[ui]]” + Z " IV > ag ™ + ZQT"AV ”uhHH—%(agc) - ZQT")‘D ”’C,uh”H*%(agc)
n=1 n=1 n=1

k

2 n (2

<o |||+ Ca D> 7 lup?.

n=1
Dies hat schon Ahnlichkeiten mit der Voraussetzung der diskreten Gronwall-Ungleichung.
Auf der linken Seite steht der Term mit gréfftem Index, k, und auf der rechten Seite
werden die Terme mit kleinerem Indizes aufaddiert. Doch bevor die Gronwall-Ungleichung
angewendet wird, wird die linke Seite normiert.

k
min {01 — CyTp, i} [HU_zH? + ZTn |V x uZHQ]
v n=1

=:c1
k
. ni2 /. .n 2
+gm1n {)\V, )\D}JZ Tn [HuhHHf%(aQC) + HIC uhHH*%(aQC)}
;A n=1
k—1

<oy [|uf||” +Ca > 7 gl

n=1
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Es wird 7, < o 2 vorausgesetzt. Dann gilt

4022 (w3, +R2 f3,
. 01 1
cg =min{—,—} >0
= mind G
Damit folgt

k k
2 n|2 ny 2
[[uh]|” + ZT” IV > ugi )‘ZT"< Huh”H*§(8§2 + /uh”H—%(aQC))
n=1 n=1
k—1
2 ny2

<o |[uf|”+ Ca > T flup?

n=1
Wird die Gleichung durch C' geteilt, so ergibt sich auf Grund der Positivitit der Konstante:

k k
A
b+ 32 19 - 2 S (1951 ey IR s ) )

<Z|u H+ ZTnHuhH

01

Nun kann die diskrete Gronwall—Unglelchung angewendet werden.

A
HuhH +Z7'n [HV xup|?* + = (HuhHH 3 o0.) + ||’C,UZ||§{%(an))}

k—1

< T (52 ) (S g 22 ).

i=1

Damit gilt insbesondere

A 12
ma [[uf| +Zm[|rwuhu I gy o KR

1<n<M
17 (Com CuTma
<L (S ) (S 2

=1

Die Unabhéngigkeit der Konstante von h und 7,,,, folgt aus obiger Annahme an die Zeit-
schrittweite fiir allet=1,..., M — 1
Cyr; < 2051 (w12u + sz]ﬁ) T < %. O

6.3 Konvergenz

Zunichst wird ein Projektor P, eingefiihrt, der die kontinuierliche Losung auf eine orts-
diskrete Funktion abbildet. P, wird analysiert und spielt in dem folgenden Beweis der
Konvergenz des Finite-Element-Verfahrens eine essentielle Rolle.
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6.3.1 Der Projektor P, zwischen kontinuierlichem und diskretem
Problem

Der Projektor Py, : H, — X}, wird durch die folgende Gleichungen definiert.
1 1 —1 3/
(Pyu,vy) + ;v x Py, V x vy, | + m (V+KD,'K},) Pou,v) =
0
1 1
(ll, Vh) -+ <;v X u, V x Vh) + /~L_ <(V + ICD_llC') u, V> \V/Vh S Xh (65)
0

Eine Abschéatzung fiir die Norm von Pju liefert das folgende Lemma.

Lemma 6.5
Fiir jedes u € H, sei Pyu die Projektion von u wie in (6.5) definiert, dann gilt

| Puully, + 22w [1Paall -y o+ 220 K" Pyull; S

ul;
H™%(99) Hy

Beweis:

Wird Pyu als Testfunktion vy, in (6.5) eingesetzt, so zeigt sich (vgl. auch (4.3)):

1
| Pyual|* + i IV x Buul* + Ay IIPhUIIZ_ ,HAD ||’C'1-Dhll||,1,77(aQ )

1
< [[ul[ | Prul} + m IV xul[ [V x Pyul + u_ ((V+KD7'K) u, Pyu)
1 0
1 42 2 1 2
< ul® + < || Pou|® + 255 |V — ||V x P Pyul|.
< [[uf” + 7 [[Pvu] o IV x ull o IV 5 Pyul|” + cg [lul| [ Poul
Mit Hilfe der Young-Ungleichung ergibt sich

2

| Pyl +M—||V><Phu|| F 2 Py o+ 220 [Pl oy

< (2+2¢%) [|ul? + \V xul”.

Da s positiv ist, folgt die Behauptung.

1Prull* + IV x Paull” +2Av || Pyull}, boa, T 24D H’C'Phu|!H-§(8Q)

max {2 + 2¢%, Z—%
min {1, L}
B2

Fiir das Konvergenzresultat wird eine Abschitzung der H,-Norm von u — P,u benétigt.
Das folgende Lemma liefert ein erstes Resultat in diese Richtung.

< ! (Jul* + [V x uf}?) . 0
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Lemma 6.6
Eine Fehlerabschitzung zunischen den Lésungen des kontinuierlichen Problems 4.3 u und
Pyu liefert

1 .
[u— Py, < (2 + Ccgr + M_) inf [Ju— vl -
P

VhEXh

Beweis:

Auf Grund der Koerzitivitdt der Randterme und nach (6.5) gilt fiir ein beliebiges v, € X},
| Phou — Vh”ilr < <%V X (Pou—vy),V x (Pyu— Vh)) + (Pyu — vy, Pyu — vy,)
) e
= (Pyu, Pyu — vy,) — (v, Bou — vy) + <%V X Pyu, V x (Pyu — Vh))
— (%V X vy, V X (Pyu — vh)) + i ((V+KD;'K},) Pyu, Pyu—vy,)
_ i ((V+KD,'K},) vi, Pyu— vy,)

und damit

| Pou — VhHi,r < (w,v—vy) — (vp, Ppu—vp) + <%V xu,V x (v— Vh))
_ (%V X v, V X (Pyu — vh)) + i <(V + /CDillC’) u, Pyu — Vh>
- (V4 KD Vi P = vi)

=(u—vy, Pou—vy) + (%V X (u—vp),V x (Pu— vh))

+ ui (V+KD'K) u, Pou—vy,) — ui ((V+KD;,'K}) vi, Pou — i) .
0 0

Mit der Definition v, := P,u — v; und der Dreiecksungleichung ergibt sich
[u— P, <llu—vply + v — Puully
(u—vp,vy) + (W X (u—vp),V x Vh)
Vi,

AV + KD ) u, ¥h) — o= (V + KD CG) Vi, V)

Mo

< [lu=vallg, +

+ =
Vhll s,

1
< llu=vallg, + [le=vall + o IV < (w =)l + cg [l = vall .
2
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Die Behauptung folgt, da v; beliebig gewéhlt wurde. O

Mit den vorherigen Ergebnissen kann nun eine Fehlerabschétzung von u — P,u angegeben
werden.

Lemma 6.7
Seiu € H, so gegeben, dass u € H*™Y(K). Dann gilt fiir die Projektion w, von u wie in
(6.5):

k
= Pl S 5l s -

Beweis:

Die Behauptung folgt aus Bemerkung 5.4 und Lemma 6.6. U

6.3.2 Konvergenzresultat

Der folgende Satz ist das Hauptresultat dieses Abschnitts.

Satz 6.8 (Konvergenzresultat)

Sei w € H?*0,T;H,) Lésung des kontinuierlichen Problems 4.3, so dass u €
HY0,T; HHY(Q)) fir 0 < 1 < 1. Des Weiteren sei ull die Lisung der Finite Element
Approzimation. Dann gilt folgende Abschdtzung.

M M
2 2 2
(max |lup —u®|*+ DIV x (uf —u)|P ey fup — oy
n=1 n=1
M
2
e T |IK (up - u) 5= 00,
n=1
2 2
S b ||u||H1(o,T;Hl+1(Q)) + T ||u||H2(0,T;HT) : (6.6)
Beweis:

Der Beweis gliedert sich in vier Teile. In den ersten drei Teilen werden die Terme
u' -, U — Pu” und Pu” — ul

abgeschitzt, wobei " den zeitlichen Mittelwert {iber das Intervall I,, = (t,,_1, t,,) bezeichnet
(vgl. Abschnitt 6.1.1). Im letzten Teil werden die Ergebnisse der ersten drei Teile zur
Abschétzung (6.6) zusammengesetzt. Des Weiteren bezeichnet eine Norm ohne Index die
L?-Norm auf €.
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(1) Abschétzung von u™ — u": Zunéchst wird folgende Abschétzung gezeigt:

2

tn
Ju” — " < / [/ w(s) ds] dx.
Q tn—1

Im Folgenden wird ein Einbettungssatz verwendet, der in der Literatur weit verbreitet ist
(vgl. z.B. [Emm04] Satz 8.1.9). Der Sobolev-Raum H'(0,T; V) ist stetig in den Raum der
stetigen Funktionen C([0, T, H) eingebettet, wenn V' C H C V* ein Gelfand-Tripel bilden.
Wird die zeitliche Ableitung von u mit u; bezeichnet, so kann mit dem Mittelwertsatz der
Integralrechnung die obige Ungleichung bewiesen werden.

o=@l < [ ) e fiein 5 € [t
Q
2 2 2
<7 ctn aitn] lal® < meCllwlian g, iz < Ca llleg, 200 -

_ 2
=luelle e,y entin2e@en

Die Abschétzungen gilt auch fiir den Term V x (u™ —u"). Der Randterm ist sowohl be-
schrinkt als auch koerzitiv. Damit gilt

1
Ay [v])? | D 1Kv|? < ™ (V+KDK) v, v) <erllv]®.  (6.7)

1
H™3 (090 H™2(09) = 1

Dies gilt fiir beliebige v € H, und damit insbesondere fiir u” —u". Es folgt

M M
112 12 —n2
(max |lu® —u| +ZlanV><(u"—un)H +szlTn o =T -5 )
n— n=

M
+Ap Y T K (um =)}y
n=1

(092)
M
< C max 72 ||ul 2y T CY TV x ullh 2
=& 0 T H2(tn_1,tn;L2(Q)) « " HE(tn-1,tni L2 (@)
n:
M
2
+cr Z TS HUHH2(tn_1,tn;L2(Qc))
n=1

Das Maximum einer Menge von positiven Werten ist kleiner als die Summe aller dieser
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Werte.
M M
g = S |9 WO S W
M
+Ap ) T K (0" - ﬁ")Hir%(mc)
n=1

M
2 2 3 2
S 272 <||u||H2(tn,1,tn;L2(Qc)) + [V x u”H?(tn,l,tn;L?(Qc))) + Tinas ||u||H2(O,T;Hr)

n=1

N 2
Tmaz ”u”HQ(O,T;Hr) :

(2) Abschétzung von u” — P,u": Grundlegend fiir diese Abschétzung ist (6.7). Es gilt

max |[a" — Pu”|? +an|va<u — pa)|? +szfnuu —Pu"HH,? o)

1<n<M
n=1 n=1

_'_)‘DZT” HIC/ )”H—f(aﬂ)
M

<>l — R,
n=1

Wird Lemma 6.7 verwendet, so folgt

max [T - P’ +ZTnHV><(u — R’ +AvZTnHu = P} 4

n=1 n=1

M
—n —n\ (12
+ADZTn I @ = Py

<Zh21|| n” HL+I(K)

M
SZ}L% max ||u(§)||?Hl+1(K))3
n=1

ge[tn—lytn}
M
2
< Z h* Il ooy -
n=1

Mit dem Einbettungssatz aus (1) kann die linke Seite gegen Ch* ||u||§{1(07T;HH1(QC)) ab-
geschitzt werden.
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(3) Abschéitzung von P,a" — uj}: Als Erstes wird in (a) eine Gleichung hergeleitet, die es
ermoglicht, eine Abschitzung der relevanten Terme zu erhalten. Nach der Behandlung der
Randterme in (b), werden in (c) die Terme der rechten Seite einzeln abgeschétzt. In (d)
wird alles kombiniert.

(a) Ausgangspunkt ist das kontinuierliche Problem 4.3. Die Testfunktion v wird durch
ivh € X}, C H, ersetzt. Fiir alle v, € X, gilt somit

1 1
o (ou (), vy) + 7t (;V x u(t),V x vh> - Tgllu— (V+KD'K)u,v)
0

af(t)V x u(t) V)
1+sVxu®) ")

=7 (ow(t) x (V x u(t)),vy) + Rr, ! (
Dies wird iiber [¢,_1,t,] integriert.
1 1
T (o (=) v) + (;V CTLV X vh) (VKD )
0

o f(t)
1+5|V xul?

= (aw x (V x u)n,vh) +R ( V X u, Vh> Vvy, € Xp. (6.8)

Der erste Term im letzten Skalarprodukt auf der rechten Seite wird mit f:: bezeichnet.
Wird von (6.8) das vollstiandig diskretisierte Problem 6.1 subtrahiert, so ergibt sich fiir alle
v, € X},

(A, 0" —u}),vy) + <i (Vxua"—V xup),V x Vh) + ”i ((V+KD'K)u", vy)
0
1
T ((V+KD,'K},) up,vi)

afi

1+5|V xup?

= (aw x (V xu) —owl x uZ,vh) +R (?Z - V x uZ,vh> . (6.9)

Zur Erinnerung: A, u” bezeichnet den riickwértigen Differenzenquotienten. Einige elemen-
tare Umformungen liefern

1
(ATnO'(Phﬁn — 112), Vh) -+ (ATnO'(lln — Phﬁn), Vh) + (; (V xu'—V x Phﬁn) , V X Vh)
1 1
+ (;V X (Phﬁn — llZ), V x Vh) + ,LL_ <(V + ICD_llC') ﬁn,Vh>
0
1
o ((V+KD;,'K}) upt,vi)
0

_ (aw X (Vx 1) —ow" x (Vxul),vi) + (0(w" —w!) x (V xul),vp)

+R (?Z o V x uZ,vh> .

_1+3|V><u2|2
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Wird die Differenz P,u"™ — uj mit b} bezeichnet und als Testfunktion vy, := 7,,b gewahlt,
so folgt

1
T (Ar,0by, by) + T (;V x by, V x b”) + = <(V+ICD ), by )
DI {((V+KD;,'K},) up, by)
Ho
1

i
+7, (aw x (Vxu) —ow" x (Vxul) ,bZ) + 7, (o(Wh —wp) x (V xu}), b))

—n O'f]?
+nR(fo— vV ox ul, b | . 6.10
(f 14 5|V x u?)? h h) (6.10)

(b) Um die beiden Randterme zu untersuchen, sei an (6.5) erinnert. Es ergibt sich nach
einigen Umformungen die folgende Gleichung fiir alle v, € Xj,.

1 1
(Phﬁn — ﬁn,Vh) + (—V X Phﬁn — -V x ﬁn, V x Vh)
K K
1 1
= —((V+KD'K')u",v) - —((V+KD;'K}) Bu",v).
Ho Ho
Wird die beliebige Testfunktion v;, durch b; € Xj, ersetzt und die Gleichung mit 7,, multi-
pliziert, so kann die folgende Gleichung abgeleitet werden.

T <(V+ICD 'K at, by ——<(V+ICD 'IC) Puat, b)) + 7, (Pt — 1, by

— Ty <—V x Pa" — —V xu", V x bZ) . (6.11)
7 7
Durch Einsetzen von (6.11) in (6.10) ergibt sich
1 2
Vobrll? = (ot ) 7, || —=V x b7
VA (ot 1) 7 |
1 1
=7, (A, o(Pa" —u"),by) + 7, <—V x Pua" — -V xu",V x bﬁ)
7 7

o (P — W00 + T <1v X P — 1V x W,V x bz)
W
o (V4 KD, Pt by 4+ = " = (V- KDy 'K)) ul, by
0
+ 7 (o—w XV x ) —ow" x (V x u?), b”) 47 (o(W" — W) % (V x ), )

—n o'fl?
+Rr | fu— V xup, by 6.12
(f 1+5|Vxurf " ) (6.12)
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Aus einer Nullergdnzung beim nichtlinearen Anteil resultiert folgende Gleichung
2

IVl = (ot 07) +

=7, (A, o(PA" —u"), b)) — 7, (A" — ", b)) — % (V+KD,'K},) by, b))

be"
\/_

+ 7, (crwx(qu)n—crwnx(quZ),bZ>

o(f" =17
1+ 5|V xu}
+ Rr, (?” - ot g ) b”)
Yol s|Vxup ’
=: (J1) + (o) + (J3) + (Ja) + (J5) + (o). (6.13)

+ 7 <a(w” —wp) x (Vxuy)+ R 5V X uZ,bZ)

(c) Im Folgenden werden die Terme (J;) fiir j = 1,..., 6 nacheinander abgeschétzt.

(J1) Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung liefert
7, (Pu” —u", b)) < 1,—— | B — || ||Vob)
— Ve

(Jo) Zunéchst wird nur das erste Argument des Skalarprodukts

Phﬁn —u" - Phﬁn—l + un—l

Tn

ATn (Phﬁn — u”) =

betrachtet. Im Anschluss wird dann der gesamte Term abgeschétzt. Da P, linear ist, kann
Folgendes gezeigt werden:

ATn (Phﬁn — u”)
Pu" — Pu !t — (Pu® — Pou ) + (Bou — Poutl) — (ut —un )

Tn

1
— 7__ [Ph (ﬁn _ ﬁn—l _ (un _ un—l)) + (Phun _ Phun—l) _ (un _ un—l)]
=PA, (0" —u")+ A, (Pu"—u")
1 [
=P,A, (" —u")+ — (Phuy(s) —uy(s)) ds
n tn—1

Fiir den ersten Term gilt zunéchst

|PLA,, (@ —u”

— / / / Phutt d)\ dl,b ds
T S—Tn J s
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Einige Umformungen liefern

|P,A,, (T —u” g%/ / (/ 12d)\) (/ | Pyug (A ) du ds
%/ / —s) </t | Pyuy (M) d)\)l dpi ds
S e a) ([ EW—)} )

1 2 3

2
=5 [ Pruee| 2, Tnng = g\/ﬁ | Enuse | 2,y -

=
3

NI

Z

Mit Hilfe der Holder-Ungleichung ergibt sich fiir den zweiten Term

1 tn 3 tn , 3
< — (/ 12 ds) (/ | Poug(s) — ug(s)| ds)
Tn tn—1 tn—1

- utHLQ(In)

1 /t " (Pow(s) — wy(s)) ds

Tn

1
VTn
Zusammen folgt fiir den Term (J5)
o (0B (BT — "), 1) < /2 |, (P — )| |/
< /g NPl oy VAR
VT2 [Paae = Will g,z | VOB

(J3) Auf Grund der Elliptizitat des Randterms ergibt sich

1 B ) § )
o (VKD U)W IR 3 0, = A0 BRI -

(J4) Es wird der erste Term des Skalarproduktes betrachtet.

wx (Vxu) —w"x (Vxul)

[

=— w x (Vxu)—w"x (Vxuy) ds
n Jtp_1
[

= — [(w—w") x (Vxu)+w"'x{Vx(u—-up)}] ds

tn—1

tn
:—/ (Ww—w") x (Vxu) ds

1 n

+—/ w'x{Vx |u-—u"+a" - Pa" + " —u} ds.
T, ———
n 1 7
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Die letzten beide Ausdriicke sind nicht zeitabhéngig. Damit folgt
wx (Vxu) —w"x (Vxu})

1 [t 1 [t
= — (w—w") x (Vxu) ds+ — w"' X {V x (u—1u")} ds
Tn Jt,_1 Tn Jt,_1

LW XV x (@ — BE") +w" x (V x 0).

Der erste Term kann mit Hilfe der Taylorentwicklung von w abgeschétzt werden. Aus der
Analysis ist bekannt, dass

/t " wals) ds

/t" (w—w") x (V x u) ds

th—1
tn n
< —/ / |wy(s)| ds

< wyy (/ 12 ds)
tn—1

Fiir den zweiten Term wird zunéchst der Mittelwertsatz der Integralrechnung betrachtet.
Danach existiert t € (t,,—1,t,) mit

(w(tn) —w(t)| =

tn
g/ (wi(s)| ds Yt E (toor,tn). (6.14)
tn—1

Mit (6.3) gilt
1

1 [t
§—/ |lw —w"[|V xu| ds
7y tn—1

n

n

1 o
|V xu| ds < —wMTn/ |V x u| ds
T tn—1

1

N

tn 2
(/ IV x ul? ds) < Vrawm |V x|, ) - (6.15)
tn—1

tn
Vxﬁ":i/ V x u(s) ds = V x u(t).
Tn t 1

Angewendet auf den zweiten Term ergibt sich

/ w' x{Vx (u—-u" }ds / w' x {V x (u—u(t))} ds
" . (6.14) 1 tn tn

< —/ W[V x (u=u(t))| ds < —wM/ / |V X w| ds| ds
Tn Jt,_q 7 tn—1 [V tn—1

tn % tn 2
< wy </ 12 ds) (/ IV x uyf? ds) = VT |V % Wl gz (6.16)
tn—1 tn—1

Fiir den gesamten Term (.J;) folgt somit
Tn (crw x (Vxu) —w"x (Vx uZ),bZ)

< Ta/O2WyM H\/EZ’ZH (\/ﬁ |V x uHL?(In;LQ(QC)) + VT [V % ut||L2(In;L2(Qc))
+ [V x @ = P + |V x o).



6.3. KONVERGENZ 79

(J5) Falls die Rénder exakt trianguliert werden, gilt w” = w}’ bzw. f* = f' in Q und
damit (J5) = 0. Dies wird im Folgenden angenommen. Falls dies nicht der Fall ist, ergibt
sich ein weiterer Term bei der Abschétzung.

o(f" = fi)
1+ 5|V xu}

Tn (a(w" —wp) x (Vxup)+ R 5V x uy, bﬁ)

< 7@ (IW" = Wil iy + RIS = fill ey ) IV < il Vb
(Js) Der letzte Term wird abgeschétzt. Zunéchst wird

—n [PV xup 1 tn fV xu "V xup

_f _1+S\V><um2_7_n/tn11+S\qu\2_1+s|um2

1 fn fV xu "V xu "V xu "V xup

o 14s|Vxuf 1+s|Vxuf 1+S|V><u|2_1+s|vXug|2

_ L _['Vxu o Vs _/t” (f=f)Vxu
Tn oo 14 5|V x ul? 1+5|V><u2| 0, 14+s|V x|

betrachtet. Analog zu (6.15) ergibt sich folgende Abschitzung.

;/t” (f = )V x u

1 145V xul

ds| < 2y/Tufu |V Xl 2, ) -

Des Weiteren folgt mit der Idee aus dem Beweis von Lemma 4.13

a/t” "V xu "V xuy n

p 2 5 ds, b,

Tn Jt,_, 14+ 5|V x ul 1+ 5|V xu}

__/ of"V xu afouhwa s

14 5|V xul 1+3|V><u2|
3
< MBI cw - a xu] gl ds
n tn—1

3 09
\/_fM/t H\/_b"H(HVXu—quH

—WVxﬁ—vX&WWMVx&ﬁ—Vx%MdS

Fiir den Term (Js) ergibt sich die folgende Abschitzung.

—n O'fn
Rr, | fu— V xu}, b}
( 1—1—5’qu2’1}2 " h)

3
< 2R7E O fur IV X ull 2, 200y (VOO ]|+ 3RVG2 farm [V x B | ||V ot |
+ 3RV fur [V X W=V X W 2, 120, | VOO |
+ 3RO fuma ||V x (W — Pu”) || ||V/oby]| -



80 KAPITEL 6. VOLLSTANDIGE DISKRETISIERUNG

(d) Werden diese Abschétzungen von (J;)-(Js) in (6.12) eingesetzt, so ergibt sich

2

1 1
5 VP = S Vet |+ m AV I -4 o

ni2
+ A0 BRI -

1
—V x by
Vi o o

c)

. 2 1
< H\/EbhH Ty 02 (g\/ﬁ ||Phutt||L2(In;L2(Qc)) + \/—7__ ||Phllt - ut||L2(In§L2(Qc)))

1 o i
+Tn—\/o_—1 [Py — T [ Voby|| + mav/o2wn (VI IV X ull 2,200
VTV X Wl pagr, 2000 + IV % (@ = Bl + [V < 531) | Vati|

+ 2RTn%\/an IV >l 2z, 12000 VOO |
+3R\/o2 farm |V x B | [|Vob |

FIRYE S IV X 0=V X W oz [V
+ 3RO furm |V x (@ — P || [|Voby |

und damit

2

+ v (151

H™3(000)

1 1
5 VGBI = 5 Ivaty "+ 7

n 2
+ T AD ||’C/bh||H—%(aQ

1
—V x b}
Ve

c)
2 3
< gTr?\/E HPhutt”LQ(In;LQ(QC))) H\/EbZH + V/Tur/02 H\/EbZH | Pru; — ut”LQ(In;LQ(QC)))

1
e L N
3
T wnTi o2 [V X Wl 2 r, 20, H\/EZ)ZH

+ (wur + RAv) T2V 1V % 1l oy, oy V0]
+ (w + 3R Fu) T3 |V x (0 — P ||Vt
+ (wyr + 3Rfv) Tan/o2 ||V X b1 || || Vo]
3RV IV X 0=V X Wl sz |VoBR]-

+ T

In jedem Term auf der rechten Seite tritt [|b}] auf. Die Young-Ungleichung wird an-
gewendet, um die anderen Terme von diesen zu trennen. Dabei wird verwendet, dass
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(war + 3R fu)? < 2w3, + 18R%f2,. Es ergibt sich

2
SR Ll

1 1
5 Vol =5 Vot " + 7.

+ 700 B3, 3 o

)

1
—V x b}
Vi o

)

3 n T
< 21Tn02ﬂ2wM H\/_b H + _,u w?u ||Phutt||L2(In iL2(2.))
21 1 21 Tn

Zm HPhut - ut”LQ(In;LQ(QC)) + Zm ”Phu —u ”
17 21 72
+ o7 72t (wis + IR f3)) T H\/_an + ——n HV x |7, (In;L2(920))
21 72 L2 Tn L s 3 1 P
+§u—HVXUHL2 Ls22(9.) T ”V (u" — pua”)| Ty ﬁVth
9 . 21 1
+ iU2N2R fMTn H\/_b H + Z— |V x (u— u)||L2 (In:L2()) *
2
Der Rotationsterm ‘ ﬁv x br|| wird auf die linke Seite gebracht. Die Terme von /ob}!
auf der rechten Seite addieren sich zu oapus (w3, + 9R?f3;) 7,,. Summation iiber n = 1,..., k
ergibt mit ¢, = 241: und Toap 1= MaXgeq1,.. M} Tk

1 S :
3 IVAUIT + 30 g IV X BRI+ 32 M IR 3 g,

+ ZTn)\D ||’C bn||H—§ (092)

n=1

4 ¢y
<_Hb H +ZO’2M2 wM+9R2fM T"H\/_an +7 maa:9 C]Q\/[ ||Phutt||L2(0TL2(Q )

k
C 2 & — —n 2
+ — [[Phuy — utHL?(o,T;L?(QC))) + E T [P - |
wi, w

010
n=1 1925 M

2 2
+ TraCa |V X Wl 72070200 + 270 Cor ||V X ul[ 720072200,
k k

1
—n =n\||2 =n\ (|2
+20aZTn |V x @ — pa") +CaZT_”V X (u—1u )HLQ(In;LQ(QC))'

n=1 n=1""

Mit Lemma 6.5 und Lemma 6.7, Ausfithrung aus Abschnitt (2) dieses Beweises und einigen
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anderen einfachen Abschéitzungen ergibt sich

1 S -
- [Ivatk® + D gy IV B 2 D2 IR

+ )\D ZTn ||IC anH*j aQ )

n=1

2+ 3 o (913

4 ¢
2 o 2l
+Tmamg 2 ||utt||L2 (0,T;H,) + th ||ut||L2(o,T;Hl+1(QC))
Ca 2l 2

+ Trmaz MaX {QCQ, 0'10'211}]2\4 } h ”uHHl(OTHl‘H( Q) + 2Tmaxca HV X uHHl(O,T;LQ(Qc))

F

—nn (2
+ Ca Z . [V x(u—-1 )||L2(In;L2(Qc)) :
n=1""

Es gilt (vgl. Ausfiihrungen in Abschnitt (1) des Beweises)

k

1 —n
> IV % (=) By ZT/ [ deds

n=1 " n=1

:Z%//t [V x (u— T2 ds dz

k
Z / / [ / V x (s s} ds dx
n=1 Tn c tn—1 tn—

1 tn tn 2
Za//tn 1 [/n_ se[l;rnlaf(tn}v X uy(S) ds} ds dx
" 2
< Z - / Tn |:7'n max V X ut(j} dx

IN

IN

S€[tn—1,tn]

< Z |V x utHC(In L2(Q < 27'2 IV x utHHl I L2(Q0))

n=1

2 2
= Z 7 |V x u||H2(In;L2(QC)) < T [V % u||H2(O,T;L2(QC)) :

n=1
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Damit folgt
1 2 i 1 :
n||2 n 12
5 [Vobi|[” + 27"472 IV X B lP 4 A 37 0315
n=1 n=1

k
+Ap Y T KB

H™3(000)
n=1
k—1
S % HbgHiﬂﬂ + ZTnUQ,UZ (wﬂ + 9R2f1%4) H\/EbZHQ +z'k02ﬂ2 (wid + 9R2f1%/1)4H\/EblliH2
n=1 ~

—=CtTk

T LI T
max b 9w2 H2(0,T;H,)

M
1 1
4o h? (_2 + Tynae Max{2,

2
wl, m}) ”u”Hl(O,T;HHl(QC)) :

Wird 75, s € {1,..., M}, so gewdhlt, dass ¢;Tes < i ist, so folgt
1 ) & k
n 2 7 2
1 H\/Esz + 4—Mz ZT" IV < g ||” + AVZT” ”bh”H*%(an)
n=1 n=1

k
n2
+ )\D Z Tn ”IclbhHH—%(aQC)

n=1

4
S GG, + e (g +2) Wlhenin
k—1

}) [l ooy + e S 7 VR

n=1

1 1
+ Cahm <—2 + Tmaz maX{27 2
Wiy 0102W)

Mit Hilfe der diskreten Gronwall-Ungleichung (vgl. Bemerkung 6.2) ergibt sich die folgende
Abschétzung.

1< -
VI + 5 39 B+ 400 S I
n=1 n=1

k
2
+4Ap Z Tn ||’C,bh||H*%(8Qc)
n=1

k . )
s ame) [4Tmaxcto—z IR0, + 5 WAL, + e (g +2) Dol

1

1
2l .
+ coh <@ + Traz maX{Qa 0_10210%/[ }) HuHHl(O,T%HHl(QC))] '
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Wird fiir £ die Anzahl der Teilintervalle M eingesetzt, so folgt

2 1 &= Ay =
| N [ v N ] N ]
165 +u201;T | wll”+ ;T 1571 -4 e,
M
A\p -
For 2 g

30'2
20'1

163

< M—-1 2 T?na:vca 4 2
S (14 47mazce) gt 902 +2 ”u”HQ(O,T;HT)
M

01

Cor o 1 1 2
+ U_1h <@ + Tynar Mmax{2, m}) Hu”Hl(o,T;HHl(Qc))] :

SchlieBSlich ergibt sich mit den Konstanten

Co (14 4Tmamct)M_1

3 4 1 1
C, = max 2, —5 + 2, — + Tpaz Max § 2, ————— und
o min{l L} 2¢,, w?, wi, o109w3,

’ o

min {4>\V 4)\D}

o1 ) o1
min {1, L}
H2

die Abschétzung

M M
n (|2 n|2 n (|2 n|2
mase 17+ 307 19 < G+ A 7 (121, g oy + IR )
n=1 n=1

1<n<M

2 2 2
< C (18115, + 72 100y + P I3 )
Y kann folgendermafien mit Hilfe von Lemma 6.7 abgeschitzt werden:

163

H — thﬁo - U‘ZHHT SH [l 1) »

wobei u’ = u(-,0) = u ist.

(4) Endabschétzung: In (1), (2) und (3) sind die einzelnen Terme u™ —a", " — P,u"” und
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P,u" — u} abgeschétzt worden. Somit gilt

M M
max [u” —up|* + Y 7 [V x (0" =) |* + ) ot - wr;

1<n<M H77((9Q )

n=1 n=1

+AZTn 1K (u" —a"

[

<3 max |[u"—u"|? +3Zrn|]Vx(u —a)|? +Z7’n)\HPhu —u}?

1<n<M H™% (09)

n=1 n=1

M
A K (P — )|

n=1

1
2 (09)

+3 max U — B [ +321¢n||vX(u — pu)|?

ZTnA @ — pa? Lo +Azfn||lo (@ — B2, 00, T3 max 1521

1<n<M
n=1
3R B+ Hb"HH-g(m>+A2m||m"n,,-7 o
n=1 n=1

Die Ergebnisse aus (1), (2) und (3) liefern

o M

n nj2 n ny||2 n n 2

max [[u” — +z:17n IV x (0" —up) +Az:17n o = will -3 (o
n= n=

M
n n 2
AN =) e

n=1

1 2 l 2
ST Trmax ||u||H2(OTHT) + h? ||u||H1(0THl+1(Q ) T Tiaz ||u||H2(O,T;Hr) + h? ||u||H1(0,T;Hl+1(QC)) :

0
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Kapitel 7

Implementierung

Theorie und Praxis sind eins und bleiben doch
zwei, wie Materie und Geist, wie Seele und
Leib, wie Mann und Weib, wie Denken und
Schauen.

Bogumil Goltz (1801 - 1870),
westpreuflischer Dichter und Erzéhler

Um die theoretischen Ergebnisse der vorherigen Kapitel zu validieren, werden einige nume-
rische Test durchgefiihrt. Es wurde ein C++ Programm fiir dieses Problem geschrieben. Als
Erstes wurde das innere Problem separat getestet, um die Richtigkeit desselben zu iiber-
priifen. Dafiir wurden vier unterschiedliche Probleme untersucht. Das BEM-Verfahren, das
verwendet wird, wird kurz skizziert. Es werden fiir das gekoppelte Problem zwei Beispiele
gerechnet.

7.1 Inneres Problem

Um das Programm fiir das innere Problem zu testen, werden Nédélec Elemente verwendet.
Sie werden ein wenig motiviert und eingefiihrt. Das allgemeine Setting wird beschrieben
und die Ergebnisse der Tests dargestellt.

7.1.1 Details zur Implementierung

Zur Implementierung des Innenraumproblems wurde die auf C++ beruhende Bibliothek
deal IT verwendet. Diese Bibliothek ist zur Implementierung von Finite Elemente Verfahren

87
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entwickelt worden. Daher sind die wichtigsten Funktionen bereits vorprogrammiert. Es sind
Nédélec-Elemente der niedrigsten Ordnung vorhanden, diese werden hier verwendet.

7.1.2 Testbeispiele fiir das Innenraumproblem

Um das Programm zu iiberpriifen, werden die Losungen vorgegeben und eine zusétzliche
rechte Seite (rhs) wird implementiert. Ausgangspunkt ist die Formulierung des Problems
3.11.

0:<aa—u,v) + (leu,va) —<(1qu) ><n,v> —(ow x (V xu),v)
ot Iz Iz o9,

] e Y
14+ 5|V x u

Es wird sich hier auf das lineare Problem beschrinkt, das heiffit R = 0. Fiir die Zeitdis-
kretisierung wird das implizite Euler-Verfahren verwendet. Die Randbedingungen werden
schwach eingearbeitet. Der Term aus der vektoriellen Randbedingung tritt explizit auf.
Die exakte Losung wird eingesetzt und der Term auf die rechte Seite gebracht. Die skalare
Randbedingung wird mit Hilfe einer Penalty-Methode zum Problem addiert. Sei u die ex-
akte Losung und u”~! die Losung aus dem letzten Zeitschritt, so wird das folgende System
betrachtet:

(iu, v) + K (ou,v) + (%V xu,V x v) — (ow x (V xu),V) (7.1)

Tn

+w<(qu)-n,(va)~n>aQC

_ (0{;1,v) + (rhs,v) + <(%V X ﬁ) X n,v>(mc +w((Vxu)-n (Vxv) n,, .

1 und o werden konstant als 1 gewdhlt. Die Zeitschrittweite ist konstant bei 0,1. w ist
ebenfalls konstant und hat den Wert %

Das Gebiet ist der Quader [—1,1]3. Es wird auf drei verschiedenen Gittern gerechnet. Das
grobe Gitter besitzt 1944 Freiheitsgrade, das mittlere 13872 und das feine Gitter hat 104544
Freiheitsgrade. h ist i, % bzw. %. Als Loser wird GMRES mit Jacobi-Vorkonditionierer
verwendet.

Da es sich um stationédre Probleme handelt, wird gerechnet bis sich ein stationdrer Zustand
einstellt.
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Testbeispiel 1

Losung Die Losung des ersten Testbeispiels ist linear.

1
w(X,t) =] 3
5

Die Losung ist unabhéngig von Ort und Zeit. Es ist egal welche Geschwindigkeit verwendet
wird, da die Rotation der Losung verschwindet und der Konvektionsterm damit ebenfalls
Null ist. Das Geschwindigkeitsfeld hat die folgende Gestalt:

([ 3(162* —82% + 1) (64y> — 16y) (642° — 162) )
— (642° — 162) (16y* — 8y® + 1) (642° — 162) in [—%:3]
W(F 1) = 1(642® — 162) (64y® — 16y) (162* — 822 + 1)
0
0 sonst.
(\ 0
Dieses Geschwindigkeitsfeld ist divergenzfrei und nimmt auf dem Rand des Quaders [—%, %]3

den Wert Null an. Als Abbruchkriterium fiir den Loser wird der Betrag des Residuums be-
trachtet. Ist dieser kleiner als 4 - 1077, so bricht der Loser ab.

Auswertung FEs wird mit Elementen niedrigster Ordnung gerechnet. Es ist daher zu
erwarten, dass konstante Beispiele exakt gelost werden. Dies wird durch dieses Beispiel
bestétigt.

Testbeispiel 2

Losung Die Losung des zweiten Testbeispiels ist

Y
w(X,t) =1 =z

X

Die Losung ist unabhéingig von der Zeit. Die Rotation ist konstant.

—1
VxuX,t)=| -1
-1

Als Geschwindigkeitsfeld wird das gleiche Vektorfeld wie in Testbeispiel 1 verwendet. Das
Abbruchkriterium ist 5- 1078,
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‘ DOF H rel. L?-Fehler ‘ rel. L>°-Fehler ‘ rel. L?-Fehler Rot. ‘
1944 7.0191983 - 10716 | 3.275158 - 10~ | 1.53411125- 102
13872 8.0422688 - 10716 | 3.663736 - 10~ | 3.70745417 - 107"

104544 || 1.43789711 - 1071 | 6.328271 - 10~ | 154307083 - 102

5‘|>—Aoo|>—u>|>—t >

Tabelle 7.1: Fehler von Testbeispiel 1

Konvergenz Das Beispiel wird auch auf dem groben Gitter exakt gelost. Die Werte fiir
die beiden anderen Gitter unterscheiden sich nur unwesentlich und liegen in dergleichen
Groflenordnung.

Auswertung Es ist nicht zu erwarten, dass Beispiele mit linearen Losungen mit Elemen-
ten niedrigster Ordnung exakt gelost werden. Vermutlich liegt es an der speziellen Struktur
dieses Beispieles, dass so gute Ergebnisse erzielt werden. Der L2-Fehler der Rotation ist
ebenfalls fast Null. Es ist zu erwarten, dass Beispiele mit konstanter Rotation ebenfalls
einen verschwindenden L?-Fehler der Rotation haben werden.

Testbeispiel 3

Losung Die beiden ersten Beispiele waren beziiglich der Konvergenz nicht sehr aussage-
kriftig. Daher werden zwei weitere Beispiele betrachtet, die etwas komplizierter sind. Die
Losung des dritten Testbeispiels ist

2y% — 22
u(X,t) = 24
—2? 4+ 3y
Die Losung ist unabhéingig von der Zeit. Die Rotation ist
3—2z
Vxu(X,t)=| 2x=2
1 —4y
Als Geschwindigkeitsfeld wird das gleiche Vektorfeld wie in Testbeispiel 1 verwendet. Das
Abbruchkriterium fiir den Loser ist 8 - 1078,

Konvergenz Fiir den L?- und den L*>-Fehler kann eine quadratische Konvergenz beob-
achtet werden. Der L?-Norm der Rotation konvergiert ebenfalls quadratisch.

Auswertung Die Ergebnisse sind besser als es zu erwarten war. Fiir den L?-Fehler ist
lineare Konvergenz zu erwarten. Es liegt wahrscheinlich an der speziellen Gestalt des Pro-
blems.
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10"

—rel. L2—-Fehler
—rel. Linfty—Fehler
rel. Rotationsfehler
— K2
o)
i)
\q;: 107
-
(¢)]
i
107 : e :
1072 3 10°

h(log)

Abbildung 7.1: Relativer L?- und L*- Fehler von Beispiel 3

Testbeispiel 4

Losung Die Losung des dritten Testbeispiels ist

T+ 2z
w(X,t) = Ty
1

Die Losung ist unabhingig von der Zeit. Die Rotation ist

Vxu(X,t)=| 1

Dieser Fall ist schon etwas interessanter. Daher werden zwei verschiedene divergenzfreie

Geschwindigkeitsfelder verwenden, die auferhalb des Quaders [—%, %]3 auf Null gesetzt
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werden:

16x* — 822 + 1) (64y® — 16y) (642° — 162)

(
wy (X, 1) = (6423 — 16x) (16y* — 8y + 1) (642° — 162) und
(

642® — 16x) (64y> — 16y) (162* — 82% + 1)
: (e 4 (g2 4 %)) <2y6y271/4 _9y) (22614 — 92
wy(R )= | 2 (2xe$2_1/4 —2)) (1 — (2 4 8)) (2060 — 22
_ <2$€x2—1/4 — oz (2yer* 14 - 2y> (ez2—1/4 — (224 3)

1
2
1
2
T

Das Abbruchkriterium des Losers ist 8 - 1078,

Konvergenz Der Unterschied der beiden Ergebnisse ist minimal. Zumindest in diesem
Beispiel ist der Einfluss des Konvektionsterms also vernachlissigbar. Fiir den L2- und den
L°°-Fehler kann eine lineare Konvergenz beobachtet werden. Der L?>-Norm der Rotation
konvergiert in beiden Fillen sogar quadratisch. Fiir die H,, Norm

10"

rel. Rotationsfehler
— K

Fehler(log)

10° L

10~ 10
h(log)

10

Abbildung 7.2: Relativer L?-Fehler der Rotation von Beispiel 4a und 4b

1
2 2 2
lully, = (Ilaoy + 1V x ullia,))

ergibt sich somit ebenfalls lineare Konvergenz.
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93

10

Fehler(log)

107
10

|
I8

—rel. L2-Fehler

—rel. Linfty—Fehler

—nh

P
-

10°

h(log)

Abbildung 7.3: Relativer L?- und L*- Fehler von Beispiel 4a

10

Fehler(log)

102k
10

|
fiN
T

—rel. L2—-Fehler

——rel. Linfty—Fehler

—h

I

h(log)

10

Abbildung 7.4: Relativer L?- und L*- Fehler von Beispiel 4b
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Zusammenfassung

Es wurden vier unterschiedliche Beispiele gerechnet. Dabei wurde das konstante Beispiel
exakt gelost, wie es bei Elementen niedrigster Ordnung zu erwarten war. Ist die Rotation
konstant, so wird diese ebenfalls exakt berechnet. Die beiden letzten Beispiele zeigen fiir
den L2-Fehler mindestens lineare Konvergenz. Dies deckt sich mit den Ergebnissen aus dem
Kapitel 6. Fiir den L2-Fehler der Rotation ergibt sich durchweg quadratische Konvergenz.
Insgesamt konvergiert die Losung in der H,.-Norm also linear.

Der Einfluss des Geschwindigkeitsfeldes ist sehr gering. Er wirkt sich nur auf die Laufzeit
aus, nicht auf die Konvergenzordnung.

7.2 AuBleres Problem

Wie bereits mehrfach erwéahnt, wird fiir das &uflere Problem die Boundary Element Metho-
de (BEM) verwendet. Dazu wurde uns von Professor Steinbachs Gruppe aus Graz ein Code
zur Verfiigung gestellt, dessen Anbindung an den FEM-Code mit Hilfe von Dr. Giinther Of
erméglicht wurde. Der BEM-Code ist in C geschrieben. Der FEM-Code in C++. Der BEM-
Code wurde fiir die Verdffentlichungen [OSWO06] und [OKS09] verwendet. Die verwendete
Methode wird kurz skizziert.

Die Boundary Element Methode benétigt einen Speicherbedarf von O(N?), wobei N die
Anzahl der BEM-Freiheitsgrade ist. Die Matrix ist vollbesetzt. Um den Speicherbedarf zu
verringern, wurden schnelle Randelementmethoden entwickelt. Eine, die sogenannte Panel-
Clustering-Methode wird verwendet und soll hier vorgestellt werden. Der Speicherbedarf
dieser Methode betriagt O(N log"N), k =~ 4 — 6 abhéngig vom Problem. Grundlegend wird
das zu berechnende Integral in zwei Teile aufgeteilt. Zum Einen ist da das Nahfeld, dass
explizit berechnet wird, und zum Anderen das Fernfeld, wo der Kern des Integrals durch
eine Reihendarstellung approximiert wird. Die Ausfithrungen beruhen auf [SS04] Kapitel
7 und auf [Ste03a] Kapitel 14.

7.2.1 Panel-Clustering Methode

Der Einfachheit halber wird angenommen, dass das BEM-Gebiet aus einem Quadrat be-

steht. Dieser wird in eine entsprechende Anzahl A, z.B. 4, von Quadern aufgeteilt. Dies

wird so oft wiederholt bis die Kantenldnge der Quader proportional zur Maschenweite des

Gitters ist. Die Anzahl der Verfeinerungen ist L. Die Quader im j-ten Schritt werden mit
g, it =1,...,7A, bezeichnet. Dabei gelte

Al
Q'= U @, i=1..4""

k=A(i—1)+1
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Zu jeder Box Q! wird ein Cluster T? definiert. Dieser beinhaltet die Randelemente 7;, deren
Mittelpunkt z; in der Box @7 liegen.

Es gibt auch andere Wege die Zugehorigkeit eines Randelementes zu einem Cluster festzu-
legen. Wie fiir die Boxen gilt auch fiir die Cluster

At
T = |J T, i=1..47YL j=L- 1
k=A(i—1)+1

Der Clusterdurchmesser

diam(Y7) := sup |z =yl

z,yeY]
ist ein Maf} fiir die Grof3e des Clusters Tf Der Abstand zweier Cluster ist

dist (Y7, rL) = inf |z —yl.

(z,y)€TI x T
Zwei Cluster heiflen zuléssig, falls
dist (7, Y1) > nmax {diam(Tg), diam(T%)}

ist, wobei n > 1 eine vorgegebene Konstante ist. Diese Definition wird nun verwendet, um
das Nahfeld und das Fernfeld zu definieren. Als Nahfeld wird die Menge der Clusterpaare
bezeichnet, die nicht zuléssig sind. Das Fernfeld besteht aus allen zuldssigen Clusterpaaren.

7.2.2 Multipolentwicklung

Die Multipolentwicklung ist die Reihendarstellung zum Beispiel eines Potentials, bei der
Multipolmomente verwendet werden. Multipolmomente enthalten iiblicherweise Winkel-
abhéngigkeiten und Vielfache des Abstandes zum Ursprung oder deren Inverse. Grundsétz-
lich liefert die Multipolentwicklung eine exakte Beschreibung des Potentials und konver-
giert, falls der Quellterm und der Beobachtungspunkt weit auseinander liegen und einer der
beiden nahe dem Ursprung liegt. Eine explizite Darstellung der Koeffizienten und Entwick-
lungsfunktionen des Einfachschichtoperators findet sich zum Beispiel in [SS04] Abschnitt
7.1.3.2 oder in [OSWO06].
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7.3 Kopplung

In diesem Abschnitt wird die Kopplung der beiden Verfahren beschrieben. Des Weiteren
werden zwei Beispiele vorgestellt. Das Erste zeigt das Verhalten des Codes am Beispiel
einer stromdurchflossenen Spule. Beim zweiten Beispiel wird eine Rotationsbewegung im
Inneren einer Kugel vorgegeben. Am Ende wird ein kurzer Ausblick auf mogliche weitere
Tests und Verbesserungen gegeben.

7.3.1 Gekoppeltes Problem

Das kontinuierliche Problem, dass der numerischen Kopplung zugrunde liegt, ist das Fol-

gende: Finde (u, ¢,t) € H, x H2(0Q,) x H™2(d,) so, dass

(Su,v) - i (6, Tov) o, = Rhs
(T, ¥)yg, + (Do, V) o, + ((—31d+K) ), = 0
<(%Id - IC) 2 T>aQC + (VE,7) o0, = 0

fiir alle (v,¢,7) € H, x Hz(dQ,) x H 2(09,). Dazu muss die Matrix 7 mit Tij =
;%o (0i, Thps) o, aufgestellt werde. Dabel ist ¢; eine Basisfunktion des BEM-Losungsraums
und ¢; Basisfunktion des FEM-Losungsraums. Diese Matrix koppelt den FEM und den
BEM Teil.

7.3.2 Beispiel 1

Beim ersten Beispiel ist das FEM-Gebiet ein Zylinder und der AuBenraum ist das BEM-
Gebiet. Der Radius des Zylinders betriagt 0.6 Langeneinheiten. Seine Lange ist 2.4 Langen-
einheiten. Es wird mit 16544 FEM- und 1154 BEM-Freiheitsgraden gerechnet. Dies ent-
spricht 5120 FEM-Elementen und 2304 BEM-Dreiecken. Das Gitter ist in Abbildung 7.5
zu sehen.

Es wird ein Stromungsfeld mit der Geschwindigkeit
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Abbildung 7.5: Gitter des Zylinders (a) gesamt (b) in der yz-Ebene

in einem Hohlzylinder

xr
7 = y | €eR*| —05<2<05,02<y*+2%><0.25
z

vorgegeben. Abbildung 7.6 zeigt den Hohlzylinder im zylinderférmigen FEM-Gebiet. Dieses
Beispiel soll das Magnetfeld einer stromdurchflossenen Spule simulieren. Dabei ist der
Hohlzylinder Z die Spule. Innerhalb des Hohlzylinders Z und dem von ihm umschlossenen
Volumen wird die magnetische Permeabilitiat auf 1000 und die magnetische Leitfahigkeit
auf 10 ersetzt. Damit gilt

1000  fiir x im Hohlzylinder Z und seinem Inneren
w(x) == und
1 sonst

1000  fiir x im Hohlzylinder Z und seinem Inneren
o(x):= <1073 fiir x im FEM-Gebiet ohne den Hohlzylinder Z und sein Inneres

0 sonst.

Die Werte im Hohlzylinder und seinem Inneren entsprechen ungefihr den Werten von
Baustahl. Durch Metall im Inneren einer Spule wird das Magnetfeld verstarkt. Das Ma-
gnetfeld einer stromdurchflossenen Spule entspricht dem eines Stabmagneten. Es ist ein
Magnetfeldlinienbild wie in Abbildung 2.1 auf Seite 6 zu erwarten.
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>

Abbildung 7.6: Hohlzylinder (grau) im zylinderférmigen FEM-Gebiet

Die Startlosung fiir das Potential u ist

0
Uy = z
—Y

Die Ergebnisse werden mit Tecplot dargestellt. Tecplot 360 ist eine Software zum Visualisie-
ren von Stromungen und numerischen Simulationen. Es enthélt auch niitzliche Funktionen,
wie die Berechnung der Rotation, gemittelten und interpolierten Werten, etc.. Fiir die Dar-
stellung der BEM-Losung wurden 10.000 Punkte verwendet. Die Koordinaten sind in der
Ebenen y = 0 verteilt:

—104 0.2
0], ijef0,...,99}.
—~10+ 0.2

Die Punkte sind in der Ebenen &dquidistant angeordnet. Der BEM-Code aus Graz bie-
tet eine Routine, um den Gradienten des Potentials im Auflenraum, also das Magnetfeld,
zu berechnen. Um die Losung zu visualisieren interpoliert Tecplot diese und die Feldlinien
konnen in der Ebene gezeichnet werde. Dazu werden Ausgangspunkte gewéhlt und Tecplot
zeichnet die Bewegungslinie eines Magneten, der in das Magnetfeld gebracht wird. Dabei
berechnet Tecplot sowohl die Bewegungsrichtung vom Ausgangspunkt aus, als auch den
Weg, den der Magnet zu diesem Punkt gebracht hitte. Die Linien zeigen also an jedem
Punkt die Richtung des Magnetfeldes an. Tecplot stellt eine Routine zur Verfiigung, die
es ermoglicht mehrere Linien gleichzeitig zu wéhlen. Es werden zwei Koordinaten gewéhlt
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Abbildung 7.7: Magnetfeldlinien der BEM-Losung in der Ebene y = 0. Der Hohlzylinder
Z ist durch das Rechteck in der Mitte gekennzeichnet.

und zehn Punkte auf der Verbindungslinie, die dquidistant verteilt sind, werden als Aus-

gangspunkte verwendet.

Abbildung 7.7 zeigt die BEM-Losung. Es wurden fiinf Koordinatenpaare verwendet:
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Es soll auf das Verhalten im Auflenraum geachtet werden. Das Magnetfeld verhélt sich wie
das Magnetfeld eines Stabmagneten, wie es zu erwarten gewesen ist.
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Abbildung 7.8 zeigt die Rotation der FEM-Losung an verschiedenen Schnitten parallel zur
Ebene x = 0 im Zylinder.

Die blaue Farbung zeigt einen negativen Wert fiir die x-Komponente des Magnetfeldes an.
Im Inneren des Hohlzylinders Z ist sie betragsméBig sehr hoch (vgl. Abbildung 7.8 (d)-
(f)). Dies rithrt daher, dass alle Magnetfeldlinien durch das Innere der Spule laufen und
das Magnetfeld dementsprechend grof} ist. Parallel zum Zylinder verlauft das Magnetfeld
auflerhalb in umgedrehter Richtung, was durch die rote Farbe kenntlich gemacht ist.

Die Schnitte 7.8 (a)-(c) enthalten den Hohlzylinder Z nicht. Der Bereich, in dem die z-
Komponente des Magnetfelds einen negativen Wert hat, wird grofler je weiter der Schnitt
vom Zylinder entfernt ist. Der Betrag nimmt rapide ab. Das Magnetfeld fachert sich auf.
Am Rand ist eine rote Farbung erkennbar.

z

.

z

] il B
L)
L Y

X Vorticity X Vorticity
1 e 0.5
0.08 - " 0.2
0.06 0.15
N 0.04 o o 041
1 0.02 ] 0.05
0 0
0.02 e % -0.05
L 004 : £l ‘01
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Abbildung 7.8: Magnetfeld in a-Richtung im Zylinder an den Schnittebenen (a) x=-1.2,
(b) x=-1, (¢) x=-0.65, (d) x=-0.5, (e) x=-0.3 und (f) x=0. Die Skalen variieren zwischen
den Abbildungen.

Grundsitzlich zeigt die Losung das zu erwartende Verhalten. Es ergibt sich ungefédhr das
Magnetfeld einer stromdurchflossenen Spule. Leider gibt es noch einige Artefakte. Als Feh-
lerquellen sind zum Einen das Gitter zu nennen. Dieses ist relativ grob und der Zylinder
kann damit nicht geniigend gut aufgelost werden. Auch handelt es sich nicht um einen
exakten Zylinder. Zum Anderen sind die numerischen Differentiationen, die von Tecplot
und dem Code aus Graz durchgefiihrt werden, eine méogliche Fehlerquelle.
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Leider ist es nicht moglich, o verschwindend klein zu wéhlen. Der Loser bricht dann nach
100.000 Iterationen ab. Die Rechnungen dauern auf diesem groben Gitter schon relativ
lange. Daher wire es angebracht das Problem vorzukonditionieren. Allerdings gestaltet
sich dies auf Grund der Kopplung mit der schnellen Randelementmethode als schwierig.

7.3.3 Beispiel 2

Das FEM-Gebiet beim zweiten Beispiel ist eine durch Quaderelemente approximierte Kugel

x
K = y | eRP| /a2 +y2+22<3
z

mit Radius 3. Die Elemente sind keine exakten Wiirfel, sondern Pyramidenstiimpfe (vgl.
Abbildung 7.9). Das Gitter wird von deal.Il erzeugt. Auf dem Auflenraum der Kugel
wird mit Randelementen gerechnet. Diese Geometrie besitzt 87632 FEM- und 1538 BEM-
Freiheitsgrade. Das entspricht 28672 FEM-Elementen und 3072 BEM-Dreiecken.

'y
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Abbildung 7.9: Gitter der Kugel (a) gesamt (b) Schnitte bei x=-2.7, x=0 und x=2.9.

Es wird zeitabhingig gerechnet und nach 700 Zeitschritten mit Zeitschrittweite 0.01 abge-
brochen. Es wird ein Strémungsfeld mit einer Geschwindigkeit

0
w = sin?(27y) sin(272)(0.25 — 2?)
—sin(27y) sin?(272)(0.25 — %)

im Wiirfel W = [—0.5,0.5]3 vorgegeben. An den Réandern des Wiirfels verschwindet die
Geschwindigkeit. Innerhalb des Wiirfels wird die magnetische Permeabilitdat auf 1000 und



102 KAPITEL 7. IMPLEMENTIERUNG

die magnetische Leitfdhigkeit auf 10 gesetzt. Diese Werte entsprechen ungefdhr den Werten
von Baustahl. z und o werden im FEM-Gebiet aufierhalb des Wiirfel W auf 1073 gesetzt,

das heifit
000 e s e 11 1000 fiir x € W
wu(x) == { e und o(x):=<1073 firxe K\W

1 sonst
0 sonst.

Die Startlosung fiir das Potential u ist

Uy = z

-3 -7 -1 0 1 ? 3

X

Abbildung 7.10: Magnetfeldlinien in der Kugel in der xz-Ebene. Der Bereich, in dem das
Stromungsfeld vorgegeben wird, ist mit dem Quader in der Mitte gekennzeichnet.

Das Beispiel ist sehr dhnlich dem obigen Beispiel. Es sind daher dhnliche Ergebnisse zu
erwarten. Die erste Abbildung 7.10 zeigt Magnetfeldlinien im Innenraum zum Zeitpunkt
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t = 2.7. Wie im vorherigen Beispiel wurden wieder Ausgangspunkte fiir die Linien gewéhlt,
wobei jeweils 50 Linien zwischen den beiden Punkten gezeichnet wurden.

1 -1
0 und 0
+1.41 +1.41

Es ist sehr deutlich, dass sich das Magnetfeld auflen dhnlich dem Magnetfeld eines Stab-
magneten verhélt. In Abbildung 7.11 und 7.12 ist das Magnetfeld in z-Richtung bzw. in
y-Richtung dargestellt.
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Abbildung 7.11: Magnetfeld in z-Richtung in der Kugel an den Schnittebenen (a) x=-2.9,
(b) x=-2.4, (c) x=-2.2, (d) x=-2, (e) x=-1.6, (f) x=-1.2, (g) x=-0.8, (h) x=-0.5, (i) x=-0.3
und (j) x=0. Die Skalen variieren zwischen den Abbildungen.
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Um das Beispiel etwas genauer zu untersuchen, ist in Abbildung 7.11 die Rotation des
Potentials u, das heifit des Magnetfeldes, in z-Richtung zum gleichen Zeitpunkt dargestellt.
Es ist ersichtlich, dass die Losung vom Gitter beeinflusst wird, vor allem dort, wo die
Form der finiten Elemente stark von der eines Quaders abweicht. Auch in diesem Beispiel
verstarkt sich das Magnetfeld in z-Richtung mit zunehmender Nahe zum Quader. Die
Magnetfeldlinien werden gebiindelt.

z z

CoL "R i "R
=
¥ I v <) v
2| EibiEi ik y 2 2
Y Vorticity | Y Vorticity | Y Vorticity
0.001 I ’ 0.003 | S DA 0.006
. 0.0008 S 0.001 iy 0.001
¥ 0.0006 5 < 0.0008 0.0008
i N 0.0004 ! - 0.0006 P 0.0006
@ 0.0002 i 0.0004 0.0004
‘ : 0 j 00002 | [ 1 0.0002
: -0.0002 t 0 : s
-0.0004 -0.0002 | / 1 -0.0002
-0.0006 " , -0.0004 ) E -0.0004
2 -0.0008 I 2 -0.0006 3 i I 2 -0.0006
-0.001 -0.0008 Hem -0.0008
0.001 |02 0.001
3 3 0.003 - 3 0.006
3 2 1 o 1 2 3 3 1 Q 2 3 3 1 ] 2 3
y y y
z z z
L L. L.
Y Vorticity Y Vorticity Y Vorticity
0.005 0.005 0.05
0.001 0.001 0.04
0.0008 0.0008 0.02
4 0.0006 0.0006 0
0.0004 0.0004 -0.02
0.0002 0.0002 0.04
0 0 0.06
-0.0002 -0.0002 0.08
-0.0004 -0.0004 0.1
0.0006 0.0006
0.0008 0.0008
0.001 0.001
0.006 -0.005
3 2 1 o 2 3 3 1 Q 2 3
y y

L. L.
Y Vorticity Y Vorticity
3 5
2.5 0.01
2. 0.008
~ 4 0.006
0.5 0.004
0 0.002
-0.5 0
s -0.002
Py -0.004
25 -0.006
-3 -0.008
-0.01

-5

Abbildung 7.12: Magnetfeld in y-Richtung in der Kugel an den Schnittebenen (a) x=-2.9,
(b) x=-2.4, (c) x=-2.2, (d) x=-2, (e) x=-1.6, (f) x=-1.2, (g) x=-0.8, (h) x=-0.5, (i) x=-0.3
und (j) x=0. Die Skalen variieren zwischen den Abbildungen.

In Abbildung 7.12 wird die Rotation in y-Richtung, also das Magnetfeld in y-Richtung,
zum gleichen Zeitpunkt ¢ = 2.70 dargestellt. Die Schnittebenen sind die gleichen wie in
Abbildung 7.11. In Abbildung 7.12 (a) und (b) ist das Magnetfeld in y-Richtung an den
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Stellen z = —2.9 und x = —2.4 sichtbar. Nahe bei der xz-Achse sollte sich das Magnetfeld
leicht radial von der xz-Achse fortbewegen. Dies ist dadurch gekennzeichnet, dass die eine
Halfte des Schnittes rot und die andere blau ist. In der Mitte hat das Magnetfeld keinen
Anteil in y-Richtung sondern nur in z-Richtung. Die ist durch die griine Farbe, welche dem
Wert 0 entspricht, ersichtlich.

Bei einem Schnitt, der ndher am Zylinder liegt, sollte das Magnetfeld in y-Richtung nahe bei
der z-Achse und am Rand nicht so stark sein und dazwischen etwas zunehmen. Dort ist der
Umkehrpunkt der Magnetfeldlinien. Leider sind die Werte des Magnetfeldes in y-Richtung
relativ stark am Rand. Bei x = 0 sollten alle Magnetfeldlinien parallel zur z-Achse sein.
Damit verschwindet Magnetfeld in y-Richtung. Dies ist gut erkennbar aus Abbildung 7.12

()

7.3.4 Ausblick

Die beiden Beispiele zeigen das Verhalten, welches bei den Tests zu erwarten war. Allerdings
gibt es einige Punkte, die ndher untersucht werden konnten.

1. Die Rechnungen dauern sehr lange. Eine Reduktion der Rechenzeit kénnte entweder
durch die Parallelisierung der Prozesse und oder oder die Vorkonditionierung des
Systems gelingen. Dann kann auf feineren Gittern gerechnet werden.

2. Bisher wurden nur Probleme mit stationiren Grenzlésungen betrachtet. Weitere Un-
tersuchungen wéren hier sinnvoll. Es kénnten zum Beispiel Probleme mit periodischen
Losungen betrachtet werden.

3. Alle Beispiele, sowohl zum reinen Innenraumproblem als auch zum gekoppelten Pro-
blem, sind ohne den nichtlinearen Term gerechnet worden. Die Theorie beinhaltet die
Turbulenzmodellierung. Es wire daher sinnvoll, diese auch numerisch zu untersuchen.

Unter Beriicksichtigung der Motivation der Arbeit wére es wiinschenswert ein realisti-
scheres Dynamo-Problem zu untersuchen. Die bisherigen Tests sind recht einfacher Natur.
Hierzu konnten die Arbeiten von [CZZ05] und [GLLNO7] herangezogen werden. Eine Pu-
blikation in diese Richtung ist in Vorbereitung.
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

Auf strenges Ordnen, raschen Fleify
Erfolgt der allerschonste Preis;
Dass sich das Werk vollende,

Geniigt ein Geist fiir tausend Hénde.

Johann Wolfgang von Goethe (1749-1832),
deutscher Dichter, aus Faust II.

Das letzte Kapitel dieser Arbeit fasst die Ergebnisse der Arbeit zusammen und gibt eine
Idee, an welcher Stelle weitergearbeitet werden konnte.

8.1 Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit war es, ein kinematisches Dynamo-Problem theoretisch zu untersuchen
und einen FEM-BEM-Code fiir dessen Anwendung zu schreiben. Dazu wurde der Ansatz
von [CZZ05] und [GLLNO7] mittels einer FEM-BEM-Kopplung auf den Ganzraum erwei-
tert.

Das Kapitel 2 startete mit der Herleitung dieses Problems. Dazu wurden die Maxwell-
Gleichungen néher betrachtet. Sie bilden die Grundlage fiir elektromagnetische Phanome-
ne. Das Gebiet wurde in zwei disjunkte Gebiete aufgespalten: ein beschrinktes Gebiet mit
elektrischer Leitfahigkeit und ein unbeschrinktes Gebiet mit verschwindender Leitfahigkeit.
Im Innenraum wurde eine Turbulenzmodellierung angewendet. Dadurch wurde das Pro-
blem nichtlinear. In beiden Gebieten wurden separate Potentialanséitze fiir das Magnetfeld
vorgestellt. Im Auflenraum vereinfachte sich das Problem dadurch zur Laplace-Gleichung.
Dies ermoglichte die Verwendung eines BEM-Verfahrens im diskreten Fall.

Die zwei folgenden Kapitel widmeten sich der Herleitung der Variationsformulierung und

107
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der Existenz und Eindeutigkeit einer Losung derselben. Die benétigten Hilfsmittel wur-
den bereitgestellt. Nach einer zeitlichen Skalierung des Problems konnte die Existenz und
Eindeutigkeit einer Losung mit Hilfe eines Resultats aus der Theorie nichtlinearer Evolu-
tionsgleichungen gezeigt werden.

In Kapitel 5 wurde die Diskretisierung im Ort vorgenommen. Dazu wurde eine symme-
trische Kopplung von finiten Elementen und Randelementen nach [KS02] verwendet. Auf
Grund der Struktur des Problems wurden Nédélec-Elemente fiir den Innenraum benutzt.
Der Hauptsatz iiber maximal monotone Operatoren lieferte die eindeutige Losbarkeit des
semidiskreten Problems. Eine erste Analyse des Fehlers zwischen kontinuierlicher und se-
midiskreter Losung lieferte eine Quasioptimalitdtsabschétzung.

Das vollstiandig diskretisierte Problem wurde in Kapitel 6 untersucht. Dazu wurde das
implizite Euler-Verfahren als zeitliche Diskretisierung verwendet. Die Existenz und Ein-
deutigkeit des vollstédndig diskretisierten Problems wurde mittels des Hauptsatzes iiber
stark monotone Operatoren bewiesen. Es wurde ein Projektor P, zwischen kontinuierli-
chem und diskretem Problem eingefiihrt. Mit seiner Hilfe konnte ein Konvergenzresultat
gezeigt werden.

In Kapitel 7 wurden die theoretischen Ergebnisse mittels numerischer Tests validiert. Fiir
den Innenraum wurde ein FEM-Code mittels der Bibliothek deal.Il verwendet. DerBEM-
Code stammt aus der Arbeitsgruppe von Olaf Steinbach in Graz. Zunéchst wurde der
reine Innenraumfall betrachtet. Einige Beispiele untermauern die Korrektheit des FEM-
Codes. Im Anschlufiwurde die Kopplung der beiden Verfahren vollfithrt und zwei Beispiele
gerechnet. Das erste Beispiel simmuliert das Magnetfeld einer stromdurchflossenen Spule.
Beim zweiten Beispiel wird eine Rotationsbewegung im Inneren einer Kugel vorgegeben.
Beide Beispiele zeigen tendenziell das richtige Verhalten.

8.2 Ausblick

Natiirlich gibt es viele Moglichkeiten die Arbeit fortzusetzen. Der Code sollte fiir ein
Dynamo-Problem néher untersucht werden. Insbesondere die Erweiterung auf das nicht-
lineare Problem und die Vorkonditionierung des Problems sind hier von Interesse. Eine
Moglichkeit die Theorie zu erweitern ist die Kopplung mit den Navier-Stokes-Gleichungen
(vgl. [GLBLO06]). Hier soll allerdings ein alternativer Weg skizziert werden, der der Moti-
vation etwas naher steht. Es geht um das inverse Problem.

Zwei Probleme heiflen zueinander invers, falls die Formulierung des einen Problems teilweise
oder vollstédndig die Losung des anderen Problems erfordert und umgekehrt. Eines der
beiden Probleme wird das direkte und eines das inverse Problem genannt. Die Wahl der
Benennung ist willkiirlich. Oft ist eines der Probleme besser untersucht oder einfacher zu
behandeln. Dann wird dieses Problem das direkte Problem genannt.
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Ausgangspunkt sind die Maxwell-Gleichungen (2.12)-(2.14).

0B
E=—

V x %
Vxlea(E—i-wa—i—RifQB),
H 1+ s|B|

V-B=0.

Direktes Problem: Gegeben sei eine Geschwindigkeit w und gesucht werden das Magnetfeld
B und das elektrische Feld E.
Inverses Problem: Gegeben seien B und E und gesucht wird das Geschwindigkeitsfeld w.

Oft sind die inversen Probleme schwieriger zu untersuchen als die direkten. Zunéchst wird
die Korrektheit betrachtet.

Diese Definition geht auf den franzosischen Mathematiker Jacques Hadamard (08.12.1865
- 17.10.1963) zuriick.

Wie beim direkten Problem muss auch beim inversen Problem zunéchst die Wohlgestellt-
heit untersucht werden. Ist das Problem korrekt gestellt, so gibt es im Regelfall stabile
numerische Algorithmen um das Problem zu 16sen. Falls der Problemoperator nicht stetig
ist, helfen Regularisierungsverfahren. Dieser Fall ist von grofler Bedeutung in der Theorie
inverser Probleme.
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Das bedeutet, dass das Regularisierungsverfahren ¢ in (8.1) durch

Qoi = Raf(sa

wobei f® gestorte Daten mit Fehlerlevel ¢ sind, das heifit || f— f5|| < 4. Mit Hilfe der
Dreiecksungleichung ergibt sich

o =l S NBall[|£° = fIl + 1Raf — @ll = | Rall + [RaAp — ¢

a muss geeignet gewiahlt werden. Je kleiner o in Abhéngigkeit von 6 gewéhlt wird, desto
besser ist die Approximation der exakten Losung, das heifit der zweite Term wirdklein.
Allerdings wird fiir die Stabilitéit des Verfahrens ein grofies o benotigt, um den ersten Term
klein zu machen. Es muss also ein Kompromiss zwischen beiden Forderungen gefunden
werden. Es gibt eine grofle Auswahl an unterschiedlichen Regularisierungsverfahren. Eine
weit verbreitete Methode ist die Tikhonov-Regularisierung.

Sollte sich das hier betrachtete Problem als sinnvolle Simulation fiir das Magnetfeld der
Erde erweisen, was ebenfalls eine kritische Auseinandersetzung Wert ist, so ist die Analyse
des inversen Problems ebenfalls interessant. Aus der Untersuchung konnen Riickschliisse
auf das Innere anderer Planeten und Sterne gezogen werden. Bei diesen kann zur Zeit nur
das Magnetfeld gemessen werden.
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