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Kapitel 1

Einleitung

Das Problem der Phasenrekonstruktion treffen wir in verschiedenen Gebieten der Physik an. Hierzu

zählen unter anderen die Kristallographie, die Elektronenmikroskopie, die Astronomie und die Op-

tik. Die Aufgabenstellung ist hierbei immer die Bestimmungeiner unbekannten komplexwertigen

Funktion, wobei die uns bekannten Daten allerdings von Fallzu Fall variieren können.

In [SSD+06] und [LT08] nehmen wir an, dass es sich bei der unbekanntenFunktion um eine

komplexwertige lineare Spline-Funktion der Form

f (x) ≔
N−1∑

n=0

cn B1 (x− n) (cn ∈ C, x ∈ R)

handelt, wobeiB1 der zentrierte lineare B-Spline, beziehungsweise die Dreiecksfunktion ist. An-

schließend betrachten wir das eindimensionale Phasenrekonstruktionsproblem, bei welchem wir ver-

suchen die unbekannte Spline-Funktionf aus den gegebenen Daten

| f (n)| (n = 0, . . . ,N − 1) und

∣∣∣∣∣∣ f̂
(
kπ
N

)∣∣∣∣∣∣ (k = −N, . . . ,N − 1)

zu rekonstruieren. Dabei bezeichnen wir mitf̂ die FOURIER-Transformierte vonf .

Wir können zeigen, dass die Lösungen des obigen Phasenrekonstruktionsproblems immer mehr-

deutig sind. Weiterhin können bereits kleinste Störungen in den gegebenen Daten die exakte Lösung

des Problems unmöglich machen. Dennoch können wir mit Hilfegeeigneter Regularisierungsverfah-

ren und einer Multilevel-Strategie erstaunlich gute numerische Ergebnisse zur Phasenrekonstruktion

erzielen.

Ziel dieser Masterarbeit ist die ausführliche Darstellungdes Problems der Phasenrekonstruktion

im eindimensionalen Fall entsprechend der Arbeiten [SSD+06] und [LT08], sowie die Herleitung und

Testung geeigneter numerischer Verfahren zur Phasenrekonstruktion.

Bevor wir das eindimensionale Phasenrekonstruktionsproblem untersuchen, betrachten wir in Ka-

pitel 2 die benötigten Grundlagen. Dies betrifft einerseits die FOURIER-Transformation mit ihren

Eigenschaften und andererseits die Definition der zentrierten B-Splines oder Basis-Splines. Weiter-

hin zeigen wir in diesem Kapitel die Ungleichung zwischen der Spektral- und FROBENIUS-Norm,

welche wir für die spätere Fehlerabschätzung brauchen.

ROBERT BEINERT

Matr-Nr: 11135384
WS 2012/13



2
Master-Thesis (Studiengang: Mathematik)

Kapitel 1. Einleitung

Anschließend können wir das Phasenrekonstruktionsproblem in Kapitel 3 explizit definieren. Als

Vorbereitung für die numerische Lösung formen wir das Problem in ein reelles nichtlineares Glei-

chungssystem um. Dabei verfolgen wir jeweils die unterschiedlichen Ansätze aus [SSD+06] und

[LT08]. Je nach Herangehensweise erhalten wir Gleichungssysteme zur Rekonstruktion des Real-

und Imaginärteils oder der Phase der unbekannten Funktion.

Die Lösung der entstandenen nichtlinearen Gleichungssysteme gestaltet sich aufgrund der Mehr-

deutigkeit und Empfindlichkeit des Phasenrekonstruktionsproblems gegenüber gestörten Daten je-

doch als schwierig. Daher ersetzen wir in Kapitel 4 die Gleichungssysteme mit Hilfe der TIKHONOV-

PHILLIPS-Regularisierung durch Minimierungsprobleme. Die Minimalstelle dieser Probleme bestim-

men wir durch Anwendung des iterativen GAUSS-NEWTON-Verfahrens.

Für die TIKHONOV-PHILLIPS-Regularisierung der Gleichungssysteme benutzen wir einebereits

vorher bekannte approximative Lösung des Phasenrekonstruktionsproblems. Diese Approximation ist

im Allgemeinen jedoch nicht bekannt. Um die Regularisierung dennoch durchzuführen, konstruieren

wir in Kapitel 5 mit Hilfe der Multilevel-Strategie die benötigte Näherungslösung aus den gegebenen

Daten. Insgesamt erhalten wir auf diesem Wege zwei numerische Verfahren zur Phasenrekonstrukti-

on.

Bevor wir jedoch in Kapitel 7 die entwickelten numerischen Verfahren auf zwei Phasenrekon-

struktionsprobleme aus [SSD+06] und [LT08] anwenden, untersuchen wir in Kapitel 6 beispielhaft

das Konvergenz-Verhalten für das numerische Verfahren aus[LT08]. Hierzu verwenden wir das ver-

allgemeinerte Diskrepanzprinzip als Abbruchkriterium für die GAUSS-NEWTON-Iteration. Im zen-

tralen Satz dieses Kapitels werden wir geeignete Bedingungen formulieren, um die Konvergenz des

numerischen Verfahrens sicherzustellen und die Fehler derIterationsfolge abzuschätzen.
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Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Eigenschaften der FOURIER -Transformation

Ein zentraler Begriff, welchen wir für die Definition des Phasenrekonstruktionsproblems benötigen,

ist die FOURIER-Transformation. Hierbei handelt es sich um eine Integral-Transformation, die auf

verschiedene Arten und Weisen normiert werden kann. Wir verwenden für die FOURIER-Transfor-

mation die folgende Definition.

Definition 2.1 (F OURIER-Transformation). Für eine komplexwertige Funktionf ∈ L1 (R,C) ist

die FOURIER-Transformiertef̂ : R→ C durch

F
[
f
]
(ξ) ≔ f̂ (ξ) ≔

ˆ ∞

−∞
f (x) e−i ξx dx (ξ ∈ R)

definiert. Die FOURIER-Transformationist die AbbildungF . Den Definitionsbereich vonF nen-

nen wirZeitbereichund den BildbereichFrequenzbereich.

Die FOURIER-Transformierte einer komplexwertigen Funktion ist in derRegel wieder eine kom-

plexwertige Funktion. Weiterhin gibt es einen engen Zusammenhang zwischen der FOURIER-Trans-

formation und der Faltung von Funktionen.

Definition 2.2 (Faltung). Für zwei komplexwertige Funktionenf , g ∈ L1 (R,C) ist die Faltung

von f undg die Funktion

( f ∗ g) (x) ≔
ˆ ∞

−∞
f (y) · g (x− y) dy.

In der nächsten Proposition fassen wir die Eigenschaften der FOURIER-Transformation zusam-

men, welche wir für die Betrachtung des Phasenrekonstruktionsproblems benötigen.
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Proposition 2.3 (Eigenschaften der F OURIER-Transformation). Für die nachfolgenden Eigen-

schaften derFOURIER-Transformation seien f, g ∈ L1 (R,C), a, b ∈ C undα ∈ R.

(i) Die FOURIER-Transformation ist linear. Wir haben

F
[
a · f + b · g

]
(ξ) = a · F

[
f
]
(ξ) + b · F

[
g
]
(ξ) .

(ii) Bezüglich der komplexen Konjugation gilt die Symmetrie

F

[
f
]
(ξ) = F

[
f
]
(−ξ).

(iii) Unter der FOURIER-Transformation bewirkt eine Translation des Argumentes im Zeitbereich

F
[
f (· − α)

]
(ξ) = e−i ξα

F
[
f
]
(ξ) .

(iv) Die FOURIER-Transformation einer Funktion mit skalierten Argument imZeitbereich ist

F
[
f (α · )

]
(ξ) =

1
α
F

[
f
] ( ξ
α

)
.

(v) Die Faltung im Zeitbereich bewirkt eine Multiplikationim Frequenzbereich. Es ist

F
[
f ∗ g

]
(ξ) = F

[
f
]
(ξ) · F

[
g
]
(ξ) .

Beweis. (i) Die Linearität der FOURIER-Transformation folgt direkt aus der Linearität des Inte-

grals. Es gilt

F
[
a · f + b · g

]
(ξ) =

ˆ ∞

−∞
(a · f + b · g) (x) e−i ξx dx

= a
ˆ ∞

−∞
f (x) e−i ξx dx+ b

ˆ ∞

−∞
g (x) e−i ξx dx

= a · F
[
f
]
(ξ) + b · F

[
g
]
(ξ) .

(ii) Für die Symmetrie bezüglich der komplexen Konjugationnutzen wir aus, dass die Bildung des

Integrals und die komplexe Konjugation vertauscht werden können. Wir erhalten

F

[
f
]
(ξ) =

ˆ ∞

−∞
f (x) e−i ξx dx =

ˆ ∞

−∞
f (x) e−i (−ξ)x dx = F

[
f
]
(−ξ).

(iii) Mit Hilfe der Substitutionx′ −α = x erhalten wir für die Translation bezüglich des Argumentes

im Zeitbereich

F
[
f (· − α)

]
(ξ) =

ˆ ∞

−∞
f
(
x′ − α

)
e−i ξx′ dx′ =

ˆ ∞

−∞
f (x) e−i ξ(x+α) dx = e−i ξα

F
[
f
]
(ξ) .

WS 2012/13 ROBERT BEINERT
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(iv) Die FOURIER-Transformierte einer Funktion mit skalierten Argument imZeitbereich können

wir mit der Substitutionαx′ = x bestimmen. Es folgt

F
[
f (α · )

]
(ξ) =

ˆ ∞

−∞
f
(
αx′

)
e−i ξx′ dx′ =

1
α

ˆ ∞

−∞
f (x) e−i ξ

α
x dx =

1
α
F

[
f
] ( ξ
α

)
.

(v) Um die letzte Eigenschaft der FOURIER-Transformation zu zeigen, ersetzen wir die gefalteten

Funktionenf ∗g durch das Integral aus Definition 2.2. Anschließend substituieren wirx′−y = x.

Es ist

F
[
f ∗ g

]
(ξ) =

ˆ ∞

−∞
( f ∗ g)

(
x′
)
e−i ξx′ dx′

=

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞
f (y) · g

(
x′ − y

)
e−i ξx′ dydx′

=

ˆ ∞

−∞

ˆ ∞

−∞
f (y) · g (x) e−i ξ(x+y) dydx

=

(
ˆ ∞

−∞
f (y) e−i ξy dy

) (
ˆ ∞

−∞
g (x) e−i ξx dx

)

= F
[
f
]
(ξ) · F

[
g
]
(ξ) . �

2.2 FOURIER -Transformation des zentrierten B-Splines

Bei der Untersuchung des Phasenrekonstruktionsproblems werden wir uns auf die Rekonstruktion

von Spline-Funktionen beschränken. Eine Spline-Funktionist eine Linearkombination von endlich

vielen B-Splines oder Basis-Splines. Als Prototyp für die B-Splines benutzen wir die Funktionen aus

der folgenden Definition.

Definition 2.4 (B-Spline). Wir definieren denn-ten zentrierten B-Spline Bn oder denn-ten zen-

trierten Basis-Spline Bn alsn-fache Faltung der Indikator-Funktion

χ (x) ≔


1 x ∈

[
−1

2,
1
2

]
,

0 sonst.

Es ist somit

Bn (x) ≔ (χ ∗ · · · ∗ χ)

n Faltungen

(x) (n ∈ N0) .

Von besonderem Interesse für uns sind die linearen Spline-Funktionen, welche mit Hilfe des ersten

zentrierten B-SplinesB1 definiert werden. Daher werden wir im nächsten Beispiel die FunktionB1 (x)

und die VerschiebungenB1 (x− n) untersuchen.

Beispiel 2.5 (Linearer B-Spline). (i) Wir bestimmen für den ersten zentrierten B-Spline eine ex-

plizite Darstellung. Hierfür führen wir die Faltung der Indikator-Funktionen explizit aus. Da die

ROBERT BEINERT
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Funktionχ (x− y) in Abhängigkeit vonx den Träger
[
x− 1

2, x+
1
2

]
besitzt, erhalten wir

B1 (x) = (χ ∗ χ) (x) =
ˆ ∞

−∞
χ (y) · χ (x− y) dy =

ˆ x+ 1
2

x− 1
2

χ (y) dy.

Berücksichtigen wir zusätzlich den Träger vonχ (y), erhalten wir im Fallx ∈ [0, 1] die Darstel-

lung

B1 (x) =
ˆ

1
2

x− 1
2

1 dy = 1− x.

Für x ∈ [−1, 0] folgt

B1 (x) =
ˆ x+ 1

2

− 1
2

1 dy = x+ 1.

Für den letzten Fallx < [−1, 1] ist der Schnitt des Trägers der Indikator-Funktion und des

Trägers der verschobenen Indikator-Funktion leer und das Integral ist Null. Fassen wir die drei

Fälle zusammen, erhalten wir die gesuchte explizite Darstellung

B1 (x) ≔



1+ x −1 ≤ x < 0,
1− x 0 ≤ x ≤ 1,
0 sonst.

Damit ist der erste zentrierte B-Spline eine stückweise lineare Funktion. Über dem Träger

[−1, 1] ist B1 der Polygonzug durch die Punkte(−1, 0), (0, 1) und(1, 0) und ist somit eine Drei-

ecksfunktion.

(ii) Wir betrachten nun ganzzahlige Verschiebungen des ersten zentrierten B-Splines. Die Funktio-

nen B1 (x− n) mit n ∈ Z sind Dreiecksfunktionen mit Träger [n− 1, n+ 1] durch den Punkt

(n, 1). Werten wirB1 (x− n) an den ganzzahligen Stellenk ∈ Z aus, erhalten wir Eins fürn = k

und ansonsten Null. Mit dem KRONECKER-Delta

δk,n ≔


1 k = n,
0 sonst

folgt somit

B1 (k− n) = δk,n (k, n ∈ Z) . ◦

Wir werden nun die FOURIER-Transformierten der zentrierten B-Splines bestimmen. Hierfür brau-

chen wir den Sinus cardinalis.

Definition 2.6 (Sinus cardinalis). Der Sinus cardinalisoder die sinc-Funktion ist die stetige Ab-

bildung

sincξ ≔



sinξ
ξ

ξ , 0,

1 ξ = 0.

WS 2012/13 ROBERT BEINERT

Matr-Nr: 11135384



Multilevel G AUSS-NEWTON-Methoden zur Phasenrekonstruktion
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Proposition 2.7 (F OURIER-Transformation der B-Splines). Die FOURIER-Transformation des

n-ten zentrierten B-Spline ist

B̂n (ξ) =
(
sinc
ξ

2

)n+1

(n ∈ N0) .

Beweis. Wir beginnen mit der FOURIER-Transformation der Indikator-Funktionχ aus Definition 2.4.

Es ist

χ̂ (ξ) =
ˆ

1
2

− 1
2

e−i ξx dx =

[
− 1

i ξ
e−i ξx

] 1
2

− 1
2

=
2
ξ


ei ξ2 − e−i ξ2

2i



=sin ξ2

.

Nach [GKN79, (72). S. 595] besitzt die Sinus-Funktion für komplexe Argumentez ∈ C die Darstel-

lung sinz= ei z−e−i z

2i . Wir erhalten

χ̂ (ξ) =
2
ξ

sin
ξ

2
= sinc

ξ

2
.

In Definition 2.4 haben wir denn-ten zentrierten B-Spline alsn-fache Faltung der Indikator-Funktion

χ definiert. Damit folgt die Behauptung mittels vollständiger Induktion aus Proposition 2.3.v. �

2.3 Ungleichung zwischen Spektral- und FROBENIUS-Norm

Bei der Untersuchung des Phasenrekonstruktionsproblems werden wir an verschiedenen Stellen die

Spektralnorm einer Matrix benötigen. Da die exakte Bestimmung der Spektralnorm sich in den meis-

ten Fällen allerdings als schwierig gestaltet, werden wir in diesem Abschnitt eine Abschätzung der

Spektralnorm durch die FROBENIUS-Norm herleiten.

Definition 2.8 (F ROBENIUS-Norm, vgl. [Bha96, S. 7]). Für die komplexen × m-Matrix A ≔
(
ak,l

)n−1,m−1
k=0,l=0 ist die FROBENIUS-Normdurch

‖A‖F ≔

√√√n−1∑

k=0

m−1∑

l=0

∣∣∣ak,l

∣∣∣2

gegeben.

Als Vorbereitung betrachten wir die SCHATTEN-p-Norm, welche über die Singulärwerte einer Ma-

trix definiert ist. Hierfür benötigen wir die adjungierte Matrix. Diese erhalten wir durch das komplexe

Konjugieren und anschließendes Transponieren. Wir verwenden die Notation

AH
≔ A

T
.

ROBERT BEINERT
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Definition 2.9 (S CHATTEN-p-Norm, vgl. [Bha96, S. 92]). Für die komplexen×m-Matrix A besitze

das ProduktAHA die EigenwerteλAHA,k mit k = 0, . . . ,m− 1. Die positiven Wurzeln der Eigen-

werte

σA,k ≔

√
λAHA,k

werden dieSingulärwerte der MatrixA genannt. Diep-Norm des Vektors der Singulärwerte

‖σA‖p ≔
∥∥∥(σA,k

)m−1
k=0

∥∥∥
p

heißt SCHATTEN-p-Normder MatrixA.

Des Weiteren werden wir die Spur einer quadratischen Matrixverwenden.

Definition 2.10 (Spur). Für die quadratische MatrixA ≔
(
ak,l

)n−1,n−1
k=0,l=0 wird die Summe der Diago-

nalelemente

SpurA ≔
n−1∑

k=0

ak,k

dieSpur der MatrixA genannt.

Die Spur des Produktes zweier Matrizen ist invariant bezüglich der Reihenfolge der Faktoren.

Lemma 2.11 (Vertauschbarkeit unter der Spurbildung). Für die Spur des Produktes der quadra-

tischen n× n-MatrizenA undB gilt

Spur(AB) = Spur(BA) .

Beweis. SeiA ≔
(
ak,l

)n−1,n−1
k=0,l=0 undB ≔

(
bk,l

)n−1,n−1
k=0,l=0 . Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Defi-

nition der Spur und der Matrix-Multiplikation durch

Spur(AB) =
n−1∑

k=0

n−1∑

l=0

ak,l bl,k =

n−1∑

l=0

n−1∑

k=0

bl,k ak,l = Spur(BA) . �

Nach diesen Vorbereitungen können wir mit der eigentlichenAbschätzung der Spektralnorm durch

die FROBENIUS-Norm beginnen.

Proposition 2.12 (Ungleichung zwischen Spektral- und F ROBENIUS-Norm). Für die Matrix A

kann die Spektralnorm durch dieFROBENIUS-Norm abgeschätzt werden. Es gilt

‖A‖2 ≤ ‖A‖F .
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Beweis. Wir betrachten die MatrixA ≔
(
ak,l

)n−1,m−1
k=0,l=0 . Weil die Spektralnorm die Wurzel des Spek-

tralradius̺
(
AHA

)
ist, ist diese identisch mit dem größten Singulärwert vonA und daher mit‖σA‖∞.

Die FROBENIUS-Norm wiederum ist gleich der SCHATTEN-2-Norm. Um diese Aussage zu zeigen,

benutzen wir, dass nach [DD07, Satz 9.10, S. 270] die HERMITE’sche MatrixAHA diagonalisierbar

ist. Somit kannAHA als ProduktVH
ΣV dargestellt werden. Hierbei istΣ die Matrix der Eigenwerte

oder quadrierten Singulärwerte. Die MatrixV enthält spaltenweise die normierten Eigenvektoren zu

den entsprechenden Eigenwerten inΣ. Zusätzlich besitztV die EigenschaftVHV = VVH
= I und ist

somit unitär. Mit Hilfe der Diagonalisierbarkeit und Lemma2.11 erhalten wir die gesuchte Identität

‖σA‖22 =
m−1∑

k=0

σ2
A,k = SpurΣ = Spur

(
ΣVVH

)
= Spur

(
VH
ΣV

)
= Spur

(
AHA

)

=

m−1∑

k=0

m−1∑

l=0

ak,l ak,l =

m−1∑

k=0

m−1∑

l=0

∣∣∣ak,l

∣∣∣2 = ‖A‖2F .

Damit ist die Behauptung des Lemmas äquivalent zu‖σA‖∞ ≤ ‖σA‖2. Die Monotonie der SCHAT-

TEN-p-Norm erhalten wir in diesem Fall durch Addition der restlichen Singulärwerte. Es folgt die

Abschätzung

‖A‖2 = ‖σA‖∞ =

√(
max

k=0,...,m−1

∣∣∣σA,k

∣∣∣
)2

≤

√√√m−1∑

k=0

∣∣∣σA,k

∣∣∣ 2 = ‖σA‖2 = ‖A‖F . �
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Kapitel 3

Das Phasenrekonstruktionsproblem

3.1 Abstrakte Problemstellung für lineare Spline-Funktionen

Im Folgenden betrachten wir die eindimensionale komplexwertige Phasenrekonstruktion, wie sie in

den beiden Artikeln [SSD+06] und [LT08] dargestellt wird. Die Aufgabenstellung ist die Rekonstruk-

tion einer komplexwertigen Funktionf : R → C aus den absoluten Beträgen ihrer Funktionswerte

| f | und den Beträgen ihrer FOURIER-Transformierten
∣∣∣∣ f̂

∣∣∣∣. Die absoluten Werte sind uns dabei nur

an den Stellenn = 0, . . . ,N − 1 im Zeitbereich undkπ
N für k = −N, . . . ,N − 1 im Frequenzbereich

bekannt.

Um die unbekannte Funktionf aus den gegebenen Daten zu rekonstruieren, nehmen wir an, dass

f eine komplexwertige lineare Spline-Funktion ist. Das heißt, wir machen fürf : R→ C den Ansatz

f (x) =
N−1∑

n=0

cn B1 (x− n)

mit komplexen Koeffizientenc0, . . . , cN−1. Dabei istB1 der zentrierte lineare Spline aus Beispiel 2.5.

Aufgrund der EigenschaftB1 (k− n) = δk,n für k, n ∈ Z ist f (n) = cn für n = 0, . . . ,N − 1. Damit ist

f der Polygonzug durch die Punkte(n, cn) und wird durch die Koeffizienten eindeutig beschrieben.

Auf diese Weise haben wir das Problem der Rekonstruktion einer komplexwertigen Funktion auf

die Bestimmung vonN Variablen reduziert. Zusammengefasst erhalten wir die folgende Problemstel-

lung.

Definition 3.1 (Phasenrekonstruktion). Bestimme für ein festesN ∈ N die unbekannten Koeffi-

zientenc0, . . . , cN−1 ∈ C der komplexwertigen linearen Spline-Funktion

f (x) =
N−1∑

n=0

cn B1 (x− n) (x ∈ R)

aus den gegebenen Daten

| f (n)| (n = 0, . . . ,N − 1) und

∣∣∣∣∣∣ f̂
(
kπ
N

)∣∣∣∣∣∣ (k = −N, . . . ,N − 1).

ROBERT BEINERT
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Das auf diese Weise definierte Phasenrekonstruktionsproblem ist trotz der Einschränkung auf li-

neare Spline-Funktionen nicht eindeutig lösbar. Haben wireine Lösung gefunden oder gegeben, ist es

sehr einfach weitere Lösungen des Problems anzugeben. Hierzu betrachten wir zwei Beispiele, wie

sie auch in [LT08, S. 4] zu finden sind.

Beispiel 3.2 (Mehrdeutigkeit der Lösung). (i) Angenommen, wir haben eine Lösungf für ein kon-

kretes Phasenrekonstruktionsproblem gegeben. Nun untersuchen wir die skalierte Funktion ei α f

mit α ∈ [−π, π). Im Zeitbereich gilt für diese

∣∣∣ei α f (n)
∣∣∣ =

∣∣∣ei α
∣∣∣

=1

| f (n)| = | f (n)| (n = 0, . . . ,N − 1).

Nutzen wir die Linearität der FOURIER-Transformation aus, erhalten wir im Frequenzbereich

die Identität
∣∣∣∣∣∣ê

i α f

(
kπ
N

)∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣e

i α f̂

(
kπ
N

)∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣ei α

∣∣∣

=1

∣∣∣∣∣∣ f̂
(
kπ
N

)∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ f̂

(
kπ
N

)∣∣∣∣∣∣ (k = −N, . . . ,N − 1).

Damit ist die skalierte Funktion ei α f eine weitere Lösung.

(ii) Sei f wieder eine Lösung zu einem gegebenen Problem wie in Definition 3.1. Ist zusätzlich der

Betrag der FOURIER-Transformierten
∣∣∣∣ f̂

∣∣∣∣ eine gerade Funktion, dann erhalten wir eine weitere

Lösung mit Hilfe der komplexen Konjugation. Wir betrachtendie Funktion ei α f mit α ∈ [−π, π)
und überprüfen die Restriktionen des Phasenrekonstruktionsproblems. Für die absoluten Beträ-

ge im Zeitbereich erhalten wir

∣∣∣∣ei α f (n)
∣∣∣∣ =

∣∣∣ei α
∣∣∣

=1

∣∣∣∣ f (n)
∣∣∣∣ = | f (n)| (n = 0, . . . ,N − 1).

Mit Hilfe der Linearität und Symmetrie der FOURIER-Transformation gilt im Frequenzbereich

∣∣∣∣∣∣ê
i α f

(
kπ
N

)∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣e

i α f̂

(
kπ
N

)∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣ei α

∣∣∣

=1

∣∣∣∣∣∣ f̂
(
−

kπ
N

)∣∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣ f̂
∣∣∣∣ gerade

∣∣∣∣∣∣ f̂
(
kπ
N

)∣∣∣∣∣∣ (k = −N, . . . ,N − 1).

Somit handelt es sich bei ei α f tatsächlich ebenfalls um eine gültige Lösung. ◦

Bemerkung 3.3. (i) Die Konstruktion aus Beispiel 3.2.i können wir für jede Lösung des Phasen-

rekonstruktionsproblem durchführen. Das bedeutet insbesondere, wenn das Problem überhaupt

eine Lösung besitzt, gibt es immer unendlich viele weitere.Hiervon ausgenommen ist die kon-

stante Null-Funktion.

(ii) Weil die im Beispiel konstruierten Lösungen im Allgemeinen keine neuen Informationen lie-

fern, handelt es sich hier um eine triviale Mehrdeutigkeit.In Satz 3.4 werden wir sehen, dass es

zu einen Phasenrekonstruktionsproblem theoretisch zusätzlich auch weitere nicht-triviale Lö-
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sungen geben kann. Weiterhin werden wir in Beispiel 3.7 mit Hilfe dieses Satzes eine nicht-

triviale Mehrdeutigkeit konstruieren. ◦

3.2 Zusammenhang zwischen den gegebenen Daten und der Spline-

Funktion

Um das Phasenrekonstruktionsproblem später durch geeignete Gleichungssysteme darzustellen, un-

tersuchen wir zunächst den Zusammenhang zwischen den gegebenen Daten und den unbekannten

Koeffizienten. Hierbei folgen wir größtenteils den Umformungen aus [SSD+06, S. 4193].

Im Zeitbereich erhalten wir aufgrund der Eigenschaften derlinearen B-Splines (Beispiel 2.5.ii)

die Bedingungen

| f (k)| =

∣∣∣∣∣∣∣

N−1∑

n=0

cn B1 (k− n)

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣

N−1∑

n=0

cn δk,n

∣∣∣∣∣∣∣
= |ck| (k = 0, . . . ,N − 1). (3.1)

Der Betrag aller unbekannten Koeffizienten ist uns somit vonAnfang an bekannt.

Die Darstellung der Daten im Frequenzbereich in Abhängigkeit der Koeffizientenc0, . . . , cN−1

ist nicht ganz so offensichtlich. Zunächst bestimmen wir die FOURIER-Transformierte zu der linea-

ren Spline-Funktionf . Unter Ausnutzung von Linearität und Translationseigenschaft der FOURIER-

Transformation erhalten wir

f̂ (ξ) =
N−1∑

n=0

cn F [B1(· − n)] (ξ) =


N−1∑

n=0

cn e−i nξ



≕P(e−i ξ)

B̂1(ξ). (3.2)

Hauptbestandteil der Transformierten ist das komplexe Polynom

P (z) ≔
N−1∑

n=0

cn zn,

dessen Koeffizienten ebenfalls die unbekannten Variablen sind.

Wir interessieren uns für den quadratischen Betrag vonf̂ , welcher uns an den Stützstellen gegeben

ist. Dieser wird durch die Gleichung

∣∣∣∣ f̂ (ξ)
∣∣∣∣
2
=

∣∣∣∣P
(
e−i ξ

)∣∣∣∣
2

≕T(ξ)

∣∣∣∣B̂1(ξ)
∣∣∣∣
2

(3.3)

beschrieben.

Für den quadratischen Betrag des PolynomsP auf dem Einheitskreis erhalten wir

T (ξ) ≔
∣∣∣∣P

(
e−i ξ

)∣∣∣∣
2
= P

(
e−i ξ

)
P

(
e−i ξ) =


N−1∑

n=0

cn e−i nξ




N−1∑

n=0

cn ei nξ

 .
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Durch Multiplikation der beiden Polynome folgt fürT die Darstellung

T (ξ) =
N−1∑

n=0

N−1−n∑

k=0

ck ck+n ei nξ
+

N−1∑

n=1

N−1−n∑

k=0

ck ck+n e−i nξ . (3.4)

Damit handelt es sich beiT um ein reelles trigonometrisches Polynom vom GradN − 1. Die Koeffi-

zienten dieses Polynoms sind nur abhängig von den unbekannten Variablenc0, . . . , cN−1.

Werten wir die Identität (3.3) an den Stellenξk ≔ kπ
N für k = −N, . . . ,N − 1 aus, können

wir die gegebenen Daten durch die unbekannten Variablen beschreiben. Mit Hilfe der FOURIER-

Transformierten der B-Splines (Proposition 2.7) erhaltenwir die Gleichungen

∣∣∣∣ f̂ (ξk)
∣∣∣∣
2
= T (ξk)

∣∣∣∣∣sinc
ξk

2

∣∣∣∣∣
4

(k = −N, . . . ,N − 1). (3.5)

Diese Zusammenhänge zwischen dem gegebenen Datensatz und den unbekannten Koeffizienten

erlauben es uns bereits jetzt, die Verbindungen zwischen den möglichen Lösungen des Phasenrekon-

struktionsproblems zu untersuchen.

Satz 3.4 (Mehrdeutigkeit des Phasenrekonstruktionsprobl ems, vgl. [LT08, Lemma 2.1, S. 6]).

Sei die Funktion

f (x) ≔
N−1∑

n=0

cn B1(x− n) (x ∈ R)

mit cn ∈ C und c0 cN−1 , 0 gegeben. Das durch f gegebene Phasenrekonstruktionsproblem in

Definition 3.1 besitze eine weitere Lösung

g(x) ≔
N−1∑

n=0

bn B1(x− n) (x ∈ R)

mit bn ∈ C und b0 bN−1 , 0. Damit ist gemeint, dass die Funktion g die Bedingungen

| f (n)| = |g(n)| für n = 0, . . . ,N − 1 (3.6)

und ∣∣∣∣∣∣ f̂
(
kπ
N

)∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ ĝ

(
kπ
N

)∣∣∣∣∣∣ für k = −N, . . . ,N − 1 (3.7)

erfüllt.

Dann haben die beiden Polynome

Pf (z) ≔
N−1∑

n=0

cn zn
= cN−1

N−1∏

j=1

(z− γ j) (γ j ∈ C \ {0}) (3.8)

und

Pg(z) ≔
N−1∑

n=0

bn zn
= bN−1

N−1∏

j=1

(z− β j) (β j ∈ C \ {0}) (3.9)

den gleichen Betrag auf dem EinheitskreisΓ ≔ {z ∈ C : |z| = 1} .
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Diese Eigenschaft ist äquivalent dazu, dass
∣∣∣Pf (z0)

∣∣∣ =
∣∣∣Pg (z0)

∣∣∣ , 0 für ein z0 ∈ Γ und die

endlichen Folgen

(
γ j ,

(
γ j

)−1
: j = 1, . . . ,N − 1

)
und

(
β j ,

(
β j

)−1
: j = 1, . . . ,N − 1

)
(3.10)

bis auf Permutation gleich sind.

Um den Beweis des Satzes zu führen, benötigen wir den allgemeinen Begriff des gespiegelten

PolynomsP∗ für ein gegebenes PolynomP, bei welchem die Koeffizienten gespiegelt sind. Dabei sei

daskomplex-konjugierte Polynomvon P(z) ≔
∑N−1

n=0 an zn gegeben durch

P(z) ≔ P(z) =
N−1∑

n=0

an zn.

Definition 3.5 (Gespiegeltes Polynom). Für das komplexe PolynomP(z) ≔
∑N−1

n=0 an zn ist das

gespiegelte Polynom P∗ durch

P∗(z) ≔ zN−1 P

(
1
z

)
=

N−1∑

n=0

aN−1−n zn (z, 0)

gegeben. Nach Definition ist das gespiegelte Polynom wiederein komplexes Polynom und der

fehlende Wert fürz= 0 kann stetig ergänzt werden.

Beweis (Satz 3.4, vgl. [LT08, S. 6f.]). Durch die Koeffizientenc0, . . . , cN−1 der Funktionf wird durch

(3.4) eindeutig das trigonometrische PolynomTf vom GradN−1 definiert, welches den quadratischen

Betrag vonPf auf dem EinheitskreisΓ beschreibt. Analog beschreibt das trigonometrische Polynom

Tg den quadratischen Betrag vonPg auf Γ. Stellen wir (3.5) nachTf um, erhalten wir fürξk ≔ kπ
N die

Gleichungen

Tf (ξk) =

∣∣∣∣ f̂ (ξk)
∣∣∣∣
2

∣∣∣∣sinc ξk2

∣∣∣∣
4

(k = −N, . . . ,N − 1).

Da nung dasselbe Phasenrekonstruktionsproblem wief löst, erhalten wir weiterhin die Gleichungen

Tg (ξk) =

∣∣∣∣ f̂ (ξk)
∣∣∣∣
2

∣∣∣∣sinc ξk2

∣∣∣∣
4

(k = −N, . . . ,N − 1).

Somit stimmen die beiden trigonometrischen PolynomeTf und Tg an 2N unterschiedlichen Stellen

überein. Da beide Polynome höchstens den GradN−1 haben, müssenTf undTg identisch sein. Daher

gilt auch ∣∣∣Pf (z)
∣∣∣ ≡

∣∣∣Pg(z)
∣∣∣ (z ∈ Γ).

ROBERT BEINERT

Matr-Nr: 11135384
WS 2012/13



16
Master-Thesis (Studiengang: Mathematik)

Kapitel 3. Das Phasenrekonstruktionsproblem

Um die Äquivalenz zu zeigen, benötigen wir eine weitere Darstellung für den Betrag der Polyno-

me. Wir betrachten im Folgenden nur
∣∣∣Pf

∣∣∣. Alle Überlegungen lassen sich analog für
∣∣∣Pg

∣∣∣ durchführen.

Mit Hilfe des gespiegelten Polynoms können wir den quadratischen Betrag auf dem Einheitskreis

für ξ ∈ [−π, π) durch

∣∣∣∣Pf

(
e−i ξ

)∣∣∣∣
2
= Pf

(
e−i ξ

)
Pf

(
e−i ξ) = Pf

(
e−i ξ

)
Pf

(
ei ξ

)
=

Def. 3.5
e−i ξ(1−N)Pf

(
e−i ξ

)
P∗f

(
e−i ξ

)

beschreiben. Führen wir die Substitutionz≔ e−i ξ durch, erhalten wir

∣∣∣Pf (z)
∣∣∣2 = z1−N Pf (z) P∗f (z) (z ∈ Γ). (3.11)

Da sowohl der LeitkoeffizientcN−1 als auch das absolute Gliedc0 von Pf ungleich Null sind,

müssen alle Nullstellenγ j , 0 sein. Weiterhin hat auch das gespiegelte PolynomP∗f den GradN − 1.

Mit Hilfe der Faktordarstellung (3.8) vonPf erhalten wir

P∗f (z) =
Def. 3.5

zN−1 Pf

(
1
z

)
=

(3.8)
zN−1 cN−1

N−1∏

j=1

(
1
z
− γ j

)
= cN−1

N−1∏

j=1

(
1− γ j z

)
.

Damit hat das ProduktPf P∗f aus (3.11) die Form

Pf (z) P∗f (z) = |cN−1|2
N−1∏

j=1

(
z− γ j

) (
1− γ j z

)
(z∈ Γ) .

Dieses Polynom hat offensichtlich die Nullstellenγ j und
(
γ j

)−1
mit j = 1, . . . ,N − 1.

Führen wir die analoge Betrachtung fürPg durch, erhalten wir mit der Voraussetzung
∣∣∣Pf

∣∣∣ =
∣∣∣Pg

∣∣∣
auf dem Einheitskreis aus (3.11) die Identität

Pf (z) P∗f (z) = Pg(z) P∗g (z) (z ∈ Γ).

Da es sich beiPf (z) P∗f (z) undPg(z) P∗g (z) um komplexe Polynome handelt, gilt diese Gleichung eben-

falls auf ganzC. Somit sind die beiden Polynome auf ganzC gleich und haben damit auch dieselben

Nullstellen. Also sind die endlichen Folgen

(
γ j ,

(
γ j

)−1
: j = 1, . . . ,N − 1

)
und

(
β j ,

(
β j

)−1
: j = 1, . . . ,N − 1

)

bis auf Permutation gleich. Nach Voraussetzung istPf . 0 undPg . 0, damit existiert einz0 ∈ Γ mit∣∣∣Pf (z0)
∣∣∣ =

∣∣∣Pg (z0)
∣∣∣ , 0.

Für die Rückrichtung können wir voraussetzen, dass die endlichen Folgen (3.10) bis auf Permuta-

tion gleich sind. Damit haben die Polynome

Pf (z) P∗f (z) = |cN−1|2
N−1∏

j=1

(
z− γ j

) (
1− γ j z

)
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und

Pg(z) P∗g (z) = |bN−1|2
N−1∏

j=1

(
z− β j

) (
1− β j z

)

die gleiche Nullstellenmenge. Somit sind diese bis auf einemultiplikative Konstante gleich und wir

erhalten

Pf (z) P∗f (z) = αPg(z) P∗g (z).

Multiplizieren wir diese Gleichung mitz1−N und wenden (3.11) an, bekommen wir fürz∈ Γ

∣∣∣Pf (z)
∣∣∣2 = z1−N Pf (z) P∗f (z) = α z1−N Pg(z) P∗g (z) = α

∣∣∣Pg(z)
∣∣∣2 .

Nach Voraussetzung sind die Beträge auf dem Einheitskreis für einz0 ∈ Γ gleich. Daraus folgtα = 1

und die Gleichheit der Beträge vonPf undPg auf dem gesamten EinheitskreisΓ. �

Bemerkung 3.6. (i) Nach Satz 3.4 gehört zu jeder Lösung des Phasenrekonstruktionsproblems ei-

ne Permutation der Nullstellen-Folge (3.10). Da es nur endlich viele mögliche Permutationen

einer endlichen Menge gibt, kann unser Problem nur endlich viele nicht-triviale Lösungen be-

sitzen. Als triviale Lösungen sind in diesem Fall Rekonstruktionen gemeint, die sich nur durch

Skalarmultiplikation oder komplexe Konjugation voneinander unterscheiden.

(ii) Theoretisch sind wir nun in der Lage, aus einer gegebenen Lösung des Phasenrekonstruktions-

problems alle anderen Lösungen zu konstruieren. Praktischist dieses allerdings kaum möglich,

da wir die Nullstellen des PolynomsPf bestimmen müssten und dieses im Allgemeinen einen

sehr hohen Grad besitzt. Weiterhin liefert eine Permutation der Nullstellenmenge nicht automa-

tisch eine weitere Lösung, da die Koeffizienten des konstruierten Polynoms nicht unbedingt die

Gleichungen| f (n)| = |g(n)| für n = 0, . . . ,N − 1 im Zeitbereich erfüllen müssen. Dennoch be-

steht nach diesem Satz die Möglichkeit, dass ein Phasenrekonstruktionsproblem mehrere nicht-

triviale Lösungen besitzt.

(iii) Für den Beweis des Satzes haben wir die Gleichungen (3.6) für den Zeitbereich nicht verwendet.

Daher bleiben die Aussagen des Satzes auch erhalten, wenn wir das Phasenrekonstruktionspro-

blem variieren und diese Bedingungen abschwächen oder fallen lassen. ◦

Beispiel 3.7. Mit Hilfe von Satz 3.4 können wir nun ein Minimal-Beispiel für die nicht-triviale Mehr-

deutigkeit des Phasenrekonstruktionsproblems konstruieren. In diesem Fall wählen wirN = 3 und

machen für das PolynomPf aus (3.8) den Ansatz

Pf (z) ≔
(
z− 2

)(
z− 1

2 i
)
= z2 −

(
2+ 1

2 i
)
z+ i

mit den Nullstellenγ1 = 2 undγ2 =
1
2 i.

Das zweite PolynomPg konstruieren wir aus dem ersten indem wir die Nullstellen konjugieren

und invertieren. Somit hatPg die Nullstellen

β1 ≔
(
γ1

)−1
=

1
2 und β2 ≔

(
γ2

)−1
= 2i,
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und die Form

Pg (z) ≔
(
z− 1

2

)(
z− 2i

)
= z2 −

(
1
2 + 2i

)
z+ i.

Dies hat zur Folge, dass die beiden Folgen in (3.10) bis auf Permutation gleich sind.

Um Satz 3.4 anzuwenden, benötigen wir noch die Eigenschaft,dass der Betrag vonPf und Pg

an einem Punkt auf dem Einheitskreis gleich ist und nicht verschwindet. Hierzu werten wir beide

Polynome der Einfachheit halber an der Stelle 1 aus. Das Ergebnis ist

∣∣∣Pf (1)
∣∣∣ =

∣∣∣−1+ 1
2 i
∣∣∣ =

√
1+ 1

4 und
∣∣∣Pg (1)

∣∣∣ =
∣∣∣12 − i

∣∣∣ =
√

1+ 1
4.

Nach Satz 3.4 besitzen damitPf undPg den gleichen Betrag auf dem Einheitskreis. Das wiederum

bedeutet, dass die Transformierten der zugehörigen Spline-Funktionen f undg nach (3.3) identisch

sind. Somit gilt im Frequenzbereich

∣∣∣∣∣∣ f̂
(
kπ
3

)∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣ ĝ

(
kπ
3

)∣∣∣∣∣∣ für k = −3, . . . , 2.

Wie bereits in Bemerkung 3.6.ii erwähnt, müssen wir noch dieBedingungen im Zeitbereich über-

prüfen, da diese nicht automatisch erfüllt sind. Die Koeffizienten vonf undg sind

c0 = i c1 = −2− 1
2 i c2 = 1

b0 = i b1 = −1
2 − 2i b2 = 1.

Offensichtlich ist|c0| = |b0| und |c2| = |b2|. Für die beiden übrigen Koeffizienten gilt

|c1| = |b1| =
√

4+ 1
4.

Nach (3.1) sind damit auch die Bedingungen im Zeitbereich erfüllt und f undg lösen dasselbe Pha-

senrekonstruktionsproblem.

Die beiden Lösungen gehen nicht durch Multiplikation mit einem Faktor ei α auseinander hervor,

da die Gleichungc2 = b2 = 1 erfüllt ist. Weil weiterhin sowohlc0 = i als auchb0 = i ist, können wir

auch die komplexe Konjugation ausschließen. Damit hat das zugehörige Phasenrekonstruktionspro-

blem eine echte nicht-triviale Mehrdeutigkeit. ◦

3.3 Darstellung durch ein nichtlineares Gleichungssystem

Ausgehend von den gefundenen Zusammenhängen zwischen gegebenen Daten im Frequenzbereich

und unbekannten Koeffizienten der gesuchten linearen Spline-Funktion, werden wir nun ein nichtli-

neares Gleichungssystem aufstellen. Hierzu versuchen wirdie Gleichungen (3.5) möglichst weit zu

vereinfachen und nach den Unbekannten aufzulösen. Der erste Schritt hierzu ist die Division durch∣∣∣∣sinc ξk2

∣∣∣∣
4
. Die so modifizierten Daten im Frequenzbereich bezeichnen wir dabei mitdk. Wir erhalten
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nun aus (3.5) die Gleichungen

dk ≔

∣∣∣∣ f̂ (ξk)
∣∣∣∣
2

(
sinc ξk2

)4
= T (ξk) (k = −N, . . . ,N − 1). (3.12)

Als nächstes untersuchen wir das trigonometrische PolynomT, welches durch (3.4) gegeben ist.

Hierfür definieren wiren unde−n durch die beiden Summen

en ≔

N−1−n∑

k=0

ck ck+n und e−n ≔

N−1−n∑

k=0

ck ck+n. (3.13)

Offensichtlich unterscheiden sich die Summen nur durch komplexe Konjugation. Es besteht somit der

Zusammenhang

en = e−n.

Mit Hilfe von en unde−n können wir nun das trigonometrische Polynom durch das Skalarprodukt

T (ξ) =
N−1∑

n=−N

en ei nξ
=

[(
ei nξ

)N−1

n=−N

]T
(en)N−1

n=−N

darstellen.

Werten wirT (ξ) an den Stützstellenξk ≔ kπ
N für k = −N, . . . ,N − 1 aus, können wir die modifi-

zierten Datendk im Frequenzbereich durch die Matrix-Vektor-Multiplikation

(dk)
N−1
k=−N = (T (ξk))

N−1
k=−N =

(
ei knπ

N

)N−1

k,n=−N

≕F2N

(en)N−1
n=−N (3.14)

beschreiben. Die MatrixF2N erinnert dabei an die diskrete FOURIER-Transformation. Analog zu

dieser definieren wie die modifizierte FOURIER-Matrix.

Definition 3.8 (Modifizierte F OURIER-Matrix). Die modifizierte FOURIER-Matrix F2N der Ord-

nung2N ∈ N ist gegeben durch

F2N ≔

(
ei knπ

N

)N−1

k,n=−N
.

Wenn es uns gelingt, die MatrixF2N zu invertieren, können wir die Gleichung (3.14) nach(en)N−1
n=−N

auflösen. Damit erhalten wir nach Definition vonen unde−n ein nichtlineares Gleichungssystem für

die unbekannten Koeffizientenc0, . . . , cN−1. Da die modifizierte FOURIER-Matrix aus den Potenzen

der 2N-ten Einheitswurzeln besteht, betrachten wir auf dem Weg zur inversen Matrix zunächst das

folgende Lemma.
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Lemma 3.9. Für die Summe über die2N-ten Einheitswurzeln gilt für alle k∈ Z

N−1∑

n=−N

ei 2knπ
2N =


2N k ≡ 0 mod 2N,
0 k . 0 mod 2N.

Beweis. Um das Lemma zu beweisen, führen wir eine Fallunterscheidung bezüglichk durch. Ist

k = l · 2N mit l ∈ Z erhalten wir

N−1∑

n=−N

ei 2knπ
2N =

N−1∑

n=−N

ei 2nπ(l·2N)
2N =

N−1∑

n=−N

(
ei·2lπ

)n

=1n

= 2N.

Sollte es sich beik um kein Vielfaches von 2N handeln, führen wir zunächst eine Indexverschiebung

durch. Es gilt
N−1∑

n=−N

ei 2knπ
2N =

2N−1∑

n=0

ei 2kπ(n−N)
2N = e−i 2kNπ

2N

2N−1∑

n=0

(
ei 2kπ

2N

)n
.

Nach Voraussetzung ist ei 2kπ
2N , 1. Daher können wir die geometrische Summe auswerten und bekom-

men

N−1∑

n=−N

ei 2knπ
2N = e−i 2kNπ

2N
1− ei 2kπ(2N)

2N

1− ei 2kπ
2N

= e−i 2kNπ
2N

1−

=1k

(
ei·2π

)k

1− ei 2kπ
2N

= 0.

Insgesamt erhalten wir somit die Behauptung. �

Proposition 3.10 (Inverse modifizierte F OURIER-Matrix). Die Matrix

F−1
2N =

1
2N

F2N =
1

2N

(
e−i knπ

N

)N−1

k,n=−N

ist die Inverse zur modifiziertenFOURIER-Matrix der Ordnung2N.

Beweis. Wir bestimmen die MatrixF2NF2N, indem wir die Berechnungen komponentenweise durch-

führen. Fürk, l = −N, . . . ,N − 1 erhalten wir

[
F2NF2N

]
kl
=

N−1∑

n=−N

ei knπ
N · e−i lnπ

N =

N−1∑

n=−N

ei nπ(k−l)
N .

Da für alle gültigenk, l die Differenz|k− l| < 2N ist, kannk− l nur ein Vielfaches von 2N sein, wenn

k = l ist. Nach Lemma 3.9 gilt somit
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[
F2NF2N

]
kl
=


2N k = l,
0 k , l.

Mit der Skalierung 1
2N für die Matrix F2N folgt somit die Behauptung. �

Mit Hilfe der inversen modifizierten FOURIER-Matrix erhalten wir aus (3.14) das nichtlineare

Gleichungssystem

(en)N−1
n=−N = F−1

2N (dk)
N−1
k=−N . (3.15)

Da sichen und e−n, als auch die entsprechenden Zeilen vonF−1
2N nur durch komplexe Konjugation

unterscheiden, haben wir redundante Gleichungen. Diese zusätzliche Information verwenden wir in

der numerischen Anwendung zur Stabilisierung gegenüber gestörten Messungen, indem wir die red-

undanten Gleichungen mitteln.

Nach der expliziten Berechnung des Vektors(en)N−1
n=−N erhalten wir aus der Definition vonen und

e−n in (3.13) das komplexe Gleichungssystem mit quadratischenGleichungen

N−1−n∑

k=0

ck ck+n
!
=

1
2

(en + e−n) (n = 0, . . . ,N − 1). (3.16)

Hierbei ist zu beachten, dass wir durch (3.1) bereits den Betrag der unbekannten Variablenc0, . . . , cN−1

kennen. Diesen können wir bei der Lösung des Gleichungssystems direkt nutzen oder müssen ihn

durch Nebenbedingungen berücksichtigen.

Nach [SSD+06, S. 4194] folgt aus den letzten beiden Gleichungen (3.15)und (3.16) eine diskrete

Version der PARSEVALschen Gleichung für lineare Spline-Funktionen. Wegen (3.1) können wir für

n = 0 in (3.16) die Produkteckck durch | f (k)|2 ersetzen. Den Werte0 können wir mit Hilfe der in-

versen modifizierten FOURIER-Matrix durch (3.15) aus den modifizierten Daten im Frequenzbereich

bestimmen. Nach Proposition 3.10 ist die nullte Zeile der Matrix identisch 1
2N . Somit iste0 die Summe

über die modifizierten Daten, welche wir in (3.12) definiert haben. Fassen wir unsere Beobachtungen

zusammen, erhalten wir die folgende Proposition.

Proposition 3.11 (Diskrete P ARSEVAL sche Gleichung, vgl. [SSD +06, S. 4194]). Für die kom-

plexwertigen linearen Spline-Funktionen der Form

f (x) =
N−1∑

n=0

cn B1 (x− n) (x ∈ R, cn ∈ C)

gilt mit ξk ≔ kπ
N die Identität

N−1∑

n=0

| f (n)|2 =
1

2N

N−1∑

k=−N

∣∣∣∣ f̂ (ξk)
∣∣∣∣
2

(
sinc ξk2

)4

zwischen Zeit- und Frequenzbereich.
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3.4 Algebraische Form für unbekannte Koeffizienten

Unser nächstes Ziel ist es, das komplexe quadratische Gleichungssystem (3.16) in ein reelles zu über-

führen. In diesem Abschnitt werden wir unsere unbekannten Koeffizienten in der algebraischen Form

für komplexe Zahlen darstellen. Dies entspricht dem Vorgehen in [SSD+06, S. 4195]. Als Ansatz für

die unbekannten Koeffizientencn wählen wir

cn ≔ an + i bn (n = 0, . . . ,N − 1),

wobei sowohlan ∈ R als auchbn ∈ R sind.

Setzen wir unseren Ansatz in das Gleichungssystem (3.16) ein, erhalten wir aus den Daten des

Frequenzbereichs fürn = 0, . . . ,N − 1 das System

N−1−n∑

k=0

(ak + i bk) (ak+n + i bk+n) =
N−1−n∑

k=0

(akak+n + bkbk+n) + i (bkak+n − akbk+n)
!
=

1
2

(en + e−n) .

Um ein reelles Gleichungssystem zu erhalten, können wir dieses in den Real- und Imaginärteil zerle-

gen. Hierfür definieren wir für die rechte Seite

hn ≔



1
2 Re(en + e−n) n = 0, . . . ,N − 1,

1
2 Im (en−N + eN−n) n = N, . . . , 2N − 1.

(3.17)

Damit erhalten wir für den Realteil die Gleichungen

N−1−n∑

k=0

ak ak+n + bk bk+n
!
= hn (n = 0, . . . ,N − 1) (3.18)

und für den Imaginärteil

N−1−n∑

k=0

bk ak+n − ak bk+n
!
= hN+n (n = 0, . . . ,N − 1). (3.19)

Bei dem reellen Gleichungssystem handelt es sich ebenfallswieder um ein System quadratischer

Gleichungen mit den Unbekanntenan und bn. Mit Hilfe der HANKEL -Dreiecksmatrix können wir

dieses nach [SSD+06, S. 4195] für die numerische Implementation als Matrix-Vektor-Multiplikation

darstellen.

Definition 3.12 (H ANKEL -Dreiecksmatrix, vgl. [SSD +06, S. 4195]). Die HANKEL -Dreiecksmatrix

ist eine obere linke Dreiecksmatrix, bei welcher die Anti-Diagonalen mit konstanten Werten be-

setzt sind. Für einen gegebenen Vektorv ≔ (vn)N−1
n=0 ist die zugehörigeHANKEL -Dreiecksmatrix
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H (v) gegeben durch

H (v) ≔



v0 v1 v2 · · · vN−2 vN−1

v1 v2 v3 · · · vN−1 0

v2 v3 v4 · · · 0 0
...

...
...
. . .

...
...

vN−2 vN−1 0 · · · 0 0

vN−1 0 0 · · · 0 0



.

Fassen wir die Unbekannten in den Gleichungssystemen (3.18) und (3.19) als Vektorena ≔

(an)N−1
n=0 und b ≔ (bn)N−1

n=0 , und die rechte Seite als Vektorh ≔ (hn)2N−1
n=0 auf, können wir die Glei-

chungen (3.18) und (3.19) darstellen als


H (a) H (b)

−H (b) H (a)



a

b


!
= h. (3.20)

Bisher beinhaltet das System nur die Bedingungen aus dem Frequenzbereich. Für eine Lösung des

Phasenrekonstruktionsproblems müssen wir zusätzlich fordern, dassa2
n + b2

n
!
= | f (n)|2 ist. Diese Ne-

benbedingung können wir mit den Vektoren

a2
≔

(
a2

n

)N−1

n=0
, b2

≔

(
b2

n

)N−1

n=0
und |f |2 ≔

(
| f (n)|2

)N−1

n=0

beschreiben durch

a2
+ b2 !

= |f |2 . (3.21)

Eine Möglichkeit das nichtlineare Gleichungssystem (3.20) und die Nebenbedingungen (3.21)

in einem System darzustellen, ist nach [SSD+06, S. 4195] die Verwendung der zu einem Vektor

zugehörigen Diagonalmatrix.

Definition 3.13 (Diagonalmatrix). Die zu einem Vektorv ≔ (vn)N−1
n=0 zugehörige Diagonalmatrix

ist die Matrix, deren Hauptdiagonale die Elemente des Vektors beinhaltet. Sie hat die Form

diagv ≔



v0 0 · · · 0

0 v1 · · · 0
...
...
. . .

...

0 0 · · · vN−1


.

Mit Hilfe der zu einem Vektor zugehörigen Diagonalmatrix erhalten wir für die Nebenbedingun-

gen (3.21) die äquivalente Form

(
diaga diagb

) 
a

b


!
= |f |2 . (3.22)
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Nun können wir die linken Seiten von (3.20) und (3.22) in einer Block-Matrix zusammenfassen. Für

die numerische Betrachtung des Phasenrekonstruktionsproblems führen wir bereits an dieser Stelle

den Parameterµ ein, welcher später für die Gewichtung der Nebenbedingungen dient. Die linke Seite

hat nun die Form

GALG
µ (a, b) ≔



H (a) H (b)

−H (b) H (a)

µ diaga µ diagb




a

b

 .

Ebenso fügen wir die beiden rechten Seiten zusammen, wobei wir die Gewichtung der Nebenbe-

dingungen ebenfalls berücksichtigen müssen. Damit ist diegemeinsame rechte Seite gegeben durch

gALG
µ ≔


h

µ |f |2

 . (3.23)

Insgesamt erhalten wir mit Hilfe der algebraischen Form fürdie unbekannten Koeffizienten das

reelle nichtlineare Gleichungssystem

GALG
µ (a, b)

!
= gALG
µ . (3.24)

3.5 Exponentialform für unbekannte Koeffizienten

Eine zweite Möglichkeit das Gleichungssystem (3.16) in einreelles System umzuformen, ist die Dar-

stellung der unbekannten Koeffizienten in der Exponentialform. Dieser Ansatz entspricht der Metho-

de, wie sie in [LT08, S. 5 f.] vorgestellt wird. Konkret wählen wir für die unbekannten Koeffizienten

mit ϕn ∈ [−π, π) die Form

cn ≔ |cn| ei ϕn = | f (n)| ei ϕn (n = 0, . . . ,N − 1).

Der Vorteil dieses Ansatzes ist, dass die geforderten Bedingungen im Zeitbereich (3.1) automa-

tisch erfüllt sind. Daher können wir hier auf Nebenbedingungen wie bei der algebraischen Form

verzichten. Setzen wir die Koeffizienten in der Exponentialform in das Gleichungssystem (3.16) ein,

erhalten wir mit der EULERschen Formeleiϕ
= cosϕ + i sinϕ das System

N−1−n∑

k=0

|ck| |ck+n| ei (ϕk−ϕk+n)
=

N−1−n∑

k=0

|ck| |ck+n| (cos(ϕk − ϕk+n) + i sin (ϕk − ϕk+n))
!
=

1
2

(en + e−n) .

Die Gleichungen können wir nun wieder in Real- und Imaginärteil zerlegen. Die linke Seite des

reellen Systems fassen wir in Abhängigkeit des Vektorsϕ ≔ (ϕn)N−1
n=0 zu

GEXP
n (ϕ) ≔



N−1−n∑

k=0

|ck| |ck+n| cos(ϕk − ϕk+n) n = 0, . . . ,N − 1

2N−1−n∑

k=0

|ck| |ck+n−N | sin(ϕk − ϕk+n−N) n = N, . . . , 2N − 1

(3.25)
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zusammen. Hierbei handelt es sich um ein trigonometrischenGleichungssystem inϕ. Für die rechte

Seite des Systems können wir unverändert den Vektorh aus (3.17) übernehmen. Wir setzen

gEXP
≔ h. (3.26)

Insgesamt liefert dieser Ansatz für das Phasenrekonstruktionsproblem das System

GEXP (ϕ) ≔
(
GEXP

n (ϕ)
)2N−1
n=0

!
= gEXP. (3.27)

Diese Darstellung werden wir insbesondere für die Herleitung von Fehlerabschätzungen benutzen.

Zusätzlich zu den Betrachtungen in [LT08] benötigen wir fürdie numerische Implementation eine

weitere Darstellungsform. Im Folgenden werden wir versuchen das Problem durch geeignete Matri-

zen und Vektoren zu beschreiben.

Um die Unbekannten in den trigonometrischen Funktionen zu trennen, verwenden wir die folgen-

denAdditionstheoreme, für Sinus

sin(α − β) = sinα cosβ − cosα sinβ, (3.28)

und Kosinus

cos(α − β) = cosα cosβ + sinα sinβ. (3.29)

Damit erhalten wir aus (3.25) fürn = 0, . . . ,N − 1

GEXP
n (ϕ) =

N−1−n∑

k=0

|ck| |ck+n| cosϕk cosϕk+n +

N−1−n∑

k=0

|ck| |ck+n| sinϕk sinϕk+n

und fürn = N, . . . , 2N − 1

GEXP
n (ϕ) =

2N−1−n∑

k=0

|ck| |ck+n−N | sinϕk cosϕk+n−N −
2N−1−n∑

k=0

|ck| |ck+n−N | cosϕk sinϕk+n−N.

Diese Darstellungen haben einen ähnlichen Aufbau wie (3.18) und (3.19). Somit ist es möglich

diese analog zur Darstellung der Koeffizienten in der algebraischen Form für komplexe Zahlen mit

Hilfe der HANKEL -Dreiecksmatrix zu beschreiben. Hierzu definieren wir die Vektoren

|c| cosϕ ≔
(
|cn| · cosϕn

)N−1

n=0
und |c| sinϕ ≔

(
|cn| · sinϕn

)N−1

n=0
.

Die FunktionGEXP aus (3.25) können wir nun durch die Matrix-Vektor-Multiplikation

GEXP (ϕ) =


H (|c| cosϕ) H (|c| sinϕ)

−H (|c| sinϕ) H (|c| cosϕ)



|c| cosϕ

|c| sinϕ



berechnen.
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Kapitel 4

Regularisierungsverfahren

4.1 Gut und schlecht gestellte Probleme

Ausgehend von den umgeformten Modellen (3.24) und (3.27) suchen wir nun praktische Lösungs-

wege für das Phasenrekonstruktionsproblem. Bevor wir jedoch damit beginnen, untersuchen wir die

Güte der ursprünglichen Problemstellung (Definition 3.1).Als Grundlage verwenden wir die folgende

Definition für gut und schlecht gestellte Probleme, die auf HADAMARD zurückgeht.

Definition 4.1 (Gut und schlecht gestelltes Problem, vgl. [L ou89, Definition 1.1.1, S. 8]). Für

die beiden topologischen RäumeY und Z sei die AbbildungG : Y → Z gegeben. Das durchG

beschriebene Problem istgut gestellt, wenn

(i) G (y)
!
= g für jedesg ∈ Z eine Lösung besitzt,

(ii) die Lösungy† ∈ Y für das Problem eindeutig bestimmt ist,

(iii) diese Lösung stetig von den gegebenen Dateng abhängt.

Ist bereits eine dieser Bedingungen nicht erfüllt, handeltes sich um einschlecht gestelltesProblem.

Nach unserer Definition des Phasenrekonstruktionsproblems haben wir die Aufgabe, dieN unbe-

kannten Koeffizientenc0, . . . , cN−1 des nichtlinearen Modells aus insgesamt 3N bekannten Beträgen

im Zeit- und Frequenzbereich zu bestimmen. In Beispiel 3.2.i haben wir bereits gesehen, dass die

Rekonstruktion abgesehen von der konstanten Null-Funktion niemals eindeutig ist. Allerdings haben

wir uns noch nicht mit der Frage beschäftigt, ob es zu jeder Problemstellung eine Lösung gibt.

Beispiel 4.2 (Nicht-Lösbarkeit). (i) Die gegebenen Daten im Zeitbereich seien alle konstant Null,

also | f (n)| = 0 für n = 0, . . . ,N − 1. Damit müssen bereits alle Koeffizientenc0, . . . , cN−1 und

somit ganzf identisch Null sein. Daraus folgt, dass auch die FOURIER-Transformiertêf ≡ 0 ist.

Sind die gegebenen Daten im Frequenzbereich nicht Null, istdas Phasenrekonstruktionsproblem

nicht lösbar.
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(ii) Die Nicht-Lösbarkeit ist allerdings ein generelles Problem. Hierzu betrachten wir als zweites

Beispiel das Phasenrekonstruktionsproblem fürf (x) ≔ c0 B1 (x) + c1 B1 (x− 1) mit

| f (0)| = | f (1)| = 1

und ∣∣∣∣ f̂ (−π)
∣∣∣∣ = 0,

∣∣∣∣ f̂
(
−π2

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ f̂

(
π
2

)∣∣∣∣ =
√

2
8

π2
und

∣∣∣∣ f̂ (0)
∣∣∣∣ = 2.

Wir werden jetzt die beiden Unbekanntenc0 undc1 bestimmen. Aus|c0| = 1 folgt, dassc0 auf

dem Einheitskreis liegt und eine Darstellung eiϕ mit ϕ ∈ [−π, π) besitzt. In Beispiel 3.2.i haben

wir bereits festgestellt, dass die Multiplikation vonf mit eiα eine weitere Lösung liefert. Durch

geeignete Multiplikation der Koeffizienten mit e−iϕ können wir somit ohne Beschränkung der

Allgemeinheitc0 = 1 erreichen. Nun betrachten wir die zwei Gleichungen fürk = 0 undk = −2

der modifizierten Daten (3.12) genauer. Für unser Beispiel sind diese

T (0) = 2+ c1 + c1 = 2(1+ Rec1)
!
= 4

und

T (−π) = 2− c1 − c1 = 2(1− Rec1)
!
= 0.

Aus beiden Gleichungen folgt, dass Rec1 = 1 ist. Zusammen mit der Forderung|c1| = 1 aus dem

Zeitbereich muss somit Imc1 = 0 sein. Damit haben wir das Phasenrekonstruktionsproblem

gelöst, wenn die restlichen Bedingungen im Frequenzbereich ebenfalls erfüllt sind, was hier der

Fall ist.

Interessant an diesem Beispiel ist die Tatsache, dass wir die Funktion f in diesem Fall bereits

aus einem einzigen Wert des Frequenzbereich rekonstruieren können. Die zusätzlichen Daten im

Frequenzbereich liefern somit keine neuen Informationen.Aufgrund der teilweise redundanten

Daten und der starken Abhängigkeit zwischen diesen führen bereits kleinste Schwankungen,

z.B.
∣∣∣∣ f̂ (−π)

∣∣∣∣ > 0, zur Unlösbarkeit des Phasenrekonstruktionsproblems. ◦
Aufgrund der im letzten Beispiel angedeuteten Empfindlichkeit der Phasenrekonstruktion gegen-

über Störungen können auch kleine Schwankungen der Daten zur Nicht-Existenz der Lösung führen.

Daher ist die Stetigkeit der letzten Bedingung aus Definition 4.1 ebenfalls nicht gegeben. Insgesamt

handelt es sich beim Phasenrekonstruktionsproblem (Definition 3.1) um ein „sehr“ schlecht gestelltes

Problem, da es keine einzige der HADAMARD -Bedingungen erfüllt.

4.2 Das TIKHONOV -PHILLIPS -Funktional

In diesem Abschnitt werden wir das schlecht gestellte Phasenrekonstruktionsproblem regularisieren,

um die Lösbarkeit des Problems zu verbessern. Da in der Realität die gegebenen Daten aus Messungen

stammen, sind diese mit Fehlern behaftet. Das bedeutet für uns, dass das gegebene Problem mit großer

Wahrscheinlichkeit überhaupt keine Lösung besitzt. Somitmacht es wenig Sinn das Problem direkt

zu lösen. Stattdessen werden wir die Gleichungssysteme (3.24) und (3.27) mit Hilfe der TIKHONOV-

PHILLIPS-Regularisierung in Minimierungsprobleme überführen.
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Da wir diese Art der Regularisierung für beide in 3.4 und 3.5 hergeleiteten Ansätze in analoger

Weise anwenden wollen, führen wir an dieser Stelle einige Abkürzungen ein. Für die Funktionen

GALG
µ undGEXP verwenden wir die BezeichnungG : Rm → RM. Hier ist m die Anzahl der Variablen

undM die Anzahl der Komponenten des entsprechendenG. Die rechten Seiten der SystemegALG
µ und

gEXP fassen wir zug zusammen. Der Vektory übernimmt im Folgenden stellvertretend die Rolle der

unbekannten Variablen(a, b) oderϕ.

Die Grundidee des TIKHONOV-PHILLIPS-Regularisierungsverfahrens ist es nach [Lou89, S. 87]

den Defekt‖G (y) − g‖ zu minimieren. Als Norm verwenden wir hier die EUKLID ische Norm desRM.

Zusätzlich wird bei diesem Verfahren ein Regularisierungsterm verwendet. Dieser dient einerseits

dazu, Lösungen mit unerwünschten Eigenschaften zu bestrafen und andererseits die Lösbarkeit des

Minimierungsproblems zu gewährleisten.

Definition 4.3 (T IKHONOV-PHILLIPS -Regularisierung, vgl. [Lou89, S. 87]). Gegeben ist das Pro-

blem G (y)
!
= g. Das TIKHONOV-PHILLIPS-Verfahren basiert auf der Ersetzung des Gleichungs-

systems durch das Minimierungsproblem

Φα(y) ≔ ‖G (y) − g‖2 + αΩ (y)→ min .

Hierbei istΦα das TIKHONOV-PHILLIPS-Funktional. Weiterhin nennen wir die strikt konvexe

FunktionΩ (y) denStraftermundα > 0 denRegularisierungsparameter.

Für den Strafterm des TIKHONOV-PHILLIPS-Verfahrens verwenden wir die EUKLID ische Norm

desRm. Explizit setzen wir

Ω (y) ≔
∥∥∥y − ỹ

∥∥∥2
2

mit einer im Vorfeld bekannten Approximation der Lösungỹ. Diese werden wir später mit einer

Multilevel-Strategie aus den gegebenen Daten selbst konstruieren. In unserem Fall erhalten wir das

TIKHONOV-PHILLIPS-Funktional

Φα(y) ≔ ‖G (y) − g‖22 + α
∥∥∥y − ỹ

∥∥∥2
2 . (4.1)

Der Regularisierungsparameterα dient zur Gewichtung des Defekts und des Strafterms. Für eine

gegebene Approximatioñy hängt das Ergebnis des Verfahrens vonα ab. Damit ist die Wahl des Para-

meters besonders kritisch. Sind die Dateng nur geringfügig gestört, sollten wir nach [Lou89, S. 88]

ein kleinesα wählen. Damit wird der Einfluss des Defekts erhöht. Haben wirhingegen sehr fehlerbe-

haftete Daten, so werden mit einem größerenα die Zusatzinformationen stärker berücksichtigt. Das

setzt allerdings voraus, dass in diesem Fall eine gute approximative Lösung vorliegt.

Insgesamt können wir mit der TIKHONOV-PHILLIPS-Regularisierung die wahrscheinlich nicht-

lösbaren Gleichungssysteme (3.24) und (3.27) durch die Minimierungsprobleme

Φα(y)→ min
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ersetzen. Die Frage ist nun, ob die Minimierungsprobleme für unsere unterschiedlichen Ansätze Lö-

sungen besitzen.

Proposition 4.4 (Existenz des Minimums). SeiG eine stetige Funktion, dann besitzt dasTIKHO-

NOV-PHILLIPS-Funktional (4.1)ein Minimum.

Beweis. Sei s≔ inf y∈RmΦα(y). Das TIKHONOV-PHILLIPS-Funktional kann nach unten durch den

Strafterm

Φα(y) ≥ α
∥∥∥y − ỹ

∥∥∥2
2

abgeschätzt werden. Aus‖y‖ → ∞ folgt somitΦα(y)→ ∞. Mit der Koerzitivität vonΦα können wir

jetzt eine kompakte KugelK um ỹ mit Φα(y) > s für y ∈ Rm \ K finden. Damit existiert eine Folge
(
yn

)
n∈N in K mit

(
Φα

(
yn

))
n∈N → s. Aufgrund der Kompaktheit vonK besitzt diese eine konvergente

Teilfolge
(
ynk

)
k∈N
→ y†. Aus der Stetigkeit unseres TIKHONOV-PHILLIPS-Funktionales für ein ste-

tigesG folgt, dassΦα
(
y†

)
= s ist. Somit wird das Minimum an der Stelley† angenommen und wir

erhalten die Behauptung. �

4.3 Das GAUSS-NEWTON -Verfahren

Um das TIKHONOV-PHILLIPS-Funktional (4.1) zu minimieren, werden wir wie in [SSD+06, S. 4196]

und [LT08, S. 9] das GAUSS-NEWTON-Verfahren verwenden. Hierbei wird sukzessive eine Iterations-

folgey(k) für k ∈ N0 bestimmt, indem die FunktionG linearisiert und das entstandene Minimierungs-

problem gelöst wird.

Da unsere FunktionenGALG
µ undGEXP differenzierbar sind, können wir die TAYLOR-Entwicklung

erster Ordnung an der Entwicklungsstelley(k) durchführen. Das heißt, wir approximieren die Funktion

durch

G (y) ≈ G
(
y(k)

)
+ JG

(
y(k)

) (
y − y(k)

)
,

wobei wir die JACOBI-Matrix von G mit JG bezeichnen. Nun ersetzen wir bei unserem TIKHONOV-

PHILLIPS-Funktional (4.1) die FunktionG durch ihre Linearisierung. Auf diesem Wege erhalten wir

das neue Funktional

Φ
(k)
α (y) ≔

∥∥∥∥G
(
y(k)

)
+ JG

(
y(k)

) (
y − y(k)

)
− g

∥∥∥∥
2

2
+ α

∥∥∥y − ỹ
∥∥∥2

2 . (4.2)

Der Strafterm der Regularisierung sorgt dafür, dass es sichhier um eine quadratische Funktion

handelt. Weiterhin sind durch die Linearisierung alle Koeffizienten der quadratischen Terme positiv.

Daher gibt es ein eindeutiges Minimum des linearisierten Problems und die Iterationsfolge

y(k+1)
≔ argmin

{
Φ

(k)
α (y) : y ∈ Rm

}
(4.3)

ist wohldefiniert. Formal ist die Existenz des Minimums durch Proposition 4.4 gewährleistet.
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Proposition 4.5 (G AUSS-NEWTON-Iteration, vgl. [SSD +06, S. 4196]). Die GAUSS-NEWTON-Ite-

ration (4.3)kann mit Hilfe der Iterationsformel

([
JG

(
y(k)

)]T
JG

(
y(k)

)
+ αI

)
∆y

!
=

[
JG

(
y(k)

)]T (
G

(
y(k)

)
− g

)
+ α

(
y(k) − ỹ

)

und

y(k+1)
= y(k) − ∆y

durchgeführt werden.

Beweis. Das Funktional (4.2) ist eine quadratische Funktion. Daherist diese differenzierbar und das

Extremum kann über die Ableitung bestimmt werden. Nach Proposition 4.4 muss das Extremum das

gesuchte Minimum sein.

Den Gradienten vonΦ(k)
α : Rm→ R bestimmen wir komponentenweise durch Ableitung nach den

munbekannten Variablen. Die Komponenten der vektorwertigen FunktionG : Rm→ RM bezeichnen

wir nachfolgend mitGn für n = 0, . . . ,M − 1. Mit der Kettenregel und der Definition der JACOBI-

Matrix

JG

(
y(k)

)
≔

(
∂

∂ y j
Gn

(
y(k)

))M−1,m−1

n=0, j=0

folgen die partiellen Ableitungen

∂Φ
(k)
α (y)
∂ y j

=

M−1∑

n=0

(
2

(
∂

∂ y j
Gn

(
y(k)

))
·
[
G

(
y(k)

)
+ JG

(
y(k)

) (
y − y(k)

)
− g

]
n

)
+ 2α

(
y j − ỹ j

)

= 2


(
∂

∂ y j
Gn

(
y(k)

))M−1

n=0


T

·
(
G

(
y(k)

)
+ JG

(
y(k)

) (
y − y(k)

)
− g

)
+ 2α

(
y j − ỹ j

)
.

Setzen wir die Komponenten des Gradienten zusammen, erhalten wir für die Minimalstelley(k+1) das

Gleichungssystem

gradΦ(k)
α

(
y(k+1)

)
= 2

[
JG

(
y(k)

)]T (
G

(
y(k)

)
+ JG

(
y(k)

) (
y(k+1) − y(k)

)
− g

)
+ 2α

(
y(k+1) − ỹ

) !
= 0. (4.4)

Um nun die Iterationsformel herzuleiten, definieren wir dieDifferenz

∆y ≔ y(k) − y(k+1).

Jetzt ersetzen wiry(k+1) in (4.4) durch diese Differenz und bekommen das äquivalenteSystem

2
[
JG

(
y(k)

)]T (
G

(
y(k)

)
− JG

(
y(k)

)
· ∆y − g

)
+ 2α

(
y(k) − ∆y − ỹ

) !
= 0.

Die Division durch 2 und das Zusammenfassen nach∆y liefert das gesuchte Gleichungssystem aus

der Behauptung. �
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Die Iterationsfolge des GAUSS-NEWTON-Verfahrens können wir somit schrittweise durch das Lö-

sen von linearen Gleichungssystemen bestimmen. Für die numerische Implementation benötigen wir

allerdings noch eine explizite Darstellung der JACOBI-Matrix für die verschiedenen Ansätze. Dafür

benutzen wir die obere TOEPLITZ-Matrix.

Definition 4.6 (Obere T OEPLITZ-Matrix, vgl. [SSD +06, S. 4195]). Die obereTOEPLITZ-Matrix ist

eine obere rechte Dreiecksmatrix, bei welcher die Nebendiagonalen mit konstanten Werten besetzt

sind. Für einen gegebenen Vektorv ≔ (vn)N−1
n=0 ist die zugehörige obereTOEPLITZ-Matrix T (v)

gegeben durch

T (v) ≔



v0 v1 v2 · · · vN−2 vN−1

0 v0 v1 · · · vN−3 vN−2

0 0 v0 · · · vN−4 vN−3
...
...
...
. . .

...
...

0 0 0 · · · v0 v1

0 0 0 · · · 0 v0



.

Lemma 4.7 (J ACOBI -Matrix für die algebraische Form, vgl. [SSD +06, S. 4195]). Die Funktion

GALG
µ besitzt die Ableitung

JGALG
µ

(a, b) =



H (a) + T (a) H (b) + T (b)

−H (b) + T (b) H (a) − T (a)

2µ diaga 2µ diagb


.

Beweis. Bei der Bestimmung der Ableitung unterscheiden wir sechs Fälle entsprechend der sechs

Blöcke der in Lemma 4.7 angegebenen Matrix. Um weitere unnötige Fallunterscheidungen zu ver-

meiden, vereinbaren wiran = 0 undbn = 0 für die Indicesn ∈ Z, welche den Bereich{0, . . . ,N − 1}
verlassen.

Als erstes differenzieren wir die „reellen Gleichungen“ von GALG
µ nach den Variablena j undb j mit

j = 0, . . . ,N − 1. Fürn = 0, . . . ,N − 1 erhalten wir

∂

∂ a j
GALG
µ,n (a, b) =

∂

∂ a j


N−1−n∑

k=0

ak ak+n + bk bk+n

 = a j+n + a j−n

und
∂

∂ b j
GALG
µ,n (a, b) =

∂

∂ b j


N−1−n∑

k=0

ak ak+n + bk bk+n

 = b j+n + b j−n.

Nun widmen wir uns den „imaginären Gleichungen“ vonGALG
µ . Das Differenzieren nach den Varia-
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blena j undb j liefert für n = 0, . . . ,N − 1 die Gleichungen

∂

∂ a j
GALG
µ,N+n (a, b) =

∂

∂ a j


N−1−n∑

k=0

bk ak+n − ak bk+n

 = −b j+n + b j−n,

und
∂

∂ b j
GALG
µ,N+n (a, b) =

∂

∂ b j


N−1−n∑

k=0

bk ak+n − ak bk+n

 = a j+n − a j−n.

Zum Schluss leiten wir die „Nebenbedingungen“ des Problemsab. Mit dem KRONECKER-Symbol

gilt für n = 0, . . . ,N − 1

∂

∂ a j
GALG
µ,2N+n (a, b) =

∂

∂ a j
µ
(
a2

n + b2
n

)
= 2µ a j δ j,n

und
∂

∂ b j
GALG
µ,2N+n (a, b) =

∂

∂ b j
µ
(
a2

n + b2
n

)
= 2µ b j δ j,n.

Fassen wir die Ableitungen zu Blöcken zusammen, ergeben diepositiven Indexverschiebungen

j + n die HANKEL -Dreiecksmatrix. Entsprechend liefern die negativen Indexverschiebungenj − n

die obere TOEPLITZ-Matrix. Das KRONECKER-Symbol erzeugt eine Diagonalmatrix. Setzen wir die

einzelnen Blöcke zur JACOBI-Matrix zusammen, bekommen wir die Behauptung. �

Lemma 4.8 (J ACOBI -Matrix für die Exponentialform). Die FunktionGEXP besitzt die Ableitung

JGEXP (ϕ) =


H (|c| sinϕ) + T (|c| sinϕ) −H (|c| cosϕ) − T (|c| cosϕ)

H (|c| cosϕ) − T (|c| cosϕ) H (|c| sinϕ) − T (|c| sinϕ)



diag(|c| cosϕ)

diag(|c| sinϕ)

 .

Beweis. Zur Übersichtlichkeit vereinbaren wir|cn| = 0 für die Indicesn ∈ Z, welche den Bereich

{0, . . . ,N−1} verlassen. Wie für die algebraische Form werden wir die „reellen und imaginären Glei-

chungen“ separat differenzieren. Anschließend verwendenwir wieder die Additionstheoreme (3.28)

und (3.29), um die Anzahl der Auswertungen von Sinus- und Kosinusfunktionen zu verringern.

Auf diesem Wege erhalten wir mitn = 0, · · · ,N−1 für die „reellen Gleichungen“ die Ableitungen

∂

∂ ϕ j
GEXP

n (ϕ) =
∂

∂ ϕ j


N−1−n∑

k=0

|ck| |ck+n| cos(ϕk − ϕk+n)



= −
∣∣∣c j

∣∣∣
∣∣∣c j+n

∣∣∣ sin
(
ϕ j − ϕ j+n

)
+

∣∣∣c j−n

∣∣∣
∣∣∣c j

∣∣∣ sin
(
ϕ j−n − ϕ j

)
(4.5a)

= −
∣∣∣c j

∣∣∣
∣∣∣c j+n

∣∣∣
(
sinϕ j cosϕ j+n − cosϕ j sinϕ j+n

)

+

∣∣∣c j−n

∣∣∣
∣∣∣c j

∣∣∣
(
sinϕ j−n cosϕ j − cosϕ j−n sinϕ j

)

=

(∣∣∣c j+n

∣∣∣ sinϕ j+n +
∣∣∣c j−n

∣∣∣ sinϕ j−n

) ∣∣∣c j

∣∣∣ cosϕ j

−
(∣∣∣c j+n

∣∣∣ cosϕ j+n +
∣∣∣c j−n

∣∣∣ cosϕ j−n

) ∣∣∣c j

∣∣∣ sinϕ j (4.5b)
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und für die „imaginären Gleichungen“

∂

∂ ϕ j
GEXP

N+n (ϕ) =
∂

∂ ϕ j


N−1−n∑

k=0

|ck| |ck+n| sin(ϕk − ϕk+n)



=

∣∣∣c j

∣∣∣
∣∣∣c j+n

∣∣∣ cos
(
ϕ j − ϕ j+n

)
−

∣∣∣c j−n

∣∣∣
∣∣∣c j

∣∣∣ cos
(
ϕ j−n − ϕ j

)
(4.6a)

=

∣∣∣c j

∣∣∣
∣∣∣c j+n

∣∣∣
(
cosϕ j cosϕ j+n + sinϕ j sinϕ j+n

)

−
∣∣∣c j−n

∣∣∣
∣∣∣c j

∣∣∣
(
cosϕ j−n cosϕ j + sinϕ j−n sinϕ j

)

=

(∣∣∣c j+n

∣∣∣ cosϕ j+n −
∣∣∣c j−n

∣∣∣ cosϕ j−n

) ∣∣∣c j

∣∣∣ cosϕ j

+

(∣∣∣c j+n

∣∣∣ sinϕ j+n −
∣∣∣c j−n

∣∣∣ sinϕ j−n

) ∣∣∣c j

∣∣∣ sinϕ j . (4.6b)

Wie bei der Darstellung vonGEXP als Matrix-Vektor-Multiplikation fassen wir die Terme
∣∣∣c j

∣∣∣ cosϕ j

und
∣∣∣c j

∣∣∣ sinϕ j wieder zu Vektoren zusammen. Die Indexverschiebungen in (4.5b) und (4.6b) können

wir wie bei der Ableitung für die algebraische Form wieder mit der HANKEL -Dreiecksmatrix und

der oberen TOEPLITZ-Matrix identifizieren. Der Unterschied ist hier allerdings, dass die Matrizen

spaltenweise mit
∣∣∣c j

∣∣∣ cosϕ j oder mit
∣∣∣c j

∣∣∣ sinϕ j multipliziert werden. Die spaltenweise Multiplikation

können wir durch Multiplikation mit einer Diagonalmatrix von rechts darstellen. Fassen wir alle Teile

in einer Blockstruktur zusammen, erhalten wir die Behauptung. �
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Kapitel 5

Multilevel-Strategie zur

Phasenrekonstruktion

5.1 Approximation auf unterschiedlichen Leveln

Der größte Nachteil unserer TIKHONOV-PHILLIPS-Regularisierung ist, dass wir in (4.1) eine hin-

reichend gute Näherungslösungỹ voraussetzen. Diese ist uns allerdings in den meisten Fällen nicht

gegeben. Unser nächstes Ziel ist es daher, eine sinnvolle und hinreichend gute Approximation der

Lösung aus den gegebenen Daten zu konstruieren.

Für j0, J ∈ N mit 3 ≤ j0 < J betrachten wir die Menge der Level{ j0, . . . , J}. Um die nachfolgende

Multilevel-Strategie durchzuführen, fordern wir für die Anzahl der Stützstellen aus Definition 3.1

N = 2J. Für das Levelj ∈ { j0, . . . , J} definieren wir nun die linearen Spline-Funktionen

f j(x) ≔
2j−1∑

n=0

c j,n B1

(
2 j−Jx− n

) (
c j,n ∈ C; x ∈ R

)
. (5.1)

Hierbei handelt es sich um Polygonzüge mit den Stützstellen
{
0, 2J− j , . . . ,N − 2J− j

}
.

Die Idee der Multilevel-Strategie aus [SSD+06, S. 4200 ff.] und [LT08, S. 11–17] ist, das Pha-

senrekonstruktionsproblem auf einem groben Levelj zu lösen. Hierbei wird versucht die unbekannte

Funktion f mit der gröberen Spline-Funktionf j zu approximieren. Das Ergebnis wird als Näherung

ỹ für das nächst feinere Levelj + 1 verwendet.

Je niedriger das Level ist, desto weniger Stützstellen haben die Funktionenf j. Benutzen wir die-

se zur Beschreibung der Funktionf aus Definition 3.1, entstehen entsprechend grobe Fehler. Das

folgende Lemma sagt uns, wie sich die Fehler der groben Approximation im Zeitbereich auf die

FOURIER-Transformierte auswirken.

Lemma 5.1 (Abschätzung des Approximationsfehlers im Freque nzbereich, vgl. [LT08, S. 11]).

Sei die Spline-Funktion fj eine gute Approximation von f im Zeitbereich. Damit ist gemeint,

ˆ ∞

−∞

∣∣∣ f j (x) − f (x)
∣∣∣ dx ≤ η j ( j ∈ { j0, . . . , J})
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mit einem hinlänglich kleinenη j > 0. Dann gilt für den absoluten Fehler derFOURIER-

Transformierten ∣∣∣∣ f̂ j (ξ) − f̂ (ξ)
∣∣∣∣ ≤ η j (ξ ∈ R) .

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Definition 2.1 (FOURIER-Transformation) und der Drei-

ecksungleichung für Integrale. Es gilt die Abschätzung

∣∣∣∣ f̂ j (ξ) − f̂ (ξ)
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
ˆ ∞

−∞
f j (x) e−i ξx dx−

ˆ ∞

−∞
f (x) e−i ξx dx

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣
ˆ ∞

−∞

(
f j (x) − f (x)

)
e−i ξx dx

∣∣∣∣∣

≤
ˆ ∞

−∞

∣∣∣ f j (x) − f (x)
∣∣∣
∣∣∣e−i ξx

∣∣∣

=1

dx ≤ η j .

�

Bemerkung 5.2. Mit Lemma 5.1 folgt aus einer gutenL1(R)-Approximation der unbekannten Funk-

tion f im Zeitbereich eine guteL∞(R)-Approximation im Frequenzbereich. ◦

Wir werden jetzt zwei Verfahren betrachten, wie man das ursprüngliche Phasenrekonstruktions-

problem für die Bestimmung einer Näherungslösung auf den groben Leveln umformulieren kann.

Beim ersten Ansatz wird die Anzahl der Variablen und Gleichungen des reellen Systems reduziert.

Die zweite Methode schwächt die Bedingungen im Zeit- und Frequenzbereich ab, indem einige Re-

striktionen entfernt werden.

5.2 Reduktion der Variablen und Gleichungen

Zunächst werden wir den Ansatz aus [SSD+06, S. 4201 f.] für die algebraische Form verfolgen.

Hierbei wird versucht das reelle GleichungssystemGALG
µ (a, b)

!
= gALG
µ aus (3.24) schrittweise zu lösen.

Dafür reduzieren wir im Levelj die Anzahl der unbekannten Variablen, indem wir diese in Blöcken

von 2J− j Unbekannten gleichsetzen. Explizit machen wir den Ansatz

a0 = · · · = a2J− j−1

≕aj,0

, . . . , a2J−2J− j = · · · = a2J−1

≕aj,2 j−1

(5.2)

und

b0 = · · · = b2J− j−1

≕bj,0

, . . . , b2J−2J− j = · · · = b2J−1

≕bj,2 j−1

. (5.3)

Für die unbekannten Variablen des Levelsj ∈ { j0, . . . , J} definieren wir die Vektoren

a j ≔
(
a j,n

)2j−1

n=0
und b j ≔

(
b j,n

)2j−1

n=0
.
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Unseren Ansatz können wir auch mit Hilfe des KRONECKER-Produkts⊗ formulieren. Für zwei

beliebige Vektorenx ∈ RN undy ∈ RM ist dieses nach [BSMM06, (4.41), S. 266] definiert durch

x ⊗ y ≔ (xn · y)N−1
n=0 ∈ R

N·M.

Damit entspricht Ansatz (5.2) und (5.3) für die unbekanntenVariablen des Phasenrekonstruktions-

problems gerade

a
!
= a j ⊗ 12J− j und b

!
= b j ⊗ 12J− j .

Den Vektor12J− j definieren wir hierfür durch12J− j = (1)2J− j−1
n=0 .

Neben der Anzahl der Variablen reduzieren wir gleichzeitigdie Anzahl der Gleichungen des Sys-

tems im selben Verhältnis. Unser Ziel ist es die Dimension des Gleichungssystems zu verringern,

aber die Form beizubehalten. Idealerweise erhalten wir einPhasenrekonstruktionsproblem geringerer

Größe. Wir benutzen jetzt für das Levelj lediglich die GleichungenGALG

µ,2J− jn
mit n = 0, . . . , 3 · 2 j − 1.

Beginnend mit den „reellen Gleichungen“ formen wir diese umund wenden unseren Ansatz an.

Fürn = 0, . . . , 2 j −1 haben die gewählten Komponenten vonGALG
µ in Abhängigkeit der Komponenten

von a undb die Form

GALG

µ,2J− jn (a, b) =
N−1−2J− j n∑

k′=0

ak′ ak′+2J− jn + bk′ bk′+2J− j n.

Mit Hilfe des Satzes von der Division mit Rest können wir jedes k′ ∈ {0, . . . ,N − 1} eindeutig durch

k′ = 2J− jk + l mit k ∈ Z und l ∈ {0, . . . , 2J− j − 1} darstellen. Führen wir diese Substitution durch,

erhalten wir

GALG

µ,2J− jn (a, b) =
2j−1−n∑

k=0

2J− j−1∑

l=0

a2J− j k+l a2J− jk+l+2J− j n + b2J− j k+l b2J− j k+l+2J− j n

=

2j−1−n∑

k=0

2J− j−1∑

l=0

a2J− j k+l a2J− j (k+n)+l + b2J− j k+l b2J− j (k+n)+l .

Fassen wir die Unbekannten jetzt nach (5.2) und (5.3) zusammen, erhalten wira2J− j k+l = a j,k und

b2J− jk+l = b j,k, solangel ∈ {0, . . . , 2J− j − 1} ist. Damit sind die Variablen nicht mehr abhängig vonl

und wir können die innere Summe auflösen. Insgesamt bekommenwir

GALG

µ,2J− jn

(
a j ⊗ 12J− j , b j ⊗ 12J− j

)
=

2j−1−n∑

k=0

2J− j−1∑

l=0

a j,k a j,k+n + b j,k b j,k+n

= 2J− j
2j−1−n∑

k=0

a j,k a j,k+n + b j,k b j,k+n

≕GALG
µ, j,n (aj ,b j)

.

Die letzte Summe hat hierbei wieder die ursprüngliche Form der „reellen Gleichungen“ für den alge-
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braischen Ansatz für 2j −1 Koeffizienten. Aufgrund dieses Zusammenhangs bezeichnenwir die linke

Seite der Gleichungen auf dem Levelj mit GALG
µ, j,n.

Eine vollkommen analoge Betrachtung können wir nun für die gewählten „imaginären Gleichun-

gen“ durchführen. Mitn = 0, . . . , 2 j − 1 erhalten wir hier für die linke Seite

GALG

µ,N+2J− jn (a, b) =
N−1−2J− j n∑

k′=0

bk′ ak′+2J− jn − ak′ bk′+2J− j n

=

2j−1−n∑

k=0

2J− j−1∑

l=0

b2J− j k+l a2J− j (k+n)+l − a2J− jk+l b2J− j (k+n)+l .

Das Zusammenfassen der Variablen (5.2) und (5.3) liefert hier die Gleichung

GALG

µ,N+2J− jn

(
a j ⊗ 12J− j , b j ⊗ 12J− j

)
= 2J− j

2j−1−n∑

k=0

b j,k a j,k+n − a j,k b j,k+n

≕GALG
µ, j,2 j+n

(aj ,b j)

.

Die Summe können wir als „imaginäre Gleichung“ eines kleineren Problems auffassen. Aufgrund

dessen bezeichnen wir diese mitGALG

µ, j,2j+n
.

Als Letztes widmen wir uns den Gleichungen, welche die Nebenbedingungen des Problems be-

schreiben. Diese haben fürn = 0, . . . , 2 j − 1 die einfache Struktur

GALG

µ,2N+2J− jn (a, b) = µ
(
a2

2J− j n + b2
2J− j n

)
.

Das blockweise Zusammenfassen der Unbekannten (5.2) und (5.3) führt in diesem Fall lediglich zu

einer Variablen-Substitution. Wir erhalten

GALG

µ,2N+2J− jn

(
a j ⊗ 12J− j , b j ⊗ 12J− j

)
= µ

(
a2

j,n + b2
j,n

)

≕GALG
µ, j,2·2 j +n

(aj ,b j)

.

Damit stimmen für die Nebenbedingungen die linken Seiten der Gleichungen mit denen eines gröbe-

ren Problems überein. In Analogie zu den restlichen Fällen bezeichnen wir diese mitGALG

µ, j,2·2j+n
.

Insgesamt erhalten wir mitGALG
µ, j ≔

(
GALG
µ, j,n

)3·2j−1

n=0
die linke Seite für ein Phasenrekonstruktions-

problem niedrigerer Dimension. Allerdings müssen wir berücksichtigen, dass die Umformungen der

„reellen und imaginären Komponenten“ zusätzlich den Faktor 2J− j besitzen. Daher dividieren wir die

entsprechenden Gleichungen durch 2J− j . Auf diese Weise erhalten wir für das Levelj ∈ { j0, . . . , J}
auf der linken Seite des reduzierten Systems die Terme für ein Phasenrekonstruktionsproblem mit 2j

komplexen Koeffizienten.

Die rechte SeitegALG
µ, j ≔

(
gALG
µ, j,n

)3·2j−1

n=0
des reduzierten Systems erhalten wir durch Auswählen der

entsprechenden Komponenten des ursprünglichen Systems. Hierbei müssen wir berücksichtigen, dass

wir einige Gleichungen durch den Faktor 2j dividiert haben. Insgesamt ist die rechte Seite des redu-
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zierten Systems durch

gALG
µ, j,n ≔


2 j−JgALG

µ,2J− jn
n = 0, . . . , 2 · 2 j − 1,

gALG

µ,2J− jn
n = 2 j+1, . . . , 3 · 2 j − 1.

(5.4)

gegeben.

Damit liefert der Ansatz aus [SSD+06, S. 4201 f.] für das Levelj ∈ { j0, . . . , J} das reelle Glei-

chungssystem

GALG
µ, j

!
= gALG
µ, j .

Da dieses System exakt die Form eines Phasenrekonstruktionsproblems mit 2j Koeffizienten in der

algebraischen Darstellung besitzt, können wir es mit der TIKHONOV-PHILLIPS-Regularisierung und

der GAUSS-NEWTON-Methode lösen.

Die Lösung (a∗j , b
∗
j ) des Gleichungssystems interpretieren wir nach [SSD+06, S. 4202] als linearen

Polygonzug

f ∗j (x) ≔
2j−1∑

n=0

(
a∗j,n + i b∗j,n

)
B1

(
2 j−Jx− n

)
.

Dieses Vorgehen ist insofern sinnvoll, da wir für den Zeitbereich nur die Nebenbedingungen

∣∣∣a j,n + b j,n

∣∣∣ =
∣∣∣∣ f

(
2J− jn

)∣∣∣∣

für n = 0, . . . , 2 j − 1 übernommen haben.

Die so konstruierte Spline-Funktionf j verwenden wir als Approximation für das nächst feinere

Level. Wiederholen wir dieses Vorgehen, erhalten wir beginnend mit dem Levelj0 eine Reihe von

Approximationen. Das Ergebnis des feinsten LevelsJ liefert dann eine Näherungslösung des Phasen-

rekonstruktionsproblems. Insgesamt erhalten wir für diesen Ansatz den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 5.3 (Multilevel-Strategie, vgl. [SSD +06, Algorithm 4.2., S. 4202]).

Gegeben: Dimension und feinstes Level N = 2J, gröbstes Level 3 ≤ j0 < J, Daten des Phasenre-

konstruktionsproblems

| f (n)| (n = 0, . . . ,N − 1) und

∣∣∣∣∣∣ f̂
(
kπ
N

)∣∣∣∣∣∣ (k = −N, . . . ,N − 1),

Parameter µ ≥ 1 und Regularisierungsparameter α > 0.

(1) Berechne den Vektor gALG
µ aus (3.23) mit Hilfe der inversen modifizierten FOURIER-Matrix aus den

modifizierten Daten ((3.12), (3.15) und (3.17)).

(2) Für das aktuelle Level j = j0 bestimme eine Näherungslösung
(
a∗j0, b

∗
j0

)
folgendermaßen:

(2.1) Wähle eine Approximation
(
ã j0, b̃ j0

)
der Lösung. Dies kann zum Beispiel durch

ã j0,n ≔

∣∣∣∣ f
(
2J− jn

)∣∣∣∣ und b̃ j0,n ≔ 0
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für n = 0, . . . , 2 j0 − 1 geschehen.

(2.2) Bestimme die rechte Seite gALG
µ, j0

für das aktuelle Level j0 aus dem vorberechneten Vektor

gALG
µ mit (5.4).

(2.3) Minimiere das TIKHONOV-PHILLIPS-Funktional Φα
(
a j0, b j0

)
mit dem GAUSS-NEWTON-

Verfahren (Proposition 4.5 und Lemma 4.7). Als Startwert für das GAUSS-NEWTON-

Verfahren wähle die approximative Lösung, also
(
a(0)

j0
, b(0)

j0

)
=

(
ã j0, b̃ j0

)
. Wir erhalten die

gesuchte Näherungslösung
(
a∗j0, b

∗
j0

)
.

(3) Für die restlichen Level j = j0+ 1, . . . , J bestimme eine Näherungslösung
(
a∗j , b

∗
j

)
folgenderma-

ßen:

(3.1) Ermittle eine Approximation
(
ã j , b̃ j

)
der Lösung durch Verfeinerung der letzten Näherungs-

lösung
(
a∗j−1, b

∗
j−1

)
. Setze für n = 0, . . . , 2 j−1 − 1

ã j,2n ≔ a∗j−1,n und b̃ j,2n ≔ b∗j−1,n,

sowie

ã j,2k+1 ≔
1
2

(
a∗j−1,k + a∗j−1,k+1

)
und b̃ j,2k+1 ≔

1
2

(
b∗j−1,k + b∗j−1,k+1

)

mit a∗
j−1,2j−1 ≔ b∗

j−1,2j−1 ≔ 0.

(3.2) Bestimme die rechte Seite gALG
µ, j für das aktuelle Level j aus dem vorberechneten Vektor

gALG
µ mit (5.4).

(3.3) Minimiere das TIKHONOV-PHILLIPS-Funktional Φα
(
a j , b j

)
mit dem GAUSS-NEWTON-

Verfahren (Proposition 4.5 und Lemma 4.7). Als Startwert für das GAUSS-NEWTON-

Verfahren wähle die approximative Lösung, also
(
a(0)

j , b
(0)
j

)
=

(
ã j , b̃ j

)
. Wir erhalten die

gesuchte Näherungslösung
(
a∗j , b

∗
j

)
.

Ergebnis: Der Vektor (a∗, b∗) ≔
(
a∗J, b

∗
J

)
liefert die Näherungslösung

f ∗ (x) ≔
N−1∑

n=0

(
a∗n + i b∗n

)
B1 (x− n) (x ∈ R)

für das gegebene Phasenrekonstruktionsproblem.

Bemerkung 5.4. Für die Verfeinerung von
(
a∗j−1, b

∗
j−1

)
in Algorithmus 5.3 verwenden wir eine lineare

Interpolation der Spline-Funktionf j−1 durch die nächst feinere Funktionf j. Da es sich beif j−1 bereits

um eine lineare Approximation handelt, ergeben sich die obigen Interpolationsformeln. ◦
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5.3 Umformulierung der Restriktionen

Eine zweite Möglichkeit eine Multilevel-Strategie für dasPhasenrekonstruktionsproblem zu konstru-

ieren, ist die Umformulierung der Problemstellung für ein gröberes Level. Das Ziel ist hierbei, in

jedem Schritt eine Spline-Funktionf j zu bestimmen, welche eine Interpolation der gesuchten Lösung

ist. Dies entspricht dem Vorgehen in [LT08, S. 11 ff.], welches wir nachfolgend für die Darstellung

der gesuchten Koeffizienten in Exponentialform verfolgen werden.

Konkret machen wir für die lineare Spline-Funktion auf dem Level j ∈ { j0, . . . , J} den Ansatz

f j(x) ≔
2j−1∑

n=0

∣∣∣c j,n

∣∣∣ ei ϕ j,n B1

(
2 j−Jx− n

)
mit c j,n ≔

∣∣∣c j,n

∣∣∣ ei ϕ j,n ∈ C.

Unsere Aufgabe ist es nun, die 2j Koeffizienten inϕ j ≔
(
ϕ j,n

)2j−1

n=0
so zu wählen, dass sich eine

Interpolation der Lösung des gegebenen Phasenrekonstruktionsproblems ergibt. Im Zuge der Interpo-

lation haben wir die Anzahl der Variablen auf den unterschiedlichen Levelnj reduziert, damit kann

die Funktion f j wahrscheinlich nicht alle gegebenen Restriktionen erfüllen.

Darum konstruieren wir das Phasenrekonstruktionsproblemfür das Levelj, indem wir geeignete

Restriktionen des ursprünglichen Problems auswählen. Im Zeitbereich übernehmen wir die Bedin-

gungen ∣∣∣∣ f j

(
2J− jn

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ f

(
2J− jn

)∣∣∣∣ (n = 0, . . . , 2 j − 1).

Diese entsprechen genau den Stützstellen der interpolierenden Spline-Funktionf j. Damit sind uns die

Beträge der unbekannten Koeffizienten wieder im Vorfeld bekannt.

Leider besitzen wir für die Interpolationf j keine exakten Daten im Frequenzbereich. Istf j je-

doch eine hinreichend gute Interpolation vonf , sind nach Lemma 5.1 die Fehler im Frequenzbereich

gering. Wir ersetzen nun die unbekannten Werte durch die gegebenen Daten und übernehmen die

niedrigen Frequenzen

∣∣∣∣ f̂ j

(
2−Jkπ

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ f̂

(
2−Jkπ

)∣∣∣∣
(
k = −2 j , . . . , 2 j − 1

)
.

Diese Wahl entspricht dem Ansatz aus [LT08, S. 11]. Der Vorteil dieser Auswahl ist, dass alle benö-

tigten Daten der ursprünglichen Problemstellung entnommen werden können, allerdings erhalten wir

auf diese Weise auf den groben Leveln ein gestörtes System.

Um das Problem auf demj-ten Level zu lösen, betrachten wir die FOURIER-Transformierte von

f j. Diese erhalten wir durch Anwendung von Proposition 2.3.iii und 2.3.iv. Es ist

f̂ j (ξ) =
N−1∑

n=0

cn F
[
B1

(
2J− j · −n

)]
(ξ) = 2J− j


2j−1∑

n=0

c j,n e−i n2J− jξ

 B̂1

(
2J− jξ

)
(ξ ∈ R).

Werten wir f̂ j an den Stellen aus, an denen entsprechend unseres Ansatzes die Beträge bekannt sind,
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erhalten wir

f̂

(
kπ

2J

)
!
= f̂ j

(
kπ
2J

)
= 2J− j


2j−1∑

n=0

c j,n e−i n kπ
2 j

 B̂1

(
kπ

2 j+1

)
(k = −2 j , . . . , 2 j − 1).

Vergleichen wir diese Darstellung mit der FOURIER-Transformierten aus (3.2) fürN = 2 j aus-

gewertet an den Stellenξk = kπ
2j , so unterscheiden sich diese nur um den Vorfaktor 2J− j . Nehmen

wir den Vorfaktor in die gegebenen Daten mit auf, können wir das Phasenrekonstruktionsproblem auf

dem Level j wie bisher in ein reelles Gleichungssystem mit 2j Unbekannten umformulieren.

Berücksichtigen wir den Faktor 2J− j , sind die modifizierten Daten aus (3.12) in unseren Fall durch

d j,k ≔ 4 j−J

∣∣∣∣ f̂
(

kπ
2J

)∣∣∣∣
2

(
sinc

(
kπ

2j+1

))4
(k = −2 j , . . . , 2 j − 1) (5.5)

gegeben. Benutzen wir den Ansatz, bei welchen die komplexenKoeffizienten in der Exponentialform

dargestellt werden, erhalten wir für das Levelj das reelle Gleichungssystem

GEXP
j

(
ϕ j

) !
= gEXP

j .

Dieses können wir mit der TIKHONOV-PHILLIPS-Regularization und dem GAUSS-NEWTON-Ver-

fahren lösen. Die Lösung auf demj-ten Level verwenden wir entsprechend unserer Multilevel-Stra-

tegie als approximative Lösung des nächst feineren Levelsj + 1. Wiederholen wir dieses Vorgehen

beginnend beim Levelj0 für alle nachfolgenden Level, erhalten wir auf demJ-ten Level eine Nähe-

rungslösung des ursprünglichen Phasenrekonstruktionsproblems. Zusammengefasst bekommen wir

den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 5.5 (Multilevel-Strategie, vgl. [LT08, Algor ithm 3.1, S. 12 f.]).

Gegeben: Dimension und feinstes Level N = 2J, gröbstes Level 3 ≤ j0 < J, Daten des Phasenre-

konstruktionsproblems

| f (n)| (n = 0, . . . ,N − 1) und

∣∣∣∣∣∣ f̂
(
kπ
N

)∣∣∣∣∣∣ (k = −N, . . . ,N − 1)

und Regularisierungsparameter α > 0.

(1) Für das aktuelle Level j = j0 bestimme eine Näherungslösung ϕ∗j0 folgendermaßen:

(1.1) Wähle eine Approximation ϕ̃ j0 der Lösung, zum Beispiel ϕ̃ j0 = 0.

(1.2) Bestimme die rechte Seite gEXP
j0

für das aktuelle Level j0 aus den modifizierten Daten (5.5)

mit Hilfe von (3.15), (3.17) und (3.26).

(1.3) Minimiere das TIKHONOV-PHILLIPS-Funktional Φα
(
ϕ j0

)
mit dem GAUSS-NEWTON-

Verfahren (Proposition 4.5 und Lemma 4.8). Als Startwert für das GAUSS-NEWTON-

Verfahren wähle die approximative Lösung, also ϕ(0)
j0
= ϕ̃ j0. Wir erhalten die gesuchte

Näherungslösung ϕ∗j0.
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(1.4) Normiere die Näherungslösung ϕ∗j0 durch

ϕ∗j0 ≔ ϕ∗j0 −
(
ϕ∗j0

)
2j0−1 · 12j0 .

Den resultierenden Vektor bezeichnen wir ebenfalls mit ϕ∗j0.

(2) Für die restlichen Level j = j0 + 1, . . . , J bestimme eine Näherungslösung ϕ∗j folgendermaßen:

(2.1) Ermittle eine Approximation ϕ̃ j der Lösung durch Interpolation der letzten Näherungslösung

ϕ∗j−1 mit der Spline-Funktion f j . Setze für n = 0, . . . , 2 j−1 − 1

ϕ̃ j,2n ≔ ϕ
∗
j−1,n und ϕ̃ j,2k+1 ≔

1
2

(
ϕ
∗
j−1,k + ϕ

∗
j−1,k+1

)

mit ϕ∗
j−1,2j−1 ≔ 0.

(2.2) Bestimme die rechte Seite gEXP
j für das aktuelle Level j aus den modifizierten Daten (5.5)

mit Hilfe von (3.15), (3.17) und (3.26).

(2.3) Minimiere das TIKHONOV-PHILLIPS-FunktionalΦα
(
ϕ j

)
mit dem GAUSS-NEWTON-Verfahren

(Proposition 4.5 und Lemma 4.8). Als Startwert für das GAUSS-NEWTON-Verfahren wähle

die approximative Lösung, also ϕ(0)
j = ϕ̃ j . Wir erhalten die gesuchte Näherungslösung ϕ∗j .

(2.4) Normiere die Näherungslösung ϕ∗j durch

ϕ∗j ≔ ϕ∗j −
(
ϕ∗j

)
2j−1 · 12j .

Den resultierenden Vektor bezeichnen wir ebenfalls mit ϕ∗j .

Ergebnis: Der Vektor ϕ∗ ≔ ϕ∗J liefert die Näherungslösung

f ∗ (x) ≔
N−1∑

n=0

|cn| ei ϕ∗n B1 (x− n) (x ∈ R)

für das gegebene Phasenrekonstruktionsproblem. Die Einträge des Vektors können durch Ad-

dition eines Vielfachen von 2π in das Intervall [−π, π) verschoben werden.

Hinweis: Während des Algorithmus können Vektoren ϕ∗j mit
∣∣∣∣
(
ϕ∗j

)
k
−

(
ϕ∗j

)
k+1

∣∣∣∣ > π für einige

k ∈ {0, . . . , 2 j − 2} entstehen. Bevor die Interpolation durch den nächst feineren Spline vorge-

nommen wird, sollten diese Sprünge durch Addition eines Vielfachen von 2π entfernt werden.

Bemerkung 5.6. Nach Beispiel 3.2.i erhalten wir durch Multiplikation einer Lösung mit ei α eine wei-

tere Lösung. Wählen wirα = −
(
ϕ∗j

)
2j−1

, liefert die Normierung vonϕ∗j in Algorithmus 5.5 ebenfalls

eine Näherungslösung. Die Normierung vonϕ∗j verhindert, dass deren Komponenten nach±∞ stre-

ben können. ◦
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Kapitel 6

Konvergenz-Analysis

6.1 Abschätzung der Ableitungen

In den nachfolgenden Abschnitten werden wir uns mit der Konvergenz des GAUSS-NEWTON-Verfah-

rens für das Phasenrekonstruktionsproblem in Zusammenhang mit der Multilevel-Strategie beschäf-

tigen. Wir betrachten hierbei exemplarisch den exponentiellen Ansatz für die unbekannten Koeffi-

zienten. Als Vorbereitung schätzen wir in diesem Abschnittdie Ableitungen der FunktionGEXP (ϕ)

aus (3.25) nach oben ab. Für die Ableitung einer mehrdimensionalen Funktion verwenden wir die

operatorwertige GÂTEAUX -Ableitung aus der folgenden Definition.

Definition 6.1 (G ÂTEAUX -Ableitung, vgl. [Wer11, Definition III.5.1.(a), S. 113]). Seien X und Y

zwei normierte Räume. Wir nennen eine AbbildungG : X → Y GÂTEAUX -differenzierbarbei

x0 ∈ X, wenn ein stetiger linearer OperatorT : X→ Y mit

lim
h→0

G(x0 + h v) −G(x0)
h

= T v

für alle v ∈ X existiert. Der lineare OperatorT ist die GÂTEAUX -Ableitungan der Stellex0. Die

GÂTEAUX -Ableitung D G : X→ L(X,Y) als Funktion vonx0 ist eine operatorwertige Abbildung.

Hierbei istL(X,Y) der Raum der stetigen linearen Abbildungen vonX nachY.

Um die Konvergenz des GAUSS-NEWTON-Verfahrens zu gewährleisten, werden wir benötigen,

dass die erste Ableitung vonGEXP bezüglich der entsprechenden Operatornorm beschränkt ist. Zu-

sätzlich muss die erste GÂTEAUX -Ableitung weiterhin LIPSCHITZ-stetig sein. Durch das folgende

Lemma sind diese beiden Eigenschaften fürGEXP gegeben.

Lemma 6.2 (Eigenschaften der Exponentialform). Die GÂTEAUX -Ableitungen der Abbildung

GEXP : RN → R2N aus(3.25)können durch die folgenden Ungleichungen abgeschätzt werden.

∥∥∥D GEXP (ϕ)
∥∥∥

2 ≤
√

2 ‖c‖22
(
ϕ ∈ RN

)
(6.1)

∥∥∥D2 GEXP (ϕ)
∥∥∥

2 ≤ 2
√

2N − 2‖c‖22
(
ϕ ∈ RN

)
(6.2)
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∥∥∥D GEXP (ϕ) − D GEXP (
ψ
)∥∥∥

2 ≤ 2
√

2N − 2‖c‖22
∥∥∥ϕ − ψ

∥∥∥
2

(
ϕ,ψ ∈ RN

)
(6.3)

Hierbei ist ‖·‖2 die von derEUKLID ischen Norm induzierte Operatornorm beziehungsweise die

von derEUKLID ischen Norm induzierte Matrixnorm.

Beweis. Um die drei Ungleichungen zu zeigen, folgen wir größtenteils den Abschätzungen und Um-

formungen in [LT08, S. 8]. Wir beginnen damit, dass wir die erste GÂTEAUX -Ableitung vonGEXP

bestimmen. Hierzu betrachten wir die Richtungsableitung an der Stelleϕ ∈ RN in Richtungv ∈ RN.

Für die einzelnen Komponenten vonGEXP können wir diese mit Hilfe des Gradienten darstellen. Es

gilt

lim
h→0

GEXP
n (ϕ + hv) −GEXP

n (ϕ)

h
=

[
gradGEXP

n (ϕ)
]T v.

Fassen wir die einzelnen Komponenten zusammen, erhalten wir als erste GÂTEAUX -Ableitung die

JACOBI-Matrix. Diese ist offensichtlich ein linearer Operator. Schreiben wir die erste Ableitung als

Funktion, bekommen wir

D GEXP : ϕ 7→
(
v 7→ JGEXP (ϕ) v

) (
ϕ, v ∈ RN

)
.

Da wir die erste GÂTEAUX -Ableitung in diesem Fall als Matrix darstellen können, istdie von der

EUKLID ischen Norm indizierte Operatornorm nichts anderes als dieSpektralnorm für Matrizen. Die

direkte Abschätzung der Spektralnorm gestaltet sich jedoch schwierig. Daher schätzen wir diese nach

oben durch die FROBENIUS-Norm ‖·‖F ab (Proposition 2.12). Wir erhalten also

∥∥∥D GEXP (ϕ)
∥∥∥

2 =
∥∥∥JGEXP (ϕ)

∥∥∥
2 ≤

∥∥∥JGEXP (ϕ)
∥∥∥

F . (6.4)

Der Vorteil der FROBENIUS-Norm ist, dass wir diese direkt über die einzelnen Komponenten der

Matrix auswerten können. In unserem Fall ist die FROBENIUS-Norm

∥∥∥JGEXP (ϕ)
∥∥∥2

F =

N−1∑

n=0

N−1∑

j=0


∣∣∣∣∣∣
∂

∂ ϕ j
GEXP

n (ϕ)

∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣
∂

∂ ϕ j
GEXP

N+n (ϕ)

∣∣∣∣∣∣
2 . (6.5)

Um zur ersten Ungleichung der Behauptung zu gelangen, schätzen wir jeden Summanden der

Doppelsumme einzeln nach oben ab. Nach Definition der Funktion GEXP in (3.25) sind die beiden

KomponentenGEXP
0 und GEXP

N konstante Funktionen. Somit sind alle partiellen Ableitungen dieser

Komponenten gleich Null. Für die restlichen Komponenten haben wir die partiellen Ableitungen der

FunktionGEXP bereits bei der Aufstellung der JACOBI-Matrix in Lemma 4.8 bestimmt. Wir verwenden

hier die beiden Darstellungen (4.5a) und (4.6a). Dabei setzen wir wieder die Koeffizientencn = 0 für

n < {0, . . . ,N − 1}. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhalten wir die Ungleichung

∣∣∣∣∣∣
∂

∂ ϕ j
GEXP

n (ϕ)

∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣
∂

∂ ϕ j
GEXP

N+n (ϕ)

∣∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣−
∣∣∣c j

∣∣∣
∣∣∣c j+n

∣∣∣ sin
(
ϕ j − ϕ j+n

)
+

∣∣∣c j

∣∣∣
∣∣∣c j−n

∣∣∣ sin
(
ϕ j−n − ϕ j

)∣∣∣∣
2
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+

∣∣∣∣
∣∣∣c j

∣∣∣
∣∣∣c j+n

∣∣∣ cos
(
ϕ j − ϕ j+n

)
−

∣∣∣c j−n

∣∣∣
∣∣∣c j

∣∣∣ cos
(
ϕ j−n − ϕ j

)∣∣∣∣
2

≤ 4

[
1
2

∣∣∣c j

∣∣∣
∣∣∣c j+n

∣∣∣
∣∣∣∣sin

(
ϕ j − ϕ j+n

)∣∣∣∣ +
1
2

∣∣∣c j

∣∣∣
∣∣∣c j−n

∣∣∣
∣∣∣∣sin

(
ϕ j−n − ϕ j

)∣∣∣∣
]2

+ 4

[
1
2

∣∣∣c j

∣∣∣
∣∣∣c j+n

∣∣∣
∣∣∣∣cos

(
ϕ j − ϕ j+n

)∣∣∣∣ +
1
2

∣∣∣c j−n

∣∣∣
∣∣∣c j

∣∣∣
∣∣∣∣cos

(
ϕ j−n − ϕ j

)∣∣∣∣
]2

.

Um die partiellen Ableitungen der Komponenten vonGEXP weiter abzuschätzen, verwenden wir

die Ungleichung zwischen dem arithmetischen und quadratischen Mittel. Für diem positiven Zahlen

v1, . . . , vm ist diese nach [Heu06, 59.5, S. 349] durch

v1 + · · · + vm

m
≤

√
v2

1 + · · · + v2
m

m
bzw.

(v1 + · · · + vm

m

)2
≤

v2
1 + · · · + v2

m

m
(6.6)

gegeben. Es folgt

∣∣∣∣∣∣
∂

∂ ϕ j
GEXP

n (ϕ)

∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣
∂

∂ ϕ j
GEXP

N+n (ϕ)

∣∣∣∣∣∣
2

≤ 4

[
1
2

∣∣∣c j

∣∣∣2
∣∣∣c j+n

∣∣∣2
∣∣∣∣sin

(
ϕ j − ϕ j+n

)∣∣∣∣
2
+

1
2

∣∣∣c j

∣∣∣2
∣∣∣c j−n

∣∣∣2
∣∣∣∣sin

(
ϕ j−n − ϕ j

)∣∣∣∣
2
]

+ 4

[
1
2

∣∣∣c j

∣∣∣2
∣∣∣c j+n

∣∣∣2
∣∣∣∣cos

(
ϕ j − ϕ j+n

)∣∣∣∣
2
+

1
2

∣∣∣c j−n

∣∣∣2
∣∣∣c j

∣∣∣2
∣∣∣∣cos

(
ϕ j−n − ϕ j

)∣∣∣∣
2
]

= 2
∣∣∣c j

∣∣∣2
∣∣∣c j+n

∣∣∣2
[(

sin
(
ϕ j − ϕ j+n

))2
+

(
cos

(
ϕ j − ϕ j+n

))2
]

+ 2
∣∣∣c j−n

∣∣∣2
∣∣∣c j

∣∣∣2
[(

sin
(
ϕ j−n − ϕ j

))2
+

(
cos

(
ϕ j−n − ϕ j

))2
]
.

Aus dem Satz des PYTHAGORAS (sinϕ)2
+ (cosϕ)2

= 1 für Winkelfunktionen erhalten wir weiterhin

∣∣∣∣∣∣
∂

∂ ϕ j
GEXP

n (ϕ)

∣∣∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣∣
∂

∂ ϕ j
GEXP

N+n (ϕ)

∣∣∣∣∣∣
2

≤ 2
∣∣∣c j

∣∣∣2
∣∣∣c j+n

∣∣∣2 + 2
∣∣∣c j−n

∣∣∣2
∣∣∣c j

∣∣∣2 . (n = 1, . . . ,N − 1)

Wenden wir diese Abschätzung unter Berücksichtigung der Spezialfälle fürGEXP
0 undGEXP

N auf die

Komponenten der FROBENIUS-Norm (6.5) an, folgt

∥∥∥JGEXP (ϕ)
∥∥∥2

F ≤ 2
N−1∑

n=1

N−1∑

j=0

∣∣∣c j

∣∣∣2
∣∣∣c j+n

∣∣∣2 +
∣∣∣c j−n

∣∣∣2
∣∣∣c j

∣∣∣2

= 2
N−1∑

j=0

∣∣∣c j

∣∣∣2

N−1∑

n=1

∣∣∣c j+n

∣∣∣2 +
N−1∑

n=1

∣∣∣c j−n

∣∣∣2
 .

Berücksichtigen wir, dass die Summanden|cn|2 für n < {0, . . . ,N − 1} gleich Null sind, handelt es

sich bei den inneren Summen um eine Teilsumme der quadrierten EUKLID ischen Vektornorm. Das
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bedeutet, wir können diese durch‖c‖2 nach oben abschätzen. Wir erhalten

∥∥∥JGEXP (ϕ)
∥∥∥2

F ≤ 2 ‖c‖22
N−1∑

j=0

∣∣∣c j

∣∣∣2 = 2 ‖c‖42 .

Zusammen mit der Abschätzung der Spektralnorm durch die FROBENIUS-Norm (6.4) liefert dies die

erste Ungleichung unserer Behauptung.

Wir bestimmen jetzt die zweite GÂTEAUX -Ableitung der FunktionGEXP. Da es sich hierbei um

die GÂTEAUX -Ableitung der ersten GÂTEAUX -Ableitung handelt, gilt

D2 GEXP : RN → L
(
R

N, L
(
R

N,R2N
))
.

Die zweite GÂTEAUX -Ableitung ist somit eine operatorwertige Abbildung in denRaum der bilinea-

ren Abbildungen vonRN nachR2N.

Als Vorbereitung betrachten wir noch einmal die erste GÂTEAUX -Ableitung D GEXP. Ausgewertet

in Richtungv ist dien-te Komponente der Ableitung durch

[
D GEXP (ϕ) (v)

]
n =

[
gradGEXP

n (ϕ)
]T v (n = 0, . . . , 2N − 1)

gegeben. Damit ist die erste Ableitung eine Kombination derpartiellen Ableitungen der entsprechen-

den Komponente vonGEXP. Wir leiten jetzt die einzelnen Komponenten vonD GEXP an der Stelle

ϕ ∈ RN, ausgewertet anv ∈ RN, in Richtungw ∈ RN ab. Hierbei benutzen wir wieder, dass wir

die Richtungsableitung in unseren Fall mit Hilfe des Skalarprodukts von Gradienten und Richtung

bestimmen können. Es gilt

lim
h→0

[
gradGEXP

n (ϕ + hw)
]T v −

[
gradGEXP

n (ϕ)
]T v

h

= lim
h→0

[
gradGEXP

n (ϕ + hw) − gradGEXP
n (ϕ)

]T v
h

=

N−1∑

j=0

v j lim
h→0

∂
∂ ϕ j

GEXP
n (ϕ + hw) − ∂

∂ ϕ j
GEXP

n (ϕ)

h

=

N−1∑

j=0

v j

[
grad

∂

∂ ϕ j
GEXP

n (ϕ)

]T

w

=

N−1∑

j=0

N−1∑

k=0

v j ·
∂2

∂ ϕ j ∂ ϕk
GEXP

n (ϕ) · wk

= vT HGEXP
n

(ϕ) w.

Hierbei bezeichnetHGEXP
n

(ϕ) ≔ ∂2

∂ ϕ j ∂ ϕk
GEXP

n (ϕ) die HESSE-Matrix dern-ten Komponente vonGEXP

an der Stelleϕ. Fassen wir die GÂTEAUX -Ableitung der einzelnen Komponenten zusammen, folgt
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für die zweite GÂTEAUX -Ableitung insgesamt

D2 GEXP : ϕ 7→
(
w 7→

(
v 7→

(
vT HGEXP

n
(ϕ) w

)2N−1

n=0

))
.

Um jetzt die Ungleichung (6.2) zu zeigen, untersuchen wir die Spektralnorm der HESSE-Matrizen

HGEXP
n

. Da es sich bei der Spektralnorm um die kleinste aller induzierten Matrixnormen für quadrati-

sche Matrizen handelt, können wir diese sowohl durch die Spalten- als auch durch die Zeilensummen-

norm abschätzen. Weil die HESSE-Matrix in unseren Fall symmetrisch ist, sind diese beiden Normen

identisch.

Die ersten partiellen Ableitungen der Komponenten vonGEXP haben wir bereits in (4.5a) und (4.6a)

bestimmt. Da die beiden KomponentenGEXP
0 und GEXP

N konstant sind, sind die ersten und zweiten

partiellen Ableitungen Null. Für die restlichen Komponenten n = 1, . . . ,N − 1 können wir diej-te

Zeile der HESSE-Matrix mit Hilfe der Dreiecksungleichung und der Beschränktheit von Sinus und

Kosinus durch

N−1∑

k=0

∣∣∣∣∣∣
∂2

∂ ϕ j ∂ ϕk
GEXP

n (ϕ)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∣∣∣c j−n

∣∣∣
∣∣∣c j

∣∣∣ cos
(
ϕ j−n − ϕ j

)∣∣∣∣

+

∣∣∣∣−
∣∣∣c j−n

∣∣∣
∣∣∣c j

∣∣∣ cos
(
ϕ j−n − ϕ j

)
−

∣∣∣c j

∣∣∣
∣∣∣c j+n

∣∣∣ cos
(
ϕ j − ϕ j+n

)∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
∣∣∣c j

∣∣∣
∣∣∣c j+n

∣∣∣ cos
(
ϕ j − ϕ j+n

)∣∣∣∣

≤ 2
∣∣∣c j−n

∣∣∣
∣∣∣c j

∣∣∣
∣∣∣∣cos

(
ϕ j−n − ϕ j

)∣∣∣∣ + 2
∣∣∣c j

∣∣∣
∣∣∣c j+n

∣∣∣
∣∣∣∣cos

(
ϕ j − ϕ j+n

)∣∣∣∣

≤ 2
∣∣∣c j−n

∣∣∣
∣∣∣c j

∣∣∣ + 2
∣∣∣c j

∣∣∣
∣∣∣c j+n

∣∣∣

und

N−1∑

k=0

∣∣∣∣∣∣
∂2

∂ ϕ j ∂ ϕk
GEXP

N+n (ϕ)

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∣∣∣c j−n

∣∣∣
∣∣∣c j

∣∣∣ sin
(
ϕ j−n − ϕ j

)∣∣∣∣

+

∣∣∣∣−
∣∣∣c j−n

∣∣∣
∣∣∣c j

∣∣∣ sin
(
ϕ j−n − ϕ j

)
−

∣∣∣c j

∣∣∣
∣∣∣c j+n

∣∣∣ sin
(
ϕ j − ϕ j+n

)∣∣∣∣

+

∣∣∣∣
∣∣∣c j

∣∣∣
∣∣∣c j+n

∣∣∣ sin
(
ϕ j − ϕ j+n

)∣∣∣∣

≤ 2
∣∣∣c j−n

∣∣∣
∣∣∣c j

∣∣∣
∣∣∣∣sin

(
ϕ j−n − ϕ j

)∣∣∣∣ + 2
∣∣∣c j

∣∣∣
∣∣∣c j+n

∣∣∣
∣∣∣∣sin

(
ϕ j − ϕ j+n

)∣∣∣∣

≤ 2
∣∣∣c j−n

∣∣∣
∣∣∣c j

∣∣∣ + 2
∣∣∣c j

∣∣∣
∣∣∣c j+n

∣∣∣

abschätzen.

Die jeweils letzte Summe der beiden Ungleichungsketten können wir mit Hilfe derUngleichung

zwischen dem arithmetischen und geometrischen Mittelweiter vereinfachen. Diese ist zum Beispiel

nach [Heu06, 12.2, S. 96] für diempositiven reellen Zahlenv1, . . . , vm durch

m
√

v1 · · · vm ≤
v1 + · · · + vm

m

gegeben. Damit folgt mitm= 2 undn , 0 die Ungleichung

2
∣∣∣c j−n

∣∣∣
∣∣∣c j

∣∣∣ + 2
∣∣∣c j

∣∣∣
∣∣∣c j+n

∣∣∣ = 2
√∣∣∣c j−n

∣∣∣2
∣∣∣c j

∣∣∣2 + 2
√∣∣∣c j

∣∣∣2
∣∣∣c j+n

∣∣∣2
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≤
∣∣∣c j−n

∣∣∣2 +
∣∣∣c j

∣∣∣2 +
∣∣∣c j

∣∣∣2 +
∣∣∣c j+n

∣∣∣2

≤ 2
N−1∑

j=0

∣∣∣c j

∣∣∣2 = 2‖c‖22 .

Da wir diese Abschätzung für alle Zeilen beziehungsweise Spalten durchführen können, erhalten wir

für n = 0, . . . , 2N − 1 insgesamt unter Berücksichtigung der konstanten Fälle

∥∥∥HGEXP
n

(ϕ)
∥∥∥

1
=

∥∥∥HGEXP
n

(ϕ)
∥∥∥
∞ ≤


0 n = 0 oderN,
2‖c‖22 sonst.

Jetzt schätzen wir die Spektralnorm der HESSE-Matrizen nach oben sowohl durch die Spalten-

wie auch durch die Zeilensummennorm ab. Wir erhalten die beiden Ungleichungen

∥∥∥HGEXP
n

(ϕ)
∥∥∥

2
≤

∥∥∥HGEXP
n

(ϕ)
∥∥∥

1
und

∥∥∥HGEXP
n

(ϕ)
∥∥∥

2
≤

∥∥∥HGEXP
n

(ϕ)
∥∥∥
∞ .

Daraus folgt für die Spektralnorm mitn = 0, . . . , 2N − 1 die Ungleichung

∥∥∥HGEXP
n

(ϕ)
∥∥∥

2
≤

√∥∥∥HGEXP
n

(ϕ)
∥∥∥

1

∥∥∥HGEXP
n

(ϕ)
∥∥∥
∞ ≤


0 n = 0 oderN,
2‖c‖22 sonst.

Mit Hilfe der HESSE-Matrizen können wir nun beginnen die Operatornorm der zweiten GÂ-

TEAUX-Ableitung zu bestimmen. Hierzu schätzen wir zunächst die zweite Ableitung in die Richtun-

genv undw ab. Unter Anwendung der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung, der Verträglichkeit

mit der Vektornorm und der letzten Ungleichung erhalten wir

∥∥∥D2 GEXP (ϕ) (w) (v)
∥∥∥2

2 =

2N−1∑

n=0

∣∣∣vT HGEXP
n

(ϕ) w
∣∣∣2

≤
2N−1∑

n=0

‖v‖22
∥∥∥HGEXP

n
(ϕ) w

∥∥∥2

2

≤
2N−1∑

n=0

‖v‖22
∥∥∥HGEXP

n
(ϕ)

∥∥∥2

2
‖w‖22

≤ 4(2N − 2) ‖c‖42 ‖v‖
2
2 ‖w‖

2
2 .

Bei der Abschätzung der Operatornorm vonD2 GEXP müssen wir beachten, dass es sich für eine Rich-

tungw bei D2 GEXP (ϕ) (w) um einen Operator vonRN nachR2N handelt. Die Norm dieses Operators

wird ebenfalls durch die EUKLID ische Norm induziert. Für die „zweifach“ induzierte Norm der zwei-

ten GÂTEAUX -Ableitung folgt durch

∥∥∥D2 GEXP (ϕ)
∥∥∥

2 = sup
‖w‖2=1

∥∥∥D2 GEXP (ϕ) (w)
∥∥∥

2

= sup
‖w‖2=1

sup
‖v‖2=1

∥∥∥D2 GEXP (ϕ) (w) (v)
∥∥∥

2
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≤ sup
‖w‖2=1

sup
‖v‖2=1

2
√

2N − 2‖c‖22 ‖v‖2 ‖w‖2

= 2
√

2N − 2‖c‖22

die Ungleichung (6.2) der Behauptung.

Die letzte Abschätzung des Satzes ist eine unmittelbare Folgerung des Mittelwertsatzes für GÂ-

TEAUX-differenzierbare Funktionen. Dieser aus der Funktionalanalysis stammende Satz setzt allge-

mein die normierten RäumeX, Y und eine offene TeilmengeU ⊂ X voraus. Weiterhin sei die Funktion

G : U → Y GÂTEAUX -differenzierbar und die StreckeI ≔ {x0 + λ v : 0 ≤ λ ≤ 1} sei in der offenen

MengeU enthalten. Nach [Wer11, Satz III.5.4.b, S. 120] gilt

‖G (x0 + v) −G (x0)‖ ≤ sup
ξ∈I
‖D G (ξ)‖ ‖v‖ . (6.7)

In unserem Fall entsprichtG der GÂTEAUX -Ableitung vonGEXP, daher istU = X = RN und

Y = L
(
RN,R2N

)
. Somit liegt die StreckeI ≔ {(1− λ)ψ + λϕ : 0 ≤ λ ≤ 1} offensichtlich immer in

U. Mit x0 = ψ undv = ϕ − ψ folgt aus dem Mittelwertsatz und der bereits gezeigten Abschätzung

(6.2) für die zweite GÂTEAUX -Ableitung die Ungleichungskette

∥∥∥D GEXP (ϕ) − D GEXP (
ψ
)∥∥∥ ≤ sup

ξ∈I

∥∥∥D2 GEXP (ξ)
∥∥∥
∥∥∥ϕ − ψ

∥∥∥

≤ 2
√

2N − 2‖c‖22
∥∥∥ϕ − ψ

∥∥∥ .

Damit haben wir auch die letzte Aussage der Behauptung gezeigt. �

6.2 Verallgemeinertes Diskrepanzprinzip

Bisher haben wir für die GAUSS-NEWTON-Iteration aus Proposition 4.5 noch kein Abbruch-Kriteri-

um definiert. Um ein sinnvolles Kriterium zu finden, betrachten wir die Phasenrekonstruktionsproble-

me auf den unterschiedlichen Leveln von Algorithmus 5.5.

Selbst wenn wir mit einem lösbaren Gleichungssystem beginnen, erhalten wir nach Konstruktion

der Phasenrekonstruktionsprobleme auf den unterschiedlichen Leveln in Abschnitt 5.3 gestörte Sys-

teme. Für den exponentiellen Ansatz bedeutet dies, dass wirstatt der exakten DatengEXP nur eine

NäherunggEXP,δ besitzen. Die Störung soll dabei in der EUKLID ischen Norm nicht größer alsδ sein.

Also ∥∥∥gEXP − gEXP,δ
∥∥∥

2 ≤ δ.

Aufgrund dieser Störung würde es ausreichen, wenn wir die GAUSS-NEWTON-Iteration solange

durchführen, bis wir den Defekt auf ein ähnliches Maß reduziert haben. Eine bessere Lösung können

wir mit den Fehlern im Allgemeinen nicht erwarten. Diese Idee wird auch als Diskrepanzprinzip

bezeichnet und kann folgendermaßen definiert werden.
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Definition 6.3 (Verallgemeinertes Diskrepanzprinzip, vgl. [ LT08, (15), S. 9]). Für die gestörten

DatengEXP,δ brechen wir das GAUSS-NEWTON-Verfahren nach demN (δ)-ten Schritt ab. Hierfür

verwenden wir diea posterioriAbbruchbedingung

∥∥∥∥GEXP
(
ϕ(N(δ))

)
− gEXP,δ

∥∥∥∥
2

2
≤ τ δ <

∥∥∥∥GEXP
(
ϕ(n)

)
− gEXP,δ

∥∥∥∥
2

2

für ein τ > 1 und allen = 0, . . . ,N (δ) − 1.

Um die Konvergenz des GAUSS-NEWTON-Verfahrens für das Phasenrekonstruktionsproblem zu

zeigen, benötigen wir noch einige weitere Voraussetzungen. Die Beschränktheit der Norm der Ablei-

tung haben wir bereits in Lemma 6.2 gezeigt. Weiterhin sollten die Approximation der Lösung̃ϕ und

der Startwertϕ(0) hinreichend gut sein. Auf Grundlage des Diskrepanzprinzips betrachten wir den

folgenden Satz.

Satz 6.4 (Konvergenz des G AUSS-NEWTON-Verfahrens, vgl. [LT08, Theorem 2.3, S. 9 f.]).

Angenommen es gelten die folgenden Bedingungen:

(i) Das exakte nichtlineare GleichungssystemGEXP (ϕ)
!
= gEXP aus(3.27)besitzt mindestens eine

Lösungϕ = ϕ† ∈ RN.

(ii) Die FunktionGEXP : RN → R2N ist differenzierbar und es gelten die Abschätzungen

∥∥∥D GEXP (ϕ)
∥∥∥

2 ≤ M,
∥∥∥D GEXP (ϕ) − D GEXP (

ψ
)∥∥∥

2 ≤ L
∥∥∥ϕ − ψ

∥∥∥
2

(
ϕ,ψ ∈ RN

)
.

(iii) Der VektorgEXP ∈ R2N ist approximativ bekannt durchgEXP,δ mit der Bedingung

∥∥∥gEXP − gEXP,δ
∥∥∥

2 ≤ δ < 1.

(iv) Die Regularisierungsfolge(αn)∞n=0 erfüllt die Voraussetzungen

αn > 0, lim
n→∞
αn = 0, αn ≤ r αn+1 (r > 1) .

(v) Für die Lösungϕ† des exakten SystemsGEXP (ϕ)
!
= gEXP und für eine bekannte Approximation

der Lösung̃ϕ ∈ RN ist die Quellbedingung

ϕ† − ϕ̃ =
[
JGEXP

(
ϕ†

)]T
v

(
v ∈ R2N, ‖v‖2 ≤ ω

)

erfüllt.

(vi) Zusammen mit einemτ > 1 aus Definition 6.3 gelten die beiden Ungleichungen

√
r

Lω +
√√√

Lω
2
+

M2ω
(√
τ − 1

)2

 ≤ 1 und

∥∥∥ϕ† − ϕ(0)
∥∥∥

2√
α0

≤ l ≔

√
rω

1− Lω
√

r
.
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Dann gilt für n= 0, . . . ,N (δ) die Fehlerabschätzung

∥∥∥ϕ† − ϕ(n)
∥∥∥

2 ≤ l
√
αn,

wobei N(δ) nach dem verallgemeinerten Diskrepanzprinzip aus Definition 6.3 gewählt wird. Wei-

terhin ist der Grenzwertϕ‡ der Folge

lim
δց0

ϕ(N(δ))
= ϕ‡.

eine Lösung des exakten Gleichungssystems.

Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir zunächst eine Reihe von Lemmata. Im ersten Lemma

werden wir zeigen, dass sich die LIPSCHITZ-Stetigkeit der GÂTEAUX -Ableitung in gewisser Weise

auf die Funktion selbst übertragen lässt.

Lemma 6.5. Ist für die ersteGÂTEAUX -Ableitung der FunktionG : Rn → Rm die L IPSCHITZ-

Bedingung ∥∥∥D G (ϕ) − D G
(
ψ
)∥∥∥

2 ≤ L
∥∥∥ϕ − ψ

∥∥∥
2

(
ϕ,ψ ∈ Rn)

mit derL IPSCHITZ-Konstante L> 0 erfüllt, dann gilt die Ungleichung

∥∥∥G (ϕ) −G
(
ψ
)
− D G (ϕ)

(
ϕ − ψ

)∥∥∥
2 ≤

L
2

∥∥∥ϕ − ψ
∥∥∥2

2 .

Beweis. Als Vorbereitung für den Beweis der Ungleichung betrachtenwir zunächst die Funktion

t 7→ G
(
ψ + t

(
ϕ − ψ

))
− t D G (ϕ)

(
ϕ − ψ

)
.

Leiten wir diese vektorwertige Funktion nach der Variablent ab, erhalten wir mit Hilfe der Kettenregel

d
dt

(
G

(
ψ + t

(
ϕ − ψ

))
− t D G (ϕ)

(
ϕ − ψ

))

= D G
(
ψ + t

(
ϕ − ψ

)) (
ϕ − ψ

)
− D G (ϕ)

(
ϕ − ψ

)
.

Integrieren wir die Ableitung bezüglicht über [0, 1] komponentenweise, ergibt sich die Funktion auf

der linken Seite der Behauptung. Damit können wir diese durch das Integral ersetzen und bekommen

∥∥∥G (ϕ) −G
(
ψ
)
− D G (ϕ)

(
ϕ − ψ

)∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥∥

ˆ 1

0

(
D G

(
ψ + t

(
ϕ − ψ

))
− D G (ϕ)

) (
ϕ − ψ

)
dt

∥∥∥∥∥∥
2

.
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Wir werden jetzt die Dreiecksungleichung für Integrale anwenden. Nach [Heu04, 167.3, S. 278]

ist diese für jede stetige FunktionF : [0, 1] → Rm durch die Abschätzung

∥∥∥∥∥∥

ˆ 1

0
F (t) dt

∥∥∥∥∥∥
2

≤
ˆ 1

0
‖F (t)‖2 dt

gegeben. Diese Art der Dreiecksungleichung folgt aus der Anwendung der „normalen“ Dreiecks-

ungleichung auf die Glieder der zugehörigen RIEMANN folge des Integrals und der entsprechenden

Grenzwertbetrachtung.

Benutzen wir nacheinander die Dreiecksungleichung für Integrale, die Abschätzung durch die

Operatornorm und die LIPSCHITZ-Bedingung, folgt die Ungleichungskette

∥∥∥G (ϕ) −G
(
ψ
)
− D G (ϕ)

(
ϕ − ψ

)∥∥∥
2

≤
ˆ 1

0

∥∥∥(D G
(
ψ + t

(
ϕ − ψ

))
− D G (ϕ)

) (
ϕ − ψ

)∥∥∥
2 dt

≤
ˆ 1

0

∥∥∥(D G
(
ψ + t

(
ϕ − ψ

))
− D G (ϕ)

)∥∥∥
2

∥∥∥(ϕ − ψ)∥∥∥
2 dt

≤
ˆ 1

0
L
∥∥∥(t − 1)

(
ϕ − ψ

)∥∥∥
2

∥∥∥(ϕ − ψ)∥∥∥
2 dt

= L
∥∥∥(ϕ − ψ)∥∥∥2

2

ˆ 1

0
|t − 1| dt

=
L
2

∥∥∥(ϕ − ψ)∥∥∥2
2 .

und damit die Behauptung. �

Bei der Bestimmung der nächsten GAUSS-NEWTON-Iteration in Proposition 4.5 müssen wir ein

lineares Gleichungssystem lösen. Dabei hat die Matrix auf der linken Seite eine spezielle Form. Die

Norm der inversen Matrix können wir durch das nächste Lemma allgemein nach oben abschätzen.

Lemma 6.6 (Norm der inversen regularisierten Matrix). Für eine beliebige reelle n×m-MatrixA

gelten für einα > 0 die Abschätzungen

∥∥∥∥∥
(
ATA + α I

)−1
∥∥∥∥∥

2
≤ 1
α

und ∥∥∥∥∥
(
ATA + α I

)−1
AT

∥∥∥∥∥
2
≤ 1

2
√
α
.

Beweis. Die Matrix ATA ist symmetrisch und positiv semidefinit. Die Eigenwerteλ1, . . . , λm von

ATA sind somit reell und nicht-negativ. Die zu den Eigenwerten gehörenden Eigenvektoren seien
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v1, . . . , vm. Multiplizieren wir die MatrixATA + α I mit den Eigenvektoren vonATA erhalten wir

(
ATA + α I

)
· vk = ATA · vk + α vk = λk vk + α vk = (λk + α) vk.

Somit besitzt die symmetrische MatrixATA + α I die Eigenwerteλk + α zu den Eigenvektoren

v1, . . . , vk und ist insbesondere eine positiv definite, nicht-singuläre Matrix. Das bedeutet, dass die

inverse Matrix existiert und diese die Eigenwerte1
λk+α

zu den ursprünglichen Eigenvektoren besitzt.

Weil die Spektralnorm für symmetrische Matrizen gerade demSpektralradius entspricht, folgt aus

0 < 1
λk+α
≤ 1
α

für alle Eigenwerte die erste Abschätzung.

Für den zweiten Teil der Behauptung müssen wir die Spektralnorm der Matrix
(
ATA + α I

)−1
AT

abschätzen. Hierfür bestimmen wir zunächst die Singulärwerte der transponierten Matrix, welche

über die Eigenwerte der Matrix

(
ATA + α I

)−1
ATA

(
ATA + α I

)−1
. (6.8)

definiert sind. Multiplizieren wir diese Matrix mit dem Eigenvektor vk, k ∈ {1, . . . ,m} der Matrix

ATA, folgt (
ATA + α I

)−1

1
λk+α

ATA

λk

(
ATA + α I

)−1

1
λk+α

·vk =
λk

(λk + α)2
vk.

Definieren wir die Funktion

κ : R≥0→ R≥0 und κ (λ) ≔
λ

(λ + α)2
,

so haben die Eigenwerte der Matrix (6.8) die Formκ (λk). Die Singulärwerte vonA
(
ATA + α I

)−1

sind damit durch
√
κ (λk) gegeben und können mit Hilfe des Maximums vonκ abgeschätzt werden.

Um das Maximum zu bestimmen, setzen wir die erste Ableitungκ′ Null. Mit der Quotientenregel

gilt

κ′ (λ) =
(λ + α)2 − 2λ (λ + α)

(λ + α)4
=
α − λ

(λ + α)3

!
= 0

Die Funktionκ (λ) nimmt somit fürλ = α einen Extremwert an. Die zweite Ableitung vonκ erhalten

wir durch wiederholtes Anwenden der Quotientenregel. Es ist

κ′′ (λ) =
− (λ + α)3 − 3(α − λ) (λ + α)2

(λ + α)6
=

2λ − 4α

(λ + α)4
.

Werten wir die zweite Ableitungκ′′ an der Stelleα > 0 aus, folgt

κ′′ (α) = −
2α

(2α)4
= −

1

(2α)3
< 0.

Damit handelt es sich bei dem gefundenen Extremum um das Maximum vonκ.

Insgesamt folgt nun mit der Invarianz der Spektralnorm bezüglich des Transponierens und des

Maximums vonκ
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∥∥∥∥∥
(
ATA + α I

)−1
AT

∥∥∥∥∥
2
=

∥∥∥∥∥A
(
ATA + α I

)−1
∥∥∥∥∥

2
≤

√
κ (α) =

√
α

4α2
=

1

2
√
α

und somit die Behauptung. �

Im letzten vorbereitenden Lemma betrachten wir eine Folge,welche rekursiv durch eine quadra-

tische Funktion beschränkt ist. Wir werden zeigen, dass dieFolgenglieder unter bestimmten Voraus-

setzungen selbst beschränkt sind.

Lemma 6.7 (Vgl. [BNS97, Lemma 2.3, S. 428]). Für die Folge(γn)∞n=0 gelte die Abschätzung

0 ≤ γn+1 ≤ a+ bγn + cγ2
n (n ∈ N0, γ0 ≥ 0)

mit a, b, c ≥ 0. Seiγ undγ definiert durch

γ ≔
2a

1− b+
√

(1− b)2 − 4ac
und γ ≔

1− b+
√

(1− b)2 − 4ac
2c

.

Gilt b + 2
√

ac≤ 1 undγ0 ≤ γ, dann ist

γn ≤ max
{
γ0, γ

}
(n ∈ N0) .

Beweis. In [BNS97, Lemma 2.3, S. 428] wird ein allgemeinerer Fall miteiner konvergenten Folge

(an)∞n=0 anstatt der Konstantena behandelt. Daher können wir die Aussage ohne die Grenzwertbe-

trachtungen des ursprünglichen Beweises [BNS97, S. 428 f.]zeigen.

Die in der Behauptung definierten Konstantenγ undγ sind genau die Fixpunkte der Gleichung

a+ bγ + cγ2
= γ.

Um dies zu zeigen, bestimmen wir die Nullstellen des Polynoms a + (b− 1) γ + cγ2. Aus den Vor-

aussetzungen folgen die äquivalenten Ungleichungen

b+ 2
√

ac≤ 1, 2
√

ac≤ 1− b, 4ac≤ (1− b)2 und 0≤ (1− b)2 − 4ac.

Damit ist die Diskriminante nicht-negativ und es folgt die Existenz von zwei nicht notwendigerweise

verschiedenen Nullstellen. Die größere Nullstelle entspricht dabei geradeγ. Die kleinere Nullstelleγ

erhalten wir durch Anwendung des Wurzelsatzes von VIETA. Es gilt

γ =
a

cγ
=

2a

1− b+
√

(1− b)2 − 4ac
.

Da alle Koeffizientena, b undc nicht-negativ sind, ist das quadratische Polynomp (γ) ≔ a+bγ+

cγ2 aufR≥0 nicht-negativ, konvex und monoton wachsend. Aufgrund der Monotonie erhalten wir für
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den Fall, dassγ kleiner als der erste Fixpunkt ist, die Abschätzung

p (γ) ≤ p
(
γ
)
= γ

(
γ ∈

[
0, γ

])
.

Liegt γ hingegen zwischen den beiden Fixpunkten, können wir die Konvexität vonp ausnutzen. Da

die Sehne zwischen den Fixpunkten gerade die Identität ist,erhalten wir

p (γ) ≤ γ
(
γ ∈

[
γ, γ

])
.

Fassen wir die beiden Fälle zusammen, haben wirp (γ) ≤ max
{
γ, γ

}
für γ ≤ γ.

Die Behauptung folgt nun durch vollständige Induktion. Fürn = 0 ist die Bedingungγ0 ≤
max

{
γ, γ0

}
offensichtlich erfüllt. Des Weiteren gilt fürn > 0 die Ungleichung

γn+1 ≤ p (γn) ≤ max
{
γ, γn

}
≤ max

{
γ, γ0

}
.

Die letzte Abschätzung erhalten wir hierbei aus der Induktionsvoraussetzung. �

Nach diesen Vorbereitungen können wir mit dem Beweis der Konvergenz des GAUSS-NEWTON-

Verfahrens für das Phasenrekonstruktionsproblem selbst beginnen.

Beweis (Satz 6.4). In [BS05, Theorem 2.1., S. 38] wird eine allgemeinere Version unseres Satzes be-

handelt. Die Konvergenzbetrachtung des GAUSS-NEWTON-Verfahrens wird dort für eine nichtlineare

Funktion zwischen zwei HILBERT-Räumen durchgeführt. Um die Aussage unseres Satzes zu zeigen,

passen wir den Beweis aus [BS05, S. 39 f.] an unsern konkretenFall an.

Zunächst definieren wir mit Hilfe der JACOBI-Matrix JGEXP die MatrizenΘn durch

Θn ≔

([
JGEXP

(
ϕ(n)

)]T
JGEXP

(
ϕ(n)

)
+ αn I

)−1
.

Nach Konstruktion istΘn die Inverse einer symmetrischen, positiv definiten und damit regulären

Matrix. Somit sind alle MatrizenΘn wohldefiniert. Da es sich weiterhin beiΘn um die inverse Matrix

des Gleichungssystems der GAUSS-NEWTON-Iteration aus Proposition 4.5 handelt, folgt

ϕ(n+1)
= ϕ(n) −Θn

{[
JGEXP

(
ϕ(n)

)]T (
GEXP

(
ϕ(n)

)
− gEXP,δ

)
+ αn

(
ϕ(n) − ϕ̃

)}
. (6.9)

Um die Konvergenzbetrachtung für das GAUSS-NEWTON-Verfahren durchzuführen, benötigen

wir eine geeignete Darstellung der Abweichung zwischen derIterationsfolge und der exakten Lö-

sung. Durch Anwenden der GAUSS-NEWTON-Iteration und der IdentitätGEXP
(
ϕ†

)
= gEXP für die

exakte Lösung aus Bedingung (i) erhalten wir

ϕ(n+1) − ϕ† = ϕ(n) −Θn

{[
JGEXP

(
ϕ(n)

)]T (
GEXP

(
ϕ(n)

)
− gEXP,δ

)
+ αn

(
ϕ(n) − ϕ̃

)}
− ϕ†

= −Θn

[
JGEXP

(
ϕ(n)

)]T {
GEXP

(
ϕ(n)

)
− gEXP,δ

+ gEXP −GEXP
(
ϕ†

)

− JGEXP

(
ϕ(n)

) (
ϕ(n) − ϕ†

)
+ JGEXP

(
ϕ(n)

) (
ϕ(n) − ϕ†

)}

−Θn

{
αn

(
ϕ(n) − ϕ† + ϕ† − ϕ̃

)}
+

(
ϕ(n) − ϕ†

)
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= −Θn

[
JGEXP

(
ϕ(n)

)]T {
GEXP

(
ϕ(n)

)
−GEXP

(
ϕ†

)
− JGEXP

(
ϕ(n)

) (
ϕ(n) − ϕ†

)}

−Θn

[
JGEXP

(
ϕ(n)

)]T (
gEXP − gEXP,δ

)
−Θn

{
αn

(
ϕ† − ϕ̃

)}

−Θn

([
JGEXP

(
ϕ(n)

)]T
JGEXP

(
ϕ(n)

)
+ αn I

)

=Θ
−1
n

(
ϕ(n) − ϕ†

)
+

(
ϕ(n) − ϕ†

)

= −Θn

[
JGEXP

(
ϕ(n)

)]T {
GEXP

(
ϕ(n)

)
−GEXP

(
ϕ†

)
− JGEXP

(
ϕ(n)

) (
ϕ(n) − ϕ†

)}

−Θn

[
JGEXP

(
ϕ(n)

)]T (
gEXP − gEXP,δ

)
−Θn

{
αn

(
ϕ† − ϕ̃

)}
.

Mit Hilfe der Quellbedingung aus Voraussetzung (v) des Satzes können wir die Differenzϕ† − ϕ̃
im letzten Term durch die JACOBI-Matrix an der Stelleϕ† und einen Vektorv beschreiben. Es folgt

ϕ(n+1) − ϕ† = −Θn

[
JGEXP

(
ϕ(n)

)]T {
GEXP

(
ϕ(n)

)
−GEXP

(
ϕ†

)
− JGEXP

(
ϕ(n)

) (
ϕ(n) − ϕ†

)}

−Θn

[
JGEXP

(
ϕ(n)

)]T (
gEXP − gEXP,δ

)
− αnΘn

[
JGEXP

(
ϕ†

)]T
v.

Allerdings ist uns die JACOBI-Matrix an der Stelleϕ† nicht bekannt. Um dieses bei den folgenden

Abschätzungen zu beheben, fügen wir weitere geeignete Terme hinzu. Wir bekommen

ϕ(n+1) − ϕ† = −Θn

[
JGEXP

(
ϕ(n)

)]T {
GEXP

(
ϕ(n)

)
−GEXP

(
ϕ†

)
− JGEXP

(
ϕ(n)

) (
ϕ(n) − ϕ†

)}

−Θn

[
JGEXP

(
ϕ(n)

)]T (
gEXP − gEXP,δ

)

− αnΘn

([
JGEXP

(
ϕ†

)]T
−

[
JGEXP

(
ϕ(n)

)]T
+

[
JGEXP

(
ϕ(n)

)]T)
v

= −Θn

[
JGEXP

(
ϕ(n)

)]T {
GEXP

(
ϕ(n)

)
−GEXP

(
ϕ†

)
− JGEXP

(
ϕ(n)

) (
ϕ(n) − ϕ†

)}

−Θn

[
JGEXP

(
ϕ(n)

)]T (
gEXP − gEXP,δ

)
− αnΘn

[
JGEXP

(
ϕ†

)
− JGEXP

(
ϕ(n)

)]T
v

− αnΘn

[
JGEXP

(
ϕ(n)

)]T
v.

Nach diesen Umformungen haben wir eine Darstellung gefunden, für die wir die Norm der ein-

zelnen Terme abschätzen können. Die Dreiecksungleichung und die Eigenschaften der Matrixnorm

liefern die erste Ungleichung

∥∥∥ϕ(n+1) − ϕ†
∥∥∥

2 ≤
∥∥∥∥∥Θn

[
JGEXP

(
ϕ(n)

)]T∥∥∥∥∥
2

∥∥∥∥GEXP
(
ϕ(n)

)
−GEXP

(
ϕ†

)
− JGEXP

(
ϕ(n)

) (
ϕ(n) − ϕ†

)∥∥∥∥
2

+

∥∥∥∥∥Θn

[
JGEXP

(
ϕ(n)

)]T
∥∥∥∥∥

2

∥∥∥gEXP − gEXP,δ
∥∥∥

2 + αn

∥∥∥∥∥Θn

[
JGEXP

(
ϕ(n)

)]T∥∥∥∥∥
2
‖v‖2

+ αn ‖Θn‖2
∥∥∥∥JGEXP

(
ϕ†

)
− JGEXP

(
ϕ(n)

)∥∥∥∥
2
‖v‖2 .

Für die Terme, welcheΘn beinhalten, können wir die Norm mit Hilfe von Lemma 6.6 abschätzen.

Hierbei entspricht die MatrixA des Lemmas gerade der JACOBI-Matrix von GEXP an der Stelleϕ(n).
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Wir haben

‖Θn‖2 ≤
1
αn

und
∥∥∥∥∥Θn

[
JGEXP

(
ϕ(n)

)]T∥∥∥∥∥
2
≤ 1

2
√
αn
.

Da die GÂTEAUX -Ableitung in unserem Fall die JACOBI-Matrix ist, folgt aus Bedingung (ii) des

Satzes ∥∥∥∥JGEXP

(
ϕ†

)
− JGEXP

(
ϕ(n)

)∥∥∥∥
2
≤ L

∥∥∥ϕ(n) − ϕ†
∥∥∥

und zusammen mit Lemma 6.5

∥∥∥∥GEXP
(
ϕ(n)

)
−GEXP

(
ϕ†

)
− JGEXP

(
ϕ(n)

) (
ϕ(n) − ϕ†

)∥∥∥∥
2
≤

L
2

∥∥∥ϕ(n) − ϕ†
∥∥∥2

2 .

Nach Voraussetzung (iii) ist
∥∥∥gEXP − gEXP,δ

∥∥∥
2 ≤ δ und weiterhin gilt nach der Quellbedingung (v)

die Beschränkung‖v‖2 ≤ ω. Wir bekommen insgesamt die Abschätzung

∥∥∥ϕ(n+1) − ϕ†
∥∥∥

2 ≤
L

4
√
αn

∥∥∥ϕ(n) − ϕ†
∥∥∥2

2 +
1

2
√
αn
δ +

√
αn

2
ω + Lω

∥∥∥ϕ(n) − ϕ†
∥∥∥

2 . (6.10)

Wir werden jetzt eine Abschätzung für den Parameterδ herleiten. Nach dem Diskrepanzprinzip

aus Definition 6.3 gilt

τ δ ≤
∥∥∥∥GEXP

(
ϕ(n)

)
− gEXP,δ

∥∥∥∥
2

2
für n = 0, . . . ,N (δ) − 1.

Wieder mit der IdentitätGEXP
(
ϕ†

)
= gEXP aus Bedingung (i) ist

√
τ δ ≤

∥∥∥∥GEXP
(
ϕ(n)

)
−GEXP

(
ϕ†

)
+ gEXP − gEXP,δ

∥∥∥∥
2

2

≤
∥∥∥∥GEXP

(
ϕ(n)

)
−GEXP

(
ϕ†

)∥∥∥∥
2
+

∥∥∥gEXP − gEXP,δ
∥∥∥

2 .

Wenden wir den Mittelwertsatz (6.7) auf den ersten Term der Abschätzung an, erhalten wir

√
τ δ ≤ sup

ξ∈I

∥∥∥D GEXP (ξ)
∥∥∥

2

∥∥∥ϕ(n) − ϕ†
∥∥∥

2 +
∥∥∥gEXP − gEXP,δ

∥∥∥
2 .

Hierbei istI die Strecke zwischenϕ(n) undϕ†. Da die Operatornorm der ersten GÂTEAUX -Ableitung

nach Voraussetzung (ii) und der Datenfehler nach Voraussetzung (iii) beschränkt sind, folgt

√
τ δ ≤ M

∥∥∥ϕ(n) − ϕ†
∥∥∥

2 + δ,

beziehungsweise √
τ δ − δ ≤ M

∥∥∥ϕ(n) − ϕ†
∥∥∥

2 .

Nach Voraussetzung (iii) istδ < 1. Wir schätzen die letzte Ungleichung nach unten ab und erhalten

√
δ
(√
τ − 1

)
≤
√
δ
(√
τ −
√
δ
)
≤ M

∥∥∥ϕ(n) − ϕ†
∥∥∥

2
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und die Schranke

δ ≤ M2

∥∥∥ϕ(n) − ϕ†
∥∥∥2

2(√
τ − 1

)2
.

Wenden wir die Abschätzung fürδ auf die Ungleichung (6.10) an, folgt

∥∥∥ϕ(n+1) − ϕ†
∥∥∥

2 ≤
1

2
√
αn


L
2
+

M2

(√
τ − 1

)2


∥∥∥ϕ(n) − ϕ†

∥∥∥2

2 + Lω
∥∥∥ϕ(n) − ϕ†

∥∥∥
2 +

√
αnω

2
.

Wir definieren nunγn ≔
‖ϕ(n)−ϕ†‖2√

αn
. Mit der Bedingung αn

αn+1
≤ r aus Voraussetzung (iv) erhalten wir

γn+1 ≤
√

r
2


L
2
+

M2

(√
τ − 1

)2

 γ
2
n + Lω

√
r γn +

√
r ω
2

(n = 0, . . . ,N (δ) − 1) . (6.11)

≕c ≕b ≕a

Um Lemma 6.7 anzuwenden, überprüfen wir zunächst dessen Voraussetzungen. Hierfür definieren

wir die Koeffizientena, b undcentsprechend der letzen Ungleichung. Aus Voraussetzung (vi) erhalten

wir einerseits die erste Bedingung des Lemmas

b+ 2
√

ac= Lω
√

r + 2

√√√√√
r ω
4


L
2
+

M2

(√
τ − 1

)2

 =
√

r

Lω +
√√√

Lω
2
+

M2ω
(√
τ − 1

)2

 ≤ 1

und andererseits die Identität

2a
1− b

=
2
√

r ω
2

1− Lω
√

r
=

√
r ω

1− Lω
√

r
= l.

Weiterhin folgt aus Voraussetzung (vi) die Abschätzungγ0 ≤ l.

Für die zweite Bedingung des Lemmas untersuchen wir die Konstanteγ. Wir haben

γ ≔
1− b+

√
(1− b)2 − 4ac
2c

≥
1− b

2c
=

(1− b)2

2c (1− b)
.

Da aus der bereits gezeigten Bedingungb+ 2
√

ac≤ 1 die Ungleichung 4ac≤ (1− b)2 folgt, gilt

γ ≥
4ac

2c (1− b)
=

2a
1− b

= l ≥ γ0.

Weiterhin können wir auch die zweite Konstanteγ in Relation zul setzten. Es ist

γ ≔
2a

1− b+
√

(1− b)2 − 4a c
≤ 2a

1− b
= l.

Da wir sichergestellt haben, dass alle Bedingungen für Lemma 6.7 erfüllt sind, können wir dieses

nun anwenden. Weil nicht nurγ0 ≤ l, sondern auchγ ≤ l ist, erhalten wir insgesamt
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γn ≤ max
{
γ0, γ

}
≤ l.

Aus der Definition vonγn folgt nun direkt die erste Behauptung des Satzes

∥∥∥ϕ† − ϕ(n)
∥∥∥

2 ≤ l
√
αn

für n = 0, . . . ,N (δ).

Für die noch fehlende Grenzwertbetrachtung stellen wir fest, dass die FolgeN (δ) für δ ց 0

nicht fallend ist. Es können zwei Fälle eintreten. Im erstenFall ist die Folge natürlicher ZahlenN (δ)

konvergent und damit irgendwann konstant. Also giltN (δ) = N0 für alle δ < δ0. Für einen festen

Startwert ist die GAUSS-NEWTON-Iteration (6.9) eine stetige Funktion ingEXP,δ. Aufgrund der festen

Anzahl an Iterationsschritten können wir damitϕ(N0) ebenfalls als stetige Funktion der Variablen

gEXP,δ auffassen. Nach dem Diskrepanzprinzip aus Definition 6.3 gilt

∥∥∥∥GEXP
(
ϕ(N0)

)
− gEXP,δ

∥∥∥∥
2

2
≤ τ δց 0.

Dies impliziert, dass der Grenzwert der numerischen Lösungen des GAUSS-NEWTON-Verfahrens

lim
δց0

ϕ(N0)
(
gEXP,δ

)

in Abhängigkeit der fehlerhaften DatengEXP,δ eine Lösung des exakten Gleichungssystems ist. Die

Existenz des Grenzwertes ist aufgrund der Stetigkeit der Funktionϕ(N0)
(
gEXP,δ

)
sichergestellt.

Im zweiten Fall ist die FolgeN (δ) unbeschränkt fürδց 0. Dann gilt nach Voraussetzung (iv)

∥∥∥ϕ† − ϕ(n)
∥∥∥

2 ≤ l
√
αnց 0 für δց 0.

In diesem Fall erhalten wir somit den Grenzwert

lim
δց0

ϕ(N(δ))
= ϕ†

für die Iterationsfolge des GAUSS-NEWTON-Verfahrens. Fassen wir die beiden Fälle zusammen, folgt

die Konvergenz der Folge gegen eine Lösungϕ‡ des exakten Gleichungssystems und damit auch die

letzte Behauptung des Satzes. �

Für den Fall, dass wir ein Phasenrekonstruktionsproblem mit exakten Daten (δ = 0) betrachten,

folgt auf gleiche Weise wie Satz 6.4 das folgende Korollar.

Korollar 6.8 (Konvergenz des G AUSS-NEWTON-Verfahrens, vgl. [LT08, Corollary 2.4, S. 10]).

Angenommen es gelten die folgenden Bedingungen:

(i) Das exakte nichtlineare GleichungssystemGEXP (ϕ)
!
= gEXP aus(3.27)besitzt mindestens eine

Lösungϕ = ϕ† ∈ RN.
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(ii) Die FunktionGEXP : RN → R2N ist differenzierbar und es gilt die Abschätzung

∥∥∥D GEXP (ϕ) − D GEXP (
ψ
)∥∥∥

2 ≤ L
∥∥∥ϕ − ψ

∥∥∥
2

(
ϕ,ψ ∈ RN

)
.

(iii) Die Regularisierungsfolge(αn)∞n=0 erfüllt die Voraussetzungen

αn > 0, lim
n→∞
αn = 0, αn ≤ r αn+1 (r > 1) .

(iv) Für die Lösungϕ† des exakten SystemsGEXP (ϕ)
!
= gEXP und für eine bekannte Approximation

der Lösung̃ϕ ∈ RN ist die Quellbedingung

ϕ† − ϕ̃ =
[
JGEXP

(
ϕ†

)]T
v

(
v ∈ R2N, ‖v‖2 ≤ ω

)

erfüllt.

(v) Es gelten die beiden Ungleichungen

√
r

Lω +
√

Lω
2

 < 1 und

∥∥∥ϕ† − ϕ(0)
∥∥∥

2√
α0

≤ l ≔

√
rω

1− Lω
√

r
.

Dann gilt unter Verwendung der exakten DatengEXP für n = 0, 1, 2 . . . die Fehlerabschätzung

∥∥∥ϕ† − ϕ(n)
∥∥∥

2 ≤ l
√
αn.

Beweis (Vgl. [LT08, S. 10]). Um die Aussage des Korollars zu zeigen, folgen wir dem Beweisvon

Satz 6.4 für den Fallδ = 0. Dadurch erhalten wir anstelle von (6.11) die rekursive Ungleichung

γn+1 ≤
√

r L
4
γ2

n + Lω
√

r γn +

√
r ω
2

(n ∈ N0) .

Analog zum Beweis von Satz 6.4 sind die Bedingungen für die Anwendung von Lemma 6.7 erfüllt.

Wir erhalten damit die Abschätzungγn ≤ l. Aus der Definition vonγn folgt die Behauptung

∥∥∥ϕ(n) − ϕ†
∥∥∥

2 ≤ l
√
αn.

Da die Regularisierungsfolge(αn) eine Null-Folge ist, konvergiertϕ(n) gegenϕ†. �

6.3 Parameterwahl für das Multilevel-Verfahren

Wir betrachten in diesem Abschnitt den Zusammenhang zwischen den verschiedenen Parametern von

Satz 6.4 auf den unterschiedlichen Leveln von Algorithmus 5.5. Hierbei folgen wir den Vorschlägen
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und Hinweisen zur Parameterwahl in [LT08, S. 13-17]. Um die Parameter, Funktionen und Vektoren

der Level zu unterscheiden, verwenden wir das zugehörige Level als Index.

Wir beginnen unsere Betrachtung mit den beiden Parameternr j > 1 undτ j > 1 auf den unter-

schiedlichen Levelnj ∈ { j0, . . . , J}. Zusammen mit den ParameternM j, L j undω j müssenr j undτ j

Voraussetzung (vi) von Satz 6.4 erfüllen. Für die einzelnenLevel haben wir somit die Bedingung

√
r j

L jω j +

√√√√
L jω j

2
+

M2
jω j

(√
τ j − 1

)2

 ≤ 1.

Da einerseitsr j beliebig nahe Eins gewählt werden kann und andererseits miteinem beliebig großen

τ j der Term
M2

jω j
(√
τ j − 1

)2

verwindend klein wird, ist die Bestimmung vonr j undτ j aus 6.4.vi genau dann möglich, wenn

L jω j +

√
L jω j

2
< 1

ist. Fassen wir die linke Seite als eine Funktion in der VariablenL jω j vonR≥0 nachR≥0 auf, ist diese

streng monoton wachsend. Daraus folgt die zusätzliche Forderung

L jω j <
1
2
, oder ω j <

1
2L j
. (6.12)

an die ParameterL j undω j .

Als nächstens betrachten wir die zwei ParameterM j undL j. Um Voraussetzung (ii) von Satz 6.4 zu

erfüllen, wählen wir die LIPSCHITZ-Konstante und die Schranke für die Norm der ersten GÂTEAUX -

Ableitung vonGEXP
j nach Lemma 6.2. Wir haben somit

L j = 2
√

2 j+1 − 2
∥∥∥c j

∥∥∥
2 und M j =

√
2
∥∥∥c j

∥∥∥
2 mit c j ≔

(
c2J− j n

)2j−1
n=0 .

Die Norm der unbekannten Vektorenc j können wir hierbei bereits aus den Daten im Zeitbereich

berechnen. Da auf den höheren Leveln sich die Anzahl der Komponenten vonc j erhöht, wachsen die

ParameterM j undL j in Abhängigkeit vonj.

Nach Abschätzung (6.12) benötigen wir mit steigenden Levelj und damit wachsendenL j ein

kleineresω j. Auf der anderen Seite folgt aus der Quellbedingung 6.4.v und (6.12) die Abschätzung

∥∥∥∥ϕ†j − ϕ̃ j

∥∥∥∥
2
≤

∥∥∥∥D GEXP
j

(
ϕ†j

)∥∥∥∥
2
‖v‖ ≤ M jω j ≤

√
2
∥∥∥c j

∥∥∥
2

4
√

2 j+1 − 2
∥∥∥c j

∥∥∥
2

≤
√

2

4
√

2 j+1 − 2
. (6.13)

Damit sind wir mit höheren Level auf eine bessere Approximation der Lösung̃ϕ j angewiesen. Hier

spiegelt sich die Idee des Multilevel-Verfahrens wieder, bei der wir die Approximation der Lösung

schrittweise verbessern möchten.
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Bevor wir die Betrachtung der restlichen Parameter von Satz6.4 fortsetzen, benötigen wir das

folgende Lemma. Da die lineare Spline-Funktion aus Definition 3.1 nur endlich viele Koeffizienten

ungleich Null besitzt, können wir in unserem Fall die Konstanteε aus dem folgenden Lemma immer

finden.

Lemma 6.9 (Abschätzung des Interpolationsfehlers, vgl. [LT 08, Lemma 3.2., S. 14]). Sei f der

lineare Spline aus Definition 3.1 mit den komplexen Koeffizienten c0, . . . , cN−1. Zusätzlich setzen

wir cn ≔ 0 für n < {0, . . . ,N − 1}. Erfüllen die Koeffizienten die Bedingung

|cn−1 − 2cn + cn+1| ≤ ε (n = −1, . . . ,N − 1)

für ein ε > 0, dann gilt

ˆ ∞

−∞

∣∣∣ f j (x) − f (x)
∣∣∣ dx ≤

(
N + 2J− j0

)
· 4J− j · ε

6
.

Beweis. Um die Behauptung von Lemma 6.9 zu zeigen, verwenden wir größtenteils die Umformun-

gen des entsprechenden Beweises in [LT08, S. 14]. Wir beginnen damit, die Interpolationsfehler zwi-

schen den ersten beiden Stützstellen 0 und 2J− j der Spline-Funktionf j auf dem Levelj ∈ { j0, . . . , J}
abzuschätzen. Dabei betrachten wir zunächst nur die Realteile der Fehler. Für diese definieren wir

γn ≔ Re
(
f j (n) − f (n)

) (
n = 0, . . . , 2J− j

)
.

Wir zeigen jetzt, dass sich die geforderten Bedingungen an die Koeffizienten auf die realen Feh-

leranteile übertragen. Da wir die lineare Spline-Funktionf j verwenden um die feinere Spline-Funktion

f zu interpolieren, istf j in
[
0, 2J− j

]
der Polygonzug durch die Punkte(0, c0) und

(
2J− j , c2J− j

)
. Das

bedeutet,f j hat im Intervall
[
0, 2J− j

]
die explizite Form

f j(n) =
n

2J− j
c2J− j +

(
1−

n

2J− j

)
c0.

Für die Fehler erhalten wir die Identität

|γn−1 − 2γn + γn+1| =
∣∣∣∣∣∣Re

(
n− 1
2J− j

c2J− j +

(
1−

n− 1
2J− j

)
c0 − cn−1

)

− 2 Re
( n

2J− j
c2J− j +

(
1−

n

2J− j

)
c0 + cn

)

+ Re

(
n+ 1
2J− j

c2J− j +

(
1− n+ 1

2J− j

)
c0 − cn+1

)∣∣∣∣∣∣

= |Re(cn−1 − 2cn + cn+1)| .

Den Betrag des Realteils einer komplexen Zahlz können wir nach oben durch den Betrag der Zahlz
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abschätzen. Damit erhalten wir für die Realteile der Fehlerebenfalls die Eigenschaft

|γn−1 − 2γn + γn+1| ≤ |cn−1 − 2cn + cn+1| ≤ ε. (6.14)

An dieser Stelle weichen wir von dem Beweis in [LT08, S. 14] abund zeigen, dass die Realteile

des Interpolationsfehlers an den Stützstellen nach oben durch

|γn| ≤ n
(
2J− j − n

) ε
2

(6.15)

beschränkt sind. Hierfür benötigen wir allerdings noch einige Vorbereitungen. Unser Ziel ist zunächst,

die Interpolationsfehler an zwei aufeinander folgenden Stützstellen in Relation zu setzen. Anschlie-

ßend werden wir (6.15) durch vollständige Induktion zeigen.

Wir beginnen damit, den Realteil des Interpolationsfehlers an der Stelle 2J− j umzuformen. Dazu

erweitern wir diesen durch eine künstliche Null um die Fehler γn, . . . , γ2J− j−1 und erhalten

∣∣∣γ2J− j

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
γ2J− j − 2

2J− j−1∑

k=n

(
2J− j − k

)
γk + 2

2J− j−1∑

k=n

(
2J− j − k

)
γk

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Die zweite Summe zerlegen wir jetzt in zwei Teilsummen. Nehmen wir γ2J− j in diese Teilsummen

auf, folgt

∣∣∣γ2J− j

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

2J− j−1∑

k=n

(
2J− j − k− 1

)
γk − 2

2J− j−1∑

k=n

(
2J− j − k

)
γk +

2J− j∑

k=n

(
2J− j − k+ 1

)
γk

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Mit Hilfe einer Indexverschiebung bei der ersten und letzten Summe ergibt sich

∣∣∣γ2J− j

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

2J− j∑

k=n+1

(
2J− j − k

)
γk−1 − 2

2J− j−1∑

k=n

(
2J− j − k

)
γk +

2J− j−1∑

k=n−1

(
2J− j − k

)
γk+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Der letzte Summand fürk = 2J− j in der ersten Summe ist Null und kann ignoriert werden. Um die

Summen zusammenzufassen, fügen wir die fehlenden Summanden als künstliche Null ein. Es gilt

∣∣∣γ2J− j

∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

(
2J− j − n+ 1

)
γn −

(
2J− j − n

)
γn−1 +

2J− j−1∑

k=n

(
2J− j − k

)
(γk−1 − 2γk + γk+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Wenden wir auf den letzten Ausdruck die Dreiecksungleichung |v1 ± v2| ≥ |v1| − |v2| und die bereits

gezeigte Abschätzung (6.14) an, erhalten wir die Ungleichung

∣∣∣γ2J− j

∣∣∣ ≥
(
2J− j − n+ 1

)
|γn| −

(
2J− j − n

)
|γn−1| −

2J− j−1∑

k=n

(
2J− j − k

)
ε.
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Um die Summe zu bestimmen, kehren wir die Summationsreihenfolge um. Das führt zu

∣∣∣γ2J− j

∣∣∣ ≥
(
2J− j − n+ 1

)
|γn| −

(
2J− j − n

)
|γn−1| − ε

2J− j−n∑

k=1

k,

=

(
2J− j − n+ 1

)
|γn| −

(
2J− j − n

)
|γn−1| −

(
2J− j − n+ 1

) (
2J− j − n

)

2
ε.

Da es sich bei 2J− j um eine Stützstelle des lineares Splinesf j handelt, entsteht an dieser Stelle kein

Interpolationsfehler. Das hat zur Folge, dass
∣∣∣γ2J− j

∣∣∣ = 0 ist. Nutzen wir diese Tatsache aus, folgt die

Ungleichung

|γn| ≤
2J− j − n

2J− j − n+ 1
|γn−1| +

2J− j − n
2

ε. (6.16)

Nach diesen Vorbereitungen können wir durch vollständige Induktion die Ungleichung (6.15) zei-

gen. Da an der Stelle 0 ebenfalls kein Interpolationsfehlerentstehen kann, ist die Aussage für den

Induktionsanfangn = 0 offensichtlich richtig. Fürn > 0 folgt aus (6.16) zusammen mit der Indukti-

onsvoraussetzung

|γn| ≤
2J− j − n

2J− j − n+ 1
(n− 1)

(
2J− j − n+ 1

) ε
2
+

(
2J− j − n

) ε
2

= n
(
2J− j − n

) ε
2
.

Damit erhalten wir unmittelbar die Behauptung (6.15).

Wir integrieren jetzt den absoluten Interpolationsfehlerauf dem Intervall [0, 2J− j ]. Weil sowohl

f j wie auch f lineare Spline-Funktionen sind, ist auch der Interpolationsfehler stückweise linear. An

den Stellen 0 und 2J− j tritt hierbei kein Fehler auf. Mit Hilfe der Trapezregel folgt

ˆ 2J− j

0

∣∣∣ f j (x) − f (x)
∣∣∣ dx =

2J− j−1∑

n=1

∣∣∣ f j (n) − f (n)
∣∣∣

≤
2J− j−1∑

n=1

∣∣∣∣Re
(
f j (n) − f (n)

)∣∣∣∣ +
2J− j−1∑

n=1

∣∣∣∣Im
(
f j (n) − f (n)

)∣∣∣∣ .

Für die realen Fehleranteile haben wir die obere Schranke (6.15). Wir können allerdings alle Abschät-

zungen analog für die imaginären Fehleranteile durchführen. Wenden wir die Ungleichung (6.15) auf

die Real- und Imaginärteile des Fehlers an, gilt

ˆ 2J− j

0

∣∣∣ f j (x) − f (x)
∣∣∣ dx ≤ 2

2J− j−1∑

n=1

n
(
2J− j − n

) ε
2
.

Hierbei handelt es sich um die Summen über die ersten 2J− j − 1 natürlichen Zahlen und deren

Quadrate. Allgemein sind diese Summen für die erstenmZahlen zum Beispiel nach [Heu06, Satz 7.7,

S. 59] durch

1+ 2+ · · · +m=
m(m+ 1)

2
und 12

+ 22
+ · · · +m2

=
m(m+ 1) (2m+ 1)

6
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gegeben. Mit einigen Umformungen erhalten wir so für den Interpolationsfehler

ˆ 2J− j

0

∣∣∣ f j (x) − f (x)
∣∣∣ dx ≤

2J− j−1∑

n=1

2J− jε n−
2J− j−1∑

n=1

ε n2

=

(
2J− j − 1

)
· 2J− j · 2J− jε

2
−

(
2J− j − 1

)
· 2J− j

(
2 · 2J− j − 1

)
ε

6

= 2J− j
(
2J− j − 1

) (
2J− j
+ 1

) ε
6

= 2J− j
(
4J− j − 1

) ε
6
.

Die Abschätzung des Interpolationsfehlers zwischen den ersten beiden Stützstellen 0 und 2J− j lässt

sich auf alle Intervalle
[
2J− j · n, 2J− j · (n+ 1)

]
für n = −1, . . . , 2 j − 1 übertragen. Das erste negative

Intervall
[
−2J− j , 0

]
bildet hierbei eine kleine Ausnahme. Da die Ungleichung

|cn−1 − 2cn + cn+1| ≤ ε

für n = −2J− j , . . . ,−2 aber offensichtlich erfüllt ist, können wir die Abschätzungen vollkommen

analog durchführen.

Der Träger der linearen Spline-Funktionenf j und f wird von den 2j + 1 betrachteten Intervallen[
2J− j · n, 2J− j · (n+ 1)

]
überdeckt. Wenden wir für jedes Intervall die Fehlerabschätzung an, erhalten

wir insgesamt

ˆ ∞

−∞

∣∣∣ f j (x) − f (x)
∣∣∣ dx =

2j−1∑

n=−1


ˆ 2J− j ·(n+1)

2J− j ·n

∣∣∣ f j (x) − f (x)
∣∣∣ dx



≤
(
2 j
+ 1

)
· 2J− j

(
4J− j − 1

) ε
6

≤
(
2J
+ 2J− j

)
· 4J− j · ε

6
.

Aufgrund der Ungleichung 2J− j ≤ 2J− j0 folgt wie in [LT08] aus der letzten Abschätzung die Be-

hauptung. �

Bemerkung 6.10. (i) Zusätzlich zu den Bedingungen an die Koeffizienten in [LT08, Lemma 3.2.,

S.14] haben wir für Lemma 6.9 die Bedingung

|c−2 − 2c−1 + c0| ≤ ε

vorausgesetzt. Dies ist nötig, um die Abschätzung des Interpolationsfehlers im ersten negativen

Intervall
[
−2J− j , 0

]
analog zu den restlichen Intervallen durchzuführen.

(ii) Nach der Definition der linearen Spline-Funktion auf dem Level j ∈ { j0, . . . , J} haben diese den

Träger
[
−2 j , 2J

]
. Damit ist der Träger, insbesondere die linke Intervallgrenze, vom gewählten

Level abhängig. Diese Eigenschaft führt zur einer nicht symmetrischen Betrachtung des Inter-
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polationsfehlers an den Rändern des jeweiligen Trägers. Für die rechte Intervallgrenze haben

wir die Eigenschaftf j

(
2J

)
= 0. Um die Fehlerabschätzung an den Grenzen symmetrisch zu

gestalten, müssten wir diese Eigenschaft auch an der Stelle0 fordern. Auf diese Weise würde

das erste negative Intervall bei der Fehlerabschätzung wegfallen. Wir würden so ein Problem

mit nur 2J − 1 Unbekannten erhalten. Allerdings hätte dieses wiederum Auswirkungen auf die

vorgestellten Methoden. Zum Beispiel nutzten wir bei der Multilevel-Strategie aus, dass das

Problem 2J Variablen für einJ ∈ N besitzt.

(iii) Lemma 6.9 liefert eine Abschätzung für die Konstanteη j aus Lemma 5.1. ◦

Als nächstes betrachten wir den Parameterδ j von Satz 6.4. Im nächsten Lemma werden wir zei-

gen, dass die Datenfehlerδ j für die unterschiedlichen Level in gewisser Weise zusammenhängen und

beschränkt sind.

Lemma 6.11 (Datenfehler, vgl. [LT08, Lemma 3.3., S.15]). Es existiert eine Konstante C> 0, so

dass der Datenfehler auf dem Level j∈ { j0, . . . , J} beschränkt ist durch

∥∥∥∥gEXP
j − g

EXP,δ j

j

∥∥∥∥
2
≤ 2−

j
2C.

Beweis (Vgl. [LT08, S. 15]). Wir schätzen zunächst die absoluten Fehler für die modifizierten Daten

d j,k aus (5.5) ab. Die fehlerbehafteten modifizierten Daten bezeichnen wir nachfolgend mitd
δ j

j,k. Die

Behauptung folgt dann aus einer Abschätzung der Fehlerfortpflanzung.

Die absoluten Fehler der modifizierten Daten auf demj-ten Level sind fürk = −2 j , . . . , 2 j − 1

durch

∆d j,k ≔

∣∣∣∣d j,k − d
δ j

j,k

∣∣∣∣ = 4 j−J ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣ f̂
(

kπ
2J

)∣∣∣∣
2
−

∣∣∣∣ f̂ j

(
kπ
2J

)∣∣∣∣
2

(
sinc

(
kπ

2j+1

))4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

gegeben. Zunächst werden wir die sinc-Funktion im Nenner abschätzen. Wir betrachten hierbei nur

Argumente aus dem Intervall
[
−π2 ,

π
2

]
. Da die Funktion gerade und auf dem positiven Bereich des

Intervalls monoton fallend ist, erhalten wir fürk = −2 j , . . . , 2 j − 1

sinc

(
kπ

2 j+1

)
≥ sinc

(
2 j π

2 j+1

)
=

sin π2
π
2

=
2
π

und damit für den absoluten Fehler

∆d j,k ≤ 4 j−J · π
4

24

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣ f̂
(
kπ

2J

)∣∣∣∣∣∣
2

−
∣∣∣∣∣∣ f̂ j

(
kπ

2J

)∣∣∣∣∣∣
2
∣∣∣∣∣∣∣
.

Mit Hilfe der dritten binomischen Formelv2
1 − v2

2 = (v1 − v2)(v1 + v2) und dem anschließenden

Einfügen von
∣∣∣∣ f̂

(
kπ
2J

)∣∣∣∣ −
∣∣∣∣ f̂

(
kπ
2J

)∣∣∣∣ bekommen wir die Fehlerabschätzung

∆d j,k ≤ 4 j−J ·
π4

24

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣ f̂
(
kπ

2J

)∣∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣∣ f̂ j

(
kπ

2J

)∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣ f̂
(
kπ

2J

)∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣ f̂ j

(
kπ

2J

)∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣
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= 4 j−J · π
4

24

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣ f̂
(
kπ

2J

)∣∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣∣ f̂ j

(
kπ

2J

)∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣
·

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣ f̂
(
kπ

2J

)∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣ f̂ j

(
kπ

2J

)∣∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣∣ f̂

(
kπ

2J

)∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣ f̂

(
kπ

2J

)∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣
.

Wenden wir nacheinander die Dreiecksungleichungen|v1 ± v2| ≤ |v1|+ |v2| und
∣∣∣ |v1| − |v2|

∣∣∣ ≤ |v1 − v2|
an, folgt

∆d j,k ≤ 4 j−J ·
π4

24

∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣ f̂
(
kπ

2J

)∣∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣∣ f̂ j

(
kπ

2J

)∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣
·
(∣∣∣∣∣∣ f̂

(
kπ

2J

)∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣ f̂ j

(
kπ

2J

)∣∣∣∣∣∣ −
∣∣∣∣∣∣ f̂

(
kπ

2J

)∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣ f̂

(
kπ

2J

)∣∣∣∣∣∣

)

≤ 4 j−J · π
4

24

∣∣∣∣∣∣ f̂
(
kπ
2J

)
− f̂ j

(
kπ
2J

)∣∣∣∣∣∣

≤η j (Lemma 5.1)

·
(∣∣∣∣∣∣ f̂

(
kπ
2J

)∣∣∣∣∣∣ +
∣∣∣∣∣∣ f̂ j

(
kπ
2J

)
− f̂

(
kπ
2J

)∣∣∣∣∣∣

≤η j (Lemma 5.1)

+

∣∣∣∣∣∣ f̂
(
kπ
2J

)∣∣∣∣∣∣

)
.

Sei η j wie in Lemma 5.1 die obere Schranke für denL1 (R)-Approximationsfehler zwischenf

und f j im Zeitbereich. Dann können wir den absoluten Fehler im Frequenzbereich nach Lemma 5.1

ebenfalls mitη j abschätzen. Mit derO-Notation folgt

∆d j,k ≤ 4 j−J · 2π
4

24

∣∣∣∣∣∣ f̂
(
kπ

2J

)∣∣∣∣∣∣ η j + 4 j−J · π
4

24
η2j

= 4 j−J ·
π4

8

∣∣∣∣∣∣ f̂
(
kπ

2J

)∣∣∣∣∣∣ η j +O
(
η2j

)
.

Die quadratischen FehlertermeO
(
η2j

)
werden wir jetzt wie in [LT08, S. 15] vernachlässigen. Aus

der komponentenweisen Abschätzung der∆d j,k für das Levelj folgt, dass die Norm von
(
∆d j,k

)2j−1
k=−2j

durch ∥∥∥∥∥
(
∆d j,k

)2j−1

k=−2j

∥∥∥∥∥
2
≤ 4 j−J ·

π4 η j

8

∥∥∥∥∥∥∥

(
f̂

(
kπ

2J

))2j−1

k=−2j

∥∥∥∥∥∥∥
2

beschränkt ist.

Der nächste Schritt zur Bestimmung vongEXP
j ist die Multiplikation von

(
d j,k

)2j−1
k=−2j mit der in-

versen modifizierten FOURIER-Matrix F−1
2j+1. Auf diese Weise erhalten wir wie in (3.15) den Vektor

(
ej,n

)2j−1
n=−2j . Die fehlerbehafteten Komponenten bezeichnen wir analog mit e

δ j

j,n. Nach Proposition 3.10

ist die inverse modifizierte FOURIER-Matrix bis auf den zusätzlichen skalaren Faktor die Transpo-

nierte der ursprünglichen Matrix. Damit erhalten wir für die Spektralnorm der inversen modifizierten

FOURIER-Matrix

∥∥∥F−1
2j+1

∥∥∥
2
=

√
̺
((

F−1
2j+1

)∗
F−1

2j+1

)
=

1
√

2 j+1

√
̺
(
F2j+1 F−1

2j+1

)
=

1
√

2 j+1

√
̺ (I ) =

1
√

2 j+1
.

Aufgrund der Verträglichkeit der Spektralnorm und der EUKLID ischen Norm können wir die absolu-

ten Fehler∆ej,n ≔

∣∣∣∣ej,n − e
δ j

j,n

∣∣∣∣ durch

∥∥∥∥∥
(
∆ej,n

)2j−1

n=−2j

∥∥∥∥∥
2
=

∥∥∥∥∥F
−1
2j+1

(
d j,k − d

δ j

j,k

)2j−1

k=−2j

∥∥∥∥∥
2

≤
∥∥∥F−1

2j+1

∥∥∥
2

∥∥∥∥∥
(
∆d j,k

)2j−1

k=−2j

∥∥∥∥∥
2
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≤ 4 j−J

√
2 j+1

·
π4 η j

8

∥∥∥∥∥∥∥

(
f̂

(
kπ

2J

))2j−1

k=−2j

∥∥∥∥∥∥∥
2

abschätzen.

Um die Mittelung der redundanten Gleichungen zu berücksichtigen, verwenden wir die Unglei-

chung zwischen dem arithmetischen und quadratischen Mittel (6.6). Für die Mittel der absoluten

Fehler folgt damit

∥∥∥∥∥
1
2

(
∆ej,n + ∆ej,−n

)2j−1

n=0

∥∥∥∥∥
2
=

√√√
2j−1∑

n=0

(
1
2

(
∆ej,n + ∆ej,−n

))2

≤

√√√
2j−1∑

n=0

1
2

((
∆ej,n

)2
+

(
∆ej,−n

)2
)
.

Da die komplexe Konjugation den Betrag unverändert lässt, erhalten wir durch Einfügen von∆ej,−2j

die Abschätzung

∥∥∥∥∥
1
2

(
∆ej,n + ∆ej,−n

)2j−1

n=0

∥∥∥∥∥
2
≤

√√√ 2j−1∑

n=−2j

(
∆ej,n

)2
=

∥∥∥∥∥
(
∆ej,n

)2j−1

n=−2j

∥∥∥∥∥
2
.

Nach diesen Vorbereitungen können wir den absoluten Fehlerdes VektorsgEXP
j aus (3.26) abschät-

zen. Hierbei nutzen wir aus, dass der VektorgEXP
j nacheinander sowohl aus dem Realteil als auch aus

dem Imaginärteil von1
2

(
ej,n + ej,−n

)2j−1
n=0 besteht. Fassen wir die realen und imaginären Anteile in der

Norm zusammen, gilt

∥∥∥∥gEXP
j − gEXP,δ j

j

∥∥∥∥
2
=


2j−1∑

n=0

[
Re

(
1
2

(
ej,n + ej,−n

)
−

1
2

(
e
δ j

j,n + e
δ j

j,−n

))]2

+

2j−1∑

n=0

[
Im

(
1
2

(
ej,n + ej,−n

)
− 1

2

(
e
δ j

j,n + e
δ j

j,−n

))]2


1
2

=


2j−1∑

n=0

∣∣∣∣∣
1
2

(
ej,n + ej,−n

)
−

1
2

(
e
δ j

j,n + e
δ j

j,−n

)∣∣∣∣∣
2


1
2

=

∥∥∥∥∥
1
2

(
ej,n + ej,−n

)2j−1

n=0
−

1
2

(
e
δ j

j,n + e
δ j

j,−n

)2j−1

n=0

∥∥∥∥∥
2

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung, welche wir komponentenweise anwenden, erhalten wir aus

der Definition vongEXP
j insgesamt die Ungleichungskette

∥∥∥∥gEXP
j − gEXP,δ j

j

∥∥∥∥
2
≤

∥∥∥∥∥∥
1
2

(∣∣∣∣ej,n − e
δ j

j,n

∣∣∣∣
)2j−1

n=0
+

1
2

(∣∣∣∣ej,−n − e
δ j

j,−n

∣∣∣∣
)2j−1

n=0

∥∥∥∥∥∥
2

=

∥∥∥∥∥
1
2

(
∆ej,n + ∆ej,−n

)2j−1

n=0

∥∥∥∥∥
2
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≤ 4 j−J

√
2 j+1

π4 η j

8

∥∥∥∥∥∥∥

(
f̂

(
kπ

2J

))2j−1

k=−2j

∥∥∥∥∥∥∥
2

. (6.17)

Hierbei können wir den Interpolationsfehlerη j mit Lemma 6.9 durch

η j ≤
(
N + 2J− j0

)
· 4J− j ·

ε

6

abschätzen. Weiterhin betrachten wir in (6.17) die Norm über einen Teil der Daten im Frequenzbe-

reich in Abhängigkeit des aktuellen Levelsj. Um eine KonstanteC zu bestimmen, die unabhängig

von j ist, schätzen wir diese durch die Norm über alle Daten im Frequenzbereich ab. Setzen wir jetzt

C ≔
π4 ε

48 ·
√

2

(
N + 2J− j0

)
∥∥∥∥∥∥∥

(
f̂

(
kπ

2J

))N−1

k=−N

∥∥∥∥∥∥∥
2

,

erhalten wir auf diese Weise eine mögliche KonstanteC für die Behauptung. �

Bemerkung 6.12. Die von uns gefundene KonstanteC für Lemma 6.11 unterscheidet sich um den

Faktor
√

2
2 von der Konstante im Beweis von [LT08, S. 15]. Die Gleichungen für n = 0 undn = N

in (3.25) sind unabhängig von den unbekannten Variablenϕ. Werden diese beiden Gleichungen aus

dem Gleichungssystem entfernt, erhalten wir die etwas kleine KonstanteC aus [LT08, S. 15]. ◦

Im letzten Schritt von Algorithmus 5.5 wird die numerische Lösung des GAUSS-NEWTON-Ver-

fahrens benutzt, um eine Approximatioñϕ j des nächsten Levels zu konstruieren. Weiterhin mussϕ̃ j

die Quellbedingung (v) von Satz 6.4 erfüllen und beeinflusstauf diese Weise den Parameterω j.

Im folgenden Lemma werden wir den Abstand zwischen der Approximation ϕ̃ j und der Restrik-

tion der exakten Lösungϕ† auf das Levelj abschätzen. Die Restriktionϕ†j ≔
(
ϕ
†
2J− jn

)2j−1
n=0 von ϕ†

auf das Levelj entspricht dabei der Interpolation der zugehörigen Lösungdurch die lineare Spline-

Funktion f j aus (5.1). Nach Konstruktion des Multilevel-Verfahrens inAbschnitt 5.3 ist damitϕ†j die

exakte Lösung des Phasenrekonstruktionsproblems auf dem Level j.

Lemma 6.13 (Fehler der Approximation der Lösung, [LT08, Lem ma 3.4., S. 16]). Sei

ϕ†j ≔
(
ϕ
†
2J− jn

)2j−1
n=0 die Restriktion der Lösungϕ† auf dem Level j∈ { j0, . . . , J − 1}. Weiter-

hin definieren wir

ε
(ϕ†)
j ≔ max

n=0,...,2j−1

{∣∣∣∣ϕ†2J− j−1(2n+2)
− 2ϕ†

2J− j−1(2n+1)
+ ϕ
†
2J− j−1(2n)

∣∣∣∣
}
.

Die Anzahl der Iterationsschritte desGAUSS-NEWTON-Verfahrens auf dem Level j sei N
(
δ j

)
. Es

gilt ∥∥∥∥ϕ̃ j+1 − ϕ
†
j+1

∥∥∥∥
2
≤
√

2
∥∥∥∥∥ϕ

(N(δ j))
j − ϕ†j

∥∥∥∥∥
2
+ 2

j
2−1ε

(ϕ†)
j .

Beweis (Vgl. [LT08, S. 16]). Nach Algorithmus 5.5 entsteht der Vektorϕ̃ j+1 ∈ R2j+1
durch Interpo-

lation der Phasen der Lösungϕ(N(δ j))
j ∈ R2j

aus dem vorhergehenden Schritt. Mit Hilfe der Matrix
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Pj, j−1 ≔



1 0 0 0 · · · 0 0
1
2

1
2 0 0 · · · 0 0

0 1 0 0 · · · 0 0

0 1
2

1
2 0 · · · 0 0

...
...
...
...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · 0 1

0 0 0 0 · · · 0 1
2



∈ R2j×2j−1

entspricht dies der Vektor-Matrix-Multiplikation

ϕ̃ j+1 ≔ P j+1, j · ϕ
(N(δ j))
j .

Wir beginnen jetzt mit der Abschätzung des Fehlers der Approximation auf dem Levelj+1. Hierzu

fügen wir den TermP j+1, j · ϕ†j − Pj+1, j · ϕ†j ein und benutzen anschließend die Dreiecksungleichung.

Damit erhalten wir

∥∥∥∥ϕ̃ j+1 − ϕ
†
j+1

∥∥∥∥
2
≤

∥∥∥∥∥P j+1, j · ϕ
(N(δ j))
j − Pj+1, j · ϕ†j

∥∥∥∥∥
2
+

∥∥∥∥P j+1,1 · ϕ†j − ϕ
†
j+1

∥∥∥∥
2
. (6.18)

Für den ersten Term führen wir jetzt explizit die Multiplikation mit Pj+1, j aus. Unter der quadrier-

ten Norm gilt

∥∥∥∥∥Pj+1, j

(
ϕ

(N(δ j))
j − ϕ†j

)∥∥∥∥∥
2

2
=

2j−1∑

n=0

(
ϕ

(N(δ j))
j,n − ϕ†j,n

)2
+

2j−1∑

n=0

[
1
2

((
ϕ

(N(δ j))
j,n − ϕ†j,n

)
+

(
ϕ

(N(δ j))
j,n+1 − ϕ†j,n+1

))]2

,

wobei wir die fehlenden Variablenϕ(
N(δ j))

j,2j = 0 undϕ†
j,2j = 0 setzen. Wir wenden die Ungleichung

zwischen dem arithmetischen und quadratischen Mittel (6.6) auf die Komponenten der zweiten Sum-

me an. Es folgt

∥∥∥∥∥P j+1, j

(
ϕ

(N(δ j))
j − ϕ†j

)∥∥∥∥∥
2

2
≤

2j−1∑

n=0

(
ϕ

(N(δ j))
j,n − ϕ†j,n

)2
+

2j−1∑

n=0

1
2

[(
ϕ

(N(δ j))
j,n − ϕ†j,n

)2
+

(
ϕ

(N(δ j))
j,n+1 − ϕ†j,n+1

)2
]

≤ 2
2j−1∑

n=0

(
ϕ

(N(δ j))
j,n − ϕ†j,n

)2
.

Für den ersten Term erhalten wir somit die Abschätzung

∥∥∥∥∥Pj+1, j · ϕ
(N(δ j))
j − P j+1, j · ϕ†j

∥∥∥∥∥
2
≤
√

2
∥∥∥∥∥ϕ

(N(δ j))
j − ϕ†j

∥∥∥∥∥
2
.

Nach Definition vonϕ†j undϕ†j+1 als Restriktionen auf den jeweiligen Leveln, sind die Kompo-

nenten des zweiten Terms aus (6.18) fürn = 0, . . . , 2 j − 1 durch

[
Pj+1,1 · ϕ†j − ϕ

†
j+1

]
2n
= ϕ

†
2J− jn
− ϕ†

2J− j−1(2n)
= 0
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und

[
P j+1,1 · ϕ†j − ϕ

†
j+1

]
2n+1
=

1
2
ϕ
†
2J− j n
+

1
2
ϕ
†
2J− j (n+1)

− ϕ†
2J− j−1(2n+1)

=
1
2

(
ϕ
†
2J− j−1(2n+2)

− 2ϕ†
2J− j−1(2n+1)

+ ϕ
†
2J− j−1(2n)

)

gegeben, wobei wir für die letzte Komponenteϕ†
2J = 0 setzen. Die Komponenten zu den ungeraden

Indizes können wir jetzt durch den Parameterε(
ϕ†)

j aus den Voraussetzungen nach oben abschätzen.

Damit erhalten wir insgesamt für den zweiten Term

∥∥∥∥Pj+1, j · ϕ†j − ϕ
†
j+1

∥∥∥∥
2
≤

√

2 j

(
1
2
ε
(ϕ†)
j

)2

≤ 2
j
2−1ε

(ϕ†)
j .

Fassen wir die beiden Abschätzungen für den ersten und zweiten Term aus (6.18) zusammen,

erhalten wir die Behauptung. �

Lemma 6.13 können wir nun benutzen, um eine Abschätzung für den Parameterω j+1 des nächsten

Levels zu erhalten. In (6.13) haben wir bereits die Bedingung
∥∥∥∥ϕ†j+1 − ϕ̃ j+1

∥∥∥∥
2
≤ M j+1ω j+1 gefunden,

wobei der Parameterω j+1 noch unbestimmt ist. Nach Lemma 6.13 gilt die Abschätzung

∥∥∥∥ϕ̃ j+1 − ϕ
†
j+1

∥∥∥∥
2
≤
√

2
∥∥∥∥∥ϕ

(N(δ j))
j − ϕ†j

∥∥∥∥∥
2
+ 2

j
2−1ε

(ϕ†)
j .

Die Norm auf der rechten Seite ist nach Satz 6.4 für das Levelj beschränkt. Durch Anwendung des

Satzes erhalten wir ∥∥∥∥ϕ̃ j+1 − ϕ
†
j+1

∥∥∥∥
2
≤
√

2 · l j
√
α j,N(δ j) + 2

j
2−1ε

(ϕ†)
j

!
=M j+1ω j+1

.

Wir wählen den letzten Parameter als

ω j+1 =

√
2

M j+1
l j

√
α j,N(δ j) +

2
j
2−1ε

(ϕ†)
j

M j+1
.

Den Parameterω j0 müssen wir direkt aus der Quellbedingung für die erste Approximation ϕ̃ j0 be-

stimmen.

Damit zusätzlich die Bedingung (6.12) erfüllt ist, benötigen wir ein hinreichend kleinesα j,N(δ j)

undε(
ϕ†)

j . Weil die Regularisierungsfolge
(
α j,n

)∞
n=0 eine Nullfolge ist, muss somitN

(
δ j

)
hinreichend

groß sein. Dies können wir mit einen entsprechend kleinenδ j erreichen. Für die Abschätzung des Pa-

rametersδ j haben wir Lemma 6.9 und Lemma 6.11 verwendet. Wir benötigen somit ein entsprechend

kleinesε aus der Voraussetzung von Lemma 6.9.

Die Konstantenε und ε(
ϕ†)

j beschränken jeweils unterschiedliche diskrete Formen derzweiten

Ableitung, welche für einen linearen Spline nicht existiert. Um die Wahl aller Parameter zu ermögli-

chen sollte die gesuchte Spline-Funktion somit eine geringe Krümmung besitzen und nicht zu stark

oszillieren.
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Sind alle Parameter für das aktuelle Level bestimmt, kann die Regularisierungsfolge aus den Be-

dingungen (iv) und (vi) von Satz 6.4 durch

α j,0 ≥ l−2
∥∥∥∥ϕ†j − ϕ

(0)
j

∥∥∥∥
2

2
und α j,n = r−n

j α j,0

konstruiert werden.

Im Idealfall können wir somit die Parameter auf jeden Levelj ∈ { j0, . . . , J} so wählen, dass die

Bedingungen von Satz 6.4 erfüllt sind. Für exakte Daten werden zusätzlich auf dem feinsten Level

J die Voraussetzungen von Korollar 6.8 eingehalten. Damit liefert Algorithmus 5.5 unter geeigneten

Bedingungen eine beliebig genaue Approximation einer exakten Lösung. Die Anwendung des Multi-

level-Verfahrens ist allerdings nicht auf die betrachteteParameterwahl aus [LT08] beschränkt, da die

meisten Abschätzungen in diesem Abschnitt sehr grob sind.

WS 2012/13 ROBERT BEINERT

Matr-Nr: 11135384



75

Kapitel 7

Numerische Anwendungen

7.1 Alternatives Abbruchkriterium

Für die Konvergenzbetrachtung des GAUSS-NEWTON-Verfahren für Phasenrekonstruktionsproble-

me in Kapitel 6 haben wir als Abbruchbedingung das Diskrepanzprinzip aus Definition 6.3 benutzt.

Theoretisch ist es möglich alle Parameter aus Satz 6.4 für eine geeignete Approximatioñϕ j0 so zu

bestimmen, dass das Verfahren konvergiert. Hierfür mussten wir allerdings zusätzliche Forderungen

an die Lösungϕ† des Phasenrekonstruktionsproblems und die Approximationϕ̃ j0 stellen. Sind uns

nur die Daten aus Definition 3.1 gegeben, können wir im Allgemeinen die zusätzlichen Bedingungen

nicht überprüfen. Daher brauchen wir für die numerischen Anwendungen ein alternatives Abbruch-

kriterium.

Zur Definition des Kriteriums aus [LT08, S. 17 f.] verwenden wir die Norm der Residuen. Hierbei

benutzen wir wieder die allgemeine Notation aus Abschnitt 4.2, wobei wir das Level zur Unterschei-

dung wieder als Index verwenden. Weiterhin kürzen wir die Matrix zur Bestimmung der GAUSS-

NEWTON-Iteration aus Proposition 4.5 mit

Θ j,n ≔

([
JG j

(
y(n)

j

)]T
JG j

(
y(n)

j

)
+ αn I

)−1
.

ab. Die Regularisierungsfolge(αn)∞n=0 konstruieren wir ausgehend von einemα0 induktiv für alle

Level durch

αn+1 ≔
αn

r
(7.1)

mit einemr > 1.

Im Idealfall werden die Residuensj,n ≔

∥∥∥∥G j

(
y(n)

j

)
− g j

∥∥∥∥
2

für die GAUSS-NEWTON-Iteration auf

dem Level j beliebig klein. Sobald wir eine Fehlergrenze vonǫ1 > 0 erreicht haben, brechen wir die

Iterationsfolge ab. Im allgemeinen Fall müssen die Residuen allerdings keine fallende Folge bilden.

Sollte der Defekt um einen FaktorS wachsen, beenden wir ebenfalls die Iteration. Tritt keinerdie-

ser beiden Fälle ein, führen wir die GAUSS-NEWTON-Iteration bis zum Erreichen einer maximalen

Anzahl an Iterationen durch.

Nach der Konstruktion der Regularisierungsfolge(αn)∞n=0 handelt es sich hierbei um eine Null-

folge. Obwohl die MatrizenΘ j,n immer regulär sind, kann die Folge der MatrizenΘ j,n gegen eine

singuläre Matrix streben. In diesem Fall verschlechtert sich die Konditionκ
(
Θ j,n

)
der Matrix bei sehr
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Abbildung 7.1: Real- und Imaginärteil der linearen Spline-Funktion f mit den Koeffizienten (7.2).

kleinenαn. Sollte die Kondition größer als die Schrankeǫ−1
2 für ein ǫ2 > 0 werden, beenden wir die

GAUSS-NEWTON-Iteration für das Phasenrekonstruktionsproblem. Zusammengefasst ergibt sich das

folgende Abbruchkriterium.

Algorithmus 7.1 (Abbruchkriterium, vgl. [LT08, S. 17]).

(a) Berechne das Residuum sj,0 ≔

∥∥∥∥G
(
y(0)

j

)
− g

∥∥∥∥
2
. Setze anschließend sj,min = sj,0 und y j,min =

y(0)
j .

(b) Solange sj,n ≤ S · sj,min, sj,n > ǫ1 und κ (Θn) < ǫ−1
2 bestimme die nächste Iteration y(n+1)

j des

GAUSS-NEWTON-Verfahrens. Berechne für diese das Residuum sj,n+1 ≔

∥∥∥∥G
(
y(n+1)

j

)
− g

∥∥∥∥
2
. Im

Falle von sj,n+1 < sj,min aktualisiere sj,min = sj,n+1 und y j,min = y(n+1)
j .

(c) Benutze y j,min als approximative Lösung.

7.2 Erstes numerisches Beispiel

In diesem Abschnitt werden wir das in [SSD+06, 5.1., S. 4202 ff.] vorgestellte numerische Beispiel

untersuchen. Hierbei handelt es sich um das Phasenrekonstruktionsproblem aus Definition 3.1 zur

linearen Spline-Funktionf mit den Koeffizienten

cn ≔

((
cos

n
7

)2
+ 0,2

) (
eκ(n−56)2

+ eκ(n−76)2
)

(n = 0, . . . , 127) (7.2)

für die Konstanteκ ≔ −0,026+ i 0,004. Die Funktionf , welche zugleich eine exakte Lösung des

Phasenrekonstruktionsproblems ist, ist in Abbildung 7.1 dargestellt.

Die Daten des Phasenrekonstruktionsproblems zur Funktionf sind im Zeitbereich die Beträge der

Koeffizientenc0, . . . , c127. Damit ist in diesem Beispiel die Dimension des ProblemsN = 128. Mit

Hilfe von (3.2) können wir aus den gegebenen Koeffizienten die Werte im Frequenzbereich bestim-

men. Der Betrag der Funktionf und der FOURIER-Transformierten̂f , welche die Grundlage für den

gegebenen Datensatz bilden, sind in Abbildung 7.2 auf der nächsten Seite aufgetragen.

Ausgehend von der Dimension des ProblemsN = 128 = 27 erhalten wirJ = 7. Mit j0 = 3

können wir das gegebene Phasenrekonstruktionsproblem aufinsgesamt fünf Leveln betrachten. Für
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Abbildung 7.2: Betrag der Funktion f mit den Koeffizienten (7.2) und der zugehörigen FOURIER-
Transformierten f̂ .

die numerische Lösung des Problems beginnen wir entsprechend dem Beispiel in [SSD+06] mit

Algorithmus 5.3 zur Bestimmung der unbekannten Koeffizienten in algebraischer Form. Als Ab-

bruchkriterium verwenden wir Algorithmus 7.1. Für die Gewichtung zwischen den Gleichungen im

Zeit- und Frequenzbereich aus Abschnitt 3.4 wählen wirµ = 5. Die Regularisierungsfolge konstru-

ieren wir induktiv nach (7.1) mitα0 = 25 undr = 1,3. Als Parameter für das Abbruchkriterium

verwenden wirǫ1 = 2 · 10−5, ǫ2 = 10−15 undS = 1,5.

Abbildung 7.3 auf der nächsten Seite zeigt die numerischen Lösungen von Algorithmus 5.3 auf

den unterschiedlichen Leveln. Nach Beispiel 3.2 ist das Phasenrekonstruktionsproblem immer mehr-

deutig. Um dennoch die approximativen Lösungen mit der exakten Lösungf des Phasenrekonstruk-

tionsproblems zu vergleichen, wurden diese zusätzlich miteinem Faktor ei α multipliziert.

Ab Level 5 erhalten wir für dieses Beispiel bereits gute Näherungslösungen. Dies spiegelt sich

ebenfalls in den Residuen auf den einzelnen Leveln in Abbildung 7.4 auf Seite 79 wieder. Die einzige

Ausnahme bildet das erste Level, bei welchem die Residuen annähend konstant sind. Die GAUSS-

NEWTON-Iteration für das Phasenrekonstruktionsproblem wird in diesem Fall abgebrochen, weil die

Kondition der Matrix größer als die zulässige Schrankeǫ−1
2 wird. Auf dem letzten Level wird der

Algorithmus mit dem Residuums7,min = 1,919· 10−5 < ǫ1 beendet.

Zusätzlich werden wir nun Algorithmus 5.5 zur Bestimmung der Phasen auf das Phasenrekon-

struktionsproblem anwenden. Die Regularisierungsfolge erzeugen wir mit Hilfe der Parameterα0 =

25 undr = 2. Für das Abbruchkriterium aus Algorithmus 7.1 wählen wirǫ1 = 2 · 10−5, ǫ2 = 10−15

undS = 2. Wir erhalten die approximativen Lösungen und Residuen aus Abbildung 7.5 auf Seite 80

und Abbildung 7.6 auf Seite 81.

Wir vergleichen nun die Ergebnisse der beiden Algorithmen.Obwohl die Residuen von Algorith-

mus 5.5 auf den Leveln 3 und 4 anfangs kleiner als von Algorithmus 5.3 sind, fallen diese wesent-

lich langsamer. Auf dem ersten Level bricht das Verfahren ebenfalls aufgrund einer zu schlechten

Kondition der MatrixΘn ab. Die Residuen auf den restlichen Leveln fangen bei kleiner werdendem

αn der Regularisierungsfolge an zu schwanken. Im letzten Level erhalten wir zwar eine gute Nä-

herungslösung, allerdings erreichen die Residuen nicht ganz die Genauigkeit vonǫ1. Das kleinste

Residuum ists7,min = 4,751· 10−5. Insgesamt hat das Ergebnis zwar nicht ganz die Genauigkeitvon

Algorithmus 5.3, dafür benötigen wir nur ungefähr die Hälfte an Iterationsschritten auf allen Leveln.
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Abbildung 7.3: Approximative Lösungen des Phasenrekonstruktionsproblems aus 7.2 unter Ver-
wendung von Algorithmus 5.3. Zum Vergleich ist die exakte Lösung des Problems
gestrichelt dargestellt.
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Abbildung 7.4: Residuen der GAUSS-NEWTON-Iterationen auf den einzelnen Leveln von Algorith-
mus 5.3 für das Phasenrekonstruktionsproblem aus 7.2. Die gestrichelte Linie mar-
kiert die Iteration mit dem minimalen Residuum.
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Abbildung 7.5: Approximative Lösungen des Phasenrekonstruktionsproblems aus 7.2 unter Ver-
wendung von Algorithmus 5.5. Zum Vergleich ist die exakte Lösung des Problems
gestrichelt dargestellt.
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Abbildung 7.6: Residuen der GAUSS-NEWTON-Iterationen auf den einzelnen Leveln von Algorith-
mus 5.5 für das Phasenrekonstruktionsproblem aus 7.2. Die gestrichelte Linie mar-
kiert die Iteration mit dem minimalen Residuum.
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Abbildung 7.7: Real- und Imaginärteil der linearen Spline-Funktion f mit den Koeffizienten (7.3).
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Abbildung 7.8: Betrag der Funktion f mit den Koeffizienten (7.3) und der zugehörigen FOURIER-
Transformierten f̂ .

7.3 Zweites numerisches Beispiel

Als Nächstes betrachten wir ein numerisches Beispiel aus [LT08, 4.2., S. 18 ff.], welches ursprünglich

eine Anwendung von Algorithmus 5.5 zur Bestimmung der Phaseder unbekannten Koeffizienten ist.

Die lineare Spline-Funktionf aus Definition 3.1 hat in diesem Beispiel die komplexen Koeffizienten

cn ≔ e0,0001·[(−3+i 12)(n−64)(n−56)−48] (n = 0, . . . , 127) . (7.3)

Der Real- und Imaginärteil der Spline-Funktionf ist in Abbildung 7.7 dargestellt. Wie im letzten

Beispiel können wir die Daten des Phasenrekonstruktionsproblems aus den gegebenen Koeffizienten

bestimmen. Abbildung 7.8 zeigt den Betrag der Funktionf und ihrer FOURIER-Transformierten̂f .

Wie im letzten Beispiel betrachten wir ein Phasenrekonstruktionsproblem mit 128 Variablen.

Mit j0 = 3 und J = 7 erhalten wir wieder fünf mögliche Level. Die Regularisierungsfolge von

Algorithmus 5.5 erzeugen wir nach (7.1) mitα0 = 25 undr = 1,3. Um die GAUSS-NEWTON-Ite-

ration auf den einzelnen Leveln zu beenden, verwenden wir Algorithmus 7.1 mit den Parametern

ǫ1 = 2 · 10−5, ǫ2 = 10−15 undS = 1,5.

Wir erhalten für Algorithmus 5.5 die numerischen Lösungen aus Abbildung 7.9 auf Seite 84. Die-

se wurden wieder mit einem geeigneten Faktor ei α multipliziert, um sie mit der exakten Lösungf

des Phasenrekonstruktionsproblems zu vergleichen. Weiterhin liefert der Algorithmus auf den unter-

schiedlichen Leveln die Residuen aus Abbildung 7.10 auf Seite 85.

Anders als im letzten Beispiel erhalten wir für Algorithmus5.5 hier bereits ab Level 4 gute ap-

proximative Lösungen. In diesen Leveln bilden die Residueneine fallende Folge, bis sie aufgrund

von sehr kleinen Regularisierungsparametern anfangen zu schwanken und die Iterationsfolge wegen

eines zu großen Zuwachs abgebrochen wird. Auf Level 3 stagniert die Folge der Residuen wieder
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nach einer Weile und die Kondition der MatrixΘn überschreitet die Schrankeǫ−1
2 . In diesem Beispiel

erhalten wir mit Algorithmus 5.5 auf dem letzten Level ein Residuum vons7,min = 1, 571· 10−5 < ǫ1

und die geforderte Genauigkeit wird erreicht. Der Anstieg der Residuen am Anfang der Iterations-

folge auf Level 7 könnte von einem lokalen Minimum des zu minimierenden TIKHONOV-PHILLIPS-

Funktionals stammen.

Der Vollständigkeit halber wenden wir ebenfalls Algorithmus 5.3 zur Bestimmung des Real- und

Imaginärteils der unbekannten Koeffizienten auf das gegebene Phasenrekonstruktionsproblem an. Wir

wählen den Parametersatzµ = 50,α0 = 25 undr = 1,1, sowieǫ1 = 2·10−5, ǫ2 = 10−15 undS = 1,5 für

das Abbruchkriterium aus Algorithmus 7.1. Das Multilevel-Verfahren für das Phasenrekonstruktions-

problem liefert die approximativen Lösungen und Residuen aus Abbildung 7.9 auf der nächsten Seite

und Abbildung 7.10 auf Seite 85.

Die GAUSS-NEWTON-Iteration wird unter Anwendung von Algorithmus 5.3 auf denersten beiden

Leveln 3 und 4 aufgrund einer zu schlechten Kondition beendet. Insgesamt erhalten wir einen Fehler

von s7,min = 1, 899 · 10−5 < ǫ1. Die Wahl der Parameter für Algorithmus 5.3 ist in diesem Beispiel

jedoch schwierig, da das Verfahren sehr empfindlich auf kleine Änderungen reagiert. Schlussendlich

erhalten wir jedoch eine Lösung mit der gewünschten Genauigkeit, wobei wir allerdings eine wesent-

lich höhere Zahl an Iterationen benötigen als in den anderenBeispielen. Ursache für die Sensibilität

des Algorithmus gegenüber Parameteränderungen könnte sein, dass die Funktionf in diesem Bei-

spiel an den Rändern nicht „glatt“ ist und die Daten
∣∣∣∣ f̂

∣∣∣∣ im Frequenzbereich von einer schwachen

aber hochfrequenten Schwingung überlagert sind.
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Abbildung 7.9: Approximative Lösungen des Phasenrekonstruktionsproblems aus 7.3 unter Ver-
wendung von Algorithmus 5.5. Zum Vergleich ist die exakte Lösung des Problems
gestrichelt dargestellt.

WS 2012/13 ROBERT BEINERT

Matr-Nr: 11135384



Multilevel G AUSS-NEWTON-Methoden zur Phasenrekonstruktion
7.3. Zweites numerisches Beispiel 85

0 50 100 150
0

2

4

6

R
es

id
uu

m
:s 3
,n

Iteration:n

Level j = 3

0 10 20 30 40 50
0

0,5

1,0

1,5

2,0

R
es

id
uu

m
:s 4
,n

Iteration:n

Level j = 4

0 10 20 30
0

0,5

1,0

1,5

2,0

R
es

id
uu

m
:s 5
,n

Iteration:n

Level j = 5

0 10 20 30
0

0,5

1,0

1,5

2,0

R
es

id
uu

m
:s 6
,n

Iteration:n

Level j = 6

0 25 50 75
0

1

2

3

4

R
es

id
uu

m
:s 7
,n

Iteration:n

Level j = 7

Abbildung 7.10: Residuen der GAUSS-NEWTON-Iterationen auf den einzelnen Leveln von Algorith-
mus 5.5 für das Phasenrekonstruktionsproblem aus 7.3. Die gestrichelte Linie
markiert die Iteration mit dem minimalen Residuum.
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Abbildung 7.11: Approximative Lösungen des Phasenrekonstruktionsproblems aus 7.3 unter Ver-
wendung von Algorithmus 5.3. Zum Vergleich ist die exakte Lösung des Problems
gestrichelt dargestellt.
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Abbildung 7.12: Residuen der GAUSS-NEWTON-Iterationen auf den einzelnen Leveln von Algorith-
mus 5.3 für das Phasenrekonstruktionsproblem aus 7.3. Die gestrichelte Linie
markiert die Iteration mit dem minimalen Residuum.
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7.4 Vergleich der Algorithmen

Bei Algorithmus 5.3 werden die Bedingungen im Zeitbereich nur als Nebenbedingungen berücksich-

tigt. Der Einfluss der Nebenbedingungen wird hierbei mit Hilfe des Parametersµ gewichtet. Die

numerischen Anwendungen haben gezeigt, dass die Wahl vonµ ein kritischer Punkt ist. Bei einem

kleinenµ kann es passieren, dass die Nebenbedingungen für kleine Werte von| f (n)| nicht berücksich-

tigt werden und in diesen Bereichen unerwünschte Artefakteentstehen. Um die Daten im Frequenz-

bereich ebenfalls zu berücksichtigen, kannµ allerdings nicht beliebig groß gewählt werden.

Da wir bei Algorithmus 5.5 nur die Phasen der unbekannten Koeffizienten rekonstruieren, sind die

Bedingungen im Zeitbereich immer erfüllt. Allerdings können wir hier die Phase für Koeffizienten

mit Betrag Null nicht eindeutig bestimmen. Aufgrund dessenkann es passieren, dass die Phasen der

Koeffizienten in Bereichen mit kleinen Werten| f (n)| unregelmäßig springen.

Insgesamt liefern beide Algorithmen in den betrachteten Beispielen vergleichbare approximative

Lösungen. In allen Fällen erhalten wir mit Hilfe der Multilevel-Strategie eine gute Näherungslösung

für das letzte Level und bis auf eine Ausnahme konvergiert das GAUSS-NEWTON-Verfahren für das

ursprüngliche Phasenrekonstruktionsproblem.

Um die Konvergenz des Multilevel-Verfahrens sicherzustellen, haben wir in Abschnitt 6.3 eine

mögliche Parameterwahl für das Diskrepanzprinzip vorgestellt. Die konstruierte Regularisierungsfol-

ge war hierbei indirekt an eine ganze Reihe an Bedingungen gebunden. Diese Problematik spiegelt

sich in einer günstigen Wahl der Regularisierungsfolge fürdas Abbruchkriterium aus Algorithmus 7.1

wieder. Beide Algorithmen reagieren sehr empfindlich gegenüber Änderungen der Regularisierungs-

folge, beziehungsweise der Parameterα0 und r. Bereits kleinste Änderungen können hierbei zu un-

brauchbaren Lösungen führen.

WS 2012/13 ROBERT BEINERT

Matr-Nr: 11135384



89

Anhang A

M ATLAB -Quelltexte

A.1 Rekonstruktion des Real- und Imaginärteils
� �

1% Phasenrekonstruktion (Algorithmus 5.3)

% --------------------------------------

% Für die gegebenen Daten FT im Zeitbereich und FF im Frequenz bereich bestimmt die

% Funktion

5%

% [C,STAT]=PhaseRetrievelALG(FT,FF,’OPTION’,WERT,... )

%

% die Phasenrekonstruktion nach Algorithmus 5.3. Die Dimen sion N des Vektors FT muss

% hierbei eine Zweierpotenz sein. Der zweite Vektor FF muss d ie doppelte Dimension 2N

10% besitzen. Neben den Daten können der Funktion weitere Opti onen übergeben werden. Die

% Standardbelegung der Optionen ist in Klammern angegeben.

%

% OPTIONEN:

% mu (5) - Gewichtung der Nebenbedingungen (Bedingungen im

15% Zeitbereich)

% alpha0 (25) - Startwert der Regularisierungsfolge

% r (1.1) - Faktor zur iterativen Bestimmung der

% Regularisierungsfolge

% epsilon1 (2e-5) - Abbruchskriterium für die Residuen

20% epsilon2 (1e-15) - Abbruchskriterium für die Kondition de r Matrix

% S (1.5) - Maximaler multiplikativer Anstieg der Residuen

% MaxIter (1000) - Maximale Anzahl an Iterationen

% MinLevel (3) - Niedrigstes Level

% MaxLevel (’AUTO’) - Höchstes Level (Bei der automatischen Bestimmung wird

25% hierfür log(N) verwendet, wobei N die Dimension des

% Problems ist)

% CoarseApprox (’AUTO’) - Approximative Lösung für das nied rigste Level (Bei der

% automatischen Bestimmung wir diese aus den gegeben Daten

% bestimmt)

30% Attempt (’precompute’) - Mit ’precompute’ wird die rechte Seite des

% Gleichungssystems entsprechend Alg. 5.3 bestimmt.

% Testweise wird mit ’update’ die rechte Seite entsprechend

% Alg. 5.5 in jedem Iterationsschritt neu berechnet.

%

35% Standardmäßig besitzt die Funktion einen Rückgabeparame ter. Dieser enthält die komplexen

% Koeffizienten der rekonstruierten linearen Spline-Funk tion. Optional wird ein zweiter

% Rückgabewert bereitgestellt, welcher die Zwischenergeb nisse, Residuen, Anzahl der

% Iterationen, Iteration mit dem minimalen Residuem und wei tere Statistiken für jedes

% Level in einer Daten-Struktur zurückgibt.

40%
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% AUTHOR: ROBERT BEINERT

% DATE: 20. März 2013

% VERSION: 1.2

function [out,varargout]=PhaseRetrievalALG(ft,ff,varargin)

45%% Anzahl der Argumente

if nargout>2

error(’output:invalid’ , ’Invalid number of output arguments’ );

end

50%% Standardbelegung der Optionen

mu=5; % Gewichtung der Nebenbedingunen

alpha0=25; % Startwert der Regularisierungsfolge

r=1.1; % Faktor zur iterativen Bestimmung der Regularisierungsfo lge

J=’AUTO’ ; % Maximales Level

55j0=3; % Minimales Level

c0=’AUTO’ ; % Näherungslösung auf dem ersten Level

epsilon1=2e-5; % Abbruchkriterium für Residuen

epsilon2=1e-15; % Abbruchkriterium für Kondition

S=1.5; % Maximaler multiplikativer Anstieg der Residuen

60MaxIter=1000; % Maximale Anzahl der Iterationen je Level

attempt=’precompute’ ; % Berechnung der rechten Seite

%% Auswerten der optionalen Parameter

opt=1; % Aktueller optionaler Parameter

65opt_size=numel(varargin); % Anzahl der optionalen Parameter

while opt<opt_size

if ~ischar(varargin{opt})

error(’option:invalid’ , ’Invalid optional parameter name’ );

end

70switch lower(varargin{opt})

case ’mu’

mu=varargin{opt+1};

case ’alpha0’

alpha0=varargin{opt+1};

75case ’r’

r=varargin{opt+1};

case ’minlevel’

j0=varargin{opt+1};

case ’maxlevel’

80J=varargin{opt+1};

case ’coarseapprox’

c0=varargin{opt+1};

case ’epsilon1’

epsilon1=varargin{opt+1};

85case ’epsilon2’

epsilon2=varargin{opt+1};

case ’s’

S=varargin{opt+1};

case ’maxiter’

90MaxIter=varargin{opt+1};

case ’attempt’

attempt=varargin{opt+1};

otherwise

warning(’option:unknown’ , ...

95[’Ignore unknown optional parameter: ’ varargin{opt}]);

end

opt=opt+2;

end

if mod(opt_size,2)==1
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100warning(’option:last’ , ...

’Ignore last optional parameter without argument’ );

end

%% Parameter-Überprüfung

105% Parameter: ft

N=numel(ft);

if ~isvector(ft) || ~all(isnumeric(ft)) || any(isnan(ft)) || any(isinf(ft)) ...

|| ~isreal(ft) || mod(log2(N),1)~=0 || N<8

error(’parameter:ft’ , ’Invalid parameter allocation (ft)’ );

110end

% Parameter: ff

if ~isvector(ff) || ~all(isnumeric(ff)) || any(isnan(ff)) || any(isinf(ff)) ...

|| ~isreal(ff) || numel(ff)~=2*N

error(’parameter:ff’ , ’Invalid parameter allocation (ff)’ );

115end

% Parameter: mu

if ~isscalar(mu) || ~isnumeric(mu) || isnan(mu) || isinf(mu) || ~isreal(mu) ...

|| mu<0

error(’parameter:mu’ , ’Invalid parameter allocation (mu)’ );

120end

% Parameter: alpha0

if ~isvector(alpha0) || ~all(isnumeric(alpha0)) || any(isnan(alpha0)) ...

|| any(isinf(alpha0)) || ~isreal(alpha0) || any(alpha0<=0)

error(’parameter:alpha0’ , ’Invalid parameter allocation (alpha0)’ );

125end

% Parameter: r

if ~isvector(r) || ~all(isnumeric(r)) || any(isnan(r)) ...

|| any(isinf(r)) || ~isreal(r) || any(r<=1)

error(’parameter:r’ , ’Invalid parameter allocation (r)’ );

130end

% Parameter: j0

if ~isscalar(j0) || ~isnumeric(j0) || isnan(j0) || isinf(j0) ...

|| ~isreal(j0) || j0<3 || j0>log2(N)

error(’parameter:j0’ , ’Invalid parameter allocation (MinLevel)’ );

135end

j0=floor(j0);

% Parameter: J

if ischar(J) && strcmp(J,’AUTO’ )

J=log2(N);

140end

if ~isscalar(J) || ~isnumeric(J) || isnan(J) || isinf(J) ...

|| ~isreal(J) || J>=log2(N)+1 || J < j0

error(’parameter:J’ , ’Invalid parameter allocation (MaxLevel)’ );

end

145J=floor(J);

% Parameter: c0

if ~(ischar(c0) && strcmp(c0,’AUTO’ ))

if ~isvector(c0) || ~all(isnumeric(c0)) || any(isnan(c0)) || any(isinf(c0)) ...

|| numel(c0)~=2^j0

150error(’parameter:c0’ , ’Invalid parameter allocation (CoarseApprox)’ );

end

end

% Parameter: epsilon1

if ~isvector(epsilon1) || ~all(isnumeric(epsilon1)) || any(isnan(epsilon1)) ...

155|| any(isinf(epsilon1)) || ~isreal(epsilon1) || any(epsilon1<=0)

error(’parameter:epsilon1’ , ’Invalid parameter allocation (epsilon1)’ );

end

% Parameter: epsilon2
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if ~isvector(epsilon2) || ~all(isnumeric(epsilon2)) || any(isnan(epsilon2)) ...

160|| any(isinf(epsilon2)) || ~isreal(epsilon2) || any(epsilon2<=0)

error(’parameter:epsilon2’ , ’Invalid parameter allocation (epsilon2)’ );

end

% Parameter: S

if ~isvector(S) || ~all(isnumeric(S)) || any(isnan(S)) ...

165|| any(isinf(S)) || ~isreal(S) || any(S<=1)

error(’parameter:S’ , ’Invalid parameter allocation (S)’ );

end

% Parameter: MaxIter

if ~isvector(MaxIter) || ~all(isnumeric(MaxIter)) || any(isnan(MaxIter)) ...

170|| any(isinf(MaxIter)) || ~isreal(MaxIter) || any(MaxIter<0)

error(’parameter:MaxIter’ , ’Invalid parameter allocation (MaxIter)’ );

end

MaxIter=floor(MaxIter);

% Parameter: attempt

175if ~ischar(attempt)

error(’parameter:attempt’ , ’Invalid parameter allocation (attempt)’ );

end

switch attempt

case ’precompute’

180attempt=1;

case ’update’

attempt=2;

otherwise

error(’parameter:attempt’ , ’Unknown attempt for right side’ );

185end

%% Statistik

Stat.Level=[j0:J];

Stat.LevelResult=cell(J-j0+1,1);

190Stat.Iteration=zeros(J-j0+1,1);

Stat.MinIteration=zeros(J-j0+1,1);

Stat.NormDistance=zeros(J-j0+1,1);

Stat.Residual=cell(J-j0+1,1);

Stat.Condition=cell(J-j0+1,1);

195%% Vorberechnung der rechten Seite

if attempt==1

% Bestimme die modifizierten Daten im Frequenzbereich

d=(ff.^2)./(sinc(1/(2*N)*[-N:N-1]’).^4);

% Inverse modifizierte FOURIER-Matrix

200A=pi/N*([-N:N-1]’*[-N:N-1]);

mFOURIER=1/(2*N)*exp(-1i*A);

% Berechne die komplexe rechte Seite des Systems (Dieser Sch ritt kann mit Hilfe

% der diskreten FOURIER-Transformation numerisch optimie rt werden.)

e=mFOURIER*d;

205e=1/2*(e(N+1:end)+conj(e(N+1:-1:2)));

% Bestimme die reelle rechte Seite des Systems

h=[real(e);imag(e)];

end

% Rechte Seite für die Nebenbedingungen

210f=mu*ft.^2;

%% Bestimme die Näherungslösung für das erste Level

if ischar(c0)

% Nach Algorithmus 5.3

215a0=ft(1:2^(J-j0):end);

b0=zeros(2^j0,1);

else
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% Approximation des Benutzers

a0=real(c0);

220b0=imag(c0);

end

%% Multilevel-Strategie mit GAUSS-NEWTON-Verfahren

for j=j0:J

225% Startwerte für die Variablen

a=a0;

b=b0;

% Statistik

Residual=zeros(MaxIter(mod(j-j0,numel(MaxIter))+1),1);

230Condition=zeros(MaxIter(mod(j-j0,numel(MaxIter))+1),1);

% Bestimme die rechte Seite für das minimale Level

switch attempt

case 1

g=[2^(j-J)*h(1:2^(J-j):end);f(1:2^(J-j):end)];

235case 2

% Bestimme die modifizierten Daten im Frequenzbereich

d=4^(j-J)*(ff(N+1-2^j:N+2^j).^2)./(sinc(1/(2*2^j)*[-2^j:2^j-1]’).^4);

% Inverse modifizierte FOURIER-Matrix

A=pi/2^j*([-2^j:2^j-1]’*[-2^j:2^j-1]);

240mFOURIER=1/(2*2^j)*exp(-1i*A);

% Berechne die komplexe rechte Seite des Systems (Dieser Sch ritt kann mit

% Hilfe der diskreten FOURIER-Transformation numerisch op timiert werden.)

e=mFOURIER*d;

e=1/2*(e(2^j+1:end)+conj(e(2^j+1:-1:2)));

245% Bestimme die reelle rechte Seite des gesamten Systems

g=[real(e);imag(e);f(1:2^(J-j):end)];

end

% Hilfvariablen für TOEPLITZ-Matrix (Nullsetzen der unter en Matrix)

250avoid=zeros(numel(a),1);

bvoid=zeros(numel(b),1);

% GAUSS-NEWTON-Verfahren

% Berechne das Funktional G(a,b) für den ersten Iterationss chritt

255G=[ hankel(a), hankel(b); ...

-hankel(b), hankel(a); ...

mu*diag(a), mu*diag(b)];

G=G*[a;b];

% Bestimme die erste Ableitung von G(a,b) für den ersten Iter ationsschritt

260avoid(1)=a(1);

bvoid(1)=b(1);

DG=[ hankel(a)+toeplitz(avoid,a), hankel(b)+toeplitz(bvoid,b); ...

-hankel(b)+toeplitz(bvoid,b), hankel(a)-toeplitz(avoid,a); ...

2*mu*diag(a), 2*mu*diag(b)];

265% Startwerte für das Abbruchskriterium aus Algorithmus 7.1

alpha=alpha0(mod(j-j0,numel(alpha0))+1); % Regularisierungsfolge

s=norm(G-g); % Norm der Residuen

sMin=s; % Minimales Residuum

aMin=a; % Realteil der Variablen für sMin

270bMin=b; % Imaginärteil der Variablen für sMin

C=cond(DG’*DG+alpha*eye(2*numel(a))); % Kondition der Matrix

% Iteration

Iter=0;

Residual(1)=s;

275Condition(1)=C;

while s<=S*sMin && s>epsilon1 && C<1/epsilon2(mod(j-j0,numel(epsilon2))+1) ...
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&& Iter<MaxIter(mod(j-j0,numel(MaxIter))+1)

% Iterationsschritt nach Proposition 4.5

delta=(DG’*DG+alpha*eye(2*numel(a)))\(DG’*(G-g)+alpha*([a;b]-[a0;b0]));

280a=a-delta(1:2^j);

b=b-delta(2^j+1:end);

% Berechne das Funktional G(a,b) für den nächsten Iteration sschritt

G=[ hankel(a), hankel(b); ...

-hankel(b), hankel(a); ...

285mu*diag(a), mu*diag(b)];

G=G*[a;b];

% Bestimme die erste Ableitung von G(a,b) für den nächsten It erationsschritt

avoid(1)=a(1);

bvoid(1)=b(1);

290DG=[ hankel(a)+toeplitz(avoid,a), hankel(b)+toeplitz(bvoid,b); ...

-hankel(b)+toeplitz(bvoid,b), hankel(a)-toeplitz(avoid,a); ...

2*mu*diag(a), 2*mu*diag(b)];

% Iterationszähler

Iter=Iter+1;

295% Berechne den nächsten Wert der Regularisierungsfolge

alpha=alpha/r;

% Abbruchskriterium - Speichere Variablen mit minimalen Re siduum

s=norm(G-g);

if s<sMin

300sMin=s;

aMin=a;

bMin=b;

Stat.MinIteration(j-j0+1)=Iter;

end

305C=cond(DG’*DG+alpha*eye(2*numel(a)));

% Speichere Kondition und Residuen für die Statistiken

Residual(Iter+1)=s;

Condition(Iter+1)=C;

end

310% Statistik

Stat.LevelResult{j-j0+1}=aMin+1i*bMin;

Stat.Iteration(j-j0+1)=Iter;

Stat.NormDistance(j-j0+1)=sMin;

Stat.Residual{j-j0+1}=Residual(1:Iter+1);

315Stat.Condition{j-j0+1}=Condition(1:Iter+1);

% Interpoliere die numerische Lösung für das nächste Level

% Realteil

a0=zeros(2*numel(aMin),1);

a0(1:2:end)=aMin;

320a0(2:2:end-2)=(aMin(1:end-1)+aMin(2:end))/2;

a0(end)=aMin(end)/2;

% Imaginärteil

b0=zeros(2*numel(bMin),1);

b0(1:2:end)=bMin;

325b0(2:2:end-2)=(bMin(1:end-1)+bMin(2:end))/2;

b0(end)=bMin(end)/2;

end

%% Erzeuge Rückgabewerte

330out=aMin+1i*bMin;

if nargout==2

varargout(1)={Stat};

end

end
� �
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A.2 Rekonstruktion der Phase
� �

1% Phasenrekonstruktion (Algorithmus 5.5)

% --------------------------------------

% Für die gegebenen Daten FT im Zeitbereich und FF im Frequenz bereich bestimmt die

% Funktion

5%

% [C,STAT]=PhaseRetrievelEXP(FT,FF,’OPTION’,WERT,... )

%

% die Phasenrekonstruktion nach Algorithmus 5.5. Die Dimen sion N des Vektors FT muss

% hierbei eine Zweierpotenz sein. Der zweite Vektor FF muss d ie doppelte Dimension 2N

10% besitzen. Neben den Daten können der Funktion weitere Opti onen übergeben werden. Die

% Standardbelegung der Optionen ist in Klammern angegeben.

%

% OPTIONEN:

% alpha0 (25) - Startwert der Regularisierungsfolge

15% r (1.1) - Faktor zur iterativen Bestimmung der

% Regularisierungsfolge

% epsilon1 (2e-5) - Abbruchskriterium für die Residuen

% epsilon2 (1e-15) - Abbruchskriterium für die Kondition de r Matrix

% S (1.5) - Maximaler multiplikativer Anstieg der Residuen

20% MaxIter (1000) - Maximale Anzahl an Iterationen

% MinLevel (3) - Niedrigstes Level

% MaxLevel (’AUTO’) - Höchstes Level (Bei der automatischen Bestimmung wird

% hierfür log(N) verwendet, wobei N die Dimension des

% Problems ist)

25% CoarseApprox (’AUTO’) - Approximative Lösung für das nied rigste Level (Bei der

% automatischen Bestimmung wir diese aus den gegeben Daten

% bestimmt)

%

% Standardmäßig besitzt die Funktion einen Rückgabeparame ter. Dieser enthält die komplexen

30% Koeffizienten der rekonstruierten linearen Spline-Funk tion. Optional wird ein zweiter

% Rückgabewert bereitgestellt, welcher die Zwischenergeb nisse, Residuen, Anzahl der

% Iterationen, Iteration mit dem minimalen Residuem und wei tere Statistiken für jedes

% Level in einer Daten-Struktur zurückgibt.

%

35% AUTHOR: ROBERT BEINERT

% DATE: 20. März 2013

% VERSION: 1.1

function [out,varargout]=PhaseRetrievalEXP(ft,ff,varargin)

%% Anzahl der Argumente

40if nargout>2

error(’output:invalid’ , ’Invalid number of output arguments’ );

end

%% Standardbelegung der Optionen

45alpha0=25; % Startwert der Regularisierungsfolge

r=1.1; % Faktor zur iterativen Bestimmung der Regularisierungsfo lge

J=’AUTO’ ; % Maximales Level

j0=3; % Minimales Level

phi0=’AUTO’ ; % Näherungslösung auf dem ersten Level

50epsilon1=2e-5; % Abbruchkriterium für Residuen

epsilon2=1e-15; % Abbruchkriterium für Kondition

S=1.5; % Maximaler multiplikativer Anstieg der Residuen

MaxIter=1000; % Maximale Anzahl der Iterationen je Level

55%% Auswerten der optionalen Parameter

opt=1; % Aktueller optionaler Parameter

opt_size=numel(varargin); % Anzahl der optionalen Parameter
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while opt<opt_size

if ~ischar(varargin{opt})

60error(’option:invalid’ , ’Invalid optional parameter name’ );

end

switch lower(varargin{opt})

case ’alpha0’

alpha0=varargin{opt+1};

65case ’r’

r=varargin{opt+1};

case ’minlevel’

j0=varargin{opt+1};

case ’maxlevel’

70J=varargin{opt+1};

case ’coarseapprox’

phi0=varargin{opt+1};

case ’epsilon1’

epsilon1=varargin{opt+1};

75case ’epsilon2’

epsilon2=varargin{opt+1};

case ’s’

S=varargin{opt+1};

case ’maxiter’

80MaxIter=varargin{opt+1};

otherwise

warning(’option:unknown’ , ...

[’Ignore unknown optional parameter: ’ varargin{opt}]);

end

85opt=opt+2;

end

if mod(opt_size,2)==1

warning(’option:last’ , ...

’Ignore last optional parameter without argument’ );

90end

%% Parameter-Überprüfung

% Parameter: ft

N=numel(ft);

95if ~isvector(ft) || ~all(isnumeric(ft)) || any(isnan(ft)) || any(isinf(ft)) ...

|| ~isreal(ft) || mod(log2(N),1)~=0 || N<8

error(’parameter:ft’ , ’Invalid parameter allocation (ft)’ );

end

% Parameter: ff

100if ~isvector(ff) || ~all(isnumeric(ff)) || any(isnan(ff)) || any(isinf(ff)) ...

|| ~isreal(ff) || numel(ff)~=2*N

error(’parameter:ff’ , ’Invalid parameter allocation (ff)’ );

end

% Parameter: alpha0

105if ~isvector(alpha0) || ~all(isnumeric(alpha0)) || any(isnan(alpha0)) ...

|| any(isinf(alpha0)) || ~isreal(alpha0) || any(alpha0<=0)

error(’parameter:alpha0’ , ’Invalid parameter allocation (alpha0)’ );

end

% Parameter: r

110if ~isvector(r) || ~all(isnumeric(r)) || any(isnan(r)) ...

|| any(isinf(r)) || ~isreal(r) || any(r<=1)

error(’parameter:r’ , ’Invalid parameter allocation (r)’ );

end

% Parameter: j0

115if ~isscalar(j0) || ~isnumeric(j0) || isnan(j0) || isinf(j0) ...

|| ~isreal(j0) || j0<3 || j0>log2(N)
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error(’parameter:j0’ , ’Invalid parameter allocation (MinLevel)’ );

end

j0=floor(j0);

120% Parameter: J

if ischar(J) && strcmp(J,’AUTO’ )

J=log2(N);

end

if ~isscalar(J) || ~isnumeric(J) || isnan(J) || isinf(J) ...

125|| ~isreal(J) || J>=log2(N)+1 || J < j0

error(’parameter:J’ , ’Invalid parameter allocation (MaxLevel)’ );

end

J=floor(J);

% Parameter: phi0

130if ~(ischar(phi0) && strcmp(phi0,’AUTO’ ))

if ~isvector(phi0) || ~all(isnumeric(phi0)) || any(isnan(phi0)) ...

|| any(isinf(phi0)) || numel(phi0)~=j0

error(’parameter:phi0’ , ’Invalid parameter allocation (CoarseApprox)’ );

end

135end

% Parameter: epsilon1

if ~isvector(epsilon1) || ~all(isnumeric(epsilon1)) || any(isnan(epsilon1)) ...

|| any(isinf(epsilon1)) || ~isreal(epsilon1) || any(epsilon1<=0)

error(’parameter:epsilon1’ , ’Invalid parameter allocation (epsilon1)’ );

140end

% Parameter: epsilon2

if ~isvector(epsilon2) || ~all(isnumeric(epsilon2)) || any(isnan(epsilon2)) ...

|| any(isinf(epsilon2)) || ~isreal(epsilon2) || any(epsilon2<=0)

error(’parameter:epsilon2’ , ’Invalid parameter allocation (epsilon2)’ );

145end

% Parameter: S

if ~isvector(S) || ~all(isnumeric(S)) || any(isnan(S)) ...

|| any(isinf(S)) || ~isreal(S) || any(S<=1)

error(’parameter:S’ , ’Invalid parameter allocation (S)’ );

150end

% Parameter: MaxIter

if ~isvector(MaxIter) || ~all(isnumeric(MaxIter)) || any(isnan(MaxIter)) ...

|| any(isinf(MaxIter)) || ~isreal(MaxIter) || any(MaxIter<0)

error(’parameter:MaxIter’ , ’Invalid parameter allocation (MaxIter)’ );

155end

MaxIter=floor(MaxIter);

%% Statistik

Stat.Level=[j0:J];

160Stat.LevelResult=cell(J-j0+1,1);

Stat.LevelVariables=cell(J-j0+1,1);

Stat.Iteration=zeros(J-j0+1,1);

Stat.MinIteration=zeros(J-j0+1,1);

Stat.NormDistance=zeros(J-j0+1,1);

165Stat.Residual=cell(J-j0+1,1);

Stat.Condition=cell(J-j0+1,1);

%% Bestimme die Näherungslösung für das erste Level

if ischar(phi0)

% Nach Algorithmus 5.5

170phi0=zeros(2^j0,1);

end

%% Multilevel-Strategie mit GAUSS-NEWTON-Verfahren

for j=j0:J

175% Startwerte für die Variablen
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phi=phi0;

% Statistik

Residual=zeros(MaxIter(mod(j-j0,numel(MaxIter))+1),1);

Condition=zeros(MaxIter(mod(j-j0,numel(MaxIter))+1),1);

180% Auswahl der Beträge für die Variablen das ersten Levels

c=ft(1:2^(J-j):end);

% Bestimme die modifizierten Daten im Frequenzbereich

d=4^(j-J)*(ff(N+1-2^j:N+2^j).^2)./(sinc(1/(2*2^j)*[-2^j:2^j-1]’).^4);

% Inverse modifizierte FOURIER-Matrix

185A=pi/2^j*([-2^j:2^j-1]’*[-2^j:2^j-1]);

mFOURIER=1/(2*2^j)*exp(-1i*A);

% Berechne die komplexe rechte Seite des Systems (Dieser Sch ritt kann mit Hilfe

% der diskreten FOURIER-Transformation numerisch optimie rt werden.)

e=mFOURIER*d;

190e=1/2*(e(2^j+1:end)+conj(e(2^j+1:-1:2)));

% Bestimme die reelle rechte Seite des gesamten Systems

g=[real(e);imag(e)];

% Hilfvariablen für TOEPLITZ-Matrix (Nullsetzen der unter en Matrix)

195Svoid=zeros(numel(phi),1);

Cvoid=zeros(numel(phi),1);

% GAUSS-NEWTON-Verfahren

% Berechne das Funktional G(a,b) für den ersten Iterationss chritt

200cCos=c.*cos(phi);

cSin=c.*sin(phi);

G=[ hankel(cCos), hankel(cSin); ...

-hankel(cSin), hankel(cCos)];

G=G*[cCos;cSin];

205% Bestimme die erste Ableitung von G(a,b) für den ersten Iter ationsschritt

Svoid(1)=cSin(1);

Cvoid(1)=cCos(1);

DG=[ hankel(cSin)+toeplitz(Svoid,cSin), -hankel(cCos)-toeplitz(Cvoid,cCos); ...

hankel(cCos)-toeplitz(Cvoid,cCos), hankel(cSin)-toeplitz(Svoid,cSin)] ...

210*[diag(cCos); diag(cSin)];

% Startwerte für das Abbruchskriterium aus Algorithmus 7.1

alpha=alpha0(mod(j-j0,numel(alpha0))+1); % Regularisierungsfolge

s=norm(G-g); % Norm der Residuen

sMin=s; % Minimales Residuum

215phiMin=phi; % Variablen für sMin

C=cond(DG’*DG+alpha*eye(numel(phi))); % Kondition der Matrix

% Iteration

Iter=0;

Residual(1)=s;

220Condition(1)=C;

while s<=S*sMin && s>epsilon1 && C<1/epsilon2(mod(j-j0,numel(epsilon2))+1) ...

&& Iter<MaxIter(mod(j-j0,numel(MaxIter))+1)

% Iterationsschritt nach Proposition 4.5

delta=(DG’*DG+alpha*eye(numel(phi)))\(DG’*(G-g)+alpha*(phi-phi0));

225phi=phi-delta;

% Berechne das Funktional G(a,b) für den nächsten Iteration sschritt

cCos=c.*cos(phi);

cSin=c.*sin(phi);

G=[ hankel(cCos), hankel(cSin); ...

230-hankel(cSin), hankel(cCos)];

G=G*[cCos;cSin];

% Bestimme die erste Ableitung von G(a,b) für den nächsten It erationsschritt

Svoid(1)=cSin(1);

Cvoid(1)=cCos(1);

WS 2012/13 ROBERT BEINERT

Matr-Nr: 11135384



Multilevel G AUSS-NEWTON-Methoden zur Phasenrekonstruktion
A.2. Rekonstruktion der Phase 99

235DG=[ hankel(cSin)+toeplitz(Svoid,cSin), -hankel(cCos)-toeplitz(Cvoid,cCos); ...

hankel(cCos)-toeplitz(Cvoid,cCos), hankel(cSin)-toeplitz(Svoid,cSin)] ...

*[diag(cCos); diag(cSin)];

% Iterationszähler

Iter=Iter+1;

240% Berechne den nächsten Wert der Regularisierungsfolge

alpha=alpha/r;

% Abbruchskriterium - Speichere Variablen mit minimalen Re siduum

s=norm(G-g);

if s<sMin

245sMin=s;

phiMin=phi;

Stat.MinIteration(j-j0+1)=Iter;

end

C=cond(DG’*DG+alpha*eye(numel(phi)));

250% Speichere Kondition und Residuen für die Statistiken

Residual(Iter+1)=s;

Condition(Iter+1)=C;

end

% Normalisiere die Variable phi entsprechend Algorithmus 5 .5

255for k=1:2^j-1

while phiMin(k)-phiMin(k+1)>pi

phiMin(k+1)=phiMin(k+1)+2*pi;

end

while phiMin(k)-phiMin(k+1)<-pi

260phiMin(k+1)=phiMin(k+1)-2*pi;

end

end

phiMin=phiMin-phiMin(2^(j-1));

% Statistik

265Stat.LevelResult{j-j0+1}=c.*exp(1i*phiMin);

Stat.LevelVariables{j-j0+1}=phiMin;

Stat.Iteration(j-j0+1)=Iter;

Stat.NormDistance(j-j0+1)=sMin;

Stat.Residual{j-j0+1}=Residual(1:Iter+1);

270Stat.Condition{j-j0+1}=Condition(1:Iter+1);

% Interpoliere die numerische Lösung für das nächste Level

phi0=zeros(2*numel(phiMin),1);

phi0(1:2:end)=phiMin;

phi0(2:2:end-2)=(phiMin(1:end-1)+phiMin(2:end))/2;

275phi0(end)=phiMin(end)/2;

end

%% Erzeuge Rückgabewerte

out=c.*exp(1i*phiMin);

280if nargout==2

varargout(1)={Stat};

end

end
� �
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