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Kapitel 1

Einleitung

Das Problem der Phasenrekonstruktion treffen wir in veesignen Gebieten der Physik an. Hierzu
zahlen unter anderen die Kristallographie, die Elektrom&roskopie, die Astronomie und die Op-
tik. Die Aufgabenstellung ist hierbei immer die Bestimmugiger unbekannten komplexwertigen
Funktion, wobei die uns bekannten Daten allerdings vonztaHall variieren kénnen.

In [SSD*06] und [LTO8] nehmen wir an, dass es sich bei der unbekanhRterktion um eine
komplexwertige lineare Spline-Funktion der Form

N-1
f(X) ::chBl(x—n) (che C,xeR)
n=0

handelt, wobeiB; der zentrierte lineare B-Spline, beziehungsweise diedoksifunktion ist. An-
schlieRend betrachten wir das eindimensionale Phasarstlktionsproblem, bei welchem wir ver-
suchen die unbekannte Spline-Funktibaus den gegebenen Daten

Ifn (n=0,...,N-1)  und ‘?(k—”)’ (k=-N,...,N-1)

zu rekonstruieren. Dabei bezeichnen wir ifie FOURIER-Transformierte vorf.

Wir kénnen zeigen, dass die Lésungen des obigen Phasestakdionsproblems immer mehr-
deutig sind. Weiterhin kdnnen bereits kleinste Stérungesten gegebenen Daten die exakte Losung
des Problems unméglich machen. Dennoch kénnen wir mit igéfsgneter Regularisierungsverfah-
ren und einer Multilevel-Strategie erstaunlich gute nusohie Ergebnisse zur Phasenrekonstruktion
erzielen.

Ziel dieser Masterarbeit ist die ausfiihrliche Darstellgeg Problems der Phasenrekonstruktion
im eindimensionalen Fall entsprechend der Arbeiten [S¥Dund [LTO08], sowie die Herleitung und
Testung geeigneter numerischer Verfahren zur Phasersteiktion.

Bevor wir das eindimensionale Phasenrekonstruktionsdgmoluntersuchen, betrachten wir in Ka-
pitel 2 die bendétigten Grundlagen. Dies betrifft eineselte FOURIER-Transformation mit ihren
Eigenschaften und andererseits die Definition der zetdrieB-Splines oder Basis-Splines. Weiter-
hin zeigen wir in diesem Kapitel die Ungleichung zwischen 8pektral- und ROBENIUS-Norm,
welche wir fur die spatere Fehlerabschatzung brauchen.

ROBERT BEINERT WS 2012/13
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Master-Thesis (Studiengang: Mathematik)
2 Kapitel 1. Einleitung

Anschliel3end kdnnen wir das Phasenrekonstruktionsprobiekapitel 3 explizit definieren. Als
Vorbereitung fur die numerische Losung formen wir das Rabin ein reelles nichtlineares Glei-
chungssystem um. Dabei verfolgen wir jeweils die unteestiithen Anséatze aus [SSD6] und
[LTO8]. Je nach Herangehensweise erhalten wir Gleichystssie zur Rekonstruktion des Real-
und Imaginarteils oder der Phase der unbekannten Funktion.

Die Losung der entstandenen nichtlinearen Gleichungssysgestaltet sich aufgrund der Mehr-
deutigkeit und Empfindlichkeit des Phasenrekonstrukpostdems gegenliber gestdrten Daten je-
doch als schwierig. Daher ersetzen wir in Kapitel 4 die Gleigssysteme mit Hilfe derlRHONOV -
PHILLIPS-Regularisierung durch Minimierungsprobleme. Die Ministelle dieser Probleme bestim-
men wir durch Anwendung des iterativem@s-NEWTON-Verfahrens.

Fur die TiIkHONOV-PHILLIPS-Regularisierung der Gleichungssysteme benutzen wir leéneits
vorher bekannte approximative Lésung des Phasenrekétistisproblems. Diese Approximation ist
im Allgemeinen jedoch nicht bekannt. Um die Regularisigrdennoch durchzufuhren, konstruieren
wir in Kapitel 5 mit Hilfe der Multilevel-Strategie die betigte Naherungslésung aus den gegebenen
Daten. Insgesamt erhalten wir auf diesem Wege zwei nunierigerfahren zur Phasenrekonstrukti-
on.

Bevor wir jedoch in Kapitel 7 die entwickelten numerischeerfdhren auf zwei Phasenrekon-
struktionsprobleme aus [SSD6] und [LT08] anwenden, untersuchen wir in Kapitel 6 beafimaft
das Konvergenz-Verhalten fir das humerische Verfahrefld@8]. Hierzu verwenden wir das ver-
allgemeinerte Diskrepanzprinzip als Abbruchkriterium fiile GaAuss-NEwTON-Iteration. Im zen-
tralen Satz dieses Kapitels werden wir geeignete Bedirgufigrmulieren, um die Konvergenz des
numerischen Verfahrens sicherzustellen und die Fehldtefationsfolge abzuschétzen.

WS 2012/13 ROBERT BEINERT
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Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Eigenschaften der BURIER-Transformation

Ein zentraler Begriff, welchen wir fiir die Definition des Bearekonstruktionsproblems bendtigen,
ist die FOURIER-Transformation. Hierbei handelt es sich um eine Integrahsformation, die auf
verschiedene Arten und Weisen normiert werden kann. Winvenden fir die BURIER-Transfor-
mation die folgende Definition.

Definition 2.1 (F ouRIER-Transformation). Fiir eine komplexwertige Funktioh € L! (R, C) ist
die FOURIER-Transformiertef : R — C durch

FIHE@ =T = /_mux) e (feR)

definiert. Die FOURIER-Transformationist die AbbildungF. Den Definitionsbereich voi nen-
nen wirZeitbereichund den Bildbereiclrrequenzbereich

Die FoURIER-Transformierte einer komplexwertigen Funktion ist in &=gel wieder eine kom-
plexwertige Funktion. Weiterhin gibt es einen engen Zusammang zwischen derduRrRIER-Trans-
formation und der Faltung von Funktionen.

Definition 2.2 (Faltung).  Fiir zwei komplexwertige Funktionefig € L! (R, C) ist die Faltung
von f undg die Funktion

(f2g) (%) = /_‘”f(y).g(x_y) dy.

(o)

In der nachsten Proposition fassen wir die Eigenschafter-deRrIER-Transformation zusam-
men, welche wir fur die Betrachtung des Phasenrekonstmspiroblems benétigen.

ROBERT BEINERT WS 2012/13
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Kapitel 2. Grundlagen

Proposition 2.3 (Eigenschaften der F  ourlER-Transformation). Fir die nachfolgenden Eigen-
schaften deFouURIER-Transformation seien,fj € L* (R, C), a b € C unda € R.

() Die FOuRrIERr-Transformation ist linear. Wir haben
Fla-f+b-gl(¢) =a - F[f]E&)+b-F[g] ().
(i) Bezuglich der komplexen Konjugation gilt die Symnmetri
F[T]© = FIfI(-9.
(iif) Unter der FOUuRIER-Transformation bewirkt eine Translation des ArgumemnteZ eitbereich
FIf(-a)]@) =€ F[f]().

(iv) Die Fourler-Transformation einer Funktion mit skalierten Argumentdsitbereich ist

Flt@N®=-71(2).
(v) Die Faltung im Zeitbereich bewirkt eine Multiplikatiam Frequenzbereich. Es ist

Ff =0l =F[F]E)- Flgl ).

Beweis. (i) Die Linearitat der ®URIER-Transformation folgt direkt aus der Linearitat des Inte-
grals. Es gilt

]—"[a-f+b-g](§)=/oo(a-f+b-g)(x)e‘i§xdx
:a/wf(x)e‘ifxdx+b/wg(x)e‘i‘fxdx
=a- F[f]@#)+b-F[g] ().

(i) Fur die Symmetrie bezuglich der komplexen Konjugatiarizen wir aus, dass die Bildung des
Integrals und die komplexe Konjugation vertauscht werdiamilen. Wir erhalten

HHGE /_OOT(x) Xy = /_w f(x) e COxdx = F[T] (D).

(iii) Mit Hilfe der Substitutionx’ —a = x erhalten wir fur die Translation bezuglich des Argumentes
im Zeitbereich

Flf(-a)]©) = /_m f(X —a)e ¥ dx = /_m f (x) e €0a) gy = @716 F[§](£).

WS 2012/13 ROBERT BEINERT
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Multilevel G Auss-NEwTON-Methoden zur Phasenrekonstruktion
2.2. FoURIER-Transformation des zentrierten B-Splines 5

(iv) Die FOURIER-Transformierte einer Funktion mit skalierten ArgumentZmitbereich kbnnen
wir mit der Substitutionrx’ = x bestimmen. Es folgt

Ff (@)@ = /m f (ax) e dx = % /_:f(x)e‘igxdx: C—];}‘[f](é).

oo a

(v) Um die letzte Eigenschaft derdoRIER-Transformation zu zeigen, ersetzen wir die gefalteten
Funktionenf =g durch das Integral aus Definition 2.2. Anschlielend sulisti#n wirx’' -y = x.
Esist

f[f*g](§)=/_°°(f*g)(x')e—ifx'dxf

- / / F) - g(X —y)e & dydx

| |t gmet ey

(/_: f (y)e‘ifydy)(/_:g(x)e‘ifxdx)

= F[f1)- Fldl (). O

2.2 FouRIER-Transformation des zentrierten B-Splines

Bei der Untersuchung des Phasenrekonstruktionsproblesndew wir uns auf die Rekonstruktion

von Spline-Funktionen beschranken. Eine Spline-Funkisbreine Linearkombination von endlich

vielen B-Splines oder Basis-Splines. Als Prototyp fur di€ Bines benutzen wir die Funktionen aus
der folgenden Definition.

Definition 2.4 (B-Spline). Wir definieren dem-ten zentrierten B-SplineBoder denn-ten zen-
trierten Basis-Spline Balsn-fache Faltung der Indikator-Funktion

x (%) = {1 xe[-23].

0 sonst

Es ist somit
Bn(¥) := (x* - *x) (X (n e No).

L
n Faltungen

Von besonderem Interesse fir uns sind die linearen Splimétlonen, welche mit Hilfe des ersten
zentrierten B-SplineB; definiert werden. Daher werden wir im nachsten Beispiel digkion B (X)
und die VerschiebungeB; (x — n) untersuchen.

Beispiel 2.5 (Linearer B-Spline). (i) Wir bestimmen fiir den ersten zentrierten B-Spline eire e
plizite Darstellung. Hierfur fihren wir die Faltung der Ikdtor-Funktionen explizit aus. Da die

ROBERT BEINERT WS 2012/13
Matr-Nr: 11135384
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6 Kapitel 2. Grundlagen

Funktiony (x —y) in Abhangigkeit vonx den Trége{x - % X+ %] besitzt, erhalten wir

B0 =G0 (9= [ x@xtx-n =[xy

Berucksichtigen wir zusatzlich den Trager vp(y), erhalten wir im Falix € [0, 1] die Darstel-
lung

1

Bl(x)z/2 ldy=1-x
Firx € [-1,0] folgt
x+3
Bl(x)z/ ldy=x+1
_1

2
Fur den letzten Falk ¢ [-1,1] ist der Schnitt des Tragers der Indikator-Funktion und de
Tragers der verschobenen Indikator-Funktion leer und mkagjial ist Null. Fassen wir die drei

Falle zusammen, erhalten wir die gesuchte explizite Ditustp

1+x -1<x<0,
Bi(x):=91-x 0<x<1,
0 sonst

Damit ist der erste zentrierte B-Spline eine stiickweisedia Funktion. Uber dem Tréager
[-1, 1] ist B; der Polygonzug durch die Punktel, 0), (0, 1) und(Z, 0) und ist somit eine Drei-
ecksfunktion.

(i) Wir betrachten nun ganzzahlige Verschiebungen degremzentrierten B-Splines. Die Funktio-
nenB; (x—n) mit n € Z sind Dreiecksfunktionen mit Tragen [ 1, n + 1] durch den Punkt
(n, 1). Werten wirB; (X — n) an den ganzzahligen Stell&re Z aus, erhalten wir Eins fim = k
und ansonsten Null. Mit dem RKONECKERDelta

S e 1 k=n,
“"o sonst
folgt somit
B1 (k- n) = dkn (k,neZ). o

Wir werden nun die BURIER-Transformierten der zentrierten B-Splines bestimmearfidr brau-
chen wir den Sinus cardinalis.

Definition 2.6 (Sinus cardinalis).  Der Sinus cardinalisoder die sineFunktionist die stetige Ab-

bildung
siné
= 0,
sincg:={ ¢ ¢
1 £=0.

WS 2012/13 ROBERT BEINERT
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Multilevel G Auss-NEwTON-Methoden zur Phasenrekonstruktion
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Proposition 2.7 (F oURIER-Transformation der B-Splines). Die FOURIER-Transformation des
n-ten zentrierten B-Spline ist

Bn (&) = (sinc%)n+l (ne Nop).

Beweis. Wir beginnen mit der BURIER-Transformation der Indikator-Funktignaus Definition 2.4.
Esist

5 1 3 2 eig_e_ig
- _ —IfX [ —IfX I
X(g)_/_ e dx_[ i§e ]_%_g(—Zi ]

] —

1
2

—siné
=sin3

Nach [GKN79, (72). S. 595] besitzt die Sinus-Funktion furmexe Argumente € C die Darstel-
lung sinz = €5 Wir erhalten

2 . :
X ()= E sm% = smcg.
In Definition 2.4 haben wir den-ten zentrierten B-Spline afsfache Faltung der Indikator-Funktion

x definiert. Damit folgt die Behauptung mittels vollstandidgieduktion aus Proposition 2.3.v. O

2.3 Ungleichung zwischen Spektral- und ROBENIUS-Norm

Bei der Untersuchung des Phasenrekonstruktionsproblezndew wir an verschiedenen Stellen die
Spektralnorm einer Matrix bendétigen. Da die exakte Bestimgnder Spektralnorm sich in den meis-
ten Fallen allerdings als schwierig gestaltet, werden widiesem Abschnitt eine Abschéatzung der
Spektralnorm durch diefoBENIUSNorm herleiten.

Definition 2.8 (F ROBENIUS-Norm, vgl. [Bha96, S. 7]). FiUr die komplexen x mMatrix A =

(&))" ist die FRoBENIUS-Normdurch

IAllg =

gegeben.

Als Vorbereitung betrachten wir diecCBiATTEN-p-Norm, welche Uber die Singularwerte einer Ma-
trix definiert ist. Hierflr benétigen wir die adjungierte Mia. Diese erhalten wir durch das komplexe
Konjugieren und anschlieBendes Transponieren. Wir vatreredie Notation

AH = KT.

ROBERT BEINERT WS 2012/13
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8 Kapitel 2. Grundlagen

Definition 2.9 (S cHATTEN-pP-Norm, vgl. [Bha96, S. 92]). Fir die komplexarx m-Matrix A besitze
das ProdukAHA die Eigenwertelnp  mitk = 0,...,m— 1. Die positiven Wurzeln der Eigen-

werte
OAK = 4 ,/lAHA’k

werden dieSingularwerte der MatriXA genannt. Digp-Norm des Vektors der Singularwerte
loallp = [[eanicoll,

hei3t HATTEN-p-Normder Matrix A.

Des Weiteren werden wir die Spur einer quadratischen Magiwenden.

Definition 2.10 (Spur).  Fiir die quadratische Matri& := (ay)y_o "5 Wird die Summe der Diago-

nalelemente
n-1

SpUrA = Z Ak
k0

die Spur der MatrixA genannt.

Die Spur des Produktes zweier Matrizen ist invariant beeligler Reihenfolge der Faktoren.

Lemma 2.11 (Vertauschbarkeit unter der Spurbildung). Fur die Spur des Produktes der quadra-
tischen nx n-MatrizenA undB gilt

Spur(AB) = Spur(BA).

Beweis. SeiA = (& )iy UndB = (b))i_oiy - Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Defi-

nition der Spur und der Matrix-Multiplikation durch

1
Spur(AB) = ax by =
01

=

1

>
>
=

n

>

b|,k | = Spur(BA) . O
0

=~
1l
1l
o
=~
1l

Nach diesen Vorbereitungen kdnnen wir mit der eigentlichbschatzung der Spektralnorm durch
die FROBENIUSNorm beginnen.

Proposition 2.12 (Ungleichung zwischen Spektral- und F~ RoBENIUS-Norm). FUr die Matrix A
kann die Spektralnorm durch diErROBENIUSNorm abgeschétzt werden. Es gilt

AL, < TIAllg -

WS 2012/13 ROBERT BEINERT
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2.3. Ungleichung zwischen Spektral-und F ROBENIUS-Norm 9

n-1,m-

Beweis. Wir betrachten die MatriXA := (a.k’|)k:0’|:01. Weil die Spektralnorm die Wurzel des Spek-
tralradiusQ(AHA) ist, ist diese identisch mit dem gréf3ten Singularwert omnd daher mitleall., .

Die FROBENIUSNorm wiederum ist gleich der@GHATTEN-2-Norm. Um diese Aussage zu zeigen,
benutzen wir, dass nach [DD07, Satz 9.10, S. 270] dieMiTE'sche MatrixAHA diagonalisierbar
ist. Somit kannPAMA als ProduktvHzV dargestellt werden. Hierbei i& die Matrix der Eigenwerte
oder quadrierten Singularwerte. Die Matkixenthalt spaltenweise die normierten Eigenvektoren zu
den entsprechenden EigenwerterLirzusatzlich besitzV die Eigenschaftv = vvH =1 und ist
somit unitar. Mit Hilfe der Diagonalisierbarkeit und Lemrd.1 erhalten wir die gesuchte Identitat

-1
loall? = mZ 7k = SpurZ = Spur(2VV") = Spur(VHEV) = Spur(A"A)

~
o

-1m-1 1

ENENE |’ = IAIZ.
0 01

3
?
7

7~'
I
=
I

0 I=

Il
o

Damit ist die Behauptung des Lemmas aquivalentaall,, < lloall,. Die Monotonie der SHAT-
TEN-p-Norm erhalten wir in diesem Fall durch Addition der restén Singularwerte. Es folgt die
Abschatzung

2
All, = ||lo = max |o <
IAll, = lloalle max_ |oax

m-1

> Joar 2 = lloall, = lIAll. o
k=0

ROBERT BEINERT WS 2012/13
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Kapitel 3

Das Phasenrekonstruktionsproblem

3.1 Abstrakte Problemstellung fir lineare Spline-Funktionen

Im Folgenden betrachten wir die eindimensionale kompletige: Phasenrekonstruktion, wie sie in
den beiden Artikeln [SSI06] und [LTO08] dargestellt wird. Die Aufgabenstellung ist dRekonstruk-
tion einer komplexwertigen Funktioh: R — C aus den absoluten Betragen ihrer Funktionswerte
|f| und den Betragen ihrerchJRlER—TransformiertedT|. Die absoluten Werte sind uns dabei nur
an den Stellem = 0,...,N — 1 im Zeitbereich und% fir k = =N,...,N — 1 im Frequenzbereich
bekannt.

Um die unbekannte Funktiohaus den gegebenen Daten zu rekonstruieren, nehmen wirsm, da
f eine komplexwertige lineare Spline-Funktion ist. Das heifr machen fiirf : R — C den Ansatz

N-1
f(X) = Z Cn B1 (X - N)
n=0

mit komplexen Koeffizientem,, ..., cn_1. Dabei istB; der zentrierte lineare Spline aus Beispiel 2.5.

Aufgrund der Eigenschai; (k —n) = dxn firk,ne Zist f (n) = ¢y firn=0,...,N — 1. Damit ist

f der Polygonzug durch die Punkie c,) und wird durch die Koeffizienten eindeutig beschrieben.
Auf diese Weise haben wir das Problem der Rekonstruktioer éiomplexwertigen Funktion auf

die Bestimmung vomN Variablen reduziert. Zusammengefasst erhalten wir digefadle Problemstel-

lung.

Definition 3.1 (Phasenrekonstruktion). Bestimme fir ein festedl € IN die unbekannten Koeffi-
zientency, ..., cn_1 € C der komplexwertigen linearen Spline-Funktion

N-1

f(X) = Z cBi(x-n)  (xeR)
n=0
aus den gegebenen Daten

Ifn))  (n=0,...,N-1) und ‘?(kﬁ’r)‘ (k=-N,...,N-1).

ROBERT BEINERT WS 2012/13
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12 Kapitel 3. Das Phasenrekonstruktionsproblem

Das auf diese Weise definierte Phasenrekonstruktionsprolst trotz der Einschréankung auf li-
neare Spline-Funktionen nicht eindeutig I6sbar. Habereing Losung gefunden oder gegeben, ist es
sehr einfach weitere Lésungen des Problems anzugeberzuHietrachten wir zwei Beispiele, wie
sie auch in [LTO08, S. 4] zu finden sind.

Beispiel 3.2 (Mehrdeutigkeit der Losung). (i) Angenommen, wir haben eine Losufdlir ein kon-
kretes Phasenrekonstruktionsproblem gegeben. Nun uokens wir die skalierte Funktior%&f
mit a € [-n, 7). Im Zeitbereich gilt fir diese

[€*fn)| = €] 1f(n)l = (n) (n=0,...,N-1).
L
=1

Nutzen wir die Linearitat der BURIER-Transformation aus, erhalten wir im Frequenzbereich
die ldentitat

— (kn
¢ f(ﬁ)\—

Damit ist die skalierte Funktion &f eine weitere Lésung.

—~(kr —~(kr
f(ﬁ)‘:‘f(ﬁ)‘ (k:—N,...,N—l).

'Q"kﬂ' i
(5] -l

=1

(i) Sei f wieder eine Losung zu einem gegebenen Problem wie in Defindtil. Ist zusatzlich der
Betrag der IéURlER-Transformierter|fA| eine gerade Funktion, dann erhalten wir eine weitere
Lésung mit Hilfe der komplexen Konjugation. Wir betrachtiia Funktion & f mit a € [-r, 7)
und Uberprifen die Restriktionen des Phasenrekonstnggioblems. Fir die absoluten Betra-
ge im Zeitbereich erhalten wir

|ei“T(n)| = |e| T(n)| —1f(N  (h=0,....,N-1).

=1

Mit Hilfe der Linearitat und Symmetrie derdurIER-Transformation gilt im Frequenzbereich

eﬁ(kﬂ)‘ = é“?(%)‘ :EJ T(—%) F(k—”)‘ (k=-N,...,N-1).

N N
=1
Somit handelt es sich bei%f tatséchlich ebenfalls um eine gilltige Lésung. o

’T’ g_erade

Bemerkung 3.3. (i) Die Konstruktion aus Beispiel 3.2.i kdnnen wir fir jedédung des Phasen-
rekonstruktionsproblem durchfihren. Das bedeutet irsimbese, wenn das Problem Uberhaupt
eine LOsung besitzt, gibt es immer unendlich viele weitkliervon ausgenommen ist die kon-
stante Null-Funktion.

(i) Weil die im Beispiel konstruierten Lésungen im Allgemen keine neuen Informationen lie-
fern, handelt es sich hier um eine triviale MehrdeutigKeitSatz 3.4 werden wir sehen, dass es
zu einen Phasenrekonstruktionsproblem theoretisch zZickéauch weitere nicht-triviale Lo-
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sungen geben kann. Weiterhin werden wir in Beispiel 3.7 nilfeHlieses Satzes eine nicht-
triviale Mehrdeutigkeit konstruieren. o

3.2 Zusammenhang zwischen den gegebenen Daten und der Sphn
Funktion

Um das Phasenrekonstruktionsproblem spater durch geei@teichungssysteme darzustellen, un-
tersuchen wir zunachst den Zusammenhang zwischen denggegeaten und den unbekannten
Koeffizienten. Hierbei folgen wir gro3tenteils den Umfomgen aus [SSE06, S. 4193].

Im Zeitbereich erhalten wir aufgrund der Eigenschaftenliuearen B-Splines (Beispiel 2.5.ii)
die Bedingungen

1K) = —lod  (k=0,...,N-1). (3.1)

N-1
Z chBi(k—n)| =
n=0

N-1
Z Cn Sk n
n=0

Der Betrag aller unbekannten Koeffizienten ist uns somitAnfang an bekannt.

Die Darstellung der Daten im Frequenzbereich in Abhéandigher Koeffizientenc, ..., Ccn-1
ist nicht ganz so offensichtlich. Zunéachst bestimmen war BDURIER-Transformierte zu der linea-
ren Spline-Funktionf. Unter Ausnutzung von Linearitdt und Translationseighaficder FOURIER-
Transformation erhalten wir

_ N-1 N-1 ' .
O = e F[Bil— ] (&) = [ , e-'"f] BL(é). (3.2)
n=0 n=0
=P(ei¢)

Hauptbestandteil der Transformierten ist das komplexgrieoh

N-1
P(2) = Z ch 2
n=0

dessen Koeffizienten ebenfalls die unbekannten Varialaheh s

Wir interessieren uns fur den quadratischen Betragfx}welcher uns an den Stiitzstellen gegeben
ist. Dieser wird durch die Gleichung

Fof = ple™s) e 33)

=T()

beschrieben.

Fur den quadratischen Betrag des Polynéhaaif dem Einheitskreis erhalten wir

T (@) :=|P(e‘i‘f)|2:P("‘f P(eif) = [ch —'”‘f}[hféné”‘f}

n=0
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Durch Multiplikation der beiden Polynome folgt flirdie Darstellung

N-1N-1-n ) N-1N-1-n
TE=), D, &€+ > Coune™. (3.4)
n=0 k=0 n=1 k=0

Damit handelt es sich bd&i um ein reelles trigonometrisches Polynom vom Grad 1. Die Koeffi-
Zienten dieses Polynoms sind nur abhangig von den unbelaiiatiablercy, .. ., cn_1.

Werten wir die Identitat (3.3) an den Stellép = % fir Kk = =N,...,N = 1 aus, kdnnen
wir die gegebenen Daten durch die unbekannten Variablechkbeiben. Mit Hilfe der BURIER-
Transformierten der B-Splines (Proposition 2.7) erhaltérdie Gleichungen

o] =7 @0 ‘sincf—z"’4 (k=-N.....N-1) (3.5)

Diese Zusammenhange zwischen dem gegebenen Datensaterundlibkannten Koeffizienten
erlauben es uns bereits jetzt, die Verbindungen zwischemdiglichen Lésungen des Phasenrekon-
struktionsproblems zu untersuchen.

Satz 3.4 (Mehrdeutigkeit des Phasenrekonstruktionsprobl ems, vgl. [LTO8, Lemma 2.1, S. 6]).
Sei die Funktion

N-1
)= Y GBix-1)  (xeR)
n=0

mit ¢, € C und gcy_1 # 0 gegeben. Das durch f gegebene Phasenrekonstruktionspmoinl
Definition 3.1 besitze eine weitere Lésung

N-1

g0 = ) baBi(x-n)  (xeR)
n=0

mit b, € C und p by_1 # 0. Damit ist gemeint, dass die Funktion g die Bedingungen
[f(n| =g(n)] fir n=0,...,N-1 (3.6)

und
)‘:”g‘(kﬁ”)‘ fur k=-N,...,N-1 (3.7)

erfullt.
Dann haben die beiden Polynome

N-1 N-1
RO =) aZ=cva|[@-v) @jeC\{0) (3.8)
n=0 =1
und
N-1 N-1
R@ =) bnZ" =bya| [@-8) BjeC\(O) (3.9)
n=0 =1

den gleichen Betrag auf dem EinheitskrEis= {z€ C: |4 = 1}.
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Diese Eigenschaft ist aquivalent dazu, d#&s(z)| = |R(z)| # O fir ein z € T und die
endlichen Folgen

1

(@) =1 N=1) und (8(B)) " i=1....N-1] (3.10)

bis auf Permutation gleich sind.

Um den Beweis des Satzes zu fiihren, benétigen wir den aligem@egriff des gespiegelten
PolynomsP* fir ein gegebenes PolynoR) bei welchem die Koeffizienten gespiegelt sind. Dabei sei
daskomplex-konjugierte Polynowon P(2) := ,':‘;(}an Z" gegeben durch

N-1
P2 =P@ =) a7
n=0

Definition 3.5 (Gespiegeltes Polynom).  FUr das komplexe PolynorR(2) := Zr':lz‘olanz” ist das
gespiegelte Polynom*Riurch

1 N-1
% — N-1p[ =] _ =
P (Z) =Z P(Z) = nzzo aN-1-n z (Z¢ 0)

gegeben. Nach Definition ist das gespiegelte Polynom wiettekomplexes Polynom und der
fehlende Wert fiiz = 0 kann stetig ergéanzt werden.

Beweis (Satz 3.4, vgl. [LT08, S. 6f.]). Durch die Koeffizienter,, . .., cy_1 der Funktionf wird durch
(3.4) eindeutig das trigonometrische Polyn&wom GradN —1 definiert, welches den quadratischen
Betrag vonP: auf dem Einheitskrei§ beschreibt. Analog beschreibt das trigonometrische Pofyn
Ty den quadratischen Betrag vépaufI'. Stellen wir (3.5) nacfs um, erhalten wir fugy := % die
Gleichungen

— 2

|70

T =——7 (k=-N...,N-1)
|sinc§—2k

Da nung dasselbe Phasenrekonstruktionsproblem fulist, erhalten wir weiterhin die Gleichungen

|

. =-N,...,N-1).

T =

ik
|S|nC7

Somit stimmen die beiden trigonometrischen Polyndinend Ty an 2N unterschiedlichen Stellen
Uberein. Da beide Polynome hochstens den Gad. haben, misseh undTy identisch sein. Daher
gilt auch

R =R@l  @eD).
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Um die Aquivalenz zu zeigen, benotigen wir eine weitere Béltsg fiir den Betrag der Polyno-
me. Wir betrachten im Folgenden r{@|. Alle Uberlegungen lassen sich analog i} durchfiihren.

Mit Hilfe des gespiegelten Polynoms kdnnen wir den quastthgn Betrag auf dem Einheitskreis
flr &€ € [—m, ) durch

R =R () AED =R ()R () = @R ()R ()

Def. 3. 5

beschreiben. Filhren wir die Substitution= e7'¢ durch, erhalten wir

R@=ZNRER@ (e (3.12)

Da sowohl der Leitkoeffizienty_1 als auch das absolute Glieg von B ungleich Null sind,
mussen alle Nullstellen; # 0 sein. Weiterhin hat auch das gespiegelte Poly@men GradN — 1.
Mit Hilfe der Faktordarstellung (3.8) voR erhalten wir

N-1 /4 N-1
P N1 Nlen ~—yi|=0tn 1-5:2).
f()Def35 Pf( )(38) ngz Yj N-1 | ( 71)

j=1
Damit hat das Produk® P aus (3.11) die Form
N-1

R@QF@=lonal? [ [(z-7)(1-%2  (@eD).

j=1

. o =
Dieses Polynom hat offensichtlich die Nullstellepund (7;) ~ mit j=1,...,N - 1.

Fiihren wir die analoge Betrachtung fydurch, erhalten wir mit der Voraussetzu®y| = |R)|
auf dem Einheitskreis aus (3.11) die Identitat

ROF@=RORKE (z<D).

Da es sich beR (2) F'(2 und Ry(2) Ry (2 um komplexe Polynome handelt, gilt diese Gleichung eben-
falls auf ganzC. Somit sind die beiden Polynome auf gabigleich und haben damit auch dieselben
Nullstellen. Also sind die endlichen Folgen

(@) i=2N-1) und (g (F) i i=1...N-1)

bis auf Permutation gleich. Nach Voraussetzundrist 0 undRy # 0, damit existiert eirzg € I mit
[Pt (20)| = |Ry (20)] # O

Fur die Ruckrichtung kénnen wir voraussetzen, dass digaredi Folgen (3.10) bis auf Permuta-
tion gleich sind. Damit haben die Polynome

N-1
ROP® =lenal [ [(z-7)(1-7;2)
j=1
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und
N-1

R@AR® =Ibx-aP | | (z-5)(1-5;2)

j=1
die gleiche Nullstellenmenge. Somit sind diese bis auf eiméiplikative Konstante gleich und wir
erhalten

ROF @ =R R 2.

Multiplizieren wir diese Gleichung mit*~N und wenden (3.11) an, bekommen wir i T
2 _ . - « 2
R@" =Z2"ROP@ =2 " RORD = |RA[.

Nach Voraussetzung sind die Betrage auf dem Einheitskileisifizy € I" gleich. Daraus folgtr = 1
und die Gleichheit der Betrage véh und Ry auf dem gesamten Einheitskréis m|

Bemerkung 3.6. (i) Nach Satz 3.4 gehort zu jeder Losung des Phasenrekétistrsproblems ei-
ne Permutation der Nullstellen-Folge (3.10). Da es nuriehdliele mégliche Permutationen
einer endlichen Menge gibt, kann unser Problem nur endiiele wicht-triviale Lésungen be-
sitzen. Als triviale Losungen sind in diesem Fall Rekorigiomen gemeint, die sich nur durch
Skalarmultiplikation oder komplexe Konjugation voneidanunterscheiden.

(i) Theoretisch sind wir nun in der Lage, aus einer gegebdrissung des Phasenrekonstruktions-
problems alle anderen Lésungen zu konstruieren. Prakissdmeses allerdings kaum mdglich,
da wir die Nullstellen des Polynont bestimmen missten und dieses im Allgemeinen einen
sehr hohen Grad besitzt. Weiterhin liefert eine Permutadier Nullstellenmenge nicht automa-
tisch eine weitere Lsung, da die Koeffizienten des korgtiem Polynoms nicht unbedingt die
Gleichungerif(n)| = |g(n)| furn = 0,...,N — 1 im Zeitbereich erfillen missen. Dennoch be-
steht nach diesem Satz die Méglichkeit, dass ein Phasamstltionsproblem mehrere nicht-
triviale Lésungen besitzt.

(i) Far den Beweis des Satzes haben wir die Gleichungéd) {@r den Zeitbereich nicht verwendet.
Daher bleiben die Aussagen des Satzes auch erhalten, wedasiWPhasenrekonstruktionspro-
blem variieren und diese Bedingungen abschwéachen oden falssen. o

Beispiel 3.7. Mit Hilfe von Satz 3.4 kénnen wir nun ein Minimal-Beispielrfdie nicht-triviale Mehr-
deutigkeit des Phasenrekonstruktionsproblems konsruidn diesem Fall wahlen wik = 3 und
machen fur das Polynof® aus (3.8) den Ansatz

R@=(z-2)(z-3i)=2-(2+3i)z+]i

mit den Nullstelleny; = 2 undy; = 3i.
Das zweite Polynoniy konstruieren wir aus dem ersten indem wir die Nullstellenjugieren
und invertieren. Somit ha die Nullstellen

Bi=F)t=3 und =)t =2
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und die Form
R@:=(z-3)(z-2) =2 - (3 +2i)z+i.

Dies hat zur Folge, dass die beiden Folgen in (3.10) bis auh&ation gleich sind.

Um Satz 3.4 anzuwenden, bendétigen wir noch die Eigensctia$s der Betrag voR und Ry
an einem Punkt auf dem Einheitskreis gleich ist und nichsalavindet. Hierzu werten wir beide
Polynome der Einfachheit halber an der Stelle 1 aus. DadBigést

R@|=]-1+3i|=y1+1 und [R@|=]:-i=1+1%

Nach Satz 3.4 besitzen darftund R, den gleichen Betrag auf dem Einheitskreis. Das wiederum
bedeutet, dass die Transformierten der zugehérigen Spilingtionenf und g nach (3.3) identisch
sind. Somit gilt im Frequenzbereich

—~(kr _(kr .
‘f(E)“‘g(E)’ far k=-3,...,2

Wie bereits in Bemerkung 3.6.ii erwéhnt, missen wir nochBgidingungen im Zeitbereich Uber-
prufen, da diese nicht automatisch erfillt sind. Die Koedfiten vonf undg sind

CO:i Clz_z_%i =1

bo = i by = -3 - 2i b, = 1.

Offensichtlich isticg| = |bg| und|cy| = |by|. Fir die beiden Ubrigen Koeffizienten gilt

jcal = [b1] = 4+ 3.

Nach (3.1) sind damit auch die Bedingungen im Zeitbereiélilleund f undg l6sen dasselbe Pha-
senrekonstruktionsproblem.

Die beiden Lésungen gehen nicht durch Multiplikation mitesn Faktor & auseinander hervor,
da die Gleichung, = by = 1 erflllt ist. Weil weiterhin sowohty = i als auchbg = i ist, kbnnen wir
auch die komplexe Konjugation ausschlieRen. Damit hat dgel®rige Phasenrekonstruktionspro-
blem eine echte nicht-triviale Mehrdeutigkeit. o

3.3 Darstellung durch ein nichtlineares Gleichungssystem

Ausgehend von den gefundenen Zusammenhé&ngen zwischdmegegeDaten im Frequenzbereich
und unbekannten Koeffizienten der gesuchten linearen&plimktion, werden wir nun ein nichtli-
neares Gleichungssystem aufstellen. Hierzu versuchedigviGleichungen (3.5) mdglichst weit zu
vereinfachen und nach den Unbekannten aufzulésen. Der ®csiritt hierzu ist die Division durch

4
|sinc‘% . Die so modifizierten Daten im Frequenzbereich bezeichriedabei mitdc. Wir erhalten
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nun aus (3.5) die Gleichungen

|
= A—=T(&)  (k=-N...,N-1). (3.12)
(sinc%)

Als nachstes untersuchen wir das trigopnometrische Polyhipmelches durch (3.4) gegeben ist.
Hierfir definieren wire, unde_, durch die beiden Summen

N-1-n N-1-n
ey = Z CkCien U epi= Z T Cken- (3.13)
k=0 k=0

Offensichtlich unterscheiden sich die Summen nur durchtere Konjugation. Es besteht somit der
Zusammenhang

Q’] = é_n.
Mit Hilfe von e, unde_,, kénnen wir nun das trigonometrische Polynom durch das 8kaldukt

N-1 _ N1 T
TE=) ed¥= [(é ”f)n:_N] (En)ne-n

n=—N

darstellen.

Werten wirT (¢) an den Stltzstelleg, = "W” furk = =N, ..., N — 1 aus, kdnnen wir die modifi-
zierten Daterdy im Frequenzbereich durch die Matrix-Vektor-Multiplikauti

N-1 _ N-1 _ (ko Nt N-1
@R = (TENE = (¢F) @y (3.14)

=Fon

beschreiben. Die Matri¥,y erinnert dabei an die diskreteoBRIER-Transformation. Analog zu
dieser definieren wie die modifizierteoBRIER-Matrix.

Definition 3.8 (Modifizierte F  oURIER-Matrix). Die modifizierte FOURIER-Matrix Fon der Ord-
nung2N € IN ist gegeben durch

i koo N-1
F2|\| = (e' W) o
k,n=—N

Wenn es uns gelingt, die MatrbBoy zu invertieren, kénnen wir die Gleichung (3.14) nzﬁe(k),'}':‘_l,\,
auflésen. Damit erhalten wir nach Definition vepunde_, ein nichtlineares Gleichungssystem fir
die unbekannten Koeffizientan, ..., cn-1. Da die modifizierte BURIER-Matrix aus den Potenzen
der N-ten Einheitswurzeln besteht, betrachten wir auf dem Wegrmersen Matrix zundchst das
folgende Lemma.
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Lemma 3.9. Fir die Summe Uber digN-ten Einheitswurzeln gilt fur alle & Z
Nz‘léz;_nr: 2N k=0 mod A,
== 0 k0 mod N.

Beweis. Um das Lemma zu beweisen, flhren wir eine Fallunterschgicheziglichk durch. Ist
k=1-2N mit| € Z erhalten wir

Nzl EE Nz_l e Nz_l (€27)" =2N
2N = 2N = = .
n=—N n=—N n=——-NL____ |
=1n
Sollte es sich bdi um kein Vielfaches vonI8 handeln, fuhren wir zunachst eine Indexverschiebung
durch. Es gilt

N1 2 N1 2kr(n-N) 2kN AN-1 2\
Ze'z—ﬁ}"zze' N :e_IZ_N”Z(elm).
n=—N n=0 n=0

Nach Voraussetzung ist® # 1. Daher kénnen wir die geometrische Summe auswerten urmhbek
men

=1k
1
. . k
e e 1-6% o 1-(€7)
Z el 2N =@ 2N —— =@ 7N — —
n=—N l1-e= l1-e=
Insgesamt erhalten wir somit die Behauptung. -

Proposition 3.10 (Inverse modifizierte F  oURIER-Matrix). Die Matrix

-1
F2N = — F2N = N

1 = 1 (e_ik_nzr)N_l
2N 2N k,n=—N

ist die Inverse zur modifiziertdFrOURIER-Matrix der Ordnung2N.

Beweis. Wir bestimmen die Matri¥,nFay, indem wir die Berechnungen komponentenweise durch-
fuhren. FUrk,| = =N, ..., N — 1 erhalten wir

N-1 Ny | N-1 oty
_ - ke . R
[FZNFZN]HZ Ze'w.e—'wz Zel v
n=—N n=—N

Da fur alle gultigerk, | die Differenzlk — || < 2N ist, kannk — | nur ein Vielfaches vonI® sein, wenn
k =l ist. Nach Lemma 3.9 gilt somit
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= 2N k=1,
[FanFanl, = {o k1.

Mit der Skalierun% fur die Matrix Foy folgt somit die Behauptung. O

Mit Hilfe der inversen modifizierten URIER-Matrix erhalten wir aus (3.14) das nichtlineare
Gleichungssystem
(Ennon = Fan (AR - (3.15)

Da siche, und e_,, als auch die entsprechenden Zeilen Vg nur durch komplexe Konjugation
unterscheiden, haben wir redundante Gleichungen. Dies#ztiche Information verwenden wir in
der numerischen Anwendung zur Stabilisierung gegenitséden Messungen, indem wir die red-
undanten Gleichungen mitteln.

Nach der expliziten Berechnung des Vekt “y erhalten wir aus der Definition vog, und
e_p in (3.13) das komplexe Gleichungssystem m|t quadratlsmemhungen

N-1-n

L |
Z Ck Cisn =

k=0

NI =

(en+€.p) (n=0,...,N-1). (3.16)

Hierbei ist zu beachten, dass wir durch (3.1) bereits deraBeter unbekannten Variableg . .., cy 1
kennen. Diesen kénnen wir bei der Losung des Gleichunggssagstirekt nutzen oder missen ihn
durch Nebenbedingungen berlicksichtigen.

Nach [SSDO06, S. 4194] folgt aus den letzten beiden Gleichungen (2128)(3.16) eine diskrete
Version der RRSevALschen Gleichung fiir lineare Spline-Funktionen. Wegen) 8hnen wir fir
n = 0 in (3.16) die Produktec, durch|f (K)|> ersetzen. Den Wery kénnen wir mit Hilfe der in-
versen modifizierten ®URIER-Matrix durch (3.15) aus den modifizierten Daten im Freqbengich
bestimmen. Nach Proposition 3.10 ist die nullte Zeile detrMaiadentischﬁ. Somitistey die Summe
Uber die modifizierten Daten, welche wir in (3.12) definieabbn. Fassen wir unsere Beobachtungen
zusammen, erhalten wir die folgende Proposition.

Proposition 3.11 (Diskrete P ARSEVAL sche Gleichung, vgl. [SSD *06, S. 4194]). Fir die kom-
plexwertigen linearen Spline-Funktionen der Form

N-1
f(X) = chBl(x—n) (x€ R, c, € C)

gilt mit & := 3 die Identitat

N-1 , N-1 |f(§k)|
If(N)° = ==
=0 (smcfk)

zwischen Zeit- und Frequenzbereich.
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3.4 Algebraische Form fir unbekannte Koeffizienten

Unser nachstes Ziel ist es, das komplexe quadratischelatggssystem (3.16) in ein reelles zu Uber-
fuhren. In diesem Abschnitt werden wir unsere unbekannteeffizienten in der algebraischen Form
fur komplexe Zahlen darstellen. Dies entspricht dem Voegeh [SSD 06, S. 4195]. Als Ansatz fur
die unbekannten Koeffizientan wahlen wir

Ch:=an+ibp (n=0,...,N-1),

wobei sowohla, € R als auchb, € R sind.

Setzen wir unseren Ansatz in das Gleichungssystem (3.@6eHdialten wir aus den Daten des
Frequenzbereichs fiir=0,...,N — 1 das System

N—

[any

n N-1-n

\ N , 11 _
@+ D) @an +1Bn) = ) (@kdn + bibian) +1 (Bcdien = Abken) = 5 (€0 +Bn).
0 k=0

=~
I

Um ein reelles Gleichungssystem zu erhalten, konnen waedien den Real- und Imaginéarteil zerle-
gen. Hierfur definieren wir fur die rechte Seite

1Re(e, +& n=0,....,N-1,
hn = { 2 (& +&-n) (3.17)
3 Im (en_n + En-n) n=N,...,2N-1.
Damit erhalten wir fir den Realteil die Gleichungen
N-1-n \
k=0
und fur den Imaginarteil
N-1-n \
bk ak+n - a.k bk+n = hN+n (n = O, ey N - 1) (319)
k=0

Bei dem reellen Gleichungssystem handelt es sich ebemfatder um ein System quadratischer
Gleichungen mit den Unbekannteq und b,. Mit Hilfe der HANKEL-Dreiecksmatrix kénnen wir
dieses nach [SSI6, S. 4195] fiir die numerische Implementation als Matrekddr-Multiplikation
darstellen.

Definition 3.12 (H ANKEL -Dreiecksmatrix, vgl. [SSD *06, S. 4195]). Die HANKEL -Dreiecksmatrix
ist eine obere linke Dreiecksmatrix, bei welcher die Aniagbnalen mit konstanten Werten be-
setzt sind. Fir einen gegebenen Vektae (vy r’:‘z‘ol ist die zugehdrigeHANKEL -Dreiecksmatrix
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H (v) gegeben durch

Vo Vi V2 -+ VN2 VUN-1
V1 Vo V3 -+ VNn-1 0
Vo V3 Vg .- 0 0
H (V) =
VN—2 Vn-o1 O --- 0 0
VN-1 0 o .- 0 0

Fassen wir die Unbekannten in den Gleichungssystemen)(8r® (3.19) als Vektorem :=
(an)N-3 undb = (bn)N-}, und die rechte Seite als Vektbr:= (hn)2N;t auf, kénnen wir die Glei-

n=0"
chungen (3.18) und (3.19) darstellen als
(H(a) H(b)][a}éh. (3.20)
-H((b) H@/\b

Bisher beinhaltet das System nur die Bedingungen aus dequémgbereich. Fiur eine Lésung des
Phasenrekonstruktionsproblems miissen wir zusatzlicefor dass? + b2 = |f(n)|? ist. Diese Ne-
benbedingung kénnen wir mit den Vektoren
N-1 N-1 N-1
a®:=(af) . b*=(bF) _, und 7= (If(F)
beschreiben durch
a® +b% = [f2. (3.21)

Eine Mdglichkeit das nichtlineare Gleichungssystem (B.@0d die Nebenbedingungen (3.21)
in einem System darzustellen, ist nach [S8B, S. 4195] die Verwendung der zu einem Vektor
zugehorigen Diagonalmatrix.

Definition 3.13 (Diagonalmatrix).  Die zu einem Vektow := (v,) -5 zugehérige Diagonalmatrix
ist die Matrix, deren Hauptdiagonale die Elemente des Vskieinhaltet. Sie hat die Form

Vo o ... 0

) 0 Vi e 0

diagv = ) ]
o 0O ... VN-1

Mit Hilfe der zu einem Vektor zugehdrigen Diagonalmatrixi&ten wir fir die Nebenbedingun-
gen (3.21) die aquivalente Form

(diaga diagb) (z) 2R (3.22)
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Nun kdnnen wir die linken Seiten von (3.20) und (3.22) in elBlck-Matrix zusammenfassen. Fur
die numerische Betrachtung des Phasenrekonstruktidmspns filhren wir bereits an dieser Stelle
den Parameter ein, welcher spéter fir die Gewichtung der Nebenbedingugnt. Die linke Seite
hat nun die Form

H(@  H(b) a
G,°(@b)=|-H((b) H(@E) [b]
diaga u diagb

Ebenso fiigen wir die beiden rechten Seiten zusammen, wadbdiexGewichtung der Nebenbe-
dingungen ebenfalls beriicksichtigen missen. Damit isjelireinsame rechte Seite gegeben durch

h
gL = [ ] (3.23)
. u IfP

Insgesamt erhalten wir mit Hilfe der algebraischen Formdiérunbekannten Koeffizienten das
reelle nichtlineare Gleichungssystem

|
GAC (a,b) = gie. (3.24)

3.5 Exponentialform flr unbekannte Koeffizienten

Eine zweite Moglichkeit das Gleichungssystem (3.16) inreglles System umzuformen, ist die Dar-
stellung der unbekannten Koeffizienten in der Exponemtiadf Dieser Ansatz entspricht der Metho-
de, wie sie in [LT08, S. 5 f.] vorgestellt wird. Konkret wahlgvir fir die unbekannten Koeffizienten

mit ¢ € [—n, ) die Form

Chi=lchl € =|f (N (n=0,...,N-1).

Der Vorteil dieses Ansatzes ist, dass die geforderten Bedigen im Zeitbereich (3.1) automa-
tisch erfilllt sind. Daher kénnen wir hier auf Nebenbedirggm wie bei der algebraischen Form
verzichten. Setzen wir die Koeffizienten in der Exponefdrah in das Gleichungssystem (3.16) ein,
erhalten wir mit der BLERschen Forme&¥ = cosy + i sin das System

N-1-n ) N-1-n D1
Z |ckl |Cin| € (=pran) = |Ckl [Cisnl (COS(¢Kk — @k+n) + 1 SIN (YK — Pkin)) = 5 (en+ep).
k=0 k=0

Die Gleichungen kénnen wir nun wieder in Real- und Imagiibigerlegen. Die linke Seite des
reellen Systems fassen wir in Abhangigkeit des Vekiprs (¢n)\-0 zu

N-1-n
[Ckl [Cknl COS(¢K — Pksn) n=0,...,N—-1
0

k=
G (@) =1 " (3.25)

|Gkl [Ck+n-NI SIN(Pk — Pksn-n)  N=N,...,2N-1
ko0
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zusammen. Hierbei handelt es sich um ein trigonometris@leithungssystem ig. Fir die rechte
Seite des Systems kdnnen wir unverandert den Vékears (3.17) ibernehmen. Wir setzen

g :=h. (3.26)
Insgesamt liefert dieser Ansatz fiir das Phasenrekonginskiroblem das System
G=* (¢) = (G (@) " = & (3.27)

Diese Darstellung werden wir insbesondere fir die Hemegjtuon Fehlerabschatzungen benutzen.
Zusatzlich zu den Betrachtungen in [LT08] benétigen wir dig numerische Implementation eine
weitere Darstellungsform. Im Folgenden werden wir versactias Problem durch geeignete Matri-
zen und Vektoren zu beschreiben.

Um die Unbekannten in den trigonometrischen Funktionemenunen, verwenden wir die folgen-
denAdditionstheoremefir Sinus

sin(a — B) = sina cosB — cosa Sing, (3.28)

und Kosinus
cos(a — B) = cosa cosB + sina sing. (3.29)

Damit erhalten wir aus (3.25) fir=0,...,N-1

N-1-n N-1-n
GR®(@) = ) 16 [Ckenl COSPK COSPin + 10K IGkenl SN SiNGican
k=0 k=0

undfirn=N,...,2N -1

2N-1-n 2N-1-n
GEXP ((P) = Z |Ck| |Ck+n—N| SinSUk COSYk+n-N — Z |Ck| |Ck+n—N| COSpk Sin90k+n—N-
k=0 k=0

Diese Darstellungen haben einen ahnlichen Aufbau wie 3108 (3.19). Somit ist es moglich
diese analog zur Darstellung der Koeffizienten in der algisbhen Form fur komplexe Zahlen mit
Hilfe der HANKEL -Dreiecksmatrix zu beschreiben. Hierzu definieren wir détdren

N-1 . .
Ic| cose = (ICnI 'COS‘Pn)n:o und c| sing := (|cn| 'S'W”)n:o'

Die FunktionG®* aus (3.25) kdnnen wir nun durch die Matrix-Vektor-Multkgiion

Goe () = [ H (el cose)  H(d sincp)] [Icl cosm]

—H (Ic| sing) H (|c| coseg) )\ |c| sing

berechnen.
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Kapitel 4

Reqularisierungsverfahren

4.1 Gutund schlecht gestellte Probleme

Ausgehend von den umgeformten Modellen (3.24) und (3.2@8he&u wir nun praktische Lésungs-
wege fir das Phasenrekonstruktionsproblem. Bevor wirgledamit beginnen, untersuchen wir die
Gute der urspringlichen Problemstellung (Definition 3A13.Grundlage verwenden wir die folgende
Definition fur gut und schlecht gestellte Probleme, die anbWMARD zurtickgeht.

Definition 4.1 (Gut und schlecht gestelltes Problem, vgl. [L ou89, Definition 1.1.1, S. 8]). Fur
die beiden topologischen RaunYeund Z sei die AbbildungG: Y — Z gegeben. Das durcG
beschriebene Problem gt gestellt wenn

i) G(y) 0 g fUr jedesg € Z eine Ldsung besitzt,
(ii) die Losungy’ € Y fiir das Problem eindeutig bestimmt ist,
(i) diese Losung stetig von den gegebenen Databhéngt.

Ist bereits eine dieser Bedingungen nicht erfiillt, haneleKich um eiischlecht gestellteBroblem.

Nach unserer Definition des Phasenrekonstruktionsprablebhen wir die Aufgabe, did unbe-
kannten Koeffizienteny, ..., cn_1 des nichtlinearen Modells aus insgesartBekannten Betragen
im Zeit- und Frequenzbereich zu bestimmen. In Beispiel Bi@&en wir bereits gesehen, dass die
Rekonstruktion abgesehen von der konstanten Null-Fumktiemals eindeutig ist. Allerdings haben
wir uns noch nicht mit der Frage beschatftigt, ob es zu jedeblEmstellung eine Lésung gibt.

Beispiel 4.2 (Nicht-Losbarkeit). (i) Die gegebenen Daten im Zeitbereich seien alle konstauti{ N
also|f (n)] = 0firn=0,...,N - 1. Damit miissen bereits alle Koeffizientey;...,cn_1 und
somit ganzf identisch Null sein. Daraus folgt, dass auch d@JRIER-Transformiertef = 0ist.
Sind die gegebenen Daten im Frequenzbereich nicht NullasPhasenrekonstruktionsproblem
nicht l6sbar.
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(i) Die Nicht-Losbarkeit ist allerdings ein generellesoBiem. Hierzu betrachten wir als zweites
Beispiel das Phasenrekonstruktionsproblemffix) := cg By (X) + ¢1 By (X — 1) mit

fOI=1f@=1

und
fem| =0, |T(-3)=|T3)

Wir werden jetzt die beiden Unbekanntegiund c; bestimmen. Augcy| = 1 folgt, dasscy auf
dem Einheitskreis liegt und eine Darstellurl§ mit ¢ € [, ) besitzt. In Beispiel 3.2.i haben
wir bereits festgestellt, dass die Multiplikation vérmit €® eine weitere Lésung liefert. Durch
geeignete Multiplikation der Koeffizienten mit'é kénnen wir somit ohne Beschrankung der
Allgemeinheitcy = 1 erreichen. Nun betrachten wir die zwei GleichungerkférO undk = -2
der modifizierten Daten (3.12) genauer. Fir unser Beispidldiese

= \/E% und |F(O)| =2

T(0)=2+C;+c1 =2(1+Recy) = 4

und
T(-m)=2-C-c1=2(1-Recy) Lo

Aus beiden Gleichungen folgt, dass &e= 1 ist. Zusammen mit der Forderufog| = 1 aus dem
Zeitbereich muss somit i,y = 0 sein. Damit haben wir das Phasenrekonstruktionsproblem
geldst, wenn die restlichen Bedingungen im Frequenziieshienfalls erfillt sind, was hier der
Fall ist.

Interessant an diesem Beispiel ist die Tatsache, dass evFFudiktionf in diesem Fall bereits
aus einem einzigen Wert des Frequenzbereich rekonstuiéranen. Die zusatzlichen Daten im
Frequenzbereich liefern somit keine neuen Informatioderigrund der teilweise redundanten
Daten und der starken Abhangigkeit zwischen diesen fuhegaits kleinste Schwankungen,
z.B. |]?(—7r)| > 0, zur Unldsbarkeit des Phasenrekonstruktionsproblems. o

Aufgrund der im letzten Beispiel angedeuteten Empfindigihééer Phasenrekonstruktion gegen-
Uber Stérungen kénnen auch kleine Schwankungen der Datéicht-Existenz der Losung flhren.
Daher ist die Stetigkeit der letzten Bedingung aus Definitidl ebenfalls nicht gegeben. Insgesamt
handelt es sich beim Phasenrekonstruktionsproblem (Eiefir8.1) um ein ,sehr” schlecht gestelltes
Problem, da es keine einzige deabhMARD -Bedingungen erfullt.

4.2 Das TIKHONOV -PHILLIPS -Funktional

In diesem Abschnitt werden wir das schlecht gestellte Rivakenstruktionsproblem regularisieren,
um die Losbarkeit des Problems zu verbessern. Da in dertRedi# gegebenen Daten aus Messungen
stammen, sind diese mit Fehlern behaftet. Das bedeuten$iidass das gegebene Problem mit grofRer
Wabhrscheinlichkeit Gberhaupt keine Losung besitzt. Somaitht es wenig Sinn das Problem direkt
Zu losen. Stattdessen werden wir die Gleichungssysterf4)(@nd (3.27) mit Hilfe der TkHONOV-
PHILLIPS-Regularisierung in Minimierungsprobleme uberfuhren.
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Da wir diese Art der Regularisierung fur beide in 3.4 und 3¥gkleiteten Ansétze in analoger
Weise anwenden wollen, fihren wir an dieser Stelle einigkitdungen ein. Fir die Funktionen
G, ¢ und G=* verwenden wir die Bezeichnur@: R™ — RM. Hier istm die Anzahl der Variablen
undM die Anzahl der Komponenten des entsprecher@eie rechten Seiten der Systeigi® und
g&*® fassen wir zugy zusammen. Der Vektor ibernimmt im Folgenden stellvertretend die Rolle der
unbekannten Variablefa, b) oderg.

Die Grundidee des iIKHONOV-PHILLIPS-Regularisierungsverfahrens ist es nach [Lou89, S. 87]
den Defekt|G (y) — gl zu minimieren. Als Norm verwenden wir hier dieJELID ische Norm de®M.
Zusatzlich wird bei diesem Verfahren ein Regularisierteigs verwendet. Dieser dient einerseits
dazu, Lésungen mit unerwiinschten Eigenschaften zu besttafd andererseits die Losbarkeit des
Minimierungsproblems zu gewahrleisten.

Definition 4.3 (T IKHONOV-PHILLIPS-Regularisierung, vgl. [Lou89, S. 87]). Gegeben ist das Pro-
blem G (y) 2 g. Das TikHONOV-PHILLIPS-Verfahren basiert auf der Ersetzung des Gleichungs-
systems durch das Minimierungsproblem

@,(y) = IG (y) - dll* + @ (y) — min.

Hierbei ist®, das TIKkHONOV-PHILLIPS-Funktional Weiterhin nennen wir die strikt konvexe
FunktionQ (y) denStraftermund« > 0 denRegularisierungsparameter

Fir den Strafterm desiKHONOV-PHILLIPS-Verfahrens verwenden wir dieUkLID ische Norm
desR™. Explizit setzen wir

a():=y-v|;

mit einer im Vorfeld bekannten Approximation der LosupgDiese werden wir spater mit einer
Multilevel-Strategie aus den gegebenen Daten selbst koestn. In unserem Fall erhalten wir das
TIKHONOV-PHILLIPS-Funktional

®.(y) = IGY) - g3 +aly -V (4.1)

Der Regularisierungsparametedient zur Gewichtung des Defekts und des Strafterms. Fér ein
gegebene Approximationhéngt das Ergebnis des Verfahrens woab. Damit ist die Wahl des Para-
meters besonders kritisch. Sind die Daggmur geringfligig gestort, sollten wir nach [Lou89, S. 88]
ein kleinese wahlen. Damit wird der Einfluss des Defekts erhdht. Haberhimigegen sehr fehlerbe-
haftete Daten, so werden mit einem groRetetie Zusatzinformationen starker berticksichtigt. Das
setzt allerdings voraus, dass in diesem Fall eine gute gippative Losung vorliegt.

Insgesamt kénnen wir mit derikHONOV-PHILLIPS-Regularisierung die wahrscheinlich nicht-
l6sbaren Gleichungssysteme (3.24) und (3.27) durch diénhinungsprobleme

®,(y) = min
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ersetzen. Die Frage ist nun, ob die Minimierungsproblemefigere unterschiedlichen Ansatze L6-
sungen besitzen.

Proposition 4.4 (Existenz des Minimums).  SeiG eine stetige Funktion, dann besitzt dBgHO-
NOV-PHILLIPS-Funktional (4.1) ein Minimum.

Beweis. Seis = infyerm @, (y). Das TIKHONOV-PHILLIPS-Funktional kann nach unten durch den
Strafterm

®.(y) > ally - V>

abgeschatzt werden. Allg|| — o folgt somit®,(y) — co. Mit der Koerzitivitat von®, kdnnen wir
jetzt eine kompakte Kugéd umy mit ®,(y) > sfiry € R™\ K finden. Damit existiert eine Folge
Ynnew IN K mit (@,(Yp))new — S Aufgrund der Kompaktheit voK besitzt diese eine konvergente
Teilfolge (yn,),_, = Y- Aus der Stetigkeit unseresRHONOV-PHILLIPS-Funktionales filr ein ste-
tigesG folgt, dass®,(y") = sist. Somit wird das Minimum an der Stef§§ angenommen und wir
erhalten die Behauptung. m|

4.3 Das GAuss-NEwWTON-Verfahren

Um das TKHONOV-PHILLIPS-Funktional (4.1) zu minimieren, werden wir wie in [SS0OB, S. 4196]
und [LTO8, S. 9] das Guss-NEwTON-Verfahren verwenden. Hierbei wird sukzessive eine lienat
folge y® fiir k e INg bestimmt, indem die FunktioB linearisiert und das entstandene Minimierungs-
problem gel6st wird.

Da unsere Funktione@;° und G™* differenzierbar sind, kénnen wir dieaYLOR-Entwicklung
erster Ordnung an der Entwicklungsstaif€ durchfithren. Das heiRt, wir approximieren die Funktion
durch

G(y) ~ G(y¥) + I (Y¥) (y - y¥),

wobei wir die AcoBl-Matrix von G mit Jg bezeichnen. Nun ersetzen wir bei unsererHDNOV -
PHILLIPS-Funktional (4.1) die Funktiof durch ihre Linearisierung. Auf diesem Wege erhalten wir
das neue Funktional

) = 6 () + 3o (v¥) (v - y¥) - g + o Iy - @2

Der Strafterm der Regularisierung sorgt dafiir, dass eshiamhum eine quadratische Funktion
handelt. Weiterhin sind durch die Linearisierung alle Kia&nten der quadratischen Terme positiv.
Daher gibt es ein eindeutiges Minimum des linearisierteablems und die Iterationsfolge

y® D = argmin{@¥(y) : y € R") “3

ist wohldefiniert. Formal ist die Existenz des Minimums duRroposition 4.4 gewahrleistet.
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Proposition 4.5 (G Auss-NEWTON-Iteration, vgl. [SSD 106, S. 4196]). Die GAUSS-NEWTON-Ite-
ration (4.3) kann mit Hilfe der Iterationsformel

(196 (O] 36 (%) + at ) ay £ [36 (y9)]" (6 (v9) - 0) + (¥ -7)

und
y(k+l) - y(k) _ Ay

durchgefuihrt werden.

Beweis. Das Funktional (4.2) ist eine quadratische Funktion. Détetiese differenzierbar und das
Extremum kann Uber die Ableitung bestimmt werden. Nach &sitipn 4.4 muss das Extremum das
gesuchte Minimum sein.

Den Gradienten voﬂ)&k) : R™ — R bestimmen wir komponentenweise durch Ableitung nach den
munbekannten Variablen. Die Komponenten der vektorwantfenktionG : R™ — RM bezeichnen
wir nachfolgend mitG,, firn = 0,..., M — 1. Mit der Kettenregel und der Definition desclosi-

Matrix
)M—l,m—l

n=0,j=0

folgen die partiellen Ableitungen

00 (y) _ K ([0 v
ij _ nzz(:) (z(a_yj G, (y(k))) ) [G (y(k)) +Jg (y(k)) (y _ y(k)) _ g]n) + 20 (yj - yj)

(B 0M) 36 () (- y¥) ) 203y 57

M-1

e,

Setzen wir die Komponenten des Gradienten zusammen, ehvit fir die Minimalstelley®*1) das
Gleichungssystem

arad@®(y V) = 2[3 (yO)|" (G (1) + o (y®) (v - y¥) - g) + 20 (D ~5) L 0. (4.9)

Um nun die lterationsformel herzuleiten, definieren wir Differenz
Ay = y® _ D),
Jetzt ersetzen wigk*1) in (4.4) durch diese Differenz und bekommen das aquivalSgpstem
2[3s (1)1 (6 (%) - 96 (¥) -y - g) 20 (40 - ay =3) Lo

Die Division durch 2 und das Zusammenfassen n&gliefert das gesuchte Gleichungssystem aus
der Behauptung. m|
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Die Iterationsfolge des @sss-NEWTON-Verfahrens kdnnen wir somit schrittweise durch das L6-
sen von linearen Gleichungssystemen bestimmen. Fir diemsche Implementation bendtigen wir
allerdings noch eine explizite Darstellung decdsi-Matrix fur die verschiedenen Ansatze. Dafir
benutzen wir die oberedepPLITz-Matrix.

Definition 4.6 (Obere T OEPLITZ-Matrix, vgl. [SSD %06, S. 4195]). Die obere TOEPLITZ-Matrix ist
eine obere rechte Dreiecksmatrix, bei welcher die Nebgodiaen mit konstanten Werten besetzt
sind. Flr einen gegebenen Vektor= (vn)N ist die zugehorige oberd oEPLITZ-Matrix T (V)
gegeben durch

Vo Vi V2 -+ VN-2 VN-1

0 vo i -+ WN-3 WN-2

0 O Vo - VN-4 Vn-3
T(V) =

0O 0 0 --- v Vi

o o o0 .- 0 Vo

Lemma 4.7 (J AcoBI-Matrix fiir die algebraische Form, vgl. [SSD 106, S. 4195]). Die  Funktion
G,,° besitzt die Ableitung

H@+T(@ H(b)+T(b)
JG;’;\LG (ab)=[{-HMm)+T((b) H@-T(@].
2u diaga 2u diagb

Beweis. Bei der Bestimmung der Ableitung unterscheiden wir sechie etsprechend der sechs
Blocke der in Lemma 4.7 angegebenen Matrix. Um weitere ugadtallunterscheidungen zu ver-
meiden, vereinbaren wa, = 0 undb, = O fiir die Indicesn € Z, welche den BereicfD, ..., N — 1}
verlassen.

Als erstes differenzieren wir die ,reellen Gleichungenﬁ\@zLG nach den Variabler; undb; mit
j=0,...,N=1. FUrn=0,...,N -1 erhalten wir

9 ALG P N-1-n
(98. G ab) = aaj Z A Aken + b Byin | = @jin + @jn
k=0

und

9 N-1-n
GALG (ab)=— { Z Ay An + bk bk+n} = Djin + bjn.

ab ﬁbj —

Nun widmen wir uns den ,imaginaren Gleichungen* \@QLG. Das Differenzieren nach den Varia-
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blena; undb;j liefert firn=0,...,N - 1 die Gleichungen

9 9 N-1-n
a_aj Gﬁ,ﬁm (a b) = a_aj [ kzzcl) bk akin — a bk+n} = =Dj4n + bj_n,

und

9 9 N-1-n
a_bj GZI:[(\BHn (ae b) = (9_bj [ Z bk Aern — Ak bk+n] = 3j+n — @j-n-
k=0

Zum Schluss leiten wir die ,Nebenbedingungen“ des ProblamaMit dem KRONECKERSymbol
giltfirn=0,...,N-1

0 0
a_aj Gzlme (a.b) = a_aj# (ar21 + bﬁ) =2u8jdjn
und 5 5
— 2 2\ — 5.
f)_t)j Gzl:zGNJrn (ae b) = (9_bj'u (an + bn) - 2/J bj 6J,n-

Fassen wir die Ableitungen zu Blécken zusammen, ergebepdditiven Indexverschiebungen
j + n die HANKEL-Dreiecksmatrix. Entsprechend liefern die negativen Xmdeschiebungerj — n
die obere DEPLITZ-Matrix. Das KRONECKERSymbol erzeugt eine Diagonalmatrix. Setzen wir die
einzelnen Bldcke zuratoBi-Matrix zusammen, bekommen wir die Behauptung. ]

Lemma 4.8 (J AcoBI-Matrix fiir die Exponentialform).  Die FunktionG®" besitzt die Ableitung

H (/c| sing) + T (Ic| singp) —H (|c| cosg) — T (|c| cose) | diag(|c| cose)
JGEXP ((p) = ) [ ) 5

H (lc| cosg) — T (Ic| cosg)  H (|c| sing) — T (|c| sing) )\ diag(|c| sing)

Beweis. Zur Ubersichtlichkeit vereinbaren wic,| = O fiir die Indicesn € Z, welche den Bereich

{0,..., N -1} verlassen. Wie fur die algebraische Form werden wir diellgaaind imaginaren Glei-

chungen” separat differenzieren. AnschlieRend verwemdewieder die Additionstheoreme (3.28)
und (3.29), um die Anzahl der Auswertungen von Sinus- undriKis$unktionen zu verringern.

Auf diesem Wege erhalten wir mit= 0, - - - , N—1 fiir die ,reellen Gleichungen” die Ableitungen
N-1-n
0 0
— G (¢) = — Cxl |Cisnl cOS(k —
7¢O () i, ;} |Ckl ICksnl COS(¢k — @Ksn)
= — [cj| [cjen| SiN(4] = 9jen) + [cin] [ci] SiN(pj-n — ¢5) (4.5a)

= [cj|[cj+n| (sing; cospjn — cOsp; Sing;.n)

+[cjn| |ci| (singj-n COSP] — COSP; nSing))

(Icj+n| Sin@j.n + [cj-n| Singj-n)|cj| cosg;

= ([cjn] cOS@j4n + |Cj-n| COSPj_n) [cj Sing; (4.5b)
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und fur die ,imaginaren Gleichungen*

d g (N&" .
der GRin (@) = 3o | 24 |Gkl ICkenl SIN (K = Pkan)
= [ci] [cj+n] cOS(6} = @j4n) — [cjn| [cj| cOS(¢jn - ) (4.6a)

= cj| [cjn| (cosw COSpjn + SiNg; singojm)

— [cj-n] [cj| (cOSpj-n COSE; + singj s sing;)

= ([cjn| cosgjin —[cj-n] cospj-n) [cj| cose

+ ([cjn] SiN@jen = [Cjn| Singjn) [cj| sing;. (4.6b)

Wie bei der Darstellung vo&= als Matrix-Vektor-Multiplikation fassen wir die Tern+ej| COSy;
und |c,-| sing; wieder zu Vektoren zusammen. Die Indexverschiebungen.&bj4ind (4.6b) konnen
wir wie bei der Ableitung fUr die algebraische Form wiedet der HANKEL -Dreiecksmatrix und
der oberen BEPLITZ-Matrix identifizieren. Der Unterschied ist hier allerd;yglass die Matrizen
spaltenweise mifc;| cosy; oder mit|cj| sing; multipliziert werden. Die spaltenweise Multiplikation
kdnnen wir durch Multiplikation mit einer Diagonalmatrion rechts darstellen. Fassen wir alle Teile
in einer Blockstruktur zusammen, erhalten wir die Behangtu O
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Kapitel 5

Multilevel-Strategie zur
Phasenrekonstruktion

5.1 Approximation auf unterschiedlichen Leveln

Der gréRte Nachteil unsererkHONOV-PHILLIPS-Regularisierung ist, dass wir in (4.1) eine hin-
reichend gute Naherungslosupiggoraussetzen. Diese ist uns allerdings in den meistenrFaidat
gegeben. Unser nachstes Ziel ist es daher, eine sinnvalléhimneichend gute Approximation der
Ldsung aus den gegebenen Daten zu konstruieren.

Fir jo, J € INmit 3 < jo < J betrachten wir die Menge der Levgb, . . ., J}. Um die nachfolgende
Multilevel-Strategie durchzufiihren, fordern wir fir dien2ahl der Stltzstellen aus Definition 3.1
N = 2J. Fur das Levej € {jo, ..., J} definieren wir nun die linearen Spline-Funktionen

2i-1
(9= > cnBL(27x-n)  (cineC;xeR). (5.1)
n=0
Hierbei handelt es sich um Polygonziige mit den StUtzsté(I]er‘j, ....N- ZJ‘j}.

Die Idee der Multilevel-Strategie aus [SSWB, S. 4200 ff.] und [LTO08, S. 11-17] ist, das Pha-
senrekonstruktionsproblem auf einem groben Lé&l I6sen. Hierbei wird versucht die unbekannte
Funktion f mit der groberen Spline-Funktiof) zu approximieren. Das Ergebnis wird als Naherung
y fur das néchst feinere Levghk 1 verwendet.

Je niedriger das Level ist, desto weniger StltzstellenraieeFunktionenf;. Benutzen wir die-
se zur Beschreibung der Funktidnaus Definition 3.1, entstehen entsprechend grobe Fehler. Da
folgende Lemma sagt uns, wie sich die Fehler der groben Appadion im Zeitbereich auf die
FouRIER-Transformierte auswirken.

Lemma 5.1 (Abschatzung des Approximationsfehlers im Freque nzbereich, vgl. [LT08, S. 11]).
Sei die Spline-Funktion; £ine gute Approximation von f im Zeitbereich. Damit ist gete

[ 1@ t@laxsn Getion...
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mit einem hinlanglich kleinem; > 0. Dann gilt fir den absoluten Fehler defOURIER-
Transformierten

[@-T©|<n (€eR).

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Definition 2.1dBRIER-Transformation) und der Drei-
ecksungleichung fir Integrale. Es gilt die Abschéatzung

fi(6) - f‘(g)| = ‘/_: fi (x) e dx - /w f (%) e-ifde‘

—00

_ ’/_:(f,- (- 1 () e—ifde‘

s/m|f,- ()= f | || dx < ;.
—00
=1

O

Bemerkung 5.2. Mit Lemma 5.1 folgt aus einer gutdrt(R)-Approximation der unbekannten Funk-
tion f im Zeitbereich eine gute®(RR)-Approximation im Frequenzbereich. o

Wir werden jetzt zwei Verfahren betrachten, wie man dasriirggiche Phasenrekonstruktions-
problem fur die Bestimmung einer Naherungslésung auf debegr Leveln umformulieren kann.
Beim ersten Ansatz wird die Anzahl der Variablen und Gleigfen des reellen Systems reduziert.
Die zweite Methode schwacht die Bedingungen im Zeit- undjiieéazbereich ab, indem einige Re-
striktionen entfernt werden.

5.2 Reduktion der Variablen und Gleichungen

Zunachst werden wir den Ansatz aus [S®B, S. 4201 f.] fir die algebraische Form verfolgen.
Hierbei wird versucht das reelle Gleichungssystéjj"i3 (a,b) 2 g, aus (3.24) schrittweise zu losen.
Dafir reduzieren wir im Leve] die Anzahl der unbekannten Variablen, indem wir diese ircBi
von 271 Unbekannten gleichsetzen. Explizit machen wir den Ansatz

ag=---= 3-23-1—1’ L. 33-23—23‘1 =i = a2J_1 (52)
| I ' :

=1aj,0 =:aj’2j71

und
bo == sz—j_l, cee b2J_2J—j == b2J_1 . (53)
|

L | L
=:ijo =b,

Fur die unbekannten Variablen des Leveks{jo, ..., J} definieren wir die Vektoren

2i_1 2i-1
aj=(ajn) o und  bj=(bjn) -
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Unseren Ansatz konnen wir auch mit Hilfe deg®NECKERProdukts® formulieren. Fir zwei
beliebige Vektorenx € RN undy € RM ist dieses nach [BSMMO06, (4.41), S. 266] definiert durch

X®Y = (X - y)Ng e RNM,

Damit entspricht Ansatz (5.2) und (5.3) fir die unbekanntariablen des Phasenrekonstruktions-
problems gerade
ai aj ® 1o und bé bj®12371.

Den Vektorl,-; definieren wir hierfiir durchys-; = (1)247%.

Neben der Anzahl der Variablen reduzieren wir gleichzaiteggAnzahl der Gleichungen des Sys-
tems im selben Verhéltnis. Unser Ziel ist es die Dimensios @&ichungssystems zu verringern,
aber die Form beizubehalten. Idealerweise erhalten wiPbasenrekonstruktionsproblem geringerer
Grol3e. Wir benutzen jetzt fur das Levidediglich die GIeichungelGZfJ_jn mitn=0,...,3-2 - 1.

Beginnend mit den ,reellen Gleichungen* formen wir diese wma wenden unseren Ansatz an.
Firn=0,...,2/ —1 haben die gew&hlten Komponenten @ in Abhangigkeit der Komponenten
vonaundb die Form

N-1-23-in

G5 (@b)= Z 8 B +23-in + b B 20-in.
k’=0

Mit Hilfe des Satzes von der Division mit Rest kbnnen wir jedee {0,..., N — 1} eindeutig durch
K =27 k+ 1 mitk e Zundl € {0,...,23] — 1} darstellen. Fiihren wir diese Substitution durch,
erhalten wir

2i-1-n23-i-1

ALG _ . . . . . .
Glo-in(@b) = Z Z A3-ik] p3-ikel423-in + P23-iket P2s-ikii20-in
kco  1-0

2i-1-n2¥-i-1

_1-
= Z Z A3- 14l B3 (en)+l + P23kt D23 ()41
pr; )

Fassen wir die Unbekannten jetzt nach (5.2) und (5.3) zusamerhalten wig-j,, = ajx und
bos-iky = bjk, solangd € {0,..., 27-1 — 1} ist. Damit sind die Variablen nicht mehr abhéngig von
und wir kénnen die innere Summe auflésen. Insgesamt bekomiinen

2i-1-n23-i-1

Gzl:zGJ—jn (aj ® 1y, bj® 123—1) = Z Z Ajk Ajkn + Djk Djken
k=0 1=0

2l-1-n
.
=2 Z ajk Ajken + ik Djkin .
k=0
L 1

=:Giljfﬁ (aj ,bj)

Die letzte Summe hat hierbei wieder die urspriingliche Foem,iitellen Gleichungen” fir den alge-
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braischen Ansatz furi2- 1 Koeffizienten. Aufgrund dieses Zusammenhangs bezeichiretie linke

Seite der Gleichungen auf dem Leyehit GﬁLJGn

Eine vollkommen analoge Betrachtung kénnen wir nun flr éedhlten ,imaginéren Gleichun-
gen*“ durchfiihren. Min = 0,...,2) — 1 erhalten wir hier fiir die linke Seite

N-1-2-in
GZL,(\;HZJ in (ab) = Z B @y 423-in — & Brrs23-in
k=0
2i-1-n2¥-i-1
Z D23-iks1 B23-i (ko) +] — Bkt P23-i (kany 41
k=0 1=0

Das Zusammenfassen der Variablen (5.2) und (5.3) liefertdie Gleichung

2i-1-n

I
G2L§+2J in (aj ® 12.]—j, bj ® 12371') =2 Z bj,k aj,k+n — aj,k bj,k+n .
k=0
L ]
GALG
y121+n( -bj )

Die Summe kdnnen wir als ,imaginére Gleichung“ eines kleneProblems auffassen. Aufgrund

dessen bezeichnen wir diese @ft>,, .

Als Letztes widmen wir uns den Gleichungen, welche die Nbbdimgungen des Problems be-
schreiben. Diese haben fii= 0, ..., 2] — 1 die einfache Struktur

G;/T§N+2J in (a’ b) (aZJ in 2J Jn)

Das blockweise Zusammenfassen der Unbekannten (5.2) uidfigart in diesem Fall lediglich zu
einer Variablen-Substitution. Wir erhalten

GAL

12N+ 2 Jn(aj ® 1y-j,bj® 123-1) = ,u(&in + bin) .

e — |

GAII? 2i +n(aj’bj)

Damit stimmen fir die Nebenbedingungen die linken SeiterGdeichungen mit denen eines grdbe-

ren Problems Uberein. In Analogie zu den restlichen Faleaeichnen wir diese m(BALfZ ol any

Insgesamt erhalten wir mtsﬁff = (GﬁLJGn) 32 ! die linke Seite fur ein Phasenrekonstruktions-
problem niedrigerer Dimension. Allerdings mussen wir losichtigen, dass die Umformungen der
sreellen und imaginaren Komponenten“ zusatzlich den Fakto besitzen. Daher dividieren wir die
entsprechenden Gleichungen durch!2Auf diese Weise erhalten wir fir das Leviek {jo, ..., J}
auf der linken Seite des reduzierten Systems die TermeriiPlasenrekonstruktionsproblem mit 2

komplexen Koeffizienten.

3.
Die rechte SelttgALG = (gﬁLJGn) ' des reduzierten Systems erhalten wir durch Auswéahlen der

entsprechenden Komponenten des urspringlichen SysteéenseHniissen wir beriicksichtigen, dass
wir einige Gleichungen durch den Faktdrdlvidiert haben. Insgesamt ist die rechte Seite des redu-
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Zierten Systems durch

217 n=0,...,2.-21 -1,
gic = |2 uztn (5.4

S in n=2+1..3.21-1

gegeben.
Damit liefert der Ansatz aus [SSD6, S. 4201 f.] fir das Level € {jo, ..., J} das reelle Glei-
chungssystem
aG ! A
Gui = 9uf-

Da dieses System exakt die Form eines Phasenrekonstrggtadriems mit 2 Koeffizienten in der
algebraischen Darstellung besitzt, kbnnen wir es mit d&eHONOV-PHILLIPS-Regularisierung und
der GAuss-NEWTON-Methode I6sen.

Die Lésung a’j*, b’;) des Gleichungssystems interpretieren wir nach [SEDS. 4202] als linearen

Polygonzug
2i-1

(0= Y (a,+ibj,) Bi(27x=n).

n=0

Dieses Vorgehen ist insofern sinnvoll, da wir fir den Zeaigieh nur die Nebenbedingungen
|ajn + bjn| = |f (ZJ‘jn)|

furn=0,...,2/ — 1 ilbernommen haben.

Die so konstruierte Spline-Funktiof) verwenden wir als Approximation fur das néchst feinere
Level. Wiederholen wir dieses Vorgehen, erhalten wir begid mit dem Levelp eine Reihe von
Approximationen. Das Ergebnis des feinsten Leudlsfert dann eine Naherungslosung des Phasen-
rekonstruktionsproblems. Insgesamt erhalten wir furatiednsatz den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 5.3 (Multilevel-Strategie, vgl. [SSD  *06, Algorithm 4.2., S. 4202]).
Gegeben: Dimension und feinstes Level N = 2 grobstes Level 3 < jo < J, Daten des Phasenre-

konstruktionsproblems

If(Ml (n=0,...,N-1) und ‘fA(k_l\;r)

Parameter ¢ > 1 und Regularisierungsparameter a > 0.

(1) Berechne den Vektor gﬁLG aus (3.23) mit Hilfe der inversen modifizierten FOURIER-Matrix aus den

modifizierten Daten ((3.12), (3.15) und (3.17)).
(2) Fir das aktuelle Level j = jo bestimme eine Naherungslosung (a]-‘o, b]-‘o) folgendermaRen:

(2.1) Wahle eine Approximation (5109510) der Losung. Dies kann zum Beispiel durch

Qjon = |f (Z‘Hn)| und Bjo,n =0
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2.2)

(2.3)

firn=0,...,200 -1 geschehen.

Bestimme die rechte Seite gzLJC; fiir das aktuelle Level jo aus dem vorberechneten Vektor
g, mit (5.4).

Minimiere das TIKHONOV-PHILLIPS-Funktional Qa(ajo,bjo) mit dem GAUSS-NEWTON-
Verfahren (Proposition 4.5 und Lemma 4.7). Als Startwert fur das GAUSS-NEWTON-
Verfahren wahle die approximative Ldsung, also (agg), bﬁ?) = (ajo’Bjo)' Wir erhalten die
gesuchte Naherungslésung (a]-‘o, b]-‘o).

(3) Fur die restlichen Level j = jo+ 1,..., J bestimme eine Naherungslésung (a’jk, b]‘) folgenderma-

Ren:

(3.1)

(3.2)

(3.3)

Ermittle eine Approximation ('éj,Bj) der Losung durch Verfeinerung der letzten Naherungs-
l6sung (a’j‘_l, b’jk_l). Setzefirn=0,...,2171 -1

*

Qjon = aj_1n und bjon =D

£

j-1n°

sowie
A2kl = 5 (aj—l,k + aj—l,k+l) und  Djo = > (bj—l,k + bj—l,k+l)

=b*

1211 =0.

H *
mital |,
Bestimme die rechte Seite gﬁ; fir das aktuelle Level | aus dem vorberechneten Vektor

LG g
g, ¢ mit (5.4).

Minimiere das TIKHONOV-PHILLIPS-Funktional (I)a(aj,bj) mit dem GAUSS-NEWTON-
Verfahren (Proposition 4.5 und Lemma 4.7). Als Startwert fur das GAUSS-NEWTON-
Verfahren wéhle die approximative Lésung, also (aﬁo), bgo)) = (ﬁj,Bj). Wir erhalten die
gesuchte Naherungslosung (a].‘, b]‘)

Ergebnis: Der Vektor (a*,b*) = (aj, bj) liefert die Naherungsldsung

N-1

*(X) = Z(a;;+ib;) Bi(x—n) (xeR)
n=0

fur das gegebene Phasenrekonstruktionsproblem.

Bemerkung 5.4. FUr die Verfeinerung vo(a*j‘_l, b*j‘_l) in Algorithmus 5.3 verwenden wir eine lineare
Interpolation der Spline-Funktiofy_; durch die nachst feinere Funktidn Da es sich bef;_; bereits
um eine lineare Approximation handelt, ergeben sich digabinterpolationsformeln. o
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5.3 Umformulierung der Restriktionen

Eine zweite Mdglichkeit eine Multilevel-Strategie flr dakasenrekonstruktionsproblem zu konstru-
ieren, ist die Umformulierung der Problemstellung fir emdlieres Level. Das Ziel ist hierbei, in
jedem Schritt eine Spline-Funktidin zu bestimmen, welche eine Interpolation der gesuchtenrigisu
ist. Dies entspricht dem Vorgehen in [LT08, S. 11 ff.], wedstwir nachfolgend fiir die Darstellung
der gesuchten Koeffizienten in Exponentialform verfolgearden.

Konkret machen wir fir die lineare Spline-Funktion auf deavél j € {jo, ..., J} den Ansatz

2i-1
(9= [cin| €97 BL(27x=n)  mit  cjpi=|cjn| €9 e C.
n=0
. i - . 2i-1 . . .
Unsere Aufgabe ist es nun, di¢ Roeffizienten ing; := (ng’n)n:o so zu wahlen, dass sich eine

Interpolation der Lésung des gegebenen Phasenrekoristrsptoblems ergibt. Im Zuge der Interpo-
lation haben wir die Anzahl der Variablen auf den untersdiidhen Levelnj reduziert, damit kann
die Funktionf; wahrscheinlich nicht alle gegebenen Restriktionen esfilll

Darum konstruieren wir das Phasenrekonstruktionsprolfigrdas Levelj, indem wir geeignete
Restriktionen des urspriinglichen Problems auswéhlen. ditb&reich Glbernehmen wir die Bedin-
gungen

|fj (ZJ‘jn)| = |f (Z*Hn)| (n=0,...,21 —1).

Diese entsprechen genau den Stutzstellen der interpudieneSpline-Funktiorf;. Damit sind uns die
Betrage der unbekannten Koeffizienten wieder im Vorfeldainek.

Leider besitzen wir flr die Interpolatiofy keine exakten Daten im Frequenzbereich. fisje-
doch eine hinreichend gute Interpolation vbrsind nach Lemma 5.1 die Fehler im Frequenzbereich
gering. Wir ersetzen nun die unbekannten Werte durch dielggggen Daten und Ubernehmen die
niedrigen Frequenzen

| (2ka)| = |F(27%ka)|  (k=-21,...,21-1).

Diese Wahl entspricht dem Ansatz aus [LT08, S. 11]. Der Vadieser Auswabhl ist, dass alle bend-
tigten Daten der urspriinglichen Problemstellung entnomwerden konnen, allerdings erhalten wir
auf diese Weise auf den groben Leveln ein gestdrtes System.

Um das Problem auf derjiten Level zu l6sen, betrachten wir di@BRIER-Transformierte von
f;. Diese erhalten wir durch Anwendung von Proposition 2.80d 2.3.iv. Es ist

N-1 211 . _
@ =) caF[B(2T--n)](®) = 2" [Z cj,ne-inz““f] Bi(27)  (€eR).
n=0 n=0

Werten Wirfj\ an den Stellen aus, an denen entsprechend unseres AnsatBesrdge bekannt sind,
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erhalten wir

K\ i knm _j nkx ki . .
(k)6 ()- [Z . ] A P

Vergleichen wir diese Darstellung mit deoBRIER-Transformierten aus (3.2) fiM = 2! aus-
gewertet an den Stellefx = 2, , so unterscheiden sich diese nur um den Vorfakfot. 2Nehmen
wir den Vorfaktor in die gegebenen Daten mit auf, kdbnnen &8 Bhasenrekonstruktionsproblem auf
dem Levelj wie bisher in ein reelles Gleichungssystem niititbekannten umformulieren.

Beriicksichtigen wir den FaktoP2!, sind die modifizierten Daten aus (3.12) in unseren Fallldurc

2
7r
2T

- = 43 |—
(sl 22))

gegeben. Benutzen wir den Ansatz, bei welchen die komplkxreffizienten in der Exponentialform
dargestellt werden, erhalten wir flr das Leyelas reelle Gleichungssystem

(k=-21,...,21-1) (5.5)

!

G (0y) L o

Dieses koénnen wir mit derlKHONOV-PHILLIPS-Regularization und dem &Ss-NEWTON-Ver-
fahren I6sen. Die Lésung auf dejrten Level verwenden wir entsprechend unserer MultilSited-
tegie als approximative Losung des néchst feineren Level4. Wiederholen wir dieses Vorgehen
beginnend beim Levejy fur alle nachfolgenden Level, erhalten wir auf ddrten Level eine Nahe-
rungslésung des urspriinglichen Phasenrekonstruktiobkgms. Zusammengefasst bekommen wir
den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 5.5 (Multilevel-Strategie, vgl. [LT08, Algor ithm 3.1, S. 12 f]).
Gegeben: Dimension und feinstes Level N = 2 grobstes Level 3 < jo < J, Daten des Phasenre-

konstruktionsproblems

fMI (n=0,...,N-1) und ’r(k_l\JIT)

und Regularisierungsparameter a > 0.
(1) Fir das aktuelle Level j = jo bestimme eine Naherungslosung (p]-‘o folgendermallen:

(1.1) Wahle eine Approximation 6]0 der Losung, zum Beispiel 6]0 =0.

(1.2) Bestimme die rechte Seite gJE;‘P fur das aktuelle Level jo aus den modifizierten Daten (5.5)
mit Hilfe von (3.15), (3.17) und (3.26).

(1.3) Minimiere das TIKHONOV-PHILLIPS-Funktional (I)a((pjo) mit dem GAUSS-NEWTON-
Verfahren (Proposition 4.5 und Lemma 4.8). Als Startwert fir das GAUSS-NEWTON-
Verfahren wahle die approximative Losung, also (pg? = ’(Ejo. Wir erhalten die gesuchte
Néaherungsldsung (p’jko.
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(1.4) Normiere die Naherungslésung (p’jko durch
Pj, = Pjp — ((pjo)zi(rl ~Loio.-
Den resultierenden Vektor bezeichnen wir ebenfalls mit (p’jko.

(2) Fur die restlichen Level j = jo+ 1,..., J bestimme eine Naherungslésung (p’; folgendermaRen:

(2.1) Ermittle eine Approximation '(Ej der Lésung durch Interpolation der letzten Naherungslésung
(p’jk_l mit der Spline-Funktion f;. Setze firn=0,..., 2i-1_1

= — * d - . 1 * *
Pj2n = Q1 un Pj2k+1 = > ((Pj-l,k + (Pj—l,k+1)

mit Pi_g0i1 = 0.

(2.2) Bestimme die rechte Seite g?xp fir das aktuelle Level j aus den modifizierten Daten (5.5)
mit Hilfe von (3.15), (3.17) und (3.26).

(2.3) Minimiere das TIKHONOV-PHILLIPS-Funktional (I)a((pj) mit dem GAuss-NeEwTON-Verfahren
(Proposition 4.5 und Lemma 4.8). Als Startwert fir das GAuss-NEwTON-Verfahren wéahle

EO) = '(Ej. Wir erhalten die gesuchte Naherungslésung (p’jk.

(2.4) Normiere die Naherungslésung (p’f durch

die approximative Ldsung, also ¢

= o = (o 1o
¢ =@ ((pl)zj—l Lai.
Den resultierenden Vektor bezeichnen wir ebenfalls mit (p’jk.

Ergebnis: Der Vektor ¢* = (pj liefert die Naherungslésung

N-1
f*(x) = Z lcl €4 By (x=n)  (XxeR)
n=0

fur das gegebene Phasenrekonstruktionsproblem. Die Eintréage des Vektors kénnen durch Ad-

dition eines Vielfachen von 2 in das Intervall [—r, ) verschoben werden.

Hinweis: Wahrend des Algorithmus konnen Vektoren ¢ mit |((pj)k—((pj)k+l

k €{0,...,2] — 2} entstehen. Bevor die Interpolation durch den néchst feineren Spline vorge-

> g fUr einige

nommen wird, sollten diese Spriinge durch Addition eines Vielfachen von 2 entfernt werden.

Bemerkung 5.6. Nach Beispiel 3.2.i erhalten wir durch Multiplikation efrésung mit & eine wei-
tere L6sung. Wahlen wik = — ((p’j‘)zj_l, liefert die Normierung vornp]f in Algorithmus 5.5 ebenfalls
eine Naherungslosung. Die Normierung vppverhindert, dass deren Komponenten nach stre-

ben kénnen. o
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Kapitel 6

Konvergenz-Analysis

6.1 Abschatzung der Ableitungen

In den nachfolgenden Abschnitten werden wir uns mit der ogenz des GUuss-NEwWTON-Verfah-
rens flr das Phasenrekonstruktionsproblem in Zusammgnhérder Multilevel-Strategie beschaf-
tigen. Wir betrachten hierbei exemplarisch den exponiieAnsatz fir die unbekannten Koeffi-
zienten. Als Vorbereitung schatzen wir in diesem Abschtliét Ableitungen der FunktioG®" (¢)
aus (3.25) nach oben ab. Fir die Ableitung einer mehrdiroeakn Funktion verwenden wir die
operatorwertige GTEAUX-Ableitung aus der folgenden Definition.

Definition 6.1 (G ATEAUX-Ableitung, vgl. [Werl1, Definition 111.5.1.(a), S. 113]).  Seien X und Y
zwei normierte Raume. Wir nennen eine AbbilduBg X — Y GATEAuX-differenzierbarbei
Xo € X, wenn ein stetiger linearer Operafbr X — Y mit

lim G(XO + hV) - G(XO) —

Tv
h—0 h

fur alle v € X existiert. Der lineare Operatdr ist die GATEAUX-Ableitungan der Stellexg. Die
GATEAUX-AbleitungD G: X — L(X,Y) als Funktion vorx ist eine operatorwertige Abbildung.
Hierbei istL(X, Y) der Raum der stetigen linearen Abbildungen Yonachy.

Um die Konvergenz des &ss-NEwTON-Verfahrens zu gewahrleisten, werden wir benétigen,
dass die erste Ableitung vaB™® beziiglich der entsprechenden Operatornorm beschranktust
satzlich muss die erste AEAUX-Ableitung weiterhin LPSCHITZstetig sein. Durch das folgende
Lemma sind diese beiden EigenschaftenGtit” gegeben.

Lemma 6.2 (Eigenschaften der Exponentialform). Die GATEAUX-Ableitungen der Abbildung
G®®: RN — R?N aus(3.25)kénnen durch die folgenden Ungleichungen abgeschatztenerd

DG (¢)||, < V2licl3 (¢ € RV) (6.1)

|ID? G=® (g)||, < 2 V2N - 2][cl3 (¢ e RV) (6.2)
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IDG** (@) - DG (W), < 2V2N ~ 2]cli3 || — v, (p.veRY) (6.3

Hierbei ist||-||, die von derEukLIDischen Norm induzierte Operatornorm beziehungsweise die
von derEukLIDischen Norm induzierte Matrixnorm.

Beweis. Um die drei Ungleichungen zu zeigen, folgen wir gréRteatdén Abschatzungen und Um-
formungen in [LT08, S. 8]. Wir beginnen damit, dass wir disterGATEAUX-Ableitung vonG™*
bestimmen. Hierzu betrachten wir die Richtungsableitumger Stellep € RN in Richtungv € RN.
Fur die einzelnen Komponenten v@&7* konnen wir diese mit Hilfe des Gradienten darstellen. Es
gilt
. GEXP ((p + hV) GEXP ((p)
lim
h—0 h

= [gradGy” (¢)]" v

Fassen wir die einzelnen Komponenten zusammen, erhaltealsverste @TEAUX-Ableitung die
Jacosi-Matrix. Diese ist offensichtlich ein linearer Operatocheiben wir die erste Ableitung als
Funktion, bekommen wir

DG™": ¢+ (V = Jgexe (¢) V) ((p,V € RN).

Da wir die erste @TEAUX-Ableitung in diesem Fall als Matrix darstellen kdnnen dig von der
EukLiDischen Norm indizierte Operatornorm nichts anderes alSgaktralnorm fur Matrizen. Die
direkte Abschatzung der Spektralnorm gestaltet sich jedobwierig. Daher schatzen wir diese nach
oben durch die ROBENIUSNorm ||-||- ab (Proposition 2.12). Wir erhalten also

D6 (@), = [0 @l < [epe @) 6.4

Der Vorteil der RoOBENIUS-Norm ist, dass wir diese direkt Uber die einzelnen Komptereder
Matrix auswerten kénnen. In unserem Fall ist deOBENIUS-Norm

N-1N-1
gee @) = Zz[

n=0 j=0

N+n

2
]. (6.5)

Um zur ersten Ungleichung der Behauptung zu gelangen, mahatir jeden Summanden der
Doppelsumme einzeln nach oben ab. Nach Definition der Femi&* in (3.25) sind die beiden
KomponentenGg® und G{* konstante Funktionen. Somit sind alle partiellen Ablegen dieser
Komponenten gleich Null. Fir die restlichen Komponentebemewir die partiellen Ableitungen der
FunktionG®® bereits bei der Aufstellung derdoBi-Matrix in Lemma 4.8 bestimmt. Wir verwenden
hier die beiden Darstellungen (4.5a) und (4.6a). Dabeéesetdr wieder die Koeffizienten, = O fir
n¢ {0,..., N — 1}. Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhalten wir die Ungleiing

‘i
0¢j

6 N+n
2
| |CJ||CJ+n|S'”( ¢J+n) |Ci||Ci—n|Si”(¢j—n‘¢J)|
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+]lci Jejon] co8(i; — @1en) = [cial [ei] cOS(ip1-n — )|

sin(gjn —¢j)|]2

1
> leil leinl

SII’]((,D 901+n)

< 4|3l e

1 2
-4 3l I feosfer-n )| -

cos(s; ~ 1) +

|CJ| |CJ+n|

Um die partiellen Ableitungen der Komponenten \@R® weiter abzuschéatzen, verwenden wir
die Ungleichung zwischen dem arithmetischen und quadratisthigel. Fur diem positiven Zahlen

Vi,..., Vi ist diese nach [Heu06, 59.5, S. 349] durch

2 2
V14 +V, Vo4 -+ Vi Vi+---
M < 1 bzw. (

m m

gegeben. Es folgt

P 2
GEXF’ +

B
e .

? sin(soj—n —¢j)|2]

2o logoal?
2 ] ]-n

Sm(SD 901+n)

<430/ fonf

2 1 2
+5 [oj-n|” o1 [cos(i-n - ¢5)| ]

? COS(‘P] - 90j+n)

+415 > e ienl

- 2|cj|2 |cj+n|2 [(sin(¢j _ ¢j+n))2 + (cos(goj - ¢j+n))2]
+2 |Cj_n|2 |Cj|2 [(sin(goj_n - goj'))z + (COS(goj'_n - goj))z] .

Aus dem Satz desYAHAGORAS (sing)? + (cosy)? = 1 fir Winkelfunktionen erhalten wir weiterhin

< 2lcif lcisn” + 2[cinf i (n=1,...,N=-1)

Nan (tp)

Wenden wir diese Abschéatzung unter Beruicksichtigung deei@ffélle furGg* und G auf die
Komponenten der ROBENIUSNorm (6.5) an, folgt

N-1N-1 5 ’ ’ 5
[Igeee (@) < 2 lci|” |cjen|” + [cj-n|"[ci]

n=1 j=0

N- N-1 )

Z Z [Gjen” + " [cjonl

j=0 n=1 n=1

Bericksichtigen wir, dass die Summandeyf® fiur n ¢ {0, ..., N — 1} gleich Null sind, handelt es

sich bei den inneren Summen um eine Teilsumme der quadried&LiDischen Vektornorm. Das
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bedeutet, wir kénnen diese duriiti? nach oben abschatzen. Wir erhalten

N-1
2 2
Peee (@)]|z < 211 > [eif” = 211cl3.
j=0
Zusammen mit der Abschéatzung der Spektralnorm durch B@BENIUS-Norm (6.4) liefert dies die
erste Ungleichung unserer Behauptung.

Wir bestimmen jetzt die zweite & EAUX-Ableitung der FunktionG¥". Da es sich hierbei um
die GATEAUX-Ableitung der ersten Greaux-Ableitung handelt, gilt

D?G®®: RN - L(RV, L(RV, R?)).

Die zweite GATEAUX-Ableitung ist somit eine operatorwertige Abbildung in deaum der bilinea-
ren Abbildungen vomRN nachR?N.

Als Vorbereitung betrachten wir noch einmal die erster€aux -Ableitung D G, Ausgewertet
in Richtungyv ist die n-te Komponente der Ableitung durch

[DG (¢) (], = [0radGE” (@]'v  (1=0.....2N 1)

gegeben. Damit ist die erste Ableitung eine Kombinationpaetiellen Ableitungen der entsprechen-
den Komponente vo&™*. Wir leiten jetzt die einzelnen Komponenten verG®" an der Stelle
¢ € RN, ausgewertet am € RN, in Richtungw € RN ab. Hierbei benutzen wir wieder, dass wir
die Richtungsableitung in unseren Fall mit Hilfe des Skafadukts von Gradienten und Richtung
bestimmen kénnen. Es gilt

im L0radGR® (@ + hw)]' v — [gradGR” (¢)]" v
h—0 h

[gradGﬁXP (¢ + hw) — gradGE*® ()] v
h—>O h

NZ—l 3% GR% (@ +hw) — 52 GR (¢)
= » vjlim

‘ h—0 h
i=0

T

grada%j G5 (@

N-1N-1
= Vj
i

i=0 k=0 69018"0

GH® () - Wi

= VT HGEXP ((p) w.

Hierbei bezeichnelgexe (¢) = a%wk G5 (@) die HEssEMatrix dern-ten Komponente voG®®
an der Stellap. Fassen wir die GTEAUX-Ableitung der einzelnen Komponenten zusammen, folgt
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fur die zweite G\TEAUX-Ableitung insgesamt

2 —
D2 GEX- ¢ (W N (V — (vT HGEXF’ () W)nilo 1))

Um jetzt die Ungleichung (6.2) zu zeigen, untersuchen vérjpektralnorm der EsseMatrizen
Hgexe. Da es sich bei der Spektralnorm um die kleinste aller iretten Matrixnormen flr quadrati-
sche Matrizen handelt, kénnen wir diese sowohl durch di#&paals auch durch die Zeilensummen-
norm abschatzen. Weil dieg$seMatrix in unseren Fall symmetrisch ist, sind diese beidennén
identisch.

Die ersten partiellen Ableitungen der Komponenten @511 haben wir bereits in (4.5a) und (4.6a)
bestimmt. Da die beiden Komponent@y* und G{® konstant sind, sind die ersten und zweiten
partiellen Ableitungen Null. Fir die restlichen Komporemh = 1,...,N — 1 kdnnen wir diej-te
Zeile der HesseMatrix mit Hilfe der Dreiecksungleichung und der Beschiieit von Sinus und
Kosinus durch

N-1

X7

FIEP ﬁxp(tp)‘ = |lcinl ] cos{iin 1)

ey Il 01— 1) I ] cO5(is = 1)

+ ||CJ| [Cjen| cOS(¢j ~ @in)

cos(is - ¢1n)

< 2|cj-n| cj| |C°S (¢in - 901)| +2cj[[Gjen|

< 2|cj-n| [cj] + 2[ci| [cjunl

und
NZ_l 52 G2 ()| = ||C ||C |sm(¢ s )|
& awla N+n ]-n ] J=n J
— |cj-n| [ci| sin(@j-n — ¢5) = |ci| [cjn] SiN(j = @jin)
||Cj| |Cj+n| Sm( 901+n)
< 2[ci-al |ei| [sin(e5-n = )] + 2[c] [cjenl [sin(¢; - ¢1:n)
< 2| [ej| + 2[e] e
abschatzen.

Die jeweils letzte Summe der beiden Ungleichungskettemé&drwir mit Hilfe derUngleichung
zwischen dem arithmetischen und geometrischen Miigler vereinfachen. Diese ist zum Beispiel
nach [Heu06, 12.2, S. 96] fUr dia positiven reellen Zahlew,, . .., vy, durch

Vi + o+ Vi

m,
Nii -+ Vm <
m m

gegeben. Damit folgt min = 2 undn # 0 die Ungleichung

2[cj-nl il + 2]ci] [eian] = 2Jeinl” [ + 2[eil fejen]

ROBERT BEINERT WS 2012/13
Matr-Nr: 11135384



Master-Thesis (Studiengang: Mathematik)
50 Kapitel 6. Konvergenz-Analysis

2 2 2 2
< lej-n|” + lei|” + [ei]” + [cjunl

N-1 5
<2 |ei|” =213
j=0

Da wir diese Abschéatzung fur alle Zeilen beziehungsweis#t&p durchfihren kdnnen, erhalten wir
furn=0,...,2N — 1 insgesamt unter Beriicksichtigung der konstanten Falle

0 n = 0 oderN,

”HGEXP ((P)Hl = HHGEXF’ ((p)“oo < {2||C||% sonst

Jetzt schatzen wir die Spektralnorm dees$eMatrizen nach oben sowohl durch die Spalten-
wie auch durch die Zeilensummennorm ab. Wir erhalten digddmeUngleichungen

||HGEXP ((p)||2 < HHGEXP ((p)”l und HHGEXP ((p)”2 < ||HGEXP ((p)”c><> .

Daraus folgt fur die Spektralnorm mit= 0, ..., 2N — 1 die Ungleichung

0 n =0 oderN,
”HGEXP ((p)”Z < \/”HGEXF’ ((P)”]_ ||HGEXF’ ((p)“oo < {2 ||C||% sonst
Mit Hilfe der HEsSsEMatrizen kdnnen wir nun beginnen die Operatornorm der temeGA -
TEAUX-Ableitung zu bestimmen. Hierzu schatzen wir zunachst dieite Ableitung in die Richtun-
genv undw ab. Unter Anwendung der A&LCHY-SCHWARzschen Ungleichung, der Vertraglichkeit
mit der Vektornorm und der letzten Ungleichung erhalten wir

2N-1

”Dz GE* () (W) (V)Hz = Z |VT Hgexe (¢) W|2
n=0

2N-1 2
< . VB [Hege (@)
n=0

2N-1 >
< > IVB[Hepe (@) Iwi3
n=0

< 4(2N - 2) [[cl3 VI3 [Iwll3 .

Bei der Abschéatzung der Operatornorm \RAGE® miissen wir beachten, dass es sich fiir eine Rich-
tungw bei D% G®* (¢) (W) um einen Operator voRN nachR?N handelt. Die Norm dieses Operators
wird ebenfalls durch die &xLIDische Norm induziert. Fur die ,zweifach” induzierte Nornr devei-

ten GATEAUX-Ableitung folgt durch

[026=* @), = sup |26 (@) W),

liwll,=1

= sup sup [D?G* () () W),

Iwllp=1Ml=1
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< sup sup 2V2N - 2|icl3 VIl [Iwll;

Iwllp=1MI=1

=2 V2N - 2|[cl3

die Ungleichung (6.2) der Behauptung.

Die letzte Abschéatzung des Satzes ist eine unmittelbargekRahg des Mittelwertsatzes flrAG
TEAUX-differenzierbare Funktionen. Dieser aus der Funktiamaigsis stammende Satz setzt allge-
mein die normierten Raumé Y und eine offene Teilmendé c X voraus. Weiterhin sei die Funktion
G: U — Y GATeEAUX-differenzierbar und die Strecke:= {xg + Av: 0 < A < 1} sei in der offenen
MengeU enthalten. Nach [Werl1, Satz 111.5.4.b, S. 120] gilt

IG (X0 +V) = G ()l < S{fUIIOIID GENIM - (6.7)

In unserem Fall entsprict® der GATEAUX-Ableitung vonG®®, daher istU = X = RN und
Y = L(RN, R?N). Somit liegt die Strecké := {(1- )y + ¢ : 0 < A < 1} offensichtlich immer in
U. Mit xg = y undv = ¢ — y folgt aus dem Mittelwertsatz und der bereits gezeigten Afisting
(6.2) fur die zweite GTEAUX-Ableitung die Ungleichungskette

”D GEXP ((P) -D GEXP (W)” < SEUIDHD2 GEXP (E)” ”(P - W”
(S
<2V2N = 2/clZ||e - v

Damit haben wir auch die letzte Aussage der Behauptung@fezei m|

6.2 Verallgemeinertes Diskrepanzprinzip

Bisher haben wir flr die Guss-NEWTON-Iteration aus Proposition 4.5 noch kein Abbruch-Kriteri-
um definiert. Um ein sinnvolles Kriterium zu finden, betrachtvir die Phasenrekonstruktionsproble-
me auf den unterschiedlichen Leveln von Algorithmus 5.5.

Selbst wenn wir mit einem Iésbaren Gleichungssystem beginerhalten wir nach Konstruktion
der Phasenrekonstruktionsprobleme auf den untersattiediiLeveln in Abschnitt 5.3 gestorte Sys-
teme. Fir den exponentiellen Ansatz bedeutet dies, dasstatirder exakten DategF** nur eine
Naherungg®™"° besitzen. Die Storung soll dabei in deviEID ischen Norm nicht groRer alssein.
Also

||gEXP _ gEXP,6”2 <6

Aufgrund dieser Stérung wirde es ausreichen, wenn wir die<5-NEWTON-Iteration solange
durchfuhren, bis wir den Defekt auf ein &hnliches Mal? reghtiziaben. Eine bessere Lésung kénnen
wir mit den Fehlern im Allgemeinen nicht erwarten. Dieseddeird auch als Diskrepanzprinzip
bezeichnet und kann folgendermaf3en definiert werden.
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Definition 6.3 (Verallgemeinertes Diskrepanzprinzip, vgl. [ LT08, (15), S. 9]). Fur die gestbrten
Dateng®™®° brechen wir das Guss-NEwTON-Verfahren nach derhl (6)-ten Schritt ab. Hierfir
verwenden wir die posterioriAbbruchbedingung

||GEXP ((p(N((S))) _ gEXP,5 2 2
2

ST5<|

GEXP ((p(n)) _ gEXP,6 ,

fireint>1undallen=0,...,N(5) - 1.

Um die Konvergenz des &yss-NEwTON-Verfahrens fir das Phasenrekonstruktionsproblem zu
zeigen, bendtigen wir noch einige weitere VoraussetzunganBeschranktheit der Norm der Ablei-
tung haben wir bereits in Lemma 6.2 gezeigt. Weiterhin eolttie Approximation der Lésung und
der Startwerigp© hinreichend gut sein. Auf Grundlage des Diskrepanzprintigtrachten wir den
folgenden Satz.

Satz 6.4 (Konvergenz des G Auss-NEwTON-Verfahrens, vgl. [LTO8, Theorem 2.3, S. 9 f.]).
Angenommen es gelten die folgenden Bedingungen:

(i) Das exakte nichtlineare Gleichungssysteft” (¢) = g¥* aus(3.27)besitzt mindestens eine
Losungg = @' € RN.

(i) Die FunktionG®™": RN — R2N ist differenzierbar und es gelten die Abschatzungen
[pe™ @], <M, PG (@) -DGE™ W), <Lle-v], (e.veR").
(iii) Der Vektorg™® e R?N ist approximativ bekannt dura™®® mit der Bedingung

HgEXP _ gEXP,6H2 <5< 1

(iv) Die Regularisierungsfolg@r);; , erfullt die Voraussetzungen

an > O, lim an = 0, an <Ilaps1 (r > 1) .

N—oo

(v) Furdie Losungp’ des exakten SysteG3§* (¢) 2 0¥ und fir eine bekannte Approximation
der Losungy € RN ist die Quellbedingung

(PJr -@ = [JGEXP ((pT)]TV (V € RZN, [IVIl, < w)

erfullt.

(vi) Zusammen mit einem> 1 aus Definition 6.3 gelten die beiden Ungleichungen

Lo  M2w le" -, = rw
\/FLa)'l‘J?-F(\/_—_l)Z <1 und Tﬁl—m
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Dann qgilt firn=0,..., N (6) die Fehlerabschéatzung

lo” - @[], <1 Vo,

wobei N(6) nach dem verallgemeinerten Diskrepanzprinzip aus Dedimii.3 gewahlt wird. Wei-
terhin ist der Grenzwergp* der Folge

lim oNO) = .
5\0(P P

eine L6sung des exakten Gleichungssystems.

Um diesen Satz zu beweisen, betrachten wir zundchst eihe Ren Lemmata. Im ersten Lemma
werden wir zeigen, dass sich diePlscHITzStetigkeit der @QTEAUX-Ableitung in gewisser Weise
auf die Funktion selbst Gibertragen lasst.

Lemma 6.5. Ist fiir die ersteGATEAUX-Ableitung der FunktiorG: R" — R™ die LIPSCHITZ
Bedingung
IDG(9) -DGW)|, <L|e-v], (9. weR"

mit derLipscHITzKonstante L> 0 erfiillt, dann gilt die Ungleichung

6@ -G W) - D& @)@, < 5 o~ vi}.

Beweis. Als Vorbereitung fur den Beweis der Ungleichung betracht@rzunachst die Funktion

t> Gy +t(@-y)-tDG(¢) (@ -v).

Leiten wir diese vektorwertige Funktion nach der Varialilah, erhalten wir mit Hilfe der Kettenregel

%(G(\y+t((p—W))—tDG((P)((P—\I’))
=DG(y+t(¢-vy)(9-v)-DG(¢)(¢-v).

Integrieren wir die Ableitung bezlglichiiber [Q 1] komponentenweise, ergibt sich die Funktion auf
der linken Seite der Behauptung. Damit kbnnen wir diesetddes Integral ersetzen und bekommen

|G (9) - G (w) - DG (¢) (9 - W)

1
/0(DG(\u+t((p—\v))—DG(tp))(tp—\u)dt

2
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Wir werden jetzt die Dreiecksungleichung fir Integrale anden. Nach [Heu04, 167.3, S. 278]
ist diese fir jede stetige Funktidrt [0, 1] — R™ durch die Abschéatzung

1 1
/0 F(t) dt , S/o IF (Il dt

gegeben. Diese Art der Dreiecksungleichung folgt aus deweldung der ,normalen” Dreiecks-
ungleichung auf die Glieder der zugehérigereRRANNTfolge des Integrals und der entsprechenden
Grenzwertbetrachtung.

Benutzen wir nacheinander die Dreiecksungleichung fledratle, die Abschatzung durch die
Operatornorm und dielescHITzBedingung, folgt die Ungleichungskette

IG (@) -G () - DG (@) (v - W,

1
< /0 |(DG (v +t(g-v) - DG (@) (¢ - ], ct
1
< /0 (DG (v +t(@-v) - DG @), (@], ot

1
< /0 Lit=2) (@ - wl, (@ - W], et

1
Llw-wlf [ -1t

L
> e - ;-

und damit die Behauptung. o

Bei der Bestimmung der nachstern@&s-NEWTON-Iteration in Proposition 4.5 missen wir ein
lineares Gleichungssystem I6sen. Dabei hat die Matrix aufidken Seite eine spezielle Form. Die
Norm der inversen Matrix kdnnen wir durch das nachste Lendigaraein nach oben abschatzen.

Lemma 6.6 (Norm der inversen regularisierten Matrix). Fur eine beliebige reelle rm-Matrix A
gelten fur eine > 0 die Abschatzungen

H(ATA ral)”

und

Beweis. Die Matrix ATA ist symmetrisch und positiv semidefinit. Die Eigenwetie. .., Am von
ATA sind somit reell und nicht-negativ. Die zu den Eigenwertehégenden Eigenvektoren seien
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V1, ..., Vm. Multiplizieren wir die MatrixATA + o | mit den Eigenvektoren voATA erhalten wir
(ATA +a/|) -V = ATA “Vk + @ Vg = A Vi + @ Vg = (Ak + @) k.

Somit besitzt die symmetrische Matri'A + ol die Eigenwertel, + & zu den Eigenvektoren

V1,...,Vk und ist insbesondere eine positiv definite, nicht-singuliatrix. Das bedeutet, dass die
inverse Matrix existiert und diese die Eigenweﬁ% zu den urspringlichen Eigenvektoren besitzt.
Weil die Spektralnorm fiir symmetrische Matrizen gerade @puktralradius entspricht, folgt aus

0 < 337 < 7 fur alle Eigenwerte die erste Abschatzung.

. : - : -1

Fur den zweiten Teil der Behauptung mussen wir die Spektnadrder Matrlx(ATA + al) AT
abschatzen. Hierfur bestimmen wir zunachst die Singuldenger transponierten Matrix, welche
Uber die Eigenwerte der Matrix

(ATA+al) " ATA(ATA +al) . 6.8)

definiert sind. Multiplizieren wir diese Matrix mit dem Eigektor vy, k € {1,..., m} der Matrix
ATA, folgt

1 -1 A
(ATA+al) ATA(ATA+al) v = —= i
L |1 | L | (/lk + (Y)
T & T
Definieren wir die Funktion
‘Ruo o Ra  und k()= —2
K. K =,
>0 >0 (/1 + al)z

so haben die Eigenwerte der Matrix (6.8) die Farfy). Die Singularwerte vori (ATA +a I)_l
sind damit durchwx (1x) gegeben und kénnen mit Hilfe des Maximums waabgeschatzt werden.

Um das Maximum zu bestimmen, setzen wir die erste Ableikimngull. Mit der Quotientenregel
gilt
A+ a)?-21(1+ @) _a-A
(1+a)* A+ a)®
Die Funktionk (1) nimmt somit fird = a einen Extremwert an. Die zweite Ableitung verrhalten
wir durch wiederholtes Anwenden der Quotientenregel. Es is

< () = 20

—1+a)®-3@-2)+a) 22 -4a
(A +a)® C(+a)

KI/ (ﬂ,) —

Werten wir die zweite Ableitung” an der Steller > 0 aus, folgt

20 1
o)t (20)°

K (@) = - <0.

Damit handelt es sich bei dem gefundenen Extremum um dasnMi@xivonk.

Insgesamt folgt nun mit der Invarianz der Spektralnorm béeli des Transponierens und des
Maximums vork
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H(ATA ral) AT| = HA (ATA +a|)_1H < i@ = L =L
2 2 4a?  2+Ja

und somit die Behauptung. m|

Im letzten vorbereitenden Lemma betrachten wir eine Folgdghe rekursiv durch eine quadra-
tische Funktion beschrankt ist. Wir werden zeigen, das§digenglieder unter bestimmten Voraus-
setzungen selbst beschrankt sind.

Lemma 6.7 (Vgl. [BNS97, Lemma 2.3, S. 428]).  Fir die Folge(yn),,_, gelte die Abschatzung

0S7n+1Sa+b7n+Cy% (HEINQ, )/020)

mita b,c > 0. Seiz und?y definiert durch

2a _ 1-b+ v(1-b)?>-4ac
vy = und v = .
= 1-b+ (1 -b?-4ac 2c

Giltb + 24/ac < 1undyg <y, dann ist

Yn < maX{)/o, Z} (n € ]N()) .

Beweis. In [BNS97, Lemma 2.3, S. 428] wird ein allgemeinerer Fall giiter konvergenten Folge
(an) o anstatt der Konstantem behandelt. Daher konnen wir die Aussage ohne die Grenzevertb
trachtungen des urspriinglichen Beweises [BNS97, S. 428ifEn.

Die in der Behauptung definierten Konstanjeand’y sind genau die Fixpunkte der Gleichung

a+by+cy’=y.

Um dies zu zeigen, bestimmen wir die Nullstellen des Polymam (b — 1) y + cy2. Aus den Vor-
aussetzungen folgen die aquivalenten Ungleichungen

b+2+ac<1, 2vac<1-b, dac < (1-b)? und 0< (1-b)? - 4ac.

Damit ist die Diskriminante nicht-negativ und es folgt diei€kenz von zwei nicht notwendigerweise
verschiedenen Nullstellen. Die gro3ere Nullstelle emtspidabei geradg. Die kleinere Nullstelley
erhalten wir durch Anwendung des Wurzelsatzes voem¥. Es gilt

2a

"1 b+ Ja-n)?—4ac

Da alle Koeffizientera, b undc nicht-negativ sind, ist das quadratische Polynof) .= a+by+
cy? auf R nicht-negativ, konvex und monoton wachsend. Aufgrund dendfonie erhalten wir fiir

~S’||9J

Z:
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den Fall, dasy kleiner als der erste Fixpunkt ist, die Abschatzung

P <p(y)=r (reloy]).

Liegt y hingegen zwischen den beiden Fixpunkten, kdnnen wir diev&xitét vonp ausnutzen. Da
die Sehne zwischen den Fixpunkten gerade die Identitarishlten wir

pM <y  (velr7)).

Fassen wir die beiden Falle zusammen, haberpé) < max{y, v} fiiry <.
Die Behauptung folgt nun durch vollstandige Induktion. Fir= O ist die Bedingungyy <
ax{y, o} offensichtlich erfiillt. Des Weiteren gilt fim > 0 die Ungleichung

Y1 < P(yn) < max{y, yn} < max{y, yo} .
Die letzte Abschatzung erhalten wir hierbei aus der Induigvoraussetzung. m|

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir mit dem Beweis devBmenz des GUSS-NEWTON-
Verfahrens flir das Phasenrekonstruktionsproblem sedigghben.

Beweis (Satz 6.4). In[BS05, Theorem 2.1., S. 38] wird eine allgemeinere Versinseres Satzes be-
handelt. Die Konvergenzbetrachtung desuSs-NEwTON-Verfahrens wird dort flr eine nichtlineare
Funktion zwischen zwei HBERT-RAumen durchgefiihrt. Um die Aussage unseres Satzes anzeig
passen wir den Beweis aus [BS05, S. 39 f.] an unsern konkFetitan.

Zunachst definieren wir mit Hilfe demdoBli-Matrix J;exe die Matrizen®, durch

o, = ([JGEXP ((p(n))]T JgExp ((P(n)) +anl )_l

Nach Konstruktion is®, die Inverse einer symmetrischen, positiv definiten und daegularen
Matrix. Somit sind alle Matrize®,, wohldefiniert. Da es sich weiterhin b®i, um die inverse Matrix
des Gleichungssystems dea@s-NEWTON-Iteration aus Proposition 4.5 handelt, folgt

(p(n+l) _ (p(n) _ 0, {[JGEXP ((p(n))]T (GEXP ((p(n)) _ gEXP,J) + an ((p(n) (P)} (6.9)

Um die Konvergenzbetrachtung fir dass@s-NeEwToON-Verfahren durchzufuhren, bendtigen
wir eine geeignete Darstellung der Abweichung zwischenligeationsfolge und der exakten L6-
sung. Durch Anwenden der ABss-NEwWTON-Iteration und der IdentitaG=" ((pT) = ¢ fur die
exakte Losung aus Bedingung (i) erhalten wir

(p(n+1) _ (pT _ (P @n {[JGEXP( (n))]T (GEXP( (n)) EXP,5) +an ((p(n) (P)} (PT

— _®n [JGEXP ((p(n))]T {GEXP ((p(n)) EXP,8 + gEXP _ GE*® ((pT)
- JGEXP ((p(n)) ((p(n) - ¢ ) + JGEXP ((p(n)) ((p(n) - (pT)}

~ O {on (0" - ¢ + 4" - @)} + (¢ - @)
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- 00 3000 ()] (6% (6) - (0") - S (o) 4 - o)
- O [Jgee (0)]' (67° - 677) - @n fan (o' - )

-0 ([JGEXP ((p(n))]T JgExp ((p(n)) + an I) ((p(n) — (pT) + ((p(n) _ (pT)

| I
=0;!

= ~0n 3o (0] 67 (4) - 6 (4!) - I (4 4 )

- 0n[Igee ()] (67 - 67) - Onfan (¢ - F)}.

Mit Hilfe der Quellbedingung aus Voraussetzung (v) des &akdnnen wir die Differeng’ — @
im letzten Term durch dieatoBI-Matrix an der Stellap” und einen Vektow beschreiben. Es folgt

0 ==nfagen ()] (6 (4) -6 (0')~doe (4) 4 - )

-0y [JGEXP ((p(n))]T (gEXP - gEXP’5) — an0p [JGEXP ((pT)]T V.

Allerdings ist uns die Acosi-Matrix an der Stellap’ nicht bekannt. Um dieses bei den folgenden
Abschatzungen zu beheben, fligen wir weitere geeigneteeleimau. Wir bekommen

W0 =" = =00 [3gee (o) (65 (47) - 67 (') - I (47) (¢ - o)
- 0nJgee (o) (67 - )
- @[30 (@] - [Jase (4)] + 30 ()] v
- -0, [ Jgee ((p(n))]T (G () - G () - Igeer () (¢ — )}
00 [Jge ()] (67— ) g0 Igee (47) ~ Igesr ()]

—an®n [JGEXP ((p(n))]T V.

Nach diesen Umformungen haben wir eine Darstellung gefunidie die wir die Norm der ein-
zelnen Terme abschéatzen konnen. Die Dreiecksungleichndglie Eigenschaften der Matrixnorm
liefern die erste Ungleichung

62 = a'[l, = [On 3600 (#)] |6 (4) - 6 (&) - Jeze (4) (67 - ')
+|©n[3gee ()] g7 =7, + an @[3z ((p(”))]THZHVHZ
+an 1@l [3goe () - Igee ()], IVl

Fir die Terme, welch®,, beinhalten, kdnnen wir die Norm mit Hilfe von Lemma 6.6 alégzbn.
Hierbei entspricht die MatriA des Lemmas gerade dexcbBsi-Matrix von G an der Stellap™.,
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Wir haben 1
<

2" 2+an

||®n||230[—1n und ‘@n[JGExp(q;(”))]T

Da die GATEAUX-Ableitung in unserem Fall dieatoB1-Matrix ist, folgt aus Bedingung (ii) des
Satzes

||JGEXP ((pT) - JGEXP ((p(n))Hz <L ||(p(n) - (pT”

und zusammen mit Lemma 6.5

™ (a") -6 ) - (4) (0 ') = 3 o -4 .

Nach Voraussetzung (iii) is}FgEXP - gEXF”‘SH2 < ¢ und weiterhin gilt nach der Quellbedingung (v)
die Beschrankungv|l, < w. Wir bekommen insgesamt die Abschéatzung

1
6+\/a

2van 2

; L
o™ - ¢, < e o _q;”;Jr w+Lo|e™ - ¢, (6.10)

Wir werden jetzt eine Abschéatzung fur den Paramétkerleiten. Nach dem Diskrepanzprinzip
aus Definition 6.3 gilt

2

TS < ”GEXP (™) - g™ far  n=0,...,N(5) -1

2
Wieder mit der IdentitiG=* (¢) = g® aus Bedingung (i) ist

ﬁ < ||GEXP ((p(n)) _ GE® ((PT) + gEXP _ gEXP,6 2

2

< ||GEXP ((p(n)) _GF® ((pT)||2 + ”gEXP _ gExp,(S”Z.
Wenden wir den Mittelwertsatz (6.7) auf den ersten Term deschatzung an, erhalten wir

Vo < sup|D G2 (), [l - @], + [|o™® - g, -
&el

Hierbei istl die Strecke zwische@™ undeg’. Da die Operatornorm der erste@AUX -Ableitung
nach Voraussetzung (ii) und der Datenfehler nach Voramssgt(iii) beschrankt sind, folgt

Vs <M H(p(”) - (pT”2 + 0,

beziehungsweise
Vr6 -5 < M® - ¢,

Nach Voraussetzung (iii) igt < 1. Wir schatzen die letzte Ungleichung nach unten ab undterha

Va(VF - 1) < VB (V7 - V6) < M e - o],
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und die Schranke

™ _ ot
§< Mz—”(p il |2|2.
(ve-1)
Wenden wir die Abschéatzung farauf die Ungleichung (6.10) an, folgt
, 1 |L M? 12 , Vanw
(n+1) F (n) f ()] f
lo™? - '], < >+ lo - @', + Lo [lo - o, + :
M _¢pt
Wir definieren nuny,, = %. Mit der Bedingungﬁ < r aus Voraussetzung (iv) erhalten wir
r{L M2 r
yn+1si =+ y%+Lw\/Fyn+ﬂ (n=0,...,N(0)-1). (6.11)
2|2 (\/;_1 2 2
L | | |
= =b =a

Um Lemma 6.7 anzuwenden, Uberprifen wir zunéchst dessamd&etzungen. Hierfur definieren
wir die Koeffizientera, b undc entsprechend der letzen Ungleichung. Aus Voraussetzuperfalten
wir einerseits die erste Bedingung des Lemmas

L M?2 L M2
b+2\/§3=Lw\/F+2 r—w[—+—]:\/FLa)+ 70)_’_—0)2 <1
(ve-1)

und andererseits die ldentitat

2a Z% o Vre
1-b 1-Lwvr 1-Lowvr

Weiterhin folgt aus Voraussetzung (vi) die Abschatzgmg |.
Fur die zweite Bedingung des Lemmas untersuchen wir die tidotesy. Wir haben

1-b+ \/(1—b)2—4ac> 1-b  (1-b)?

2C ~ 2  2c(1-b)’

7=

Da aus der bereits gezeigten Bedingling2+/ac < 1 die Ungleichung 4c < (1 — b)? folgt, gilt

_ 4ac 2a
= =
2c(1-b) 1-b

=1 > yp.
Weiterhin kbnnen wir auch die zweite Konstatztm Relation zu setzten. Es ist

2a 2a
y = < =1.

1-b+V(1-b?-4ac 1-b

Da wir sichergestellt haben, dass alle Bedingungen fir Lar@m erfullt sind, kénnen wir dieses
nun anwenden. Weil nicht nyg < |, sondern auch < | ist, erhalten wir insgesamt
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Yn < max{yo, Z} <l

Aus der Definition vony, folgt nun direkt die erste Behauptung des Satzes

lo” - ™|, <1 Van

firn=0,...,N(5).

Fir die noch fehlende Grenzwertbetrachtung stellen wir, figss die FolgeN (6) fir 6 N\, O
nicht fallend ist. Es kénnen zwei Félle eintreten. Im ergtah ist die Folge nattrlicher ZahleX (5)
konvergent und damit irgendwann konstant. Also bilfs) = No fir alle 6 < 6. Fir einen festen
Startwert ist die @Guss-NEWTON-Iteration (6.9) eine stetige Funktion §¥®°. Aufgrund der festen
Anzahl an Iterationsschritten kénnen wir damgitVo) ebenfalls als stetige Funktion der Variablen
g9 auffassen. Nach dem Diskrepanzprinzip aus Definition 6t3 gi

Dies impliziert, dass der Grenzwert der numerischen Losnres @Quss-NEWTON-Verfahrens

2
2S76\,O.

GE® ((P(NO)) _ gEXP,5

ng) (p(NO) (gEXP,é)

in Abhangigkeit der fehlerhaften Datg?™ eine Losung des exakten Gleichungssystems ist. Die
Existenz des Grenzwertes ist aufgrund der Stetigkeit dektian ¢ (gEXP"S) sichergestellt.

Im zweiten Fall ist die Folg&l (6) unbeschrankt fis ~\, 0. Dann gilt nach Voraussetzung (iv)

lo" — ™|, <Ivan O  fiur §\,0
In diesem Fall erhalten wir somit den Grenzwert

lim oMN©) = of

o ' '
fur die Iterationsfolge des 8Jss-NEWTON-Verfahrens. Fassen wir die beiden Falle zusammen, folgt
die Konvergenz der Folge gegen eine Losgrigles exakten Gleichungssystems und damit auch die
letzte Behauptung des Satzes. m|

Fur den Fall, dass wir ein Phasenrekonstruktionsprobletrexaikten Datend( = 0) betrachten,
folgt auf gleiche Weise wie Satz 6.4 das folgende Korollar.

Korollar 6.8 (Konvergenz des G Auss-NEwWTON-Verfahrens, vgl. [LT08, Corollary 2.4, S. 10]).
Angenommen es gelten die folgenden Bedingungen:

(i) Das exakte nichtlineare Gleichungssyst&ft” (¢) 0 g aus(3.27)besitzt mindestens eine
Losungg = @' € RN.
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(i) Die FunktionG®™": RN — R2N ist differenzierbar und es gilt die Abschéatzung
IDG™*(q) - DG (W, <Llle-w], (e.weRY).

(i) Die Regularisierungsfolgéxn),”, erfillt die Voraussetzungen

an > O, Ilm (In = O, an S ran+1 (r > 1) o
n—oo

(iv) Firdie Losungp’ des exakten Systei@§*® (¢) = g™® und fiir eine bekannte Approximation
der Losungy € RN ist die Quellbedingung

¢ -5=Peer @)V (RN, <)
erfullt.

(v) Es gelten die beiden Ungleichungen

[Lw lo -, Vi
\/F(Lw+ 7]<1 und oo <l:= LoV

Dann gilt unter Verwendung der exakten Datglf furn=0,1,2... die Fehlerabschéatzung

" - ™|, <1 an.

Beweis (Vgl. [LT08, S. 10]). Um die Aussage des Korollars zu zeigen, folgen wir dem Bewets
Satz 6.4 fur den Falf = 0. Dadurch erhalten wir anstelle von (6.11) die rekursivgldichung

Vrw

rL
7n+1S\/_Tyﬁ+Lw\/Fyn+T (ne€ INyp).

Analog zum Beweis von Satz 6.4 sind die Bedingungen fir dizzékrdung von Lemma 6.7 erfullt.
Wir erhalten damit die Abschéatzung < I. Aus der Definition vory, folgt die Behauptung

o™ — @[], < I V.

Da die Regularisierungsfoldge) eine Null-Folge ist, konvergiep™ gegenegp’. m]

6.3 Parameterwahl fur das Multilevel-Verfahren

Wir betrachten in diesem Abschnitt den Zusammenhang zeisdben verschiedenen Parametern von
Satz 6.4 auf den unterschiedlichen Leveln von Algorithmis Hierbei folgen wir den Vorschlagen
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und Hinweisen zur Parameterwahl in [LT08, S. 13-17]. Um dieabheter, Funktionen und Vektoren
der Level zu unterscheiden, verwenden wir das zugehdrigel lads Index.

Wir beginnen unsere Betrachtung mit den beiden Parameternl undr; > 1 auf den unter-
schiedlichen Levelrj € {jo, ..., J}. Zusammen mit den Parametévh, L; undw; misserr; undr;j
Voraussetzung (vi) von Satz 6.4 erflillen. Fir die einzeloevel haben wir somit die Bedingung

[ L Mo,
V| Ljwj + > + 3 <1

(vi-1)

Da einerseits; beliebig nahe Eins gewahlt werden kann und andererseitsingin beliebig groen
7j der Term

2, .
Mij

2
(vi-1)
verwindend klein wird, ist die Bestimmung vopundr; aus 6.4.vi genau dann mdglich, wenn
L Lo g

jwij + <

jWj 2
ist. Fassen wir die linke Seite als eine Funktion in der \eBaL jwj von R0 nachRo auf, ist diese
streng monoton wachsend. Daraus folgt die zusétzlicheefand

1

oder wj< 2_LJ

Lja)j < (6.12)

57
an die Parametdrj undwj.
Als nachstens betrachten wir die zwei ParambteundL ;. Um Voraussetzung (i) von Satz 6.4 zu

erfullen, wahlen wir die IlPscHITzKonstante und die Schranke fir die Norm der erst@&rg&aux -
Ableitung vonG;™® nach Lemma 6.2. Wir haben somit

Lj= 2+ 2i+1 — ZHCj”Z und Mj = \/QHCJ'”Z mit Cj = (CZijn)ﬁj:_Ol.

Die Norm der unbekannten Vektoren konnen wir hierbei bereits aus den Daten im Zeitbereich
berechnen. Da auf den htheren Leveln sich die Anzahl der Koeten vore; erhoht, wachsen die
ParameteM; undL; in Abhangigkeit von;.

Nach Abschatzung (6.12) benotigen wir mit steigenden Léuahd damit wachsendeh; ein
kleineresw;. Auf der anderen Seite folgt aus der Quellbedingung 6.4dv(6rl2) die Abschatzung

e : V2| V2
||(PJr - (pj”z < HDGIJ'EXP ((plr)”z IMI< Mjwj = 42+l _ JzﬁCjHZ = 4\/2j+i _ 2. (6.13)

Damit sind wir mit héheren Level auf eine bessere Approxiamater Losungp; angewiesen. Hier
spiegelt sich die Idee des Multilevel-Verfahrens wiedei, der wir die Approximation der Losung
schrittweise verbessern moéchten.
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Bevor wir die Betrachtung der restlichen Parameter von GdtZortsetzen, bendtigen wir das
folgende Lemma. Da die lineare Spline-Funktion aus Defini8.1 nur endlich viele Koeffizienten
ungleich Null besitzt, kénnen wir in unserem Fall die Kom$¢e: aus dem folgenden Lemma immer
finden.

Lemma 6.9 (Abschiatzung des Interpolationsfehlers, vgl. LT~ 08, Lemma 3.2, S. 14]). Sei f der
lineare Spline aus Definition 3.1 mit den komplexen Koeffieie @, . .., cy_1. Zusatzlich setzen
wirc, :=0flurn¢ {0,...,N - 1}. Erflllen die Koeffizienten die Bedingung

|Ch-1 — 2Ch + Cny1] < € (n=-1,...,N-1)

fur eing > 0, dann gilt

&

[ 1009 £00] s (N 20) a1 £

Beweis. Um die Behauptung von Lemma 6.9 zu zeigen, verwenden wirtgndéls die Umformun-
gen des entsprechenden Beweises in [LT08, S. 14]. Wir begidamit, die Interpolationsfehler zwi-
schen den ersten beiden Stitzstellen 0 uhd @er Spline-Funktiorfj auf dem Levelj € {jo, ..., J}
abzuschéatzen. Dabei betrachten wir zundchst nur die Realex Fehler. Fur diese definieren wir

yn=Re(fi(-fm) (n=0...,2"7).

Wir zeigen jetzt, dass sich die geforderten Bedingungeni@aKoeffizienten auf die realen Feh-
leranteile Ubertragen. Da wir die lineare Spline-Funktiprerwenden um die feinere Spline-Funktion
f zu interpolieren, istfj in [0, 23‘j] der Polygonzug durch die Punkge, co) und (ZJ_j,Czj—j). Das
bedeutetf; hat im Intervall|0, 2-| die explizite Form

n n
fJ(n) = ﬁ Coi-j + (1 - ﬁ)C{)
Fur die Fehler erhalten wir die Identitat

n-1 n-1
Re(—. Coaj + (1 - )co - cn_l)

Yn-1— 20 + ynaal = >3] 5T

n n
-2 Re(— Coi-j + (1 - ﬁ)Co + cn)

2J-]
n+1 n+1
+ RQ(F Coi-j + (1 - F) Co — Cn+1)

=|Re(Cn-1 — 2Cn + Cns1)l -

Den Betrag des Realteils einer komplexen Zakénnen wir nach oben durch den Betrag der Zahl

WS 2012/13 ROBERT BEINERT
Matr-Nr: 11135384



Multilevel G Auss-NEwWTON-Methoden zur Phasenrekonstruktion
6.3. Parameterwahl fir das Multilevel-Verfahren 65

abschatzen. Damit erhalten wir fur die Realteile der Fedthenfalls die Eigenschaft

['Yn-1—2%n + Y1l < ICh-1 —2Ch + Cny1| < &. (6.14)

An dieser Stelle weichen wir von dem Beweis in [LT08, S. 14ald zeigen, dass die Realteile
des Interpolationsfehlers an den Stiitzstellen nach obeatndu

&

ol <n (277 = n) 5

(6.15)

beschrankt sind. Hierfiir bendtigen wir allerdings nocligan/orbereitungen. Unser Ziel ist zunachst,
die Interpolationsfehler an zwei aufeinander folgendditzZStellen in Relation zu setzen. Anschlie-
Rend werden wir (6.15) durch vollstandige Induktion zeigen

Wir beginnen damit, den Realteil des Interpolationsfehkam der Stelle 2} umzuformen. Dazu
erweitern wir diesen durch eine kinstliche Null um die Fehlg. . ., y2-i_; und erhalten

22X 2
|’)/2.J—j| = |yp-j — 2 Z (2‘]_j - k)’yk+ 2 Z (ZJ_j - k)’yk .
k=n k=n

Die zweite Summe zerlegen wir jetzt in zwei Teilsummen. Nehrwir y,s-;j in diese Teilsummen
auf, folgt

21 s 2
ol =| D0 (2T —k=n-2 > (27T -K)y+ D (27 —k+ 1w
k=n k=n k=n
Mit Hilfe einer Indexverschiebung bei der ersten und letZ@mme ergibt sich
2J-] ' 23-i_1 ' 23-i-1 _
ol =| 2 (2 -ner-2 3 (- Kner Y, (27 K
k=n+1 k=n k=n-1

Der letzte Summand fik = 2%-J in der ersten Summe ist Null und kann ignoriert werden. Um die
Summen zusammenzufassen, flgen wir die fehlenden Summatsdelinstliche Null ein. Es gilt

23-i-1

(Z‘J_j -n+ l) Yn— (Z‘J_j - n) Y1+ Z (Z‘J_j - k) (k-1 — 29k + YKks1)
k=n

yasi| =

Wenden wir auf den letzten Ausdruck die Dreiecksungleighun+ vo| > |v1| — [Vo| und die bereits
gezeigte Abschétzung (6.14) an, erhalten wir die Unglaighu

23-i-1

yasi 2 (277 =+ )yl = (277 =) ynal = ) (277 -K)e.
k=n
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Um die Summe zu bestimmen, kehren wir die Summationsredkgenium. Das fuhrt zu

23-i_n
yosi] = (27 =+ 1) el - (27T =)yl — & Y. k.
k=1
J-i J-j _
- (ZJ_j —n+ 1) lynl = (ZJ_j - n) lyn-1l — (2 " +;) (2 n) E.

Da es sich bei 21 um eine Stitzstelle des lineares Spliffebandelt, entstent an dieser Stelle kein
Interpolationsfehler. Das hat zur Folge, dﬁs;;,} = 0 ist. Nutzen wir diese Tatsache aus, folgt die
Ungleichung

[ynl < [yn-1| + E. (6.16)

T 2xi-n+1

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir durch vollstandigleiktion die Ungleichung (6.15) zei-
gen. Da an der Stelle 0 ebenfalls kein Interpolationsfeblgstehen kann, ist die Aussage fir den
Induktionsanfangh = 0 offensichtlich richtig. Fiin > 0 folgt aus (6.16) zusammen mit der Indukti-
onsvoraussetzung

29-i -
< —ZJ J

= n(ZJ‘j - n) 5

(n-1) (277 -n+1)

Iyl < +(27-n)3

e
2

Damit erhalten wir unmittelbar die Behauptung (6.15).

Wir integrieren jetzt den absoluten Interpolationsferdef dem Intervall [027~1]. Weil sowohl
f; wie auchf lineare Spline-Funktionen sind, ist auch der Interpotedfehler stickweise linear. An
den Stellen 0 und¥2! tritt hierbei kein Fehler auf. Mit Hilfe der Trapezregel gol

2-i-1

2%
/o /(0= [ dx= > | () - f ()
n=1

23-i_1 2-i1
< 3 Re(fim) - @)+ ) m(fm -1 m).
n=1 n_

Fur die realen Fehleranteile haben wir die obere Schrank&)8MNir kbénnen allerdings alle Abschat-
zungen analog fiir die imaginéren Fehleranteile durchfiinfdenden wir die Ungleichung (6.15) auf
die Real- und Imaginarteile des Fehlers an, gilt

I\)IO‘)

23-i -

fi(x)— f(X)| dx<2 ZJJ—n
AR Z
n:

Hierbei handelt es sich um die Summen tber die ersfeh-21 natiirlichen Zahlen und deren
Quadrate. Allgemein sind diese Summen flr die ersi@ahlen zum Beispiel nach [Heu06, Satz 7.7,
S. 59] durch

:m(m+1) und 12+22+...erz:m(m+1)(2m+1)

1+2+---
+2+---+ > 5
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gegeben. Mit einigen Umformungen erhalten wir so fiir dearplationsfehler

23 271 211
/ |f; 00 = f (9] dx < Z 2 lgn— Z en?
0 n=1 n=1

(271-1).270.270g (271 -1). 20 (2- 27T - 1)

2 6
=23 (23-j - 1) (23-j + 1)

&
6
=20 (471 - 1)

Die Abschatzung des Interpolationsfehlers zwischen dememebeiden Stiitzstellen 0 unt 2lasst
sich auf alle Intervalld2?= - n, 2971 - (n+ 1)| fur n = -1,...,2) - 1 Gbertragen. Das erste negative
Intervall [—ZJ‘j,O] bildet hierbei eine kleine Ausnahme. Da die Ungleichung

[Ch-1—2Ch + Cnsal < &

fur n = =231, ..., -2 aber offensichtlich erfilllt ist, kénnen wir die Abschatgen vollkommen
analog durchfihren.

Der Trager der linearen Spline-Funktiongnund f wird von den 2 + 1 betrachteten Intervallen
[2*"1' n21 - (n+ 1)] Uberdeckt. Wenden wir fir jedes Intervall die Fehlerabiathig an, erhalten
wir insgesamt

2i-1

/_oo|fj(x)—f(x)| dx:Z

n=-1

23-1.(n+1)
(/ |£; () - f (9| dx
23-i.n

<(2+1)- 247 - 1) g

<(22+20). 4. g.

Aufgrund der Ungleichung 2! < 2%~ folgt wie in [LT08] aus der letzten Abschétzung die Be-
hauptung. i

Bemerkung 6.10. (i) Zusatzlich zu den Bedingungen an die Koeffizienten in8TLemma 3.2.,
S.14] haben wir fir Lemma 6.9 die Bedingung

[c.o—2C_1+Col < ¢

vorausgesetzt. Dies ist notig, um die Abschéatzung despol@tionsfehlers im ersten negativen
Intervall [—ZJ‘j,O] analog zu den restlichen Intervallen durchzufiihren.

(i) Nach der Definition der linearen Spline-Funktion aufdeevelj € {]jo, ..., J} haben diese den
Trager[—zj,ZJ]. Damit ist der Trager, insbesondere die linke Intervaliges vom gewahlten
Level abhangig. Diese Eigenschaft fihrt zur einer nichtreytnischen Betrachtung des Inter-
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polationsfehlers an den Randern des jeweiligen Tragersdieirechte Intervallgrenze haben
wir die Eigenschaftf; (2*’) = 0. Um die Fehlerabschatzung an den Grenzen symmetrisch zu
gestalten, missten wir diese Eigenschaft auch an der Stédielern. Auf diese Weise wiirde
das erste negative Intervall bei der Fehlerabschatzundalkesg Wir wirden so ein Problem
mit nur 22 — 1 Unbekannten erhalten. Allerdings hatte dieses wiederuswixkungen auf die
vorgestellten Methoden. Zum Beispiel nutzten wir bei derltNavel-Strategie aus, dass das
Problem 2 Variablen fiir eind € IN besitzt.

(i) Lemma 6.9 liefert eine Abschéatzung fir die Konstanjeaus Lemma 5.1. o

Als nachstes betrachten wir den Parameéteron Satz 6.4. Im néchsten Lemma werden wir zei-
gen, dass die Datenfehléy fur die unterschiedlichen Level in gewisser Weise zusantvéegen und
beschrankt sind.

Lemma 6.11 (Datenfehler, vgl. [LTO8, Lemma 3.3., S.15]).  Es existiert eine Konstante € 0, so
dass der Datenfehler auf dem Leved {jo, ..., J} beschrankt ist durch

i j
o -g, <z

Beweis (Vgl. [LT08, S. 15]). Wir schatzen zunéchst die absoluten Fehler fiir die modiferieDaten
djx aus (5.5) ab. Die fehlerbehafteten modifizierten Datenibkaen wir nachfolgend mrﬂfﬂ( Die
Behauptung folgt dann aus einer Abschatzung der Fehlpfanzung.

Die absoluten Fehler der modifizierten Daten auf deten Level sind furk = —2J,...,2 - 1
durch

—_

T -lacs)

(S'nc(21+1))4

gegeben. Zunachst werden wir die sinc-Funktion im Nennsclaizen. Wir betrachten hierbei nur
Argumente aus dem Interva{ll—g, 7_2r] Da die Funktion gerade und auf dem positiven Bereich des

— |d 5i| _ 4j-J |
Adjk = |dj,k - dj,lj<| =4~

Intervalls monoton fallend ist, erhalten wir fi.= —2J, ..., 2] —
: i3 . (2lg) sinf 2
- > - = = —
sinc| 57 | 2 sinc| > z -

und damit fir den absoluten Fehler

4
J T
Adjk<4J 24

)

Mit Hilfe der dritten binomischen Formaﬁ - vg = (v1 - v2)(v1 + V) und dem anschlieRenden

|f
—~(km —~(km —~(knm
““(?) 'Hf(?) +\n(;)

?(Z—?)

WS 2012/13 ROBERT BEINERT
Matr-Nr: 11135384

Einfigen von|f

i-J . ”_
Adk<4 %




Multilevel G Auss-NEwWTON-Methoden zur Phasenrekonstruktion
6.3. Parameterwahl fir das Multilevel-Verfahren 69

(5N [ R )
Wenden wir nacheinander die Dreiecksungleichunges v,| < [vi| + Vo] und| Vi| — |v2|| < |v1— Vo
an, folgt
5[5 () - ()
<o 5 5 B ) [ F)- 5

L | L |
<nj (Lemma5.1) <nj (Lemma5.1)

_JJ”_
4 %

i

Adj,k < 4i-d. T

D3

Seinj wie in Lemma 5.1 die obere Schranke fir deh(R)-Approximationsfehler zwischefh
und fj im Zeitbereich. Dann kdnnen wir den absoluten Fehler im Eeagbereich nach Lemma 5.1
ebenfalls mity; abschéatzen. Mit deP-Notation folgt

121t | ~(kr R o
Adj,kS‘UJ? f(g) 77]+4JJ?U?
) 4 k
IR I o A 2
=473 f(ZJ) nj+0 ()

Die quadratischen Fehlerterrﬁb(nz) werden wir jetzt wie in [LT08, S. 15] vernachléssigen Aus
der komponentenweisen Abschatzung Ay fir das Levelj folgt, dass die Norm voQAd;, k)k 5

durch Sy
")
27 [ Jk=-2i ||,
2i-1

Der nachste Schritt zur Bestimmung vgﬁp ist die Multiplikation von (d;jk),__; mit der in-
versen modifizierten BURIER-Matrix szlﬂ Auf diese Weise erhalten wir wie in (3.15) den Vektor
(ej,n)ﬁjz‘_z,-. Die fehlerbehafteten Komponenten bezeichnen wir anaiogffp Nach Proposition 3.10
ist die inverse madifizierte ®URIER-Matrix bis auf den zusatzlichen skalaren Faktor die Transp
nierte der urspringlichen Matrix. Damit erhalten wir fie @pektralnorm der inversen modifizierten

FOURIER-Matrix

4.

2i-1 Ty
. I |

beschrankt ist.

I3

2]+1

_ 1 [ 1 1
\/Q 21+l 2]+1) ﬁ (F21+l F2J+1) ﬁ VQ(l) = W

Aufgrund der Vertraglichkeit der Spektralnorm und derdeiD ischen Norm kdnnen wir die absolu-
ten FehleAgj, := |ej,n - eJJn

H(Aei’”)i__lzj )

2i-1
Fai (dJk dJk)k—_21

-1

< ”'Zgil+1 (Adlk)k =21,
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2i-1
(%)
27 [ xe—2if,

Um die Mittelung der redundanten Gleichungen zu berlckigieh, verwenden wir die Unglei-
chung zwischen dem arithmetischen und quadratischen IN(&t&). Fir die Mittel der absoluten
Fehler folgt damit

413
Va2i+t

]
8

abschatzen.

—_—~
>
@D
5
+
>
D
i
)
SN—
[N
=
|
l\)
H
—_
Nis

2
(Aejn + A‘e,-,_n))

2—\2

=0

]

<\ Z 2 ((2esn)” + (480)7).

Da die komplexe Konjugation den Betrag unverandert lasisglien wir durch Einfugen vone; _;
die Abschatzung

H% (3esn + 28 0)7 o

2

Nach diesen Vorbereitungen kdnnen wir den absoluten thalek/ektor@fxp aus (3.26) abschat-
zen. Hierbei nutzen wir aus, dass der Velg?iiP nacheinander sowohl aus dem Realteil als auch aus
dem Imaginarteil von}(eLn + éj’_n)ﬁj:_ol besteht. Fassen wir die realen und imaginaren Anteile in der
Norm zusammen, gilt

EXP

9

EXP5J|| _

-9 .

2i-1

+

[ ( in+ B) - ;(efjn+éf"_n))]2]

n=0

21, ) 1 )12
lZ 2 (ejv” + ejv—”) 2 (eJn + eJ n) ]

1 ~ 21 15 5 (21
= E(ej’n-'-ej’_n)nzo ‘5( in+ &)

2

Mit Hilfe der Dreiecksungleichung, welche wir komponemeise anwenden, erhalten wir aus
der Definition vongJ?XF’ insgesamt die Ungleichungskette

1ia gV e =0i
E ej’n - ej’n n=0 + E ej’_n - ej’_n

EXP
9

<

—9 2

2i-1
)n:O

EXP(SJH

2

= H:_ZL (Aej,n + Aéj’_n):j:_ol ,
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)

Hierbei konnen wir den Interpolationsfehbgy mit Lemma 6.9 durch

4= 7t nj
8

< 5= (6.17)

2

&

nj < (N + 23‘10) 40

(o3}

abschatzen. Weiterhin betrachten wir in (6.17) die Nornr i@een Teil der Daten im Frequenzbe-
reich in Abhangigkeit des aktuellen LevelsUm eine Konstant€ zu bestimmen, die unabhangig
von j ist, schatzen wir diese durch die Norm Uber alle Daten im ér@agbereich ab. Setzen wir jetzt

Cm= (N4 2tH) (?(M))N_l
. 48- 2 2 k=—N 2’
erhalten wir auf diese Weise eine mdgliche Konsta&hfér die Behauptung. O

Bemerkung 6.12. Die von uns gefundene Konstar@efir Lemma 6.11 unterscheidet sich um den
Faktor‘/TE von der Konstante im Beweis von [LT08, S. 15]. Die Gleichund& n = O undn = N
in (3.25) sind unabhéngig von den unbekannten VariapleWerden diese beiden Gleichungen aus
dem Gleichungssystem entfernt, erhalten wir die etwas&lEonstanteC aus [LT08, S. 15]. ©

Im letzten Schritt von Algorithmus 5.5 wird die numerisch@sung des Guss-NEWTON-Ver-
fahrens benutzt, um eine Approximatign des néachsten Levels zu konstruieren. Weiterhin nqyss
die Quellbedingung (v) von Satz 6.4 erflllen und beeinflas$tdiese Weise den Paramedgt

Im folgenden Lemma werden wir den Abstand zwischen der Appration '(Ej und der Restrik-
tion der exakten Losung’ auf das Levelj abschatzen. Die Restriktio:pJT = ((,o;Hn)ﬁJ:‘()l von ¢f
auf das Levelj entspricht dabei der Interpolation der zugehdérigen Losdumgh die lineare Spline-
Funktion f; aus (5.1). Nach Konstruktion des Multilevel-VerfahrengAlmschnitt 5.3 ist damithT die
exakte Losung des Phasenrekonstruktionsproblems auf deat L.

Lemma 6.13 (Fehler der Approximation der Lésung, [LT08, Lem ma 3.4., S. 16]). Sei
®] = (¢, )0 die Restriktion der Losung® auf dem Level je {jo,...,J - 1}. Weiter-
hin definieren wir

Die Anzahl der Iterationsschritte d€sAuss-NEWTON-Verfahrens auf dem Level | sei(Ein). Es
gilt

(@) ._ | i i t
& "= nzm?z)j(_l Poritoniz) ~ XPorignny T Porinaan)

— N(5; i_ ¥
||(Pj+1 - (PJT+1 , S ‘/EH(PJ( ) _ (PJTHZ +22 181(q> )

Beweis (Vgl. [LT08, S. 16]). Nach Algorithmus 5.5 entsteht der Vek@r+l e R?" durch Interpo-
lation der Phasen der L('jsurqn‘;fN(é")) e R? aus dem vorhergehenden Schritt. Mit Hilfe der Matrix
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1 00000
1 1

110000
01 0O0--00

Pjj-1:= 0 % % 0o - 0 0 eIRZjXZF1

0 0 0O0--01
0 00O:- 0 3

entspricht dies der Vektor-Matrix-Multiplikation

GO,

Qi1 = Pjej-

Wir beginnen jetzt mit der Abschéatzung des Fehlers der Appration auf dem Leve]+1. Hierzu
fligen wir den TernP;, 1 ; - (pJT —Pji1] -(pJT ein und benutzen anschlieBend die Dreiecksungleichung.
Damit erhalten wir

(N()) _

2 < Hpj+l,j ) (Pj I:>j+1,j ’ (P]'LHZ + ||Pj+1,1 ) (Pjr - (P]'L+1 (6.18)

= T
||(Pj+1 ~ i 5"

Fur den ersten Term flhren wir jetzt explizit die Multipltien mit P, j aus. Unter der quadrier-
ten Norm gilt

wobei wir die fehlenden Variableqaj(gj(‘sj)) =0 undgoJTZj = 0 setzen. Wir wenden die Ungleichung
zwischen dem arithmetischen und quadratischen Mitte) gaibdie Komponenten der zweiten Sum-
me an. Es folgt

o 21

= (e _ S01”)2 N 221 [ L ([0 gt )+ (L0600 wim))r |

n=0 n=0

PjoL] (cpJ(N(éj)) - qﬁ)

2i-1

s (o0 ) < ”2:(%(2(5,-)) ) > ! [(901(2(5,.)) o (e %T’M)Z]
< szz_l(soj(ﬂ(éj)) - so}’n)z :
n=0

Fur den ersten Term erhalten wir somit die Abschéatzung

N(6; N(6;j
e !

Nach Definition von(pJT und (le als Restriktionen auf den jeweiligen Leveln, sind die Kompo
nenten des zweiten Terms aus (6.18)rfi 0, ..., 2] — 1 durch

_ ol | = I =
[Pj+l,l e (Pj+1]2n = Porin~ Pariaan) = 0
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und
1 1
T T T
[Pj+1 1° (P] (pJ+1]2n+1 2 ¢2J in + 5 2 ¢2J ](n+1) ¢2J—j—l(2n+1)

1
_ 2, t !
T2 (¢23*j’1(2n+2) B 2"023*1*1(2n+1) * S02“""1(2n))

gegeben, wobei wir fur die letzte Komponem"% = 0 setzen. Die Komponenten zu den ungeraden

&
Indizes kénnen wir jetzt durch den Paramet r) aus den Voraussetzungen nach oben abschatzen.
Damit erhalten wir insgesamt fir den zweiten Term

2i (lsj(qﬁ))z < 2%_181(¢T).

||Pj+l] (PJ (PJ+1

Fassen wir die beiden Abschéatzungen fur den ersten undeaw&idrm aus (6.18) zusammen,
erhalten wir die Behauptung. o

Lemma 6.13 kbnnen wir nun benutzen, um eine AbschatzungefilPérametan;,; des nachsten
Levels zu erhalten. In (6.13) haben wir bereits die Bedilggﬂtmhl - $j+l ) < Mj;1wj41 gefunden,
wobei der Parametes;,; noch unbestimmt ist. Nach Lemma 6.13 gilt die Abschéatzung

+ 2%_181(¢T).

\/—H(p('\'(%)) (P,T‘ 2

H6j+1 - (PL;L

Die Norm auf der rechten Seite ist nach Satz 6.4 fUr das Lgkebchrankt. Durch Anwendung des
Satzes erhalten wir

— + ) i1 (@
12 61l < V21 oy + 200
L ]
!:Mj+1wj+1
Wir wahlen den letzten Parameter als
22—1 ((')T)

YIS M I INVYING) T T MJ+1

Den Parametew;, mussen wir direkt aus der Quellbedingung fur die erste Axpration ¢, be-
stimmen.

Damit zuséatzlich die Bedingung (6.12) erfullt ist, benétigwir ein hinreichend kIeine@j’N((;j)

undsj("ﬁ). Weil die Regularisierungsfolger ), eine Nullfolge ist, muss somit (5,-) hinreichend
groB3 sein. Dies kénnen wir mit einen entsprechend kled@mreichen. Fir die Abschétzung des Pa-
rameters); haben wir Lemma 6.9 und Lemma 6.11 verwendet. Wir benotiganitsein entsprechend
kleinese aus der Voraussetzung von Lemma 6.9.

Die Konstantens und sj("ﬁ) beschranken jeweils unterschiedliche diskrete Formeredeiten
Ableitung, welche fiir einen linearen Spline nicht exidtieim die Wahl aller Parameter zu ermdgli-
chen sollte die gesuchte Spline-Funktion somit eine gerkgimmung besitzen und nicht zu stark
oszillieren.
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Sind alle Parameter fiir das aktuelle Level bestimmt, kaarRdigularisierungsfolge aus den Be-
dingungen (iv) und (vi) von Satz 6.4 durch

@jo > |2 ||(p]L - (pEO)Hi und jn = rj‘”aj,o
konstruiert werden.

Im Idealfall kbnnen wir somit die Parameter auf jeden Leyvel {jo, ..., J} so wahlen, dass die
Bedingungen von Satz 6.4 erflllt sind. Fur exakte Daten eremlisatzlich auf dem feinsten Level
J die Voraussetzungen von Korollar 6.8 eingehalten. Dawfieit Algorithmus 5.5 unter geeigneten
Bedingungen eine beliebig genaue Approximation einertexakésung. Die Anwendung des Multi-
level-Verfahrens ist allerdings nicht auf die betrachtedéeameterwahl aus [LT08] beschrankt, da die

meisten Abschatzungen in diesem Abschnitt sehr grob sind.
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Kapitel 7

Numerische Anwendungen

7.1 Alternatives Abbruchkriterium

Fur die Konvergenzbetrachtung desakss-NEwTON-Verfahren fiir Phasenrekonstruktionsproble-
me in Kapitel 6 haben wir als Abbruchbedingung das Diskrepenzip aus Definition 6.3 benutzt.
Theoretisch ist es moglich alle Parameter aus Satz 6.4 fiér ggeignete Approximatiog;, so zu
bestimmen, dass das Verfahren konvergiert. Hierfir mossteallerdings zusatzliche Forderungen
an die Losungp’ des Phasenrekonstruktionsproblems und die Approximagigistellen. Sind uns
nur die Daten aus Definition 3.1 gegeben, kénnen wir im Allgeran die zusatzlichen Bedingungen
nicht Gberprifen. Daher brauchen wir fur die numerischewémdungen ein alternatives Abbruch-
kriterium.

Zur Definition des Kriteriums aus [LT08, S. 17 f.] verwendein gie Norm der Residuen. Hierbei
benutzen wir wieder die allgemeine Notation aus Abschnitt wobei wir das Level zur Unterschei-
dung wieder als Index verwenden. Weiterhin kirzen wir digrMazur Bestimmung der Guss
NEwTON-Iteration aus Proposition 4.5 mit

010 = (196, (/0] 36, (47) # an1)

ab. Die Regularisierungsfolgern);, konstruieren wir ausgehend von einery induktiv fur alle
Level durch

i = 2 (7.2)
mit einemr > 1.

Im Idealfall werden die Residues),, := HGJ- (V") - gj”2 fur die Gauss-NEwTON-Iteration auf
dem Levelj beliebig klein. Sobald wir eine Fehlergrenze varn> 0 erreicht haben, brechen wir die
Iterationsfolge ab. Im allgemeinen Fall mussen die Residulerdings keine fallende Folge bilden.
Sollte der Defekt um einen Fakt& wachsen, beenden wir ebenfalls die Iteration. Tritt keitier
ser beiden Félle ein, fuhren wir dieABss-NEwTON-Iteration bis zum Erreichen einer maximalen
Anzahl an Iterationen durch.

Nach der Konstruktion der Regularisierungsfol@e);’, handelt es sich hierbei um eine Null-
folge. Obwohl die Matrizer®;, immer regular sind, kann die Folge der Matriz@n, gegen eine
singulare Matrix streben. In diesem Fall verschlechtett gie Konditionk (@j’n) der Matrix bei sehr
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Abbildung 7.1: Real- und Imaginérteil der linearen Spline-Funktion f mit den Koeffizienten (7.2).

kleinenan. Sollte die Kondition groRer als die Schrankg fir eine, > 0 werden, beenden wir die
GAuss-NEwWTON-Iteration flr das Phasenrekonstruktionsproblem. Zusengefasst ergibt sich das
folgende Abbruchkriterium.

Algorithmus 7.1 (Abbruchkriterium, vgl. [LT08, S. 17]).
(a) Berechne das Residuum Sjg = ||G (ygo)) = g”z. Setze anschlieBend Sjmin = Sjo und Yjmin =
©)

Y~
(b) Solange Sjn < S - Sjmin, Sjn > €1 und « (@) < €, bestimme die néchste Iteration ygml) des
GAuss-NEwTON-Verfahrens. Berechne fir diese das Residuum Sjny1 = HG (ygn”)) — g”z. Im

Falle von Sjn+1 < Sjmin aktualisiere Sjmin = Sjn+1 und Yimin = ygml).

(c) Benutze Yy als approximative Losung.

7.2 Erstes numerisches Beispiel

In diesem Abschnitt werden wir das in [SSIB, 5.1., S. 4202 ff.] vorgestellte numerische Beispiel
untersuchen. Hierbei handelt es sich um das Phasenrakktimtisproblem aus Definition 3.1 zur
linearen Spline-Funktiori mit den Koeffizienten

2
Ch = ((cos;) + 0,2) (e"(”“%)2 + e"(”‘76)2) (n=0,...,127 (7.2)

fur die Konstantec := —0,026 + 10,004. Die Funktionf, welche zugleich eine exakte Lésung des
Phasenrekonstruktionsproblems ist, ist in Abbildung ardstellt.

Die Daten des Phasenrekonstruktionsproblems zur Funktgimd im Zeitbereich die Betrage der
Koeffizientency, ..., c1o7. Damit ist in diesem Beispiel die Dimension des Problddns 128. Mit
Hilfe von (3.2) kénnen wir aus den gegebenen Koeffizientenvidérte im Frequenzbereich bestim-
men. Der Betrag der Funktiohund der PURIER-Transformiertenf, welche die Grundlage fur den
gegebenen Datensatz bilden, sind in Abbildung 7.2 auf delrstén Seite aufgetragen.

Ausgehend von der Dimension des Problefhs= 128 = 27 erhalten wird = 7. Mit jo = 3
kénnen wir das gegebene Phasenrekonstruktionsproblemsggsamt funf Leveln betrachten. Fir
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Abbildung 7.2:  Betrag der Funktion f mit den Koeffizienten (7.2) und der zugehérigen FOURIER-
Transformierten f.

die numerische Lésung des Problems beginnen wir entsprdctiem Beispiel in [SSD06] mit
Algorithmus 5.3 zur Bestimmung der unbekannten Koeffizanin algebraischer Form. Als Ab-
bruchkriterium verwenden wir Algorithmus 7.1. Fir die Geltung zwischen den Gleichungen im
Zeit- und Frequenzbereich aus Abschnitt 3.4 wahlenadr 5. Die Regularisierungsfolge konstru-
ieren wir induktiv nach (7.1) mityyg = 25 undr = 1,3. Als Parameter fiir das Abbruchkriterium
verwenden wik; = 2- 1072, &, = 10 undS = 1,5.

Abbildung 7.3 auf der nachsten Seite zeigt die numerischisuhgen von Algorithmus 5.3 auf
den unterschiedlichen Leveln. Nach Beispiel 3.2 ist das@&@konstruktionsproblem immer mehr-
deutig. Um dennoch die approximativen Lésungen mit der exakésungf des Phasenrekonstruk-
tionsproblems zu vergleichen, wurden diese zusatzlicteingm Faktor & multipliziert.

Ab Level 5 erhalten wir fir dieses Beispiel bereits gute Néhgsldsungen. Dies spiegelt sich
ebenfalls in den Residuen auf den einzelnen Leveln in Abhgd7.4 auf Seite 79 wieder. Die einzige
Ausnahme bildet das erste Level, bei welchem die Residupah&md konstant sind. DieABSs
NewTON-Iteration flr das Phasenrekonstruktionsproblem wirdiésein Fall abgebrochen, weil die
Kondition der Matrix gréRer als die zulassige Schraagéwird. Auf dem letzten Level wird der
Algorithmus mit dem Residuurg, min = 1,919- 107° < ¢ beendet.

Zusatzlich werden wir nun Algorithmus 5.5 zur Bestimmung Beasen auf das Phasenrekon-
struktionsproblem anwenden. Die Regularisierungsfolgewgen wir mit Hilfe der Parametep =
25 undr = 2. Fiir das Abbruchkriterium aus Algorithmus 7.1 wahlen wyie= 2-10°°, e, = 10710
undS = 2. Wir erhalten die approximativen Lésungen und ResiduasnAdabildung 7.5 auf Seite 80
und Abbildung 7.6 auf Seite 81.

Wir vergleichen nun die Ergebnisse der beiden Algorithn@mwohl die Residuen von Algorith-
mus 5.5 auf den Leveln 3 und 4 anfangs kleiner als von Algorith 5.3 sind, fallen diese wesent-
lich langsamer. Auf dem ersten Level bricht das Verfahreenédils aufgrund einer zu schlechten
Kondition der Matrix®, ab. Die Residuen auf den restlichen Leveln fangen bei kieimedendem
an der Regularisierungsfolge an zu schwanken. Im letzten ILenealten wir zwar eine gute Na-
herungslésung, allerdings erreichen die Residuen nicht gé&e Genauigkeit vor;. Das kleinste
Residuum iss; min = 4,751- 107°. Insgesamt hat das Ergebnis zwar nicht ganz die Genauigkeit
Algorithmus 5.3, dafiir bendtigen wir nur ungefahr die Hétin Iterationsschritten auf allen Leveln.
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Abbildung 7.3: Approximative Lésungen des Phasenrekonstruktionsproblems aus 7.2 unter Ver-
wendung von Algorithmus 5.3. Zum Vergleich ist die exakte Lésung des Problems
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Abbildung 7.4: Residuen der GAUss-NEWTON-Iterationen auf den einzelnen Leveln von Algorith-
mus 5.3 fur das Phasenrekonstruktionsproblem aus 7.2. Die gestrichelte Linie mar-

kiert die Iteration mit dem minimalen Residuum.

ROBERT BEINERT
Matr-Nr: 11135384

WS 2012/13



80

Master-Thesis (Studiengang: Mathematik)
Kapitel 7. Numerische Anwendungen

T T I
| Levelj=3

I I
T Level j

Im £ (%)
o
o
o o
1
>

I
=3

[ B

=
N

0 B ]
| L L L | —0,05 L L L | N
0 32 64 96 12 0 32 64 96
Zeitbereich:x Zeitbereich:x
T4 T T 015 ——— T T ]
-Level j = | B - i
04 |- J R - Level j=4 .
z | | g
02 g -
[0} B B B
14 | ] B
0 B ]
| L L L | —0,05 L L L | N
0 32 64 96 12 32 64 96
Zeitbereich:x Zeitbereich:x
T 1 T T
-Level j=5 1
04 |- —
X i
j:_m 0’2 |
) |
12 B
0 B ]
| L1 [ L ] -0,05 | L1 T | |
0 32 64 96 12 0 32 64 96
Zeitbereich:x Zeitbereich:x
L‘ i T 6‘ T T 015 ——— T T ]
-Level j = 8 P i
04 |- J ] Level j=6 .
3 i ]
i© 02 |- ]
[0 = N
12 B i
o . i :
| L1 L L ] -0,05 L1 | | |
0 32 64 96 12 0 32 64 96
Zeitbereich:x Zeitbereich:x
1 | |
- Level j=7 1
04 |- ]
X i ]
™~ 02 |- ]
[} = -
14 B i
0 B ]
| L1 [ L L] -0,05 | L1 T | |
0 32 64 96 12 32 64 96

Abbildung 7.5: Approximative Lésungen des Phasenrekonstruktionsproblems aus 7.2 unter Ver-
wendung von Algorithmus 5.5. Zum Vergleich ist die exakte Loésung des Problems
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Abbildung 7.6: Residuen der GAUss-NEWTON-Iterationen auf den einzelnen Leveln von Algorith-
mus 5.5 fur das Phasenrekonstruktionsproblem aus 7.2. Die gestrichelte Linie mar-

kiert die Iteration mit dem minimalen Residuum.
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Abbildung 7.7: Real- und Imaginérteil der linearen Spline-Funktion f mit den Koeffizienten (7.3).
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Abbildung 7.8: Betrag der Funktion f mit den Koeffizienten (7.3) und der zugehorigen FOURIER-
Transformierten f.

7.3 Zweites numerisches Beispiel

Als Nachstes betrachten wir ein numerisches Beispiel alg@dl4.2., S. 18 ff.], welches urspriinglich
eine Anwendung von Algorithmus 5.5 zur Bestimmung der Pldaseinbekannten Koeffizienten ist.
Die lineare Spline-Funktiori aus Definition 3.1 hat in diesem Beispiel die komplexen Kaiffiten

C, = P 000 (~3+i12)(n-64)(n-56)-48] (n=0,...,127). (7.3)

Der Real- und Imaginarteil der Spline-Funktidnist in Abbildung 7.7 dargestellt. Wie im letzten
Beispiel konnen wir die Daten des Phasenrekonstruktiafd@ms aus den gegebenen Koeffizienten
bestimmen. Abbildung 7.8 zeigt den Betrag der Funkfiamd ihrer FOURIER-Transformiertenf .

Wie im letzten Beispiel betrachten wir ein PhasenrekoRk&tyasproblem mit 128 Variablen.
Mit jo = 3 undJ = 7 erhalten wir wieder finf moégliche Level. Die Regularisiegsfolge von
Algorithmus 5.5 erzeugen wir nach (7.1) mig = 25 undr = 1,3. Um die GAUSS-NEWTON-Ite-
ration auf den einzelnen Leveln zu beenden, verwenden vgothmus 7.1 mit den Parametern
e =2-10° 6 =101 undS = 1,5.

Wir erhalten fur Algorithmus 5.5 die numerischen Lésunges Abbildung 7.9 auf Seite 84. Die-
se wurden wieder mit einem geeigneten Fakt6rraultipliziert, um sie mit der exakten Lésuniy
des Phasenrekonstruktionsproblems zu vergleichen. ihgitiefert der Algorithmus auf den unter-
schiedlichen Leveln die Residuen aus Abbildung 7.10 autB4i.

Anders als im letzten Beispiel erhalten wir fir Algorithmu$ hier bereits ab Level 4 gute ap-
proximative Lésungen. In diesen Leveln bilden die Residere fallende Folge, bis sie aufgrund
von sehr kleinen Regularisierungsparametern anfangeoteuesiken und die Iterationsfolge wegen
eines zu groRen Zuwachs abgebrochen wird. Auf Level 3 stagdie Folge der Residuen wieder
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nach einer Weile und die Kondition der Matii, Uberschreitet die Schrankg,l. In diesem Beispiel
erhalten wir mit Algorithmus 5.5 auf dem letzten Level einsReium vons; min = 1,571-107° < ¢
und die geforderte Genauigkeit wird erreicht. Der Anstieg Besiduen am Anfang der Iterations-
folge auf Level 7 kénnte von einem lokalen Minimum des zu mierenden TKHONOV-PHILLIPS-
Funktionals stammen.

Der Vollstandigkeit halber wenden wir ebenfalls Algorithen5.3 zur Bestimmung des Real- und
Imaginarteils der unbekannten Koeffizienten auf das gageBlasenrekonstruktionsproblem an. Wir
wahlen den Parametersatz 50, = 25 undr = 1,1, sowiee; = 2.10°°, e, = 1071°undS = 1,5 fiir
das Abbruchkriterium aus Algorithmus 7.1. Das MultileM&fahren fir das Phasenrekonstruktions-
problem liefert die approximativen Losungen und Residuen/ebbildung 7.9 auf der nachsten Seite
und Abbildung 7.10 auf Seite 85.

Die GAauss-NEwTON-Iteration wird unter Anwendung von Algorithmus 5.3 auf adesten beiden
Leveln 3 und 4 aufgrund einer zu schlechten Kondition beerndsgesamt erhalten wir einen Fehler
VON S7min = 1,899 107° < €. Die Wahl der Parameter fiir Algorithmus 5.3 ist in diesemsPiil
jedoch schwierig, da das Verfahren sehr empfindlich auh&ldinderungen reagiert. Schlussendlich
erhalten wir jedoch eine Lésung mit der gewlinschten GeReitjgvobei wir allerdings eine wesent-
lich héhere Zahl an Iterationen benétigen als in den andBegspielen. Ursache fur die Sensibilitat
des Algorithmus gegeniiber Parameteranderungen kénmedseais die Funktiorf in diesem Bei-
spiel an den Randern nicht ,glatt* ist und die Dalieﬂ im Frequenzbereich von einer schwachen
aber hochfrequenten Schwingung Uberlagert sind.
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Abbildung 7.9: Approximative Lésungen des Phasenrekonstruktionsproblems aus 7.3 unter Ver-
wendung von Algorithmus 5.5. Zum Vergleich ist die exakte Loésung des Problems
gestrichelt dargestellt.
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Abbildung 7.10: Residuen der GAuss-NEWTON-Iterationen auf den einzelnen Leveln von Algorith-
mus 5.5 fur das Phasenrekonstruktionsproblem aus 7.3. Die gestrichelte Linie
markiert die Iteration mit dem minimalen Residuum.
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Abbildung 7.11:
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Approximative Lésungen des Phasenrekonstruktionsproblems aus 7.3 unter Ver-
wendung von Algorithmus 5.3. Zum Vergleich ist die exakte Losung des Problems
gestrichelt dargestellt.
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Abbildung 7.12: Residuen der GAUSS-NEWTON-Iterationen auf den einzelnen Leveln von Algorith-
mus 5.3 fur das Phasenrekonstruktionsproblem aus 7.3. Die gestrichelte Linie
markiert die Iteration mit dem minimalen Residuum.
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7.4 Vergleich der Algorithmen

Bei Algorithmus 5.3 werden die Bedingungen im Zeitbereighals Nebenbedingungen berticksich-
tigt. Der Einfluss der Nebenbedingungen wird hierbei mitfeHdles Parametens gewichtet. Die
numerischen Anwendungen haben gezeigt, dass die Wahl wim kritischer Punkt ist. Bei einem
kleinenu kann es passieren, dass die Nebenbedingungen fur kleirte Ve f (n)| nicht berlicksich-
tigt werden und in diesen Bereichen unerwinschte Artefaktstehen. Um die Daten im Frequenz-
bereich ebenfalls zu berlcksichtigen, kanallerdings nicht beliebig grof3 gewéhlt werden.

Da wir bei Algorithmus 5.5 nur die Phasen der unbekannterffikanten rekonstruieren, sind die
Bedingungen im Zeitbereich immer erfillt. Allerdings k@&mwir hier die Phase fir Koeffizienten
mit Betrag Null nicht eindeutig bestimmen. Aufgrund deskann es passieren, dass die Phasen der
Koeffizienten in Bereichen mit kleinen Wertgi(n)| unregelmanig springen.

Insgesamt liefern beide Algorithmen in den betrachteteisfelen vergleichbare approximative
Lésungen. In allen Fallen erhalten wir mit Hilfe der Multitd-Strategie eine gute Naherungslésung
fur das letzte Level und bis auf eine Ausnahme konvergiest@suss-NEwTON-Verfahren fir das
urspringliche Phasenrekonstruktionsproblem.

Um die Konvergenz des Multilevel-Verfahrens sicherzlstelhaben wir in Abschnitt 6.3 eine
mogliche Parameterwahl fur das Diskrepanzprinzip voedésDie konstruierte Regularisierungsfol-
ge war hierbei indirekt an eine ganze Reihe an Bedingungbungken. Diese Problematik spiegelt
sich in einer guinstigen Wahl der Regularisierungsfolgelfi& Abbruchkriterium aus Algorithmus 7.1
wieder. Beide Algorithmen reagieren sehr empfindlich gégen Anderungen der Regularisierungs-
folge, beziehungsweise der Parametgundr. Bereits kleinste Anderungen kénnen hierbei zu un-
brauchbaren Losungen fihren.
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Anhang A

M ATLAB -Quelltexte

A.1 Rekonstruktion des Real- und Imaginarteils

% Phasenrekonstruktion (Algorithmus 5.3)
%
% Fir die gegebenen Daten FT im Zeitbereich und FF im Frequenz bereich bestimmt die
% Funktion

%

%  [C,STAT]=PhaseRetrievel ALG(FT,FF,’OPTION',WERT,... )

%

% die Phasenrekonstruktion nach Algorithmus 5.3. Die Dimen sion N des Vektors FT muss
% hierbei eine Zweierpotenz sein. Der zweite Vektor FF muss d ie doppelte Dimension 2N
% besitzen. Neben den Daten kodnnen der Funktion weitere Opti onen Ubergeben werden. Die

% Standardbelegung der Optionen ist in Klammern angegeben.
%
% OPTIONEN:

% mu (5) - Gewichtung der Nebenbedingungen (Bedingungen im

% Zeitbereich)

% alphaO (25) - Startwert der Regularisierungsfolge

% r (1.1) - Faktor zur iterativen Bestimmung der

% Regularisierungsfolge

% epsilonl (2e-5) - Abbruchskriterium fur die Residuen

% epsilon2 (1e-15) - Abbruchskriterium fir die Kondition de r Matrix

% S (2.5) - Maximaler multiplikativer Anstieg der Residuen

% Maxlter (1000) - Maximale Anzahl an Iterationen

% MinLevel 3) - Niedrigstes Level

% MaxLevel (CAUTO) - Hochstes Level (Bei der automatischen Bestimmung wird
% hierfar log(N) verwendet, wobei N die Dimension des

% Problems ist)

% CoarseApprox (AUTO’) - Approximative Lésung fur das nied rigste Level (Bei der
% automatischen Bestimmung wir diese aus den gegeben Daten
% bestimmt)

% Attempt ('precompute’) - Mit 'precompute’ wird die rechte Seite des

% Gleichungssystems entsprechend Alg. 5.3 bestimmt.

% Testweise wird mit 'update’ die rechte Seite entsprechend

% Alg. 5.5 in jedem lIterationsschritt neu berechnet.

%

% StandardméRig besitzt die Funktion einen Rickgabeparame ter. Dieser enthalt die komplexen
% Koeffizienten der rekonstruierten linearen Spline-Funk tion. Optional wird ein zweiter
% Rickgabewert bereitgestellt, welcher die Zwischenergeb nisse, Residuen, Anzahl der

% lIterationen, Iteration mit dem minimalen Residuem und wei tere Statistiken fiir jedes

% Level in einer Daten-Struktur zuriickgibt.
%
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%
%
%

AUTHOR: ROBERT BEINERT

DATE: 20. Marz 2013

VERSION: 1.2

function [out,varargout] =PhaseRetrieval AL ft,ff, varargin)
%% Anzahl der Argumente
i f nargout>2
er r or ("outputinvalid’ , ’Invalid  _number _of _output _arguments’ );
end

%% Standardbelegung der Optionen

mu=5; % Gewichtung der Nebenbedingunen

al pha0=25; % Startwert der Regularisierungsfolge

r=1.1; % Faktor zur iterativen Bestimmung der Regularisierungsfo
J="AUTO’ ; % Maximales Level

j 0=3; % Minimales Level

cO0="AUTO’ ; % Naherungslésung auf dem ersten Level

epsi | onl=2e-5; % Abbruchkriterium fir Residuen

epsi | on2=1e- 15; % Abbruchkriterium fiir Kondition

S=1. 5; % Maximaler multiplikativer Anstieg der Residuen
Max| t er =1000; % Maximale Anzahl der Iterationen je Level

at t enpt =’'precompute’ ; % Berechnung der rechten Seite

%% Auswerten der optionalen Parameter
opt =1; % Aktueller optionaler Parameter
opt _si ze=nunel (varargin); % Anzahl der optionalen Parameter
whi | e opt <opt _si ze
if ~ischar(varargin{opt})
er r or ('option:invalid’ , ’'Invalid _optional _parameter _name’);
end
switch | ower(varargin{opt})
case 'mu’
nmu=var ar gi n{ opt +1};
case ’'alpha0’
al phaO=var ar gi n{ opt +1} ;
case 'r’
r=var ar gi n{opt +1};
case ’'minlevel
j O=var ar gi n{opt +1};
case 'maxlevel
J=var ar gi n{ opt +1};
case ’'coarseapprox’
cO=var ar gi n{ opt +1};
case ’epsilonl’
epsi | onl=var ar gi n{opt +1};
case 'epsilon2’
epsi | on2=var ar gi n{ opt +1};
case 's’
S=var ar gi n{ opt +1};
case 'maxiter’
Max| t er =var ar gi n{ opt +1} ;
case ’attempt’
at t enpt =var ar gi n{ opt +1};
ot herw se
war ni ng( 'option:unknown’ ,

['lgnore _unknown _optional _parameter: " varargin{opt}]);

[

end
opt =opt +2;
end
i f nod(opt_size, 2)==1
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war ni ng( 'option:last’ , .
‘Ignore _last _optional _parameter _without _argument );
end
%% Parameter-Uberpriifung
% Parameter: ft
N=nunel (ft);
if ~isvector(ft) || ~all(isnumeric(ft)) || any(isnan(ft)) || any(isinf(ft))
|| ~isreal(ft) || mod(log2(N),1)~=0 || N<8
err or ('parameter:ft’ , ’Invalid _parameter _allocation  _(ft) );
end
% Parameter: ff
if ~isvector(ff) || ~all(isnumeric(ff)) || any(isnan(ff)) || any(isinf(ff))
|| ~isreal (ff) || nurmel (ff)~=2xN
er r or ('parameter:ff’ , ’'Invalid _parameter _allocation _(ff)’ );
end
% Parameter: mu
if ~isscalar(mu) || ~isnumeric(mu) || isnan(nu) || isinf(mu) || ~isreal (mu)
[l nmu<0
error ('parameterrmu’ , ’Invalid _parameter _allocation _(mu) );
end
% Parameter: alphaO
if ~isvector(al phaO) || ~all (isnuneric(alpha0)) || any(isnan(al pha0))
|| any(isinf(alpha0)) || ~isreal(alpha0) || any(al pha0<=0)
err or ('parameter:alpha0’ , ’Invalid _parameter _allocation _(alphaO) );
end
% Parameter: r
if ~isvector(r) || ~all(isnuneric(r)) || any(isnan(r))
|| any(isinf(r)) || ~isreal(r) || any(r<=1)
er r or ('parameter:r’ , ’'Invalid _parameter _allocation _(r)' );
end
% Parameter: jO
if ~isscalar(jO) || ~isnunmeric(jO) || isnan(j0O) || isinf(j0)
|| ~isreal(jO) || jO<3 || jO>lo0g2(N)
er r or ('parameter:j0’ , ’Invalid _parameter _allocation  _(MinLevel)’ );
end
j 0=floor(j0);
% Parameter: J
if ischar(J) && strcnp(J,’AUTO’)
J=l0g2(N);
end
if ~isscalar(Jd) || ~isnumeric(J) || isnan(J) || isinf(J)
|| ~isreal(J) || J>=log2(N+1 || J <jO
err or ('parameter:J’ , ‘Invalid _parameter _allocation _(MaxLevel) );
end
J=floor(J);
% Parameter: cO
if ~(ischar(c0) && strcnp(cO,’AUTO’))
if ~isvector(c0) || ~all(isnuneric(c0)) || any(isnan(c0)) || any(isinf(c0))
|| nunel (c0)~=27j 0
er r or ('parameter:cO’ , ’'Invalid _parameter _allocation _(CoarseApprox) );
end
end
% Parameter: epsilonl
if ~isvector(epsilonl) || ~all(isnuneric(epsilonl)) || any(isnan(epsilonl))
|| any(isinf(epsilonl)) || ~isreal (epsilonl) || any(epsilonl<=0)
er r or ('parameter:epsilonl’ , ’'Invalid _parameter _allocation _(epsilonl)’ );
end
% Parameter: epsilon2
ROBERT BEINERT WS 2012/13

100

105

110

115

120

125

135

140

145

155



Master-Thesis (Studiengang: Mathematik)
Anhang A. M ATLAB -Quelltexte

92

if ~isvector(epsilon2) || ~all(isnumeric(epsilon2)) || any(i

snan(epsilon2))

|| any(isinf(epsilon2)) || ~isreal (epsilon2) || any(epsilon2<=0)

er r or ('parameter:epsilon2’ , ’'Invalid _parameter _allocation
end
% Parameter: S
if ~isvector(S) || ~all(isnuneric(S)) || any(isnan(S))
|| any(isinf(S)) || ~isreal(S) || any(S<=1)

_(epsilon2)’ );

error ('parameter:S’ , ’'Invalid _parameter _allocation _(S) );

end
% Parameter. Maxlter

if ~isvector(Maxlter) || ~all(isnuneric(Maxlter)) || any(isnan(Maxlter))
|| any(isinf(Maxlter)) || ~isreal (Maxlter) || any(Maxlter<0)

er r or ('parameter:Maxlter’ , ’Invalid _parameter _allocation
end
Max! t er=f 1 oor (Maxlter);
% Parameter: attempt
if ~ischar(attenpt)
er r or ('parameter:attempt’ , ’Invalid _parameter _allocation
end
switch attenpt
case ’'precompute’
att enpt =1,
case 'update’
att enpt =2,
ot herw se
er r or ('parameter:attempt’ , 'Unknown _attempt _for _right

[

end

%% Statistik
Stat. Level =[j 0:J];
Stat. Level Resul t=cel | (J-j 0+1,1);
Stat.lteration=zeros(J-j0+1,1);
Stat.Mnlteration=zeros(J-j0+1,1);
St at. Nor nDi st ance=zeros(J-j 0+1, 1);
St at. Resi dual =cel | (J-j 0+1, 1) ;
Stat. Condi tion=cel | (J-j 0+1, 1);
%% Vorberechnung der rechten Seite
if attempt==
% Bestimme die modifizierten Daten im Frequenzbereich
d=(ff.~2)./(sinc(1l/(2«N)*[-N: N-1]" ). "4);
% Inverse modifizierte FOURIER-Matrix
A=pi I Ne([-N:N-2] 7 *[-N:N-1]) ;
nFOURI ER=1/ ( 2xN) »exp(- 1i *A) ;
% Berechne die komplexe rechte Seite des Systems (Dieser Sch
% der diskreten FOURIER-Transformation numerisch optimie
e=nFOURI ERxd;
e=1/2+x(e(N+1l: end) +conj (e(N+1:-1:2)));
% Bestimme die reelle rechte Seite des Systems
h=[real (e);inmag(e)];
end
% Rechte Seite fir die Nebenbedingungen
f=muxft."2;

%% Bestimme die N&herungslosung fur das erste Level
if ischar(cO)

% Nach Algorithmus 5.3

a0=ft (1:2"(J-j0):end);

bO0=zeros(27j 0, 1);
el se
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end

%%
for

% Approximation des Benutzers
a0=real (c0);
b0=i mag(cO0);

Multilevel-Strategie mit GAUSS-NEWTON-Verfahren
j=j0:d
% Startwerte fur die Variablen
a=ao;
b=b0;
% Statistik
Resi dual =zer os(Maxl ter (mod(j-j 0, nunel (Maxlter))+1),1);
Condi ti on=zeros(Maxlter(mod(j-jO0, numel (Maxlter))+1),1);
% Bestimme die rechte Seite fir das minimale Level
switch attenpt
case 1
g=[27(j-J)*h(1:27(J-j):end); f(21:27(J-]j):end)];
case 2
% Bestimme die modifizierten Daten im Frequenzbereich

d=47(j - 3) « (FF(N#L- 28] 0 N#2Aj ). A2) L (sinc( L/ (2%27) ) «[ - 27] : 27) - 1] ) . A4)

% Inverse modifizierte FOURIER-Matrix
A=pi [ 278« ([-27j 27 -1] " *[-27) 1 27 - 1)) ;
nFOURI ER=1/ (2% 27j ) xexp(- li *A) ;

% Berechne die komplexe rechte Seite des Systems (Dieser Sch ritt kann mit
% Hilfe der diskreten FOURIER-Transformation numerisch op timiert werden.)

e=nFOURI ERxd
e=1/2x(e(2"j +1: end) +conj (e(2"j +1:-1:2)));
% Bestimme die reelle rechte Seite des gesamten Systems
g=[real (e);img(e);f(1:2"(J-j):end)];
end

% Hilfvariablen fur TOEPLITZ-Matrix (Nullsetzen der unter en Matrix)
avoi d=zeros(nunel (a), 1);
bvoi d=zer os(nunel (b), 1);

% GAUSS-NEWTON-Verfahren
% Berechne das Funktional G(a,b) flir den ersten lIterationss chritt
G=[ hankel (a), hankel (b);
- hankel (b), hankel (a);

muxdi ag(a), muxdi ag(b)];
G=Gt[ a; b] ;
% Bestimme die erste Ableitung von G(a,b) fur den ersten lter ationsschritt
avoi d(1)=a(l);
bvoi d(1)=b(1);
DG=[ hankel (a) +toeplitz(avoid, a), hankel (b)+toeplitz(bvoid,b);

- hankel (b) +t oeplitz(bvoi d, b), hankel (a)-toeplitz(avoid,a);

2+xmuxdi ag(a), 2xmuxdi ag(b)];
% Startwerte fir das Abbruchskriterium aus Algorithmus 7.1
al pha=al phaO(nmod(j -j 0, nurel (al pha0)) +1) ; % Regularisierungsfolge
s=norm( G g); % Norm der Residuen
sM n=s; % Minimales Residuum
aM n=a; % Realteil der Variablen fur sMin
bM n=b; % Imaginarteil der Variablen fir sMin
C=cond( DG *DGtal phaxeye(2+nunel (a))); % Kondition der Matrix
% Iteration
I ter=0;

Resi dual (1) =s;
Condi tion(1)=C
while s<=S*sM n && s>epsilonl && C<1/epsilon2(nod(j-jO0, nunmel (epsilon2))+1)
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end

&& lter<Maxlter(nmod(j-jO, nunel (Maxlter))+1)
% lterationsschritt nach Proposition 4.5
del t a=( DG * DGtal phareye(2+nunel (a)))\ (DG *(G g) +al pha*([a; b]-[a0; b0]));
a=a-delta(1:2"));
b=b- del t a( 2" +1: end) ;
% Berechne das Funktional G(a,b) fir den nachsten lIteration sschritt
G=[ hankel (a), hankel (b);

-hankel (b), hankel (a);

muxdi ag(a), nu+diag(b)];
G=G:[ a; b] ;
% Bestimme die erste Ableitung von G(a,b) fur den néachsten It erationsschritt
avoid(1l)=a(1);
bvoi d(1)=b(1);
DG=[ hankel (a) +toeplitz(avoid, a), hankel (b)+toeplitz(bvoid,b);

- hankel (b) +toeplitz(bvoid, b), hankel (a)-toeplitz(avoid, a);

2xmuxdi ag(a), 2xmuxdi ag(b)];

% lterationszahler
Iter=lter+1,
% Berechne den nachsten Wert der Regularisierungsfolge
al pha=al pha/r;
% Abbruchskriterium - Speichere Variablen mit minimalen Re siduum
s=norm( G g);
if s<sMn

sM n=s;

aM n=a;

bM n=b;

Stat.Mnlteration(j-j0+1)=lter;
end
C=cond( DG *DGtal phaxeye(2+*nunel (a)));
% Speichere Kondition und Residuen fiir die Statistiken
Resi dual (1ter+1)=s;
Condi tion(lter+1)=C

% Statistik

St at .
St at .
St at .
St at .
St at .

Level Resul t{j -j 0+1} =aM n+1i *bM n;
Iteration(j-jO0+l)=lter;

Nor nDi st ance(j -j 0+1) =sM n;

Resi dual {j -j 0+1} =Resi dual (1: I ter+1);
Condi tion{j-j0+1}=Condition(l:Iter+1);

% Interpoliere die numerische LOsung fir das néchste Level
% Realteil

a0=zeros(2+xnunel (aM n), 1);

a0(1: 2: end) =aM n;

a0(2: 2: end-2)=(aM n(1: end-1)+aM n(2: end))/ 2;
a0(end) =aM n(end)/ 2;

% Imaginarteil

bO0=zer os(2+*nunel (bM n), 1);

b0(1: 2: end) =bM n;

b0(2: 2: end- 2) =(bM n( 1: end- 1) +bM n(2: end) )/ 2;
bO( end) =bM n(end)/ 2;

end

%% Erzeuge Ruckgabewerte
out =aM n+1i *bM n;
i f nargout==

varargout (1) ={Stat};

end
end
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A.2 Rekonstruktion der Phase

% Phasenrekonstruktion (Algorithmus 5.5)
%
% Fur die gegebenen Daten FT im Zeitbereich und FF im Frequenz bereich bestimmt die
% Funktion

%

% [C,STAT]=PhaseRetrievelEXP(FT,FF,’OPTION'\WERT,... )

%

% die Phasenrekonstruktion nach Algorithmus 5.5. Die Dimen sion N des Vektors FT muss
% hierbei eine Zweierpotenz sein. Der zweite Vektor FF muss d ie doppelte Dimension 2N
% besitzen. Neben den Daten konnen der Funktion weitere Opti onen Ubergeben werden. Die

% Standardbelegung der Optionen ist in Klammern angegeben.
%
% OPTIONEN:

% alphaO (25) - Startwert der Regularisierungsfolge

% r (1.1) - Faktor zur iterativen Bestimmung der

% Regularisierungsfolge

% epsilonl (2e-5) - Abbruchskriterium fur die Residuen

% epsilon2 (1e-15) - Abbruchskriterium fir die Kondition de r Matrix

% S (2.5) - Maximaler multiplikativer Anstieg der Residuen

% Maxlter (1000) - Maximale Anzahl an Iterationen

% MinLevel 3) - Niedrigstes Level

% MaxLevel (CAUTO) - Hochstes Level (Bei der automatischen Bestimmung wird
% hierfar log(N) verwendet, wobei N die Dimension des

% Problems ist)

% CoarseApprox (AUTO’) - Approximative Lésung fur das nied rigste Level (Bei der
% automatischen Bestimmung wir diese aus den gegeben Daten
% bestimmt)

%

% StandardméRig besitzt die Funktion einen Rickgabeparame ter. Dieser enthdlt die komplexen
% Koeffizienten der rekonstruierten linearen Spline-Funk tion. Optional wird ein zweiter

% Riickgabewert bereitgestellt, welcher die Zwischenergeb nisse, Residuen, Anzahl der

% lIterationen, Iteration mit dem minimalen Residuem und wei tere Statistiken fiir jedes

% Level in einer Daten-Struktur zuriickgibt.
%

% AUTHOR: ROBERT BEINERT
% DATE: 20. Marz 2013
% VERSION: 1.1

function [out, varargout] =PhaseRetrieval EXP(ft, ff, varargin)
%% Anzahl der Argumente
i f nargout>2
er r or (’outputiinvalid’ , ’Invalid  _number _of _output _arguments’ );
end

%% Standardbelegung der Optionen

al pha0=25; % Startwert der Regularisierungsfolge

r=1.1; % Faktor zur iterativen Bestimmung der Regularisierungsfo lge
J="AUTO’ ; % Maximales Level

j 0=3; % Minimales Level

phi 0="AUTO’ ; % Naherungslosung auf dem ersten Level

epsi | onl=2e- 5; % Abbruchkriterium fir Residuen

epsi | on2=1e- 15; % Abbruchkriterium fiir Kondition

S=1.5; % Maximaler multiplikativer Anstieg der Residuen

Max! t er =1000; % Maximale Anzahl der Iterationen je Level

%% Auswerten der optionalen Parameter
opt =1; % Aktueller optionaler Parameter
opt _si ze=nunel (varargin); % Anzahl der optionalen Parameter
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whi | e opt <opt _si ze
if ~ischar(varargin{opt})
er r or ('option:invalid’ , ’'Invalid _optional _parameter _name’);
end
switch | ower(varargin{opt})
case 'alpha0’
al phaO=var ar gi n{ opt +1};
case 'r
r=var ar gi n{ opt +1};
case 'minlevel
j O=var ar gi n{opt +1};
case 'maxlevel’
J=var ar gi n{ opt +1};
case ’'coarseapprox’
phi O=var ar gi n{ opt +1};
case ’epsilonl’
epsi | onl=var ar gi n{opt +1};
case ’'epsilon2’
epsi | on2=var ar gi n{ opt +1};
case 's’
S=var ar gi n{ opt +1};
case 'maxiter’
Max| t er =var ar gi n{ opt +1};
ot herw se
war ni ng( 'option:unknown’ , .
[’lgnore _unknown _optional _parameter: ' varargi n{opt}]);
end
opt =opt +2;
end
i f nod(opt_size, 2)==1
war ni ng( 'option:last’ , .
‘Ignore _last _optional _parameter _without _argument );
end
%% Parameter-Uberpriifung
% Parameter: ft
N=nurel (ft);
if ~isvector(ft) || ~all(isnumeric(ft)) || any(isnan(ft)) || any(isinf(ft))
|| ~isreal(ft) || mod(log2(N),1)~=0 || N<8
err or ('parameter:ft’ , ’Invalid _parameter _allocation  _(ft)) );
end
% Parameter: ff
if ~isvector(ff) || ~all(isnuneric(ff)) || any(isnan(ff)) || any(isinf(ff))
|| ~isreal (ff) || numel (ff)~=2xN
er r or ('parameter:ff’ , ’'Invalid _parameter _allocation _(ff) );
end
% Parameter: alphaO
if ~isvector(al phaO) || ~all (isnuneric(alpha0)) || any(isnan(al pha0))
|| any(isinf(alpha0)) || ~isreal(alpha0) || any(al pha0<=0)
err or ('parameter:alpha0’ , ’'Invalid _parameter _allocation _(alphaO) );
end
% Parameter: r
if ~isvector(r) || ~all(isnuneric(r)) || any(isnan(r))
|| any(isinf(r)) || ~isreal(r) || any(r<=1)
er r or ('parameter:r’ , ’'Invalid _parameter _allocation _(r)' );
end
% Parameter: jO
if ~isscalar(jO) || ~isnuneric(jO) || isnan(j0O) || isinf(jO)
|| ~isreal(jO) || jO<3 || jO>log2(N)
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er r or ('parameter:j0’ , ’'Invalid _parameter _allocation _(MinLevel) );
end
j 0=floor(j0);
% Parameter: J
if ischar(J) && strcnp(J,’AUTO’)

J=l0g2(N);
end
if ~isscalar(J) || ~isnuneric(J) || isnan(J) || isinf(J)
|| ~isreal (J) || J>=log2(N)+1 || J <jO
error ('parameter:J’ , ’'Invalid _parameter _allocation _(MaxLevel) );
end
J=floor(J);

% Parameter: phi0
if ~(ischar(phi0) && strcnp(phiO, AUTO"))

if ~isvector(phiO) || ~all(isnumeric(phiO)) || any(isnan(phiO0))
|| any(isinf(phi0O)) || nunel (phi0)~=j0
er r or ('parameter:phi0’ , ’Invalid _parameter _allocation _(CoarseApprox)’
end
end
% Parameter: epsilonl
if ~isvector(epsilonl) || ~all(isnumeric(epsilonl)) || any(isnan(epsilonl))
|| any(isinf(epsilonl)) || ~isreal (epsilonl) || any(epsilonl<=0)
err or ('parameter:epsilon1’ , ’Invalid _parameter _allocation _(epsilonl) )
end
% Parameter: epsilon2
if ~isvector(epsilon2) || ~all(isnumeric(epsilon2)) || any(isnan(epsilon2))
|| any(isinf(epsilon2)) || ~isreal (epsilon2) || any(epsilon2<=0)
er r or ('parameter:epsilon2’ , ’Invalid _parameter _allocation _(epsilon2)’ )
end
% Parameter: S
if ~isvector(S) || ~all(isnumeric(S)) || any(isnan(S))
|| any(isinf(S)) || ~isreal(S) || any(S<=1)
error ('parameter:S’ , ’'Invalid _parameter _allocation _(S) );
end
% Parameter: Maxlter
if ~isvector(Maxlter) || ~all(isnuneric(Maxlter)) || any(isnan(Maxlter))
|| any(isinf(Maxlter)) || ~isreal (Maxlter) || any(Maxlter<0)
er r or ('parameter:Maxlter’ , ’'Invalid _parameter _allocation _(Maxlter)’ );
end

Max! t er=f 1 oor (Maxlter);

%% Statistik
Stat. Level =[j 0:J];
Stat. Level Resul t=cel | (J-j 0+1,1);
St at. Level Vari abl es=cel | (J-j 0+1, 1);
Stat.lteration=zeros(J-j0+1,1);
Stat.Mnlteration=zeros(J-j0+1,1);
St at. Nor nDi st ance=zeros(J-j 0+1, 1);
St at. Resi dual =cel | (J-j 0+1, 1) ;
St at. Condi tion=cel | (J-j0+1, 1);
%% Bestimme die N&herungslosung fur das erste Level
if ischar(phiO)

% Nach Algorithmus 5.5

phi 0=zeros(27j0, 1);
end

%% Multilevel-Strategie mit GAUSS-NEWTON-Verfahren
for j=0:J
% Startwerte fUr die Variablen
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phi =phi 0;

% Statistik

Resi dual =zer os( MaxI ter(mod(j-j 0, nunmel (Maxlter))+1), 1);

Condi ti on=zeros(Maxlter(mod(j-jO0, nunel (Maxlter))+1),1);

% Auswahl der Betrage fur die Variablen das ersten Levels
c=ft(1:27(J-j):end);

% Bestimme die modifizierten Daten im Frequenzbereich

d=47(j-J)*(FF(NFL1-272)  N#27j ) . A2) L/ (sinc( L/ (2x27j ) «[ -2~ : 27 -1] ") . M),
% Inverse modifizierte FOURIER-Matrix

A=pi [ 27+ ([-27] 128 - 1]+ [- 28] 1 27 - 1] )

nFOURI ER=1/ (2% 27j ) xexp( - 1i *A) ;

% Berechne die komplexe rechte Seite des Systems (Dieser Sch ritt kann mit Hilfe
% der diskreten FOURIER-Transformation numerisch optimie rt werden.)
e=nFOURI ERxd;

e=1/2x(e(2"j +1: end) +conj (e(2"j +1:-1:2)));

% Bestimme die reelle rechte Seite des gesamten Systems

g=[real (e);imag(e)];

% Hilfvariablen fur TOEPLITZ-Matrix (Nullsetzen der unter en Matrix)
Svoi d=zer os(nunel (phi), 1);
Cvoi d=zer os(nunel (phi), 1);

% GAUSS-NEWTON-Verfahren

% Berechne das Funktional G(a,b) fir den ersten lIterationss chritt

cCos=c. xcos(phi);

cSi n=c. *si n(phi);

G=[ hankel (cCos), hankel (cSin);

-hankel (¢Sin), hankel (cCos)];

G=Gt[ cCos; cSin];

% Bestimme die erste Ableitung von G(a,b) fur den ersten lter ationsschritt

Svoi d(1)=cSin(1);

Cvoi d(1)=cCos(1);

DG=[ hankel (cSi n) +t oeplitz(Svoid, cSin), -hankel (cCos)-toeplitz(Cvoid,cCos);
hankel (cCos) -toeplitz(Cvoid, cCos), hankel (cSin)-toeplitz(Svoid,cSin)]
*[di ag(cCos); diag(cSin)];

% Startwerte fUr das Abbruchskriterium aus Algorithmus 7.1

al pha=al phaO(nod(j -j 0, nunel (al pha0)) +1) ; % Regularisierungsfolge
s=norm( G g); % Norm der Residuen
sM n=s; % Minimales Residuum
phi M n=phi ; % Variablen fiur sMin
C=cond( DG *DGtal pha*xeye(nunel (phi))); % Kondition der Matrix
% Iteration

Iter=0;

Resi dual (1) =s;
Condi tion(1)=C,
whil e s<=S«*sM n && s>epsilonl && C<1/epsilon2(nmod(j-jO0, nunel (epsilon2))+1)
&& Iter<Maxlter(nmod(j-jO, nunel (Maxlter)) +1)
% Iterationsschritt nach Proposition 4.5
del t a=( DG * DGtal phaxeye( nunel (phi)))\ (DG *(G g) +al pha*(phi-phi 0));
phi =phi - del t a;
% Berechne das Funktional G(a,b) fur den né&chsten lIteration sschritt
cCos=c. *cos(phi);
c¢Si n=c. *si n(phi);
G=[ hankel (cCos), hankel (cSin);
-hankel (cSin), hankel (cCos)];
G=G+[ cCos; cSin];
% Bestimme die erste Ableitung von G(a,b) fir den nachsten It erationsschritt
Svoi d(1)=cSin(1);
Cvoi d(1)=cCos(1);
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end

end

DG=[ hankel (cSin)+toeplitz(Svoid, cSin), -hankel (cCos)-toeplitz(Cvoid,cCos);

hankel (cCos)-toeplitz(Cvoid, cCos), hankel (cSin)-toeplitz(Svoid,cSin)]

*[di ag(cCos); diag(cSin)];
% Iterationszéahler
Iter=lter+1,;

% Berechne den nédchsten Wert der Regularisierungsfolge

al pha=al pha/r;

% Abbruchskriterium - Speichere Variablen mit minimalen Re

s=norm( G Q) ;
if s<sMn
sM n=s;
phi M n=phi ;
Stat.Mnlteration(j-j0+1)=lter;
end
C=cond( DG *DGt+al pha*eye(nunel (phi)));
% Speichere Kondition und Residuen fir die Statistiken
Resi dual (Iter+1)=s;
Condi tion(lter+1)=C,

% Normalisiere die Variable phi entsprechend Algorithmus 5

for

end

k=1:27"j-1

whi | e phi M n(k) -phi M n(k+1) >pi
phi M n( k+1) =phi M n(k+1) +2*pi ;

end

whi | e phi M n(k)-phi M n(k+1) <-pi
phi M n(k+1) =phi M n(k+1) - 2*pi ;

end

phi M n=phi M n-phi M n(2*(j-1));
% Statistik

St at.
St at.
St at.
St at .
St at .
St at .

Level Resul t{j -j 0+1}=c. *exp(1i *phi M n);
Level Vari abl es{j -j 0+1} =phi M n;
Iteration(j-jO0+l)=lter;

Nor nDi st ance(j -j 0+1) =sM n;

Resi dual {j -j 0+1} =Resi dual (1: I ter+1);
Condi tion{j-j0+1}=Condition(1l:1ter+1);

% Interpoliere die numerische LOsung fir das néchste Level
phi O=zer os( 2+« nunel (phi M n), 1);
phi 0(1: 2: end) =phi M n;

phi 0( 2: 2: end- 2) =(phi M n(1: end- 1) +phi M n(2: end) )/ 2;

phi 0( end) =phi M n(end)/ 2;

end

%% Erzeuge Ruckgabewerte
out =c. *exp(1i *phi M n);
i f nargout==

varargout (1) ={Stat};

end
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