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Aufgabe 1
Sei X ein linearer normierter Raum mit der Norm ‖.‖X .

a) Sei {xn}n≥1 eine Folge in X und sei die Summe
∞∑

n=1

‖xn+1−xn‖X konvergent.

Zeigen Sie, dass {xn}n≥1 eine Cauchyfolge ist.

b) Es seien {xn}n≥1 und {yn}n≥1 Cauchyfolgen in X.
Zeigen Sie, dass die Folge cn = ‖xn − yn‖ in IR konvergiert. (4P.)

Aufgabe 2
Zeigen Sie: Ein linearer normierter Raum V ist genau dann vollständig (und damit

ein Banachraum), wenn jede absolut konvergente Reihe (d.h.
∞∑

n=1
‖xn‖V <∞) in V

einen Grenzwert
∞∑

n=1
xn hat. (4P.)

Aufgabe 3
Sei C1[a, b] der Vektorraum der stetig differenzierbaren Funktionen auf dem abge-
schlossenen Intervall [a, b] .

a) Ist C1[a, b] mit der Norm ‖f‖∞ := sup
t∈[a,b]

|f(t)| ein Banachraum?

b) Ist C1[a, b] mit der Norm

|||f ||| := sup
t∈[a,b]

max{|f(t)|, |f ′(t)|} = max{‖f‖∞, ‖f ′‖∞}

ein Banachraum? (5P.)

Aufgabe 4

a) Sei lp, 1 ≤ p < ∞ der Folgenraum mit der Norm ‖x‖p = (
∑∞

j=1 |xj|p)1/p.
Man zeige, dass sich nur für p = 2 ein Skalarprodukt auf lp finden lässt mit
(x,x) = ‖x‖2p für alle x ∈ lp.

b) Sei C[0, 1] der lineare Raum aller stetigen Funktionen auf [0, 1] mit der Norm
‖f‖∞ = supt∈[0,1] |f(t)|. Man zeige, dass sich kein Skalarprodukt auf C[0, 1]
finden lässt mit (f, f) = ‖f‖2∞ für alle f ∈ C[0, 1]. (4P.)
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