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Aufgabe 1

Sei n > 2 und V' = R™"™ der Vektorraum aller (n x n)-Matrizen.
Fir A = (aij)ijl € R™™ gei SpA := a1 + asg + ... + apy die Summe der
Hauptdiagonalelemente von A (Spur von A). Untersuchen Sie, welche der folgenden
Abbildungen ¢; : V x V — R, 7 = 1,2, Skalarprodukte in V' sind:

a)  ¢1(A,B)=Sp(AT-B) fir A, BeV.
b)  w(A,B)=Sp(A-B) firA,BeV. (5P)

Aufgabe 2

Es seien V' ein Vektorraum iiber K € {R,C} und ¢ eine Bilinearform auf V. Seien
ai,...,a, € V. Zeigen Sie:

Ist A = (@ij)?,jﬂ e K™ mit a;; = ¢(a;,a;) reguldr, so sind ay,...,a, linear
unabhéangig. (3P)
Aufgabe 3

Man zeige, dass fiir einen R-Vektorraum V' der folgende Zusammenhang zwischen
Normen und Skalarprodukten gilt:

a) Ist (-,-) ein Skalarprodukt auf V' mit zugehoriger Norm [|v]| = y/(V, V), so
gilt die Parallelogramm-Gleichung

v+ wl? + [lv = wl? = 2|[v|* + 2w

b)  Ist umgekehrt |- || eine Norm auf V', die die Parallelogramm-Gleichung erfiillt,
so existiert ein Skalarprodukt (-,-) auf V' mit ||v|| = \/(v, V).

Hinweis zu b): Man definiere (v, w) := 1 (||[v +w|? — ||[v — w||?) und zeige, dass
v+v,w)=(v,w)+ (v, w) firalle v,v,weV

gilt. Daraus folgere man (A\v,w) = \(v,w) zunéchst fir A € Z, dann fiir A € Q

und mit einem Stetigkeitsargument schlieBlich fiir A € R. (6P)
Aufgabe 4
Fiir 2 = (z1,...,2,)7 € R” setzen wir ||7||s := maxi<i<y, |75]. Man zeige: | - |0

ist eine Norm auf R", ist aber nicht die Norm eines Skalarproduktes auf R"™. (3P)
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