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Kapitel 1

Einfiihrung

Was will Numerische Mathematik?

Viele Probleme der realen Welt lassen sich mathematisch formulieren und mit Hilfe des
Computers losen.

Forderung an die Lésungsverfahren

e Effizienz (Berechnung innerhalb einer problemabhéngigen Zeitspanne)

e Genauigkeit (Losung innerhalb eines gewissen Toleranzbereiches)

Aufgaben der Numerik

e Konstruktion von Verfahren zum Auffinden von Losungen

e Analyse der Verfahren bzgl. Effizienz und Stérungsanfilligkeit
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Beispiel 1.1: (Berechnung der Ableitung)
Sei f € C'(R) (einmal stetig differenzierbar) gegeben. Dann gilt
o) — i JEEN 1)

h—0 h ’
Daraus ergébe sich zum Beispiel das Verfahren (MAPLE):

z € R.

> # Berechnung der Ableitung fiir cos(1)
> printlevel:=0; h:=1; x:=1;
> for ¢ from 0 by 1 to 40 do
res := evalf((cos(x+h)-cos(x))/h);
print(level=i, abstand=evalf(h), resultat=res);
h:=h/2; end do;
Es ergibt sich dann

level=0  abstand=1 resultat=—0.9564491424
ievelzlo ;bstand:0.00976525 ;esultat:70.8417342464
ieveI:QO ;bstand:0.9537~ 1076 ;esultat:70.8417968121
ieveleO ;bstand:0.9313 1079 :resultat:—0.9663676416

level=40 abstand=0.909 - 10712  resultat=0

Das Ergebnis néhert sich zunéchst dem korrekten Wert —0.841471 an und entfernt sich dann
wieder davon. Das ist keine gute numerische Berechnungsvorschrift fiir Ableitungen! (Grund
fiir die Abweichung: die Rechengenauigkeit des Rechners liefert nur bis zu einer bestimmten
Nachkommastelle exakte Werte.)

Beispiel 1.2: (Losung eines LGS)

Betrachte das LGS
A'X:h7 AeRnxn)heRn7§€Rn

mit gegebenem A b, gesucht ist x. Eine Berechnungsvorschrift aus der Linearen Algebra ist
die Cramer’sche Regel. Es sei

air - A1(5-1) by aij+1) -0 Qin

Aj:

An1 -~ Gpj—1) bn An(j+1) - Qnn

(das heift, die j-te Spalte von A wird durch b ersetzt). Dann gilt: Ist das LGS eindeutig

l6sbar, so folgt
det A y

T T detA”
Die Determinantenrechnung ist aber sehr aufwéndig, nach dem Satz von Leibniz gilt fiir
jedes j € {1,...,n}

det A = (=1)7 > (=1)%a; - det (Ajy) ,
k=1
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wobei ) _
ail T a1(k-1) A1(k+1) T a1n
A, = | GG-0r 0 AGeNG-D AG-nkD) 0 AG-Dn
- AG+11 GG (k—1) GG+ (k+1) T G(G+n
L Onl T Qn(k—-1) An(k+1) T ann

Die Anzahl der Rechenoperationen zur Berechnung einer Determinante sei f(n). Fiir n = 2
gilt dann

denn im Falle einer 2 x 2—Determinante gilt

|A| = aii-agz —aiz - azx.

Weiter ist allgemein
fn) =n-fln-1)+(2n-1)

(n Multiplikationen, n — 1 Additionen), das heifit also insgesamt fiir n > 2

fn) = nn=1)Ffn—-2)+n2n—-3)+(2n—1)
n—2
- L (2n-2j - 1).
= (n—=j)!
Fiir n = 3 ergibt sich damit
6
f3) = 5+§~3: 14,
das heifit, der Aufwand belduft sich auf
14-4 = 56

Operationen allein zur Berechnung der 4 benotigten Determinanten zur Berechnung des
gesamten Gleichungssystems. Fiir n = 10 ergibt sich

£(10) = 9862749.

Damit ergibt sich eine im Vergleich mit dem Gauf-Algorithmus sehr ungiinstige Anzahl
von Rechenoperationen, der GauB-Algorithmus benétigt eine Anzahl von C - n? (also fiir
n=10: C-1000) Rechenoperationen. Wir werden Verfahren zur Lésung von LGS betrach-
ten, die weniger als 2 - n® Operationen benéstigen. Dariiber hinaus ist die Berechnung von
Determinanten sehr anfillig gegen kleine Stérungen (instabil).

Beispiel 1.3: (Berechnung der Standardabweichung)

Es sei X = (21, ...,2,)T € R" ein Vektor von Messwerten. Dann heifit

1 n
B(X) = —- >
j=1

Erwartungswert und
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1 — 5 1 < 1 —
V) = oy D - BOP = | Sy — - D)’
j=1 j=1 k=1
1 n 2 n n n
SEEa PITEE 9 SERRRT) SR,
j=1 Jj=1 k=1 k=1
2
1 N
j=1 k=1
Standardabweichung.
Wir betrachten folgende Berechnungsvorschrift: Es sei
So = Qo =0,
und
Sj = Sj_l + zj, Qj = Qj_l +I?, (j =1,..,n).

Dann ergeben sich die oben definierten Ausdriicke durch

Man kann dies mittels des folgenden MAPLE-Programmes realisieren (ungiinstig!):

> restart;
> with(LinearAlgebra);
> vi=Vector([1.00000, 1.00001, 1.00002]);
> N:=Dimension(v);
> S:=0; Q:=0;
> for ¢ from 1 by 1 to N do
S:=S+vli];
Q:=Q+vli]?; end do;
> E:=S/N;

> Vi=sart((Q-82/N)/(N-1));

Dies liefert als Ausgabe
E := 1.00001, V=0,

also ein falsches Ergebnis fiir die Standardabweichung V. Der Fehler bei der Standardab-
weichung entsteht, da MAPLE nur mit 10 Stellen hinter dem Komma genau rechnet (wenn
man nichts anderes einstellt!).

Fiir ein stabileres Verfahren setzen wir
Xk = (xl,...,xk), Mk = E(Xk),

sowie

k
Qu = (k=1)-V(X)® =Y (a1 — My)?

=1
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MO :QO = 0.

Wir Zeigen: Q;, und M; lassen sich rekursiv fiir j = 1, ..., n berechnen,

M. i — M;_q)?
My =M+ B g g oy B M) - 1)
Damit ist dann
Qn
E(X) = M, V(X)) = .
(X) = My, V(X) = /-2
Beweis:
Wir erhalten
M :lzj::cl:—]i cm 0Dy gy @ M)
A j i j ! j
und
J j 2
x; — M;_
Q, = Z(xl_MJ) :Z<IZ_Mj—1_(j7.jl))
=1 =1 J
= . (QC M 1) X M 1 2
= > (= Mj1)® =2 (@ — Mj_q)~————= +( 1)( . ])
=1 =1 J
2
Jr((.7—1)(30]‘ M]_l))
J
(zj — M) (> = 4)
= Qj-1 -2 7 (= DM = (G = D)Mj1) + (25 — Mj_1)?>—;
j_
= ijlJr( 7 )(a* 1)

Dann ldsst sich das folgende (giinstige) MAPLE-Programm erstellen:

>

V VV VYV

>
>

restart;

with(LinearAlgebra);
v:=vector([1.00000,1.00001,1.00002]);
N:=Dimension(v);

M:=0; Q:=0;

for ¢ from 1 to N do

Q:=Q+(i-1)*(v[i]-M)?/i; M:=M+(v[i]-M)/i; end do;
E:=M;

Vimsart(Q/(N-1));

Dieses liefert als Ausgabe schliefflich die richtigen Werte, namlich

E = 1.00001, V' = 0.00001.

Die Wahl des Berechnungsverfahrens ist also wesentlich fiir die Genauigkeit und die Effizienz.
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Direkte Verfahren zur L6sung von LGS

Gegeben seien eine Matrix A € R™*"™ und ein Vektor b € R™, gesucht ist ein Vektor x € R™,
2

so dass
A-x=Db

gilt. Das Problem hat Losungen, falls
rg(A) = rg(A,b)

erfiillt ist und ist eindeutig losbar, wenn m = n und det(A) # 0 gilt (dies ist gleichbedeutend
mit rg(A) = n). Dann gilt
x=A""bDb

Wir unterscheiden direkte und indirekte Verfahren zur Losung von LGS.

2.1 Normen und Kondition

Um Aussagen iiber die numerische Stabilitidt eines LGS machen zu kénnen, benttigen wir
genauere Informationen iiber das LGS.

Beispiel:
Wir betrachten das LGS

|
w

1 4+ 239

fiir die folgenden zwei Fille:

a) Es sei ¢ = 3,999. Dann erhiilt man als Losung die Werte 1 = —3997, 2o = 2000.

b) Es sei ¢ =4,001. Dann liefert das LGS die Losungen x; = 4003, z2 = —2000.

Offensichtlich bewirken schon kleine Anderungen eines Koeffizienten grofie Anderungen der
Losung. In diesem Fall ist dies dadurch zu erkliren, dass die Determinante der Koeffizienten-
matrix fiir ¢ = 4 gleich Null ist, das heifit, dass wir uns bei der Wahl des Koeffizienten nahe
einer kritischen Stelle befunden haben. Die Losung eines solchen LGS kann mittels MAPLE
in der folgenden Weise berechnet werden:



8 Kapitel 2: DIREKTE VERFAHREN ZUR LOSUNG VON LGS

with(LinearAlgebra);

sysl:={x142 % x2=3, 2% x1 + ¢ * x2=4};
c:=3.999;

solve(sysl, {x1,x2});

c:=4.001;

> solve(sysl, {x1,x2});

VvV VV VYV

Hierbei wurden alle entstehenden Ausgaben nicht berticksichtigt.

Definition 2.1: (Normen)
Eine Abbildung

[-II:R* — R
heifit (Vektor-)Norm, wenn die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

1) Es gilt
x>0 und x| =0 < x=0,

diese Bedingung ist die Positivitdt der Norm.

2) Es gilt
le-x[| = fe[-]xl,  ceR,

die positive Homogenitdt der Norm.

3) Es gilt die Dreiecksungleichung, das heifit, fiir x,y € R" gilt

Ix+yl < [l + [yl

Beispiele:

1) Die 1-Norm ist in der folgenden Weise definiert:

n
Il = lal.
j=1

2) Die euklidische Norm berechnet man durch

1x[l2 =

3) Die co-Norm (Maximum-Norm) ist definiert durch

[Xlloo = max |z;].
j=1,...n

4) Allgemein umfasst die p-Norm fir 1 < p < oo die Fille 1), 2), und als Grenzfall auch

Fall 3). Sie ist definiert durch

Definition 2.2: (Matrixnorm)
Eine Abbildung

IR — R
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heift Matriz-Norm, wenn fiir Matrizen A,B € R™*" die folgenden drei Bedingungen
gelten:

1) Es ist
JA| >0 und Al =0 <= A =0 (Nullmatrix).
2) Es gilt
le- Al = e - [|A],  ceR.

3) Es gilt die Dreiecksungleichung

IA+B| < [[All + Bl

Beispiele:

1) Man fasst die Matrix als Vektor des R" auf und verwendet eine Vektornorm. Das liefert
zum Beispiel die Norm

[Allar = max [axl
1<j,k<n

als Verallgemeinerung der oo-Norm. Die Frobenius-Norm, definiert durch

ist die Verallgemeinerung der euklidischen Norm.

2) Zu einer beliebigen Vektornorm || - ||y ldsst sich eine Matrixnorm oder Operator-Norm
in der Form A
Al = max JAXIV
#0 [|Ix]lv
definieren.
Satz 2.3: (Matrixnormen)

Durch Einsetzen der 1-(Vektor)Norm in die Definition der Operatornorm ergibt sich die
Spaltensummen-Norm fiir Matrizen

n
Al = Z ik |-
1Ay =, max > gl
Jj=1

Mit Hilfe der oco-(Vektor)Norm ergibt sich entsprechend die Zeilensummen-Norm

n
1A = max > ajl-
Jj=1,....n

k=1

Durch Einsetzen der euklidischen (Vektor)Norm erhilt man schlieflich die Spektral-Norm

IAll2 := \/p(ATA).

Dabei ist p(B) der Spektralradius einer Matrix B, das heifit
p(B) = max{|Ai], [Az]; ..., [An[}

wobei A; (1 =1,...,n) die Eigenwerte von B sind.



10 Kapitel 2: DIREKTE VERFAHREN ZUR LOSUNG VON LGS

Beweis:
Wir zeigen fiir die || - |;-Norm, dass

n
Z A.
||A||1 = Inax |a’jk| = max@
i x40 x|

gilt. Dabei ist zu zeigen, dass

1A - x[|s

111

Al > Vx#0

gilt und dass die Gleichheit auch angenommen werden kann. Es sei
A=la - a,]

das heifit, es sind die Vektoren a, die Spalten der Matrix A. Dann gilt fiir x = (21, ...,2p)

x
A-x=[a - a,]| : = z1a; + ...+ 2,4,.
T
Das liefert die Abschitzung
IA-x[1  _ Jlzaa 4. A aeanfh _ |zl llagfh + - 4 2] - fla, [l
l1xl|1 [BS[R - l1x/lx
< max ||a| Tt ol 0 max ||a,f; = max i:|a,|
— k=1,...n Skt HXHI k=1,....,n Skl k=1""’”j,1 gkl

=1
Ist nun kg der Index, fiir den

lag,llr =, max lay[l:

gilt, so wihle man
x = e, = (0,..,0,1,0,...,0)"

(der ko-te Eintrag ist eine 1, ansonsten nur Nullen) und erhélt

JA el I1-aglh
= = max |la],
||§koH1 1 k=1,...n

das heift, in diesem (speziellen) Fall gilt sogar die Gleichheit.

Ubung: Zeigen Sie, dass fiir die Operator-Norm alle drei Normaxiome erfiillt sind.

Definition 2.4: (Konsistenz und Vertréglichkeit)
1) Eine Matrixnorm || - || s heifit konsistent (submultiplikativ), falls
A -Bllar < [[Alla - [|Bllar vV A BeR"™"
gilt.
2) Eine Matrixnorm || - ||as heiit mit einer Vektornorm | - ||y vertriglich, wenn

1A - x[lv < [|Allar - lIxllv
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gilt.
Satz 2.5:
Die Operator-Norm
A
Al = max JAXIV
x#0 [|x|v

ist konsistent und mit der zugehorigen Vektor-Norm vertraglich.
Beweis:

Aus der Definition der Norm folgt die Abschéitzung
1A - x[lv

A2 >
[1x[lv

<
[

RN
o

das heifit also
A -x[lv < [|[Alla - [Ix]v V x#0.

Diese Ungleichung gilt auch fiir x = 0. Damit ist die Vertréglichkeit gezeigt. Betrachtet man
jetzt fiir zwei Matrizen A, B den Ausdruck

|A-B-x[v

A -B|y = max
| | x#0  [|x|lv

so ldsst sich dieser durch Ausnutzung der Vertréglichkeit in der folgenden Weise abschéitzen:

A-B- A -||B
Bl — e JABxly AL [Bxl
x20  [x|v x40 [Ix/lv
[|Bx||v
= [JAllm -max ———— = [|Alln - [|B]lm
x#0 HXHV
und man erhélt die Konsistenz.
Definition 2.6: (Kondition einer Matrix)

Die Kondition einer invertierbaren Matriz A € R™*" beziiglich der Matrix-Norm
Il - ||l as ist definiert durch
(A) = A lar - [ Allar

Beispiel:
Wir betrachten die Matrix

a-[27)

[Alls =7, [[Allr = 6.

Fiir diese gilt
Wir berechnen nun [|A[2. Wegen
|All2 = y/p (ATA)

sind zunéchst die Eigenwerte von AT A zu berechnen. Mit

re [ 1 -5 1 37 [ 26 —13
e | I Y e
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folgt fiir das charakteristische Polynom

A —26 13

X(A)Z‘ 13 A_13 ‘:(A—26)(A—13)—169:A2—39A+169;o,

Dies liefert die Nullstellen

39  [9.132 , 39 13 13
-4 132 =24 25 = 2 (3+5).
A2 5 1 3 5 2\/3 2(3 V/5)

Damit gilt fiir den Spektralradius

p(ATA) = 1—;(3+¢3>,

und fiir die Spektralnorm erhalten wir

13
A2 = 7(3+\/5) ~ 5,83...

Schliefilich erhélt man fiir die Frobenius-Norm

JAlr = VI+9+25+4 = V39 ~ 6,425....

Betrachtet man die Kondition der Matrix A, so ist diese wegen det(A) = —13 und damit
- 1 2 3
1 _ _
AT T3 { 5 1 ]

(bei 2 x 2-Matrizen ist die Bildung der Inversen einfach: mal teile durch die Determinante,
vertausche die Elemente auf der Hauptdiagonalen und &ndere das Vorzeichen der beiden
iibrigen Elemente!), das heift

7

A = —

A7 = 55,
gegeben durch

7

A= — .- 6= — =~ 3.2
k1(A) 3 6 . 3,2308
2.2 Einfluss von Datenfehlern
Es sei
A-x=b

das betrachtete LGS, wobei
A c R, b eR”, xeR"

gelte und A invertierbar sei. Es sei weiter || - ||y eine beliebige Vektornorm und || - ||as die
zugehorige Operatornorm. Wir untersuchen den Einfluss von kleinen Anderungen in A bzw.
b auf die Losung x.

1) Es sei die rechte Seite b gestort, das heifit, es wird das LGS

A-x=b:=b+Ab
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betrachtet. Setzt man
so lautet das LGS dann

was gleichbedeutend ist mit
A - Ax = A

lop

(denn es gilt A-x = b). Aufgrund der Vertriglichkeit der Matrix-Norm mit der Vektornorm
erhilt man die Abschétzung

[&x[lv = AT Ablly
< A a4y
Die relative Anderung der Losung ist
Ix—xllv _ [&x]v
1x[lv 1x[lv

Wegen A - x = b folgt
bllv = [|A-x[lv < [[Afla - [Ix]lv,
das heifit
bl
Al

1x[lv >

Also erhilt man

Iaxlly - _ A - [Ablly

v S ol
1Al
yAN
= A Y - A MR
1A s IS

r(A)

Der Bruch beschreibt dabei die relative Anderung der rechten Seite.

Satz 2.7 (Einfluss der Abénderung der rechten Seite)
Bei Anderung der rechten Seite b eines LGS A-x = b um Ab erhalten wir die Abschéitzung
VAN Ab
Ax(v < w(A)- | Abllv
[B3]3% [[bllv

fiir die relative Anderung des Losungsvektors x.
Wir untersuchen jetzt den Einfluss der Anderung der Matrix A auf die Losung x:
Lemma 2.8:

Ist F eine n x n-Matrix mit der Operatornorm
[Ella < 1,

so existiert die Matrix
I+F)"!

und es gilt
_ 1
TA+E) v < 7——-
1—|E[[m
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Beweis:
Wir wenden die Dreiecksungleichung nach unten an, diese lautet fiir x, y € R"

lxllv = lyllv] < lx—ylv.

Man erhiilt so folgende Abschitzung (beachte: aus ||F||yr < 1 folgt |F - x||v < ||x]||v):

[I+F) -x[ly, = [x+E-x[ly>[xllv-IE-x[v
> xllv = 1Ellas - Ix[lv = (1= [[Eflar) [Ix[lv >0 (x#0),
————
>0

das heif3t, das LGS
I+F)-x=0

besitzt nur die triviale (und damit die eindeutige) Losung x = 0. Das bedeutet aber, dass
I+F)"
existiert. Wir setzen jetzt zur Abkiirzung C := (I+ F)~'. Dann folgt (wie oben)
1 = [Llar = IX+E)-Clly, = IC+E-Cf,
AN—=Ungl.n.u.
>

ICllar = [|E-Cllar = [|Cllar = [1Ellar - 1€l = (1 = [[El|ar) - [|€]lar-

Damit ergibt sich durch Division auf beiden Seiten durch den (positiven!) Klammerausdruck

1
IClIm < =
1— || E[ar
und damit die Behauptung. m]
Satz 2.9: (Einfluss der Anderung von A)
Es sei A eine invertierbare n x n-Matrix und
B=A I+F), [E[[am < 1,

die gestorte Matrix. Weiter seien x und Ax definiert durch
A-x =D, B-x = b, X = x+ AX.

Dann gilt die Abschitzung
[ZAS:S | 5[}

Ixlv = 1= [IElla
B-A
Falls k(A) - IB = Aflar < 1 gilt, so ist
[=N[RY
|Axly _  s(4)-
Ixllv = 1—r(A)-0
IB—Alnm

mit 6 =
[FENpY;



Kapitel 2: DIREKTE VERFAHREN ZUR LOSUNG VON LGS 15

Beweis:

Wegen Lemma 2.8 existiert B™! und es gilt

Bx+Ax)=b <+  BAx=Db-Bx

das heifit, es ist

Ax = B'(b-B-x)=B '(A-x-B-x)
= B'(A-B) x=B'(A-B)-A"b
Da || - ||ar die Operatornorm zur Vektornorm || - ||y ist, gilt die Abschétzung
12x]v _ |B"'(A-B)-A 'b|lv
Il JA7Bllv

- IA™"b]lv

< B'A-B)y 22

|A™"bllv

= [[A-I+F)] " (A-A—A F)luy
= [I+EF)'A(-A-F)||m
= | =11 @+ E)'F|m

Konsistenz B ||E||IVI
< IET+E) " s - Ellwr < 1

B — IEllar’
wobei im letzten Schritt Lemma 2.8 benutzt wurde. Wegen
F=A"'B-A)
folgt schliefllich
_ _ B-A
E s < 1A ar B ~ Allsr = A arllalng- [BZAN
—  Alxm
r(A) =
Fiir k(A) - < 1 gilt dann
[Bl _  s(A) 5

1—|Elm — 1-k(A)-0
und damit die Behauptung. O
Beispiel:
Es sei das LGS

1 2 . T o 3

2 3,999 xe | | 4

| S ——
=A
gegeben. Dann gilt
[Alle = 5,999
und als Inverse erhélt man
-1 L 13,999 =21 | —3999 2000
= 0,001 -2 1| 2000 —1000 |’

was wiederum

A" = 5999
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liefert. Daraus ergibt sich beziiglich der Zeilensummennorm || - || die Konditionszahl
Kk(A) = 35988,001,
das heif3t schliellich aber, dass die Bedingung

B - Al

<1
Ao

k(A)

nur fiir sehr kleine Stérungen B von A erfiillt ist. Setzt man zum Beispiel

12 0 0
5{2 3,9991} — BA[O 0,0001]’
so erhélt man
IB— Al = 0,000L.

Setzt man die gewonnenen Werte ein, so ergibt sich

IB—-A|  3,5988001

= 0,5999 < 1.

Man erhéalt dann aus

| A%l 0o K(A) -6 0,5999
< = = 1,499375
%[0 — 1—r(A)-6 1-0,5999

eine sehr grobe Abschiitzung. Diese ist vollig unakzeptabel, da die Fehlernorm || Ax||~ grofer
sein kann als ||x||. Vergleicht man diesen Wert jetzt mit

Al | —3999 2000 0 o} |10 02 B
F=A"(B-A)= 2000 —1000 } [ 0 0,0001 ] - [ 0 —0,1 ]’ IElloo = 0,2,
so ergibt sich

A F 0,2
8% _ Bl _ 0.2 _ e
[%llc  1—[Elec 0,8
Tatséchlich folgt im speziellen Beispiel
dass
T1 = —4441,444... To = 2222,222...
gilt, andererseits erhélt man aus

die Lésungen
r1 = —3997 xo = 2000.

Damit ist

1A%

1]

| — Xlloo = 444,444,  ||x[ls0 = 3997, = 0,1111945.
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2.3 Dreiecksmatrizen
Definition 2.10:

Eine Matrix

A — (ajk);lk:1 c Rnxn
heiit untere (obere) Dreiecksmatriz, wenn a;, = 0 gilt fir j < k (j > k).

Das LGS fiir eine untere Dreiecksmatrix L = (i)} ,—; lautet dann

li17y = b
lorzy  + Iz = b
lpizy + e o Hppe, = by

wobei [j; # 0 gelte fiir alle j = 1,...,n. Die Losung dieses LGS ergibt sich durch die soge-
nannte Vorwdrtselimination , es ergibt sich sukzessive

b by = l1m1)
r = —, Ty = ———= ..,
l11 l2o
und schliellich
(bn —lp1wr — 2o — -+ — Zn(nfl)xn—l)
LTn = I )

das heifit, man erhilt die Losungsformel

j—1
(bj — Z ljk:ck)
k=1

xT; = y j:L...,’I’L.
L
Analog erhélt man fiir obere Dreiecksmatrizen U = (ujk)?kzl das LGS
u11T1  + wierz + 0+ ULRT, = b
ugpry + -+ Ugpn = b2
UnnTn = bp

und daraus die Losungsformel (Rickwdrtselimination)

n
<bj Z u]'klﬂk>
k=j+1

T; = - , j=1,...,n.
Ujj

Man kann die Vorwértselimination mittels der folgenden MAPLE-Prozedur durchfithren:

> # Vorwirtselimination, iiberschreibt b
> with(LinearAlgebra);
> velim:= proc(L::Matrix,b::Vector)
# untere Dreiecksmatrix L, rechte Seite b
local j, k,n;
n:=Dimension(b);
for j from 1 to n do
for k from 1 to j — 1 do b[j] := b[j] — L[j, k] = b[k] end do;
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b[j] == b[5]/Ll[j, j]
end do;
evalm(b);
end proc;

Die gesuchten Losungen x; sind nun auf b[j], j = 1, ..., n, abgespeichert. Die hierbei benutz-
te Rechenvorschrift entspricht der oben angefithrten Formel fiir die Vorwértselimination. Der
Aufruf der Prozedur erfolgt in der Form

> velim(L, b);
wobei zuvor natiirlich die Matrix
> L:=Matrix(][...])

und der Vektor
> b:=Vector([...]);

definiert sein miissen. Der Rechenaufwand der Vorwértselimination umfasst im j-ten Schritt
j—1 Multiplikationen, j—1 Additionen und eine Division, also insgesamt 2j — 1 arithmetische
Operationen (flops = floating point operations). Der gesamte Vorgang (alle Schritte
zusammen) erfordert dann

Z(ijl) =nn+1)—n = n?

j=1

flops. Analog lésst sich der Rechenaufwand der Riickwértselimination bestimmen, auch hier
ergibt sich ein Aufwand von n? flops.

2.4 Gauf3-Elimination

Ziel der GauB-Elimination ist es, die Losung eines beliebigen LGS auf die Losung von Drei-
eckssystemen zuriickzufithren. Wir suchen also obere und untere Dreiecksmatrizen U, L (die
Bezeichnung leitet sich von den englischen Begriffen upper, lower ab) so, dass

A=L-U
gilt und damit fiir das urspriingliche LGS

Ax=b < L-Ux=bDb
N———
=y

gilt. Somit ergibt sich die Losung des Ausgangssystems durch Losung der beiden Systeme

Ly=b Ux=y

in dieser Reihenfolge, also durch jeweils eine Vorwérts- und eine Riickwértselimination.

Bemerkung:
Der Vorteil der L - U-Zerlegung ist folgender: Muss das LGS A - x = b fiir verschiedene
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rechte Seiten gelost werden, so muss die L - U-Zerlegung nur einmal durchgefithrt werden,
danach sind nur noch Dreieckssysteme zu losen.

Beispiel:

Die Eliminationsschritte beim Gaufl-Algorithmus lassen sich durch Multiplikation mit geeig-
neten Matrizen darstellen:

1 -2 -1 0
2 6 1 -5 =A
3 —6 1 -7
1 2 -3 4
1 0 0O 01 -2 -1 0
M, = -2 1 000 -2 3 —5 =M,-A
-3 0 1 00 0 4 -7
-1 0 0 1|0 4 =2 4
1 0 0O 01 -2 -1 0
M,= 01 00[0 -2 3 —5 =M,-M,-A
0 0 1 0]0 0 4 -7
0 2 0 1|0 0 4 —6
1 0 0O 01 -2 -1 0
M,= 01 000 —2 3 —5 =M,;-M,-M,-A
0 0 1 0]0 0 4 -7
0 0 -1 1/0 0 0 1
Damit ist
Q Mg MQ'Ml A

eine obere Dreiecksmatrix. Dann ist aber auch
MM MU = A
(alle Matrizen sind invertierbar) und es stellt sich die Frage, ob nicht die Matrix
MMM

eine untere Dreiecksmatrix ist, denn dann kénnte man die in der L - U-Zerlegung gesuchten
Matrizen auf diese Art und Weise leicht bestimmen.

Definition 2.11:

Eine Gauf$-Transformation (Eliminationsmatriz) ist eine Matrix der Form

M, =1-y, e

mit
Y, =0 - Ogprr -+ wnl”
und dem k-tem Einheitsvektor e;, das heifit,
- 0
1
M, =
“Yk+1
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Die von der Einheitsmatrix abweichende Spalte ist also jeweils die k-te.
Bemerkung:

1) Die Inverse der GauB-Transformation I —y e g{ ist gegeben durch

1+Xk§£7

denn es gilt

T T T T T T
(lfzk@k) (l+zk~gk) =I+y, e —y, e —y. ey, e =L
=0

2) Fiir eine Matrix mit den Zeilenvektoren a,, ... a,,,

T
a

A = : )

I

folgt
_ al -

T
T Bk T
ap 1 — Yk+1 -3

E
>
Il

T T
L a, _yn'ﬁk h

das heif3t, von den Zeilen ng, j=k+1,...,n, wird das y;-fache der k-ten Zeile a} abgezogen.

Definition 2.12:
Fiir eine Matrix A € R™*™ heif3t

An = (@) (m=1..n)
m-te Hauptminore.

Fiir eine Matrix A € R™*" seien alle Hauptminoren invertierbar, das heif3t, es sei

det (Am) # 0

n

fir m = 1,...,n. Dann gibt es eine untere Drejecksmatrix L = (I;;); ;_, und eine obere

Dreiecksmatrix U = (ujk)?kzl so, dass
A=L-U

gilt und zusétzlich fiir die Diagonalemelente der unteren Dreiecksmatrix

gilt.
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Beweis:

Idee: Finde die Gaufl-Transformationen M, j =1,...,n — 1, so dass

M M, ,---M,-A=01U

n—1 " n
eine obere Dreiecksmatrix ist. Die Zerlegung lautet dann

A=M'"M'-M U

¥In—1"

=L

Den Beweis fithrt man durch induktive Konstruktion:

1. Schritt:

Betrachtet man eine Matrix

all DY DY a/l"L
a21

A = ,
a7L1 DY DY a//n/'fl

so erzeugt man in der ersten Spalte Nullen, indem man die erste Zeile mit 72—11 multipliziert
und zur j-ten Zeile addiert. (Hier ist a1; = det (A;) # 0.) Damit ergibt sich die erste
GauB3-Transformation

1 0
_axn
Ml = a )
__Qni 1
ail
und es gilt
aip aiz - Qain
0 b22 o b2n
M1 A = . .
0 bn2 bnn
mit a
i1 .
bik = ajr — - - a (j,k=2,...,n).
a11
Insbesondere ist
as1 1
522=a22——'a12=—'(a11'a22—a21'a12)750-
a1l a11
det(A,)#0

Die Elimination lisst sich in entsprechender Weise fortsetzen. Im (m — 1)-ten Schritt erhélt
man so

M M

m—1 " Em—2"

— H'm—l B

mit
Emfl c [R(m—l)X(m—l)7 0e R(n—m-‘,—l)x(m_l),

Bec R(mfl)x(nferl)’ Ce ]R(nferl)X(nferl).
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Dabei ist U,,,_; von der Gestalt

ull DY DY u17m_1
0
Em71 = 5
0 - 0 Un-tm

und es gilt uj; # 0 (j = 1,...,m — 1). Sei nun b, die erste Spalte von B. Da fiir die
Hauptminore A, die Voraussetzung det (A,,,) # 0 erfiillt ist, folgt

det(A,,,) = det [ YU, by

0 :| = det(gm—l)) " C11 7£ Oa
v C11 ———

£0

denn letztere Matrix ist aus A, nur durch Addieren von Vielfachen von Zeilen hervorge-

gangen. Also ist ¢y1 # 0. Wihlt man dann

M1
1
M’Hl = Coq ’
Ten
i ,
L e J
so liefert dies L
U, |B
M, M, ,---M A= — |,
0 |C |
wobei
U_ e Rmxm B c Rmx(n—m) 0¢ R(n—m)xm é c R(n—m)x(n—m).
Es bleibt nur noch zu zeigen, dass Ml_l .. .anl fiir m =1,...,n — 1 eine untere Dreiecks-

matrix ist. Der Beweis folgt jetzt mit folgendem Lemma 2.14. O

Lemma 2.14:

Fiir die Eliminationsmatrizen

mit 1 <m <n —1 gilt

1
! 1
N Doy 1
Mfl.Mgl...MT;l:1+Zz(j).§f: 1
L yﬁf) yﬁf) yé;”) 1]
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Beweis:

Wir beweisen das Lemma durch vollstdndige Induktion iiber m mit 1 < m < n — 1. Der Fall
m = 1 wurde in der Bemerkung nach der Definition 2.11 der Gauf}-Transformation bereits
behandelt. Fiir m < n — 1 folgt der Induktionsschritt :

m
MMM, = (14 y0eT (1+X(m+1>§£+1>
j=1
= [ raymel S el + 3y Tyt el
m—+1
= L+ ) yVef
j=1
Damit folgt die Behauptung. m]
Bemerkung:

Nach Lemma 2.14 erhalten wir die Matrix L, indem wir die zu den jeweiligen Eliminationsma-
trizen gehorigen Vektoren X(j ) aufsammeln“. Die GauB-Elimination kann in MAPLE mittels
der folgenden Prozedur realisiert werden:

> # GauB-Elimination mit Uberschreiben (ohne Pivot)
> with(LinearAlgebra);
gaussl:=proc(A::Matrix)
local n,m, j, k;
n:=RowDimension(A);
for m from 1 to n do
for j from m + 1 to n do
Alj,m] = Alj,m]/Afm, m};
for k from m + 1 to n do
A[j, k) = Alj, k] — Alj,m] = Afm, k]
end do
end do
end do;
evalm(A)
end proc;

Der Rechenaufwand betriagt dabei n —m Multiplikationen fiir die Berechnung der Elimina-
tionsmatrix M, und 2(n —m)? Operationen fiir die Multiplikation mit M, , also insgesamt

(n—m)+2(n—m)* = (n—m)(1+2n —2m)

Operationen pro Eliminationsschritt. Summiert man nun iiber alle m auf, so liefert dies

n n

Z(n—m)(l—i—Qn—Qm): Z(n+2n2—2mn—m—2mn+2m2)
m=1 m=1
nn+1) n(n+1) Jr2n(n+1)(2n+1)

2 3
M3 — dn - .
R — 2 6




24 Kapitel 2: DIREKTE VERFAHREN ZUR LOSUNG VON LGS

Das fertige Losungsverfahren

Fiir die Berechnung der Losung eines linearen Gleichungssystems A - x = b sind folgende
Schritte durchzufiithren:

1) Bestimmung der Zerlegung A = L - U mittels der Gau-Transformation.
2) Bestimmung der Losung y des LGS L -y = b durch Vorwirtselimination.

3) Bestimmung der Losung x des LGS U - x = Yy durch Riickwirtselimination.

Bemerkung:

Man kann Vorwérts- und Riickwértselimination direkt auf die in etner Matrix gespeicherte
L - U-Zerlegung anwenden, wenn man die Vorwértselimination so modifiziert, dass sie alle
Diagonalelemente als 1 annimmt (vgl. folgende Zusammenstellung).

Zusammenstellung von Prozeduren:

1) Die Vorwiértselimination wird in der folgenden Weise implementiert:

> # Vorwirtselimination, iiberschreibt b
> # Annahme, dass auf der Diagonalen Einsen stehen
> voreliml:=proc(L::Matrix,b:: Vector)
local n, j, k;
n:=Dimension(b);
for j from 1 to n do
for k from 1 to j — 1 do b[j] := b[j] — L[j, k] = b[k] end do
end do;
evalm(b)
end proc;

2) Die Prozedur der Riickwértselimination lautet:

> # Riickwértselimination, iiberschreibt b
> ruecksubs:=proc(U::Matrix,b:: Vector)
local n, j, k;
n:=Dimension(b);
for j from n by (—1) to 1 do
for k from n by (—1) to j + 1 do b[j] := b[j] — Ulj, k] * b[k] end do;
blj] = olj]/ U4, 4]
end do;
evalm(b)
end proc;

3) Die komplette Losungsprozedur fiir ein lineares Gleichungssystem (ohne Pivot) lautet
dann wie folgt:

> loesAxb:= proc(A::Matrix, b::Vector)
local gaussl, vorelim1, ruecksubs;
gaussl:=proc(4) ... end proc;
voreliml:=proc(L,b) ... end proc;
ruecksubs:=proc(U, b) ... end proc;
gauss1(A);
vorelim1(A,b);
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ruecksubs(A, b);
evalm(b)
end proc;

2.5 Pivotsuche

Problem:

1) Die Bedingung, dass alle Hauptminoren einer Matrix A invertierbar sind, ist aufwiindig
nachzupriifen und oft gar nicht erfiillt. Wir brauchen aber einen Algorithmus, der fiir alle
invertierbaren Matrizen A anwendbar ist.

2) Bei der GauB-Elimination werden Vielfache einer Zeile von A zu “weiter unten liegenden
Zeilen” addiert. Diese Vielfachen konnen betragsmifig sehr grofl werden, wenn das Diago-
nalelement sehr klein ist. Um dies zu verhindern, suchen wir eine Strategie, die die Division
durch zu kleine Werte verhindert.

Definition 2.15:

Das Element a1y einer Matrix A € R"*" heifit Pivot-Element.

Definition 2.16:

Eine Matrix P = (pij)?,jzl € R™*"™ heifit Permutationsmatriz, wenn sie in jeder Spalte
und Zeile genau eine Eins und sonst nur Nullen enthélt, das heifit, es gilt

pi; € {0,1}, Zpij =1, Zpij =1, (i,j=1,..,n).
J=1 i=1

Wir bezeichnen die Menge der Permutationsmatrizen mit II,,. Diese Menge bildet mit der
Matrixmultiplikation eine Gruppe. Die Vertauschungsmatrixz P[j, k|, j,k = 1,...,n, ist
definiert durch

1

das heifit, die Diagonalelemente p;; und py; werden gleich Null gesetzt und die Elemente
pr; und pj gleich Eins.

Bemerkung:

1) Vertauschungsmatrizen sind spezielle Permutationsmatrizen.

2) Die Matrix P[j, k] - A ist die Matrix, bei der die j-te und k-te Zeile von A vertauscht
sind. Umgekehrt ist die Matrix A - P[j, k] die Matrix, bei der j-te und k-te Spalte von A
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vertauscht sind.
Satz 2.17:

Sei A invertierbar. Dann gibt es eine Permutationsmatrix P € II,,, eine untere Dreiecks-
matrix L = (lj,k)?,k=1 € R™™ mit lj; = 1, j = 1,...,n, und eine invertierbare obere
Dreiecksmatrix U € R™*™, so dass

P-A=L-U
gilt.
Beweis:

Spéter.

Folgerung 2.18:

Eine Matrix A € R"™*™ ist genau dann invertierbar, wenn es eine Permutationsmatrix
P €11, gibt (das heiit eine Zeilenumordnung von A), so dass alle Hauptminoren (P - A),,
von P-A, m=1,...,n, invertierbar sind.

Beweis:

Ubung.

Bemerkung:
1) Man kann folgendes Losungsverfahren anwenden: Wegen
Ax=b <~ PAx=PDb < L-Ux=P-b
berechnet man zunéchst eine Dreieckszerlegung L - U fiir P - A und 16st dann
Ly=Pb
durch Vorwértselimination und anschlieffend
Ux=y

durch Riickwértselimination.

2) Satz 2.17 ergibt als Verfahren die GaufB-Elimination mit Zeilenvertauschung, gesteuert
durch Spalten-Pivotsuche. Analog ist auch eine Zeilen-Pivotsuche moglich, das heifit,
man betrachtet eine Zerlegung der Form

A-Q=L-U

)

Q Qe ll,,
oder eine Total-Pivotsuche mit einer Zerlegung
EAQZLE) E79€Hn-

Im Falle der Zeilen-Pivotsuche 16st man dann (in dieser Reihenfolge)
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im Falle der Total-Pivotsuche (in dieser Reihenfolge)
L-y=P-b, Uz=y, x=Q z

3) Aufgrund der Invertierbarkeit von A folgt aus PA = LU

1
-det(L) - det(U
derpy  Jet(L) - det(U),
— =1 n
=1 oder —1 =TT wii

0 # det(A) = det(P™" - L-U) =

das heifit, es muss
uii # 0

gelten fiir 4 = 1,...,n. Also ist U regulér.

Beweis von Satz 2.17:

Der Beweis verlauft in Analogie zu dem von Satz 2.12. Wir konstruieren Permutationsma-
trizen P; € II,, und Eliminationsmatrizen M, (j = 1,...,n), so dass

A™ = M, -P,---M;-P,-A
ull PR PR ul'ﬂl
0 B
= - (m=0,..,n)
0 0 Umm
0 A,

mit Am € R(r=m)x(n=m) it Der Beweis erfolgt dann durch Induktion.

Wir betrachten die Matrix
a1 .. Ain
A p—
an1 -+ Qnpn
Sei
laji] > lap]  fir k=1,..n,

das heifit, a;i ist das betragsméBig grofite Element der ersten Spalte (Pivotsuche in der
ersten Spalte). Dann wihlen wir
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mit pj1 = p1; = 1 und p1; = p;; = 0. Damit folgt

51

aj—1,1
ajl
aj+1,1

>

an1

Aj—1,n
Ain
Aj+1,n

Qpn

Der erste Eliminationsschritt wird durch die Multiplikation mit der Eliminationsmatrix

1
— 4221 1
ajl
@31
Ml - aj1 0
__8ni
L a1 0 1 m

reprasentiert, dabei ist a;; # 0, da sonst die Matrix A singuldr wire (aj; war das betragsmé-
Big groBte Element der ersten Spalte, wire dieses Null, so wéiren auch alle anderen Elemente
der ersten Spalte gleich Null, das heifit die Determinante von A wiire gleich Null). Alle
Komponenten von M; sind vom Betrag aulerdem < 1 (denn in den Briichen der ersten
Spalte in M, steht im Zihler jeweils eine Zahl, die betragsméafBig hochstens genauso grof3
wie der jeweilige Nenner ist). Das Ergebnis des ersten Eliminationsschrittes lautet damit

aj1 a2 Qjn
(1) (1)
0 a as,,
Ml Bl A _ 22 2
0 a'y A

Weitere Eliminationsschritte verlaufen analog. Dabei ist zu beachten, dass das Pivot-Element
nie Null wird, da sonst

U1 Uim
0 B
A = 0 Umm
0
0 A e R(n—m)x(n—m—1)
L 0 |

gilt und somit die (m + 1)-te Spalte linear abhéingig von den ersten m Spalten ist. Das stellt
aber einen Widerspruch zur Regularitit von A dar. Nach dem m-ten Gauf3-Schritt erhélt
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man
AM™ = M, -P,-M, ;- P, ;M P -A
uyir 0 Uim
— B’m
Umm
0 A,
mit R
B, eR™™ A, e RO

Nach n — 1 Gauf3-Schritten ergibt sich schliefSlich

M P,, M, ,-P, ,--M-P-A=0U

NMin—1 "Ln

Es ist noch zu zeigen, dass

-1
in—1" "Ml Bl)
= P MPL, M, P M =P L (%)

=n—1 =*=n— =

(M En—l 'Mn—2 P

T n—-2"

gilt mit einer Permutationsmatrix P und einer unteren Dreiecksmatrix L, wobei

ist. Dann wiirde folgen, dass

A=P'"LU < P-A=L-U

mit einer Permutationsmatrix P gilt. Dabei ist P l= BT.

Zum Beweis von (x): Es war

Bj = E[j7kj]a kj > j

Beachte, dass fiir Vertauschungsmatrizen P; = R;l gilt. Wir zeigen, dass sich fiir m =n—1,
n — 2, ..., 1 die Darstellung

n

1
. . . L..| o
P, M;'=P, M, --P,_, M = |

n—1"Yn—-1 —

n 0 |Q, L.

<.
Il

finden ldsst mit einer Permutationsmatrix
(n—m+1)x(n—m+1)
Q €R
und unterer Dreiecksmatrix L,, mit ;; = 1. Fiir m = 1 folgt daraus (x). Den Beweis fithren
wir durch vollstdndige Induktion iiber m.

Induktionsanfang;:
Firm=n—1ist

Bn—l = B[n - 17”]

oder
P -1 — B[Tl*l,’ﬂ*l] =L

=n
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Im zweiten Fall ist die Behauptung trivial, da

1
-1
Mn—l = 1
Yn,n—1 1
Im ersten Fall ergibt sich
_ X I X _
0 0
anl'M;il = 1 1
0 1 1 0
0 0
L L0 1 L Yn,n—1 1 |
1
0
1
L 0 gn—l ' L”_l
wobei
0 1 1 0
Qi = {1 0 ] Loy = {yn,n_l 1 ]
Induktionsschritt:

Es sei fur alle kK mit m < k <n — 1 gezeigt, dass

PM, ... P, M =

gilt. Dann folgt

—1 -1 —1
P'rn—leflEmMm e 'En—anfl

1, ‘ 0
- Bm—l M;Ll—l e —
0o |Q, L,
L, o 0
1 Im—2 Q
= Em—l' 0 Ym,m—1 : 0 1
i Yn,m—1 1 ]
(1,,| o
_ Emfl =m—2 =
g g777,71
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Dabei ist
1 |or 1| o 1| o
gm—l - =
L mel ‘ l Q ‘ 9m Lm Xm 1 ‘ Q Lm
1 ‘ o’ 1 ‘ o’
1] ‘ Q. Yy ‘ L,
9 1 Lvn—l

mit y’ = Q_n1 Yo 1 Also ist Qm , eine Permutationsmatrix. Da aulerdem
~m— —m “m-— —m—

E -1 = E[m_lvk]

m

mit k£ > m — 1 gilt, folgt

I ‘ 0
Bm—l 2 — 5 K = kfm+2,
0 |PILK
und damit
n—1
-1
H EJ' MJ
Jj=m-—1
Im—2 Q Im—2 ‘ Q
| 0 | P[LA] 0 ‘qu L, ,
lm—2 Q
0 |PLK]-Q -L,,
Mit Q | = P[LK] 'qu folgt die Behauptung.
Beispiel:
Betrachte die Matrix
1 0
A = 2 1 3
4 1
Die erste Pivotsuche liefert
0 0 1 1 0 0 4 2 1
P1,3]cA=1]10 10 2 1 3 =12 1 3
1 0 0 4 2 1 1 0 0
Damit liefert der erste Eliminationsschritt
1 0 0 4 2 1 4 2 1
M,-P[L3]-A=| -1 1 0 2 1 3|=|l0 o0 32
1 1 1
-7 01 1 0 0 0 -5 —31
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Durch die zweite Pivotsuche erhalt man

1 00 4 2 1 4 2 1
P[2,3]- M, -P[1,3]lA=10 0 1 o o 3|=]0 - -1
L' 010 0 —3 —3 o o0 2
-U
Das liefert schlieBlich
(oo 1] [1 00 100
L=P[13 "M "-P[23]"" = |0 1 0 110 00 1
(100 |7 01 010
(oo 1] [100 1 00
= 1010 0 0 1 110
(100 |0 10 101
010 8
=0 0 1 |=P"
100
Mit diesen Matrizen gilt dann
P-A=L-U

Bemerkung:

Man kann zeigen, dass fiir eine untere Dreiecksmatrix L und eine Vertauschungsmatrix P
. . . / . .
eine untere Dreiecksmatrix L’ existiert, so dass

P-L'=L-P
gilt (Ubung!).
MAPLE-Prozedur:

Die eigentliche GauB-Elimination mit Spaltenpivotsuche wird durch folgende Prozedur reali-

siert:

> restart;
> with(LinearAlgebra);
> gaussSP:=proc(A)
global p;
local n, m, piv, pivj, z, j, k;
n:=RowDimension(A::Matrix);
p:=Vector(n,i— > 1i);
x:=Vector(n);
for m from 1 to n do
piv:=abs(A[m,m]); # Pivotelement (Initialisierung)
pivgi=m; # Zeilenindex des Pivotelementes
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for j from m + 1 to n do
if abs(A[j, m]) > piv then piv := abs(A[j, m]); pivj := j end if
end do;
k := p[m]; p[m] := p[pivjl; plpivj] .= k;
for k from 1 to n do
x[k] := Alm, k]; Alm, k] := Alpivj, k|; Alpivj, k] := z[k]
end do;
for j from m + 1 to n do
Alj,m) := Alj,m]/ Afm, m);
for k from m + 1 to n do
Alj K] = Alj, k] — Alj,m] + Afm, &
end do
end do
end do
end proc;

Der Vektor p enthélt die Permutationen der Zeilen von A, das heifit, hier werden die Ver-
tauschungsschritte, die wihrend der Pivotsuche vollzogen werden, gespeichert, so dass zum
Schluss eine entsprechende Vertauschung im Losungsvektor vorgenommen werden kann. Eine
Losung des Gleichungssystems mit (Spalten-) Pivotsuche ergibt sich dann in der folgenden
Weise:

> loesAxb2:=proc(A::Matrix,b::Vector);
local vorelim1, ruecksubs, gaussSP, j, bb, n;
gaussSP:=proc(A::Matrix) ... end proc;
vorelim1l:=proc(L::Matrix,b::Vector) ... end proc;
ruecksubs:=proc(U::Matrix,b::Vector) ... end proc;
n:=Dimension(b);
bb:=Vector(n);
gaussSP(A);
for j from 1 to n do
bblj] = blplil)
end do;
vorelim1(A, bb);
ruecksubs(A, bb);
evalm(bb);
end proc;

Dabei ist also die Losung des LGS im Vektor bb abgespeichert.

2.6 Spezielle Lineare Gleichungssysteme

Cholesky-Zerlegung:

Wir betrachten symmetrische, positiv definite Matrizen.

Definition 2.19:
Eine Matrix A € R™ "™ heifit symmetrisch, falls A = AT gilt und (strikt) positiv
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definit, wenn fiir alle x € R™\ {0}

T A-x>0.

[

Falls
x" Ax>0

fiir alle x € R™ \ {0} gilt, so heifit A positiv semidefinit.

Satz 2.20:

Ist A € R™"™ gymmetrisch und positiv definit, dann gibt es eine untere Dreiecksmatrix
G € R™™ " 50 dass
A=GG"

gilt. Diese Zerlegung heiffit Cholesky-Zerlegung.
Beweis:

Wir zeigen zunéchst, dass A genau dann positiv definit ist, wenn alle Hauptminoren A, ,,
m = 1,...,n, positiv definit sind.

—

Diese Beweisrichtung ist trivial, da fiir m = n gilt, dass

A’Hl = ATL = A
ist und sich damit die positive Definitheit von A als Spezialfall ergibt.
=

Angenommen es existiert eine Hauptminore A, und ein Vektor y € R™ \ {0} so, dass

gilt. Setze nun

mit 0 € R"™", dann gilt

[yT QT]'A'[%]ZXT'Am'YSQ

denn A ist von der Gestalt
A [Am ]

Das ist aber ein Widerspruch zur positiven Definitheit von A, das heifit die Annahme war
falsch. Also sind alle Hauptminoren positiv definit. Insbesondere sind alle Hauptminoren
A, invertierbar und nach Satz 2.13 existiert dann eine eindeutige LU-Zerlegung fiir A, das
heifit, es existieren Matrizen L, U mit [;; = 1,u;; #0, (j = 1,...,n) und

A=L-U

Wihlt man dann
U1

w
I

unn



Kapitel 2: DIREKTE VERFAHREN ZUR LOSUNG VON LGS

so kann U in der Form
U=D-U
mit
1 w2 L. W
U1l Uil

=t
Il

Un—1,n
Un—1,n—1

1

geschrieben werden. Damit ist die eindeutige L - U-Zerlegung gleichbedeutend mit
A=LD-U

Aufgrund der Symmetrie von A folgt daraus

A=A" «— LDU=U DL

woraus sich wegen der Eindeutigkeit der LU-Zerlegung

T

e
Il
=}

und damit
A =

=

)

=
S

ergibt. Auflerdem gilt, wenn mit e; der j-te Einheitsvektor bezeichnet wird,

((LT)‘1 -gj)T ‘A - ((LT)‘1 -gj) el LA (L") '-e

da A positiv definit ist. W&hlt man dann (positive Wurzeln wéhlen!)

VU111

E = - = E',
unn
so liefert dies
E-E=D
Dann folgt
A=L-DL"=L-E-E"L"=(L-E)L-E).
Mit

(0]

I
I

stellt dies eine Zerlegung in der geforderten Form dar und der Beweis ist beendet.

Zur Bestimmung der Cholesky-Zerlegung A = G - GT geht man folgendermaBen vor:

Beispiel:
Wir betrachten die Matrix

>

Il
— N =
N O N

35

O
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Diese Matrix ist symmetrisch und positiv definit, da det A; = a7 > 0, det A, =1 > 0 und
det A; =9 > 0. Wir nutzen den Ansatz

911 921 931
0 g g =G
0 0 g3
gii 0 0 1 2 1
G= g g2 0 2 5 2
931 932 g33 12 10

Fiir die erste Spalte ergeben sich die Zusammenhinge

2
g =1 = g =1, go1-g11 = 2 < 921=g—=2
11
und )
g31:911 =1 < g3 = — =1
g11

Die zweite Spalte ergibt sich aus
2 2 2 2 _ _ _
951 +932 =5 = gp=5-gn =5-4=1 = gn=1

und ) -
31 Go1 + g3z -goo = 2 <= g3p = 931921 _ —o.
922 1

Fiir die dritte Spalte ist nur noch gs3 zu bestimmen, dies ergibt sich durch

G+ ge g =10 == ¢34 =10—-1=9 = gs3 =23

Die gesuchte Matrix G ist dann gegeben durch

1 0 0
G=1]1210
1 0 3

Allgemein ergeben sich fiir die einzelnen Elemente der Matrix G die Rechenvorschriften

J
ajk:z:gjr'gkr 1<j<k<n,

r=1

woraus fiir j = k speziell a;; = Zf;zl gJQ-T, also

folgt. Die iibrigen Elemente ergeben sich aus

7j—1
akj — Z 9jr * Gkr
gj = Z? 1<j<k<n.
Ji
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Dabei ist zu beachten, dass aufgrund der Symmetrie von A a;; = ax; gilt. Die gesamte
Zerlegung lésst sich durch folgende Prozedur in MAPLE realisieren (wir setzen voraus, dass
die Eingabematrix die notigen Voraussetzungen erfiillt, das heiflt, dass sie positiv definit
und symmetrisch ist) :

> restart;
> with(LinearAlgebra);
> cholesky:=proc(A::Matrix)
local n, j, k,r, g, G;
n:=RowDimension(A4);
G:=Matrix(n, n);
for j from 1 to n do
g:=A[j,jl
for r from 1 to j — 1 do g :== g — G[j,7]"2 end do;
Glj, j] :=sart(g);
for k from j 4+ 1 to n do
g = Alk, jl;
for r from 1 to j — 1 do g := g — G[j, ] * G[k, r] end do;
Glk, ] = 9/Glj,
end do
end do;
evalm(G);
end proc;



