Kapitel 4

Ausgleichsrechnung

Wir betrachten die Methode der kleinsten Quadrate, die bereits um 1800 von Gaufl und
unabhéngig davon von Adrien Marie Legendre (1752-1833) entwickelt wurde.

Problem:

Gegeben seien Messdaten (t;,y;), ¢ = 1, ...,m, diese miissten aus physikalischen oder skono-
mischen Griinden alle auf einer Geraden liegen, welche durch

y=a+p-t (t eR)
gegeben sei. Gesucht ist eine "verniinftige” Niherung fiir o und 3.

Beispiel: (Gewicht eines Neugeborenen)

Wir betrachten die Messdaten (t,, g,) der folgenden Tabelle:

| Zeitt (inWochen) | 0 | 1 | 2 [ 3 | 4 ] 6 | 8 ]
| Gewicht (in Gramm) [| 3250 | 3070 | 3200 | 3400 | 3650 | 3680 | 3900 ]

Gesucht ist nun eine lineare Zunahme des Gewichtes. Durch Aufstellen einer Geradenglei-
chung zu den jeweiligen Messzeitpunkten erhilt man das folgende tiberbestimmte LGS:

t=t1=0: a+p-0 = 3250=¢
t=1=1: a+0-1 = 3070=g¢
t=13=2: a+0-2 = 3200=g;
t=t=3: a+0-3 = 3400=gy
t=t;=4: a+p-4 = 3650=g;5
t:tﬁzﬁi Oé+ﬁ'6 = 3680296
t=t:=8: a+04-8 = 3900=gr

Es ergeben sich somit 7 Gleichungen fiir 2 Unbekannte, ein solches LGS ist im allgemeinen
nicht 16sbar. Gesucht ist nun eine ”Ersatzlosung”, die das System "“moglichst gut” erfiillt:
Wir betrachten die Residuen

ry =3250—a— (-0
ro =300 —a— (-1
rg = 3200—a— (-2
ry = 3400—a— (-3
rs = 3650 —a— (-4
r¢ = 3680—a— (-6
ry = 3900 —a— (3-8



Kapitel 4: AUSGLEICHSRECHNUNG 61

4000
3800
3600
3400
3200 [ ]

[
3000

1 2 3 4 5 6 7 8

Ausgleichsgerade (siche Beispiel)

Die Kleinste-Quadrate-Methode verfolgt folgende Idee: Man wihle « und 3 so, dass

7
-y
n=1
minimal wird. Notwendiges Kriterium dafiir ist, dass

0Q  0Q
da 9B

gilt, also

7 7
%gg%(zx —a—f-tn) )2 2: —a—fty)-(-1)=0

n=1

und ; ;
gn — QO — tn 2) =2 (gn - — 5 : tn) : (_tn) =0.
52— 35 (o >

Man erhélt so die Gauf$’schen Normalengleichungen

7 7
n=1

Q
i M=
.

7 7
B Zt% = > tn Gn
n=1

Q
i M=
~

1

In diesem Beispiel ergibt sich explizit das LGS

To24 | | a| _ | 24150

24 130 B | | 87550 |’
das die Losungen

1038300 16625
a= g ~ 310886 f = ~99,55

liefert. Der Wert fiir § entspricht dabei der durchschnittlichen wochentlichen Gewichtszu-
nahme des Babys (in Gramm).
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Beachte:

Sogenannte " Ausreifler” (das heifft Messwerte, die im Vergleich mit den iibrigen Messwer-
ten deutlich von dem in etwa zu erwartenden Wert abweichen) haben grofien Einfluss und
verfilschen das Ergebnis. Deshalb werden diese bei der Berechnung der Ausgleichsgeraden
oft einfach weggelassen. Beriicksichtigt man dieses bei der erneuten Betrachtung des vor-
herigen Beispiels und vernachléssigt dort das Geburtsgewicht, also den ersten Messwert, so

ergibt sich das LGS
6 24 | [a | _ | 20900
24 130 B 1 | 87550 |’

o = 3018,63 B3 = 116,18

das die Losungen

liefert (und der Realitédt wesentlich ndher kommt als die oben berechneten Werte!).

Allgemeine Form:

Bei gegebenen Messdaten (t;,y;), ¢ = 1,...,m sind Werte fir @ und (8 gesucht, die eine
"moglichst gute” Ausgleichsgerade

y=a+p-t (teR)

charakterisieren. Dazu ist das LGS

m m
mo >t > Yi
i=1 S i=1
ot t; > yiti
i=1 i=1 i=1
zu 16sen. Definiert man
1 tl Y1
A = c Rmx27 y = € R™,
1 t, Ym

so erhilt man die Koeffizientenmatrix in der Form

M

@
I
A

AT.A =

-MS
St

m
m
>t
=1

s
Il
-

und die rechte Seite

Also ist das LGS

zu 16sen; diese Gleichungen werden Gaujf$’sche Normalengleichungen genannt.
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Verallgemeinerung:

Statt eines linearen Ansatzes
y=a+p-t

kann man zum Beispiel einen polynomialen Ansatz der Form

n
pn(t) = Zozl, Y
v=0

betrachten und die Koeffizienten «,, so bestimmen, dass p,, “méglichst gut” durch die Punkte
(tiyyi), @ = 1,...,m, verlduft. Sei dazu m > n + 1, das heifit, man betrachtet ein iberbe-
stimmtes LGS der Form

n
Zal,~t;-’ =y (it=1,..,m).
v=0
Wir betrachten dann den Residuenvektor r = (71,72, ...,7m)? mit
n
r; = yifZa,ft’{ (i=1,..,m).
v=0

Ziel ist jetzt, die ay,, v = 1,...,n, so zu bestimmen, dass

i=1 i=1 7=0
minimal wird. Notwendig dafiir ist
0
aO;QD = 0 (l/ = 07...,n),
und man erhélt analog zum linearen Fall das LGS
ot > & > Yi

<
I
A

=1 =1 (67}
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Qn
L =1 1=1 - L =1 J
Mit
1t 2 Y1 Qg
to t% e g mx(n+1)
A = eR ; y = ; a =
1ty 2, -0t Ym an

ist das LGS &quivalent mit

A" A.a=A""y,
das heifit, auch hier ergeben sich die Gauf§’schen Normalengleichungen. Dabei war A-a =y
das urspriingliche (iiberbestimmte) LGSundr = A - o — y der Residuenvektor. Es ergibt
sich das lineare Ausgleichsproblem

m

Yori — min =  Jri=JA-a-ylZ — min. (%)
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Satz 4.1:

Das lineare Ausgleichsproblem (x) besitzt stets eine Losung. Falls A maximalen Rang besitzt,
das heifit, falls rg(A) = n + 1, ist die Lésung eindeutig bestimmt und es gilt

a=A"T-A)TATy
Beweis:

1) Wir beweisen zunéchst die Existenz einer Losung. Sei dazu U der Untervektorraum des
R™, der von den Spaltenvektoren von A aufgespannt wird, es sei also

1 t tr
Uzspan{ , s ey : }
1 tm ]
Dann ist
1 131 [ 7 n
r=A-a-y=a-| : |+ar-| ¢ |[+otan-| 1 | =]
1 tm L tm Ym
=acU

und das Minimierungsproblem (x) ist dquivalent damit, ein a* € U zu finden, so dass
* 2 _ : o 2
l2” = yll> = minla -yl

gilt. Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass das Lot n vony € R™ auf U C R™ existiert

und eindeutig bestimmt ist und den Abstand |la — y||3 fiir a € U minimiert. Sei a* ist die
orthogonale Projektion von y auf U, so dass

n=y-a 1U
gilt (es ist also ein LGS zur Berechnung von a* zu losen!).

2) Zur Eindeutigkeit der Losung: Besitzt A maximalen Rang, so sind die Vektoren

1 th
2 = : yees 8p = :
1 tn

linear unabhéngig. Fiir das Lot n =y — a* gilt

(y—a)"-a=0 V acl,
das heifit, es gilt y —a* L U. Mit der Darstellung
a’ = Zai -4,

i=0
fiir a* folgt

— (Aa-y)-a; =0 (j=0,..,n)
= (A-a-y) -[a, a, --- a,] = (0,...,0)
—_— ——
A o7
= o AT-A-y"-A=0"
= AT A a-A"-y=0
— AT-A.a=AT.y
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Dabei ist AT - A invertierbar, denn: Sei

und

=
i
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Andererseits gilt
AT (A x)=0 — AT u=0 — al u=0(3G=0,..,n) <= ull.

Damit muss u = 0 gelten, denn u € U und u L U ldsst nur diese eine Moglichkeit zu. Da
die Vektoren a, ..., a,, linear unabhéingig waren, muss damit die Linearkombination

u==zx-3 +..+x,- 3,

trivial sein, das heifit es muss

gelten. Damit ist aber x = 0 und (AT - A) invertierbar. Die Losung a berechnet sich dann
durch
a=(A"-A)AT .y

und ist eindeutig.

Beachte: Besitzt A nicht maximalen Rang, so ist zwar das Lot auf U eindeutig bestimmt,
aber die Koeffizienten «; nicht, denn die Spalten von A bilden keine Basis von U sondern
nur ein Erzeugendensystem, das heift, es sind unter Umstédnden verschiedene Darstellungen
des Lotes moglich. O

Bemerkung:

Besitzt A maximalen Rang, so ist AT - A positiv definit und symmetrisch, also ist das cg-
Verfahren anwendbar, auch das Cholesky-Verfahren ist unter Umsténden sinnvoll.

Achtung:

Die Matrix AT A ist oft sehr schlecht konditioniert! Deshalb gibt es spezielle orthogonale
Verfahren zur Losung des LGS, siehe Kapitel 5.3.



Kapitel 5

Matrizeneigenwertprobleme

Problem:

Bestimmung aller Eigenwerte und zugehorigen Eigenvektoren einer gegebenen Matrix A.

Theorie:

Die Eigenwerte sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

ail — A ai2 cet A1n
pO\) = det (A—\-T)=det | 920 222 : ,
anl ... ... ann —_— A

das heifit, die Bestimmung der Eigenwerte macht zwei Berechnungsschritte notig:

e Berechnung der Polynomkoeffizienten des charakteristischen Polynoms (Berechnung
der obigen Determinante)

e Berechnung der Nullstellen des entstandenen Polynoms

Die durchzufithrenden Berechnungen sind jedoch numerisch duflerst instabill Wir wollen
iterative Methoden zur Berechnung der Eigenwerte und Eigenvektoren herleiten, die die
Probleme der Determinantenberechnung und der Nullstellenberechnung umgehen.

5.1 Vektoriteration

Die hier zunéchst behandelte direkte Vektoriteration geht auf von Mises zuriick.

Idee:
Betrachte die Folge {x;,} mit

Xpr1 = A-xy, X, # 0, k=0,1,2,...

Ist A ein einfacher Eigenwert von A, der betragsméflig grofler als alle anderen Eigenwerte von
A ist, so ""setzt sich der zugehorige Eigenvektor durch”, das heift, die Folge {x,} konvergiert
gegen diesen Eigenvektor.



Kapitel 5: MATRIZENEIGENWERTPROBLEME 67

Beispiel:
Betrachte die Matrix
4 -1
diese besitzt das charakteristische Polynom
4—A
-5

-1

— )2 _ _
)\]—)\ AN-5

p(\) = det [

und damit die Eigenwerte

A\ = 5, Xo = —1.

Fiir den betragsméfig grofiten Eigenwert A; ergibt sich der Eigenvektor

1
50[_1], ceR.
Wé&hlt man speziell ¢ = 1 oder ¢ = —1, so folgt ||X]lcc = 1 (Normierung). Setzt man

beispielsweise

=[]

so liefert obige Iterationsvorschrift folgende Tabelle (die Vektoren mit ”’Schlange” bezeichnen
die bereits normierten Iterationsergebnisse):

X X1 X X9 X X3
1 3 0,6 3,4 1 —0,97647
1 -5 -1 -3 —0,8824 1
Xy X5 Xg
1 —0,99904 1
—0,995 1 —0,9998

Satz 5.1:
Es sei A diagonalisierbar, das heifit, A besitze n linear unabhéingige Eigenvektoren, und es
gelte fiir die Eigenwerte A1, ..., A,

Al > [A2] = [As] = .o = [Anl,

sei also \; der betragsmiBig grofite Eigenwert von A. Sei weiter x, € R"™ \ {0} und x, sei
nicht in dem Untervektorraum enthalten, der von den Eigenvektoren zu den Eigenwerten
A2, ..., Ap aufgespannt wird. Dann konvergiert die Folge
%, = ko
1l

mit der Iterationsvorschrift
Xp1 = A-Xp

gegen einen normierten Eigenvektor von A zum Eigenwert A;.
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Beweis:

Sei {X D Xn} eine Basis von Eigenvektoren von A mit

Ay =Xy, (i=1,..,n). (%)

Fiir x, gibt es dann nach Voraussetzung eine Darstellung
Xy = C1 'X1+02'X2+"'+Cn'ln

mit ¢; # 0. Damit folgt

Ak~§0 = 01~Ak-XlJch-Ak-z2+...+cn~ék~zn

—~
*
~

= 01-)\]f-Xl—i—cQ-A’;-X2+...+cn-)\’;-zn

und wir erhalten

AFx, e (X g o (M g
Cl~>\lf 711 Cc1 A1 XQ Cc1 A1 X"

Fiir den Grenziibergang k — oo ergibt sich

k'Ko |

A
lim = = d < 1firi>2).
P AU A (denn (0 < 1 fiir i > 2)
Wegen
k k
Hék 'ﬁ()” |: C2 ( A2 ) Cn ( An ) :|
= 200 |y £+ 2 (Z22) oy o+ (22
e I EmER ) BEE )
=
folgt
k k
i A %0 g, AX e M| Y
k=00 ||Ak'§0|| koo cp - A ||Ak'§()” HX1||
AFx
O
Bemerkung:

Problematisch ist unter Umstédnden die Wahl des Startvektors, da man vorher nicht weif, ob
der gewdhlte Vektor im Untervektorraum liegt, der von den Eigenvektoren zu den restlichen
Eigenwerten aufgespannt wird. Nur dann liefert das Verfahren aber tatséchlich den gesuchten
Eigenvektor. An dieser Stelle kommen uns jedoch die durch die FlieBkomma-Arithmetik
entstehenden numerischen Fehler zu Hilfe, so dass das Verfahren praktisch unabhéngig vom
Startvektor x(© funktioniert.

Satz 5.2:

Die Matrix A sei symmetrisch, besitze also ein vollstdndiges Orthonormalsystem von Eigen-
vektoren, und es bezeichne (\;, L_) ein Eigenwert-Eigenvektor-Paar. Ist x eine Eigenvektor-
N&herung der Form

X

y, te'r

i
mit [[y [l = 1, [[zl2 = 1 und auBerdem r Ly, so liefert

T

x X

X 2

pi=—— = N+e"cC
xT . x

>
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eine Niherung von A; (c ist eine Konstante). Der Ausdruck

x" A x

xT - x

heifit Rayleigh-Quotient.
Beweis:

Der Vektor r L y, besitze die Basisdarstellung

Dann ergibt sich

69

>
I~

P (y,te ) (y,+e-1)
XZT A y,te rT A-L_—i—s LT A.-r+e2.rT
N vy, +e-yl xte-x’ oy +e2-xTx
———
= =0

>
-

Iy, 113 +€% - |lz]l2

—— ~~~
=1 =1

2
Xiollyll5+e*-e" - A x

14 €2
_ A4+ @A e\
N 14 &2
rm A-r— )\
= )\Z 2-_7_ — i
te 14 &2

=c
Damit folgt die Behauptung.

Probleme:

e Man erhilt nur einen Eigenvektor, die iibrigen bleiben weiter unbekannt.

e Die Konvergenzgeschwindigkeit ist unter Umsténden sehr schlecht, sie ist abhingig

vom Quotienten ”A\—f‘ (vgl. oben).

MAPLE-Prozedur:

Die Vektoriteration ldsst sich mit Hilfe der folgenden MAPLE-Prozedur implementieren:

> restart;

> with(LinearAlgebra); printlevel:=0;

> vectoriteration:=proc(A4, z, eps)
local 20, x1, 22, nor, ew;
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20:=VectorScalarMultiply(z,1/Norm(z, infitity)); # Normierung von x
x1:= MatrixVectorMultiply (A, z0);
x1:=VectorScalarMultiply(z1,1/Norm(z1, infitity)); # Normierung von 1

while (Norm(VectorAdd(z0,z1,1,1), infinity) > eps) and
(Norm(VectorAdd(z0,z1,1,-1), infinity) > eps) do
22:= MatrixVectorMultiply(A, z1);
x2:=VectorScalarMultiply (22,1 /Norm(z2, infitity));

z0:= x1;

rl:= z2;
end do;
print(z1);

# Eigenwertberechnung

nor:=DotProduct(z1, 1); # quadrierte Euklidische Norm von z1
x2:=MatrixVectorMultiply (A, z1);

ew:=DotProduct(x1, x2)/nor;

print CEigenwert’; ew);

end proc;

Die Prozedur kann folgendermafien aufgerufen werden:

A:= Matrix([[4., —1.], [-5.,0.]]);
20:= Vector([1.,1.]);
eps:=0.001;

vectoriteration(A4, x0, eps);

5.2 Inverse Vektoriteration
Die inverse Vektoriteration geht auf Wieland (1945) zuriick.
Idee:

Sei X eine Schiitzung fiir den einfachen Eigenwert \; der Matrix A und es gelte

|X—)\i|<|X—)\j| j # .

(An dieser Stelle geht ein, dass \; einfacher Eigenwert sein muss, ansonsten funktioniert die

Idee nicht!) Dann ist (A\; — A\)~! der betragsméBig grofite Eigenwert von (A — X -I)~!, denn
es gilt _ _
det [(A—=X-T) —p-I] = det [(A—(A+p)I],
——
A

das heif}t, ist \; Eigenwert von A, so ist pu; = \; — 2 Eigenwert von (A — - I) und daher
1 1 — .

— = VDY Eigenwert von (A — X - I)~!. Dabei ergibt sich die letzte Aquivalenz aus

i i =

A-XN)x=px <= x=p (A-MN)""x iz:(é—xl)*l-z-

Man wende jetzt die direkte Vektoriteration auf die Matrix (A — X-I)~! an, das heifit, man

wéhlt einen Startvektor x, und berechnet

X = (A-X-D7'x,

beziehungsweise _
A-X-I) %11 = X4,

In jedem Iterationsschritt muss also ein LGS gelost werden, dies jedoch immer nur fiir
verschiedene rechte Seiten und mit identischer Koeflizientenmatrix, so dass nach Berechnung
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einer L-U-Zerlegung der Matrix A —\-I dann pro Iterationsschritt jeweils nur eine Vorwérts-
und eine Riickwértselimination notwendig ist.

Beispiel:
Betrachte die Matrix
-1 3
s=[ 51

Diese besitzt die Eigenwerte \; = 2, Aa = 1. Wir betrachten jetzt A\ = 1.1 als Schiitzung
von A;. Dann ergibt sich

< -1 3 11 0 -21 3
A_A'l_[2 4}_[0 1.1]_[2 2.9}

det (A —X-1I) = —0.09.

und

Damit lautet die Inverse zu (A — - I):

—_ 1 29 -3
—1 = .
(A-A-D" =509 { 2 —2.1]
Mit dem Startvektor
2
n-| 1]
erhélt man im ersten Iterationsschritt
_ 1 29 3 7] [2]_ 1 [28
L= 7009 | 2 —21 ) [ 1] 009 |19
Normierung liefert
1 [28 1 28 2.8
- 0.09 1.9 _ 0.09 | 1.9 B 1.9
LU T (28 [ L TsTl 128
0.09 1.9 0.09 1.9 1.9
Durch Normierung wird also der Faktor
1
det (A —X-1)

herausgekiirzt. Dadurch wird die Berechnung stabil. Wir erhalten so

¥, Y, Yy Y4 Y
1 1 1 1 1
0.67857 0.665289 0.666819 0.6666497 0.6666685

Nun ist y, eine Naherung fiir den Eigenvektor zum Eigenwert (A; — A)~! der Matrix (A —
X-I)~! und gleichzeitig Néherung fiir den Eigenvektor zum Eigenwert )\; der Matrix A,
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denn es gilt

A-y=Xy
= A-XD-y=N-Ny
y y
223
= ! =A-)-D!
T

Den zugehorigen Eigenwert kann man jetzt mit Hilfe der Matrix A berechnen, es ist im
Beispiel
~ T ~
y,) Ay
7(—5} ——=5 = 0.9999992745
¥,)" -y,

eine Naherung fiir As.

Bemerkung:

Verfeinerte Methoden zur Eigenwertberechnung sind

e QR-Algorithmus

e Singulidrwertzerlegung (siehe z.B. Himmerlin/Hoffmann: Numerische Mathematik, Ka-
pitel 2 und 3).

5.3 QR-Verfahren

Zur Berechnung der Eigenwerte einer Matrix A € R™ " lisst sich auch das QR-Verfahren
verwenden, das auf einer Faktorisierung der Matrix A in ein Produkt aus einer orthogonalen
Matrix Q und einer oberen Dreiecksmatrix R beruht, d.h. A = QR.

Eine Matrix Q heifit dabei orthogonal, falls Q' = Q7 gilt. Die n Spalten (Zeilen) einer
orthogonalen Matrix Q bilden ein ONS im R™, d.h. fiir die Spalten von Q= (gl, e ,gn)
gilt giT q; = %ij; 1,7 = 1,...,n. Eine QR-Faktorisierung von Matrizen ist aus folgendem

Grund interessant.

Satz 5.3:

Die Kondition einer Matrix A € R™*"™ bzgl. der Spektralnorm und der Frobenius-Norm
dndert sich nicht bei Multiplikation mit einer orthogonalen Matrix.

Beweis:

Ist Q € R™™™ orthogonal, so folgt fiir jedes x € R"

1Qx[3 = (Qx)"Qx=x"Q"Qx =x"x = [|x[3.

Also folgt auch [|[QAx|2 = ||A x[|> und damit

|QAx||2 Ax
IQAl, = max 12222 _ | JAXl

x20  ||x]la =20 x|

Da mit Q auch Q' = Q" orthogonal ist, folgt analog [ (QA) |2 = [AT'Q !|la = |[A™"[|2
und damit die Behauptung fiir die Spektralnorm. Analog lésst sich die Behauptung fiir die
Frobenius-Norm zeigen. O
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Zur Berechnung der QR-Zerlegung wenden wir das Householder-Verfahren an.

Definition 5.4:

Eine Matrix H € R**" der Form H = I —2uu” mit der Einheitsmatix I € R"*™ und einem
Vektor u € R™ mit ||ul|2 = 1 heift Householder Matrix.

Wegen H = (I -2uu”)” =1-2uu” = H und

HH = HH=(I-2uu”)I-2uu”)
= I-2uu” —2uu” +4uu’uu’ =1

ist die Householder-Matrix symmetrisch und orthogonal. Wir betrachten nun zunéchst fol-
gendes Problem. Fiir einen gegebenen Vektor a € R™ \ {0} ist eine Householder-Matrix H
so zu bestimmen, so dass

c
0
Ha=c-e, =] .
0
gilt. Wegen |Ha|3 =a"H "Ha = a”a = [|a||3 = ¢* - ||e, |5 folgt ¢ = *[|as.
=1
Wir wihlen nun
v:i=a+ sign(aq) llall2 - e; und u:= L
vl
_ 1 al Z 0
-1 a1 <0
Dann folgt
T
H-1-2 7 -I-¢vv’
v[|3
mit
. —2
a1+ sign(a1)lall
- 2 . 9 az
¢ = 1—p =2 |a+sign(a)-[lallz-el;" =2
vl3
Gn,

2

— 2 _ 2 -1
T el TR zemma el (2l

Tatséchlich erhalten wir in diesem Fall

a=a-cy(a+tsign(a)|al: e)'a

Ha = (I-évy’)

|<

v

(llall3+sign(a1)-|lallz-a1)=c""

= a-—v=sign(a)llallz-e;.

Wir kénnen nun zeigen:

Satz 5.5:
Jede Matrix A € R"*" lasst sich als Produkt A = Q R mit einer Orthogonalmatrix Q und
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einer oberen Dreiecksmatrix R schreiben.
Beweis:

Wir fithren den Beweis mittels vollstdndiger Induktion iiber n. Sei A = (ay,...,a,).
Fir n =1 folgt a1 =1 a11.
Fiir n > 1 wihlen wir eine Householder-Matrix H € R™*” mit Ha, = +|/a;||2 ;.
Dann folgt

i||a1 ||2 * ... 0k

: A

0

mit A € R=Dx(n=1) Dje Induktionsvoraussetzung liefert eine QR-Zerlegung der Form
A-QR. dhQ'A=R

Setzen wir nun

1 0 0
0
H1 = ~T
: Q
0
so folgt, dass H; HA = R eine obere Dreiecksmatix ist. O

Im QR-Algorithmus werden also sukzessive Householder-Matrizen immer kleinerer Dimen-
sionen berechnet.

Beispiel:
2
1) Zua= 2 ist eine Householder-Matrix H gesucht mit
1
1 1
Ha=+fal,- [ 0 | =+3{ 0
0 0
Wihle
2 1 5
2 2 1
v = 2 +1-3 0 = 2 und c= 5 = o5 = 7o
1 0 1 HK”Q 30 15
Wir erhalten
1 0 0 1 5 1 —-10 —-10 -5
H=]1 0 1 0 T 2 (5,2,1):1—5 —10 11 -2
0 0 1 1 -5 -2 14
2) Berechne die QR-Zerlegung von
3 -9 7
A= —4 —13 -1

0 —-20 -35
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1. Schritt: Wir wahlen
3 1 8

2 1
Xli —4 +15 0 = —4 und 6:%157
0 0 0
und erhalten die erste Householder-Matrix
1 00 1 64 —-32 0 1 -3 4 0
H =010 10 —32 16 0 =z 4 3 0
0 0 1 0 0 0 0 0 5
Multiplikation mit A ergibt
-5 =5 =5
H A= 0 -15 5
0 —20 -35
2. Schritt: Wir wihlen
—15 1 —40 2 1
Y2 (20) (0) (20) 7 %000 T 10007
und erhalten mit
r __( 1600 800
¥2¥2 =\ 800 400
die zweite Householder-Matrix
1 00 1 0 0 0 1 0 0
H =010 |- 1000 0 1600 800 | ={| 0 —-0.6 -0.8
0 0 1 0 800 400 0 —-0.8 0.6
Damit folgt
-5 -5 =5
H.H A= 0 25 25 | =R.
0 0 —25
Also gilt A = H H] R = QR mit
—0.6 -0,48 —-0.64
Q-=HH; = 0.8 —0.36 —0.48
0 -0.8 0.6
Algorithmus:
Die Matrix Q wird durch die einzelnen Vektoren v,,...,v, ; der Householder-Matrizen
festgelegt, wobei v; = (vjj,...,Un;) nur noch n — j + 1 Eintrége hat. Bei der Speicherung
der QR-Zerlegung wird daher statt ﬂj =1- @-yj XJT nur der Vektor v, und der Wert ¢;

abgespeichert. Man kann v; (bis auf v;;) im unteren Teil der A-Matrix speichern, rechts
oben speichern wir R. Dann miissen noch die Werte v;; und die Werte ¢; in getrennten
Vektoren v und c abgespeichert werden.

MAPLE-Prozedur:

Die QR-Zerlegung einer Matrix A ldsst sich mit Hilfe der folgenden MAPLE-Prozedur im-
plementieren:
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restart;
with(LinearAlgebra): printlevel:=0;
qr_zerlegung:=proc(A)
local n, j, nor, k, i, summe;
global v, ¢;
# option trace;
n:=RowDimension(A);
v:=Vector(n); c:=Vector(n);
for j from 1 ton —1 do
nor:=0;
for k from j to n do nor := nor + Alk, j] * Ak, j|; end do;
nor:=sqrt(nor);
if nor = 0 then v[j] := 0;
else
clj] :== 1.0/ (nor x nor + nor x abs(Alj, 1]));
if A[j,j] < 0 then nor := —nor end if;
vlj] == A[j, j] + nor;
Alj, j] = —nor;
for k from j + 1 to n do
summe = v[j] x Alj, kl;
for ¢ from j+ 1 to n do summe := summe + A[i, j] * A[i, k]; end do;
summe ;= summe * c[j];
Alj, k] := Alj, k] — v[j] * summe;
for i from j + 1 to n do A[i, k] := A[i, k] — Ali, j] * summe; end do;
end do;
end if;
end do;
print(A4, v, ¢);
end proc:

vV VvV V

Anwendung;:

> Ai=Matrix([[3.-9.,7.], [-4.,-13.,-1.],[0.,-20.,-35.]]);
> qrzerlegung(A);

Wir erhalten das Resultat

-5 -5 =5 8.00 0.025
A= —4 25 25 1, v = —40.00 |, c=| 0.001
0 —-20 -25 0 0

Bemerkung;:
Die QR-Zerlegung lisst sich auch auf Matrizen der Form A € R™*™ mit m > n anwenden,
und wir erhalten A = QR, wobei
_( B
m- ()

mit einer Dreiecksmatrix Ry € R™”*™ und einer Nullmatrix 0 € R™~"*", Daher ist die QR-
Zerlegung auch in der Ausgleichsrechnung anwendbar. Falls keine Pivotisierungsprobleme
auftreten, folgt dann

|[Ax—=Db[l> = |
= |

Rx - bl =[|Q" (QRx—Db)l>

§—QT bllz — min.

Q
R
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Daher ist dann nur noch Ry x = (QT b),, zu berechnen, wobei (QT b),, den Teilvektor von

QT b bezeichnet, der nur die ersten n Komponenten von QT b enthilt.

Anwendung des QR-Verfahrens zur Berechnung der Eigenwerte

Definition 5.6: (QR-Transformation)

Gegeben sei eine Matrix Ay := A € R™"™. Fir m =0, 1,... zerlege man A, in der Form
A, = Q R, mit einer orthogonalen Matrix Q und einer oberen Dreiecksmatrix R,,,
m. —m

und bilde 7das vertauschte Produkt

Am-{-l = Em gm'
Wegen gi A, =R, gilt dann

Am+1 = QT AmQ )

—m —m

d.h., alle A,, haben dieselben Eigenwerte wie A, = A.

Satz 5.7:

Die Eigenwerte der Matrix A € R™*"™ seien paarweise dem Betrage nach und von Null
verschieden. Ferner gestatte die Inverse T~' der Matrix der (linear unabhingigen) Eigen-
vektoren von A eine LU-Zerlegung (ohne Pivotisierung). Dann gilt fiir die mittels der QR-
Transformation erzeugte Folge von Matrizen A, :

- Die Diagonalelemente streben gegen die Eigenwerte von A. Diese sind dem Betrage nach
geordnet.

- Die Elemente unter der Diagonale gehen gegen Null.

- Die Folgen {A,,,} und {A,,, .} streben jeweils gegen obere Dreiecksmatrizen.

Ferner konvergiert die Folge der gm gegen eine Diagonalmatrix, die nur 1 oder —1 auf der
Diagonale hat.

Beweis:
R. Schaback, H. Wendland: Numerische Mathematik, 5. Auflage, Springer, 2005. O

5.4 Eigenwerteinschliefungen

Wir betrachten nun zwei Verfahren, mit denen das Spektrum einer Matrix A € K™*™ (mit
K =R oder K = C) grob eingegrenzt werden kann. Solche Abschétzungen kénnen zur Wahl
geeigneter Startwerte fiir Iterationsverfahren ausgenutzt werden.

Satz 5.8: (Satz von Gerschgorin)

Sei A = (ajx)7 =1 € K™*™ und A ein beliebiger Eigenwert von A. Dann gilt

n
rel K=z lz—aul <D ayl
; ; i=1

i
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Die Kreise K; heilen Gerschgorin-Kreise.
Beweis:

Sei Ax = A\x mit x = (71,...,2,)7 # 0. Dann existiert eine Komponente z; mit |z;| < |z
fiir alle j # 4. Sei (Ax); die i-te Komponente von Ax dann ist

Az; = (Ax); = Zaijxjv
j=1

und somit folgt

A —ail =) a1 <Y lagl.
j=1 j=1

j#1 j#1

Alsoist A e K; ¢ | K;. O
j=1

Bemerkung:
Ist A € S(A) (S Spektrum von A), dann ist A € S(A*) wobei

. AT K =R,
A=< —p
A K =C.
Tatséachlich gilt

det(A—A)=0 = detA- )" =0 = det(A —XI)=0.

Fiir A € S(A*) gilt der Satz von Gerschgorin nun entsprechend, d.h.,

n n
XelJ Sz le—aml <D lail
=1 j=1

i
bzw.
n n n
. _ *
)\GU z.|z—aii|§5 |aji| _UKi'
i=1 j=1 i=1
j#1
Beispiel:

Wir wollen die Eigenwerte der Matrix

1 01 —0.1
A= 0 2 04
~02 0 3

mit Hilfe des Satzes von Gerschgorin abschétzen. Wir erhalten die Gerschgorin-Kreise

0.5

? %u: {u—l{ So.ﬂ, @ Q @
2 = {p: |[p—2 <04}, 2

Ks {p: |p—3] <0.2}.




Kapitel 5: MATRIZENEIGENWERTPROBLEME 79

Da S(A) = S(A”) wenden wir den Satz auch auf A’ an und erhalten die Gerschgorin-
Kreise

0.5

Ky {p: |p—1] <02},
K5 = {p:|u—2| <01},

- D //T\\
K; = {u:|p—3 <05} ‘ 1/ b4 \\\\f,///

Auf diese Weise 1at sich die erste Abschitzung des Eigenwerts in der Nidhe von 2 noch
verbessern!

Bemerkung:

Die Aussage des Satzes von Gerschgorin beinhaltet, dass strikt diagonaldominante Matrizen
nicht singulér sind.

Weitere Einschliefungsresultate fiir S(A) beruhen auf dem Konzept des Wertebereichs einer
Matrix.

Definition 5.9:
Unter dem Wertebereich einer Matrix A € C™*" versteht man die Menge aller Rayleigh-

%7 Ax

Quotienten == mit x € C"\ {0}.

wa) = {:=EEExccn o),

= {z=%"Ax:xeC"\{0}[Ixll2=1}.

Lemma 5.10:

(a) W(A) ist zusammenhéngend.

(b) Ist A € C"*™ hermitesch, dann ist W(A) das reelle Intervall [A,, A\1], wobei A; den
grofiten und A, den kleinsten Eigenwert von A bezeichnet.

(c) Ist A schiefhermitesch, d.h. ET = —A, dann ist W(A) ein rein imaginéres Intervall,
namlich die konvexe Hiille aller Eigenwerte von A.

Beweis:
a) Liegen zp und z; # 2 in W(A), dann existieren x, x; € C™\ {0} mit

XA x xTAx
20 822X - =y |
, Rl =

zZo =

I <1 :
X0 X X1 Xy

Wegen 2y # 21 sind x, und x; linear unabhéngig, so dass die Verbindungsstrecke
(X0, 1] 7= {xy = X0 +#(x1 — %) : £ €[0,1]}
nicht den Nullpunkt enthilt. Also ist

=T
X; Ax

zi= =, 0<t<]1,
X X




80 Kapitel 5: MATRIZENEIGENWERTPROBLEME

eine stetige Kurve in W(A) die zp und z; verbindet.

b) Sei A hermitesch. Dann ist W(A) reell, denn X7 x = ||x||? > 0 ist reell und

I
}ﬂ
>
I
I
I
H
>
Il
I
2
H
>
%l
}ﬂ
I
I
}ﬂ
>
H

Wegen a) ist W(A) also ein abgeschlossenes reelles Intervall. Wir berechnen den maximalen
Wert in W(A):

Wihle dazu ein @ > 0 so, dass A + « I positiv definit ist. Dann existiert eine Cholesky-
Zerlegung

und fiir ||x|l2 =1 gilt

XAx=X"(A+oD)x-Xalx=X"GG x—a=|G x|} -a
—_——
Also folgt
max W(A) = Hnﬁax1 XTAx = HmHax1 H§T§||§ -«
X|[2= X||=
T

= pG-G)-a=pA+al)—a=A,
denn A\ ist ein Eigenwert von A genau dann, wenn A + « ein Eigenwert von A + al ist:

Ax=)Xx & Ax+ax=A+a)x
= A+al)x=(A+ a)x.

Durch Ubergang von W (A) zu W (—A) beweist man entsprechend, dass der linke Endpunkt
von W(A) der kleinste Eigenwert A,, von A ist.

c) Wegen ET = —A ist ¢A hermitesch, denn (i A)T = EET = fiET =1 A. AuBlerdem gilt
W(iA) =iW(A) und S(iA) = iS(A). Die Behauptung folgt nun aus Teil b). O
Bemerkung:

—T
Jede Matrix A € C"*™ lasst sich in eine hermitesche Matrix (A + A" ) und eine schiefher-

mitesche Matrix %(A — ET) zerlegen,

—T —r
A:A—FA +A—
2 2

>

Satz 5.11: (Satz von Bendixson)

Das Spektrum von A € C™*"™ ist in dem Rechteck

A+ A" A - A"
r-w (B5R ) ew (252

2

enthalten. Dabei bezeichnet fiir Mengen W7, Wy C C™ die Summe W7 + Wy die Menge
{a+b:aecWi,be Wy}
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Beweis:

Wir zeigen, dass W(A) C R. Fiir x € C" mit ||x[|2 = 1 gilt

—T —T
A+ A A—A
TAx x' <_+2_ + == )5

—T —T * *
z(AJ;A >§+XT(A+2A )EGW(AzA )+W(A A )

Aus Lemma 5.10 folgt, dass diese Einschlussmenge ein Rechteck ist. O

b

Beispiel:
Wir betrachten die Matrix
4 0 -3
A= 0 -1 1
-1 1 0

und wollen mit Hilfe der Sétze von Gerschgorin und Bendixson deren Eigenwerte abschétzen.
Fiir die Gerschgorinkreise von A bzw. AT erhalten wir

K1 = {z:|z—4] <3}, K ={z:]z—4| <1},
Ky = {zilz+11<1),  Ki—{z:]= 41 <1},
Ky = {z:]s <2}, Kj = {2112l < 4.

Anwendung des Satzes von Bendixson ergibt

. 40 -2 7 00 -1

A+A A—A
g:—z— = o1 1] s=EF (00 o0
2 1 0 10 0

Wir schétzen die Eigenwerte von H nun wieder mit Hilfe von Satz 5.8 ab und erhalten
4-2,4+2JU[-1-1,-14+1]U[0—-3,0+3] =[-3,6].

Die Eigenwerte von S sind in [0 — 4,0+ 4] = [—4, i] enthalten. Nach dem Satz von Bendixson
liegen die Eigenwerte von A also im Rechteck R = [—3, 6] + [—4, 7].

Die tatséichlichen Eigenwerte von A sind

S(A)={—1.7838...,0.1198...,4.6679...}.



