Kapitel 6

Nichtlineare Gleichungen

6.1 Einfiihrung

Problem:

Gesucht sind Losungen nichtlinearer Gleichungen bzw. Systeme, das heifit es geht beispiels-
weise um die Bestimmung der Nullstellen eines Polynoms oder einer stetigen Funktion.

Idee:

Man wende ein iteratives Verfahren an, das heifit, man starte mit einem giinstigen ”Start-
wert” zp und berechne eine bessere Niherungslésung z; nach einer gewissen Vorschrift, zum
Beispiel durch

1 = F(zg), k=0,1,2,...

(die Funktion F ist in diesem speziellen Fall nur von xj; abhingig, es ist auch moglich,
das sie auflerdem noch von zy_1,k_2,... abhingt, nttig wird dabei allerdings eine Vorgabe
weiterer Startwerte). Wir betrachten das folgende Beispiel:

Beispiel:

Gesucht ist eine Losung der Gleichung

Setzen wir nun

so ist also ein z* gesucht, so dass

F(z*) = «*.
Die Losung dieses Problems basiert auf dem Banach’schen Fixpunktsatz (Satz 3.2), der
besagt: Ist die Funktion F': D — D, D C R", eine Kontraktion, das heifit, existiert eine
Lipschitz-Konstante 0 < L < 1 so, dass

[F(x)—Fy)l < L-|x-yll
fiir alle x,y € D gilt, so besitzt F' genau einen Fixpunkt x* € D und die Folge {x;, }x>0 mit

x; = F(x,_,) mit beliehigem Startwert x, € D konvergiert gegen x*.

Es ist zunéchst sicherzustellen, dass der Banach’sche Fixpunktsatz iiberhaupt in unserem
Beispiel anwendbar ist. Wir miissen also ein Intervall D C R finden, fiir das F' eine Kontrak-
tion ist. Wir betrachten dazu zunéchst das Intervall [0,1]. Da

F(0) = 1, F(1) = - ~ 0.367879

o |
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

Darstellung von f(z) = e™® und f(z) = x (siehe Beispiel)

gilt, ist F' eine Abbildung von [0, 1] in [0, 1]. Notig fiir die Kontraktionseigenschaft ist die
Existenz einer Konstanten L so, dass

[F(z) ~ Fy)l

<L <1
lz -yl

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung existiert ein Wert £ € [0, 1] so, dass

[F(z) = F(y)|

T = FE)

gilt, das heifit man kann
L = max |F'(¢)|

£e€(0,1]
wéhlen. Wegen
[F'© = |- = e
folgt
L=e"=1

Damit ist das betrachtete Intervall zu groB, F' ist in [0, 1] keine Kontraktion. Durch Verklei-
nerung des Intervalls (insbesondere an der linken Intervallgrenze, da die Funktion F' streng
monoton fallend ist) auf das Intervall [0.2,1] und anschliessende analoge Rechnung erhélt
man

L =e %2 =0.81873 < 1,

also muss im Intervall [0.2,1] ein Fixpunkt existieren. Anwendung des Banach’schen Fix-
punktsatzes auf die Funktion

F:0.2,1] — [0.2,1]

mit Startwert 0.5 liefert dann eine Berechnungsvorschrift
xp = Flag-1), k=1,2,3,..

und explizit

T = e TR
Nach Aufruf der folgenden MAPLE-Prozedur erhélt man die im Anschluss aufgefithrten Er-
gebnisse:

> printlevel:=0;
> x:=0.5;
> for j from 1 to 30 do
x:=evalf(exp(—zx));
print(j, x)
end do;
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1 | 0.6065306597
zo | 0.5452392119
3 | 0.5797030949

z10 | 0.5669072129

T2 | 0.5671424776

Tag | 0.5671432953
30 | 0.5671432876

Fazit:

Der Banach’sche Fixpunktsatz selbst kann schon fiir die Entwicklung eines Iterationsverfah-
rens benutzt werden.

6.2 Konvergenzordnung und Fehlerabschétzung

Wie gut konvergieren die (mittels des Banachschen Fixpunktsatzes) gewonnenen Iterations-
verfahren?

Satz 6.1: (a-prori Fehlerabschitzung)

Sei F': D — D eine Kontraktion, D C R™, und D > z* = F(z*) (das heifit z* ist
Fixpunkt der Abbildung F') sowie die Iterationsvorschrift x, = F(xg—1), k¥ = 1,2, ... mit
Startwert o € D gegeben. Dann gilt die sogenannte a-priori-Fehlerabschitzung

Lk
" — il < 2 - o — oL
Beweis:
Es gilt fir m e N
ka+m - l‘k” = ||mk+m — Thtm—1 T Thtm—1 — Thtm—-2 + Thpm—2 — + -+ — xk”
< ||l‘k+m - mk—f—m—l” + ||$k+m—1 - mk—f—m—QH +--+ ||mk+1 - mk”
k+m—1
= D e —al
pn==k
m+k—1
= S IR - )l
n==k
k+m—1
< Y LF o
pn==k
k+m—1
= flox =@l - > L*
n==k
m—1 1— ™

L
= Ll =l - D0 LY SN LE -l — o

v=0

1-L°
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Dann folgt durch Grenziibergang;:
* . L
[ =zl = Tim ([zgem — 2] < 5= - 21 = 2ol

Die a-priori-Fehlerabschéitzung gestattet also eine ungefihre Angabe der bendtigten Itera-
tionsschritte zur Unterschreitung einer vorgegebenen Toleranz. O

Satz 6.2: (a-posteriori-Fehlerabschitzung)

Mit den Voraussetzungen wie in Satz 6.1 gilt die a-posteriori-Fehlerabschatzung

N L
lz* = zall < 7= - 2 — zp-all, k=12, ...

Beweis:
Die Giiltigkeit der Abschitzung folgt aus der Tatsache, dass (Idee analog zu oben)

k+m—1

Jnrm el < 3 N —
pn==k

und auflerdem
pn—k+1

T S P P
firp=Fkk+1,k+2,....k+m — 1 gilt. Das liefert
k+m—1 k+m—1
|Zhpm — 2kl < D DR o —apa || = ok —aea ] - D LR
n=~k n=~k
m—1 m
_ _ . pt1 L<1 _ T 1-L
= ok =@l - Y S o — 2| L T
pn=0 ———
m— o0 L
1—-L

Beispiel:

Wir betrachten erneut das obige Beispiel mit F'(z) = e~*. Mit dem oben bereits gefundenen
L = 0.81873 liefert die a-priori-Fehlerabschétzung

0.8187339

o7 =zl < T RIET3

-10.6065306597 —0.5]
—_——

T

0.001456745198.

Fiir die a-posteriori-Fehlerabschétzung hingegen erhélt man

0.81872

— 1-0.81873
= 0.000000036133.

|~’U* - 3030| : |$30 - $29|

Die a-posteriori-Fehlerabschitzung ist im allgemeinen mit Abstand besser!
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Definition 6.3: (Konvergenzordnung)

Ein Iterationsverfahren besitzt die Konvergenzordnung p, falls die von ihm erzeugte Folge
{z1} so gegen den Grenzwert z* konvergiert, dass

_ *
po Nl =)

< K, 0< K<oo, p>1
k—o0 ||£L'k7£L'*Hp

gilt, und K < 1 fiir p = 1. Fiir p = 1 nennt man die Konvergenz linear, fiir p = 2 heif3t die
Konvergenz quadratisch.

Satz 6.4:

Sei D = [a,b] C Rund F : D — D. Weiter sei F' auf D eine Kontraktion und einmal
stetig differenzierbar mit F’(z) # 0 fiir alle € D. Dann gilt

*
. Tk41 — T
lim =l — =

k—oo T — T*

= F'(z").

Dabei war xp11 = F(xy), g € D der Startwert und z* = F(2*) der Fixpunkt der Kon-
traktion.

Bemerkung:

Da F'(x) stetig ist, ist diese Ableitung auf einem abgeschlossenen Intervall beschrinkt und
man erhélt in diesem Fall sofort lineare Konvergenz fiir |F'(x*)| < 1.

Beweis:

Sei g # z*, dann folgt, dass x # x* fiir £ > 1 gilt, denn angenommen es existiert ein &k
so, dass x = x* und x_1 # x* gilt. Dann folgt

F(xk) — F(Ik_l) =x, —xr = 0. (1)
Andererseits ist aber nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung
F(zy) — F(zp-1) = (2x — xp-1) - F'(§) (2)
fiir ein & € [a, b]. Da weiter nach Voraussetzung
Tp —Tp—1 7 0
~ ———

und
F'(z) # 0 vV z € [a,b

gilt, ergibt sich aus (1) und (2) ein Widerspruch, das heifit die Annahme war falsch. Nutzt
man erneut den Mittelwertsatz der Differentialrechnung, so erhélt man mit ey := z, — x*

Ehp1 = Tpp—
=  F(z" +e¢ep) — F(z")
Taylor F(@*)+ e - F'(z* +0-ex) — F(a*) (0 €(0,1))
= ep - Fl(z*+0-¢p).

Da nach Voraussetzung e, = x, — z* # 0 galt, folgt aus der obigen Gleichungskette

SR Pt 10 ey).
€k
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Fiir £ — oo strebt e gegen 0 (Fixpunkteigenschaft von x*), und aufgrund der Stetigkeit
von F’ erhalten wir

3
lim AL = F'(z*).
k—oo £

Damit ist der Beweis beendet. O

Was ist aber zu tun, wenn F’(z*) = 0 gilt ?

Satz 6.5:

Sei F': [a,b] — [a,b] gegeben und auf dem Intervall [a,b] eine Kontraktion sowie zweimal
stetig differenzierbar. Ferner sei F'(z*) = 0 und F”(z) # 0 fiir alle « € [a, b]. Dann gilt

. Th+1 -z 1 "ok
lim —— = - - F
el (x, —2*)2 2 (@),

das heifit, es liegt quadratische Konvergenz vor.

Beweis:
Es gilt
Tyl — 2
= F(xy) — F(z)
F(z* + (z, — %)) — F(z™)
Tallor

F(x*) + (v, — 2%) - F'(z%) —l—% (g — 22 (2" 0 (zp — 2%)) — F(2*)
=0

Sz — )2 F (2 40 (zp — 2))

|~

mit einem 0 € (0,1).Wir zeigen wieder, dass fiir einen Startwert xog # =* auch alle weiteren
Zk, k > 1 ungleich z* sind: Angenommen, es géibe ein ein k € N mit z # x* und zp41 = z*.
dann folgt aus der obigen Rechnung, dass

(g — 2" F (2 0 (zp —2%) =0

N~

im Widerspruch zu (zr — 2*) # 0 und F”(z) # 0 fiir alle « € [a,b]. Also ist eine Division
durch den Faktor (x;, — 2*)? erlaubt und die obige Gleichung ist fiquivalent zu

Ik+1—$* 1 * *
oy — 2 T @0 (e =),

Da F" nach Voraussetzung stetig in [a, b] ist und die Folge {x} gegen z* konvergiert, ergibt
sich 1

lim F"(z* + 60 (zx — %)) = = - F'(z%),

k—o0 2

damit ist der Beweis beendet. O
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6.3 Das Newton-Verfahren

Es sei f(x) im Intervall [a, b] stetig differenzierbar und es existiere eine Nullstelle von f(x)
in [a, b].
Idee:

Man wihle einen Startwert zo € [a,b]. Die Werte z41 (K = 0,1,2,...) werden dann so
gewiihlt, dass sie jeweils die Schnittpunkte der x-Achse mit den Tangenten an die Funktion
f(x) im Punkt zj sind.

1 f(x)

Geometrische Darstellung des Newton-Verfahrens

Allgemein lautet die Tangentengleichung fiir die zu betrachtende Tangente

y = flxr) + (x —xx) - f'(2n),

dabei soll nun der Wert, fiir den y = 0 gilt, der néchste Iterationspunkt sein, das heifit, es gilt
y = 0 an der Stelle x1. Damit l&sst sich x;y; durch Umstellen der Gleichung berechnen:

0 = f(zk) + (Trs1 — zk) - [ (zx)
f(xx)
f'(zx)

Somit ergibt sich hier direkt die Iterationsformel des Newton-Verfahrens. Dieses Verfahren
ist eine Fixpunktiteration. Setzt man

= T4l = Tk — (k:0,1,2,...).

_ f(x)
By ==
so ist * mit
F(z*) = 2"
gesucht, denn
F(z*) =2 <= =z f’(:c*)_x = f’(:c*)_o

Nétige Voraussetzung bei der Anwendung des Newton-Verfahrens ist, dass f/(z) # 0 gilt fiir
alle g, k=0,1,....
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Satz 6.6:
Sei f € C?[A,B], f:(A4,B) — R, (A4, B) C R. Fiir ein Intervall (a,b) C (4, B) gelte

(i) f'(x) #0 V z € la,b], d.h., fistin [a,b] monoton.
(ii) Es ist
|[f () - [ ()]
()2
(Diese Bedingung sichert die Kontraktionseigenschalft fiir F'(x).)

<L<1 V¥ az€lab.

(iii) Es sei
f(z)
T — :
f'(@)
d.h., F(z) ist eine Abbildung von [a,b] in [a, b].

= F(z) € [a, b vV x € [a,b],

Dann existiert genau eine Nullstelle * € [a,b] und fiir einen beliebigen Startwert xo €
(a,b) konvergiert das Newton-Verfahren gegen z* mit F(z*) = z* und die Folge {x}} ist
mindestens quadratisch konvergent.

Bemerkung;:

Ist 2* eine Nullstelle von f € C?[A, B] mit f’(z*) # 0, dann existiert immer ein Intervall
(a,b) mit z* € (a,b) so, dass (i)-(iii) erfiillt sind. Die Eigenschaft (i) folgt fiir ein Intervall

[ — e, 2" +¢]

aus der Stetigkeit von f’. Aufgrund der Stetigkeit von f” auf diesem abgeschlossenen Inter-
vall ldsst sich eine Abschétzung der Form

[f"(@)] < C

mit positiver Konstante C' finden, da auflerdem f/(z*) # 0 vorausgesetzt war, ist auf diesem
Intervall auch eine Abschitzung der Form

[f'(@)] = ¢
mit positiver Konstante ¢ giiltig. Damit gilt

[f(@) - (@) _ |f(2)]-C
fr@r e

Da f(z*) = 0 war, kann man ein ¢ finden, fiir das

a4 m) < &

fiir alle |h| < e gilt. Damit gilt auch Eigenschaft (ii).
Wihlt man dann speziell € > 0 so, dass fiir alle z € [x* — e, a* + £] die Eigenschaft

c < |f'(@)] < 2 (¢>0)

gilt (auch das ist aufgrund der Stetigkeit von f’ und der daraus folgenden Beschrinktheit
auf abgeschlossenen Intervallen immer moglich) und ist 0.B.d.A. f'(z) > 0 fiir alle z €
[* — e, " +¢], dann ergibt sich (da z* ja nach Voraussetzung die Nullstelle von f ist), dass

flz) <0 fiir r < z¥,

f(xz) >0 fiir x > z¥,
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(streng monotones Wachstum!). Fiir z € [z*, ™ + €] gilt dann

f(z) V@l @)
@ < [w ’

c 2c

]

o= a7, 2¢c

C

Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung und der Stetigkeit von f”, folgt auflerdem
fiir eine Zwischenstelle £ € (z*, )

=0

—
)

— colo—a| < |f(@)| < 2|0 —a"],

so dass
x—f(x)e z* — |z — 2| x*+l|x—x*| C[ac*—a ot =
() S el
Analog folgt fiir x € [z* — €, 2¥]
f(z) € .
:Eif’(ac) S [:c 75, x +5}.

Damit ist auch Eigenschaft (iii) erfiillt.
Beweis von Satz 6.6:

1) Nach Eigenschaft (iii) ist F'(x) eine Abbildung von [a, b] in [a, b]. Nach dem Mittelwertsatz
der Differentialrechnung existiert ein £ € (z,y) mit

[F(z) = Fy)l _

= |F(x) = Fy)| = [F(&] |z —yl.

F ist eine Kontraktion, wenn wir zeigen kénnen, dass

max |F’ <L<1
max [P/ <

gilt. Aus

folgt
e -1 PO O 11O Q11
f(8)? f(8)?
Nach Eigenschaft (ii) ist F'(z) also eine Kontraktion. Da F' eine Abbildung von [a,b] in
[a,b] ist, existiert nach dem Banach’schen Fixpunktsatz also ein Fixpunkt z* € [a,b] mit
F(z*) = z*. Damit erhélt man unter Beriicksichtigung der Eigenschaft (i),

PG £
- @) )
R R e A

gilt, das heiflt, der Fixpunkt z* ist gleichzeitig die gesuchte Nullstelle der Funktion f im
Intervall [a,b]. Die Eindeutigkeit das Fixpunktes folgt aus Satz 3.2.
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2) Das Newton-Verfahren hat die Konvergenzordnung 2, denn eine Taylor-Entwicklung der
Funktion f (Entwicklungspunkt zy) ergibt sich zu

f@) = flow+ (@ —2))

flzg) + f(xg) - (2% — xp) + % g 0 (2 — ) - (2 — )2,

wobei 0 € (0,1) gilt. Wegen f(z*) = 0 ergibt sich mit der Iterationsformel

flzy)
f(xx)

Tk41 = Tk —
aus der Taylor-Entwicklung

0 = flaew) + @) (0 = mi) b g - (" =) 0 (2 )

f($k) * 1 * 2 " * 1
— _ - . _ . g - _ .
' (zr) + (@ k) D) (x zg)” (e + 0 (2 zy)) F ()
TF—Tp41
= -z = —1-(x*—xk)Q-f”(ack—i—H-(ac*—xk))- !
2 f'(xr)
I maen| 1.|fﬂ($k+9.($* — 1)) ‘ !
|z* — )2 2 f(zr)
ol 1)
—  lim TR
b =P 2 | )| =%
das heif}t, es ergibt sich die Konvergenzordnung 2. o
Beispiel:

Gesucht ist die m-te Wurzel aus K > 0, also die Nullstelle der Funktion
flx) = 2™ - K, (m > 2).

Diese ist im Intervall (0, 00) eindeutig. Zunéchst ist vor der Anwendung des Newton-Verfah-
rens sicherzustellen, dass alle in Satz 6.6 genannten Bedingungen erfiillt sind. Es ist also
zuerst ein geeignetes Intervall zu wihlen, so dass dort (i)-(iii) gelten.

(i) Es gilt
fle) =m-a™ " #0 vV oz > 0.
(ii) Es gilt
f) - f'(z) _ @™ =K)-mm-—1) -z"?
F(z)? m2 - p2m—2
(@ =K)-(m—1)
B m-zx™

m—1 1 K
m xm )

Um Eigenschaft (ii) aus Satz 6.6 zu erfiillen, muss dieser Quotient durch eine Konstante
L < 1 abgeschétzt werden kénnen. Es ist

fir
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2.5

1.5

1 2 3 7
F(x) =x/2+ 1/x (siehe Beispiel)

Damit ist beispielsweise das Intervall [a, b] mit ™ > % und b = oo zuléssig.

Wir wihlen ein a mit % <a" < K.
(iii) Zu iiberpriifen ist, ob fiir dieses Intervall [a, b] die Bedingung (iii) gilt, d.h., ob

f(@)
F(x) = x-—
(@) 7()
" — K
= T —
m-xm—1
x K
= Tr — —
m  m-xml
m—1 K

eine Abbildung von [a,b] in [a,b] ist. F(x) ist monoton wachsend fiir 2™ > K (z > VK)
und monoton fallend fiir ™ < 2™ < K (a <z < "\’/E), denn es ist

-1 K -1 K
F'(:c)m—+—~(m+1)~x_mm—-<1—).
m m m

Zu Veranschaulichung betrachte die folgende Skizze (m = 2, K =2, f(x) =22 — 2, F(z) =
b b
Es gilt (wieder im allgemeinen Fall!) fir {/K/2 <a < VK:

m—1 K

F(a’) = m a+m,am71
am><K m—1 a™
—a+
m m-aqm—1
m—1 a
m
= a

und fiir x = VK
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Alle nétigen Bedingungen aus Satz 6.6 sind somit erfiillt auf dem Intervall [a, c0). Die Ite-
rationsvorschrift lautet in diesem Fall explizit

B f(xr)
Thir= TR f'(xx)
m
— g Ty K1
m-x)”
1
= — < m71+(m71) xk>
m \z]

Im Fall m = 2 (Quadratwurzel) ergibt sich daraus speziell

1 K+
z =—-.|— 4=z
k+1 2 Tr k>

wobei z.B. der Startwert xyp = K gewéhlt werden kann. Nach dieser Formel berechnet ein
Taschenrechner/Computer die Quadratwurzel.
Fiir die Funktion

flz) = a® =2
mit dem Startwert xg = 2 und der Iterationsvorschrift
1 2 + k=0,1,2
T = — .| — €T =
k+1 2 Tr k s Ly &y )
finden wir
r1 = 15,
1 2 3 1 17 17 -
= .| 4| =Z.— =" =1.41666
275 {g +2} 2 6 12
und 7 7 57T
1 2 1 1 5 5
= . |4+ 2 = 2.2 = - = 1.414215686
T [g 12] 2204 408 ’

dabei ist die Berechnung im dritten Iterationsschritt bereits auf 6 Nachkommastellen genau!

6.4 Intervallschachtelung, Regula falsi, Sekantenmethode

Das Newton-Verfahren zur Berechnung einer Nullstelle ist nicht immer anwendbar (z.B.,
wenn f nicht differenzierbar ist. Wir betrachten daher noch einige weitere Methoden zur
Berechnung der Nullstelle einer Funktion. Es sei im Folgenden f : R — R eine nichtlinea-
re, stetige Funktion.

Intervallschachtelung

Sei das Intervall Iy = [a,b] bekannt mit f(a) - f(b) < 0, das heifit in einem der beiden
Endpunkte ist der Funktionswert negativ, im anderen positiv. Fiir stetiges f existiert damit
eine Nullstelle von f in [a, b].
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Algorithmus:
0.B.d.A. sei f(a) <0, f(b) > 0. Man geht dann in der folgenden Weise vor:

(i) Solange |b — a| > toleranz
1. Berechne x = a + (b —a) - 0.5.
2. Berechne f(z).
Falls f(z) < 0 gilt, so setze a := x.
Falls f(x) > 0 gilt, so setze b := x.

(ii) Drucke a,b.
Ist Ly = b — a, so ergibt sich nach k Iterationsschritten

b—a

Lk: ok

also
b—a

|z — 2| < Py

dabei bezeichnet xj, jeweils den Mittelpunkt des Intervalls Ij,. Die Fehlerschranke nimmt mit
dem Faktor % ab, die Konvergenzordnung ist 1.

Methode der Regula falsi

Voraussetzung:

Das Startintervall [a,b] mit f(a)- f(b) < 0 ist bekannt. Setze dann zp := a, 1 = b.

Idee:

Man bestimme den Wert x5 als Nullstelle der Geraden g; durch die Punkte (zo, f(z0)) und
(z1, f(x1)), das heifit, g1 besitzt die Gestalt

nle) = fla) + (o — o) - LELS0)

Fiir ¢g1(z2) = 0 folgt

f(xO)Jr(;EQfT/O).M -0

r1 — o
&1 — o zo - f(#1) — @1 - f(xo)
<~ 19 = xg— f(x0) - =
2 =000 T T ) T T ) — F@o)
Es sei f(xo) < 0, f(z1) > 0. Falls f(z2) > 0 gilt, so wéhle I} := [zo, 2], sonst wihle
I := [z2,21]. Man kann so folgenden Algorithmus verwenden:

Algorithmus:

Bei gegebenen xg < x1, yo = f(z0), y1 = f(z1) mit yo-y1 < 0 berechne man fiir k = 1,2,3, ...

Te—1" Y — Tk * Ye—1
Try1 i= ; Ykt1 = f(Try1)-
Yk — Yk—1

Falls dann yi4+1 = 0 (aufgrund von Rundungsfehlern in der Realitéit wohl besser |yxi1] <
toleranz) gilt, dann stoppt der Algorithmus, x1 ist dann die gesuchte Nullstelle.
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Zo M)
!
/ 1
1
-

Geometrische Darstellung der Regula falsi Methode

Ansonsten

o falls ypy1 - yp—1 < 0 gilt, so setze xp 1= T—1, Yk = Yr—1

o falls yrt1 - yp—1 > 0 gilt, so vertausche die Punkte (g41, yr+1) und (zk, yr)

Um die Konvergenzordnung dieser Methode zu bestimmen, benttigen wir folgendes Lemma.
Lemma 6.7:

Seien xg, z1, T2 € R mit £¢p < 21 < 9. Ist f € C? [0, z2], so existiert eine Zwischenstelle
e [IQ,I‘Q] mit

Fleo,on,a2] = 27(6).

Dabei ist
f[xo, $17x2] — f[$07$1] - f[.]?l, 1‘2]
To — T2
und
flxo,z1] = M, Flona] = M7
To — T1 pra—

das heif3t, wir erhalten explizit die dividierte Differenz zweiter Ordnung

(f(lﬂo) - f($1)> 3 (f(ﬂfl) - f(ﬂfz))

f[x07x1)$2] - i "
Ty — X2
_ f (o) n f(z1) + f(z2)
(w0 —@1)(z0 —22) (21 —20)(21 —22) (2 — T0)(w2 — 21)
Beweis:

Fiir beliebiges a € [z, z2] gilt

o
= @ @ ) )| [0 - )

= f() = fla)+ fa)-(@—a)+ [ f'(t) (x —t)dL.

a
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Setzt man jetzt

1 1 1

(@0 —a)(wo—x2)” T (@)@ @) T

Wy =

so erhélt man fiir die dividierte Differenz zweiter Ordnung

flxo,z1,22) = 0) - wo+ f(x1) - w1+f($2)'w2

f(x
2
) Z (x — a) /f” Sz —t)dt] - w

Unter Verwendung der Tatsache, dass

1 n 1 n 1
(o —@1)(x0 —22) (71 —20)(T1 —22) (T2 — W) (W2 — 71)
(1 — w2) — (20 — w2) + (%0 — 71)
(w0 — @1) (w0 — @2) (21 — 72)

wotwi twy =

sowie

xo(x1 — x2) + x1(22 — T0) + T2 (20 — 1)
(w0 — @1) (w0 — @2) (21 — 72)
Tox1 — Tox2 + T1T2 — 1T0 + T2To — X221

(300 - 301)(300 - 302)(301 — T2)

Wwo Ty +w1 T +we ey =

gilt, ergibt sich

> [f@) + (z —a) - f(a)] - wi = 0,

k=0
das heifit, es folgt

T

fxO;zlva Zwk / (Zk*t)dt

Wahlt man jetzt a = x1, dann erhélt man

i 7 . xo— 1 Vi 7 . xo — 1 _ b 7 .
Zf () dt+z[f ) e _Zf (t) - K (t) dt

mit

t—IQ

(xo — 1) (T0 — T2)

>0 fir zg<t<u,
K(t) =
To — t
(w9 — o) (22 — 1)
Die Funktion K (¢) heifit Kern, in diesem Fall ist der Kern positiv, dies wird in der folgenden
Skizze deutlich:

>0 fir z; <t <uxs.

Wegen

<m1nf )/K dt</f” dt<<maxf >/K
T€[z0,T2] z€[xo,z2]
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Kern K(t).

folgt dann aus der Stetigkeit von f”

flzo,z1,22] = f(€) - /K(t) dt
T

=1, vgl.Skizze
mit einer Zwischenstelle £ € [z, z2]. O

Satz 6.8:

Sei f € C*a,b], zo = a, 1 = b und f(zo) - f(x1) < 0. Sei weiterhin f'(z) # 0, f”(z) # 0
fiir alle z € [a,b]. Die Konvergenzordnung der Methode der Regula falsi ist dann lokal
mindestens Eins.

Bemerkung;:

Die Bedingung f’(x) # 0 in [a, b] sichert die Monotonie von f. Insbesondere ist dann z*
eine einfache Nullstelle von f. Falls f'(z*) # 0 und f”(2*) # 0, dann existiert immer ein
Intervall [a,b] C U (2™) mit f'(z) # 0, f”(x) # 0 fiir alle z € [a,b], da f’ und f” stetig sind.

Beweis:

Es gilt

xp—1 - flar) —xp - f@p—1)
f(@g) = fzr-1)
(xr—1 — ") - flow) — (wp —27) - flap—1)
f(@r) — f(p-1)
(@it — ") - (f(@e) = flaw—1)) _ (-1 —2%) - flaw) — (xk —2%) - f(@e-1)

Te41 =

= l‘k+1—l‘*:

— =
Tk — Tk—1 Tk — Tk—1
f@e—1) = fa")  f(=") — flan)
f(;c*:)=0 Tp—1 —x* T* — x)

(2 —z) (2" —xp—1).
— (@ = 0) @ = 01)

f@r) — f(wp—1)

— (karl B x*) . Tk — Tk—1

= flok—1,2% 2] - (2% —xp) - (2" — 2p1).

Nach dem Mittelwertsatz und Lemma 6.7 gilt weiter

1

(o1 —2%) L) = 5 17(€) - (@" =) - (@ — i)
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mit 7,£ € (xg—1, k). Damit folgt durch Umformen

|Ze4r —2*| 1 SO .
= s |7 — x|
|ze — 2] 2 |f'(n)
Aufgrund der Stetigkeit von f’ und f” im Intervall [a, b] existiert eine Konstante M > 0 mit
I/ (€l
<M V&€ [Tho1, k],
Lf" ()

das heif}t, es folgt

_ *
M<1'M'|x*7$k71.
|z —a*| — 2

Wegen klim x, = a* ergibt sich lineare Konvergenz. O
— 00

Sekantenmethode

Die Sekantenmethode ist eine Modifikation der Methode der Regula falsi. Gegeben seien hier
zwei Naherungswerte xg, x1, die die Nullstelle nicht unbedingt einschlieflen miissen.

Idee:

Man berechne den Schnittpunkt der Sekante (der Geraden durch die Punkte (zo, f(zo))
und (z1, f(21))) mit der a-Achse und erhélt so x2. Im Gegensatz zur Methode der Regula
falsi wird jetzt die Iteration ohne Umbenennen der Punkte fortgesetzt, das heifit, man
fithrt den néichsten Iterationsschritt mit den Punkten x1 und xs durch. Es werden immer
die letzten beiden Punkte zur Berechnung der neuen Sekante herangezogen. Man erhélt zur

f(t)

Geometrische Darstellung der Sekantenmethode

Berechnung des “néchsten” Punktes die Iterationsvorschrift

T — Tk—1 > _ Tkt flog) — ok f(op—1)
fxk) = f(op-1) fzk) = f(@p-1) ’

das heifit formal dieselbe Vorschrift wie bei der Methode der Regula falsi. Voraussetzung ist
allerdings, dass

Tpr1 = ok — f(zr) - <

f(xo) # f(x1)

gilt, da sonst der Nenner des auftretenden Bruches nicht definiert ist.
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Satz 6.9:

Sei f € C?[a,b], xo, 71 € [a,b] und sei xy, € [a,b] fiir k = 2,3, .... AuBerdem gelte f(a)- f(b) <

0. Ist weiterhin f'(z) # 0, f”(x) # 0 fiir alle z € [a, b], dann ist die lokale Konvergenzordnung

145
2

des Sekantenverfahrens > 1 (superlineare Konvergenz).

Beweis:
Aus der Iterationsvorschrift

s = = sta0)- (=)

folgt wie im Beweis von Satz 6.8, dass

flan) = floe-1)

=t flrp_1, 2", xp] - (2" — ) - (2% — 2p_
pA— flor-1 ] ( )~ ( 1)

(Thr1 — ")
gilt, dabei ist zu beachten, dass (anders als im Beweis zu Satz 6.8) nicht unbedingt xj_1 <
x* < xy, gilt (deshalb entsteht auf der rechten Seite unter Umstéinden ein anderes Vorzeichen
als im letzten Beweis). Mit dem Mittelwertsatz und Lemma 6.7 erhélt man eine Darstellung
der Form

(e —a*) ) = - /(G - (" — ) - (" — mi) ()
mit ng, & € I = [min{zg_1, 2", zr}, max{zr_1, 2",z }]. Sei nun
L)l 1 /7€)l
M= ol <M T 2B ) <

Zunéchst sehen wir ein, dass xj, lokal linear gegen x* konvergiert, denn aus () folgt

[ | <M - |azpg — 2.
|z — 2]
Zur Abkiirzung sei jetzt
dk = |l‘kfﬂ§*|, k:0,1,2,...

Dann ergibt sich aus (x)
i1 = My dip dp—1.

Es ist nun zu zeigen, dass fiir £ — oo

dps1 < c-dYY2 (k> 0)

mit einer Konstante 0 < ¢ < oo gilt.
Mit dem Ansatz
dp = dei—1
erhalten wir aus dg4+1 = My, di di—1
Yetr1dy, = My di dx—1
= Y dy = Mydi_a
= o1 (mdi_) Tt = My di

g — ,2_w_
— (’Yk-i-l ’Y]z l)dzil6 ! = Mj.
1
Fiir s = 5(\/5—}— 1) folgt s> —s — 1 =0 und daher

Vo1 vy = Mg < M,
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d.h., die Folge 7 ist beschrankt. (Da (dx)32,, eine Nullfolge ist, ist fiir grofere s die Be-
schrianktheit der Folge (vi)32, nicht mehr gesichert.) Also ist

. dpt .
lim — = lim Yet1 < ¢ < 0.
k—oo dz k—oo

Bemerkung:

1) Die Bedingung x, € [a,b] fiir k = 2,3,... in Satz 6.9 ist erfiillt, falls ein d < 1 so existiert,

dass
|z — 2| - M < d <1

und
|z —2*|- M <d <1

mit

1 1)

max
2 neelab) |f(n)]

gilt, denn aus

|Tesr — | < M- |z — a®| - Jop—1 — 27
= M- |rp — 2| < M? o — 2| |ogog — o

(vgl. Beweis zu Satz 6.9) folgt

M - |zy —z*| < d?, M - |xz —z*| < d®, W.8.W.



