Kapitel 7

Interpolation

Idee: Zu einer Funktion f(z) finde man ein Polynom (oder eine andere gut handhabbare
Funktion), das mit f(x) an gewissen vorgegebenen Stellen iibereinstimmt.

Anwendung: Konstruktion von Zwischenwerten fiir eine Funktion, von der nur einige Funk-
tionswerte bekannt sind.

7.1 Algebraische Interpolation

Sei II,, die Menge aller Polynome p vom Grad < n der Form

p(z) =ap+az+... +a2", a; € R(C).

Interpolationsproblem:

Gegeben: n + 1 paarweise verschiedene Punkte xy, ..., z, € R, die Stiitzstellen oder Kno-
ten genannt werden, sowie n+ 1 zugehorige Werte yo, . . ., y, € R, Funktions- oder Stiitz-
werte genannt.

Gesucht: p € I1,,, das die Interpolationsbedingungen

p(zk) = Y, k=0,...,n, (7.1)

erfiillt.

Satz 7.1:

Das Interpolationsproblem (7.1) besitzt genau eine Losung.
Beweis:

1) Existenz: Das Polynom p € II,, hat die Form

n
plx) = a;z!
§=0
und ist durch ag, . .., a, eindeutig bestimmt. Aus den Interpolationsbedingungen (7.1) folgt

n
p(xK) :z:ajac{C =y, k=0,...,n
§=0
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Wir erhalten ein lineares Gleichungssystem (LGS) der Form

2
1 To Iy oo Iy ao Yo
1 = x% N A ai Y1
1 2 n
Tn T, ... Ty [o7%% Yn

Vandermonde-Matrix V= (xf ); k=1

Wegen det V = H0<j<k<n(:ck — ;) # 0 besitzt das System eine eindeutige Losung.

2) Die Eindeutigkeit folgt aus der Tatsache, dass 1, x, ..., x" eine Basis von II,, bilden. Denn
angenommen, fiir py,pe € II,, ist

pl(xk):p2(xk):yka k:()v"'ana

erfiillt. Das bedeutet
pl(xk)7p2(xk):07 k:()v"'ana
d.h., das Polynom ¢(z) := pi(x) — p2(z) hat mindestens n + 1 Nullstellen. Wegen ¢ € II,,

folgt ¢ = 0, und damit ist p; = po. O
Definition 7.2: (Lagrange-Grundpolynome)
Es seien n 4+ 1 paarweise verschiedene Punkte xx € R,k =0, ..., n, gegeben. Dann heiflen

die zu diesem Knoten gehtérenden Lagrange-Grundpolynome.

Es gilt
1, j=k
o= ={ 7 324

Setzen wir wp41(z) = I}_,(z — x1), so erhalten wir eine neue Darstellung von [;(z) :

) = Wy 41(2) 1 _ Wn11(x) - (z — z)
lj( ) (m — xj) ﬁ ($j _ wk) ($ — mj) a:1~>a:j wn+1($)
_ Wn11(7) lim 1 _ Wp11(x)

(x — ;) 2=z w), o (x)  (x—x5)w),,(z;)

Satz 7.3:

Die eindeutige Losung des Interpolationsproblems (7.1) ldsst sich in der Lagrange-Form

p(x) =Yy li(®) =y
=0 =0

r — Tk

(7.2)

b

Tj — Tk

P
i

0
J

darstellen.
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Beweis:
Wegen ;(zr) = d;k, 0 < j, k < n, folgt

n

p(xk):z:yjlj(ack):yk, k=0,...,n. a

=0

Die Lagrange-Form ist fiir numerische Berechnungen kaum geeignet falls n grof ist.

Beispiel:
Sei n = 2. Gegeben:
Tk 0 1 3
e |1 3 2
Gesucht ist p(2), wobei p(xy) = yi fiir £ =0,1,2.
Wir erhalten:
(z —1)(z —3) (z —0)(z —3) (z —0)(z —
@ =G-no-3 "W aoa—s W= EToe-
Also folgt
(—1) 110

p(2):1-10(2)+3-11(2)+2-12(2):1-T+3-1+2-§:?

Rekursive Berechnung:

Gegeben sind (x, yx),k =0,1,...,n, mit 2y € [a,b] paarweise verschieden.
Wihle ko, ...,k € {0,1,...,n} paarweise verschieden. Sei pg,,... x,. € II, das Interpolations-
polynom, das die Interpolationsbedingungen an den Stellen xy,, ..., x, erfiillt, d.h.

Pko,.... k. (xkj) - yk,-; j = 07 s, T

Lemma 7.4:

Es gilt die Rekursionsformel

(i) pr(z) = yr, ke{0,...,n},

(T — Tho)Phy ...k, (T) = (T — Tk, )Py, k1 (T)

Tk, — xko

(i) Pro,... .k () =

Beweis:

(i) Wegen py, € Iy ist py eine konstante Funktion mit

pe(zr) =y = pr(T) = Ys.
(if) Sei
(T — Tk )Pky,. k, (T) = (T — Xk, )Dko,... k1 (T)
(Th, — Thy) '

p(x) =
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Dann folgt p(x) € I, denn pk, .. k., Pke.....kr_, € Ir_1. Weiter gilt

Ykg
—_————
Dlong) = b T Pt ) _
’ (T, — Tho) 0’
Tk, — Tko )Pky,.... k. (Tr) — 0
play,) = e TlPho(n) 20
(T, — Tk,)

und fir j =1,2,...,r—1,

(T, — Tho )Yk, — (Th; — Tk, Ui,
(Th, — T, )

p(ka): :yk,-~

Somit folgt p(wx;) = yk, fiir j =0,...,7. Wegen 7.3. folgt p = pr,,.. .k, -

Algorithmus von Neville:

Gegeben: (zg,yr), k=0,...,n, mit zx € [a,b] paarweise verschieden, x € [a, b] fest.

99

Gesucht: p(z) wobei p € II,, die Interpolationsbedingungen p(zx) = yi, k=0, ..., n erfiillt.

Symmetrisches Dreiecksschema:

Yo = po(x)

y1 = p1(x) po1(x)

Y2 = pa(x) p12(x) Po12(x)

y3 = p3(x) pa3(z) p123(x) l Po123(x)

Fiir p1as(z) gilt z.B.

(z — m1)pas(x) — (z — 933)1712(55).

p123($) = v — a1
Beispiel:
Gegeben:
.10 1 3
ye |1 3 2
Gesucht: Funktionswert an der Stelle z = 2.
r=20 r=1 r=2
o = 0 p0(2) =1
ml—l p1(2):3 p01(2)=5
T2 =3 | p2(2) =2 p12(2) = 5 po12(2) =
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Quadratisches Interpolationspolynom (siehe Beispiel)

poi1(2) = 7(2_0)3:82_1)'1 =5, pi22)= 7(2_1)'3:(12_3)'3 =3,
poa(2) = Rt =g

Aufwand: 4 Subtraktionen, 2 Multiplikationen, 1 Division pro ”Zwischenpolynom?”.
Fiir n+ 1 Knoten bendtigen wir 337, j = ("4'21)” ,,Zwischenpolynome”, d.h., insgesamt sind
also 2(n + 1)n Additionen/Subtraktionen und 2n(n + 1) Multiplikationen/Divisionen zur

Berechnung eines Wertes des Interpolationspolynoms notig.

MAPLE-Prozedur fiir den Neville-Algorithmus.

> restart;
with(LinearAlgebra):
Digits:=20;
# Neville-Algorithmus
neville:=proc(z, f, wert)
# x ist der Vektor der Stuetzstellen
# f ist der Vektor der Stuetzwerte
# wert ist die z-Koordinate, an der das Interpolationspolynom ausgewertet werden
# soll
# option trace;
local y, n, j, k;
n:=Dimension(f);
y:=Vector(n);
for j from 1 to n do y[j] := f[j] end do;
for k from 1 to n-1 do
for j from n by (—1) to k+ 1 do
ylil:=evalf(((wert —z[j —k]) xy[j]+ (z[j] —wert) xy[j —1]) /(x[j] —z[j —K]))
end do
end do;
RETURN(y[n])
end proc:

Bemerkung:

(i) Alternativ kann man die Methode von Aitken verwenden, die auf einem unsymmetri-
schen Tableau basiert:
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po1(x)
Po2(x) Po12(x)
po3(z) po13(x) l Po123(x)

(ii) Der Neville- und der Aiken-Algorithmus eignen sich nicht gut zur Berechnung der Ko-
effizienten des Interpolationspolynoms.

7.2 Newton-Darstellung des Interpolationspolynoms

Idee: Wihlt man die Monome {1,z,...,2"} als Basis von II,,, so liefert das Interpolations-
problem (7.1) ein LGS mit der Vandermonde-Matrix V = (x7)} ;—, als Koeffizientenmatrix.
Wiéhlt man die Lagrange-Grundpolynome als Basis von I,,, so liefert das Interpolationspro-
blem (7.1) ein LGS mit der Einheitsmatrix als Koeffizientenmatrix. ((I;(zx))% j—¢ = Int+1)-

Gesucht: Basis {u;,j =0,...,n} so, dass (u;(zx))} j—o eine Dreiecksmatrix ist.
Definition 7.4: (Newton-Grundpolynome)
Die Newton-Grundpolynome seien rekursiv durch
’ll,()(l‘) = 1
uj(z) = (z—zj—1)uj—1(x), j=1,...,n,
bzw. explizit durch u;(z) := i;é(x — ), j=1,...,n, definiert.
Wir erhalten
() { 0, k<,
u;(xg) = i s
A Ik — ), k>

Mit dem Ansatz p(z) = Z?:o ajuj(w) € II,, erhalten wir aus den Interpolationsbedingungen
p(zr) = yr, k =0,...,n das LGS

1 0 0o ... 0
1 zy—z9 O ao Yo
ai Y1
0 Qn, Yn

n—1
1 zp—x0 ... ... ) (zn—ay)
Die Berechnung der Koeffizienten a; kann nun durch Vorwértselimination erfolgen. Wir zei-
gen, dass die a; sogenannte dividierte Differenzen sind.

Definition 7.5: (Dividierte Differenz)

Sei p; € II; das Interpolationspolynom zu den paarweise verschiedenen Stiitzstellen xo, ..., z;
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und p;(zk) = yg fiir k =0,..., . Dann heifit der Koeffizient der hochsten Potenz 27 von p;
dividierte Differenz j-ter Ordnung.

Bezeichnung: [yo, - .., y;] = [pj(®0),- .., p;(x;)] = pjlzo, ..., z;].

(Falls fiir eine Funktion f gilt f(zx) = yk, kK =0,...,J, schreibt man auch [f(xo), ..., f(z;)]
oder f[zo,...,z;])-

Satz 7.6:

Fiir die dividierte Differenz [yo, ..., y;] zu den paarweise verschiedenen Stiitzstellen xj und
den Stiitzwerten yi, k=0, ..., 7, gilt:

J J
. 1
@) o yi-- oyl =Y ur P
r=0 k=0
ktr
(ii) [yo,---,y;] ist invariant gegeniiber Permutation der Wertepaare (xo, yo), - - -, (%}, Y;)-
(ili) [yo,.-.,y,] lasst sich rekursiv berechnen:

[yl] = Yi, ’L'ZO,...,j,
[Yit1s- - Yirt] = [Yir - Yigi—1]

Y] = L i=01,..., -0l 1=1,...j
[Yis - -+ s Yitl] p— i j j

(iv) BEs gilt [yo,...,Yj, Yj+1] = pjlzo,...,xj41] = 0, falls p; € II; und p;(zx) = yi, k =
0,...,j+1.

Beweis:

(i) Aus der Lagrange-Darstellung des Interpolationspolynoms p; € II; mit p;(xx) = s fiir
k=0,....,7,

Il
=]

J J
r — Tk
pjz) =
i () Zylkljolﬂl*ﬂ?k
k£l

Aus Definition 7.5 folgt damit die Behauptung.

(ii) Die Aussage ist klar, da das Interpolationspolynom p; und damit auch sein Hochstkoef-
fizient eindeutig bestimmt ist.

(iii) Sei p € II;—; das Interpolationspolynom durch die ! Punkte (z,,y.),r = 4,...,i +
Il —1, und ¢ € II,_; das Interpolationspolynom mit ¢(z,) = y,, r =i+ 1,...,i+ [. Die

Leitkoeffizienten von p und ¢ sind [y;, . . ., Yiti—1] und [yi+1 - - ., Yir1]- Betrachte das Polynom
w € 11,
1
— — —(x —x; , eR.
wle) = s (e o) ~ @~ mp@). @
Dann folgt
7(1‘1' — I'iJrl) Titl — T4
W) = 7 P\&i) =Y, WZit1) =7 9 Tit1) = Yit+l,
(@) (Tit1 — Ti) (@) (@it (Tit1 — Ti) (i1) = gt
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und
w(zj)=y;, j=i+1,....i+1—1

Also ist [y, . . ., yi+1] Hochstkoeffizient von w(z). Somit hat der Leitkoeffizient von w(x) die
Form m([%‘ﬂ, e Yirt) = Wi Yiri-1])-

(iv) [yo,.-.,y;+1] ist Hochstkoeffizient des Interpolationspolynoms p € II;; mit p(zx) =
Yk, k =0,...,7+1. Wegen Satz 7.1 ist jedoch p = p; und daher der Koeffizient der hochsten
Potenz 2/t gleich Null. 0

Satz 7.7:

Das Interpolationspolynom p,, € II,,, das die Bedingungen p,, (zx) = yx, k =0, ..., n, erfiillt,
hat die Darstellung

pn(®) = Yol + [yo, y1l(x — z0) + ... + [Yo, - - -, Yn) (¥ — T0) ... (¥ — Tp—1).

Beweis:

Sei das Interpolationspolynom p,, in der Form

n j—1
pa(@) =Y ajui@),  ui(@) =[] @ -2,
3=0 r=0
gegeben. Dann ist a,, der Hochstkoeffizient von p,, also a, = [yo, ..., yn]. Wegen u,(zy) =

0, k=0,...,n—1, gilt fiir das Polynom p,,_1(z) = 27;01 a;u;(z) nun
Pn—1(zk) = pular) — antn(@e) =yr, k=0,...,n—1,

d.h., pp—1 € II,,_; ist Interpolationspolynom fiir (zg,yx), k=0,...,n— 1.

Also gilt an—1 = [Y0,- -+, Yn—1] usw. a
Beispiel:
Sei n = 2.
Tk 0 1 3
w11 3 2
k=0 k=1 k=2
o =0 | [yo] =
$1=1 [yl]:3 [yO;yl]ZQ
xo=3|[y2] =2 ... [y1,y2]:—% [yoaylayz]:*%
yi—y 3-—1 yo—y1 (1)
[y07y1] I — o 1 0 ) [y17y2] Ty — 11 2 ) usw

= polg(l‘):1+2(l‘*0)*%(Z*O)(l‘*l):1+(l’*0)'(2*%(l‘*1))

= po2(2)=1+(2-0)-2-2-(2-1)) =1
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Numerische Berechnung:

Unter Verwendung der Newtonschen Interpolationsformel kann das Interpolationspolynom
mit einer Art Hornerschema berechnet werden:

pn() = [yo] + (= — 20)([yo, v1] + (x — x1) - ([yo, y1, 2] + .. +
+ (= 2n-1)[Yo, - ynl)---))

Die dividierten Differenzen werden mittels des Dreiecksschemas rekursiv berechnet:

zo Yo=[yo]

x1oy= [yl [yo, 1]

r2 Y2 = [y2] [y1, 2] [voy1y2]

T Y= [l - [ao1wnl Yo, - -, yn]

MAPLE-Prozedur zur Berechnung der Newtonkoeffizienten.

> restart;

with(LinearAlgebra);

Newtonkoeff:=proc(z, f)

# x ist der Vektor der Stuetzstellen

# f ist der Vektor der Stuetzwerte

local y, n, i, k;

n:=Dimension(z);

y:=Vector(n);

y:=f;

for k from 1 ton — 1 do
for i fromn by —1to k41 do

ylil:=evalf((y[i] — yli — 1])/(]i] — z[i — K]))

end do

end do;

evalm(y);

end proc:

Anwendung;:
> z:=Vector([0, 1, 3]):
y:=Vector([1, 3,2]):
w:=Newtonkoeff(z, y);

ergibt
w:=[1, 2., —.8333333333].

Zur Berechnung von Funktionswerten des Interpolationspolynoms verwenden wir das Horner-
Schema:

> Newtoninterpol:=proc(z, f, z)
# f ist der Vektor der Stuetzwerte
# x ist der Vektor der Stuetzstellen
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# z ist der Vektor der Stuetzstellen, fuer den ein Interpolationswert gesucht ist
local Newtonkoeff, y, p, m, n, j, k;
Newtonkoeff:=proc(z, f) ... end proc;
# Berechnung der Funktionswerte des Interpolationspolynoms
y:=Newtonkoeff(z, f);
n:=Dimension(y);
m:=Dimension(z);
p:=Vector(m);
for j from 1 to m do
plj = ylnl;
for k from n — 1 by (—1) to 1 do p[j]:=evalf(y[k] + (2[j] — z[k]) * p[j]) end do;
end do;

evalm(p);
end proc:
Anwendung:
> n:=100: z:=Vector(n):
a:=0:b:=3:

for j from 1 to n do z[j]:=evalf(a + (j — 1) * (b —a)/(n — 1)) end do:
p:=Newtoninterpol(z, y, 2):

with(plots):

lstplot((seq([=(1) p{A}t = 1.1)]);

Aufwand fiir n + 1 Knoten: Zur Berechnung der dividierte Differenzen: bendtigen wir
(n 4+ 1)n Additionen und (n + 1)% Multiplikationen. Fiir die Auswertung des Polynoms mit
dem Hornerschema brauchen wir 2n Additionen und n Multiplikationen pro Polynomwert.
Damit ist Newton-Darstellung zur numerischen Auswertung weit giinstiger als der Neville-
Algorithmus.

Bemerkung:
Wihle die Stiitzstellen x dquidistant, d.h.

xx =29+ kh, k=0,....,n, mith>0.
Die Vorwartsdifferenzen seien durch

Al = yp, ATy = ATy — ATy,
rekursiv definiert, d.h. z.B.

Ay = Yrt1 — Yr,

Ay, = Ay — Aty = (Yer2 — Ykt1) — Wkt — Uk) = Y2 — 2Uk41 — Yk

Dann gilt: [yk, ..., Yr+r] = 77 A7 Yk
Beweis:

Ubungsaufgabe. O
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Das Interpolationspolynom hat dann die Newtondarstellung

n ]. Ajy() i1
P (2) = ZE ol H(x—aco —kh)
j=0 J: k=0
"1 Ay !
="%"  j=0 A

I
[~]=
>
<
<
S
2|
~
—
~
\
—_
H~
\
<.
+
=
l>
.
<
S
A
\_/

Satz 7.8: (Leibnizregel fiir dividierte Differenzen)

Ist f = g-h das Produkt zweier Funktionen, so gilt fiir die dividierte Differenz f|xo, ..., 2]
zu den Knoten zg < ... < x,

flzo, ..., zn Zg Ti... Tyl

Beweis:
Setze -
ui(x) := H(Jc - T), j(z) == H (x —ay).
k=0 I=j+1

Nach Satz 7.7 hat das Interpolationspolynom p € II,, von g mit p(zg) = g(z), k=0,...,n,

die Darstellung
n
= Zg[mo, ey &) s ug ().
i=0

Analog folgt fiir das Interpolationspolynom ¢ € II,, von h mit ¢(xx) = h(zx), k=0,...,n,

n

q(z) = Z hlxj, ..., zp]0;(z).
=0
Dann interpoliert

n

p(x)q(z) = Z Z glzo, .., x|k, ..., @p]ui(x)h;(x)

i=0 j=0
die Funktion f in o, ..., z,. Aber fiir ¢ > j ist u;(x)4;(zx) =0, k=0, ...,n. Das Polynom

ZZ glzo, ..., zilhlz;, ..., zn]ui(z)  4j(x)

=0 j=1 .
Gradi Grad(n—j)

interpoliert f ebenfalls in zg,...,z,. Da w € II,,, hat w(x) nach Definition 7.5 den Leitko-
effizient

flzo, .- xn Zg:co,..., i hlxsy ..., Tn). O
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Wir wollen nun fiir die dividierte Differenz eine Integraldarstellung herleiten:

Satz 7.9: (Integraldarstellung fiir dividierte Differenzen)

107

Ist f € C™[xg,xy], so hat die dividierte Differenz f[xo, ..., 2z,] zu den Knoten zp < ... < x,
die Integraldarstellung
flwo, - / FU ()G (t)dt
mit dem Peano-Kern
n —1
(zx — )
Gn-1(t) = Zwk ST teR,
k=0
wobei
1
WE =
1—o Tk T T
I#£k
", x>0 .. . .
und z7} = 0 <0 die so genannte abgeschnittene Potenz (truncated power functi-
on) ist.
Beweis:

Fir f € C™[zg,z,] und x € [z, z,] gilt die Taylorformel

( ) X Z _ 4\n—1
flx) = Z f ’ (x — z0)’ +/ %f(”)(t)dt
Restglied

= pn_l(x)+/xn &f(n)()

(n—1)!

Nach Satz 7.6 (i) war

o] = S wpf(op) mitwy, = [[ —
k=0

o Tk — 1
1%k

= flwo,..., oy Zwk Pr—1(wr) + Wf (t)dt
Wegen p,,_1 € IT,_; gilt mit Satz 7.6 (i) und (iv)
S wkpn-1(2k) = Pa-i1[T0, . 20] = 0.

Daraus folgt
T 1
flzoy .. xn] = Zwk/ (k t)-;— f(n)( t)dt

n

_ / o Z Ln_ti). dt.

Gpn-1(t)
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Beispiel:
Fiir n = 1 erhalten wir den Peano-Kern

1 (l'() *t)g_ " 1 (ICl *t)g_ _ { (acl — IQ)_I te ($0,$1],

Go(t) =

(w0 — 1) 0! (21 — o) 0! 0 sonst.
Fiir n = 2 finden wir
o = oD (o1 — 1)} (22— 1)L
(ro —x1)(wo — x2)  (z1 —w0)(x1 —22) (2 — 20) (T2 — 71)
(t—z0)
W t € (o, 71,
= — T2
Tam)(ms =yt € (21, 29],
0 sonst.

7.3 Interpolationsfehler

Sei f eine Funktion und p,, das zugehorige Interpolationspolynom, d.h.,
flzr) =y = pulzr), k=0,...,n.
Frage: Wie grof} ist der Interpolationsfehler
ro(z) = f(x) — pp(x) ?

Satz 7.10:

Ist f in einem Intervall I, das x, xo, . .., x, enthilt, (n+ 1)-mal stetig differenzierbar, so gilt
_ (&)
f(x) —pn(z) = murﬂrl(x)v
wobel tup41(2) := (. —xg) - ... (x — z,) und &, € I eine Zwischenstelle ist.
Beweis:

1) Fiir = z, ist f(z) — pn(z) = 0 und die Behauptung gilt.
2)Seix # a2, Vk=0,...,n, fest. Wir betrachten die Funktion

f(@) — pu(x)

t) = g(t) == f(t) — palt) — : t).
a2(6) = 9(0)i= £ = o)~ (L2 )
Dann hat die Funktion g im Intervall I mindestens die Nullstellen xzg,...,z,,x, und g €
C™1(I). Wir wenden den Satz von Rolle (n + 1)-mal an. Dann existiert ein &, € I, so dass
gt (&,) = 0 gilt. Aus

" 0) = 5000 — i) - (LR
H:/—/ Un+1 ($)
folgt

¢M”@nf“m@n<ﬂ?:£§9)w+lﬂo

AR (39)

U@ = @) = ).
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O

Da die Lage von &, nicht bekannt ist, schitzen wir f(”“)(fx) durch die Maximumnorm
1F0+ o ab.

Folgerung 7.11:

Unter den Voraussetzungen von Satz 7.10 gilt die Abschéitzung

17Dl

1£@) = pule)| < Mo

[unt1(z)] Vazel,

wobel

177 oo = mae | 0 0]

Eine andere Fehlerdarstellung erhilt man mit Hilfe dividierter Differenzen. Die Vorausset-
zung der Differenzierbarkeit ist hier nicht notwendig!

Satz 7.12:

Bei der Interpolation von f € C*(I) durch ein Polynom p,, € II,, in den paarweise verschie-
denen Stiitzstellen xx, k =0,...,n gilt

f(@) = pn(x) = flxo, ..., Tn,x] unt1(x).

Beweis:

1) Sei zunéchst x € I mit © # xx, k =0,...,n, fest. Es war

pn(t) = flzo] + flxo, z1)(t — zo) + ... + flxo,z1, - 2]t — o) ... (t — Zp—1)-

Betrachte nun das Interpolationspolynom fiir die Stiitzstellen x,...,x,,x und die Stiitz-
werte f(x0)7 RN f(xn)a f(x)a
pny1(t) = flwo] + floo, z1](t — zo) + ... + flzo, ..., &n](t — 20) ... (T — Tn—1)

+flzo, . s xn, 2]t —x0) .. (t — Tp—1)(t — Tp)-
Dann ergibt sich

Drnt1(t) = pn(t) = flxo, .y xn, 2] (t — o) ... (t — xn).
Setze nun ¢t = . Dann folgt p,4+1(z) = f(z), und damit erhalten wir

f(@) = pn(x) = flro,...,zn, 2] (x —20) ... (T — 2p) .

Un+1(x)
2) Fir x = a2, k=0,...,n, lasst sich f[xo,...,z,,z] folgendermafien definieren:
. x)— f(z
Flagoas] = tim O g

T—T) T — Tk

sonst, wie bisher

Tioo Tit1] — flTiet - Tus
flziy- s mip] = flzi iti-1] = flTita l+].
Ti — Titl
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Die Behauptung folgt nun mit u,41(zx) =0, k=0,...,n. o
Durch Vergleich mit der Cauchy-Darstellung des Interpolationsfehlers finden wir

Folgerung 7.13:

Ist f € C™[xo,xy], so hat die dividierte Differenz zu den Knoten gy < ... < x,, die Darstel-

lung .

"~ nl
fiir ein € € [zo, zn).

Optimale Stiitzstellenwahl

Problem: Wie kénnen wir durch giinstige Wahl der Stiitzstellen den Interpolationsfehler
f(z) = p(x) minimieren?

. n+1
Erinnerung: Es war |f(z) — p(z)| < H{n+1|)|f° [thnp1 ().

Idee: Wihle xo, ..., 2, € [a,b] so, dass max,¢[q,p) [tnt1(7)| moglichst klein wird.
Beispiel:
Sei [a,b] = [—1,1] mit dquidistanter Knotenfolge o = —1,21 = -1+ %, ey =1, dh.
T =—-1+ % firk=1,...,n. Sei x € [z;,x;41].
DFurk<j:azj—apr <z—ar < zjp1 —Tp .

~—— —_————

2(j—k)/n 2(j+1-k)/n

DFuwrk>j+1liap—a;j+1 <|opg—z| <axp—xj.
—_——— ——

2(k—j—1)/n 2(k—3)/n
Daraus folgt einerseits

Jj—1 . n .
i+1—k k—j
[upi1(z)] < HZ% H 2( )~|:Ejf:c||:cj+1—:c
k=0

2. . .
= O G D =Dl = gyl — al
und andererseits
2., 1. .
[uni1 (@) = (Z)" 5k = = Dl — gl — 2.

Daher kann |u,41(z)| fiir z in der Nihe des Intervallrandes recht grofl werden, z.B.

Tpil + T 2. 1 1
T = % = |uny1(z)| = (E)n 1'(”—1)!'5'5
n=>5: lu(0,825)] = 0.113462959 ~ max,e[_1,1]|ue(z)],
n==6: |u7(0.865)] = 0.0692257 ~ max,¢[_1,1) [uz(z)|.

Ist eine andere Knotenwahl giinstiger? Ja!

Wir wéhlen die Stiitzstellen zj := cos (22(16;_:%;, k=0,...,n.
Dann ist
“ (2k + 1)m
n
TnJrl(Z) =2 ]:[(l‘ — CO8 2(7’L+ 1) )
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-0.5 8] 0,/5

o
=

-1

Tschebyscheff-Polynome vom Grad 5 (links) und vom Grad 20 (rechts)

das Tschebyscheff-Polynom vom Grad n + 1.

Satz 7.14:
Das Tschebyscheff-Polynom lisst sich fiir z € [—1,1] in der Form

T, (x) = cosn(arccosz), n=0,1,2,...

darstellen, d.h. T},(cos ) = cos(np). (x:=cosp € [—1,1] mit ¢ € [0, 7)).
Die Tschebyscheff-Polynome geniigen der Rekursionsformel

Thii1(x) = 22T, (z) — Thor(z), n>1

mit Tp(xz) = 1,T1(z) = «.
Beweis:

Sei Tp(z) := cosn(arccosz) fir x € [~1,1], d.h., Th(cosp) = cos(ny) fiir © := cosg.

Insbesondere folgt Ty(z) = cos0 = 1, und T} (z) = z. Da sich cos(ny) als Linearkombination
von cos’ ¢, j =0,...,n, darstellen lisst, ist T,,(x) € IL,. Es gilt

cos(ny) = cos((n — 1)p + @) = cos(n — 1)p cos p — sin(n — 1)psin p.
AuBlerdem gilt sina sin 8 = 1[cos(a — 8) — cos(a + (3)]. Damit folgt
. : 1 1
sin(n — 1)psinp = 3 cos(n — 2)p — 5 CosTp

Einsetzen ergibt

1 1
5 CosTp = cos pcos(n —1)p — 3 cos(n — 2)ep.

Also erfiillt Tn die Rekursionsformel und es gilt T, n € IL,,. Weiter erhalten wir

T, (cos W) = cosn(arccos(cos W)) = cos(n%)
= cos w =0.
Das bedeutet Tn = T,,. Der Hochstkoeffizient 27! folgt aus der Rekursionsformel. O
(2k+1)7 Tnga(z)

Beachte: Bei Knotenwahl x;, = cos ICESAR kE=0,...,n,ist upq1(x) = 5%
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Satz 7.15:

Das Polynom 27 "T},1(z) ist vom Grad n + 1 mit héchstem Koeffizienten Eins, und es gilt

- |7n+1(35)|
27" = L
xen[l—afl] n xen[l—afl] |un+1(x)|

fiir jedes Polynom uy,+1(x) vom Grad n + 1 mit héchstem Koeffizient 1.
Beweis:

Das Polynom 7,11 (z) hat den Hochstkoeflizient 2™. Dies folgt induktiv aus der Rekursions-
formel in Satz 7.14.

Aus der Definition von T,,41(x) folgt |T+1(z)| < 1 fiir z € [—1,1]. Die Extremalwerte

werden an den n + 2 Punkten 3 = cos n’“—L, =0,...,n+ 1, angenommen:

kr | Lk B _ 1,k gerade
Tyt1(cos n—Jrl) = cos ((n + 1)m) = cos(km) = { —1 , k ungerade.

Sei up+1 € II,41 beliebig mit Hochstkoeflizient 1. Angenommen |u,41(z)] < 27"V z €
[~1,1]. Dann ist p(z) = upt1(z) — 3= Tns1(z) alternierend positiv bzw. negativ an den
Stellen % % =0,...,n 4+ 1, hat also mindestens n + 1 Nullstellen. Da aber p € II,, folgt

damit pn; 1(;. Dies ist ein Widerspruch zur Annahme. O
Beispiel:
Fiir die Knotenwahl x; = cos (22(];4:1);, k=0,...,n erhalten wir nun

n=>5: max,ei_1,1) [us(z)| = 27°=0.03125,

n==6: max,e—1,1) [ur(z)] = 27°=10.015625

Beispiel: (Runge)

Es sei f(z) = 12;+1 Wir betrachten die Interpolation auf dem Intervall [—5, 5].

1. Aquidistante Knoten: x, = —5 + %, k=0,...,n, = Divergenz fiir n — oc.
2. Tschebyscheff-Knoten: x; = 5 cos (22(];4:1);, k=0,...,n, = Konvergenz fiir n — oco.
2 2
1.5 1.5
y y
0.5 0.5
S VARs: O AN 7 ) O P Z

Interpolation fiir &quidistante Knoten (links) und Tschebyscheff-Knoten (rechts) fiir
n = 10.
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Einfluss von Stérungen der Funktionswerte

Die Stiitzwerte yi, k = 0,...,n, seien fehlerbehaftet. Es gelte:
Uk =Yk + ek, ekl <efirk=0,...,n.

Das mit den korrekten Stiitzwerten yi berechnete Interpolationspolynom p sowie das mit gy
berechnete Polynom p haben folgende Lagrangedarstellung

Sei

Dann folgt

wobei Ly (z) := Y} _, |lk(z)|. Wir erhalten fir a = zo < 21... <z, =0

max |p(z) —p(z)| = max |n(z)] < e max L,(x).
z€a,b] z€[a,b] z€a,b]
—_———
=:A,

Die Konstante A, := max,¢[q,5 Ln(z) ist nur abhéngig von den Stiitzstellen z¢9 < ... <
Zy. Sie ist ein Maf} dafiir, wieweit sich der Eingangsfehler verstirkend auf das Endresultat
auswirkt.

Beispiel:
Sei [a,b] = [-1,1].

n | A, fir dquidistante Knoten | A, fir Tscheyscheff-Knoten

5 3,106292 2,104398
10 29, 890695 2,489430
15 512,052451 2,727778
20 10986, 533993 2,900825

(A, divergiert fiir beide Knotensequenzen gegen oo, jedoch unterschiedlich schnell!)
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Numerische Integration

8.1 Einfiihrung

Bei der Berechnung von bestimmten Integralen ist man im Allgemeinen auf numerische
Niaherungen angewiesen, wenn keine analytische, geschlossene Darstellung dieser Integrale
moglich ist.

Definition 8.1: (Quadraturformel)

Unter einer Quadraturformel @) zur Berechnung des bestimmten Integrals I(f) := f; f(z) dzx
fiir f € Cla,b] verstehen wir die Summe

n
QUf) =) a;jf(x;),  a; €Rz; € [a,b],
=0
mit den Knoten zy,...,z, und den Gewichten ay,...,a,. Die Differenz

R(f) = / f(z) dz — Q(f)

bezeichnet man als Quadraturfehler. Wenn R(p) = 0 fiir alle Polynome p € II; gilt, so
heiflt Q exakt auf der Menge der Polynome II; vom Ho6chstgrad d.

Beispiel:

n=0: Q(f)=f(a)(b—a) Rechteckregel
(“£2) (b —a) Mittelpunktregel

Idee: Zur Berechnung von ff f(x) dz wende man eine einfache Quadraturformel auf moglichst
vielen Teilintervallen von [A, B] an:

Wihle eine Zerlegung A = 29 < 21 < 22 < ... < zy = B und wende die Quadraturformel
auf jedem Teilintervall [z;,2,11],7 =0,...,N — 1, an:

a) zusammengesetzte Rechteckregel: I(f) = Z;V:_Ol f(z) (zj+1 — #5)

b) zusammengesetzte Mittelpunktregel: I(f) ~ ijz_ol FOEEEELY (2540 — 25)



Kapitel 8: NUMERISCHE INTEGRATION 115

c) zusammengesetzte Trapezregel:

N-1y
I(f) =~ 5 (F(z3) + fzi41)) (2541 — 25)
7=0
2’1 - Zo = Z_]-‘rl Zj—1 ZN —ZN-1
= f(z0)( )+ ) fl=z ————————J*%fXZN)(————————)

2

j=1

<.

Wihlt man die Zerlegung des Intervalls [A, B] dquidistant, d.h. z; = A+ jh, mit h =
B A, 7 =0,...,N, so folgt z.B. fiir die zusammengesetzte Mittelpunktregel:

N-1

f(

=0

A+hj+A+h(+1)
2

2j+1
2

h).

Q

N-1
Yh=h > f(A+
j=0

<.

Um verschiedene Quadraturformeln miteinander vergleichen zu kénnen, ben6tigen wir eine
Darstellung des Quadraturfehlers R(f) = I(f) — Q(f). Dazu betrachten wir im Folgenden
ein "kleines” Teilintervall [a, b].

Satz 8.2:
Der Fehler R(f) einer (n 4+ 1)—punktigen Quadraturformel vom Exaktheitsgrad d

b n
/ f(x) d:c:Zajf(:Ej)JrR(f), a<zg<..<mp<b
a ]:O
hat fiir f € C™"[a,b] und 0 < m < d die Darstellung

f) = / bf(m*”(t)Gm(t) dt,

wobei
b n
Gonlt) = Bl = 007 i= ([ (o= 07 = 30y -
a =0

Hierbei bedeutet R, ((x—t)7"), dass R auf die Funktion (x—t)"" als Funktion in 2 anzuwenden
ist. G, heifit Peano-Kern von R.
Beweis:
Sei f € C™T1a,b] gegeben. Eine Taylor-Entwicklung von f in a ergibt
m

7=0

(z — a)! 4rm ()

m|,_‘

Polynom vom Grad m<d

mit dem Restglied

7m'/ o) () :_/ SO () — 07 de.

Wegen R(p) = 0 fiir alle p € II; und m < d folgt

R(f) = R(rm).
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Nun ist
b n
R(rm) = /rm(x) dx—Zajrm(xj)
a )
1 bt (m+1) m S a; ’ (m+1) m
_ ﬁ/ / SO () (2 — ) dtdat—z%/ SO (b (y — 6 de
a Ja j=0 """ Ja

- %/bﬂml)(t).(/ (x — t)7dx — Za] )dt

b
= o [ 1@ Rl - o7 ar

Folgerung 8.3:

Ist f € C™Fa,b], so ist

R()| < max |7 () |/|Gm ) dt.

z€Ja,b]

Beispiel:

Die Mittelpunktregel: f;f(:c)d:c ~ (b—a)f(“E) = Q(f) hat den Exaktheitsgrad d = 1,
denn fiir p(x) = mz + n ist

=
<)
Il
T~
<
3
5
+
3
QL
Il
|
+
3
5
_ 1
o o~
\
3

’ a
Go(t) = /(x—t)(jrdm_(b_a)( ;rb 0o
— (b )7(17*04)*0,*157 agtgaTer
- {(b_ ) =0, atb o <

Fiir f € C'{a,b] folgt

b b
RO < [ 1FOlGo(0)] dt < max 7)) [ IGole) dr.
—_——

(b—a)2
4
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Wahle nun m = 1:

b
a+b
i) = [ (= 0ide-(b-a)(57 -0}
a
) P —tde — (0 —a) (s —t), a<t< e
S (@~ t)d, b <t <h
, {W’ ast< g
- (b=t)? b
5 aT<t§b

da

Dann gilt aus Symmetriegriinden

/:|G1(t)|dt2/aa7+b @dtQ{@LT _ - (o)

)
o

48 24

und damit folgt fiir f € C?|a,b] also

( )

max |f"(z)].

RO < max @) [ 1630t =
z€[a,b]
Fiir die zusammengesetzte Mittelpunktregel folgt daraus fiir f € C?[A, B]

2j+1
2

B N-—-1
mn-enl = 1 flo)do = 3 g+ S

IN

f(z)de — f(A+

N-1  A4+(j+1)h 9
Jj+1
| / S

A+jh

h3
max |f"(@)| o
c€[A+jh, A+ (j+1)h] 24

_A\3
E=aP o Ly

IN

"
z€[A,B] F@)n 24 N3

IA
B
I
"

8.2 Interpolatorische Quadraturformeln

Definition 8.4: (interpolatorische Quadraturformel)

Eine (n + 1)—punktige Quadraturformel Q(f) := Z?:o a; f(z;) heifit interpolatorisch,
wenn () auf der Menge der Polynome II,, exakt ist.

Satz 8.5:

Zu beliebig vorgegebenen Stiitzstellen a < zg < 1 < ... < x, < b existiert genau eine
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interpolatorische Quadraturformel Q(f) = Z?:o a; f(z;). Ihre Gewichte erhdlt man durch
Integration der Lagrange-Grundpolynome l;,j =0,...,n, d.h.

b n —
a; :/ lij(z) de mit [(z H (@ _a;k
a k

k=0
k#j

(Idee: Interpoliere f durch p,, € II,, und integriere dann p,, exakt statt f.)
Beweis:

1) Existenz: Da jedes Polynom p € II,, eindeutig in der Lagrangeform p(z) = Z?:Op(acj)lj(ac)
darstellbar ist (siehe Satz 7.3), folgt

b b n n b
/ p(z) de = / Zp(acj)lj(x) dx = Zp(xj) / Li(z)dx = Q(p).
a a =0 =0 a

2) Eindeutigkeit: Seien Q(f) und Q(f) = Z?:o bjf(z;) zu den Stiitzstellen a < zp <
. < x, < b interpolatorisch. Dann gilt fiir alle p € IL,: Q(p) — Q(p) = 0. Das bedeutet
Z;'L:o(aj — bj)p(z;) = 0 fiir alle p € II,,. Wihlen wir pi(z) := 2%,k = 0,...,n, so erhalten
wir das LGS
1 1 ... 1

ap — b
ro L1 ... Tnp 0 0
2 2 2 a1 —bi
s} xrq B ) =0.
: : : a —b
b al v
Da die Koeflizientenmatrix invertierbar ist, folgt a; =b;, j =0,...,n. O

Bemerkung:

Fiir dquidistante Stiitzstellen z; = a+hj, 7 =0,...,n, h = b_T“, heilen die interpolato-
rischen Quadraturformeln Newton-Cotes-Formeln. Wir erhalten in diesem Fall mit der
Substitution ¢ = #-2

0 = / T — T / I_a_hk)dm
/ akoz]f:ck ¢ o hj — hk
k#j k#j
S h(t—k h n
= /Hh(‘ k)hdtz D /H(t—k:)dt
0 k=0 (J—k) [1G -k 70 o
k#j 12210 k#j
= (t—k 8.1
o ), 1 &)

k#J

Beispiel:

Fiir n = 1 erhélt man die Trapezregel: xg = a,z1 = b,

Q(f) = aof(wo) + a1 f(x1) = aof(a) + a1 f(b)
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mit

b b a2 b
B (x—0) | F—bxr| b-a
agp /alo(x)dx—/a @D dx = p— =5
b p—
ap = /ll(x)dx:b2a.

Satz 8.6:

Der Quadraturfehler fiir die (n + 1)—punktige interpolatorische Quadraturformel hat die
Form

R(f)/:f(:c) d:c/abpn(:c) d:c/:f[:co,...,xn,x]unﬂ(:c) dx

mit up11(z) = (r — zo)(® —x1) - ... - (x — x,), wobei p, € II,, das Interpolationspolynom
von f zu den Stiitzstellen zg < 1 < ... < x,, ist.

Beweis:

Fiir die Polynom-Interpolation war nach Satz 7.11:

f(lC) *pn(iﬂ) = f[xov .. .,lL’n,CL']’anJrl(l'),

woraus die Behauptung folgt. O

Beispiel:

1. Fiir n = 1 folgt wegen (z —a)(x —b) <0 Vz € [a,b]

b
R() = | / flasb, 2]z — a)(x — b) dz|

N

’ (b—a)’
< max |f[a,b,77]|/ |(x —a)(z — b)|dx = max f[a,b,n] .
n€la,b] a n€la,b] 6

Fiir f € C?[a,b] war fla,b,n] = %f”({) fiir eine Zwischenstelle £ € [a, b] (siehe Folge-

rung 7.12). Damit erhalten wir |R(f)| < (b;g):" gm[a)é] [ (&)].
€la,

2. Fiir n = 2 nennt man die entsprechende Newton-Cotes-Formel Simpson-Regel oder
Keplersche Fassregel. Wir erhalten

QU = aof (@) + a1 f(“50) + arf 1)

und mit (8.1)

b b—ay . (_1)2-0 2
w = | Zo(x)dmz%/o (t—1)(t—2) dt
—a [#3 2 ? —a —a
- b4 {%%+2t}0(%)(§6+4)b6 ’
b b—ay , (_ 2 —a
ap = /ah(x)dx%/o t(t72)dt:4(b6 ),
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Also folgt

QU = 20 (@) ap( T

)+ f(b)].

Quadraturfehler

Die Simpson-Regel ist sogar fiir Polynome vom Grad 3 exakt. Wir nutzen die Abschéitzung
aus Folgerung 8.3 (bzw. Satz 8.2) mit m = d = 3 und erhalten

IR(f)| < max |f®(z |/|G3 )| dt

z€[a,b]

fir f € C*[a,b], wobei fiir t € [a, b],

G3(t)

I
@ =
—N—
\Q_
—

=

|

o~

=

IS

=

|
—

()
(=)

IS
—
| — |
—

IS

|

-~
\_/

_|_

N
—

IS
o+

fwpl

o~
=

+
—

fopl

|

o~
=
—_
——

1
1 _
4
L (b4t) _b—Ta,(b_t)3}7 atb o< p
t

[ S Gt-a-2), a<
- 3
o0 (2a+b—3t), b <t<b.

Also folgt insgesamt

" (t —a)®(a + 20— 3t) 1 .
) dt =2 dt = b—a)®.
/ |Gs (1) / 72 28300~ Y

Wir erhalten fiir f € C*[a, b]:

1
R(f)| < ——(b—a)® FO ().
|R(f)| < 2880( a) ;g%I ()]

Newton-Cotes-Formeln hoherer Ordnung werden kaum benutzt. Besser ist es, Formeln nied-
riger Ordnung zusammenzusetzen.

Zusammengesetzte Simpson-Regel

Fiir die Zerlegung A =2y <z <...<zy = DBinéquidistante Stiitzstellen z; = A+jh, j =
0,...,N, h =222, erhalten wir

2

b . .
/ fayde ~ Y [f(zj>+4f<%>+f<zm>}
a =0
N-1
= g ‘]C(—A+2Zfz.7+z]+1 + f B)

Jj=1
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Fehler fiir zusammengesetzte Regel:

[B*(f)]

<

IN

h®  max

(4)
= 2830 g€lz,2511] O

(B—A)® N
z€[A,B] Nb®

2880

o

1
N4

).
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