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Aufgabe 25
Man zeige: In einem unitären Vektorraum V gelten für x, y ∈ V die Gleichungen:

a) ‖ x + y ‖2
2 = ‖ x ‖2

2 + ‖ y ‖2
2 + < y, x > + < x, y > (Satz von Pythagoras),

b) ‖ x + y ‖2
2 + ‖ x− y ‖2

2 = 2(‖ x ‖2
2 + ‖ y ‖2

2) (Parallelogramm-Gleichung).

Dabei ist ‖ . ‖ durch das Skalarprodukt < ., . > in V induziert.

(2P.)

Aufgabe 26
Man zeige: Durch Orthonormieren der Monome 1, t, t2, t3 erhält man im Vektorraum
Πn mit dem Skalarprodukt

< p, q >:=

1∫
−1

p(t)q(t)dt p, q ∈ Π3

die normierten Legendre-Polynome

Lk(t) =

√
2k + 1

2

1

2kk!

dk

dtk
[(t2 − 1)k], k = 0, . . . , 3.

(6P.)

Aufgabe 27
Im Raum Π3([−1, 1]) bestimme man die beste Approximation der Funktion
f(t) =

√
1− t durch eine Linearkombination von Monomen 1, t, t2, t3 und durch die

Legendrepolynome Lk(t), k = 0, . . . , 3 bzgl. der Norm

‖ f ‖2= (

1∫
−1

|f(x)|2dx)1/2.

Man stelle die Funktion f(t) und die beste Approximation graphisch dar! (6P.)

Aufgabe 28
Man überprüfe, ob die Norm

‖ f ‖1:=

b∫
a

|f(x)|dx

streng konvex ist.

(2P.)
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