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1 Interpolation

Idee: Zu einer Funktion f(z) finde man ein Polynom (oder eine andere gut hand-
habbare Funktion), das mit f(z) an gewissen Stellen iibereinstimmt.

Anwendung: Konstruktion von Zwischenwerten fiir eine Funktion, von der nur
einige Funktionswerte bekannt sind.

1.1 Algebraische Interpolation

Sei II,, die Menge aller Polynome p vom Grad < n der Form
plx) =ay+amzr+...+a2", a; € R(C).

Interpolationsproblem 1.1. Gegeben: n + 1 paarweise verschiedene Punkte
Zo,...,x, € R, die Stuitzstellen oder Knoten genannt werden, sowie n + 1
zugehorige Werte yo, . .., y, € R, Funktions- oder Stiitzwerte genannt.
Gesucht: p € 11,,, das die Interpolationsbedingungen

p(Tk) = Yk, k=0,...,n, (1.1)
erfiillt.
Satz 1.2. Das Interpolationsproblem 1.1 besitzt genau eine Ldsung.

Beweis. 1) Existenz: Das Polynom p € II,, hat die Form

n

plz) = az’

J=0

und ist durch ag, ..., a, eindeutig bestimmt. Aus den Interpolationsbedingungen
(1.1) folgt

play) = arl =ys, k=0,...,n.
=0

Wir erhalten ein lineares Gleichungssystem (LGS) der Form

2 n
1z x5 ... g aop Yo
2 n
1z 2xf ... 2 aq Y1
1 2 n
Ty T ), an Un
NS -~ >

Vandermonde-Matrix V:(x? )?k: 1
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Wegen det V = []; <, (zr — ;) # 0 besitzt das System eine eindeutige Lésung.

2) Die Eindeutigkeit folgt aus der Tatsache, dass 1,z,..., 2™ eine Basis von II,
bilden. Denn angenommen, fiir py, po € 11, ist

p(zx) = pa(xk) = Yk, k=0,...,n,

erfillt. Das bedeutet

p1(zg) — pa(zg) =0, k=0,...,n,

d.h., das Polynom ¢(z) := p1(x) — pa(z) hat mindestens n + 1 Nullstellen. Wegen
q € 11, folgt ¢ = 0, und damit ist p; = ps. O

Alle Elemente von II,, besitzen hochstens n verschiedene Nullstellen.
— Verallgemeinerung moglich:

Definition 1.3. Sei U ein (linearer) Untervektorraum (UVR) von Cla,b] mit
dimU = n. Hat jedes Element uw € U,u # 0, in [a,b] hichstens n — 1 verschie-
dene Nullstellen, so heifft U Haarscher Raum. Eine Basis {us,...,u,} eines
Haarschen Raumes heifit Tschebyscheff-System.

Satz 1.4. Ist U ein UVR von Cla,b] mit dimU = n so sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) U ist Haarscher Raum.

(i) Zu gegebenen Wertepaaren (zg,yx), k = 1,...,n,(x; € [a,b] paarweise
verschieden) existiert genau ein uw € U mit u(xy) =yx, k=1,...,n.

(#i) Fiir je n paarweise verschiedene Punkte xi,...x, € [a,b] und jede Basis
{ur, .. un} von U gilt det(uj(wy))} p—y # 0.

Beweis. (i) = (ii): Sei U Haarscher Raum mit dimU = n. Wé&hle Basis
{uy,...,u,} von U. Dann ist jedes u € U eindeutig darstellbar als u = 2?21 a;u;
mit a; € R. Die Interpolationsbedingungen liefern dann das LGS

n

u(zy) :Z ajuj(xk) = Yk, k=1,...,n.

j=1



mit der Koeffizientenmatrix (u;(zy))y ;—;- Diese hat jedoch vollen Rang n, denn:
Gébe es eine Basisfunktion u;, so dass

uj(xk)zz by wy(xy), k=1,...,n,
=1
1]

so hétte w;(z) — > bu(r) mindestens n Nullstellen und wére damit die Null-
i=1

I#j
Funktion. Dann wére u; als Linearkombination der anderen Basisfunktionen dar-
stellbar. Das ist ein Widerspruch zur Annahme, dass {us, ..., u,} eine Basis ist.
(ii) = (iii), (iii) = (i): in den Ubungen. O

Beispiele:

1. Die Monome {1, z, ..., 2"} bilden ein Tschebyscheff-System auf jedem Inter-

vall [a,b] C R.

2. {1,e*,...,e"} bilden ein Tschebyscheff-System auf jedem Intervall [a,b] C
R.

3. {l,sinz,cosz,...,sinnz, cosnx} bilden ein Tschebyscheff-System auf jedem

reellen halboffenen Intervall der Lange 27.

Definition 1.5. Es seien n + 1 paarweise verschiedene Punkte x, € Rk =
0,...,n, gegeben. Dann heiffen

T — Ty
l](l') :1_[3;._1j fUT'j: ’ , 1,
k=0 *J k
k#j

die zu diesem Knoten gehorenden Lagrange-Grundpolynome.

Es gilt

L j=k
blon) = j’“:{ 0, j#£k
Setzen wir wy,41(x) := II}_, (x — x), so erhalten wir eine neue Darstellung von
lj (33') .




Satz 1.6. Die eindeutige Losung des Interpolationsproblems 1.1 lisst sich in der
Lagrange-Form

plr) =30 1 Zy] i (12)

Jj=0 k;éo
darstellen.

Beweis. Wegen [;(x)) = d;x, 0 < j,k < n, folgt

w) =Y yili(a) = g, k=0,...,n

j=0

O

Die Lagrange-Form ist fiir numerische Berechnungen kaum geeignet falls n grofl
ist.

Beispiel: n = 2 Gegeben:
e |1 3 2

Gesucht: p(2), wobei p(xy) = yy fiir £ =0,1,2.
Wir erhalten:

_(z=1)(x—-3) _(z=0)(x - 3) _(z=0)(x—-1)
lol) = 0—1)(0—3)’ hiz) = 1-0)(1-3) h(r) = (B3-0)3
Also folgt
p(2)=1-1(2)+3-11(2)+2-12(2) =1 (_31) +3-1+2-% _?0



Rekursive Berechnung

Gegeben sind (x,yx),k =0,1,...,n, mit z; € [a, b] paarweise verschieden.
Wahle ko, ..., k. € {0,1,...,n} paarweise verschieden. Sei py, ., € II, das Inter-
polationspolynom, das die Interpolationsbedingungen an den Stellen zy,, ..., x,
erfiillt, d.h.

pko,m’kr(:l:kj) = yk.j, j = 0, e, T

Lemma 1.7. FEs gilt die Rekursionsformel

() pr(x) =y,  ke{0,...,n},

(x B xk0>pk17~~~ykr (x) - (x - xkr)pk07---7kr—1(x>

.CE]CT — l’ko

(1) Pro,..k.(T) =
Beweis. (i) Wegen py € Iy ist py eine konstante Funktion mit

pk(sz) =Y = pk(I) = Yk-
(ii) Sei
(T = Tho ) Db oo (T) — (T — T, ) Prgo e (T)
(Tr, — Thy) '

Dann folgt p(x) € II,., denn py, k., Pro,..k_1 € 1. Weiter gilt

p(x) =

Yk

——f—
0 — (Thy — Th,) Pro,.o. ke 1 (Tho)
p(xko> - (ka . l‘ko) - yko7
z is - p yereylvp xr - 0
p(fkr) _ ( k ko) k1,....k ( ) = Yy,

(Tr, — Thy)

und fiir y =1,2,...,r —1,

(*rk?]' - xko)yk]’ - (xk]' - xkr)yk?j
(‘/I/‘k'r - xko)

p(xk]) = - yk?]' .

-----

Algorithmus von Neville

Gegeben: (g, yx), k = 0,...,n, mit x; € [a,b] paarweise verschieden, = € [a, b]
fest.

Gesucht: p(z) wobei p € II, die Interpolationsbedingungen p(zx) = yi, k =
0,...,n erfiillt.



Symmetrisches Dreiecksschema:

(z)
(z) po1(z)

Yo = pa() pi2(z) por2(x)

ys = ps3(x) pa3(z) p123(x) ; Po123()

Fiir pios(z) gilt z.B.

(x — 21)pas(x) — (@ — xS)pw(ﬂ?)'

p123(x) = e
Beispiel:
Gegeben:
2,10 1 3
ye |1 3 2
Gesucht: Funktionswert an der Stelle z = 2.
o = 0 p0(2) =1
r2=3|p2)=2 ... p12(2):% p012(2):%
por(2) = % =5, pp(2) =2 §7§273)-3 =3
2-0)-2 —(2-3):5
poi2(2) = 205 —29)3 23_0( - 2

Aufwand: 4 Subtraktionen, 2 Multiplikationen, 1 Division pro ”Zwischenpoly-

77

nom

Fiir n + 1 Knoten benétigen wir Z ] = (”+1)

,,Zwischenpolynome”,

gesamt sind also 2(n + 1)n Addltlonen/ Subtraktionen und 2 n(n + 1) Multiplika-
tionen/Divisionen zur Berechnung eines Wertes des Interpolationspolynoms notig.

Bemerkung:

(i) Alternativ kann man die Methode von Aitken verwenden, die auf einem

unsymmetrischen Tableau basiert:



Yo = po(z)

y1 = pi(2) poi ()

Y2 = pa(z) po2() po12(z)

Y3 = p3(z) po3(7) poi3(z) p0123(9€)

(ii) Der Algorithmus eignet sich nicht gut zur Berechnung der Koeffizienten des
Interpolationspolynoms.

1.2 Newton-Darstellung des Interpolationspolynoms

Idee: Wihlt man die Monome {1,z,...,z"} als Basis von II,,, so liefert das In-
terpolationsproblem 1.1 ein LGS mit der Vandermonde-Matrix V = (xi:)’,;j:o als
Koeffizientenmatrix. Wahlt man die Lagrange-Grundpolynome als Basis von II,,,
so liefert das Interpolationsproblem 1.1 ein LGS mit der Einheitsmatrix als Koef-
fizientenmatrix. (([;(7x))g j—o = Lns1)-

Gesucht: Basis {u;,j =0,...,n} so, dass (u;(wg))y j—o eine Dreiecksmatrix ist.

Definition 1.8. Die Newton-Grundpolynome seien rekursiv durch

up(z) = 1
uj(xz) = (v —xj_1)uj(x), j=1,...,n,
bzw. ewplizit durch u;(z) := [[1_t(x — x1), j = 1,...,n, definiert.



Wir erhalten
bl k < j?

0
uslre) = { 1=} (o — ) k> ).

Mit dem Ansatz p(z) = 7, aju;(z) € 11, erhalten wir aus den Interpolations-
bedingungen p(xy) = yx, k = 0,...,n das LGS

1 0 0 0
1 Ir1 — X 0 Z? :Z(l)
0 an Yn

1 oz, —x0 oo o 10 (20— )

Die Berechnung der Koeffizienten a; kann nun durch Vorwértselimination erfolgen.
Wir zeigen, dass die a; sogenannte dividierte Differenzen sind.

Definition 1.9. Sei p; € II; das Interpolationspolynom zu den paarweise ver-
schiedenen Stitzstellen x,...,x; und p;(zy) = y, fir k = 0,...,5. Dann heifst
der Koeffizient der hichsten Potenz 2’ von p; dividierte Differenz j-ter Ord-
nung.

Bezeichnung: [yo, - .., y;] = [pj(0), ..., pj(z;)] = pjlxo, ..., z;].

(Falls fiir eine Funktion f gilt f(zx) = yx, k=0,..., 7, schreibt man auch

[f(xo), ..., f(x;)] oder flzo, ..., x;]).

Satz 1.10. Fir die dividierte Differenz [yo, . .. ,y;| zu den paarweise verschiedenen
Stiitzstellen xy, und den Stiitzwerten yi, k =0, ..., 7, gilt:

J J

. 1

(Z) [y07y17"'7yj]:ZyTH Ty — Tk ’
r=0 "

k=0
k#r
(1) [yo, ..., y;] ist invariant gegeniiber Permutation der Wertepaare
(33'0, yO)a LI (xjayj)'
(111) [yo, ..., y;| ldsst sich rekursiv berechnen:

[yz] =Y, ’L.:O,...,j,

Yit+1s - -5 Yirl] — Yis - - o5 Yiti—1
[y’i7“‘7yi+l] = [ e +] [ as ]7
Tivi — T4

i=0,1,...,5—L1l=1,...,3j




(w) Es gilt [yo,-..,Y;,Yj+1] = pjlTo,...,xj41] =0, falls p; € II; und pj(xy) =
Yk, k:O,,j—i—l

Beweis. (i) Aus der Lagrange-Darstellung von p,

J J
r — Tk

pj(w) = E Yy | |
Ty — Tk

1=0 k=0

k£l

J J 1
a =) wl] =
=0 k=0 l k
kAl

Aus Definition 1.9 folgt damit die Behauptung.

(i) Die Aussage ist klar, da das Interpolationspolynom p; und damit auch sein
Hochstkoeffizient eindeutig bestimmt ist.

(iii) Sei p € II,_; das Interpolationspolynom durch die [ Punkte (z,,y,),r =
iy...,i+1—1,und ¢ € II;_; das Interpolationspolynom mit ¢(z,) = y,., r =i +
1,...,i+l. Die Leitkoeffizienten von p und ¢ sind [y;, . . ., Yiy—1] und [yit1 .., Yisi)-
Betrachte das Polynom w € II;,

1
w(z) = m[(ﬂﬁ —2;)q(x) — (2 — zi)p(2)], z€R.
Dann folgt
—\Ti — T Litl — &y
w(z;) = ﬁp(%) =i, w(wipg) = mﬂ%ﬂ) = Yi+i
und

w(zj)=y;, j=i+1,...,i+1—1
Also ist [y, ...,yiy1] Hochstkoeffizient von w(z). Somit hat der Leitkoeffizient
von w(z) die Form m (Wit Vit = Wi - - Yini-1])-
(iv) [yo, ..., yj+1] ist Hochstkoeffizient des Interpolationspolynoms p € II,;; mit

p(xg) = yg, k = 0,...,7 + 1. Wegen Satz 1.2 ist jedoch p = p; und daher der
Koeffizient der hochsten Potenz 277! gleich Null. O

Satz 1.11. Das Interpolationspolynom p, € 1l,,, das die Bedingungen
pn(Tk) =Yk, k=0,...,n, erfillt, hat die Darstellung

pn(x) = [yo| + (Yo, v1](z — x0) + ... 4+ [Yo, - - Yn] (& —20) ... (x — Tp1).

10



Beweis. Sei

n j—1
pae) = Y aya), () =[] o).
7=0 r=0
Dann ist a,, der Hochstkoeffizient von p,, also a, = [vo,- .., yn]. Wegen w,(zx) =

0, k=0,...,n— 1, gilt fiir das Polynom p,_(x) = Z;:g aju;(z) nun
Pn-1(zr) = pu(xr) — apun(zp) = yp, k=0,....,n—1,

d.h., p,—1 € II,,_; ist Interpolationspolynom fir (zx,yx), k=10,...,n— 1.
Also ap—1 = [Yo, -+, Yn—1 | usw. O

Beispiel: n = 2

e |1 3 2
k=0 k=1 k=2
zo=0|[yo] =1
r1=1|[yp]=3 ... [yo,pn] =2
v2=3 [y =2 .. [yl =—35 o [y gl =3
Y1 — Yo 3—1 Y2 — W (_1)
[vo, y1] —z9 1-0 ;o Ly, v P 5 usw

= p012(96):1+2(x—0)—%(x—O)(x—l):1+(x_O),(2_%(x_l))
= po2(2)=1+(2-0)-(2-2 -(2-1)) =4

Numerische Berechnung
Unter Verwendung der Newtonschen Interpolationsformel kann das Interpolations-
polynom mit einer Art Hornerschema berechnet werden:

pa(x) = [yo] + (z —x0)([yo, 1] + (. — 1) - ([yo, Y1, 9] + ...+
+ (= 2p-1)[Yos -, Yn)) -+ 1))

Die dividierten Differenzen werden mittels des Dreiecksschemas rekursiv berechnet:

11



To Yo = [yo]

1 Y= [?Jl] . [?Jo, yl]
Ty Y2 = [92] . [?Jl, ?JQ] . [?Joyl?h]
Tn Yo = [Yn] - '[yn—hyn] Y0, -+ Yn]

Algorithmus (MAPLE) siehe gesondertes Blatt.
Aufwand: fiir n + 1 Knoten

Dividierte Differenzen:
tln (2 Additionen, 1 Multiplikation)
= (n + 1)n Additionen, (n + 1) Multiplikationen.

Auswertung des Polynoms (Hornerschema): 2n Additionen + n Multiplikationen

Vergleich: Newton-Darstellung zur numerischen Auswertung ist giinstiger als der
Neville-Algorithmus.

Bemerkung: Wihle die Stiitzstellen z; dquidistant, d.h.
rr=x9+kh, k=0,...,n, mit h>0.
Die Vorwértsdifferenzen seien durch
A% =g, ATy = Ay — ATy,
rekursiv definiert, d.h. z.B.
Alye = Yr1 — Uk,
Ay = Alyryr — Ay = (Yks2 — Yer1) — Wkt — Uk) = Y2 — 20641 — Yi-
Dann gilt: [y, . . ., Yrir] = 77 A"k

Beweis. Ubungsaufgabe. O

12



Das Interpolationspolynom hat dann die Newtondarstellung

n 1 Ajy j—1
=0 k=0
1 Ajyo H
= h(t — k
t:% 370
=0 —

-~

Satz 1.12 (Leibnizregel fiir dividierte Differenzen). Ist f = g - h das Produkt
zweier Funktionen, so gilt fiir die dividierte Differenz flxo, ..., x| zu den Knoten

Ty < ...<Tp
flzo, -\ xn] :Zg[xo...xi] hlx; ...z, .
i=0

Beweis. Setze

ui(z) == 1:[(:15 —a), ()= ] (x— ).
k=0 I=j+1

Nach Satz 1.11 hat das Interpolationspolynom p € II,, von g mit p(zx) = g(xx),
k=0,...,n, die Darstellung

- Zg[l’o, s 7xi] ’ UZ(JZ')

Analog folgt fiir das Interpolationspolynom ¢ € II,, von h mit g(xy) = h(zg), k =

0,...,n,
= Zh[xj, ey Ty T().
=0

Dann interpoliert

13



die Funktion f in wo,...,z,. Aber fiir ¢ > j ist u;(zg);(zxx) =0, k =0,...,n.
Das Polynom

w(x) = Z Z glzo, ..., xilhlz;, ... zn] wi(z) Gj(x)
=0 j=i Gradi  Grad(n—j)

interpoliert f ebenfalls in zy, ..., x,. Da w € II,, hat w(x) nach Definition 1.9 den
Leitkoeffizient

flzo, ... xn] = Zg[:z:o,...,xi] hlxi, ..., x,).

Wir wollen nun fiir die dividierte Differenz eine Integraldarstellung herleiten:

Satz 1.13. Ist f € C"[xg,x,], so hat die dividierte Differenz f[xo, ..., x,] zu den
Knoten xy < ... < x, die Integraldarstellung

Floos . aa] = / " WG (e

mit dem Peano-Kern

k=0 (n—1t
wobet
A |
Wp =
o Tk — X
l#k
n >
und x7} = { g :i 2 8 die so genannte abgeschnittene Potenz (truncated power

function) ist.

Beweis. Fiir f € C"[zg, x,] gilt die Taylorformel

=1y (g — )t

f@ = Yy [0 o gar
j:O j \a)o (n_ ) ,
h Zipntl(w) g Restghed

= Pur (2) + /x :n % Fr(t)dt.

14



Nach Satz 1.10 (i) war

n

flzo, . xn] = Zwkf(xk) mit wy, = H 1
k=0

—o Lk — X1
I#k

= Sl = S st + [ ]

Wegen p,,—; € 11,1 gilt mit Satz 1.10 (iv)

Y wkpa-1(@) = pa-ilto, - .-, xa] = 0.

Daraus folgt

flzo, . xn] = Zwk/ ( f(”)(t)dt

—t
_ / o Z k gt
) k=

1.3 Interpolationsfehler

Sei f eine Funktion und p, das zugehorige Interpolationspolynom, d.h.,

f(xr) = yp = pulzp), k=0,... 0.

Frage: Wie grof ist der Interpolationsfehler

() := f(2) = pal@) ?

Satz 1.14 (Cauchy-Form). Ist f in einem Intervall I, das x,xo, ..., x, enthdlt,
(n + 1)-mal stetig differenzierbar, so gilt

Fo(e,
f(@) = pulz) = W(l),) Wn41 (),
wobei wyy1(x) == (x —x0) ... (& — x,) und & € I eine Zwischenstelle ist.

15



Beweis. 1) Fiir 2 = . ist f(z) — pa(2) = 0 und die Behauptung gilt.
2) Seix #ax, VEk=0,...,n, fest. Wir betrachten die Funktion

f(@) — pa(x) )
L) = g(t) = f(#) —pa(t) — [ L2} L, (8.
0(0) = 9(t) = 0 = pu(0) - (L= 0] (0
Dann hat die Funktion g im Intervall [ mindestens die Nullstellen xq, ..., z,,,

und g € C"** (I). Wir wenden den Satz von Rolle (n + 1)-mal an. Dann existiert
ein &, € I, so dass g™+ (€,) = 0 gilt. Aus

J0) = 1 (1)~ i) — (D=L gy
———

i @)

folgt
() = 10 () = (PP ) =
L) (0 = ) =l

O

Da die Lage von &, nicht bekannt ist, schitzen wir £+ (¢,) durch die Maximum-
norm || f™*+Y],, ab.

Folgerung 1.15. Unter den Voraussetzungen von Satz 1.14 gilt die Abschdtzung

1F D)o

) = pul@)] < T

Wi ()] Vel

wobet
(n+1) — (n+1)
£ oo == max |F7H(2)]

Eine andere Fehlerdarstellung erhélt man mit Hilfe dividierter Differenzen. Die
Voraussetzung der Differenzierbarkeit ist hier nicht notwendig!

Satz 1.16. Bei der Interpolation von f € C'(I) durch ein Polynom p, € II, in
den paarweise verschiedenen Stiitzstellen x, k =0,...,n gilt

f(@) = pa() = flzo, .., &n, 2] wnpa(2).

Beweis. 1) Sei zunichst x # x, k= 0,...,n, fest. Es war

Pn(t) = flzo] + flzo, z1)(t — x0) + ... + flzo, x1, ., 2] (E — x0) ... (t — Tpq).

16



Betrachte nun das Interpolationspolynom fiir die Stiitzstellen x, ..., z,, r und die
Stiitzwerte f(zo), ..., f(zn), f(x),

Pnr1(t) = flxo] + flxo, z1](t —x0) + ...+ flzo, ..y xn] (E—20) ... (¢t —xp_1)
+flxo, . xp,x] (E—x0) ... (t —2p_1)(t — ).

Dann ergibt sich

Prt1(t) — pu(t) = flzo, .y xn, x](t — x0) ... (t — xp).

Setze nun ¢t = x. Dann folgt p,.1(z) = f(z), und damit erhalten wir

f(z) —pu(z) = flzo, .y 0, x] - (2 —0) ... (¢ — ).

w1 (@)
2) Fir x =z, k=0,...,n, lasst sich flzo,...,z,, x| folgendermaflen definieren:
. flx) — f(x
flag, z] = lim fe) = flaw) _ f'(zx),
Tk T — Ty
sonst, wie bisher
f[a:i, N ’xi+l] _ f[l‘z e xi—i—l—l] — f[IH_l e Iac—f—l] '
Ti — Tiji
Die Behauptung folgt nun mit w,1(xx) =0, k=0,...,n. O

Durch Vergleich mit der Cauchy-Darstellung des Interpolationsfehlers finden wir

Folgerung 1.17. Ist f € C"[xg, x,], so hat die dividierte Differenz zu den Knoten
xo < ... < x, die Darstellung

oo ad = & 700
fir ein & € [xg, x,)].

Optimale Stiitzstellenwahl

Problem: Wie kénnen wir durch giinstige Wahl der Stiitzstellen den Interpolati-

onsfehler f(z) — p(x) minimieren?

. n+1
Erinnerung: Es war |f(z) — p(z)] < ”’ZnH')'f" | w1 ()]

Idee: Wihle x, ...z, € [a,b] so, dass max,¢jqp |Wn1(z)| moglichst klein wird.

Beispiel:
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Sei [a,b] = [—1,1] mit dquidistanter Knotenfolge zg = —1,z; = =1+ 2 ...z,

1, dh zp = -1+ % fir k=1,...,n. Sei x € [zj, 4]
DFirk<j:zj—op <o—xp <Tjp1 — 5.
S~—— ——
2(j—k)/n 2(j+1-k)/n
Q)Firk>j+1x,—x;+1 <|opy—z| <axp—2xj.
—_———— ——
2(k—j—1)/n 2(k—j)/n

Daraus folgt einerseits

Jj—1 . n .
Y1k k-
@) < 12928 2B - gy -

und andererseits

20,1 . .
[wna(@)] 2 (=) jln = j = Dz = 2]l — 2.

|wy+1 ()] kann fir z in der Ndhe des Intervallrandes recht gro8 werden, z.B.

Tpt1 + Tp 2. 1 1 1
= " o w, >(=)"" -(n—1D-— - —
o= T S @2 G -

n=>5: |we(0,825)] = 0.113462959 ~ max,e(-1,1) |we(z)],
n==6: |w7(0.865)] = 0.0692257 ~ maxgej-11] |wr(x)].
Ist eine andere Knotenwahl giinstiger? Jal
Wir wéhlen die Stiitzstellen z; := cos (225;11);, k=0,...,n.
Dann ist
& (2k + 1)

Thia1(z) ==2" H(Jc — COS

k=0

)

2(n+1)

das Tschebyscheff-Polynom vom Grad n + 1.

Satz 1.18. Das Tschebyscheff-Polynom lisst sich fir x € [—1,1] in der Form
T, (z) = cosn(arccosz), n=0,1,2,...

darstellen, d.h. T,,(cos p) = cos(nyp). (z:=cose € [—1,1]).
Die Tschebyscheff-Polynome geniigen der Rekursionsformel

Toi1(x) = 22T, (z) — Tho1(z), n>1

mit To(z) = 1,T1(x) = .

18
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-d -0.5 0 0,5 1
-1
Tschebyscheff-Polynome vom Grad 5 (links) und vom Grad 20 (rechts)

Beweis. Sei T,,(z) := cosn(arccos z) fiir z € [~1,1]. Da sich cos(ngp) als Linear-
kombination von cos’ p, j = 0,...,n, darstellen lisst, ist T,,(x) € II,, denn: Es
gilt

cos(ny) = cos((n — 1) + ¢) = cos(n — 1)p cosp — sin(n — 1)@ sin .

AuBerdem gilt sin v sin 3 = $[cos(a — 3) — cos(a + §)] . Damit folgt
: . 1 1
sin(n — 1)psinp = 5 cos(n —2)p — 5 COS TP
Einsetzen ergibt
1
5 CosTY = cospcos(n — 1) — 3 cos(n — 2)p.

Also ist T, n € 1L, und die Rekursionsformel gilt. Weiter erhalten wir

T, (cos W) = cosn(arccos(cos W)) = COS(n(ng;Ll)Tr)

— cos (2k+1)7 —0.

Das bedeutet T}, = T,,. (Hochstkoeffizient 2"~ folgt aus Rekursionsformel.) O

(2k+1)m

_ Tata(z)
2(n+1) :

Beachte: Bei Knotenwahl x;, = cos k=0,...,n,ist wy1(r) = =5,

Satz 1.19. Das Polynom 27T, 1 (x) ist vom Grad n + 1 mit hochstem Koeffizi-
enten Fins, und es gilt

- T ()]
s, T S funa @)

fiir jedes Polynom w,y1(x) vom Grad n+ 1 mit héchstem Koeffizient 1.

19



2 2

1.5 1.5
y Yy
—U -2 0 2 % \/4 -4 -2 0 2 % 4

-0.5 -0.5

Interpolation fiir dquidistante Knoten (links) und Tschebyscheff-Knoten (rechts) fiir
n = 10.

Beweis. Das Polynom 7,,.(z) hat den Hochstkoeffizient 2". Dies folgt induktiv
aus der Rekursionsformel in Satz 1.18.
Aus der Definition von T, (x) folgt |T,11(z )| <1firze [ 1, 1]. Die Extremal-

werte werden an den n + 2 Punkten x, = cos =~ +1 ,k=0,...,n+ 1, angenommen:

ko Lk _ B 1 |,k gerade
Ty1(cos ] ) = cos ((” + 1)m) = cos(km) = { —1 , k ungerade.

Sei wy41 € 11,11 beliebig mit Hochstkoeffizient 1. Angenommen |w,,+1 (z)] < 27"
V z € [-1,1]. Dann ist p( ) = Wys1(x) — 55 Thia(z) alternierend positiv bzw.
negativ an den Stellen 2T at -k =0,...,n+1, hat also mindestens n+1 Nullstellen.
Da aber p € I1,, folgt damit p = 0. Dles ist ein Widerspruch zur Annahme. O

Beispiel: Fiir die Knotenwahl x;, = cos %, k =0,...,n erhalten wir nun
_E. _ 95 _
n=>5: maxge(—11] |we(z)] = 27°=0.3125,
n==06: maxge(_1,1) |wr(z)] = 27°=0.015625

Beispiel: (Runge)

Es sei f(z) = Wir betrachten Interpolation auf dem Intervall [—5, 5].

2+25
1. Aquidistante Knoten: z, = —5 + 10]“ k = 0,...,n, = Divergenz fiir
n — Q.
2. Tschebyscheff-Knoten: z, = 5 cos (22(]:;11); ), k=0,...,n, = Konvergenz fiir
n — Q.
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Einfluss von Stérungen der Funktionswerte

Die Stiitzwerte yi, k = 0, ..., n, seien fehlerbehaftet. Es gelte:
U = Uk +ck, lex| <eflirk=0,...,n.

Das mit den korrekten Stiitzwerten g berechnete Interpolationspolynom p sowie
das mit g, berechnte Polynom p haben folgende Lagrangedarstellung

p= Z Yel, =D Uklk
k=0 k=0
Sei .
n=p—p=) (U — ki)l
k=0
Dann folgt

()] < Y lel | ()] <e- L),
k=0

wobei L, (z) := Y ,_ |lx(z)]. Wir erhalten fir a =2y <z1... <z, =0

max [p(x) —p(z)] = max |n(z)| <e- max L,(z).
z€[a,b] x€la,b] x€la,b]
7.A

Die Konstante A,, := max,¢[q) L, (z) ist nur abhéngig von den Stiitzstellen zq <
xp ... < xy,. Sieist ein Maf} dafiir, wieweit sich der Eingangsfehler verstirkend auf
das Endresultat auswirkt.

Beispiel: [a,b] = [1,1]

n | A, fiir 4quidistante Knoten | A,, fiir Tscheyscheff-Knoten
5 3,106292 2,104398

10 29, 890695 2,489430

15 512, 052451 2,727778

20 10986, 533993 2,900825

(A, divergiert fiir beide Knotensequenzen gegen oo, jedoch unterschiedlich schnell!)
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1.4 Rationale Interpolation

Definition 1.20. Die Menge der rationalen Funktionen ist die Menge

R(l,m) :={r= g :p €10}, q € Ty, g(x) # 0},

Die Funktionen aus R(l,m) hdngen von [ + m + 1 Parameter ab, da man die
(I4+1)+(m+1) = l+m+2 Polynomkoeffizienten noch einer Normierung unterwerfen

kann. Wir betrachten das Interpolationsproblem:

Zu n + 1 paarweise verschiedenen Stiitzstellen zg, ..., z,(n =1+ m) und (n + 1)
zugehorigen Stiitzwerten v, . .., y, finde man eine Funktion r € R(l,m) mit
r(zg) = p(z) = Y, k=0,...,n. (1.3)
q(xx)
Falls r(z) die Bedingungen () erfiillt, folgt
p(xr) = Yk - q(zx) k=0,...,n. (1.4)

Beachte: (1.3) und (1.4) sind nicht dquivalant!
Satz 1.21.
(i) Das Problem (1.4) hat immer eine nichttriviale Losung.

(ii) Sind p1,q1 und pa, g2 jeweils Losungen von (1.4), so gilt

P1-q2 = P2 -q1-
Beweis. (i) Sei a = (ag,ay,...,a;)T, b = (by,by,...,b,)T und

j=0

Dann hat (1.4) die Form

l m
Zajxi—ykz byx, = 0, k=0,...,n
7=0 r=0

e (Lag,... k) -a—y(lzp,...,20)-b = 0, k=0,...,n
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Dies ist ein homogenes LGS. In Matrixschreibweise folgt

1 z9 ... :1:6 ap Yo 1 zg ... g bo
1 = ... xll ay Y1 1z ... a2 b 0
1 =z, 2 )\ Yn 1 =z, i b,
bzw
1 2o ... o % v Yoo .. Yol
! : m a
1z .. 2y @ y1 e ... yi2f —0
: —b
I VA T R T i

Dieses LGS hat n + 1 Gleichungen und n + 2 Unbekannte mit einer Koeffizien-
tenmatrix A € R+Dx("2) Eg besitzt mindestens eine nichttriviale Losung, da
rg(A) <n+1=rg(A,0). Wegen

rg | o D=1+t

folgt fiir alle nichttrivialen Losungen b # 0. Also ist ¢(z) # 0, und das Problem
(1.4) hat mindestens eine nichttriviale Losung.
(ii) Sei

pi(re) = yeqi(rx), k=0,...,n,

pa(zr) = urqa(wk), k=0,...,n,
mit p1, pe € I}, ¢1, g2 € I1,,,. Dann besitzt p1gs — poq1 den Grad <[+ m = n, und
es gilt

Yrq1 (I'k:)QQ(xk:) - ykfh(Ik)ql (sz)
0, k=0,...,n.

Y4 (Ik)%(sz) - pQ(sz)(h (fk)

Nach Satz 1.2 folgt p1gs — p2q1 = 0. O

Frage: Wann folgt aus (1.4) auch (1.3)7

Fiir jedes k = 0, ..., n, unterscheiden wir 2 Félle:

1. Fall: g(x) #0 = ];Ei:g = yp <= p(zr) = Yeq(T1).

2. Fall: q(z) =0 = p(xx) = i - q(x) = 0.
——

=0
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Dann enthalten die Polynome p und ¢ den Faktor (z — x3)% bzw. (z — x3)% mit
d,d, € N,d,,d, > 1. Sei d = min{d,, d,}. Setze

o)y

p(z) = (x — xp)® (x — xp)?

und ¢* oder p* hat keine Nullstelle z = x;. Das Polynompaar p*, ¢* erfiillt dann
fir alle 7 =0,...,n,j # k die Bedingung (1.4), denn

ples) = vales) <= (xfgzjﬂf)k)d — (xj(_xi)wd (7 # k).

Also: Fiir q(zx) = 0 ist (1.4) fur jede Wahl von y; erfiillt, aber Zg:g = Zg:g ist
ein fester Wert, der im Allgemeinen nicht mit gy, iibereinstimmt. In diesem Fall

heiit (zj,yr) unerreichbarer Punkt.
Beispiel: Sei 7(r) = $75¢ d.h. also (I = 1,m = 1 und damit n = 2.) Wihle nun
(20, 0) = (=1, %)7 (z1,91) = (0,1) und (22, y2) = (1, %) Betrachte

(&133']' + ao) - yj(blxj + bo) = 0, j = 0, 1, 2.
Das fiihrt zu folgendem LGS

al-(—1)+a0—% (bl(—1)+b0) = 0
a1-0+a0—1(b1-0+b0) =
(11'1+CLO—% (b11+b0)

1—1—%% Qo 0
|1 0 -1 o0 S [
bo
11_%_% by 0
1 1 1 1
1 -1 -+ 110 1 -1 -+ 1o
1 0 -1 0(0]|e]0 1 =2 —3]0
1 1 -2 —1|0 0 2 0 —-2{0
1 1
1 -1 —% 1|0
2 1
0 0 —3 0]0
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Das bedeutet by = 0 und mit dem Parameter b; = 3¢ dann a; = ¢ (¢ € R) und
ag=c—c=0.

Wir erhalten
cx 1

7“(3:)——:§ fir = #0.

 3cx
Also ist (x1,y1) = (0, 1) ein unerreichbarer Punkt.

Aus den Voriiberlegungen ergibt sich nun

Satz 1.22. Erfillen p,q die Bedingung (1.4) und sind sie zusdtzlich teilerfremd,
so lostr =t das Problem (1.3).

Bemerkung: Es stellt sich die Frage, ob man den Daten (x;,y;) a priori anse-
hen kann, dass die gefundene Interpolierende zwischen den Interpolationspunkten
stetig ist, d.h. der Nenner # 0 ist. Dieses Problem ist fiir m > 2 ungeldst.

Der Kettenbruchalgorithmus
Eine Methode zur Darstellung und Berechnung der rationalen Interpolanten ist
die Kettenbruchdarstellung.

Ansatz: r(z) = ag + L ;:ﬁ]xl
a; +
a2+
+E= =t
Kurzschreibweise:
T —x T —x T — Ty
r(z) = ap + 0|+ 1|+ +7n1|

@ 22 an

r(z) ist nun eine rationale Funktion.

Beispiel: (n = 3)

r—X r — X
7"($) = ap + ( O> = ap + ( (ac—:?l))(m
a + % MY Gaast )
wt(52)

(x — o) (azas + (z — x2))
ajasaz + ar(r — x9) + (x — 1)ag
apayazaz + apar (r — x3) + apaz(z — x1) + agaz(x — xp) + (x — o) (x — x2)
ajasas + ar(z — x9) + (x — x2)ag
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Also ist » € R(2,1). Wir betrachten nun das Interpolationsproblem 7r(z;) =
Yk, k=0,1,2,3 und erhalten

7"(950) = a0 ="Yo
(33'1 — 33'0) 1 — X
r(x = qt——" =Yy = a1 =
(@) ’ a; +0 . ' Y1 — Yo
Ty — X To— T
r(z2) = ao+ (=2 ($2_0x)1) =Y = 2 (m_oxl) =Y2 — Qo
ai + = ai + =
— 1 _ Y270 _ Y2~ Y
a; + (“a_;l) Ty —To Ty —To
Ty — X To— X Ty — X
= ay + ( - 1) = - ° = Ay = x2—ac02 ;1—x0
a Y2 — Yo (=) — (5=2)

usw. fir £ = 3.

Definition 1.23. Gegeben seien (xg, ..., z,) und (Yo, ..., Yn). Dann sind:

T — X
Vo) = o, V') = ——r
Y1 — Yo
Tp — Tp-1
vn(y()?“‘uyn) =
Vn—l(y()’ <oy Yn—2, yn) - Vn_l(yo: s 7yn—1)
die inversen Differenzenquotienten zu den Vektoren (zj,vy;), j = 0,...,n.

Dabei setzen wir voraus, dass die Nenner # 0 sind.

Beachte: Beim inversen Differenzenquotienten kommt es auf die Reihenfolge der
Argumente an!

Wir erhalten die Kettenbruchdarstellung:

Tp — Tp-1

—vn_l(y(h cee 7yn71> + (V”_Q(yo,...,yn_a;ily;:)ti_vgn_Q(yo,...,yn_g))

vn(yo’ R 7yn) =

Tp — Tp—1

Tn—Tn—2

—anl(ym cee 7yn71) +

In—Tp-—3
—A"=3 (Yo, Yn—3) +V 3y, Yn—4,Yn)

—V"72(?J07---,yn72) +

Tn — xn—l‘ Ln — In_2| In ZE()‘
— + +od . (15)
‘ - vn_l(y07 s 7yn—1) ‘ - VTL—Q(yO’ s 7yn—2) |y” ~— Y

Satz 1.24. Euwistieren die Differenzenquotienten a; := V7 (yo,...,y;) fir j =
0,...,n, so stellt der mit diesem Koeffizienten gebildeten Kettenbruch r(z) =

x—x0| z—x1| T—Tp—1]
ap + T2l 4zl 4 el

Y, k=0,...,n, dar.

eine rationale Interpolierende mit r(xy) =
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Beweis. Durch vollsténdige Induktion:
1) Induktionsanfang (n = 1): Sei () = ao+ £ Dann ist rq (x0) = yo = ap und

ri(z1) =y = ap + % Umformung ergibt

T —x T —x
?Jl—ao:M & o= = V' (yo, 1)
ay Y1 — Yo
falls y1 # yo.
2) Induktionsvoraussetzung: Sei nun
rT— T — Ty
rn,l(x):aojLMjL...—i—J
a1 |@n—1

mit a; = VI(yo,...,v;), 7=0,....,n—1, und r_q(xx) =y, k=0,...,n— 1.
3) Induktionsschritt: Wir betrachten nun
xr — To| T — Tp_g| +x—xn,1]

NI
lay |1 |ay,

und a; = VI (yo,...,y;) fiir j=0,...,n—1.

Dann ist
Ty — T T — The
Tn(.Tk):ao—i—u —|—+k7kl| +O:7Anfl(xk>:yk
|ay |ay,
fiir K =0,...,n — 1 nach Induktionsvoraussetzung. Wir zeigen, dass
Tn(xn) =Yp < Qp = vn(y()’ s 7yn)'
Sei
Ty — X T — Tpo Tp — Ty
ynzrn(l‘n):a0+ 0‘++ 2‘ 1"
[ |1 |ay,
Durch Umstellen folgt
Tp— T Ty — Ty
(?Jn—ao)(al—i—i1| +...—|—71| ) = (2, — x0)
[ [
Tp— T Tp — Ty Tp— T
= (a1+71’ +...+ 1’)2 O:VI(yo,yn)
’CIQ ‘@n Yn — Yo
Tp— T Ty — Ty
= (Vl(yo,yn) — V' (yo, 11) ) (ag + Tﬂ +...+ Tﬂ) =Tpn — T
3 n
Tp— T Tp — Ty
= (ag+ Tﬂ +...+ Tﬂ) = VYo, y1) — V' (0, 11))

- V2(y07 Y1, yn)
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Rekursive Rechnung ergibt

N Tn — Tn-1| N Tn — Tn_2| PR o]
a, = ot/
| = V" Yo,y Yn-1) =V (Yo, s Yn2 ) [Yn — Yo
= vn(y07ayn)
nach (1.5). O

Bemerkung: Treten bei der Division Nullen auf, so kann man durch Vertauschen
der Interpolationspunkte versuchen, diese Schwierigkeiten zu umgehen.

Beispiel zur Berechnung der inversen Differenzenquotienten:

Gegeben:
|0 1 2 3
yi]0 -1 -2 9
Dreiecksschema:
Yo =20

Yy =—1 Vi(yo,p1) = —1
y2:7§ Vl(yo7y2) =-3 EVQ(y(hylayZ)_;
ys =9 Vi(yo, ys3) = % V2 (yo, y1,y3) = 3 l V3 (Yo, y1, Y2, y3) = 3

T1— T 1 To — X 2
vl(y()ayl) = . 0 :_1 :_]-7 vl(y()ayQ): = . = T3 :_37
Y1 — Yo - Y2 — Yo -3
To — X1 2—-1 1
V2(yo, y1, = = =—— us
(W0, 31,32) Vi(yo,y2) — Vi{yo,1n) =3 —(—1) 2 v
Wir erhalten:
() = 0+ x| +x—1|+x—2| 4a* — Ox
rs(z) = == —.
’ -1 -1 E 25+ 7

Die Koeffizienten in der Kettenbruchdarstellung konnen also iterativ mit Hilfe der
Rekursionsformel in einem Dreiecksschema berechnet werden.

Zur Berechnung von Funktionswerten von r,(x) ldsst sich ein dem Horner-Schema
dghnliches Schema verwenden.
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rationale Interpolation fiir (I, m) = (2,1) (siehe Beispiel).

Beispiel: (n = 3)

zZ0 — 0
_ T—T2
1= az+zo
r — I T
_ _ 1
T3(x)'_’a0‘+'(a T—x1 ) = 2 = az+z1
(a2 7572 z—x0
23 =
ai+z2
24 = a9+ 23

1.5 Trigonometrische Interpolation

Will man eine periodische Funktion interpolieren, so ist es sinnvoll, trigonometri-
sche Polynome zu verwenden anstatt algebraischer Polynome.

Definition 1.25. Firc, € C,k = —n,...,n, ¢, # 0, bezeichnet man

pa(t) = Z cre™  (t €R)

k=—n

als (komplezes) trigonometrisches Polynom vom Grad n. Fin Polynom der Form

Pu(t) = % + Z a cos(kt) + by sin(kt) (ay, by € R)
k=1

mit a, # 0 oder b, # 0 ist ein reelles trigonometrisches Polynom vom Grad n.
Sei T, die Menge aller trigonometrischen Polynome vom Grad < n mit dim 7, =
2n 4+ 1.
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Wir erhalten aus der Eulerschen Formel e = cost+isint bzw. e %

(e + e~it) (it — e~it)
2 21 ’
einen Zusammenhang zwischen der reellen und der komplexen Darstellung:

) a n ekt | =ikt ikt _ o—ikt
Palt) = _O+Z“k( ) +bk( )

= cost—1isint,

cost = , sint =

2 2 27
k=1
_ % - (ax _2 iby,) ikt (ak‘gibk) okt
~— k=1 S——— —
‘=cp =Ck =C—k
_ Z ckeikt.
k=—n

Umgekehrt gilt:

n

pa(t) = Z cpe™t = Z cx(cos kt + i sin kt)
k=—n k=—n

= ¢o-cos(0-t) + Z (cx cos kt + c_, cos(—k)t)
1 k=1 ket
Ccos

+i Z(ck sin kt + c_y, sin(—k)t)
k=1 —sinkt

= ¢o+ Z (cr 4+ c_p ) coskt +i(c, — c_y) sin kt.
k=1

Wir erhalten:

Satz 1.26. Ein reelles trigonometrisches Polynom

Pn(t) = U Z ay cos(kt) + by sin(kt), ag, b, € R
2 k=1
lisst sich auch in komplexer Form darstellen

k=—n
wobei ¢y == P, ¢ 1= “’“;—’b’“ und c_y, = % =7c firk =1,...,n. Ungekehrt
ist ein Polynom p,(t) =Y p_  cxe'™ reell, wenn co, ¢ + c_y und i(cy — c—y,) fiir
k=1,...,n relle Zahlen sind, d.h., falls c_,, =7¢; firk=0,...,n gilt.
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Sei N :=2n + 1. Das bedeutet dim7,, = N.

Das trigonometrische Interpolationsproblem lisst sich folgendermaflen for-
mulieren:

Gesucht ist ein trigonometrisches Polynom p € 7, mit der Eigenschaft

wobei y; € C (oder y; € R) gegebene Daten sind, und zp < 7 < ... < ay_; €
[0, 27).

Satz 1.27. Das trigonometrische Interpolationsproblem (1.6) besitzt genau eine
Lésung.

Beweis. (reeller Fall) Da die Basis {1,sinz,...,sin(nx),cosz,...,cos(nz)} ein
Tschebyscheff-System bildet (siehe Abschnitt 1.1), ist 7, ein Haarscher Raum. Die
Behauptung folgt nun aus Satz 1.4. O
Sei nun 7, = span{l,sin(z), cos(x),...,sin(n — 1)z, cos(n — 1)z,cosnz}, d.h.

sin(nx) ist aus der Basis entfernt worden. Dann ist dim 7)) = 2n.
Setze nun N := 2n. Wir betrachten die dquidistanten Stiitzstellen

27k
Satz 1.28. Seien fiir N = 2n, n € N, die Stitzstellen x = %, k=0,...,N—1

und die Stitzwerte y, € R,k =0,..., N — 1 gegeben. Dann besitzt das trigonome-
trische Interpolationsproblem p(xy) = yg, k =0,..., N — 1 die eindeutige Lisung

n—1

p(x) = % + jzl laj cos(jz) + b;sin(jz)| + C;—n cos(nx)
mat
5 N1
;= — ' 1 =0,...
a; N Yk COS(].Tk), J > y Ty
k=0
5 N1
b = N ypsin(jayg), j=1,...,n—1.
k=0
Ferner gilt
L Nl
pr) =5 DD (x =),
k=0
n—1
wobei D)y(z) :== Y, €* 4 L(e™® +e7™) der n-te modifizierte Dirichlet-Kern
k=—n+1

15t.

31



Fiir den Beweis des Satzes benétigen wir folgendes Lemma:
Lemma 1.29. Fiir wy := e~ qilt
N-T N k=0mod N,

- { 0 k#0mod N.

Beweis. 1) Sei K =0 mod N. Dann folgt

N-1
Z w _ Z 727ri/N>jk — N,
Jj=0 1

2) Mit k£ # 0 mod N erhalten wir eine geometrische Reihe

N-1 k\N N\k
. 1—
= IV 0 T )
3:0 1—wN 1 —wy

1

Beweis. von Satz 1.28:
1) p hat in komplexer Schreibweise die Form

n—1 ;
. (eznx + e—znx)
= eWT
p(x) E cie’” +cp 5

j=—n+1

Setzen wir die Interpolationsbedingung ein, so ergibt sich

-2k 27TTL]€

E el v e’ N +¢, cos N k=0,...,N—1,
Jj=—n+1 ::wﬂk N—
N (71)]6:“);]71]@

und damit .

p(rr) = yx = Z cjw;,]k, k=0,...,N—1.

j=—n+1

Mit Lemma 1.29 folgt flir r = —n+1,...,n

1 N-1 1 N-1 n
_ik E(r—i
EDV TSR DD LT o) o
k=0 = k=0 j=—n+1 j=—n+1
%,_/

N(Srfj,()
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Damit erhalten wir

1 1
N ykwf\}’zﬁcr]\f:cr, r=-n+1,...,n. (1.7)
k=0
Mit Satz 1.26 war a, = ¢, + ¢, b, = i(c, —c_,) firr =1,....,n—1 und ag =

2¢y, a, = 2¢,. Das ergibt

1
S PR R Z 2 cos(zr),
mit Wi +wy " = e R 627\];” = 2 cos(EE) = 2 cos(zyr)
firr=0,...,n—1,
5 N-1
n = kz_; Yrwr N Z Y cos(xgn)
mit Wi = (=1)F = cos(zxn)
| Nl
b, = N ;ykz(wf\f —wN = Zka sin(xgr
. —kr —2nkr 2nkr 2 . .
mit i(wh —wy™) =i(e™N T —e N ) = —2i%sin(ayr) = 2sin(ayr),
firr=1,...,n— 1.

2) Die Eindeutigkeit der Losung folgt aus der Invertierbarkeit der Koeffizienten-
matrix des linearen Gleichungssystems (1.7).
3) Mit (1.7) folgt fiir das Interpolationspolynom

n—1 inT —inx
o = 8 e (T
j=—n+1
—Zﬂ')kj N
n—1 -1 i ‘
_ z]x 1 kn et t e
_ Zyk N+ (5w ok ) (—5—
j=-n+1 k=0 (—1)k=e—t@kn
N— n—1
- N Z ( S et g S (et ”’+em(”k)>>
k=0 j=—n+l

1N
= — (r—x
N; t)
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Zur numerischen Berechnung des Interpolationspolynoms miissen entweder die Ko-
effizienten a;, b; aus Satz 1.28 oder alternativ

N-1

_ Koo 1

cj = NZykwN J=—n+1,...,n
k=0

berechnet werden. Dalfiir lasst sich die schnelle diskrete Fouriertransformation
(FFT) nutzen.

Definition 1.30. Die diskrete Fourier-Transformation der Linge N ist eine
Abbildung von, CN in CN (DFT(N)), die jedem Vektor a = (a;)}' € CN den
Vektor & = (ay) -, € CN mit

ak—Za]wN, k=0,...,N—1,

zuordnet. Der Vektor a heifst die diskrete Fourier-Transformierte von a.

Es gilt:
é:FNa
. —27i
mit wy :=e ~ und
11 1 |
1 wy W% wiy ! |
2(N—1
Fo G | 1A A
O N-1 2N-1 :Nfl N-1
R L N e

Die Matrix Fy heifit die N-te Fouriermatrix. Fy enthélt nur N verschiedene
Eintrage.

Lemma 1.31. Die Fouriermatriz Fy ist invertierbar, und es gilt
- 1 —jk\N—1
Fy=— (wy )]k 0

Beweis. Sei FyFy = (aj,z)%;%)- Dann folgt nach Lemma 1.29

N-1 N-1 N ]
aj, = ijk okl :Z kG0 :{ 0,’ ;;l }:N.(;j’l‘

k=0 k=0
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Definition 1.32. Die inverse diskrete Fourier-Transformation (IDFT(N)) der
Linge N st durch & — a = F]’\,1 a erkldrt, d.h.

N-1

1 I .
ajzzﬁgakwjvj, j=0,...,N—1.

Bei direkter Berechnung der DFT(N) bendtigen wir O(N?) arithmetische Opera-
tionen. Wir wollen einen Algorithmus herleiten, der nur O(N log N) arithmetische
Operationen braucht.

Sande-Tukey-Algorithmus (Radix-2-Algorithmus)
Sei N = 2! (t > 1). Wir erhalten

N N
N-1 51 21 ik
~ jk ik Nij
ap = E ajwh = ajwh + E an.,; Wy
—o 0 0 2 N——
= = = ot
N
Ny
_ k jk _
= (a; + (—1) agﬂ.)wN, k=0,...,N -1
Jj=0
Also folgt
N
Ny
2
, N
- _ gk —
agr, = (aj—i-aﬂﬂ)wﬂ, ]{3—0,...,——1,
2 2 2
=0
N
Ny
2
o N
- _ J gk —
dops1 = (aj—a%ﬂ»)wNwﬂ, k—O,...,E—l.
2
i=0

D.h., die DFT(N) wird in 2 DFT(Z) zerlegt. Fiir die Berechnung der "neuen
Koeffizienten” fiir diese 2 DFT () benétigen wir & Additionen, & Subtraktionen
und % Multiplikationen mit den Drehfaktoren wf\,.

Auf die DFT(%) kénnen wir die Idee erneut anwenden.

Beispiel: N =8

Die schnelle DFT lédsst sich mit Hilfe eines Signalflussgraphen darstellen.
Im Signalflussgraph verwenden wir die folgenden Darstellungen.

Addition Subtraktion Multiplikation mit z
a a

:>> a+b \f> a—b ‘l”*CJ**aZ
b b «”



Iterative Anwendung des Teile- und Herrsche-Prinzips fiithrt im Fall N = 8 zu

1 , Go
Qg = Y (by + bjpo)(—1)7* <
b; J=0 a

a
3 4

/—/% .
ao = 3 (a5 + asqy) W'

=0 1 , v ap
Qapy2 = (b — bj+2)“-’z]1(_1)]k <
i=0 5

Qg

1 ‘ ax
agerr = 25 (¢ + ¢jpa) (= 1) <
3 j=o a

R o 5
agkr1 = Y (a5 — Qagj)uy W'ik
i) N————

Jj=0 N
i 1 p ) as
agess = 3 (65 — cjra)wi(—1)" <
=0 A

az

7
A~ ik
=Y
j=0

Signalfluss-Graph:

Qo \ / &0
ay

ay
I\
as &6
ay &1
as &5
Qg &3
ay &7

Arithmetische Komplexitit des Sande-Tukey-Algorithmus

Sei M; die (hochstmogliche) Anzahl der komplexen Multiplikationen und A; die
Anzahl der komplexen Additionen fiir die DFT(N) (N = 2'). Dann folgen aus
dem Algorithmus die Rekursionen

N
Mt = 2Mt—1 + ? 3 At — 2At—1 + N (18)
~~ =
—ot—1

Satz 1.33. Der Sande-Tukey-Algorithmus zur Berechnung der DFT(N) mit N =
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2t bendtigt hichstens

M, = % logy, N = 2% komplexe Multiplikationen und
A; = Nlog, N = 2t komplexe Additionen.

Beweis. (durch vollstindige Induktion)
1) Induktionsanfang: Betrachte die DFT der Lénge 2 (t = 1):

R 1 -0
o =22 gajwy =+ Mo—1 A —9
Ll j1_ = Mr=1 A=z
ar = Zj:O ajwy = ap — aq

2) Induktionsschritt: Sei M; = 2!=! ¢, A, = 2%. Dann folgt aus den Rekursionen
in (1.8)

Myyw =2My+2t =2+ 2t =2"(t + 1),

Agpr = 2A, + 21 = 2(2%) 4+ 201 =217 (¢ +1).

Beispiel: Sei N =512 = 2°.
1) Bei direkter Berechnung der DFT(512) benétigt man rund N? = 5122 = 262144
komplexe Multiplikationen.

2) Bei Verwendung des Sande-Tukey-Algorithmus benétigen wir etwa % log, N =
256 - 9 = 2304 komplexe Multiplikationen.
Der Rechenaufwand wird also um das 100-fache reduziert!

Wir wenden die FFT nun auf das trigonometrische Interpolationsproblem an. Es
war

_— N-1
N 1 kj
o Ak 1 S a— J
p(r) = j:EnH cje’” +cypcos(nx) mit ¢ = N g:o Yk W

und N = 2n. Sei nun N = 2!. Wir bezeichnen mit y = (yo,v1,...,yn_1)" den
Vektor der Stiitzwerte.
Wir berechnen y = Fyy mit dem schnellen FFT-Algorithmus und erhalten

denn
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10 10
8 8
6 6
4 4
2 2
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6!
-2 -2
-4 -4
-6 -6
-8 -8

Interpolationspolynome fiir die Ségezahnkurve mit N = 16 und r = 5 (rechts) sowie
N =16 und r = 10 (links).

Berechnung des trigonometrischen Interpolationspolynoms

Setze nun ¢ = (@)jy:_ol = (Coy .y CpyCongty- - c1) €CNsodass¢ = % y.

Wir betrachten p(z) auf dem feineren Gitter 2—7” l=0,...,Nr—1,r>1,reN.
Setze v = 2 (kr+s), k=0,...,N —1;s = O T — 1 er erhalten fiir jedes
s€{0,....,r—1}

n—1

2 k wij(kr+s mij(kr+s
p(_ﬂ(r7j“v—|—_s)> = Z cje (=) Z cje (PrilgEed) +c, cos(—Q””£%‘+S))
=0 j——n—f—l
n—1
_ Z 2#1](k7‘+5 + Z CJ/7N€27” J 7T]]\(I)(kr+5) + e Cos(ﬂ.k + %>
Jj=0 j'=n+1
n—1 .
— Z C](,UN WTN + Z C] ( ]kr js+Nrk+Ns)
Jj=0 j=n+1
+5 - Wik (D + ot (=1)F)
N-1
= & (ps);wy’™  (DFT der Linge N)
7=0
mit '
Wi, =0, n—1,
(ps); =19 3wy +wif) =cos(%2), j=n, (1.9)
w9 j=n+1,...N—1.

Diese Werte konnen vorberechnet werden.
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Wir erhalten den folgenden Algorithmus.

Algorithmus:

Gegeben: N,r e N, N,r > 2 N =2¢,
Stiitzstellen 1z := %, k=0,....N—1
Stitzwerte  yx := f(ay), k=0,...,N—1.

Gesucht: p(z—?\f) fir {=0,...,7N — 1, wobei p(xx) = ys.

1. Berechne mittels DFT(N)

1
R
CcTN VY

2. Setze pg :=y.
3. Fir s=1,...,r — 1 bilde die Vektoren

50(P5)0
d,:=¢C op, = : (Hadamard-Produkt)

CN-1 (pS)N—l

mit p, aus (1.9).
4. Berechne mittels DFT(N) fir s=1,...,r —1

Ps ‘= FNds - UFNdsu

wobel
10 0
1
U .=
0 .
01 0

die Umkehrmatrix der Dimension N ist.

Ausgabe: p(f—%) fir /=0,...,7N — 1, wobei

27T(l€7°+$) N—1
(p(T»k::O =:ps, s=0,...,7—1.

Berechnungsaufwand (DFT mit Sande-Tukey-Algorithmus):
Schritt 1: % log, N + N komplexe Multiplikationen
N log N komplexe Additionen

Schritt 3:  (r — 1) - N komplexe Multiplikationen

Schritt 4:  (r — 1) - & log, N komplexe Multiplikationen
(r — 1)Nlog N komplexe Additionen
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Zur Berechnung von r N Funktionswerten des Interpolationspolynoms bendétigen
wir also insgesamt

rN+ T% log N komplexe Multiplikationen,
rNlog N komplexe Additionen.

1.6 Spline-Interpolation

Problem: Selbst bei glatten Funktionen f : [a,b] — R kann bei Polynom-Inter-
polation der Interpolationsfehler zwischen f und dem durch die Interpolationsbe-
dingung p,(zx) = f(zx), k = 0,...,n festgelegten Polynom sehr groff werden.

Idee: Nutze nur Polynome niedrigen Grades zur Interpolation, die an den Stiitz-
stellen ”gut zusammenpassen”.

Definition 1.34. Durch die Knotenfolge X = (x;)I, sei eine Zerlegung des In-
tervalls [a,b] gegeben, wobei a = xy < x1 < ... < x, = b. Dann heiflen die
Funktionen aus dem linearen Raum

Sm(X) = {s € C"™ '[a,b] : s €ll,,0<i<n-—1}

T4,Ti41)

polynomiale Spline-Funktionen (Splines) vom Grad m auf der Zerlegung
X.

Beispiel:
1) m = 1 (lineare Splines)

Si(z) ={s € C°a,b] : s|jg; s,y €M, 0<i<n—1}
2) m = 3 (kubische Splines)

S3(X) ={s€C%a,b|:s

[zi,zi41] € I35, 0 < <n— 1}

Satz 1.35. Durch B := {1,z,...,2™, (z —21)7,...,(x — x,_1)}'} ist eine Basis
von Sy, (X) gegeben. Insbesondere gilt dim S,,,(X) = m + n.

Beweis. Zur Konstruktion von s € S,,(X) haben wir héchstens m + n Freiheits-
grade, denn:

Auf dem Intervall [z, 2] ist ein beliebiges Polynom vom Grad m wéhlbar, wir
haben also m + 1 Freiheitsgrade. Das Polynom auf [z, 23] muss nun m Stetigkeits-
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bzw. Differenzierbarkeitsbedingungen erfiillen, so dass nur noch ein zusétzlicher
Freiheitsgrad entsteht.

Analog erhalten wir fiir die Intervalle [z9, x3], ..., [€,_1, Z,] jeweils einen weiteren
Freiheitsgrad. Damit folgt dim S,,(X) < m + n.

Wir zeigen, dass die m + n Funktionen in B C S,,(X) linear unabhéngig sind:
Sei

m n—1
S(x):Zajxj+Z bp(x —ap)) =0  Vaclab].
j=0 k=1

Fir € [xg,21] gilt (x —2)7 =0, k=1,...,n— 1. Also muss gelten
Zajxj:O V& € [xg, x1] = a=a,=...=a,;=0.
=0

Fir o € [x1, 20 gilt (x — )7 =0, k=2,...,n—1,dh. bi(z —2) =0V €
[21, x2] und damit b; = 0. Analog ldsst sich by = b3 = ... = b,_; = 0 folgern. Da
La,...,2™ (x —x1)7, ..., (x — 2p_1)] € Sm(X) ergibt sich die Behauptung. [

Die Basis in Satz 1.35 ist jedoch ungeeignet fiir numerische Berechnungen. Wir wol-
len daher eine numerisch stabilere Basis konstruieren, deren Elemente kompakten
Tréager besitzen.

Definition 1.36. Zu allen i € Z seien paarweise verschiedene Punkte x; € R mit
—0<...<x 1 <xp <71 <...<00 vorgegeben. Dann heiffen die durch

Nim(t) == (Titm — Ti) - Utm—1[Tiy - - -, Titem)

mit g1 (x) := (x—t)77" fiiri € Z,m € N, definierten Funktionen N;,, : R — R
(normalisierte) B-Splines der Ordnung m zur Knotenfolge X = (z;);cz.

Beispiel: m =1

1, >t
waw) =0t ={ 02!

Ut,o($i+1) - Ut,o(fi)

Ut,o[f’cz’, Ti1) = .
Tit1 — L5
1. Fall : Tiy Tijy1 > t = UL()[ZEZ‘, xi—l—l] = ﬁ = 0,
2. Fall : Tiy Tit1 <t = ut70[33'i, .CI?Z'Jrl] = % = 0,
3. Fall : Z; S t < Tiy1 = UL()[ZEZ‘, Ii+1] = xzil__oxz = $i+11—$i .

Somit erhalten wir den B-Spline vom Grad 0 in der Form

17 xZ; <t< Lit1,
0, sonst.

Nia(t) = {
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Nach Satz 1.10 (i) folgt fir IV; ,,:

i+m i+m
1

Nimt) = (@it = ) Z (e =227 < H Ty — .Tk)

Ein Vergleich mit der Integraldarstellung dividierter Differenzen (Satz 1.13) liefert

Satz 1.37. Es gilt

1 1
f[‘riy s 7Ii+m] = : (m - 1)| /Rf(m) (t)Ni,m(t)dt,

Litm — T4

d.h., der B-Spline ist bis auf Normierung der Peano-Kern der dividierten Differen-
zen. (Erinnerung: Peano-Kern Gn_1(t) =Y ;_,wy - %, wg = H%Q Wixl))
Wir leiten nun eine einfache Rekursionsformel fiir die Berechnung von N; ,, her.
Satz 1.38. Die B-Splines N, ,,, geniigen fiir m > 2 der Rekursionsformel

t—x;
Nim(t) = 7xNi7m_1(t) +

Litm—-1 — L4 Titm — Ti1

T; —1
_tm b Nz‘+1,m—1(t)~

Beweis. Es gilt

Une1(@) = (2 = )7 = (@ = 1) - (2 = )7 = f(2) - s (),

wobei f(z) := (z — t). Wir wenden die Leibniz-Formel fiir dividierte Differenzen
(Satz 1.12) an und erhalten

i+m
Um—1[Tiy s Tipm] = Z flois o wk] Wemo|Thy - Tigm |
k=i
= f[xi]ut,m—2[xi7 <oy Tigm ] + f[fz', $i+1]ut,m—2[$z‘+1, cee ,$i+m] +0,

denn f[z;,...,z;] =0 fiir K > i+ 1, da f ein Polynom vom Grad 1 ist (vgl. Satz
1.10(iv)). Mit

f[xi, IIJHl] = f(x;:ii : i(xz) — (xi+1 ;3 : ifz - t) -1

folgt
Ut 1 [Ti - - Tigm) = (Ti = 1) Upn—2[Tis - - -, Tigan] + 1 Upm—2[Tit1, -, Tigm)-
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Unter Verwendung der Rekursionsformel fiir die dividierten Differenzen (Satz 1.10
(iii)) erhdlt man

Ut’mfl[ﬂfi, e ,.CI?Z'er]
_ (% _ t) ut,m72[xi+17 XK 7xi+m] - ut,m72[xi7 XK ,$i+m71]
Titm — Ty
+ ut,me[xiJrla B 7xi+m]
T — Ty —t
= (1 + ‘ ) ut7m,2[$i+1, R ,Z'ier] — ( . )Ut’mfg[l'i, A ,.Tier,l].
Litm — T4 Livm — T;
-
(G
Damit folgt
Nim(t) = (Tigm — 25) - Upm—1(Tis - -, Tigm |
= (Tigm — 1) yt,m—2[$z‘+1, e 7mi+ml_(xi — 1) yt,m—2[$z‘, e 7l‘i+m—ll'
(Ii+m£mi+l)Ni+1’m71(t) (1i+m1—17“7i)Ni’m71(t)
]
Beispiel: m = 2: linearer Spline (Hutfunktion)
t—ux; Tigo — 1t
Nia(t) = ——— Nii(t) +——————— Nija(t)
Titl — T N~~~ Tito = Titl “—~—
X[Ei,1i+1)(t) X[Ii+1,1i+2)(t)
ot tE [z aim),
_ Tijpo—t )
- :ti+z2*$i+1’ te [lerla $1+2), 1 Noat)
0, sonst. /\
35;71 Ilz 331"+1

Eigenschaften von B-Splines

Satz 1.39. Fir i € Z und m € N seien N,,, die B-Splines zur Knotenfolge
X = (%)iez. Dann gilt:

(i) Nim verschwindet auferhalb von [z;, Tiym), d.h. supp Nipm = [Ti, Titm)
(kompakter Trager).

(11) Ny ist in (z;, Tipm) positiv.
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(iii) Die B-Splines bilden eine ”Zerlegung der Fins”, d.h.

Y Nim(t)=1 VteR

1€Z

Beweis. Der Beweis erfolgt mittels vollstdndiger Induktion bzgl. der Ordnung m.
(i) Fiir m =1 gilt Ni1 = X[zs20,0), A0 supp Niqp = [, 2544].
Sei nun supp N; -1 € (T4, Tiym—-1] Vi € Z,m > 2. Dann folgt aus der Rekursions-
formel

supp Njm € supp Nipm—1 Usupp Nijim—1 = [T, Tigm)-

(ii) Fiir m = 1 ist die Behauptung richtig, da N;1(t) > 0 fiir ¢ € (z;, xi11).
Nach der Rekursionsformel ist nun NN, ,, fiir t € (z;, %;4,,) eine positive Linearkom-
bination von Nj ,,,—1, und N;ij,,—1 und damit selbst positiv.

(iii) Es gilt fir m =1
Z NM(t) - Z X[$i7$i+1)(t) =1 VteR.
i€Z i€Z
Die Behauptung sei nun fiir m—1 (m > 2) richtig. Mit der Rekursionsformel ergibt

sich

Z Nim(t) = Z MNi,m—l(t)—i_M Ni1m-1(t)

i€Z €7 (Tism-1 — i) (Tigm — Tiy1)

-y Uy e =Dy

(xierfl - xz) ez (flfi/+m71 - xi')

b= + Tigm— — 1
_ Z( X +$+ 1 )szm_l(t):].

($i+m—1 - fz)

1€EL

1E€EL

Satz 1.40. Die B-Splines

Ni,erl(t) = ($i+m+1 - 575@) : ut,m[xia e 7xi+m+1]

der Ordnung m—+1 (Grad m) fir —m < i < n—1 bilden eine Basis des Splinerau-
mes S (X), wobei x_p, < T_ppyy1 < ... <zp=a<z...<Tp=b <...<Tpym.

-~

=X
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Beweis. Aufgrund der Definition mittels u¢,(z) = (z — t)7 sind die n +m B-
Splines N; ;4+1(t) in Sy, (X) enthalten. Wegen dim S,,,(X) = n + m brauchen wir
nur noch die lineare Unabhéngigkeit der N; ,,,41(t) fiir i = —m, ..., n — 1 zeigen.
Nach Satz 1.35 bildet {1,z,...,2™, (x — 21)7,...,(x — x,_1)T7} eine Basis von
Sm(X). Folglich bildet auch {(x o)l (@—x0)T, (x—a1)P . (x—201)T}
eine Basis von S,,(X), denn

l'—l'p Z( ) mk)-f—v p:_m7“‘707
=0

werden in [a, b] durch {1,z,..., 2™} erzeugt und sind linear unabhéngig. Aus der
Definition von Nj ,,+1 folgt

Ni,erl(t) = ($i+m71 —$i) 'Ut,m[l’z’, SRR $i+m+1] = ($i+m71 —$i) "Ut,m[xia e 7xi+m+1]

mit vy, (z) = (—1)" (¢ — )7, denn

B S (el
= 0’ r <t (t_x)m7 <t
= (l‘ - t)m € Hma
und damit (wsm — Vem) [T, - oy Tigme1] = 0.

Also folgt fiir N; ,,,+1 nach Satz 1.10(i) die Darstellung

i+m-+1 i+m-+1 1
Nipmr1 (1) = t—z,)" (=)™ (rimer — 2 —_— .
ym—+1 () ; ( )Jr( ) ( +m+1 ) g (l“r—ftk)
k#r

Fiir ¢ € [a,b] erhalten wir nun

N_opmmi1(t) = Gmm(t —2_p)} + R (e A Ui
N_ps1,m41 (1) 04 a—mit,—mr1(t = Tompr)} + oo+ Gomyr (T —22)7,

Np—im1(t) = 0+ 0+... + 0+ an—1n-1(t — 2n1)"
Dabei ist ay , fiir k = —m, ..., n — 1, von Null verschieden, und die Koeffizienten-
matrix ist invertierbar. O
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Interpolationsproblem:
Gegeben seien die Knotenfolge

T < Topr1 <...<T1<xp=a<21...<T,=b<x,11 <...<Zpim

und ein Intervall [a,b] mit zo = a, z,, = b, sowie die Funktionswerte y, = f(xy)
fir k=0,...,n.
Gesucht ist eine Splinefunktion s € S,,(X), so dass

s(xg) =y, k=0,...,n,

erfiillt ist.

Da dim S,,(X) = n + m, lasst sich mit Hilfe der n 4 1 Interpolationsbedingungen
nur fiir m = 1 (lineare Splines) die Splinefunktion eindeutig bestimmen. Fiir m > 1
benotigen wir Zusatzbedingungen zur Berechnung von s.

Wir betrachten hier nur die beiden Félle m = 1 (lineare Splines) und m = 3
(kubische Splines) genauer.

Interpolation mit linearen Splines

Basisfunktionen:
T—XT4
xiJrleiv LS [xivxi-f—l)u
: _ Tita—x ) )
N%?(‘r) - Tito—Tip1’ S [xZJrlaszr?)a
0 sonst.

Wir erhalten S;(X) =span{N_12, No2,..., Np_12}.
Offenbar gilt:
1, k=it1,

NM(M) - { 0, sonst.

a 1 T2 Tn-1 b

Damit erfiillt die Funktion



0 1 2 3 4

Kardinaler kubischer B-spline Ny 4 fiir die Knotenfolge x; =i (i € Z).

die Interpolationsbedingungen s(zy) = yg, k=0,...,n.

Interpolation mit kubischen Splines

Wir betrachten hier die dquidistante Knotenverteilung

JZ'Z:.TO—FZh, h>0, z:—3,,n+3

Basisfunktionen:
Ni,4(l‘) =
((z — fi)ga T € (X, Tig1),
h3 + 3h2($ — xi+1) + 3h(.ﬁl? - .lei+1)2 - 3(33' - .CI?Z'+1)3, x € I:xiJrl, xi+2),
1
B 6h3 W+ 3h2($i+3 — ) + 3h(z — Iz‘+3)2 — 3(Tiys — x)ga T € [Tiye, Tits),
z €|

(Tiga — x)ga Tiy3, Tita),

0, sonst.
Wegen dim S,,,(X) = 3+ n bendtigen wir zur Berechnung des Interpolationssplines
noch zwei zusétzliche Bedingungen.

(a) Hermite-Endbedingungen:  s'(a) =y, = f'(z0), §'(b) =y, = f'(xn).

(b) Natiirliche Endbedingungen:  s”(a) = s”(b) = 0.

(c) Periodische Endbedingungen:  s'(a) = §'(b), s"(a) = s"(b).

Wir verwenden den Ansatz



und setzen die Interpolationsbedingungen ein:
n—1
.Tk) = Z OéiNiA(l'k), k:O,...,n.
i=—3

Aus den Endbedingungen erhalten wir

(a)

-1
S(wo) = Y aiNly(w0) = yh = f'(0),

i=—3

s'(xy) = Z a; N} 4(z0) = y,, = f'(xn),

i=n—1

Z a; N ,(zg) = i a; N ,(x,)

1=—3 i=n—3
-1
"
E ;N4 (x0) g ;i N{'y ().
i=—3 i=n—3

Zum Aufstellen des linearen Gleichungssystems benéctigen wir die Werte von
Nia(xr), Nj4(2x) und N}y (2):

Ti | Tit1 | Tig2 | Li4+3 | Tita
1 2 1
! 1 1
" 1 2 1
Nig@) | 0 3 | =@ | = | 0

Wir erhalten also aus den Interpolationsbedingungen
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s(xr) = ap—s Ng—ga(zr) + ap—oNg—o4(zr) + ap—1Nk—14(xk) = Y
1 2

6k3+3k2+6k1 Yk Yo

und entsprechende Gleichungen aus den Endbedingungen.
Es ergeben sich folgende lineare Gleichungssysteme:

(a) Fiir Hermite-Endbedingungen:

3 3
7 0 n 0 0 0 a_3 y6
1 4 1 0 0 0 -2 Yo
(014 10 L
6l o o 1 4 1 = :
A 0 :
0 1 4 1 Yn
3 3 "
0 [ 0 -1 0 n (o7} Y
(b) Fiir natiirliche Endbedingungen:
6 _12 6 a_s 0
h2 h2  n2
1 4 1 0 : Yo
Y1
1 ]
6 0 N ’
1 4 1
6 _12 6 Yn
A2 hZ R2 Q1 0
(¢) Fiir periodische Endbedingungen:
3 3 3 3
3 9 & 0o .0 3 o .
6 _12 6 0 6 12 _6
h2 h2 B2 h2 2 h2 0
1 4 1 0 0 0 0 0
1 Yo
_ = U
6 0 )
0
1 4 1
1 4 1 QA1 Yn—1

Diese linearen Gleichungssysteme lassen sich mit einem Aufwand von O(N) Ope-
rationen berechnen, und die Koeffizientenmatrizen sind invertierbar.
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Kubische Spline-Interpolante fiir f(z) = sin(2z + 1) 4 cos(z — 3).

Beispiel:

Wir wollen die Funktion f(z) = sin(2z + 1) + cos(z — 2) im Intervall [-5, 5] an
den Stiitzstellen —5 + k, £k = 0,1...,10 mittels kubischer Splines interpolieren.
Weiterhin wéhlen wir die Hermite-Endbedingungen

$'(=5) = f'(=5)  &(5) = f'(5).
Wir erhalten die folgende sehr gute Interpolation von f.

Zur Konvergenz kubischer Interpolationssplines:

Satz 1.41. Sei eine Knotenfolge durch
X ={a=z9,20+ h,z9+ 2h,...,x0 + nh = b}

gegeben. Sei f € C*([a,b]) und L := max,cpy |[W(2)|. Sei ferner s € S3(Xy) die
kubische Spline-Interpolierende mit

s(a+kh) = f(a+kh), k=0,...,n,

sowie s'(a) = f'(a),s'(b) = f'(b) (Hermite-Endbedingungen).
Dann gilt fiir alle z € [a, b

[fO @) = sV (@) <2LB, i=0,1,2,3.

Beweis. Siehe Stoer, Numerische Mathematik I, S. 91 - 95. O
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2 Approximation

Bei der Interpolation von f € Cla,b] wird eine einfach berechenbare Funktion
h aus einem Untervektorraum von Cfa,b] gesucht, die in einer gewissen Anzahl
von Punkten mit f iibereinstimmt. Bei der Approximation suchen wir eine einfach
strukturierte Funktion h, die die Funktion f in [a, b] gut darstellt, so dass || f(z) —
h(x)| fir alle z € [a,b] moglichst klein wird.

2.1 Existenz von Bestapproximation

Wir betrachten die folgenden Normen fiir f € Cla, b] :

1 flloo == Ir%aﬁ |f(x)] (Maximumnorm, Tschebyscheff-Norm)
z€]a,

bzw.

I = ([ @)’ (2~ Nom.1 < p < oo)

Definition 2.1. Sei U ein Untervektorraum des normierten Vektorraums V. mit
der Norm ||.|| = ||.|lv. Ein Element hy von U heifst beste Approximation (Pro-
ximum) von f € V, wenn

| f = hollv < ||f = hllv VheU (2.1)

gilt. Der optimale Wert
Ey(f) = }125 1f = hllv

heifft Minimalabweichung von f bzgl. U. Das Problem (2.1), eine beste Appro-
ximation hg € U von f zu finden, heif§t lineares Approximationsproblem.

Beispiel: Fiir V = Cf[a, b] mit der Norm, ||.||y = ||.||c spricht man von Tscheby-
scheff-Approximation.

Als Untervektorraum von Cfa, b] konnen wir z.B.

U=1Il, (algebraische Polynome bis zum Grad n)
U=1, (trigonometrische Polynome vom Grad n)
U=5,X) (Spline-Raum)

wahlen.

Satz 2.2. Es sei U ein endlichdimensionaler Untervektorraum des normierten
Vektorraums V- mit der Norm ||.|| = ||.||v. Dann gibt es zu jedem f € V' eine beste
Approximation.
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Beweis. Falls es eine beste Approximation hg fiir f gibt, gilt

1ol < [1f = holl + [LFII

Andererseits gilt nach Definition 2.1
17 = holl < I1F =0 || =]
€U

da die Nullfunktion im Untervektorraum U enthalten ist. Also folgt
1ol < 2[|f1]-
Wir kénnen uns daher bei der Suche nach hy auf die Kugel
K:={heU:|hnl<2|fl}

beschrinken. Diese Kugel ist fiir endlichdimensionale Rdume U kompakt. Die
Funktion ||f — h| ist auf K stetig, hat daher auf K ein Minimum. Dies liefert
eine Bestapproximation. ]

Die Bestapproximation muss nicht eindeutig sein. Wir erhalten

Satz 2.3. Die Menge der besten Approximationen aus U an ein Element f € V
15t konvez.

Beweis. Seien hg, hy zwei beste Approximationen an f € V, d.h.
1 = holl = IIf = holl = Eu(f)-
Dann folgt fiir b = A ho + (1 — A)hg und beliebiges A € [0, 1]
IF =Bl = 1 = Mo — (1= Nl = [ACf — o) + (1 = A)(T — ol
< M =holl+ @ =) |[f = holl = Eu(f).
O

Ob die Bestapproximation hy an ein f € V' eindeutig ist oder nicht hingt von den
Eigenschaften der Norm ||.|[y ab.

Definition 2.4. Die Norm || - || = || - ||v eines Vektorraumes V heifit streng
konvex, wenn fir jedes Paar x,y € V mit x #y und ||z|| = ||y|| = 1 gilt

|z +yll <2.
Beispiele:
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1)

Sei V = R? mit der Maximumnorm ||x||y = max(|zy], |x2|) , x := (21, 22)".
Wihle nun U = R = {(z,0)7 : 2 € R} . Sei nun y = (0,1)”. Dann hat
jeder Punkt xg = (x,0)7 € U mit |x| < 1 den Abstand 1 von y und ist
damit beste Approximation an y, denn

100, )" = (2,0)" [ = [I(==, D] = 1.
Sei V' = R? mit der Euklidischen Norm ||x||y = y/2% + 22 und U wie in

Beispiel 1. Dann ist nur xo = (0,0) Bestapproximation vony = (0,1)T € V,
denn

100,1)" = (,0)" ]l = (=2, 1)" 2= Va2 +1 2vV0+1 =1.

In diesem Fall ist die beste Approximation also eindeutig bestimmt.

Die Euklidische Norm ist streng konvex, denn fiir
x = (z1,22)" ,y = (y1,92)" mit x]ls =yl =1
folgt

Ix +ylI3 = (m14+y)* + (@2 +12)” = 2T + 23 + 45 + ¥ + 23151 + 2200 < 4.
(L e e —

1 1 <2
Sei V' = Cla,b] mit der Norm ||f|l = xrg[%’}a |f(x)]. Diese Norm ist nicht
streng konvex. Wéhle z.B.
f(x)=1 in [-1,1], glx) =z in [-1,1].
Dann folgt

Ifl=1lgll=1 f#g und [[f+gl=]1+z]=2

Sei V' = Cla, b] mit der Norm

b
1712 = / () e

Diese Norm ist streng konvex.
Beweis: Seien f,g € Cla,b] mit || f|l2 = |lgll2 =1, f # g gegeben. Dann gilt
b

549l = [ 1)+ g@Pde= [ (1) +9(@) (F(0) + g())da

IN

-~

1

ﬁ b @)ds + / b|g<x>|2dgi w2 ’ @)g(e)de.
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Aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung ergibt sich

/ f@)g(@)dz < 2| £l gl = 2

Gleichheit gilt aber nur, falls f, g linear abhéngig sind, d.h. f = Agfir A >0
und ist daher nicht moglich.

Satz 2.5. Die Losung eines linearen Approximationsproblems ist bei streng kon-
vexer Norm eindeutig bestimmit.

Beweis. Es seien ho, hg € U mit ho # ho zwei beste Approximationen an f € V.
Nach Satz 2.3 gilt dann auch

1 ~ 1 -
If = 5 (ho + ho)|l = 5 1(f = ho) + (f = ho)ll = Eu(f).
Division durch Ey(f) ergibt wegen

’f ho

I

die Ungleichung

=l Ea =5 (5l Iag <

da die Norm streng konvex ist, und somit erhalten wir einen Widerspruch. 0

Bemerkung: Die Umkehrung dieses Satzes gilt nicht!

2.2 Skalarprodukte und unitire Vektorrdume

Wir wiederholen einige wichtige Begriffe und Sétze aus der Linearen Algebra.

Definition 2.6. Sei V' ein Vektorraum iber K € {R,C}
FEine Abbildung (.,.) : V x V. — K mit den folgenden Eigenschaften

(1) (ax+ By 2) =alz,2)+8{y,z) Va,fekK, zyzeV,
(d.h., {.,.) ist bilinear, sesquilinear)

(i) (z,y) = (y,x) Vaz,yeV (dh.,{.,.) ist symmetrisch bzw. hermitisch)
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(i) (x,z) >0 VaeV\{0} (dh., (,.) ist positiv definit)
heifit Skalarprodukt (inneres Produkt) in V', und V heifst euklidisch (unitdr).
Beispiel: Sei V' = Ca, b] tiber R. Dann ist

b
()= [ Flalgta)da
ein Skalarprodukt in V.

Satz 2.7. (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Sei V' ein unitdrer Vektorraum. Fir x,y € V gilt

[z, ) * < (z )y, y)-
Gleichheit gilt genau dann, wenn x = Ay # 0 mit A € Koder x =0 oder y = 0.

Satz 2.8. In einem unitiren Vektorraum ist

]| == v/ (z, x), rzeV

eine Norm.

Beispiel: In V' = Cfa, b] mit dem Skalarprodukt (f,g) = fab f(z)g(x)dz ist

b
£l = ([ f(@yan?
eine Norm in V.
Satz 2.9. Die durch ein Skalarprodukt induzierte Norm
lella = (z,2))2,  zeV
18t streng konvez.

Beweis. Es gilt die Parallelogrammgleichung
Iz +yll2 + llz — yll2 = 2([l2]2 + lylI2)-
Fiir ||z]|2 = ||yl =1 und & # y folgt daraus wegen ||z — y||3 >0

lz + w5 < 2([l2ll2 + llyll2) = 4.
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Definition 2.10. Zwei Elemente x,y eines unitiren Vektorraums heiffen ortho-
gonal, falls (x,y) = 0 gilt. Fine endliche oder abzihlbare Menge von Elementen
{z1,29,...,2p,...} heifit orthonormal (Orthonormalsystem), wenn

1 =k,

Satz 2.11. (Schmidtsches Orthonormierungsverfahren)

Aus jedem System linear unabhdingiger Elemente {ay, as, ..., a,} des unitiren Vek-
torraums V' lisst sich ein orthonormales System {uy,us, ..., u,} gewinnen, und
zwar rekursiv durch
(431
Uy =
[lax |l
ar — 357 (ax, uj)u;
U = J ]{3:2,3,

k—1
llar — 32520 {ak, uj)uyl|

Approximation in unitiren Vektorrdumen

Problem: Sei V ein unitarer Vektorraum und U,, ein Untervektorraum von V' mit
dim U, =n. Zu f € V finde man ein hy € U,, mit

If = hollz2 < [|f — hll2 vV heU,.

Da die durch das Skalarprodukt induzierte Norm streng konvex ist, existiert zu
jedem f € V genau eine beste Approximation hy € U,.

Satz 2.12. Sei U,, ein Untervektorraum des unitdren VektorraumsV und dim U,, =
n. Das Element hy € U, ist genau dann beste Approzimation eines Elements f € V,
wenn

(f —ho,h) =0 Yhel,

gilt. Das Element hy heifst orthogonale Projektion von f auf U,.
Ist {uq,...,u,} eine Orthonormalbasis von U,, so hat hy die Form

n

ho =Y (f,u;)u;.

j=1

Beweis. 1. Existenz: Sei {ui,...,u,} eine Orthonormalbasis von U,. Dann ist
(f —ho,h) =0 Y h €U, genau dann erfiillt wenn

<f—h0,Uj>:0 jzl,...,n,

d.h., wenn
(fsuj) = (ho, uy) 17=1,...,n.
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Wegen hg € U,, existieren Konstanten ay,as, ..., a, € C mit
ho = a1y + ags + ... + apiy,.
Also folgt
(ho, uj) = (a1ug + ... + ayuy, uj) = a;.

Das Element hg € U mit

n

ho =Y (fru)u;

J=1

erfiillt also die Bedingung
(f —hg,h) =0 vV heU,.
2. AuBerdem gilt fiir alle h € U,

If =23 = [If —ho+ho—Pl3
= ((f = ho) + (ho = 1), (f = ho) + (ho — 1))
= |If = holl3 + {f = ho, ho — ) + (ho — B, f — ho) +]lho — A3
S (

" (F—hou—h)
=0 S——
=0
= |If = holl2 + [P0 — hl|?
—_——
>0
> ||f = holl3-
Gleichheit gilt genau dann, wenn h = hy. O

2.3 Fourierreihen

Sei f : R — R eine 27-periodische, stiickweise stetige Funktion. Wir wollen f in
7, :=span{l,cosz,sinx,...,cosnz,sinnx} approximieren.
Sei p € 7,,. Betrachte die Norm

1l = ( / "|f(@)Pdz)}  (I*—Norm).

Gesucht ist pg € 7,,, so dass der Approximationsfehler

oo =l s= ([ ot — )
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minimal wird. Wir betrachten das Skalarprodukt in L*([0, 27)),

2m
(f.9)= [ [fla)g(a)dz  f.g € L*([0,2m)).
0
Satz 2.13. Die trigonometrischen Funktionen {1,cosz, ..., cosnx,sinnz} bilden
in [0,27] ein orthogonales System von 7T,,. Es gilt
2 0 ] 7& k:
/ cos(jx) cos(kz)dr = 2n j=k=0, Vj, k € Ny,
0 m j=k#0,
2m .
VR - 0 j#Ek, .
/0 sin(jx) sin(kx)dxr = { ® i=k >0, Vi keN,

27
/ sin(jx) cos(kx)dx = 0 VjeN, keN,.
0

Beweis. Es gilt

/0 7r[Cos(j + k)x + cos(j — k)x] du.

Do =

27
L ::/ cos(jx) cos(kx)dr =
0

Fiir 7 # k folgt

27
sin(j — k)x} = 0.
0

"y sin(j + k)x +

~
iy
I
N | —
| |

1
(U —Fk)
Fiir 7 = k& > 0 folgt

1[1 o
I = 3 {Z sin(2jx)]0 —1-5/0 cos 0 dr =m.
N . _
Fiir 5 = k = 0 folgt
I, = 5 /OQWCOSO—FCOSO dr = 2m.
Die anderen Identitdten folgen analog. O

Wir wenden nun Satz 2.12 auf den Vektorraum L?([0,27)) und den Untervektor-
raum 7, der trigonometrischen Polynome an.

o8



Satz 2.14. Das trigonometrische Polynom pqg ist beste Approximation von f €
L*([0,27)) in T,,, wenn

po(r) = — + Z ay, cos(kx) + by, sin(kz))

k=1

ap(f) = ak:%/oﬁf(x)cos(k‘x)dx (k=0,...,n),

1 2
be(f) = bp=— [ f(x)sin(kx)dr (k=1,...,n).
T™Jo
Die Koeffizienten ay, by heiffen Fourierkoeffizienten von f.

Beweis. Wegen Satz 2.13 ist das System

1 1 (nz) 1
cos, sin x, cos(nx), —=
? \/7_T

(o vros gt 72

orthonormal. Nach Satz 2.12 hat die orthogonale Projektion von f auf 7, die Form

sin(nx)}

1 1 - 1 N .
po(x) = <f’ﬁ>ﬁ +]Z:;<<f’ﬁ cos(yx)}W cos(jx)

+f. 7= sinljo) o= sinio)).
wobei
1 1 [ ao
Ypeostia) = 2 [T r@eostinar=a, =1,
0
2
%(f,sin(jx)) = % f(x)sin(jz) dz = b, j=1,...,n

[e=]

Numerische Berechnung der Fourierkoeffizienten

Die komplexe Form des Fourier-Polynoms ist gegeben durch



mit

cx(f) = l((Lk—il)k):i 27rf(yc)(cos.(/m)—isin(kyc))da: k=1,...,n,
2 2 Jo ~ ~— <
(D) = @l =5 | 0 Cf@)etdr k=1,...m,
2
o) = F =5 [ 1w

Also erhalten wir

1 2

2

Ck(f) = f(x)eiikx dx = <f7 eik.>7 k= -n,...,n.

” Grobe” numerische Berechnung von ¢ (f): Wir zerlegen das Intervall [0, 27]

in Teilintervalle der Linge 57 2® und wenden zur niherungsweisen Berechnung des

Integrals die Rechteckregel an. Wir erhalten mit w,, := e=27/M

. L 2m 27?] —ik- 2T
% = o Z f(==)e ™

M-1

= %Zf%m Jk

Die Koefhizienten cj, lassen sich also mit Hilfe einer DFT(M) berechnen.

Beachte: M und n stehen nicht in Zusammenhang, aber ¢}, ist eine M-periodische
Folge!

Die Folge der Fourierkoeffizienten ¢y = ¢x(f) ist jedoch im Allgemeinen eine Null-
folge. Es gilt:

Satz 2.15. Die Funktion f € C([0,27n]) besitze eine absolut konvergente Fourier-
reshe der Form

o0

f@) =3 el =3 +Z(aj (cos(j)) + b;(sin(jz)) ).

j=—00 J=1

(Dies ist 2.B. fiir f € C*([0,27)) der Fall). Dann gilt die Aliasing-Formel

Z CkJrl]V[ (lﬂ € Z)

l=—
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Beweis. Aus f(v) = Y0 a(f)e’™ folgt fir v =x; =22 j=0,...,M —1,

M
fleg) =D alfwy .
l=—c0
Wegen
| M-l
* ik
=77 flxy) wiy, k=0,...,.M—1,
7=0
ergibt sich nach Lemma 1.29
1 M-1 00 '
G = MZ < Z Cl(f)w&lj)
7=0 I=—x
[e%e) 1 M-1 [e%e)
ik —lj
~—_——

0 k#I[modM
M k=lIlmod M

Nach der Aliasing-Formel gilt also fiir alle k& € Z

_ Ck: Z Ck-i—lM + Ck—lM(f))'

=1

Fiir [k| > & kann der absolute Fehler |¢j — c(f)| also grofer als |cx(f)| wer-
den! Damit ¢ eine gute Ndherung von cx(f) ist, muss M also im Vergleich zu n
moglichst grol gewihlt werden, mindestens M > 2n.

Algorithmus:
Eingabe: Wihle M > 2n, M = 2!, [ = 2V

1. Berechne
N 27Tj e
= W
-~ ; wl

mittels eines FFT-Algorithmus (siehe Abschnitt 1.5).

2. Werte das Polynom pg(z) an den dquidistanten Stiitzstellen Qﬂ, 7=0,...,

L — 1, mittels eines FFT-Algorithmus aus.

277-] 2mikyj
* - ~ —jk
pO(T)_ E cLe L = Crwy
L



1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
0 1 > 3 x 5 6 0 il > 3 z 5 6

Beste Approximation aus 7g, berechnet mit obigem Algorithmus (mit M = 16 (links)
und M = 32 (rechts)).

mit € = (¢}, ¢}, ..., c,0,...,0,¢,,...,c)T € CE.

Y n? ) T —n)

Ausgabe: po(?), j=0,...,L—1.

Beispiel: Wir approximieren die 27-periodische Funktion

1— 2t 0<t<73,
ft)y=4¢0 z<t< 3
-3+2t T<t<om
durch ihre beste Approximation in 7Zg, d.h., durch ihr Fourierpolynom pg(t) € 7g
und wenden zur Berechnung des Fourierpolynoms den obigen Algorithmus an. Wir
verwenden zur Berechnung der 17 Fourierkoeffizienten zunéchst M = 16 (links)

und dann M = 32 (rechts). Fiir M = 16 ist die Berechnung nach obigen Uberle-
gungen noch sehr ungenau. Wir erhalten die Fourierkoeffizienten

‘ Co C1 Co C3 C4 Cy Cg Cr Cg

M =1610.25 0.2053 0.1067 0.0253 0 0.0113 0.01831 0.0081
M=32|0.25 0.2033 0.1026 0.0232 0 0.0088 0.01266 0.0049
exakt | 0.25 0.2026 0.1013 0.0225 0 0.0081 0.01126 0.0041

o O O

2.4 Gleichméiflige Approximation
In diesem Abschnitt sei nun speziell V' = C[a,b] mit der Tschebyscheff-Norm

[ flloo == m[wz} |f(x)] (Maximum — Norm).
re|a,
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0.4
0.4
0.2
0.2
X
0.4 0.2 2 0.4 -0, 4 -0, 2 0.2% 0.4
<0.2
0.4 -0.4
0.6 0.6

Interpolierende Gerade ¢;(x) an f(z) = In(1+=x) (links), und beste Approximation durch
pT e II;.

Wir suchen nun ein Polynom p? € II,, (hochstens n—ten Grades), das den Abstand
f — pn in der Maximum-Norm minimiert

1f = Pullos = max |f(x) = pn(z)] — Min!

Dann heifit p! Polynom bester gleichméfiger Approximation (bester Approxima-
tion im Tschebyscheffschen Sinne).

Beispiel 1: Die Funktion f(z) = In(1 + ) soll in [—3, 3] durch pj € II; (eine
Gerade) gleichméBig approximiert werden. Das Polynom pi habe die Form pj(z) =

co + ¢1 x. Betrachte die Differenz §(z) = pi(z) — In(1 + z).

Wir betrachten zunéchst die interpolierende Gerade ¢;(z) mit ¢;(3) = f(3) und
¢1(—%) = f(—3). Dann entsteht der grofite Abstand fiir « ~ 0. Eine Verschiebung
der Geraden "nach oben” bewirkt eine Verkleinerung des Abstandes in 0 und eine

Vergrofierung in —3, 5 . Also hat |6(x)| drei Extremwerte, an 29 = —3, an 25 = 5
und an einer Zwischenstelle z; € (—3, 3).

Wir berechnen zunéchst z; folgendermaflen:

1 1
§'(x) =c1 — =0 & =— —1
() = 1+ o c

Fiir pi muss also gelten (siehe Abbildung):

dzo) = co+crmo—In(1+x9) = A,
(5(33'1) = ¢yt —11’1(1—{—1‘1) = —A,
d(zy) = co+cimg—In(1+x9) = A.
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Aus

1 1
co—acl—ln(a) = A,

1 3
otza-hG) = A

folgt ¢; = In(2) — In(3) = 1.0986 und damit =, = é —1=-0.08976. Aus

1 1
Co — 5 C1 — 11’1(5) = A
Co+ 1 C1 — ln(l + 33'1) = —A

folgt co = 3(In(3) +In(1+z1)+e1 (53— 1)) = —0.06964 und A = ¢y — 3¢, —In(3) =
0.07420. Wir erhalten die Gerade bester Approximation

pi(z) = —0.06964 + 1.0986 .

Beispiel 2: Die Funktion f(z) = 0 soll in [—1,1] durch ein Polynom p; ., € II,+4
mit Hochstkoeffizient 1 gleichméfBig approximiert werden.
Nach Satz 1.19 war 27"7,,,1(x) ein Polynom mit der Eigenschaft

- T ()]
27" = max ——= < max |wp4q(x
xe[fl)t:l] AL - xe[fl},(l]’ +1( )‘

fiir jedes Polynom wy,41(z) € Il,4; mit Hochstkoeffizient 1.
Beispiel 3: Das Monom f(z) = 2" soll durch p}, € II,, in [—1,1] gleichmiBig

approximiert werden. Betrachte

0(x) = pp(w) = f(z) = pr(w) ="

Dann ist §(z) ein Polynom von Grad n+ 1 mit Hochstkoeffizient (—1). Folglich ist
|0(x)| nach Beispiel 2 minimal, wenn

1

—o(a) =2 —pi(e) = 5

Tn—l—l(x)
ein Tschebyscheffpolynom vom Grad n + 1 ist, d.h.,

* n 1
pn(l[’) =X o 2_n TnJrl(.fIZ').
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Wir erhalten:

n |zt Ty1() Pi%l(l’) 1A
1] 202 — 1 = =
2 2

2 | 23 4% — 3x %I i
3|zt Srt—8x2+1 xQ—% %
5 5 1

4| 2° 162° — 202° + 5z | 2 2% — & x| 5

Satz 2.16. (Alternantensatz)
Ezistiert zu einer Funktion f € Cla,b] und einem Polynom p, € II, eine Folge
(Referenz) von n + 2 Punkten

a<xg<T1 <...<Tpi1 <0b

in denen der Approzimationsfehler §(x) = p,(x) — f(x) seinen Maximalwert

An(f) = llpn = flloo
mit alternierenden Vorzeichen annimmt,
Mzg) = —0(Tre1)s k=0,...,n,

so ist p, ein Polynom bester gleichmdfliger Approximation (also p, = pl) an die
Funktion f und A, (f) gleich dem Abstand der Funktion f von I1,,.

Beweis. Angenommen, es existiert ein p; € I, mit kleinerem Approximations-
fehler, d.h.
0" (x) =pp(@) = flx),  [[07]lc := A" <A.

Betrachte nun ¢, (z) := p,(z) — pi(z). Dann wechselt ¢, (x) mindestens n + 1 mal
das Vorzeichen in [a,b] denn

sign(g, (zx)) = sign(pn(zg)) k=0,...,n+ 1.

Also hat g, € II,, mindestens n + 1 Nullstellen und ist daher das Nullpolynom im
Widerspruch zur Annahme. O

Die in Satz 2.15 definierte Folge ¢ < ... < x,y1 heiflit Alternante.

Bemerkung: Man kann zeigen, dass zu jeder Funktion f € Cfa,b] ein eindeutig
bestimmtes Polynom gleichméfliger Approximation existiert.
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Der Remez-Algorithmus

Wir wollen zu festgelegtem f € Cla,b] ein Polynom gleichméfiger Approximation
numerisch bestimmen.

Idee: Wir suchen zunéchst ein Polynom p,, € II,, mit
po(zr) — flzx) = (=1)*h  k=0,...,n+1 (2.2)

mit einer gewissen Startfolge (Startreferenz) a < zg <z < ... <wpy <b.

Wir d&ndern nun die Stiitzstellen schrittweise ab, so dass die Folge der zugehorigen
|h| monoton zunimmt und gegen A = A,,(f) konvergiert. Erfiillt p,, die Bedingung
(2.2), so nennen wir p,, das Referenzpolynom und |h| seine Referenzabweichung.

Satz 2.17. (Ezistenz u. Eindeutigkeit des Referenzpolynoms)
Fiir jede Referenz a < xg < xy...< xpr1 < b und jede Funktion f € Cla,b] gibt
es genau ein Polynom p,(z) und genau eine Zahl h, die (2.2) erfillen.

Beweis. 1) Existenz: Nach Satz 1.2 ist durch n + 2 Stiitzstellen z¢p < ... < x4
und passende Stiitzwerte yo,...,y,+1 ein Interpolationspolynom p,; € I,
mit p,i1(xk) =y, £ =0,...,n+ 1 eindeutig festgelegt.

Wir betrachten die zwei Interpolationspolynome zu den Stiitzwerten y, = (—1)%,
k=0,...,n+1und zu y = f(xx), k =0,...,n+ 1 in Lagrangedarstellung,

n+1
Gii(z) = > (=DM (x)
k=0
n+1 n+1 T — 1
— Zajx] (mit 17 (z) = H(ﬁ)), (2.3)
T . k 33']
Jj=0 j=0
-k
n+1 n+1
roa(z) = Y fla)lpt (@) =) bl (2.4)
k=0 §=0
Bilde nun ;
Pa(@) = T () = =T Gy ()
an+1

Dann ist p,(x) € II,,, denn 7,44 (x) und b”*i ¢n+1(x) haben beide den Hochstko-

QAn+4
effizienten b, ;. (Beachte, dass a,y1 # 0, denn wegen der n + 2 alternierenden
Stiitzwerte hat das Polynom ¢, 41 genau n + 1 Nullstellen.)

Weiter gilt

bn+1

Qo (oe) = Flaz) — 24 (C1)k,

PulTk) = o1 (Tr) — - —
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Setze nun h := —a"“ Dann erfiillt p,, die Bedingungen (2.2).

2) Eindeutigkeit: Angenommen, es existiert ein p, € II, mit p,(zx) — f(z1) =
(=1)*h, k=0,...,n+1und P, # p,. Dann erhalten wir

Pn (x) = pu(x) = (f () + (=1)*h) = (f (xx) + (=1)"h).

Falls h = h ist, folgt p, = p, wegen Satz 1.2. Falls h # h ist, hat p, — pn
mindestens n + 2 Vorzeichenwechsel und daher mindestens n + 1 Nullstellen. Also
ist p, — p, ein Nullpolynom im Widerspruch zur Annahme. O

Explizite Berechnung von h

Wenn h schon durch die Referenz {z;}?f) und f(z) bestimmt ist, wire eine ex-
plizite Darstellung hilfreich, da dann (2.2) in ein Interpolationsproblem iibergeht.
Im Beweis von Satz 2.17 hatten wir

ho= — bn+1

an—l—l

erhalten, wobei a,,.1 und b, die Hochstkoeffizienten der Interpolationspolynome
Qn+1 und 7,1 waren.

n+1
Wir betrachten den Héchstkoeffizient von 7+'(z) = [ 2=%L und finden fiir

izo (@e—25)
ik
k=0,....n
n+1 1
dy, = = (—1)"*" 4
K ka_xj (1) |di
=0
ik

da g <z <...<xpr1. Aus (2.3) und (2.4) ergibt sich damit

n+1 n+1
Unt1 = Z(—l)k (=)™ " dy, bpt1 = Z fr) (1) Fdy ],
k=0

so dass wir
g ) (D)™ R ST f () (1) dy
P (= 1E(= 1)kl dy | Soito ldil

= — zp)(—1)F mi = _———
— I;f(k)( DF A, mit ) S

erhalten. Beachte, dass 32750 Ay = 1.
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Wir leiten noch eine weitere Darstellung fiir h her. Stellt man ein beliebiges p € 11,
als Interpolationspolynom (n + 1)—ten Grades dar,

n+1 n+1
p(@) = > ple) (@ Z ¢ja’,
k=0
so ergibt sich fiir ¢, 1
n+1 n+1

Cnpr = 0= play) (1" Hdy| = (-1)"* ZP o) (—1)*|dyl.

Also erhalten wir mit (2.5)

n+1

h=2 (=1 (p(ar) = f(z1). (2.6)

k=0

Jetzt kann das Referenzpolynom p,(z) mittels Polynom-Interpolation von be-
liebigen n + 1 der n + 2 Stiitzstellen/Stiitzwerte (zy, f(zx) + (—1)*h) berechnet
werden. AnschlieBend muss der Verlauf von §(z) = p,(x) — f(z) untersucht wer-
den. Gilt |6(z)| < |h| fiir alle z € [a,b], so ist {z)}}L, eine Alternante und p,(z)
das gesuchte Polynom bester Approximation.

5(2) = pal) - f(a)

Gilt in einigen Teilintervallen |§(x)| > |h|, so muss die Referenz geéindert werden.
Ist im Intervall (g, xky1) max |0(z)| > |h|, so wéhle einen Punkt T € (xy, x41),
so dass |0(Z)| > |h|, und tausche T gegen xj aus, falls 0(zx) und §(Z) das gleiche
Vorzeichen haben, ansonsten gegen xj1 (siehe Skizze).

So erhalten wir eine neue Referenz 7o < ... < ZTpi1.

Satz 2.18. Tauscht man die Referenza < xo < ... < xp+1 < b gegen eine Referenz
a<Typ<...<Tpy1 <baus, so dass

0(T)] = [6(ze),  kE=0,...,n+1,
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und
Sgn 5(519) = —sgn 5(fk+l )7 k= O: RN

und fiir mindestens ein j

16(;)| > 10(x5)] = |l

gilt, wobei § die zum alten Referenzpolynom p,(x) gehdrende Fehlerfunktion §(x) =
pn(z) — f(2) ist, so hat das neue Referenzpolynom p,(x) eine gréfiere Referenzab-
weichung |h| > |h.

Beweis. Wir stellen A mit Hilfe von (2.6) dar und finden mit p = p, und der

Referenz {7y }75,
_ Tl+1_ n+1
Bl =1 W=D (pa(@) = f(@0))| —Z A 0(T )|
k=0

wobei wir ausgenutzt haben, dass §(Tj) alternierendes Vorzeichen besitzen. Ande-
rerseits gilt |h| = |d(zy)| fiir alle £ =0,...,n+ 1 und damit

n+1 n+1

S lst@l = 1Y = [hl

k=0 k=0
Da |6(Z;)| > |6(z;)] fiir mindestens ein j, folgt |h| > |h|. O
Mit der neuen Referenz a < 7y < ... < T4y < b wird der Prozess wiederholt,

usw. Wir erhalten eine monoton wachsend Folge von Referenzabweichungen. Die
Folge ist konvergent, denn es gilt

Satz 2.19. (Beschrinktheit der Referenzabweichung)

Ist pn(x) ein Referenzpolynom mit der Referenzabweichung |h| und 6(x) die zu-
gehdorige Fehlerfunktion, so gilt || < An(f) < maxgey [6(x)] mit Ay(f) aus
Satz 2.16 .

Beweis. Es war A, (f) = maxyeny |(pn(x) — f(x)| , wobei p} das (gesuchte)
Polynom gleichméfliger Approximation zu f ist. Folglich gilt

An(f) < max  [6(z)|.
z€[a,b]

Weiter gilt nach (2.6) mit p = p} fiir die Referenzabweichung |h| des Polynoms

pn(T)

n+l n+1
h| = !Z)\k "oy (k) = flan)] < max P (2 Z)\k
An(f) -1
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\

Beste Approximation aus II7 an f, berechnet mit Remez-Algorithmus (links) und der

e- 05
2¢- 05
-2 [0)
-2e- 05

-4e-0

2 %

entstehende Approximationsfehler (rechts).

Problem: Wie sollte die Startreferenz a < zy < ... < x,11 < b gewdhlt werden?

Wiihle im Intervall [a,b] zum Beispiel die Tschebyscheff-Knoten

a-+b a—>b km
= kE=0,... 1.
T, 5 +( 5 )cosn+1 N S

Algorithmus: siehe z.B. G. Maef3: Vorlesungen iiber numerische Mathematik, Band
IT: Analysis, Birkhauser, Basel, 2. Aufl., 1988.

Beachte: Das Maple-Programm findet keine sinnvolle Losung, wenn sich fiir die
Startreferenz die Referenzabweichung 0 ergibt.

Beispiel: Wir wollen eine gleichméBige Approximation an die Funktion f(z) =
5z auf dem Intervall [—5,5] finden (Rungebeispiel). Wir suchen das Polynom
bester Approximation an f(x) aus Il;.

Als Startreferenz verwenden wir die Tschebyscheff-Knoten

[—5.0,—4.61940, —3.53553, —1.91342, 0.0, 1.91342, 3.53553, 4.61940, 5.0]).
Nach 4 Iterationen mit dem Algorithmus erhalten wir die neue Referenz
[—5.0, —4.58094, —3.39400, —1.73059, 0.0, 1.73059, 3.39400, 4.58094, 5.0] )

und A = 0.00005.
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3 CAGD

CAGD (Computer Aided Geometric Design) beschéftigt sich mit mathematischen
und numerischen Methoden zur Beschreibung geometrischer Objekte, die in den
Bereichen von CAD/CAM bis zur Robotik und in der wissenschaftlichen Visuali-
sierung vorkommen. Die Hauptobjekte des mathematischen Interesses sind Kurven
und Flachen, die durch Splines erzeugt werden.

3.1 Bernstein-Polynome

Definition 3.1. Die Polynome

br(t) == (Z)tk(l—t)"k k=0,...,n, neENg

heiffen Bernstein-Polynome vom Grad n beziiglich des Intervalls [0,1]. Ferner
sei by =0 fir k <0,k >n.

Bernstein-Polynome b3 (¢) fiir k = 0,1,2, 3.

Satz 3.2. (Figenschaften der Bernstein-Polynome)
FirneNy, 0<k<n glt

(i) Das Polynom b} (t) hat eine k-fache Nullstelle fiir t = 0.
(ii) Das Polynom b}(t) hat eine (n — k)-fache Nullstelle fiirt = 1.
(ili) Es gilt bE(t) > 0 fir 0 <t < 1 und bi(t) hat genau ein Mazimum in [0, 1],

ndmlich an der Stelle t = %
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Beweis. Die Eigenschaften (i), (ii) folgen aus der Definition.

(iii) Es gilt bp(t) > 0 fiir ¢ € (0,1) nach Definition. Insbesondere hat b} keine
Nullstelle in (0,1) da bereits alle Nullstellen entweder in 0 oder in 1 liegen. Wir
erhalten fiir die Ableitung

n k=11 _ p\n—k _ (o kiq _ pyn—k—1
(k) (m (1—1) (n— k) t*(1 — 1) )
—n(l —t)" ! fir k=0,

= nt" ! fir k=n,

(Mt (1 =)k —nt) fir 0 <k <n.

(bk (1))

Folglich ist bf () monoton fallend und besitzt ein Maximum in 0, b(¢) ist monoton
wachsend und besitzt ein Maximum in 1. Fir b}(¢), 1 < k < n — 1 erhalten wir
ein Maximum falls £ — nt = 0, d.h., fiir t = % O

Satz 3.3. Firt e R gilt

(i) > br(t) =1, n € No,

Beweis. (i) Es gilt

(t+(1—t)=1= (Z) R K N A

k=0
(i) Wegen £(7) = % = (Zj) folgt mit &' =k — 1
—~ k “~k(n " /n—1
— bp(t) = —( ) - =t A S
> B = S E(ra-ort =y (00 a0
k=0 k=0 k=1
n—1 n—1 n—1 )
=ty ( N ) A i I A R
k'=0 k=0
(iii) Ubungsaufgabe. O
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Bemerkung: Die Bernstein-Polynome erfiillen die Rekursionsformel
bi(t) = (L= t) b (t) + 021 (1)
mit 6771(t) := 0 und b"7*(¢) := 0, denn

(L= 8) by~ () +t b= (1)
— (1-1) (n . 1)15’“(1 — )ik gy (Z B Dtkl(l —pynk

— ((” ; 1) + (Z i D)t’“(l — ) = (Z) (1 —t)" 7 = b(t).

Dabei wurde die Rekursion (";1) + (Zj) = (Z) ausgenutzt.

3.2 Bézier-Kurven

Wir verwenden Bernstein-Polynome zur Konstruktion von Kurven.

Definition 3.4. Sind 3,,8,,...,8, € R? gegeben, so ist das vektorwertige Poly-
nom

p(t) = Bibi(t)

eine polynomiale Kurve im R? in Bézier-Darstellung auf [0, 1]. Die Koeffizienten
By - - -, B, heiffen Kontroll- oder Bézier-Punkte von p, der durch sie bestimmte
Streckenzug heifst Bézier-Polygon.

Eigenschaften von Bézier-Kurven

Satz 3.5. Fir t € [0,1] liegt der Graph des Bézier-Polynoms in der konvexen
Hiille seiner Bézier-Punkte, d.h.

p(t) € conv (By,...,0,) = {x ERd:x:Z)\iﬁi, 0< N\ <1, Z)‘i =1}.
i=0 i=0
Beweis. Sei p(t) =Y ;_,B:b(t). Die Behauptung folgt nun direkt aus

> bp(t) =1 und bp(t) >0 fir ¢ €[0,1].
k=0
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Kontrollpolygon und kubische Bézier-Kurve.

Satz 3.6. Fir die Bézier-Darstellung p(t) = > ;_, Bpbi(t) gilt die Differentiati-
onsformel

PO = S (A ),
wober Akﬁj die Vorwartsdifferenzen sind,
it Alﬁj =P /6]': Akﬁj = Ak_lﬂjJrl - Ak_l/@j-
Beweis. Fiir die erste Ableitung von p(t) erhalten wir

g0 = (N ea—g = (Mo -
\S%s \S7a

AO,B]- =

i (1) = b))

Insbesondere ist £by(t) = —nby ' (t) und £b7(t) = nb)~}(t). Daraus folgt

) = Zﬂkz (b (t Zﬁk" b= i — b~ H(t))

n n—1
= S B i) - > nB (1)
k=1 k=0
n—1 n-1
= Y 0By U =D nBb()
k'=0 k=0
n—1
= kZ:; "(ﬂkJ:lI; Br) bZ_l(t)-
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Die allgemeine Formel folgt nun durch vollstdndige Induktion.
Folgerung 3.7. Fiir die Randpunkte t =0 und t = 1 erhdlt man die Werte

n! n!

(k) — k (k) — k
Insbesondere gilt
p(0) = By, p(l) = B,,
P0) = n(B; —By), P(1) = n(B, —B,_1),
p'(0) = n(n—1)(B, =26, +B), p'(1) =n(n—1)(8, — 28,1+ Bns)

Satz 3.8. (Gradanhebung)
Gegeben seien n + 1 Bézier-Punkte By, ..., 3,. Definiert man

A k k
/Bk: n_'_lﬁkl_'_(l +1>/8k7 k:O,l,...,n+1,

so gilt
n+1

Zﬁkz bn Z/Bk bn+1

Beweis. Es gilt

n+1-k) .. (k4+1) .4
kaJr()Jr(nJrl) ri(t)

 (n+1-k) n+1Y\ , 1k
— W( L )t(l—t) +

= (Z) (L= (1 —t) + 1) = bE(D).

Daher ist

Zﬁkb“ Zﬁk(”“ e+ B2 )

(n+1) (n+1)

n+1

) gﬁk@—n—“)b’ﬁl AP T
= Bl +Z( B+ (1= —)B) 570 + 8,574 0)

n+1

= Z Bt (1)
k=0
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Gradanhebung um 1 (links), um 3 (Mitte) und um 10 (rechts). Kontrollpunkte zu Beginn
sind B, = (1.0,0.0), By = (5.0,1.0), By = (4.0,3.0), B; = (—3.0,2.0).

Algorithmus von de Casteljau

Problem: Gesucht ist ein effektiver Algorithmus zur Berechnung des Bézier-Poly-
noms p(t) = 1, BE(1).

Der Algorithmus von de Casteljau beruht auf der Rekursionsformel fiir Bernstein-
Polynome.

Gegeben: B, =: B(t), k=0,...,n
Wir nutzen b (t) = (1 — )by~ (t) + tb; "1 (t) und erhalten

p(t) = Zﬂi(t)bzu)

= Zﬂk [(1— 1B (t) + 01 (1))

n—1

= Y B0 -0+t B 0]
BL(t)

= D BTOH®) =60 -1+ BT () = BE(t).
k=0

Also ist B;(t) der Wert des Polynoms p an der Stelle ¢. Dabei ist BL(t) jeweils eine
konvexe Linearkombination von 8] '(t) und B} (t).

Berechnung mit einem Dreiecksschema

Aot

)
A1) L(#)

A1) ') 2(t)

A1) 3(t) 2(t) 3(t)

B3(t) Bi(t) 2(t) HO AN Bi(t) = p(t)



Beispiel: Sei n = 3. Die Werte ﬂ{; liegen immer auf der Verbindungsstrecke von
B und B{cfl Fiir ¢ = § erhalten wir die folgende graphische Darstellung.

ﬁl ﬁ% ﬁQ

Segmentierung einer kubischen Bézier-Kurve.

Bemerkung: Der de Casteljau-Algorithmus erlaubt eine Segmentierung in zwei
Bézierpolynome. Im obigen Beispiel besitzt das erste Bézierpolynom die Kontroll-
punkte 3, ,6’(1], ,6’3, ,68 und das zweite Bézierpolynom die Kontrollpunkte ,6'8, ,6’%,
,6’%, Bs. Zur graphischen Darstellung wird der Prozess einfach einige Male wie-
derholt. Die erhaltenem Bézierpolygone sind dann gute Approximationen an das
Bezierpolynom p.

Zusammengesetzte kubische Bézier-Kurve.

Zusammensetzen von Bezier-Kurven

Satz 3.9. Fine zusammengesetzte Bézier-Kurve s mit

o Siodum  tel)
O\ sse - rem,
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ist genau dann C"-stetig, wenn A3, _; = NGy fir j =0,...,r gilt.
Speziell: Die Kurve s(t) ist stetig, falls ,6'2 = ,6’(1) qgilt.
Die Kurve s(t) ist stetig differenzierbar, falls 3° = B und 3° — B°_, = B — 3}.

Beweis. Der Beweis folgt direkt aus Satz 3.6 bzw. Folgerung 3.7. O

3.3 B-Spline-Kurven

Definition 3.10. Seien m € N und eine Knotenfolge X = (x;)iez mit x; < x;1q
fiir alle 1 € Z gegeben. Mit N, ,, seien die zugehdrigen B-Splines bezeichnet. Dann
heifst
s(t) = diNim(t) (3.1)
i€z
eine B-Spline-Kurve der Ordnung m. Die Koeffizienten d; € R? heifien de
Boor-Punkte oder Kontrollpunkte.

Da B-Splines N; ,,, auBerhalb des Intervalls [x;, ;1] verschwinden, ist fiir festes t €
R immer nur eine endliche Summe zu berechnen. Weiterhin ergeben sich folgende
Eigenschaften der B-Spline-Kurve.

Satz 3.11. Verdndert man in einer B-Spline-Kurve s(t) der Form (3.1) den Kon-
trollpunkt d;, so dndert sich die Kurve nur lokal in (x;, Tivm).
Wegen > .., Nim(t) = 1 (siehe Satz 1.39), sind B-Spline-Kurven (analog wie

ZGZ ,m
Bézier-Polynome) in der konvexen Hiille ihrer Kontrollpunkte enthalten.

Quadratische B-Spline-Kurve (links) und kubische B-Spline-Kurve (rechts) mit Kontroll-
polygon.

Falls d; € R, wihlen wir die Kontrollpunkte (25t itm=1 gy da fiir m > 1

m—1

Z <95z'+1 +---+33i+m71> Nlt) =t

: m—1
iE€EZ
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gilt. Diese Formel folgt mit Hilfe der Rekursion in Satz 1.38 durch vollstandige
Induktion.

Der de Boor-Algorithmus

Zur Auswertung von s(t) an einer bestimmten Stelle ¢, wollen wie einen Algorith-
mus herleiten (analog zum de Casteljau-Algorithmus). Dabei verwenden wir die
Rekursionsformel (Satz 1.38)

Nim(t) = wim(t) Nign-1(t) + (1 = Wiz 1m(t)) Nig1m-1(t)

mit . y
— L Litm —
im (1) = ———— (= 1-wiy1nlt) = ——).
Wigm (1) Tiym—1 — T ( Wirtm(?) ZTitm — Tit1
Wir erhalten
s(t) = > diNim(t)
iz
= Z d;[w; m () Nim—1(t) + (1 = Wit 1,m(t)) Nig1,m-1(t)]
=
- > [wigm (t)di 4 (1 — wim(t))dia] Nign1(£)
€7 N

==d}(t)

T

= > AP Na().

i€z
Wegen

1 telx,z;i
Nj’l(t):{ 0 sons[t] o

folgt fiir B-Spline-Kurven der Ordnung 1 s(t) = d*~" (¢) fiir t € [2;, 7411).

Algorithmus
Gegeben: Knotenfolge X = {z;}cz,

te [‘rj"rj-i-l)v

Kontrollpunkte d; € R? fiir i = j —m +1,..., 7,
Gesucht: s(t) = .., d; N;n(t).
1. Setze d) :=d;, i =j—m+1,...,].
2. Berechne fir k =1,...,m—1

Berechne fiiri =j,...,7 —m+k+1

d? = wz‘,m—kz+1(t) df_l + (1 - wi,m—kz—l—l(t))df—_ll
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. I t*x
mit wi,m,kﬂ(t) = $i+m_;;—$i'

Ausgabe: s(t) = d}"'(t).

Beispiel: m = 4 (kubische Splines)
Sei x; = i fiir © € Z und sei t = %(3:] + xj41) fiir ein festes j. Fiir gegebene
d) =d;, i=7—3,j—2,j— 1,7 berechnen wir s(t) = >, d; N;4(t).
Wir erhalten , , :
t—1 t—1 t—1

ia(l) = - - = =
w74() t+m—1—7 m-—1 3

und verwenden zur Berechnung von df ein Dreiecksschema.

1
dl_, dj
=T o o

a2y s(t) d =~ d}

J

Berechnung eines Funktionswertes der kubischen B-Spline-Kurve.

o,

@, .,

do d, dz_,

d! d! a ; % = s(t)

wobei

dj , = wjoad] 5+ (1—wjs4)d) 4

t—(j—2) t—(j—2) 5 1
S U g, - e e e
3 3

d}—1 = Wj-14 d?—l + (1 —wj-14) d?—2 =56 d?—1 +6 d?—m

1 5
1 0 0
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Analog folgt

3 1
d?fl = Wj-1,;3 d}fl + (1 - wj—1,3)d]1'72 1 d}fl + 1 d;727
1 3
2 _ 1 1
1 1
3 _ 2 2

Satz 3.12. (Knoteneinfiigung) (Bohm)

Setm € N und X = (2;)iez eine Knotenfolge mit x; < x;q fir alle i € Z
und seien N;,, die zugehirigen B-Splines. Gegeben sei ein & € (vj,xj41). Eine
verfeinerte Knotenfolge X = (Z;)iez sei durch

Zio=4 & i=j41,
Ti ZZ.]+27

definiert. Mit Nlm seien die zur Knotenfolge X gehorende B-Splines bezeichnet.

~

Zu einer Folge von Kontrollpunkten (d;);cz definiere die Folge (d;)icz durch

d; i<j—m+1,
A, . T—x; ] Titm—1—2T ) . . .
dl T Titm—1 —Tq dz + Titm—1—%; dl*l j m + 2 S ? S j,
di 1> 74 1.

Dann ist .. di Ny = ey d; sz
Beweis. Nach Definition 1.36 war
Nz,m(t) = (xier - xz) ut,mfl[xia S 7xi+m]

mit g ,-1(z) == (z — )7 definiert. Es gilt nun wegen der Rekursionsformel fiir
dividierte Differenzen

(L5 = Tigm) Ut gn—1[Tis - - s Tigm) + (T — 23) Upm—1[Ti, - - ., Tigm—1,7]
+(xi+m - i) ut,mfl['@a Tit1,--- 7xi+m]
. ut,mfl[xia ) $i+m71] - ut,mfl[xiJrla ce ,$i+m]
= (fz — Titm )
Ty — Titm
—i—(i _ 961) <ut,m—1[xi+17 cee 7Ii+m—1,j 50] - Ut,m—1[$z‘, cee ,l‘z‘+m—1])
r — I;
+($z‘+m _ i) <Ut,m1[$z’+1, e 7xi+m] - ut,mil[i'a Tit1y - 7xi+ml]>
Tigm — X

= 0.
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Daraus folgt fir i = j —m+1,...,j wegen & € suppN,,, = [i,i+ m)]

Nonlt) = (=) —oml g gy MmO
s (.@Hm - .CITZ) (xier _ '@iJrl)
M o Ni+1 m(t)

= (Tjp1 — Ty) + (Tigms1 — Tj11) G

(Zigm — ffz) Litm+1 — -fjiJrl)’
denn & = &1, Tigm = Tigm1r und x; = 3y fiiri = j—m~+1,..., 7. Fiiri < j—m+1
bzw. i > j ergibt sich keine Anderung, d.h.,

Nim(t) = Nipn(t) firi<j—m-+1,

)

)

Damit folgt

S diNin(t) = Y diNiw(t) + Y diNiyim(t)

ic€Z i<j—m+1 i>j
T—1; o Tiyme1 — T
+ E d; ( Nim(t) + ——————Nip1m(t) ] .
imj—mt1 Tigm — T; Titm+1 — Li+1

Fiir den letzten Term ergibt sich durch Indexverschiebung

7 i % AR i
—x; o itm — o
i=j—m+1 TUFm i i=j—mt2 Ttt™ i

:cywﬂﬁqwm>+dN ()

T — Ziem — & .
+ Z ( —d; + -+ i'dH)Ni,m(t).

i=j—m—+2 szrm_ i Titm —

Damit folgt die Behauptung. O

3.4 Subdivision-Algorithmus

Sei nun die Knotenfolge z; = ¢ ¢ € Z gegeben, und N, ,, seien die zugehdrigen
B-Splines der Ordnung m (kardinale B-Splines).

Satz 3.13. Es gilt
(i) Fir m =1 ist der kardinale B-Spline definiert durch
[ 1 te(0,1],
Noa (8) = { 0 sonst.
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(ii) Es gilt die Rekursion

t—1 1+m—t

Nim(t) = — Nim-1(t) + —

Nit1m-1 (2).

(iii) Fir den Trdager des kardinalen B-Splines gilt supp N, = [i, i +m]. Insbe-
sondere 1st
Nim(t) = Nom(t —1).
Wir verwenden daher die Schreibweise Ny, (t) := No (t).

(iv) Der kardinale B-Spline kann durch Faltung berechnet werden,

Nm(t) = m1*N1)()
/ Ny ot — 8) Ni(s) ds.

(v) Fir die Fouriertransformierte des kardinalen B-Splines gilt

= /_OO Ny (t) e ™ dt = (%)m

Beweis. Eigenschaft (i) folgt direkt aus der Definition 1.36 mit z; = i. Die Re-
kursion (ii) folgt aus Satz 1.38 mit x; = ¢ und (iii) aus Satz 1.39.
(iv) Es gilt

/_Z Np—1(t = s) Ni(s)ds = /01 N1 (t — s)ds

¢
= / Np—1(s)ds
t—1

Weiterhin finden wir (siehe Ubungsaufgabe)

N = - () - )

Damit folgt

= Npo1(s) = Npp—1(s — 1).



fiir s € (—oo, m]. Wir erhalten also fiir ¢ € [0, m]

[ Nods = [ SN dyds= 3 Nas )
= Y (Nalt =)~ Nalt 1)
= N(t) = Ny (t—m) = Noo(t),
————

und fiir ¢ ¢ [0, m] ist ﬂil Ny—1(s) ds = 0 wegen supp N,,_1 = [0,m — 1].
(v) Fiir den B-Spline erster Ordnung ergibt sich die Fouriertransformierte

0 1

Ni(w) = / N (t) e~ dt:/ et dt
—o00 0
1 1 w

e—iwt

e —1 _1—6*“”

0 —w W

—w

Fiir m > 1 gilt mit vollstdndiger Induktion
Ny (w) = / (N1 % Ny )(t) e ™'dt
= / / Np_1(t — 5) Ni(s)ds e ™" dt

= / Ni(s) eiws/ Ny (t —s) e ™" ™ dt ds

e—iw(t—s)

= / Ny(s) eiwsds/ N1 (t) e dt!

= Nl(w)NM*l(w) - <1_277j}_m>m

Wir betrachten nun die B-Spline-Kurve

s(t) =D diNn(t —1i)
i€z
und suchen nach einem schnellen Algorithmus zur graphischen Darstellung von

s(t) durch Berechnung eines ”besseren” Kontrollpolygons.
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0 0.5 1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2

Geometrische Darstellung der Zwei-Skalen-Relation fiir lineare Splines.

Idee: Stelle N,,(t) durch B-Splines auf dem Gitter Z/2 dar:
Beispiel: m = 2

Der lineare kardinale B-Spline lasst sich als Linearkombination linearer Splines auf
dem Gitter Z/2 auffassen,

1 1
Allgemein gilt:

Satz 3.14. Die kardinalen B-Splines erfiillen die Zwei-Skalen-Gleichung

m

Nop(t) = 273_1 3 (T) N,y (2t — ).

Beweis. Es gilt nach Satz 3.13

. 1— —iw \ m 1 —iw/2 m 1— —iw/2\ m
) = () = () )
iw 2 iw/2

1 +e—iw/2 m . w
S
2 2

Durch Anwendung der inversen Fouriertransformation ( f(t) = & [* f(w) ™ dw
fir f € L*(R) N LY(R) ) erhalten wir

85



1 >~ 1 —w/2\m )
Nm(t) - <+€7) Nm<g) et dw
or . 2 2

1 © 1 &K /m RPN .y
— —w') / 2iw't /
I Zjo(j)e Al 2

(m) 1 /OO N () €@ gy
)2

_ i( i

1

2m—1

Wir erhalten somit folgende neue Darstellung fiir die B-Spline-Kurve s(t),

s(t) = ) di Ny(t—1)

i€z
= X dgas X (7) Maate-0- )
1€Z 7=0
Sei nun L m .
=) i=0.m
I 0 j < 0oder j > m.
Dann folgt

DY a;d; Ny (2t — 2i — j)

jez icz

Z <Z@]/,21 Z) m(2t — 7).

j'eL €L

-~

::d;,)

Beispiel: Fiir m = 3 (quadratische Splines) erhalten wir

3 3

Qg = QQZZ’ as =

1 1

47 4"

Die neuen Kontrollpunkte d§1) ergeben sich als konvexe Linearkombinationen aus
den gegebenen Kontrollpunkten. Der Algorithmus (corner cutting) ist auch unter

dem Namen Chaikins Algorithmus in der Literatur bekannt.
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ds

Erste Iteration des Chaikins Algorithmus (corner cutting).

Wir erhalten

1 3
d(()l) = Za_QidZ‘ = Qg d() + a d—l - Z dO + Zd_17
1€L
dgl) = Zal_%di =a1dg+azd_, = § do + 1 d,
. 4 4 7
1€L
3 1
1 3
dél) = azdp+a;d; = 1 do + - 1 di,

Die Prozedur kann nun suksessive fortgesetzt werden:

sty = Y dV N, = > dP N, (4t — )

JEZL JEZL
=Y dY N, (28— ),
JEZL

wobei dg»k) = iz -2 dg-k_l).
Wir zeigen: Das Kontrollpolygon der d§k) konvergiert fiir & — oo gegen die B-
Spline-Kurve s(t).

Satz 3.15. Gegeben sei die Folge (a;)jez mit a; = 2m — ( ) firj=0,...,m(m¢€
N.m > 2) und a; = 0 fir j > m bzw. j < 0. Dann konvergzert das Kon-
trollpolygon py(t) = ZjeZ dgk) Ny (286 — j +1—2) gegen die B-Spline-Kurve

s(t) = ez diNun(t — j) fiir k — 00, wobei (df) = (dj) und

de 2{:(@ QZ k b .

€L
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Bemerkung: Die Verschiebung des linearen B-Splines N, in obigem Satz um 7 —1
ist notwendig um die richtige Zuordnung der Kontrollpunkte im Vergleich zur B-
Spline-Kurve s(t) zu gewéhrleisten, denn Ny, und Ny(- 4+ 1 — %) haben beide ihr
Maximum in .

Zum Beweis benotigen wir einige Lemmata.

Lemma 3.16. Es existiert eine Konstante K,, mit 0 < K,, < oo, so dass fir
beliebige beschrinkte Folgen ¢ = (¢;)jez gilt

lellee = sup [ej] < Ko 1D ¢iNm (- = 5)lloo-
Jjez JEZ

Beweis. Ein erster Beweis dieser Aussage geht zuriick auf Carl de Boor, 1968. Die
bisher beste Schranke K,, < m 2™ ! wurde von Karl Scherer und A. Yu. Shadrin
gefunden (siehe: “New upper bound for the B-spline basis condition number II. A
proof of de Boor’s 2*-conjecture”, Journal of Approximation Theory 99 (1999), S.
217-229. O

Lemma 3.17. Sei f eine stetige Funktion und

w(fv h) ‘= sup Hf - f( - t)”oo

[t|<h
das Stetigkeitsmodul von f. Dann gilt
L= = FGR)Nn(y = Do < mow(f, ),
JEL
wobei N, der B-Spline der Ordnung m > 2 ist.
Beweis. Wegen ., Nn(t — j) = 1 folgt

L= =D FGR N = Dl
= sup| 3 (f(x) = F(ih) Nl =)

z€R
J

AuBerdem gilt suppN,,(;; —j) = [jh, (j +m)h] . Also ist fiir festes x € R die obige
Summe iiber j endlich, denn nur fiir z € [jh, (j +m)h] ist Ny (3 — j) # 0. Wir
wéhlen nun k € Z, so dass kh < x < (k + 1)h, und erhalten
x i x
D (@) = FGM) NG =D = D (f@) = f(Gh) Nu(5 = 3).

JEZ j=k—m+1
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Aus
|t —jhl| < (k+1)h—(k—m+1)h=mh

folgt daher

Ilgsupglf Jh\N(h 7)
%,_/
]ER (fmh) T
< w(fymh) sup Y N5 — §) = w(f,mh) < mw(f, h).
xERjEZ h

Lemma 3.18. Gegeben sei die Folge (a;) ez mit

{ 27371(7‘;7() j:07"'7m7

0 7 <0 oderj>m.

a; =

Weiter sei (ag-o)) = (0,0) und agk) fir alle j € Z definiert durch

a§1) = Z &Z(p) aj—2; = Qayj,
i€Z

ag-k) = Z al(-kfl) aj—o; k=2,3,4,....
i€Z

Dann gilt
. k .
/ghigo | Nom — Zag- P Ny(28 - =5 4+ 1 = m/2)||os =0
JEL
Beispiel: m = 3 (quadratische Splines). Wir finden ag = i, ay = %, ay = %, as =
i. Das 0. Kontrollpolygon lautet Ny(x— %) Fiir das erste Kontrollpolygon erhalten

RN ¢)) .
wir mit a;’ = a;, j = 0,1,2,3,

1 1.3 3. 3 51 .

7 V22— )+ M@e—g )+ M2e—5 )+ N2z -5 ).

42(I 2)+4 2(22 2)+4 2(22 2)+4 5 (22 2)

In der zweiten Iteration ergeben sich die Koeffizienten
a%) — Z a2j o; _Za D —aoa(l) tay a(1) N
= i'EZ
ag)ﬂ - Zagl) A2j+1-2i :Z ag) Aoyl = Qg a§1) + as a(l)

€L ez
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und damit

o
o
o
o

@ =1
a% + aszag = %,
apas + a% = %,
a2 =L

(2)

_ _ _ 6
a;” = a1ap = 15, Gy~ = apay + A200 = 15,
(2 12 (2) 12
ay " = apa + aa1 = 15, A5 = Q102 +a3a1 = g,
(2) 6 (2) 3
a;’ = aiaz +azaz = 15, Gg = G203 = 15,

Erste und zweite Iteration des Chaikins Algorithmus zur Berechnung des kardinalen
quadratischen B-Splines.

Beweis

fi()

9k ()

Dann folgt aus Lemma 3.17 mit h = 5;

von Lemma 3.18. Wir setzen bﬁ»k

> M) N

JET

- 3N, <2k)N2(2x—j—|—1——

JEZ

i= Ny (). Sei nun
=3 0 N
JEZL

= b Ny(2

JEZ

i m
@ —j+1-3)

1

1

ok
und in analoger Weise
m 1
gk — Ninlloo < (1 + E)M(va Q_k) :
Nach Satz 3.14 erhalten wir
Np(z) = Zaj (2x — j) Z al! Zale(le —2j—1)
JEL JEL lez
= Z(Z - ap ) m(dr —1') = ..:Z ag-k)N (2Fx — j)
Ve  jer JEL

(2)

al,
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und damit

k . k .
INw = fille = 13 (@PNu(28 - —5) = b N (25 - =) 1o
JEZ
= 13 (@ =) N (25 ) e
JEZ

Wegen Lemma 3.16 existiert eine Konstante K, < oo mit

sup jaf — o] < K 1Y (a8 = ) N (28 ).
Vis

JEZ.

Andererseits ist wegen Y., No(282 +1 — % — j) = 1 fiir alle z € R,

. m
=3 ol Ny(2F - —j +1 - EHoo

JEZ
k) k m
= 1D (@ by Ny(@h =1 - o lee
JEZL
< sup Y ol = Na(2e — i+ 1 - ) < suplaf — b1,
z€eR jez 2 j

Damit ergibt sich

k . m k k
gk =Y af? No(@* - —j+ 1= D)l < suplaf®” =07 | < Ko | Now = fillo
JEZ J

und wir erhalten

(k) k . m
[N = 30PN 1= T

JET

. m
< llgw — Zaﬁk) Ny(2F - —j+1— oo+ 1[Nm = gl
JEZ
S Pgnnpﬁn__j%Haa+_Hﬁﬁn__ngw
1 m 1 k—oo
S l(mjnﬂﬂ(ﬁﬂn,ig )4—(1—%-5»1U(Aﬂn,§g )——9(1

O

Beweis von Satz 3.15. Sei wieder a(-l)

J
und
) — Z aj’fkil) aj*Q’L’: k = 2, 3, P

1€EZ

= a; mit a; wie in Satz 3.15 angegeben
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Weiterhin setzen wir (dY) := (d;) und
) :ngkz—l) a2, k=1,2,....
i€Z
Wir zeigen durch vollstédndige Induktion, dass fiir £ > 1
Zdlaj 2ki
1€Z

gilt.
Fiir £ = 1 ist die Behauptung richtig.
Sei nun d(k =iz dia k) .- Dann folgt mit der Substitution I = [ — 2%

I DX AR oY) SR T

l€Z I€Z  i€Z
E : § : (k)
= d; Ay _ok; Aj-21
icZ el
_ } : } : (k) } : (k+1)
fd dZ &l, &] 2l — 2k+12 — d ] 2k+12
i€Z ez i€Z

Nun erhalten wir wegen N, (t — i) = 0 fiir ¢t ¢ [i, i + m],

. k k : m
1D diNu( =) = Y diNa (25 =i+ 1= ) [l

1€EZ JEZL
. k . m
= Y di( Nl =) = Dl Mo =i+ 1= ) e
1€EZ JEZ
k+m m
< sup Zud oo 1N (- = 8) = > @ Na25( = 1) =5 +1 = ).
/EZ
<T>o

Da die Kontrollpunkte d; eine beschrinkte Norm haben, konvergiert dieser Term
nach Lemma 3.18 fiir £ — oo gegen Null. O

Der Subdivision-Algorithmus ist die effizienteste Moglichkeit der Berechnung von
B-Spline-Kurven.

Bemerkung: Wegen
Sk + %)Nm(t k)=t
keZ

fiir all t € R ist fiir skalare Werte d;, das Kontrollpolygon durch die Kontrollpunkte
(k+ 2, dy)" bestimmt.
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4 Numerische Integration

4.1 Einfiihrung

Bei der Berechnung von bestimmten Integralen ist man im Allgemeinen auf nume-
rische Nédherungen angewiesen, wenn keine analytische, geschlossene Darstellung
dieser Integrale moglich ist.

Definition 4.1. Unter einer Quadraturformel ) zur Berechnung des bestimm-
ten Integrals I(f) := fab f(z) dz fir f € Cla,b] verstehen wir die Summe

)= Zajf(xj), aj € Rz € [a,b),

mit den Knoten z, ..., x, und den Gewichten ay,...,a,. Die Differenz

_ / fa) e — Q)

bezeichnet man als Quadraturfehler. Wenn R(p) = 0 fir alle Polynome p € 11,
qilt, so heifit Q) exakt auf der Menge der Polynome 11, vom Hdchstgrad d.

Beispiel:
(a)(b—a) Rechteckregel
Q(f) = f(“2) (b—a) Mittelpunktregel
n=1: Q(f) = (f(a)+ f(b)) 5% Trapezregel

Idee: Zur Berechnung von ff f(z) dx wende man eine einfache Quadraturformel
auf moglichst vielen Teilintervallen von [A, B] an:

Wihle eine Zerlegung A = 2y < 273 < 29 < ... < z, = B und wende die Quadra-
turformel auf jedem Teilintervall [2;, zj41],7 =0,...,n — 1, an:

a) zusammengesetzte Rechteckregel: I(f) ~ Z;‘:—g f(z) (zj+1 — 25)
b) zusammengesetzte Mittelpunktregel: I(f) ~ Z}:& FOEEEELY (2540 — 25)

c) zusammengesetzte Trapezregel:

I
—

n

1(f)

Q

%(f(zj) + f(2541)) (zj41 — 25)

<.
Il
o

= fla) (B +Zf (FEG) o+ fen) (),
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Waihlt man die Zerlegung des Intervalls [A, B] dquidistant, d.h. z; = A+ j h, mit

h = B;A,j =0,...,n, so folgt z.B. fiir die zusammengesetzte Mittelpunktregel:
n—1 . . n—1 .
A+hj+A+h({G+1) 27 +1
I(f) ~ h=nh A h).
(N~ X - h=h Y fds 2

Um verschiedene Quadraturformeln miteinander vergleichen zu kénnen, benotigen
wir eine Darstellung des Quadraturfehlers R(f) = I(f) — Q(f). Dazu betrachten
wir im Folgenden ein "kleines” Teilintervall [a, b].

Satz 4.2. Der Fehler R(f) einer (n+ 1)—punktigen Quadraturformel vom Ezakt-
heitsgrad d

b n
/ f(x) dx:Zajf(:I:j)—l—R(f), a<zg<...<zy <D,
a =0
hat fiir f € C™a,b] und 0 < m < d die Darstellung

R = [ 0G0

wobes

Hierbei bedeutet Ry ((x —t)7), dass R auf die Funktion (x —t)7 als Funktion in x
anzuwenden ist. G, heifst Peano-Kern von R.

Beweis. Sei f € C™!{a, b] gegeben. Eine Taylor-Entwicklung von f in a ergibt

m

fla) = Y 19 (@ = a) +7,(0)

~-
Polynom vom Grad m<d

mit dem Restglied

I I
_ = (m4+1) Y _ = (m+1) _a\m
() = / FO ()@ — )" dt = / S @) (@ — £ dt,
Wegen R(p) = 0 fiir alle p € II; und m < d folgt
R(f) = R(rm).
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Nun ist

n

R(r,,) = /Tm(l‘) dm—Zajrm(xj)

b b n ' b
= %/a /a f(m—l—l)(t)(x—t):_ndtdl’—z%/a f(m+1)(t)($j—t)Tdt
_ m'/ﬂmm (/ (@ tyrde - Zaj ) )dt

- / FO ) - Ruf(w — 17 dt.

ml

Folgerung 4.3. Ist f € C™"[a, 1], so ist

b
|R(f)] < max |f<m+”(x)|/ |G, (1)) dt.

z€|a,b]

Beispiel: Die Mittelpunktregel: fab f(x)dz ~ (b—a)f(%) = Q(f) hat den Ex-
aktheitsgrad d = 1, denn fiir p(z) = mz + n ist

I(p):/ab(mx+n)dx = {meQ%—an:mw—l—n(b—a)
= - a)n(50) ) = - a0 = Q)
2

I R

Fiir f € C'a,b] folgt

b b
Dl [Nl d < max 7] [ 1Golo) de.

(b—a)?
4
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Wéahle nun m = 1:

b
a+b
Git) = [ (= tide— (=)= 0}
(2 — t)dz — (b — a)(=L2 t), a<t<atb
_ ¢ 2 2
[l (@ —t)dx, ab <t < b
@t g <t<ofd
O B e o<y
da
b 2 b b2 12 b2 12 h—t)2
/(x—t)dx: Tt :——bt——+t2:——bt+—:( )
; 2 .2 2 2 2 2

Dann gilt aus Symmetriegriinden

a+b

/(:)‘G1(t)|0l75:2/aa2+bwd7g:2{(t_Ta)TT:Q(b—a)3 _(b—a)’

2
und damit folgt fiir f € C?[a,b] also

b bh— 3
RO < max @) [ 1Gato) de = O

x | f(x)].

z€[a,b]

Fiir die zusammengesetzte Mittelpunktregel folgt daraus fiir f € C?[A, B]

B ! 2+ 1
1=l = | [ f@de= 3" sta+ 2 2nyn
A s 2
n—1 A+(j+1)h 2 +1
< | fz) do — F(A+ 2Ry p)
“mo JA+ih 2
n—1 h3
< " -
o jZOIE[AH%}g}fUH)h] (@)l 24
B— A 1
< 1 (7 — ).
< ax |f"(z)|n P C’?(nQ)

4.2 Interpolatorische Quadraturformeln

Definition 4.4. Eine (n + 1)—punktige Quadraturformel Q(f) := >_7_,a;f(x;)
heifit interpolatorisch, wenn ) auf der Menge der Polynome 11,, exakt ist.
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Satz 4.5. Zu beliebig vorgegebenen Stiitzstellen a < xy < 1 < ... < z, <
b existiert genau eine interpolatorische Quadraturformel Q(f) = Z?:o a;f(x;).
Ihre Gewichte erhdlt man durch Integration der Lagrange-Grundpolynome l;,j =

0,...,n, d.h.

n

[ b1 =TT B
aj—/ li(x)dx mit 1;(x) '_H(xj—xk)'

(Idee: Interpoliere f durch p, € I1,, und integriere dann p, exakt statt f.)

Beweis. 1) Existenz: Da jedes Polynom p € II,, eindeutig in der Lagrangeform
p(z) = > 5 op(x;)l;(z) darstellbar ist (siehe Satz 1.2, Satz 1.6), folgt

/abp(x) dx:/abip(xj) dm—Zp ;) / x)dr = Q(p).
=0 g .

2) Eindeutigkeit: Seien Q(f) und Q(f) = > =0 bif(z;) zu den Stiitzstellen a <
xy < ... < x, < b interpolatorisch. Dann gilt fiir alle p € I1,,: Q(p) — Q(p) = 0.

Das bedeutet > 7_(a; —b;)p(z;) = 0 fiir alle p € II,,. Wéhlen wir py(x) := ak k=
0,...,n, so erhalten wir das LGS

11 1
ag — bo
o X1 ... Ip ai — b
2 oo ..oz || BT g
oo an | L
Da die Koeffizientenmatrix invertierbar ist, folgt a; = b;, j =0,...,n. O

Bemerkung: Fiir dquidistante Stiitzstellen x; = a+hj, j =0,...,n, h = =2

heiflen die interpolatorischen Quadraturformeln Newton-Cotes- Formeln. Wir

erhalten in diesem Fall mit der Substitution ¢t = —‘1

S / / I—a—hk‘)dx
! akoxj—xk ¢ hj — hk
k#3j k#j
" h(t— k) h n
:/ ) dt:ni/ H(t—k)dt
=l TLG =R 2
k#3j
- | 1le- (@)
0 k-0
k#j
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Beispiel: Fiir n = 1 erhélt man die Trapezregel: o = a,z; = b,

Q(f) = aof(x0) + arf(z1) = aof(a) + a1 f(b)

mit

g

Satz 4.6. Der Quadraturfehler fir die (n + 1)—punktige interpolatorische Qua-
draturformel hat die Form

:/abf(x) dx—/abpn(x) dx:/abf[xo,...,xn,x]wn+1(x) iz

mit wy1(x) = (x — x0)(x — 1) ... - (x — x,), wobei p, € I, das Interpolations-
polynom von f zu den Stitzstellen xq < xq < ... < x, ist.

Beweis. Fiir die Polynom-Interpolation war nach Satz 1.16:
f(z) —pu(z) = flxo, ..., Tn, )Wy (T),
woraus die Behauptung folgt. O
Beispiel:
1. Fiir n =1 folgt wegen (x —a)(zx —b) <0 Vz € [a,b

RO = | [ floall = e =8

(b—a)’
< max|fab7]| |x—a (x — b)| de = max fla,b,n) :
n€la,b] 6

Fir f € C%a,b] war fla,b,n] = $f"(§) fiir eine Zwischenstelle & € [a, b]
(siche Folgerung 1.17). Damit erhalten wir |R(f)| < &= “) m[a}é] |7 (€)].

2. Fiir n = 2 nennt man die entsprechende Newton-Cotes-Formel Simpson-
Regel oder Keplersche Fassregel. Wir erhalten

Q) = avf(a) + anf(50) + ()
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und mit (4.1)

ag = /b lo(z) dx = (552) - (-1 /2(75 —1)(t—2)dt

0l(2—0)!
b—a [t3 3t 2 b—a, 8 b—a
T4 k—?”’fhz( G =

b boay . (1) [? 4(b —

o = llﬂ@dngl%%—lﬁt@—ﬂﬁﬁ: (6ax
b

ag = /ZQ(x)dx:b;a.

Also folgt ) )
QU = (@) + 45 (0 + £ )
Quadraturfehler

Die Simpson-Regel ist sogar fiir Polynome vom Grad 3 exakt. Wir nutzen die
Abschitzung aus Folgerung 4.3 (bzw. Satz 4.2) mit m = d = 3 und erhalten

RIS max 1O [ 160
z€[a,b]

fir f € C%a,b], wobei fiir t € [a, b],
(w0t - (= [la—n a0+ 0-
U ; :

{lﬂx—wﬁm—b;a{q“;b—wi+w—wﬂ}
t <

Gi(t) =

W=

LU—4 —a a a
Rk HCC S DS GUN] BEETES 3
b—t)4 —a a
L (4” — boa (b—t)3}, ab ot <p,
(03t —q—2b), a<t< ot

72

I
—N— —— O

2(2a+b—3t), ot <t<b.

Also folgt insgesamt

"t — a)3(a+2b— 3t) 1 i
dt = 2 dt = —(b—q).
/ Gs(0)] / 72 2a0 0~

Wir erhalten fiir f € C*[a, b]:

b— .
2880( a)’ ;g%! D(x),



Newton-Cotes-Formeln héherer Ordnung werden kaum benutzt. Besser ist es, For-
meln niedriger Ordnung zusammenzusetzen.

Zusammengesetzte Simpson-Regel
Fiir die Zerlegung A = 29 < 21 < ... < 2z, = B in &quidistante Stiitzstellen
=A+jh, 7=0,...,n, h——erhaltenW1r

[~ Y % 1)+ a1

Zj + Zjin

1) 4 faye)

O

% [@ +2Zf(7zj+zj+l)+2f(zj) 1)

Fehler fiir zusammengesetzte Regel:

n—1

1
z < h5 (4)
Al = jzo 2880 Eegglgiﬂ )]

< max \f(4()I(B_A)5 - ZO(%)'

2€[A,B] n® 2880 n

4.3 Das Romberg-Verfahren

Teilt man das Intervall [A, B] in n Teilintervalle gleicher Linge und wendet die
Trapezregel an, so erhilt man mit h = b-A

T(h) := h{ Z A+h+%3)}.

Wir wollen die zusammengesetzte Trapezregel auf einer Folge von Gittern itera-
tiv anwenden und daraus ein neues verbessertes Quadraturverfahren konstruieren.
Dazu untersuchen wir zunéchst das asymptotische Verhalten von T'(h) fiir A — 0.

Definition 4.7. Die Bernoulli-Polynome B; € II;, j € Ny, sind rekursiv defi-
niert durch

(1) Bo(x) =1,
(i) Bi(r) =jBj1(x), j=1,2,...,
(iii) [ Bj(x)dz =0, j=1,2,...
Es ist also By (z) =2 — 3, Ba(z) =2 —x + 3, Bs(z) =2 — 327 + Sz. usw.

2 67
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Satz 4.8. Die Bernoulli-Polynome haben die folgenden FEigenschaften:
(a) B;(0) = B;(1), j=234,...
(b) Bj(x) = (—1)B;(1—=z), j=0,1,...
(¢) Baj+1(0) = Bajy1(1) =0, j=1,2,...
(d) Byjii(3) =0, j=0,1,....

Die Zahlen B; := B;(0), j € Ny, die auch in der Potenzreihe

[e.e]
z B; .
j
o — 7, |z| < 2m,
=0 '

auftreten, heiffen Bernoulli-Zahlen.

Beweis. 1) Nach Definition der Bernoulli-Polynome B; folgt fiir j > 2

Bj<1>—Bj<o>:/OlB;-<x> m@j/olg (2) dae 0.

) (1 —x), j € Ny. Dann folgt Cy(z) = By(l —z) = 1.

’

2) Setze Cj(x) = (—
1

1
Weiter gilt fiir j = 1,2, .

Cilx) = (=1[B(1—2))' = (=1 Bj(l —a) = (-1)7'(j = 1)Bj1(1 — x)
(U = DCja(),
und
1 ol !
/ Cj(x) dx = (—1)3/ B;(1—=z)dx = (—1)]/ Bj(z) dz = 0.
0 0 0
Also erfiillt C;(z) die Definition der Bernoulli-Polynome, d.h., C;(z) = B;(z), j €
No.
3) Aus (a) und (b) folgt
Baj1(1) = (=1)7" By;s1(0) = —Byj41(0)
und ng+1(1) = B2j+1(0), also
Byj1(1) = By;11(0) = 0, J=12....
4) Aus (b) fOlgt B2j+1(%) = (—1)2j+132j+1( ) = —ng+1(%) und damit die Be-
hauptung. O
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Lemma 4.9. Das Bernoulli-Polynom Baj1(x) besitzt fir j € N im Intervall [0, 1]

genau die einfachen Nullstellen 0,1, %

Beweis. Wegen Satz 4.8 (c),(d) sind 0,1,5 Nullstellen von Bsjy;. Wir zeigen

mittels vollstandiger Induktion, dass Bs;1 in [0, 1] keine weitere Nullstelle hat.
Fir j = 1 folgt: Bs(z) = 2® — 22 + Sz hat genau die Nullstellen 0, 5, 1. Besitzt
nun By;; nur die einfachen Nullstellen 0, %, 1in [0, 1], so hat By, lokale Extrema
an diesen Stellen und nur je eine einfache Nullstelle in (0, %) und (%, 1). Also besitzt
Byjy3 nur 2 lokale Extrema in [0, 1] und wieder nur die Nullstellen 0, %, 1. O
Lemma 4.10. Fir die geraden Bernoulli-Polynome Bsyj, j € N, gilt fiir alle v €
(0,1)
Bayj(x) # Ba;(0) (= Ba;(1))

Beweis. Aus Lemma 4.9 folgt, dass By; fiir j > 1 in [0, 1] nur je eine einfache
Nullstelle in (0,%) und (3, 1) besitzt. Betrachte Byj(x) := By;(x) — By;(0). Dann
besitzt By;(x) die Nullstellen 0, 1. Hitte By, eine weitere Nullstelle in (0,1), dann
folgt aus dem Satz von Rolle, dass By;_; zwei Nullstellen in (0, 1) besitzt im Wi-

derspruch zu Lemma 4.9. O
Mit Hilfe der Bernoulli-Polynome folgt nun

Satz 4.11 (Euler-Maclaurinsche-Summenformel). Fiir f € C*™*1[0, n] st

[ s e = (ER 3 1)+ L - 2 ) - 00+ R,

mit dem Restglied

1 "
Ry, = — )| / B2m+1(x)f(2m+l)(l') dx
+JO

(2m+1
wober Ej : R — R die periodisch fortgesetzten Bernoulli-Polynome sind, d.h.
Bj(z) := Bj(x — |z]) mit |z] :=max{a € Z:a < z}.

Beweis. Wegen B;(0) = B;(1) ist B, fiir j > 2 eine stetige Funktion. Betrachte
nun zunichst m = 0. Die Funktion B ist stiickweise aus B;(r) = z — %+ zusam-

2
mengesetzt. Mittels partieller Integration folgt

/0 Bi(o)f(2)dx = / By(2)f'(x) dz = [By(2) f(x)]} / Bo(x)f () dz

1

= UM+ - [ f@)de
2
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Analog findet man fiir : =0,1,...,n—1
i+l 1
/ Bi(z)f'(z) dz = / By(x)f'(z +1) dx
i 0

i+1
- D+ - [ @) do
Daraus folgt

e [ B a= S e s - [ 16

" 1
d R
/0 f(x) de = 2 ) + Z f( n) +Ro.
(1)
Die Beziehung gilt also fiir m = 0. Das Restglied Ry, kann nun durch partielle
Integration weiter umgeformt werden,

bzw.

R = - [ B do = |- B @]+ [ Buore)

= ~22/0) ~ FO)] + R

Durch 2m-malige partielle Integration folgt dann schliefilich

[ ) de =)+ Ro = T() = Y- G ) = SV + Ry

j=1

Damit erhalten wir nun

Satz 4.12. Seim € N, f € C*""[A, B] und

T(h):=h (@+2Mﬂh)+@), ho= B;A
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mit n € N die zusammengesetzte Trapezregel. Dann qilt

INCLE

m—1

£ (B) — fE0 ()~

j=1
_ (B=A) By B*™
(2m)!

FE™(€)

mit einer von m und n abhdngigen Zwischenstelle & € (a,b).

Beweis. Sei g(x) := f(A+ xh), dann ist

| ot d:z:—/fA+a:h /f

und ¢ (z) = W7 fU(A + zh), j € Ny, sowie

L00)+ 3ot + 2o = LA 3

Jj=1 J

/f dx = h /g(x)dx

F(A+h)+ 57(B) = 1T(h).

'Mﬁ

1

w7 B e (B4 ()]
p2
1 n_
—————— | Bopi(z @m+d) (g dx}
2m+ 1! J, om+1() g (x)

h2m+1f(2m+1) (Aerh)

= 1) - Pl e () - e

~ (2))!
B m h2m 3
~ G B) = 1)
h2m+2 1 B — A
ST . B 1wy
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Fasst man die letzten beiden Glieder zusammen, finden wir durch partielle Inte-
gration

D= S - e
h2m+1 -
e / 2m 1 )ﬂm“Ww@
. _Bthm (2m—1)  eme) h2m B_ Jl'—A om)
e B) = eI e [ B () e )

Da By, (252) — B (0) nach Lemma 4.10 in (0, 1) keine Nullstellen hat, folgt nach
dem verallgemeinerten Mittelwertsatz

th B _ — A
I = <2—m>'/A Bon(—) = Bom (O () da
th B - — A
(B A)Bzm+2 1 om+1( n ) N
h2m B
= /OO (B A) B
wobei € € (A, B). -

Bei der Anwendung der zusammengesetzten Trapezregel ist der Fehler also beson-
ders klein, wenn f(A) = f(B) gilt. Insbesondere erhalten wir

Folgerung 4.13. Es sei f € C*™ A, B| periodisch mit der Periode B— A. Dann

qgilt
[ syt =1y - Bl o

fir ein & € (A, B).

Aus Satz 4.12 folgt, dass der Quadraturfehler der zusammengesetzten Trapezregel
T'(h) zur Maschenweite h = (B — A)/n eine Darstellung der Form

B
/)WQM—NM:%M+MM+W+%WwM4+mmM
A
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hat, wobei ag; = g;g’, [f%=D(B) — f@=D(A)]. Folglich gilt mit 0 < g < 1

/A f(x) dv — T(qh) = as(qh)® + as(gh)* + ... + am_a(qh)*™ > + O(h*™).

Withle nun die Linearkombination TM (k) := %Zzﬂh) aus T'(h) und T'(qh).
Dann folgt

/ ’ f(:z:) dz — TW(h)

) dx — T(qh))

) dz —T(h))

1—q
1

= W[@Q(Qh) + 044(qh) + .+ oo (qh)2m72 + O(hgm)]

q2

1 —
1

- 1 [(@a(gh)? — ¢*ash?) +(aa(gh)" — ¢*auh™) +

" [aoh? + auh® + ..+ agm_oh®™ 72 + O(h*™)]

-~

0

+(C¥2m72(q}b>2m_2 o q2042m72h2m_2) + O(th)]

Q (q4 - q2) (qu—Q B q2) m— m
41_7q2h4—|—...+042m,21_—q2h2 2+O(h2 )
\ J/ . ~~ e

=du=—q%ay i=G@2m—2

2(2L)

mit njio = q

Die neue Quadraturformel TW(h) verhilt sich bzgl. der Ordnung des Quadratur-
fehlers in h wesentlich giinstiger als T'(h). Speziell fir ¢ = 1/2 ergibt sich

Qojpo fiir 1 <j <m —2.

iy =TGR AT _ 4TGH -7 ()

Nach Berechnung von T'(%) ergibt sich

=~

N
—~
=
SN~—

|

~
—~
NS>
S~—
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Setze nun

1670 — T

T(Q)(h) : 15

Dann folgt fiir den Quadraturfehler
B
| @y -1 m)
A

= /AB fla)dr — % <§T(%) — %T(%)) + 11—5 (% T(g) - %T(h))

64 h2 20 R 1 64 h* 20 h 1
————— —p? 2 L o).
elEs 51 5 ) Gas Bt TOW)
1?(5 =35 +75)=0 b (—3+1)=0

Diese Idee lasst sich fortsetzen. Mit Ti(k) := T®) (L) ergibt sich die Bildungsvor-
schrift o) o)

o AT T
v 4k —1

Dieses Halbierungsverfahren wurde 1955 von Romberg vorgeschlagen.

Algorithmus:
Gegeben: f(BQ—jnAj) j=0,...,2™

B-A
2t

1. Fir¢=0,...,m setze h; := mit n; == 2%

2. Berechne

7= T(h) = {@ + nz_ FA+jh) + @}.

3. Fir k=1,...m setze

k=) _ (k1)

1) = g o T i=0,...m—k

Ausgabe: T\ ~ ff f(z)dx.
Das Romberg-Verfahren kann mit Hilfe eines Dreieckschemas berechnet werden.
Beispiel: m = 3.

T(ho) = T

T(h) =T1," 73"

T(hy) = T3 e e :

T(hs) = Ty" 1" 7 7



Bemerkung. Die Berechnung der Startwerte ldsst sich noch vereinfachen (siehe
Schritt 2 des Algorithmus)

h;

T = S (A +2f(A+hi) + ...+ 2f (B = hi) + f(B))
hi—q
= = [f(A)+2f(A+%l/zL)+...+2f(B—g/zL)+f(B)]
+ h[f(A+h)+ f(A+3h) +...+ f(B—h)]
] 9i—1
= aTi@l + hi ]Zl A+ (2] = Dhy).

Dadurch werden Funktionswerte nicht doppelt berechnet.

Satz 4.14. Bei gegebener Funktion [ € 02“2[14 B] sei 7™ eine durch das

2

Romberg-Verfahren berechnete Ndiherung fiir f 41 f(x)dx. Dann gilt

2k+3 (_1)k+1 BQk+2 (2k+2)
/ f(x)de —T;" = (B - A) k1) (k+20) (2k+2)!f (&)

mit einer von k und i abhdngigen Zwischenstelle & € (A, B).

Beweis. Jede Spalte des Romberg-Schemas entsteht durch Linearkombination der
Werte der vorangehenden Spalte. Damit sind die Werte Ti(k) schlieflich Linearkom-
binationen der ersten Spalte,

" i+k © () ik h12
T." = ZCU T'(h;) mit cij = 11
— l=i

Dies folgt durch vollstdndige Induktion aus

k=) _ (k1)

(&) (k1) i1

Wir betrachten das Polynom f(z) = 2" in Lagrange-Darstellung mit den Stiitz-
stellen h2, j =4,...,i+ k. Dann gilt nach Satz 1.6 fiir beliebige € R

itk

i+k  — h? .,
> A=Y 0Lk,
J=t I#]

108



Setzen wir x = 0, so folgt

i+k . -
cj.j?)h?r:{l fitr :;Om | (4.2)

j=i

Im Beweis von Satz 4.13 war

/B f(z)dz

h2k+2 A L T — A
= )+ Z Ckglhm ] +2)] / [Bagt2( ) — B2k+2(0)]f(2k+2) (z) dx
B .

+2

mit gewissen Konstanten as, ay . . . agp. Damit folgt

z+k i+k i+k
/ fa)de =" DT (hy) + Z an Y e h?
’L
—/—’ %/—/
(4 2) 1 T(k) (4:2) 0

1 B
_ k) K (2k+2)
Yt Gy [, K@ @
mit
i+k _ T — A
K(r):= 3" dbp2s [BQ,M( ) = Byra(0)].
j=i !

Man kann nun zeigen, dass K (z) in [A, B] sein Vorzeichen nicht dndert (siehe z.B.
Burlisch: Numerische Mathematik 6 (1964), S. 6 - 16.) Dann ergibt sich aus dem
Mittelwertsatz der Integralrechnung

[ s = S [k
A o (2k+2)! A

1 i+k

B mf(%“) (&) [~ (B — A) Bapyo ; Cgf)h§k+2]

da

/ Byl _,A) — Bapi2(0)dz = —(B — A)Bay+2(0).
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SchlieBlich gilt mit f(x) = !

i+k i+k 2 i+k

Zh2kz+1Hh2 +1‘[%_]12
= l#]

denn auf beiden Seiten stehen Polynome von Grad k41, die in den k+1 Stiitzstellen

hi, ..., h? 1, ibereinstimmen und den Hochstkoeffizienten 1 haben. Fiir x = 0 folgt
itk i+k B2 itk
2%+2 1 2
0= Z hy H h2 h2 + H h !
J=i #] J=i

——
g ~ (—D)k+1(B—A)2k+2

ctk) 2% 2 F D920 ¥R

und damit

o (B = A

1
(k) 2k+2
/f -1 = @kt 2) S E) (-1) oGy Dok

O

Folgerung 4.15. Bei gegebenem f € C[A, B] sei Ti(k) eine durch das Romberg-
Verfahren berechnete Niherung von ff f(z)dz. Dann gilt:

(i) Ist f € Myyq, so ist TV = ff f(x)dx
(i) Ist f € C*+2[A, B], so ist lim; o T\") = [{ f(x)dx

Beweis. Die Behauptung (i) folgt aus Satz 4.14 da f®*2)(¢) = 0. Aussage (ii)
folgt ebenfalls aus Satz 4.14, da

- aris (DM Bt Lokia) o
EEO(B —4A) 2+ (k+20) (2k + 2)] i (&) =0.

O

Beispiel: Wir wollen das Integral fol t5dt L — (.16666.. mit Hilfe des Romberg-
Verfahrens berechnen Mit hg =1,h = hg T und den Funktionswerten f(0) =
0, f(1) =1, f(3) = 55 f(3) = Tom f(é) _ o erhalten wir das Schema

4 1024 4 1024

(=]

T = T(1) = 0.500000
T =7(1/2) =0.265625 ::. T." =0.187500
T =7(1/4) =0.192383 ;. TV =0.167969 . T\* = 0.166667
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0 1
70 T(l):f()—gf( =5 =05,
1. 7)) f3) 1 1 17
70 72y = LW 2 - L= =21 09265625
i G =— 7 t61 "6 !
1. TG f&&) +f3) a7 244 197
70 72y — 2\ i o 2L L2 270 ).192383
2 (4) 2 + 4 128 4096 1024 ’
7O 70 17 5 3
7 7O 2L o 20 2 2 (1875
0 LT 64 64 16 ’
7 T<o>+T2(0) -7} _ 7 25 _ 43 = 0.167969
1 2 3 1024 1024 256 ’
T(l) _ T(l) 1
7 T L 0 2 ().166667.
0 1T 6
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