GLOBALE KONVERGENZ VON VERFAHREN ZUR

NICHTLINEAREN APPROXIMATICN

R. Schaback

This contribution discusses the global cecnvergence behavior of
jterative algorithms solving nonlinear approximation problems via
a sequence of linear approximation problems. Essentially there are
two sufficient conditions for global convergence:

1) The algorithm should have only critical points as accu-
mulation points.

2) The parametrization should imply that the parameters of

refined approximations have accumulation points.

For some important nonlinear families of approximating functions it
is proved that the above conditions hold, provided that the parametri=
zation is restricted to suitable subfamilies.

1. Einfihrung

Es sei A c IRk ein offener Parameterbereich, der durch eine Fré-
chet - differenzierbare Abbildung F : A+ G=F(R) « C(T) auf eine
(i.a. nicht lineare) Menge G im Raum C(T) der stetigen Funktionen
auf einem Kompaktum T abgebildet werde. Die Norm auf C(T) spielt in
dieser Arbeit keine besondere Rolle; dadurch wird die gleichzeitige

Behandlung von Ip=— und Tschebyscheff- Approximation mdglich.

Die Approximation einer gegebenen Funktion f € C(T) durch Funk-
tionen aus G = F(A) © C(T) soll durch das folgende, mit (1) bezeich-
nete Verfahren geschehen (Osborne-Watson [12], Cromme [6-9], Scha-
back [15], Braess [2], Hettich [10], Hoffmann [11]) :

START: Wdhle ag € A, eine Konstante K € (0,2] und setze i = O.

ITERATION: Gegeben seil ay € A, Es sei G; := Fé (:mk) der Tangential-
i

raum zu G = F(A) in F(ai) (als'Bild des :m? unter der
Fréchet - Ableitung Fé von F in ay € 1) .
i
Schritt 1: Man berechne bi.E E# als L¥sung des (im Falle K < ® Ie<
stringierten) linearen Approximationsproblems.

(2) || f- Fla,) - F} (b)|| = Minl Uber b € = mit ||b]] < K
i

¢



gchritt 2 : Man bestimme eine Schrittweite Ai > 0 mit

{3) dy0q 27 84 + kibi € A

(4) |l £=-Fla ) I =lHE - Flay) I
pies geschieht 1.a. durch niherungsweise LOsung der Minimierungsauf-
gabe

I| £ - F(ay + Aby) || = Min!
iber A 2 0 mit der Nebenbedingung (3).
Mit (3) kann dann die Iteration wiederholt werden. Die Erfiillbarkeit
von (4) folgt sofort aus (2) und der Differenzierbarkeit von F.

Im Gegensatz zu den oben angefiihrten Arbeiten zu verfahren dieses Typs
soll in dieser Arbeit das globale Konvergenzverhalten im Mittelpunkt

stehen. NaturgemdB8 spielt daher der fiir die lokale Konvergenz zentrale
Begriff der starken Eindeutigkeit keine so grofe Rolle. Es zeigt sich
vielmehr, dag die globalen Konvergenziiberlegungen aufspaltbar sind in

zwei grundverschiedene, aber einfach separat zu behandelnde Teile:

schritt A : Ista €Anicht kritisch, d. h. gibt es ein b€ RS mit

5) |l £-ra -y ll< Il £-F@ L

so kann a kein Hiufungspunkt einer durch das Verfahren erzeugten Folge
{a;} sein. )

Schritt B : Eine Folgé {ai} mit (4) besitzt Hiufungspunkte in A.

Der Schritt A besteht in einer lokalen Untersuchung des vorgelegten
Verfahrens, wihrend Schritt B eine globale Eigenschaft der gegebenen

Funktionenfamilie darstellt, die sich unabhdngig vom verwendeten Ver=

fahren in einer Reihe von Fédllen durch geeignete Parametrisierungen
erzwingen l&8t. Insofern benbtigt man keine globalen Eigenschaften des
zugrundeliegenden verfahrens, sondern lediglich eine geeignete Para-
metrisierung der gegebenen Funktionenfamilie, um globale Konvergenz

zu sichern.
Die Notwendigkeit der Einschrédnkung auf kritische Punkte und der
Schrittweitenoptimierung in Schritt 2 des Verfahrens zeigt

BEISPIEL 1 Es sel F: R+ E@ gegeben durch Fla) = (cos «,sin a)
und £ := (1+V3,0) sei zu approximieren.




gtatt des Sschrittes 2 des Verfahrens werde o 'aus

i+1
e ,
sin gyl F(ui} + Fu (Bi)

(rypq €08 %47 Ty i

mit oy - ai+1{ < 1 bestimmt. Die Iteration fiihrt bei Start nit

ey € (-w2, + W2), o * 0 =zum Iterationskadfig

+ w6, - W6, * W6, = WEreoor wobei filr jeden zweiten Schritt (4)
verletzt ist. -

pDies unterstreicht die Notwendigkeit, (4) durch geeignete Schritt-

weiten zu erzwingen.

Skizze 1 skizze 2

‘Approximiert man dagegen (vgl. Skizze 2} den Punkt £ = (0,0), s©O
fihrt der Start des Verfahrens flir jedes & € (kn/2, (k+1)-1/2) .k € Z;
zur quadratischen Konvergenz gegen die (stark eindeutige) lokal be-
ste Approximation k./2 + n/4. Der Start in den kritischen Punkten
&y = k«i/2 flihrt zu keiner Verbesserung, 4. h. das Verfahren ist glo-
bal konvergent gegen kritische Punkte (die, wie man sieht, nicht not-
wendig lokal beéte, geschweige denn global beste Approximationen

sind) .

2. Nicht-Konvergenz in nicht-kritischen Punkten

Der folgende Satz beinhaltet die Aussage des Schrittes A fiir das
Verfahren (1) :

SATZ 1. Es sei F stetig Fréchet - differenzierbar in einer Umgebung
U von a € A und es gelte (5). Dann existieren s,a,f'> X >0, 80
dag fiir alle

(6) b€ Kg(a) := (b« | || a-b|| < ¢} € U und

= {c € 'EF\ el < K}, 0 < K < ®

-
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0
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mit

(8) | £-F) - Fyle) || =min || £ - Fo) - F¥) I
Yy €

wmd fiir alle A € (7, stets

(9) b + A € A und
(10) || £ - F(b + Ac) || < £ - Fd)|l-¢.

Bei Start in Ka(a) l1iefert ein Schritt des verfahrens (1) also
mindestens eine Verbesserung um €, auch wenn die Schrittweite A
nicht optimal gewdhlt wird. Es ist ferner zu bemerken, daf die LO-
sungen c des Approximationsproblems (8) nicht notwendig eindeutig
zu sein oder von b stetig abzuhingen brauchen. Dies macht einen
einfachen Beweis des Satzes durch Stetigkeitsliberlegungen unmog-
iich.

" Beweis zu Satz 1: Aus (5) folgt die Existenz von Ca.E Ei und
61 > O mit :
- - ' 1 - -
| £ - Fa) - Fl(c,) l<lle - Fla)ll -6,
Es gibt dann ein §, € (0,2:K), so daB K (a) in A liegt und

o) := || £-F®) |- [£-F®) - Fl;){ca)liz 8. /2
auf K6 (a) gilt. AuBerdem sei 52 so klein, dag filir alle
5 ,
b € K6 (a), b + ¢ € K, (a) stets
2 °2
, i 51 ‘
| Fio + ¢) - F(b) - Fi(er ]l < g lic
[ §, 6 8 - L+
. s 2 1 2 L+ 2 - A - .+
1lt. = —_— - = — 4 e e
gilt. Flir $ 5 £ TeR A 5K A 5 CAE (A A) e 0,1

und eine Losung ¢, von (8) fiur b € Kgla) gilt damn (9) wegen

O

$
”b-l-lc-b-al|$6+ x+.||cb[]s '-23+ -2-%-1«::::52

wmd (10) wegen

|| £-F(b+ ) |l < le-Fm)|| A £-F®I| - || £-F®) *Fk'){cb)ﬂ)

# |F® +2g) - F) - Mple) |

<|l£-Fo)| -XN (l£E-F®@| - [I£-F® -ge)l)

$
1 +
e « A <+ K
5. & 5
2 & & %
1 SHf"F(b)n_ "_gx'-'i" + -Si 'TK' K.



Die Einschrénkung auf mi mit O < K < = ist nicht immer notwen-
dig:

SATZ 2+ Ist Fj umkehrbar, so gilt Satz 1 auch flir K = @ .

Beweis : Schrdnkt man die Umgebung U von a SO ein, daf
| Fl = Fy | < 1/2 HFéﬁ1|i-1 fir alle b € U gilt, so folgt
fiilr jede LOsung ¢ von (8) die Abschdtzung

a1 llell< 4 -l EyT e supll ) - £l =: K
beu
aus
o Nl Ey - Umgted
<l F7 I I EY o) - B fep) * P} (cp) |

< 172 oyl + IF(ep) + F(B) = £ % £ - re) |- 1Ey
<172 legll + 21l B = £ll- T Ey I

Das Verfahren 1suft also exakt so ab, als hdtte man die Konstante
K aus (11) von vornherein fixiert. Damit ist der Beweis von Satz
1 {libertragbar.

Satz 2 verdeutlicht, daB8 die Umkehrbarkeit von F; ebenso wie
die lokale starke Eindeutigkeit der zu berechnenden Approximation
nur fiir die lokalen (Cromme [6]), nicht aber fiir die globalen Kon-

vergenzaussagen wichtig ist.

3. Globale Konvergenzaussagen.

Der oben angedeutete Schritt B zum Beweis globaler Konvergenzeigen-
schaften kann ohne jeden Bezug zu irgendeinem numerischen Verfahren

axiomatisch formuliert werden:

DEFINITION : Eine parameterabbildung F : A » C(T) heiBt invers-
‘ kompakt beziiglich - f € C(T), wenn jede Folﬂg'{ai}c:A mit (4)

mindestens einen Héufungspunkt in A hat.

Dann erhilt man zur globalen Konvergenz den einfachen

SATZ 3. Es sei F : A~ C(T) eine Parameterabbildung auf einer

offenen Menge A © :EF und V : A » A beschreibe ein Iterationsver-

fahren

(12) i= Viay_4) = via), a, € A

ay

Unter den Voraussetzunden

(13) F ist invers—.kompakt beziiglich £ € C(T)

i/




(14) | £ - F(v(a))|] <]l £ - F(a)|| fir alle a € A
k ritischer Punkt
(15) Ist F(a) nicht

lokal beste PDDrOhiWatlon zu £,

so ist a nicht Haufungsounkt einer Folg_ {a } o Amit (12)

folgt dann fir Jjedes a, € A die Existenz eines Haulunqsmunktes

a € A der Folge (12),

kritischer Punkt _

und F(a) ist zu f.
1okal beste Approximation :

Beweis : Aus (14) folgt (4) fiir die Folge (12). Nach (13) muB (12)

mindestens einen Hiufungspunkt in A haben, .der nach (15) die Be-

hauptung des Satzes erfiillt.

Wie immer muB auch hier eine durch geeignete Axiomatisierung her-
beigefilhrte Vereinfachung der Beweisfithrung erkauft werden durch den
erschwerten Nachweis des Erfillltseins der Axiome. Zur Illustration
dient das.

BEISPIEL 2. Es sei G eine Funktionenklasse in C(T), T = [a,b] € R,

und f sei eine Funktion aus C(T) mit einer "Minimalfolge" {g;} = G,

ate  |lggeq - £l < gy - £l und
lim || g - £ll = inf!lg - £]
i geG

erfiillt, wobei {g; } nicht gleichmifig in T, sondern nur gleichmdBig
auf kompakten Tﬂllmengen von (a,b) gegen eine Grenzfunktion g € G
konvergiert. Diese Situation ist typisch fir Ausartungsfdlle beil
rationalen Funktionen, Exponentialsummen oder allgemeineren Y= Poly-
nomen. Gibe es eine invers- kompakte glcbale Parametrisierung

F: A~ G=F(A) mit A c:;mF und g; = F(a ) sowie g = F(a) und

a; » a fir 1 » «, so wdre F nicht stetlg in der Normtopologie und

a fortiori nicht stetig Fréchet - differenzierbar. Will man groBt-
m8gliche Allgemeinheit erzielen, so hat man also zwischen inverser
Kompaktheit und Stetigkeit von F zu wihlen. Da beide Eigenschaften
fiir numerische Zwecke nicht wesentlich abgeschwdcht werden konnen,
hat man durch einschrinkende Zusatzstrategien Auswertungen der cbri-
gen Form auszuschalten. Dies wird unten in einigen wichtigen Spezial-

fillen geschehen.

Bemerkungen: 1) Es ist zu hoffen, daf die Anwendung des Newton-

—Verfahrens in der von Hettich [10] vorgeschlagenen Form wegen der
zusitzlichen Informationen zwelter Ordnung es erlauben wird, Satz
3 in der fiur lokal beste Approximationen gitltigen verschdrften Form

anzuwenden.

¢



" pazu ist der Nachweis der Verschirfung von (15) durchzufihren.

2) Viele Existenzbeweise fllr beste Approximationen benutzen Schlis-
se, die &hnlich dem im Begriff der inversen Kompaktheit verwende-
ten ist. Ein wesentlicher Unterschied liegt aber darin, daB die
Grenzfunktion Bild eines parameters aus der offenen Parametermenge
sein muf. Wie im Beispiel 2 schon angedeutet wurde, ist dies i. a.

nicht ohne 7usatzaufwand erreichbar.

4. Rationale Approximation

Bereits in diesem relativ einfachen Fall k&nnen Unannehmlichkeiten
analog zum Beispiel 2 auftreten. Diese lassen sich allerdings ver-
meiden, wenn man wie bei Werner [16] (vgl. auch Collatz [5]) das
Wwalsh - Diagramm bester Approximationen fir wachsenden Zihler- bzw.
Nennergrad 1 bzw. I schrittweise aufbaut. Ist etwa fir 1, r =1
eine beste Approximation 91,r in der Klasse Rl,r der rationalen
Funktionen mit ZZhlergrad 1 und Nennergrad r (mit in T positivem
Nenner) zu bestimmen, so kann man (vgl. [16]1) davon ausgehen, daB
gy p - £l < ey g = €1 ot

Startet man mit der {liblichen Parametrisierung F das Verfahren (1)

mit der in Rl.r eingebetteten Approximation gy_q -1 = F(ao), die

in Rl,r nicht kritisch sein kann, so hat man nach einem Schritt
- einen Gewinn € > O und das Verfahren lduft auf der offenen Menge
A der Parameter a mit || £ = F(a)|| < [[F(a,) - £]l - €/2 ab. Nach den

schon von Werner [16] gezogenen Schliissen ist die so eingeschrdnkte
Parametrisierung invers —kompakt und stetig Fréchet - differenzier-
bar. AuBerdem ist die beste Approximation stark eindeutig (Cheney
[4], Schaback [14]) und die Fréchet- Ableitungen sind umkehrbar. So-
mit liefern Satz 2,3 und die Resultate von Cromme [6] den

SATZ 4. Bei der schrittweisen Durchrechnung des Walsh - Diagramms

analog zu Werner [16] ist in allen zu bearbeitenden Fdllen das Ver-

fahren (1) global quadratisch konvergent; es kann K = < und fast

immer A, = 1 gesetzt werden.

i

5. Positive Exponentialsummen

Parametrisiert man die Menge E; der positiven Exponentialsummen in

der {iblichen Weise, so kann man v8llig analog zum rationalen Fall

schrittweise die besten Approximationen in ET, E;, ... berechnen:



START: Gilt £(t) = - ||£|| fir ein t € T, so ist 0 die beste Approxi-

mation in allen E;. Andernfalls beginne man den Algorithmus (1) in
+

B

mit der Funktion g, = 1/2 - (Il £ 1] + min £(t)).
teT

ITERATION: In E; fir n > 1 beginne man den Algorithmus (1) auf der

in {iblicher Weise eingebetteten Optimalldsung Ih-1 aus E;_1, so-

- f negativ ist an den duBeren von 2n-1 aufeinanderfol-

fern g, _4
genden Alternationspunkten. Andernfalls ist g _, bereits beste .
Approximation zu f fir alle N > n und das Verfahren kann abge-
brochen werden. Hat die Alternante von g, _, eine Linge = 2nt1, sO
kann g, = 9,4 gesetzt und ohne Rechnung der nichste Schritt durch-

gefiilhrt werden.

Man erhilt dann den

saATZ 5. Fir jeden schritt ist das Verfahren (1) global quadratisch

konvergent und es kann K = « sowie fast immer Ai = 1 gesetzt werden.

Beweis: durch Verifikation der Voraussetzungen der S&tze 2 und 3 mit
Standardschliissen cer Exponentialapproximaticn, wobei zu bemerken .
ist, daf der Algorithmus bereits nach einem Schritt in E; \ E;#1
arbeitet. Die starke Eindeutigkeit nicht ausgearteter Approxima-
tionen aus E; folgt aus [14], womit wieder die Resultate von [6] an-

wendbar wexden.

6. Allgemeine Exponentialsummen

Mit der Funktion

' 1x| |x] <1 1
172 (1 + x) x| < 1
und reellen A1,..., Ak’ CNRERY: ay sei das lineare Differential-
gleichungssystem
gi = kiui + Usq (1< i = 3), Uppq 37 0
i-1
ui(O) = a4 jE1(1+¢(lj)) (1< i < k)
vorgegeben. Mit Induktion folgt daraus
k k-3 t '
u, (x) = jE—i u, (0) by uj,...,xk) et®  (1<isXk).



auf der Menge

A= {(agse-er g Dyrecer b )| - 1<by £by £...sby < 1)
wird nun folgendermafen eine Parametrisierung der verallgemeiner-
ten Exponentialsummen kcnstruiert: (bo = ~1, bn+1 := +1)

Fir 1,k mit -1 = by_4 <by € .. €h <Bh =1, 1<1l<ksn

. L 2 .
bilde man 7\]._ := by / (1 bi) (L<i <k)

und setze

k j=1 k-3 . - b
F(aaq eeor o1 Dgreces b) :=L a. I (1+¢(x))) A (Aojees ) e
1! ! n’ 1 n j:i i=1 1 t J .,'_Ak

= ul(x)

o
Aqu={(a1'lll' an; b1'l..' bn)|—1<b1£.|9sbn<1}
ist F stetig differenzierbar. Nach Standardschliissen der EXponen~

tialapproximation folgt aus

| Fa)]| € XK, @ = (aqreess @ Dyreees BIE R

(d. h. [|u1(x)|lé K) die Existenz einer von a unabhingigen Konstan-—
ten K* mit
lu.fj) (0) | R* 0 £3< n-1, XK¥ 2 K.
- (3) (3+1 j
Mit |ui-:lj-‘i ©)] = | uy’ )(0)|+[kiI-|u£3)(O)l
folgt per Induktion
i-1 |
| ui(o)[ s I (1+ |J\jl) . K*
j=1
i-1
< 1 (1+¢ (A,)) K*
j=1 )

und somit
laj| < K* (1< 41 <n).

Dies ermdglicht

SATZ 6. Der Algorithmus erzeugt bei Start in i eine Folge, die ent-
weder '

- . . . e [
a) eine Folge erzeugt, die einen Hiufungspunkt a € A hat,

der dann notwendig kritischer Punkt zu f ist
oder b) nur Hiaufungspunkte in (A\ ) n [-k,k]1" x [-1,+1]n

fiir X > O hat (d. h. ausgeartete Approximationen. gind
Limiten).




i
Der Beweis ist eine einfache Kombination des Satzes 1 mit dex

Kompaktheit von A N [-x, x1" x [-1, +11" und der Tatsache, daB8
die Parameter der erzeugten Folge nach der obigen Uberlegung

in solch einem Kompaktum liegen.

) Satz 6 kann naturgemipB nicht als befriedigende Ldsung der numeri
schen Approximation durch Exponentialsummen angesehen werden, denn
nur in recht einschrdnkenden Fdllen sind kritische Punkte bei Ex-
ponentialsummen auch (eventuell nur lokal) beste Approximationen.
Andererseits ist allein aus Informationen lber F, kein Verfahren
denkbar , das bei Start in einen kritischen Punkt diesen verlassen
wilrde. Dazu wiren Informationen "zweiter Ordnung” ndtig (Hettich
{101). Andererseits besteht Hoffnung (Braess [2]), durch sinnvolle
Untergliederung der Exponentialsummen und schrittweise Durchrech-
nung wie in den beiden vorhergehenden Abschnitten s&mtliche kri-
tischen Punkte und damit alle lokal und global besten Approxima-

tionen systematisch zu berechnen.

7. Rationale Splinefunktionen

Die vom Verfasser, H. Werner und D. Braess (3, 13, 15, 17] unter-
suchten rationalen Splinefunktionen lassen sich parametrisieren

auf der Menge

A= Rx (_—1,+1)n+2 x Rc mn+4'
indem zunichst mit
F1:£+A=3Rx(0w)“+2 R,
; B
A N . LEM 1+M 4
F (§' I M A M )= (y f_-_#'.o-"_'_d"_- 4 )
1 o O n+1 0 1HMO 1_Mn+1 n+1

Fal
die Menge A stetig differenzierbar auf die in [15] verwendete Pa-
rametermenge abgebildet wird. Man erhdlt lber die zusammengesetzte
Parametrisierung F den mit den in [15] geschilderten numerischen

Erfahrungen ilibereinstimmenden

SATZ 7: Der Algorithmus erzeugt bei Start in A eine Folge, die ent-

weder

P _
a) gegen eine beste Approximation F(a), a € A, 2u f konver-

giert oder

b) nur Hiufungspunkte auf dem Rand von A hat.




zum Beweis ist nur zu bemerken, daf aus den Argumenten in [15]
folgt, daf jeder kritische Punkt F(a) mit a € A bereits beste
Approximation ist.

L

Bei den iiblichen Spline - Funktionen mit freien Xnoten sind noch
unglinstigere Resultate zu erwarten als bei den Exponentialsummen.
Eine genauere Untersuchung steht noch aus; die bisher durchge-
fiihrten numerischen Experimente zeigen stets globale Konvergenz

gegen kritische Punkte.
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