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Zusammenfassung

Bekanntlich war der princeps mathematicorum ein hervorragender Zahlen-
rechner [6], wenn er sich auch mehrfach iiber den todten mechanischen Calciil'
beklagte. Aber diejenigen, die wir ki c h rechnen, finden doch leicht selbst,
was zu ihrem Frieden dient®, und so hat GauBl immer wieder die von ihm
bendtigten numerischen Methoden kurzerhand selbst entwickelt. Sie umfassen
praktisch das gesamte Gebiet der heutigen Numerischen Mathematik, sofern
man die durch Computer moglich gewordenen Verfahren ausklammert. Be-
sondere Schwerpunkte sind natiirlich das Gaufische Eliminationsverfahren, die
Iterationsmethoden nach Gaufi—Seidel und Gaufi—-Jacobi, das Gaufi—Newton—
Verfahren, Gaufische Interpolation und Integration, sowie auch das heute als
schnelle Fourier—Transformation bezeichnete Verfahren. Der vorliegende Auf-
satz ist die iiberarbeitete schriftliche Fassung® eines Vortrags, der 1977 in
Géttingen gehalten und im gleichen Jahr publiziert worden ist [59]. Ein eben-
falls 1977 gehaltener Vortrag von H. Heinrich [42] und dessen zugehérige Pu-
blikationen [43], [44] setzen etwas andere Schwerpunkte und bilden eine le-
senswerte Ergénzung zu dem vorliegenden Aufsatz.

Summary. This paper reviews and summarizes the contributions to nu-
merical mathematics and numerical algorithms by Carl Friedrich Gauss. They
include the solution of linear equations by elimination, numerical integration,
interpolation, iteration, and what is today called the Fast Fourier Transform
(FFT).

1 Einfiihrung

Genaugenommen zwingt das obige Thema dazu, den Begriff Numerische Mathematik zu
definieren. Zu Gaufy’ Zeiten gab es gliicklicherweise noch keine scharfen Unterteilungen
der Mathematik, und auch jetzt ist es wenig sinnvoll, Teilgebiete der Mathematik zu
streng voneinander abzugrenzen. Um diesen Schwierigkeiten aus dem Weg zu gehen, be-
faflt sich daher dieser Beitrag mit den von Gaufl verwendeten mathematischen Methoden
zur zahlenméifigen Losung mathematisch formulierter Probleme. Um zu belegen, dass die
Gauflschen Beitrige fast das gesamte heutige Grundwissen an Numerischer Mathematik
beriihrt, wird im folgenden exemplarisch das Lehrbuch [60] herangezogen, wobei allerdings
jeder andere Standardtext genau so gut geeignet wiére.

1 Brief an Olbers, 3.9.1805 (Briefwechsel GauB-Olbers, Band 1, S. 268)
2 Brief an Schumacher, 10.10.1835, nach [6], S. 9 (Briefwechsel GauB-Schumacher, Band 2, S. 422)
3 unter Mithilfe von S. Krimer bei der fritheren und von A. Wittmann bei der jetzigen Version
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Mathematische Methoden zur zahlenméfiigen Losung mathematisch formulierter Pro-
bleme finden sich iiberall in den Gaufl’schen Werken, etwa in seinem astronomischen
Hauptwerk, der Theoria motus corporum coelestium in sectionibus conicis solem ambienti-
um® [37], 1809, [30, S. 1-288], in den Beitrigen zur Theorie der algebraischen Gleichungen
([23], 1850, [26, S. 71-103]) und vielen anderen mehr. In diversen Arbeiten, die eigentlich
beispielsweise der Astronomie oder der Geodésie zuzurechnen sind, bleibt bei Streichung
der astronomischen oder geoditischen Dinge ein erheblicher Teil numerischer Mathema-
tik im obigen Sinne {ibrig. Umgekehrt zeigt sich so die starke Anwendungsbezogenheit der
GaufBschen Beitrige zur numerischen Mathematik, wie im folgenden noch auszufiihren sein
wird.

2 Rechenhilfsmittel

Im Rahmen dieser engen Verbindung von Anwendungswissenschaften und Mathematik
fallt bei Gaufl besonders auf, dass seine Arbeiten in vielen Fillen den kompletten Weg von
der Anwendung iiber die theoretische Mathematik zu numerischen Methoden und sogar
bis hin zu konkreten Rechenvorschriften enthalten. Beispiele dafiir finden sich in fast allen
unten zitierten Arbeiten. Heutzutage wiirde man sagen, dass Gauf} in seinen Publikationen
bis auf die Programmierungsebene hinabsteigt:

... 80 wird man doch ... der Zusammenstellung der gebrauchfertigen Vorschrif-
ten ein paar Seiten gern eingerdumt sehen.’

Die Vorschriften von Gaufl beziehen sich auf die Anwendung der damals vorhandenen
Rechenhilfsmittel [57], d. h. auf den Gebrauch von Tafeln aller Art. Zur Vereinfachung des
Rechnens mit Logarithmentafeln hat Gaufl 1812 eine spéter viel beniitzte Tafel publiziert
[14],[26, S. 244-246], die zur Berechnung des log(a + b) aus loga und logd diente. Eine
solche Tafel war schon von Leonelli 1806 in Kurzform angegeben [50] und von Gauf} 1808
rezensiert worden [11], [31, S.121-127]. Die weite Verbreitung dieser Tafel geht aus Gaufy’
Brief an Wolfgang Bolyai vom 6.3.1832 hervor:

Meine kleinen Logarithmentafeln gab ich zuerst in Zach’s Monatlicher Cor-
respondenz 1812; sie sind aber seitdem in fast unzdhligen Biichern wieder
abgedruckt; am leichtesten kannst du sie dir wohl verschaffen in Pasquich:
Tabulae logarithmico-trigonometricae 1817, oder in Lalande: Logarithmisch-
trigonometrische Tafeln, herausgegeben von Dr. Kéhler (oder in dhnlichen von
Westphal oder Mollweide etc. etc.) ©

Obendrein hat Gau8 mehrere Dutzend Spezialtafeln (z. B. fiir astronomische oder geodéti-
sche Aufgaben) konstruiert, die in seinen Werken verstreut sind und hier nicht alle auf-
gezdhlt werden konnen und sollen. Eine auch nicht komplette, aber ausfiihrlichere Dar-
stellung Gaufl’scher Tafelwerke findet sich in der Abhandlung Gauf§ als Zahlenrechner von
A. Galle [6, S. 16-17]. Von 1802 bis 1851 hat Gaufl ferner mindestens zehn weitere Tafel-
werke rezensiert [26, S. 241-264]. SchlieBlich findet sich im Jahre 1834 sogar eine positive
Rezension einer Rechenmaschine:

Herr Schiereck hat mir ein Modell einer Rechenmaschine gezeigt, welche er
zur Ausfithrung der arithmetischen Operationen erfunden hat. Ich bezeuge mit

4 Theorie der Bewegungen der Himmelskérper, die in Kegelschnitten die Sonne umlaufen
5 [23], 1850, [26], S. 86
6 [39, S. 113]
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Vergniigen, daf$ diese Maschine den beabsichtigten Zweck sehr leicht erreicht,

und daf8 dieses nach den Verbesserungen, welche der Erfinder an ihr zu ma-

chen beabsichtigt, noch mehr der Fall sein wird. Diese sinnreiche Erfindung ist

umso schitzbarer, weil diese Maschine mit geringen Kosten hergestellt werden

kann. 7

Insgesamt kann man darauf schlieflen, dass Gauf} {iber die Rechenhilfsmittel seiner Zeit
sehr umfassend informiert war und obendrein selbst neue Rechenhilfsmittel konstruierte. In
der heutigen Zeit wiirde das bedeuten, dass er den Computermarkt kennen und obendrein
in einem kleinen Teil seiner Arbeitszeit auch Informatik treiben wiirde. Genauso wie man
heute einen Computer als Benutzer im wesentlichen nach seiner einfachen Handhabung und
flexiblen Einsetzbarkeit beurteilt, hat Gaufl die Rechenhilfsmittel seiner Zeit im Prinzip
denselben Kriterien unterworfen:

3

Wer nur von Zeit zu Zeit einmal veranlasst wird, einige Logarithmen in den
Tafeln aufzusuchen, verlangt von Ihnen hauptsichlich nur mdglich grésste
Correctheit. Allein fiir andere, denen die Tafeln ein tagliches Arbeitsgerdth
sind, bleiben auch die geringfiigigsten Umstdnde, die auf die Bequemlichkeit
des Gebrauchs Einfluss haben kinnen, nicht mehr gleichgiltig. Farbe, Stirke
und Schonheit des Papiers; Format; Grosse, Schirfe und gefilliger Schnitt
der Typen; Beschaffenheit der Druckerschwirze; Anordnung der Zahlen, um
das was man sucht ohne Ermidung des Auges schnell und sicher zu finden;
Vorhandensein von allem, was man braucht, aber auch Abwesenheit von al-
lem, was man nicht brauchen mag, und was sonst die leichte Uebersicht nur
storen wiirde, alle diese Umstdnde erhalten eine gewisse Wichtigkeit bei etnem
Geschifte, welches man taglich hundert mal wiederholt. 8

Fehlertheorie

Aber auch die mdglich grisste Correctheit hat Gaufl von allen Logarithmentafeln verlangt.
Das erkennt man an seiner Rezension [26], 1851, des 1840 von Vega und Hiilsse neu her-
ausgegebenen Thesaurus Logarithmorum [63]. Der Autor dieses Werkes hatte jedem, der
einen Fehler im Tafelwerk findet, einen Dukaten versprochen. Wenn Vega dieses Verspre-
chen eingehalten hitte,

. 80 hdtte es thm leicht gehen mdgen, wie dem Kénig Shiram, dessen Korn-
kammern nicht ausreichten, dem Erfinder des Schachspiels die ihm zugesagte
Belohnung zu gewdhren.

Daj$ die von Vega ausgebotene Belohnung ... ihm theuer zu stehen kommen
konnte, ldsst sich schon, ohne alles Nachrechnen, aus einem Umstande erken-
nen, der leicht zu bestdtigen, jedoch meines Wissens anderweit noch nirgends
zur Sprache gebracht ist. Dieser Umstand besteht darin, daf$ in der Tafel fiir
die Logarithmen der trigonometrischen Griossen die Zahlen der Sinuscolumne
fast ohne Ausnahme der Summe der Zahlen der Cosinuscolumne und der Tan-
gentencolumne genau gleich sind. Da alle diese Zahlen nur abgekiirzte Werthe
der irrationalen genauen Gréssen sind, so ist klar, dafi bei streng richtiger
Abkiirzung jene Gleichheit nicht Statt finden wird, in allen den Fdllen, wo die
Abweichungen von den genauen Werthen in der zweiten und dritten Columne

7 [22][32, Teil I, S. 6] (zu Schiereck vgl. Folkerts, Mitt. GauB-Ges. 43 (2006) S. 9-29)
8 [26, S. 253], 1828
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gleiche Zeichen haben, und ihre Summe mehr als eine halbe Finheit der letzten
Decimale betrigt.”

Es spricht fiir Gau3’ groes Gefiihl fiir Fehlereinfliisse, dass er bemerkt, dass die Glei-
chung
log sin z = log cos x + log tan x,
die wegen
sinx = cosx - tanx

fiir alle positiven Werte der vorkommenden Funktionen gilt, in einem Tafelwerk unméglich
fiir alle Werte korrekt sein kann, was auch dem heutigen Leser auf den ersten Blick paradox
erscheinen mag. Er stellt dazu fest, dass die beiden im obigen Zitat genannten Fille bei
der Rundung jeweils die Wahrscheinlichkeit % haben; da beide Fille gleichzeitig eintreten
miissen, um eine Abweichung in der Tafel hervorzurufen, wird also etwa ein Viertel der
Tafelwerte die obige Gleichung nicht exakt erfiillen. Daraus schliefit Gaufl auf schiatzungs-
weise 5670 Fehler im Vega’schen Tafelwerk. Durch zusitzliche Uberlegungen steigert er
schliefflich die geschétzte Fehlerzahl auf 47 746.

Nicht nur im obigen Beispiel féllt auf, dass Gau3’ Augenmerk sich stark auf die Fehler
numerischer Rechnungen richtet. So ist beispielsweise seine Methode der kleinsten Quadra-
te entstanden aus dem Wunsch, eine moglichst gute Ausgleichung fehlerhafter Messungen
zu erhalten. Auch seine Beitréige zur Interpolation und zur numerischen Integration gehen,
wie unten noch zu zeigen sein wird, von Fehlerbetrachtungen aus.

In seinem oben schon zitierten astronomischen Hauptwerk Theoria motus... [37], 1809,
[30, S. 1-288] gibt GauB ferner eine eingehende Darstellung der Fehlerfortpflanzung:

Dahin gehért im ersten Abschnitte eine Digression iiber den Grad der Genau-
igkeit, den man im numerischen Calcul bei dem Gebrauche von Tafeln aller
Art zu erreichen wm Stande ist ... 1°

Das von Gaufl benutzte Fehlerfortpflanzungsgesetz [60, S. 12] ist eine einfache Anwendung

des Mittelwertsatzes. Ist etwa F': R™ — IR™ eine stetig differenzierbare Abbildung, die an
einem durch eine Stérung Az verfilschten z € R™ ausgewertet werden soll, so hat man

F(z+ Az) — F(z) = grad F|¢ Az (1)

wo & eine Zwischenstelle auf der Strecke von x nach z + Ax bezeichnet. Diese Beziehung
zeigt, dass der Eingangsfehler Ax sich mit der Ableitung von F multipliziert, um den
Ausgangsfehler zu ergeben. Nach diesem Prinzip untersucht Gau8 in der Theoria motus...
eine Anzahl astronomischer Formeln [37, S. 40-45], 1809 auf den

gradum praecisionis, quam tabulae vulgares ... permittunt ... 11

um fiir verschiedene Fille verschiedene Formeln empfehlen zu kénnen. Gaufl war also
durchaus vertraut mit Dingen, die man heute als numerische Stabilitdt oder Gutartigkeit
von Algorithmen bezeichnet.

4 Lineare Gleichungssysteme

Ebenfalls in der Theoria motus... [37], 1809, [30, S. 236f.] gibt Gauf} eine erste schriftliche
Darstellung seiner Methode der kleinsten Quadrate, in der die Aufgabe, eine Reihe von

9 26, S. 259], 1851
10 129, S. 53-60], 1809
11 [37], 1809, [30, S. 40],“... den Grad der Genauigkeit, den die iiblichen Tafeln erlauben...”
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MeBwerten auszugleichen, durch Aufstellung des GauBschen Normalgleichungssystems [60,
S. 68,209] gelost wird; mit Gau’ Worten ist dies ein

Principium ..., quod determinatio incognitarum numerica ad algorithmum ex-
peditissimum reducitur ... ... unde harum valores per eliminationem vulgarem
elicientur. 2

Der Vortrag [43] von H. Heinrich behandelt die Ausgleichsrechnung detaillierter und bertick-
sichtigt auch den Fall des Vorliegens linearer Nebenbedingungen. In diesem Beitrag soll nur
auf die numerischen Aspekte der Methode der kleinsten Quadrate eingegangen werden,
und da ist in erster Linie das Gauf}’sche Eliminationsverfahren [60, S.27-44] zu nennen.

Dies findet sich andeutungsweise schon in der Theorie motus... [37], 1809, [30, S. 252]
und spéter genauer in der Disquisitio de elementis ellipticis Palladis ex oppositionibus
annorum 1803, 1804, 1805, 1807, 1808, 1809*3 [12], 1810, [29, S. 61-64] sowie schlieBlich im
Supplementum [21], 1828, [27, S. 55-93] der Theoria combinationis observationum erroribus
minimis obnoziae'* [19], 1823.

Dieses Verfahren besteht darin, ein gegebenes Gleichungssystem

a11%1 + @122 + @133 + -+ + Q1 T = b1

a21 %1 + G22T2 + @233 + - - + G2n Tn = b2 @)

@311 + a32T2 + a33T3 + - + a3n Tn = b3

An1T1 + An2T2 + An3T3 + -+ + AnnTn = bn

mit einer nichtsinguliiren Koeffizientenmatrix (detA # 0) auf eine einfachere Gestalt zu
bringen. Zun&chst wird durch Vertauschen von Gleichungen oder Unbekannten erreicht,
dass ai1 # 0 gilt bzw. a11 maximalen Betrag hat unter den Elementen der ersten Spalte
(Teilpivotisierung) oder den Elementen der gesamten Matrix (Totalpivotisierung). Danach
wird von der zweiten Gleichung das %—fache der ersten Gleichung subtrahiert, danach von
der dritten Gleichung das Zi -fache der ersten Gleichung u.s.w.. Dadurch verschwinden
die Koeffizienten von x; in der 2-ten bis n-ten Gleichung und man erhilt das transformierte

Gleichungssystem

1121 + @12 T2 +a13 3 + - + A1 T = b1
+alws +alzs + -+ al))z, = b5

+af)zs + o ws + - + af) v =0

Danach verfihrt man analog mit der 2-ten bis n-ten Gleichung die ja nur noch n—1 Unbe-
kannte enthalten, u.s. w.. Das schliefflich resultierende Gleichungssystem hat Dreiecksform,
was zur einfachen Auflésbarkeit nach z,, zn—1,..., 21 fithrt:

Herr Prof. GAUSS hat diese [Eliminations-] Arbeit sehr bedeutend abgekiirzt;
den obgleich er die Auflésung auch auf so viele linedre Gleichungen, als un-
bekannte Grdssen sind, zuriickfihrt, so sind diese Gleichungen so beschaffen,

12 [37], 1809, [30, S. 246], ... Prinzip ..., das die numerische Berechnung der Unbekannten auf einen
allerleichtesten Algorithmus reduziert... wodurch ihre Werte sich durch gewohnliche Elimination
ergeben.

13 Abhandlung (von der Berechnung) der elliptischen (Bahn-) Elemente der Pallas aus den Oppo-
sitionen der Jahre ...

14 Theorie der Kombination von Beobachtungen, die minimalen Fehlern unterworfen sind
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daf8 nur die erste alle unbekannten Grissen enthilt, aber die zweite von p [z1],
die dritte von p und q [z2], die vierte von p, ¢ und r [x3] frei ist u. s. w., daher
die Bestimmung der unbekannten Grissen in der umgekehrten Ordnung nur
noch wenige Miihe macht.*®

In den beiden genannten Arbeiten [13] und [21][27, 55-93] gibt GauBl ganz préizise
Vorschriften zur numerischen Rechnung formelméfig an. Obendrein erkennt er, dass fiir
eine positiv definite symmetrische Koeffizientenmatrix

... facile demonstratur divisores ... necessario positivos evadere debere ... *°

so dass sich die Pivotisierung eriibrigt.

Dieses Verfahren ist noch heute eine Standardmethode zur Losung linearer Gleichungs-
systeme. Ferner steht es nach wie vor im Mittelpunkt einer speziellen Forschungsrichtung
der numerischen Mathematik; einerseits wird das Stabilitdtsverhalten des Verfahrens un-
tersucht (u.a. Wilkinson seit 1961, [66]), andererseits interessiert die Frage, ob der Algo-
rithmus optimal ist beziiglich der Anzahl der Rechenoperationen. Durch eine Modifikation
des Gauf’schen Algorithmus konnte die letztere Frage negativ entschieden werden; von
V. Strassen wurde 1969 bewiesen [62], dass statt der etwa %3 Operationen des Gaufl’schen
Algorithmus eine Modifikation mit etwa n'°82 7 = n2-897- mgglich ist. Bis heute ist die Fra-
ge nach der in diesem Sinne optimalen Auflésung linearer Gleichungssysteme ungeklért.
Bisher liegt der Rekord bei O(n**"*7) durch Virginia Williams [68], 2012.

Neben dieser direkten Auflésungsmethode fiir lineare Gleichungssysteme hat Gauf
auch die Grundlage fiir die iterativen Methoden

. . 1
. methodum quam indirectam vocant ..."

gelegt. Leider gibt es keine direkte mathematische Verdffentlichung seiner Gedanken zu
diesem Thema; wir sind in dieser Frage auf einen unten zitierten Brief [40] an Gerling vom
26.12.1823 sowie die Festschrift von Richard Dedekind: Gaufl in seiner Vorlesung iber die
Methode der kleinsten Quadrate [3], 1901 angewiesen. Das von Gauf} verwendete iterative
Verfahren, das von Seidel [61] 1873 wiederentdeckt wurde und heute als Einzelschrittver-
fahren [60, S.103] bezeichnet wird, besteht darin, das Gleichungssystem (2) bei Vorliegen
einer Ndherung fiir die Unbekannten z; schrittweise zur Verbesserung der Néherung her-
anzuziehen. Man berechnet schrittweise die neuen Ndherungen durch die Gleichungen

neu alt alt

a11r;  +awery; +azzrs +...=b
neu neu alt

anxy 4 agewy 4 asrs +...=by
neu neu alt

az1ry -+ asexy” 4+ aszzxrsy +...=bs

indem man die erste Gleichung nach zi, die zweite nach z2 unter Einsetzung des schon
gefundenen Wertes fiir x1 u.s.w. auflést. Vor der Rechnung hat man natiirlich dafiir zu
sorgen, dass die Diagonalelemente sdmtlich nicht verschwinden. Gauf8 hat dieses Verfah-
ren zur Auswertung der Normalgleichungssysteme, die bei seinen geodétischen Messungen
auftraten, sehr hiufig verwendet:

Fast jeden Abend mache ich eine neue Auflage des Tableau, wo immer leicht
nachzuhelfen ist. Bei der Einformigkeit des Messungsgeschifts gibt dies im-
mer eine angenehme Unterhaltung; man sieht dann auch immer gleich, ob

15 [12], 1810, [29, S. 64]

16 13], 1811, [29, S. 22|, ... leicht gezeigt werden kann, daB die Divisoren ... notwendig positiv
herauskommen miissen ...

17 137], 1809, [30, S. 161], ... die Methode, die sie indirekt nennen...
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etwas Zweifelhaftes eingeschlichen ist, was noch wiinschenswerth bleibt, etc.
Ich empfehle Ihnen diesen Modus zur Nachahmung. Schwerlich werden Sie je
wieder direct eliminieren, wenigstens nicht, wenn Sie mehr als 2 Unbekannte
haben. Das indirecte Verfahren ldsst sich halb im Schlafe ausfiihren, oder man
kann wihrend desselben an andere Dinge denken.'8

Man stelle sich vor, wie Gaufl im Laufe des Messungsgeschdifts durch Norddeutschland reist
und sich in ldrmerfiillten Gasthdusern abends eine angenehme Unterhaltung verschafft,
indem er mal eben halb im Schlafe ein lineares Gleichungssystem 16st.

Bei vielen linearen Iterationsverfahren ist numerisch zu beobachten, dass sie syste-
matisch zur Uberschitzung oder Unterschitzung der wahren Losung tendieren. Das hat,
wie aus der Festschrift Dedekinds hervorgeht [3] [25, S.301f.], GauB selbstverstindlich
auch erkannt und den heute als Relazation [60, S.101-105] bezeichneten Kunstgriff zur
Konvergenzverbesserung angewendet. Durch Einfiihrung eines reellen positiven Relaxa-
tionsparameters, den es geeignet zu bestimmen gilt, kann die systematische Uber- und
Unterschitzung kompensiert werden. Da die heute behandelten groffen Gleichungssysteme
mit vielen Millionen Unbekannten nur durch iterative Methoden zu 16sen sind, gibt es eine
enorme Literatur iiber die Bestimmung giinstiger Relaxationsparameter.

Inzwischen hat die Numerische Mathematik iterative Verfahren gefunden, die zu ihrem
Frieden dienen, aber es war keineswegs leicht, sie zu finden. Man kann die bei gewissen
partiellen Differentialgleichungen auftretenden riesigen Gleichungssysteme mit Methoden
16sen, deren Komplexitit bei fest vorgeschriebener Genauigkeit nur linear mit der Anzahl n
der Unbekannten wichst, was gegeniiber der direkten Elimination und dem Einzelschritt-
verfahren ein unglaublicher Fortschritt ist.

5 Nichtlineare Gleichungen

Eine Iterationsmethode hat Gaufl auch zur Losung nichtlinearer Gleichungssysteme wie-
derholt verwendet. Ist etwa ein nichtlineares Gleichungssystem durch n Gleichungen der
Form

@1($1,I27 e ,l‘n) =0
@2($1,l‘2, - ,:Bn) = 0
(3)
(IDn(.Z‘l,J)Q, RN ,.Tn) =0
mit stetig differenzierbaren Funktionen ®1, ®2, ..., ®,, gegeben, so wird man zunéchst jede

dieser Gleichungen nach einer Unbekannten aufzulésen versuchen, um dadurch zu einem
Gleichungssystem

z1 = p1(z1,22,...,Tn)
T2 = pa(T1,22,...,Tn)
Tn = On(T1,T2,...,Tn)

18 140, S. 300], 1823, [28, S.280-281]
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mit stetig differenzierbaren Funktionen 1, 2, ..., ¢, iiberzugehen. Dann erfolgt die Ite-
ration geméifl den Formeln

neu __ alt alt alt

T —801(131 y L2 7--'7‘Tn)
neu __ neu alt alt

T2 *902(‘7:1 y L2 7"'7xn)

(4)

neu __ neu neu alt

Tn *Qon(xl yee s Tn—1,Tn )7

die zur Verbesserung einer Niherung 2%, 31, ... 22! dienen.

Gauf3 hat eine Vielzahl nichtlinearer Gleichungssysteme durch solche Fizpunktverfahren
[60, S. 87-93] gelost; man findet Beispiele unter anderem in der Theoria motus... [37], 1809,
z. B. das Keplersche Problem [30, S. 23], der Allgemeinen Theorie der Cometenbahnen...
[7], 1815, [30, S.338-349], den Untersuchungen tber Gegenstinde der hoheren Geodisie
[8], 1845, [27, S.301-340] und anderen Arbeiten.

In keinem der zitierten Werke gibt Gaufl einen Konvergenzbeweis; er gibt lediglich die
Vorschriften in der Form (4) formelmé#B8ig an und beschriinkt sich in der Regel auf Aussagen
wie:

Die Formeln der zweidimensionalen Regula falsi kénnen ... incognitarum va-
lores ... omni quae desideratur praecisione derivari ... *°

oder beim unten noch zu erlduternden Gaufl-Newton-Verfahren zur nichtlinearen Ausglei-
chung:

Sollten nach einem Iterationsschritt die auszugleichenden Fehler noch so grof3
sein, daf} ihre Quadrate und Produkte nicht zu vernachléssigen sind, so ......
eiusdem operationis repetitio ... valoribus correctis ... remedium promptum
afferet. 2°

Dennoch ist zu vermuten, dass Gaufl sehr genaue Vorstellungen dariiber hatte, wann Ite-
rationsverfahren konvergieren. Beispielsweise erkennt Gaufl in der Theorie motus... [37]
1809 die quadratische Konvergenz [60, S.110] des Newton-Verfahrens [60, S. 113-117] zur
Auflésung der Gleichung £ = M + esin E nach F und dass die Konvergenz umso besser
ist, je kleiner e ist:

Verglichen mit dem Fehler des Anfangswertes bezieht sich der Fehler valoris
novi ad ordinem secundum..., et per Operationem iteratam ad ordinem quar-
tum, octavum etc. deprimi 2

Denn bei quadratischer Konvergenz verdoppelt sich die Zahl der korrekten Dezimalstellen
bei jedem Schritt.
Schreibt man das System (4) in der neuen Form

" = F(J:alt) (5)

19137], 1809, [30, S. 162-163], ... die Werte der Unbekannten ... mit jeder gewiinschten Genauigkeit
ableiten ...

20 [37], 1809, [30, S. 248], ... so liefert die Wiederholung derselben Operation mit korrigierten Werten
prompte Abhilfe.

21 [37], 1809, [30, S.24], ... des neuen Fehlers auf die zweite Ordnung..., und (kann) durch die
wiederholte Operation auf die vierte, achte Ordnung etc. herabgedriickt (werden)
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mit einer stetig differenzierbaren Abbildung F' : R" — R" und nimmt man die Existenz
einer Losung Z der Gleichung
7= F() (6)

an, so erhélt man fiir die Fehler die Bezichung
2" — i = F(2*") — F(2) = grad Fl¢ (z*" - 2) (7)

wobei £ eine Zwischenstelle bezeichnet. Wegen der Ahnlichkeit dieser Beziehung und der
Fehlerfortpflanzungsgleichung (1) ist zu vermuten, dass Gaufl wusste, dass man F so zu
wihlen hat, dass grad F' in der Nihe der Losung moglichst klein ausfillt, denn nach (7)
erhilt man dadurch eine moglichst grofle Verringerung des Fehlers bei jedem Iterations-
schritt.

Auch diese Klasse numerischer Methoden hat bis heute grofle Bedeutung. Aus der
Methode (5) zur Lésung der Fixpunktgleichung (6) hat sich eine breite Theorie entwickelt,
die moderne Methoden der Topologie und der Funktionalanalysis voraussetzt.

Fiir den Spezialfall n = 2 des nichtlinearen Systems (3) hat GauB in der Theoria
motus... [37, Nr. 120], 1809, [30, S. 160 f.] vgl. auch [56, S. 294-295] die Regula falsi auf zwei
Dimensionen verallgemeinert. Auch dieses Verfahren ist mit vielen neueren Varianten noch
immer aktuell [60, S. 109]. Eine genauere Darstellung der nichtlinearen Iterationsmethoden
bei Gauf} findet man bei H. Heinrich [43], 1977.

Ein weiteres Iterationsverfahren von Gaufl berechnet die Wurzeln einer algebraischen
Gleichung

" 4 ax +b=0 (8)

im Rahmen der Beitrige zur Theorie der algebraischen Gleichungen [23], 1850, [26, S.
71-103]. Paradoxerweise ist dieses Verfahren so gut, dass es in Vergessenheit geraten muf-
te. Es arbeitet ndmlich bei manueller Rechnung sehr effektiv, wenn gewisse Hilfstafeln
verschiedener Genauigkeit vorliegen, und durch diese ausgezeichnete Anpassung der Me-
thode an die gegebenen Rechenhilfsmittel ist es zwangsldufig, dass bei der technologischen
Revolution des wissenschaftlichen Rechnens dieses Verfahren nicht mehr aktuell ist.

An dieser Stelle sollte darauf hingewiesen werden, dass infolge der heutigen Rechenhilfs-
mittel eine von Gaufl und seinen Zeitgenossen héufig verwendete Iterationstechnik kaum
noch praktikabel ist, ndmlich die allméhliche Steigerung der Rechengenauigkeit durch suk-
zessive Erhohung der Stellenzahl, wobei durch Bildung geeigneter Differenzen nur noch
jeweils die letzten Stellen korrigiert werden.

Ein letztes wichtiges auf Gaufl zuriickgehendes Iterationsverfahren ist das heute als
Gauf$-Newton- Verfahren bezeichnete. Es dient zur nichtlinearen Ausgleichung einer Rei-
he von Mefwerten yi,...,ym, m > n , die im Idealfall als Werte gewisser Funktionen
®4,...,P, vom R" in R aufzufassen sind. Man sucht nun Parameter i ..., x,, so dass
nach der Methode der kleinsten Quadrate

Z (yz — q’i(IEh e ,LEn))2

minimal wird. Das Problem der Nichtlinearitéit der Funktionen @4, ..., ®,, wird, wie Gaufl
in der Theoria motus ... [37], 1809, [30, S. 247] vorschligt, durch Linearisierung mit Hilfe
der Taylor-Formel umgangen:

m

> (yi — i(&) — grad ;s (x — #)) = Min.,

=1
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indem fiir eine feste Naherung & die obige Funktion iiber x minimiert wird. Dieses lineare
Ausgleichsproblem ist natiirlich mit der von Gaufl entwickelten Methode der kleinsten
Quadrate iiber die Normalgleichungen auflésbar.

Das Verfahren ist mit gewissen Modifikationen nach wie vor aktuell; die ersten Ver-
besserungen wurden von Levenberg [51, 1944] und Marquardt [52, 1963] angebracht und
ermoglichen einen Konvergenzbeweis, den Gaufl mit den oben schon erwdhnten Worten
aufler acht lief3.

6 Interpolation mit Polynomen
und zugehorige Integrationsformeln

Ein Schwerpunkt der Gauf’schen Beitrége zur numerischen Mathematik liegt in der Inter-
polation und der Integration. Am 25.11.1796 steht in seinem Tagebuch [36] die Eintragung

Formaula interpolationis elegans *2

womit wahrscheinlich die Interpolationsformel von Lagrange gemeint ist. Im November
1805 findet sich dann die Eintragung

Theoriam interpolationis ulterior excoluimus 23

Vermutlich hat Gauf} zu diesem Zeitpunkt die grundlegenden Resultate seiner Arbeit Theo-
ria interpolationis methodo nova tractata ** [10], 1805, [26, S. 265-327] gefunden. Diese Ar-
beit enthilt zusammen mit der ebenfalls nachgelassenen Ezposition d’une nouvelle methode
de calculer les perturbations planetaires . . . %5 [16], 1815-16, [30, S. 439-472] die Grundlagen
fiir die Gaufl bekannten klassischen Interpolations- und Integrationsformeln. In der Theoria
interpolationis methodo nova tractata werden die Interpolationsformeln von Lagrange ([47,
S.284], dort Newton zugeschrieben, zitiert nach [67, S.63], [60, S.129]) und Newton [54,
1687, Buch III, Lemma V], zitiert nach [67, S.63], [60, S. 138] in Form unendlicher Reihen
neu entwickelt, und zwar getrennt fiir Polynome und fiir den in der Astronomie wichtigeren
Fall der Interpolation 2w-periodischer Funktionen durch 1, cosx,sinx, cos2x,sin 2z, . ...
Auch hier ist fiir Gaufl der Fehler der Interpolationsformeln ein zentraler Gesichtspunkt.
Er leitet z. B. fiir den bei der Interpolation der Werte einer Funktion f(z) durch ein Poly-
nom p(z) von Grad < n in Punkten xo, z1, ..., 2, entstehenden Fehler die iibliche Formel

n

f(x) - p(x) = 1_‘[(m - xi)An+l(m07m17 coe 7$Un7.l‘)f

1=0

ab [10], 1805, [26, S.277], wobei A™*! den (n+1)-ten Differenzenquotienten [60, S.135)
bezeichnet. Ist der Interpolationspunkt x bekannt, so fragt Gaufl nach der optimalen Pla-
zierung der Stiitzstellen xo,x1, ..., T, und erhilt bei dquidistanter Verteilung der Stiitz-
stellen erwartungsgemif, dass der Punkt x zentral beziiglich der Stiitzstellen liegen sollte,
z. B. bei ungerader Stiitzstellenzahl

terming ii sunt eligendi, quorum medius quaesito iaceat quam prozimus 2°

22 [32, S.508], Elegante Interpolationsformel

23 [32, S.564], Theorie der Interpolation weiter ausgebaut

24 Theorie der Interpolation, mit einer neuen Methode behandelt

25 Darstellung einer neuen Methode, die planetarischen Stérungen zu berechnen

26 26, S.277], “.. sind jene Terme auszuwihlen, deren mittlerer dem gesuchten am nichsten liegt”
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Aus dieser Auswahlvorschrift heraus ergeben sich die nach Gaufl benannten, aber in seinen
Werken nicht explizit auftretenden Interpolationsformeln [4]. Durch Mittelung entspre-
chend gebildeter Formeln erhédlt man neue Formeln, die nach Stirling und Bessel benannt
sind. Diese Formeln miissen auch Gaufl bekannt gewesen sein, denn die Formel von Bessel
findet sich als Interpolationsmethode fiir halbe Intervalle des Arguments [18], 1822, [33,
S.29-31] und in einem Brief an Bessel vom 7.10.1805 [38, S. 19-21], wihrend die durch In-
tegration der Stirling’schen und der Bessel’schen Formel entstehenden Integrationsformeln
ohne ndheren Beweis in der Ezxposition d’une nouvelle methode de calculer las perturba-
tions planetaires ... ([16], 1816, [30, S.462], vgl. auch die Bemerkung von Schering [26,
S.330]) auftreten, wo Gau$ erzeugende Funktionen fiir die Koeffizienten angibt. Weitere
Einzelheiten zur Chronologie der frithen Interpolationsformeln findet man in [53].

Einen guten Uberblick iiber die Kenntnisse von GauB auf dem Gebiet der Polynomin-
terpolation und der numerischen Integration erhilt man durch die Arbeiten ber Interpo-
lation [4] und dber mechanische Quadratur [5] von J.F. Encke, die noch zu Lebzeiten von
Gauf} erschienen:

Der folgende Aufsatz ist aus den Vorlesungen entlehnt, die ich im Jahre 1812
bei dem Herrn Hofrath Gauf8 zu héren das Gliick hatte. In dem ganzen Gan-
ge der Entwickelung bin ich, soviel die Erinnerung gestattete, dem Vortra-
ge meines hochgeehrten Lehrers gefolgt, da er die grifite Grindlichkeit mit
der gréften Einfachheit und FEleganz verbindet.[4] Bei meinem Aufenthalt in
Gottingen im Jahre 1812 tdbertrug mir Herr Hofrath Gaufl die Berechnung der
speciellen Storungen der Pallas, und leitete mir zu diesem Behufe seine Me-
thoden und Formeln ab, deren er seit ldngerer Zeit sich bedient hatte. Er hatte
damals die Absicht selbst etwas tber diesen Gegenstand bekannt zu machen
und behielt sich diese Erlduterung vor. Jetzt wo leider die Aussicht auf ein
eigenes Werk von Gaufl, wegen seiner vielfachen andern wichtigen Untersu-
chungen, so gut wie verschwunden scheint, hat er es mir gestattet, das was
ich aus seinen Vortrigen fiir die nachherige hiufige Anwendung auf Cometen
und kleine Planeten benutzt habe hier zu publiciren; wobei ich nur noch hinzu-
zufligen mir erlaube, daff der Weg zum Beweise der Formeln nicht genau der
ist, welchen Gaufl bei mir genommen, weil es mir nicht rathsam schien allzu-
viele verwandte Betrachtungen einzumischen. Diese Bemerkung soll, wie sich
von selbst versteht, nur bevorworten, daf$ wenn vielleicht in der Beweisfiihrung
Einiges nicht bestimmt genug erscheinen mdchte, der Fehler ganz allein mir
zur Last fillt. [5]

7 Diskrete Fourier-Analyse

Da sich fiir Gaufl wegen der Anwendungen in der Astronomie das Problem der Interpola-
tion periodischer Funktionen stellte, bildet die oben schon angedeutete trigonometrische
Interpolation einen Schwerpunkt der Gauf3’schen Arbeit zur Interpolationstheorie. Dabei
erscheint unverstéindlich, dass Gaufl die Interpolation mit Funktionen cos ma,sinma fir
m =0,1,...,n auf dem Intervall [0, 27) nicht {iber die Formel

cosmx + isinmz = ()™ (9)

auf die Interpolation mit komplexen Polynomen vom Grade < n auf dem Einheitskreisrand
reduziert. Vielleicht sind die Griinde dieselben, aus denen Gauf} in seinen Disquisitiones
arithmeticae [9] 1801, [24, S.1-474] die explizite Rechnung im Kérper Q(v/—D) vermeidet
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[65]. Eventuell war fiir Gau8 auch die dadurch erzwungene umsténdliche Formulierung der
Arbeit ein Grund, von einer Publikation abzusehen. Darum wird im folgenden von der
durch (9) bedingten Vereinfachung Gebrauch gemacht.

In der Arbeit Theoria interpolationis methodo nova tractata [10] von 1805, [26, S. 265
327] behandelt Gauf3 die trigonometrische Interpolation in der Form der diskreten Fourier-
Analyse, die sich in modernisierter Formulierung mit der folgenden Interpolationsaufgabe
deckt:

Man bestimme zu N gegebenen komplexen Zahlen yo,y1,...,y~—1 ein Polynom
N-1
P(z) = Z c;?’ (10)
3=0
vom Grade < N — 1 mit komplexen Koeffizienten c;, das an den N-ten Einheitswurzeln
27
1, wy=e N | wjzv,...,wﬁ,f_l

die Werte 40,91, ...,y~n—1 interpoliert:
P(wh)=w, O<j<N-1).

Durch Einfithrung einer weiteren unimodularen komplexen Zahl & werden beliebige dqui-
distante Verteilungen von N Punkten auf dem Einheitskreisrand zugelassen und es kann
das allgemeinere Interpolationsproblem

P(o-wh) =y, O<j<N-1) (11)

behandelt werden. Wie Gaufl durch Einsetzung trigonometrischer Identitidten in die La-
grangesche Interpolationsformel [26, S. 291-292] beweist, ist die Losung (10) von (11) dar-
stellbar durch eine Linearkombination der Daten yo,...,yn—1 mit Sinus- und Cosinus-
Termen als Koeffizienten, die hier die Form

N-1
1 . .
¢ = &~ > yew?t, (0<j<N-1), (12)
k=0

erhilt, was in heutiger Terminologie durch die aus
N-1
0=wiF 1= (wl’“v—l) ST Wk, (k2 0)
j=0

folgende Beziehung
wi =

= jk_{o, k#0 mod N

= N, sonst

~—~ O

ganz einfach zu verifizieren ist (vgl. auch den Beweisschritt von Gaufl aus [26, S.297]).

Nach der Ableitung von Formeln der Gestalt (12) als Losung der Interpolationsaufgabe
(11) versucht Gau$l nun, den Aufwand zur numerischen Auswertung von (12) fiir den Fall
N = n-m zu senken, indem er die Fourier-Analysen (12) der Linge N zuriickfiihrt auf
Fourier-Analysen (12) der Liangen n und m [26, S. 303 f.].

Dies ist der Grundgedanke der diskreten schnellen (weil mit weniger Rechenaufwand
verbundenen) Fouriertransformation (DFT bzw. FFT), die um 1805 von Gauf erfun-
den aber nicht publiziert worden ist: Die Publikation erfolgte erst 1866 nach Gaufl’ Tod
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im dritten Band der Gauf’schen Werke [26], jedoch lange vor deren erneuter Erfindung
bzw. Entdeckung durch Cooley und Tukey [1]. Eine ausfiihrliche Darlegung der Geschich-
te der schnellen Fouriertransformation (die, hétte Gauf sie rechtzeitig publiziert, heute
schnelle Gausstransformation heiflen wiirde) sowie deren Wiederentdeckung und deren
Zuriickfiihrung auf GauB findet man bei [41].

Der Gauf’sche Ansatz sieht auf den ersten Blick anders aus, da nicht gewisse Zwischen-
ergebnisse mit gewissen Einheitswurzeln multipliziert werden, sondern von vornherein fiir
N = n-m die m Teilprobleme der Interpolation von ¥y;4rm in

whocwk, (0<k<n-—1)

fir 7 =0,1,...,m — 1 durch m Polynome
PY(z Zc 20<ji<m—1 (13)

vom Grad n — 1 betrachtet werden (es werden hier je n dquidistante Datenpunkte nach-
einander mit wf\, zyklisch verschoben und gemifl (12) interpoliert). Gaufl erkennt an
dieser Stelle, dass die Koeffizienten der zu berechnenden Interpolierenden (hier die c;,
0 < j < N —1) als Werte von m trigonometrischen Polynomen vom Grad < n— 1 darstell-
bar sind, die wiederum die Koeffizienten c§j ) haben, so dass die ¢j ber die c<J ) als Zwi-
schenresultat berechenbar werden. Dies ist in heutiger Schreibweise leicht nachzuprl’jfen7

denn aus (12) erhélt man (13) durch
) = %w;,jk > yirmw™, 0<k<n—1, 0<j<m-—1) (14)

und wenn man diese Werte einer weiteren Fourier-Analyse (12) der Linge m unterwirft,
folgt schlieBlich die Berechnung der gesuchten Koeffizienten von (11) als Polynomwerte
aus

m—1 m—1n—1

1 . 1 kKl —ik —ir
oy Z CI(CJ)me7 = Z Z Yj+im - Wy kle]kwN]7 -1
mi3 j:O 1=0
—klm,  —jk, —jrn —rnlm
wy Twywy M wy
15
1 m—1n—1 N—1 ( )
N Yjtim - Wy (k) (G+tm) =N Z Ys wN<k+m)s’ s=j+Im
j=0 1=0
= Chrn, 0<k<n—-1, 0<r<m-1.

Wenn man diese Gleichungskette riickwérts verfolgt, erkennt man dieselben Formeln, die
bei entsprechender Schreibweise der schnellen Fouriertransformation nach Cooley und Tu-
key auftreten. Schreibt man némlich (14) in der Form

. . 1 _
c](gj)'wg\f:ﬁzyj+lmwnkly nggn_:l»

so besteht (bis auf den Faktor %) die rechte Seite aus dem Zwischenergebnis der Rechnung
nach Cooley-Tukey, was nach Multiplikation mit w™7* von Cooley und Tukey gemifl (15)
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weiterverarbeitet wird. Es ist somit festzustellen, dass sich die Entwicklung der schnellen
Fouriertransformation schon bei Gau8 findet; er hat in der oben zitierten Arbeit [10], 1805,
[26, S. 265—327] ein numerisches Beispiel fiir N = 12 = 3 - 4 angegeben und zusammenfas-
send folgendes bemerkt:

Pro eo itaque casu, ubi multitudo valorum propositorum ..., periodam inte-
gram formantium, numerus compositus est [N = n-m,], per partitionem illius
periodi in ... [n] periodos ..., [m] terminorum ... cunctis valoribus datis sa-
tisfacientem eruere . .. didicimus ... : illam vero methodum calculi mechanici
taedium magis minuere, pracis tentantem docebit. 27

Letzterem ist aus heutiger Sicht nichts hinzuzufiigen. Es ist sehr bedauerlich, dass die
schnelle Fouriertransformation erst so spét wiederentdeckt wurde. Dies mag einerseits dar-
an liegen, dass die Gaufl’sche Arbeit erst im Jahre 1866 mit dem Nachlaf3 publiziert wurde,
keine Ubersetzung aus dem Lateinischen erfuhr und ohnehin wegen der Formulierung mit
reellen trigonometrischen Gréfien nicht leicht zugénglich ist (vgl. den unten zitierten Brief
von Olbers); andererseits zeigt die schnelle Fouriertransformation hauptséchlich fiir N = 2P
ihre besonderen Vorteile, was aber wegen der Bevorzugung von N = 12, 24 oder 36 infolge
der damals vorherrschenden Rechnung im Gradmaf sich nicht auswirken konnte.

Es ist schwierig, aus heutiger Sicht herauszufinden, warum Gaufl seine Theorie inter-
polationis ... [10], 1805, [26, S.265-327] nicht publizierte. Einerseits konnte die aus den
oben schon erlduterten Griinden recht schwerfillige Formulierung und die (nur zu vermu-
tende) Einsicht von GauB}, dass mit (9) eine viel elegantere Fassung mdoglich wire, dafiir
verantwortlich sein. Andererseits hat die Arbeit bei Olbers und Schumacher, die hand-
schriftliche Kopien von Gauf3 erhielten, durchaus positive Resonanz gehabt und Gaufl hat
eine Zeitlang selbst an eine Publikation gedacht. Beispielsweise schreibt Gaufl an Olbers
am 3. Januar 1806 [35, S.281-282] auf dessen Frage nach seiner Methode zur Berechnung
der Pallasstorungen:

Einige zufillige Umstdnde waren vor einiger Zeit Ursache, daf ich verschie-
dene Untersuchungen iber die Interpolationstheorie auszuarbeiten anfing; ...
die letzte grossere Hilfte?® ist es, von der ich bei meiner Methode, die Pertur-
bationen zu berechnen, einen sehr nothwendigen und vortheilhaften Gebrauch
mache, daher ich wohl Gelegenheit wiinschte, jene Abhandlung vorher irgend-
wo zum Druck zu beférdern. Ich dachte sie anfangs nach Géttingen zu schi-
cken, doch wiirde sie wohl fir die Comment. zu voluminds, vielleicht auch
fiir eine akademische Schrift zu elementarisch sein, obwohl vieles, was darin
vorkommt, meines Wissens neu ist ...

Er legt Olbers die Abhandlung zur Durchsicht vor und will der Societit zumindest eine
Abschrift schicken. Am 21./29. Januar 1806 [55, S.286] teilt Olbers dann Gauf} seine
Meinung iiber die Abhandlung mit:

Bin ich jetzt noch fahig iber dergleichen zu urteilen, so ist sie des Druckes in
den Gétt. Commentarien vollkommen wiirdig, und wahrlich nicht zu elemen-

27 (26, S. 307], Fiir den Fall, wo die Anzahl der gegebenen Werte ... die eine ganze Periode bilden,
eine zusammengesetzte Zahl ist [N = n - m,] haben wir gelehrt, wie man durch Zerlegen jener
Periode [N = n-m,] in [n] Perioden von [m] Termen mit allen gegebenen Werten zufriedenstellend
verfahren werden kann; die Praxis wird schlieSlich lehren, wie mit jener Methode der Uberdru8
des mechanischen Rechnens sehr verringert werden kann.

28 der an Olbers geschickten Fassung, vermutlich wie [26, S.265-327] mit der diskreten Fourier-
Analyse
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tarisch. Ich wenigstens fasse den zweiten Theil nur mit einiger Anstrengung,
finde ihn aber auch weit bedeutender, als den ersten.

Darauf reagiert Gau$ nicht. Zehn Jahre spiiter schreibt Schumacher an Gauf:2°

Ich habe in der Hoffnung, Sie wiirden dadurch Veranlassung finden, Ihre Theo-
rie der Interpolation, die ich handschriftlich habe, bekannt zu machen, die
Preisfrage unserer Akademie® fiir 1817 so abfassen zu lassen: ,Theoriam in-
tempolationis evolvere quae praesent in functionibus periodicis adhuc manca
videtur. Y Wir bitten insgesammt gehorsamst uns zu beehren.

In seiner Antwort vom 5.7.1816 geht Gaufl aber mit keinen Wort auf die Theoria inter-
polationis ..., ein sondern schliagt eine Preisfrage vor, die ihm erméglicht, die erst 1825
publizierte Allgemeine Aufiésung der Aufgabe die Theile einer gegebnen Fliche auf einer
andern gegebnen Fliche so abzubilden daf$ die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten
Theilen dhnlich wird [20], 1825, [27, S.189-216] als Preisschrift einzureichen.

Nach Gauf} sind effektive Methoden zur diskreten Fourier-Analyse erst durch eine Ar-
beit von C. Runge [58] 1903 publiziert worden: diese Methoden beruhen auf der einfachen
Beobachtung, dass Sinus und Cosinus auf [0, 2] ausdriickbar sind durch Verschiebung bzw.
Spiegelung des Sinus auf [0, 5] und sie erzielen somit etwa eine Viertelung des Rechenauf-
wandes. Auch diese Verfahren lassen sich in ihren wesentlichen Bestandteilen bei Gauf3
nachweisen; in der Arbeit Allgemeine Stérungen der Pallas durch Jupiter, Erste Rech-
nung, August 1811 [13], [30, S.489-528] hat Gauf die nétigen Formeln zusammengestellt
und damit Fourier-Analysen bis N = 24 von Hand durchgefiihrt.

8 Die Gauf’sche Integrationsmethode

Zum Schluf} ist noch auf die Arbeit Methodus nova integralium wvalores per approxima-
tionem inveniendi®® [17], 1816, [26, S. 163-196] einzugehen, in der GauB den wichtigsten
Spezialfall der nach ihm benannten und in allgemeineren Fillen immer noch hochaktuellen
Integrationsmethode behandelt. Es soll hier nicht direkt der Gauf’schen Darstellungswei-
se gefolgt werden, da diese, wie bei Gau8 hiaufig, den Weg zur Gewinnung der Resultate
im unklaren 148t. Stattdessen soll exemplarisch versucht werden, den Gedankengang von
GauB3 zu rekonstruieren. Die Beschéftigung mit dieser Art der numerischen Integration
kam fiir Gaul wohl eher zufillig, denn er schreibt an Schumacher [34, S.109] am 13.9.1814
und an Olbers [35, S. 561-562] am 25.9.1814, dass er durch Arbeiten iiber die Theorie der
Refraction auf die Problemstellung gestoflen sei.

In der Arbeit selbst untersucht Gaufl, wie aus dem unten angefithrten Zitat hervor-
geht, bezeichnenderweise den Fehler der damals gebriauchlichsten Integrationsformeln von
Newton [54] und Cotes [2]. Dabei wird (in modernisierter Schreibweise) das Integral iiber
eine reelle Funktion f auf [—1, +1] ausgedriickt durch eine Formel der Gestalt

+1 "
[ f®de =36 1)+ Bath), (16)

29 [34, S.128], 8.6.1816

30 der Wissenschaften zu Kopenhagen

31 Eine Theorie der Interpolation zu entwickeln, die zur Zeit fiir periodische Funktionen zu fehlen
scheint

32 Neue Methode, die Werthe der Integrale niherungsweise zu finden, Ubersetzung von C.G.J.
Jacobi aus [45]
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wobei [—1, +1] durch Stitzstellen

—1<aM <2< <M<t
unterteilt wird und die Gewichte g§") € R so gewahlt werden, dass bei Einsetzung von
Polynomen vom Grad < n das Restglied R, in (16) verschwindet. Einfache Beispiele
solcher Formeln (16) sind die Trapezregel

fiir n = 1 oder die pulcherrima-Regel

] Hdi= P05 (5)+ 1 (5) e Ro

fiir n = 3. Fur den Fall dquidistanter Stiitzstellenverteilungen hat Cotes 1722 in seiner
Harmonia mensurarum [2] bis n = 10 die entsprechenden Gewichte ohne die zugehérige
Rechnung angegeben, wozu Gaufl bemerkt:

Bei dieser Methode liegt durchaus die Voraussetzung gleicher Abstinde zwi-
schen den Ordinaten zum Grunde. Allerdings scheint beim ersten Anblick die-
se Voraussetzung am einfachsten und natirlichsten zu sein und es war noch
nicht in Frage gekommen, ob es nicht dem ungeachtet noch vorteilhafter sein
konne, Ordinaten in ungleichen Abstinden zu Grunde zu legen. Um diese Fra-
ge zu entscheiden, musste zuerst die Theorie der Quadraturcoefficienten in
unbeschrinkter Allgemeinheit entwickelt und der Grad der Genauigkeit des
Resultates bestimmt werden. >3

Daher hat Gauf} offensichtlich die allgemeine Formel (16) zum Ausgangspunkt seiner iiber-
legungen gemacht und versucht, die Gewichte gE") und das Restglied R,, durch die Stiitz-
stellen xEn) auszudriicken. Da zu Gaufl’ Zeiten fast ausschliefflich analytische Funktionen
betrachtet wurden und das Rechnen mit Potenzreihen zu den wichtigsten Werkzeugen
gehorte, kann angenommen werden dass GauB fiir f in (16) eine Potenzreihe substituierte

und dann die einzelnen Terme in der Form
+1 n
/tjdt:ZgingrR(xj), j=0,1,... (17)
i=0

Z1
erhielt. Dies liefert auf der linken Seite die Zahlenfolge

2 2 2

2,0,-,0,-,0, 2
7733’57777

0,...

und Gaufl war sicher bekannt, dass die Potenzreihe

2 5 3 24 2 13 15
24+0-s+=5"+0-8"+=8"+--- == + =57+ =" +...
0-s 35 0-s 55 S(s 35 53

33 [17], 1816, [26, S.203]
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die Funktion

1 1—s
-1 =
8 T, 9(s)

fiir 0 < |s| < 1 darstellt. Somit liegt es nahe (zumal Laplace die Methode der fonction
génératrice in seiner Théorie analytique des probabilités [48] schon 1812 entwickelt hatte),
die Gleichungen (17) mit entsprechenden s-Potenzen zu multiplizieren und aufzusummie-

ren mit dem Resultat - . -
Z 93 gl + Z s R(a) = g(s). (18)

Wegen 0 < |s| < 1und —1 < x; <1 gilt aber

oo
Y sal= g — =,
=0 — ST s T

was nach Einsetzung in (18) und Substitution ¢ = 1 zu

t+1 <& 1 = i
log == = i R@)Ht™ 7, |t >1
0g izogt_xi+]§::0 (a7) 1] >

fithrt. Mit dem Polynom

o) = [t - =) (19)
§=0
erhélt man schliellich die bei Gaufl im dortigen Zusammenhang tiberraschend auftretende
Gleichung

Q(t) - log%:ZmH (t— ;) + () S Ra(a?)t 7" (20)
=0 j#i j=0
=: Fl(t) + Fg(t).

Diese Beziehung interpretiert Gauf folgendermaflen: Sind die Stiitzstellen x; und die ge-
wichte g; gegeben, so ist die rechte Seite von (20) eine Zerlegung der Entwicklung der be-
kannten, nur von den Stiitzstellen abhédngigen Funktion auf der linken Seite in ¢-Potenzen
mit positiven und negativen Exponenten, wobei Fi(¢) alle Potenzen mit nicht-negativen
Exponenten und F5(t) nur solche mit negativen Exponenten enthélt. Es ist somit kein
Problem, bei gegebenen Stiitzstellen das Polynom Fi(t) zu berechnen; dessen Werte an
den Stellen xj sind aber

Fi(xr) = Zgi H(mk — )
i=0 =0
i
=9k - H(mk — ;)
j=0
J#k
:gk-Q'(a‘kL 0<k<n,

woraus die gewiinschte explizite Formel

_ F1($k)
(i)’
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fiir die Gewichte der Newton-Cotes-Formeln bei ganz allgemeinen Stiitzstellenvorgaben
folgt. Bei der etwas nachldssigen Schreibweise von (21) ist noch zu beriicksichtigen, dass
Fi und Q vermdoge (20) und (19) von allen Stiitzstellen z; abhéngen.

Die Zerlegung (20) liefert Gauf natiirlich auch simtliche Fehlerterme R(z?) als Ent-
wicklungskoeffizienten der Funktion F>(¢)/€(t) nach ¢-Potenzen mit negativen Exponen-
ten. Sind die Gewichte g; bereits gemiB (21) so bestimmt, dass R, (2’) = 0 fir j =
0,1,...,n gilt, so ist der erste Fehlerterm R,(z""') gerade der Koeffizient von ¢t * in
der Entwicklung von F5. Dieser Fehlerterm ist somit besonders einfach zu berechnen, was
Gaufl auch ausnutzt.

Die Beziehung (20) ist der Ausgangspunkt fiir Gaul’ Ansatz, die Stiitzstellen z; so zu
plazieren, dass auch die Fehlerterme R, (ZE]) fir j=n+1,...,2n+ 1 verschwinden. Wire
dies namlich moglich, so miiite gelten

t+1  Fi(t)  Fa(t)

8T T e 22
0] 2n+42\ ,—2n—3 2n+3\ ,—2n—4
= au TEETT)TTT 4 RET) (23)

d. h. die Funktion log % miifite dargestellt werden als Quotient zweier Polynome vom
Grad n bzw. n + 1 mit einem Rest, der eine Potenzreihe in ¢! mit Anfangsterm ¢~ 273
ist. Da GauB in seinen Disquisitiones generales circa seriem infinitam F(c, 8,7, 2)** [15].
1813, [26, S. 123-162] die Kettenbruchentwicklung

t+1 1
! =2

Fi1 o
- 22

3-5
t— 3-3
t— 57
-

hergeleitet hat, liegt es fiir ihn nahe, diese hier zu verwenden und (wie z. B. schon Wallis
[64, 1656]) den Kettenbruch durch N#herungsbriiche mit Restglied darzustellen. Dies ist
durch die allgemeinen Formeln

a a Z(t
S "R = 2 R
ai ai Nk(t)

e — -
i a2 t—". Ak—1

. a

t— P

t

mit )
J
o H a;
Rty =Y —=2 24
0= 2 NN 24
Zk+1(t) =t- Zk(t) — ak+1Zk71(t), 0<k<o

Nk+1(t) =t~Nk(t)—ak+1Nk71(t), 0<k< o
Zf1 = 07 Z() = aop, Nfl = 17 No =t (26)

(25)

34 Allgemeine Untersuchungen der unendlichen Reihe F(...),
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moglich und man erhélt in diesem Spezialfall
N_1=1, No=t,

(k+1)2 (27)

Nk+1(t):t~Nk(t)—mef1(t), 0<k<o

was bis auf die Normierung mit der Rekursionsformel der Legendre-Polynome [49] iiber-
einstimmt. Dadurch ist Ny (t) ein Polynom von Grad k + 1 und bei Abbruch an der Stelle
k = n folgt

t+1 Zn(t)
t—1  Nu(t)
wobei wegen (25) und (26) das Zahlerpolynom den Grad n hat und das Restglied wie
gewiinscht wegen (24) eine Potenzreihe in ¢t~' mit Anfangsterm ¢~ 2”2 ist. Damit ist bei
Vergleich von (22) mit (28) die Lésung des Problems klar:

Man wiahle die x; so, dass

log

+ Rn(t), (28)

Q(t) = Nu(t)
gilt, d. h. die z; miissen die Wurzeln des geméf (27) rekursiv zu berechnenden Po-
lynoms N, (t) sein und die Gewichte bestimmt man dann ganz einfach aus (21) in

der Form Zo()
n(Tk
= 29
wobei Zy, (t) aus derselben Rekursion (27) mit Anfangswerten 0 und 1 erhalten wer-
den kann.

GauB bleibt leider den Beweis schuldig, dass das Polynom N, () genau n + 1 verschie-
dene Nullstellen in [—1, +1] hat; er beweist lediglich iiber eine andere Form von (29), dass
die Gewichte gj, stets positiv ausfallen miissen.

Sein eleganter Ansatz zur Losung des gestellten Problems enthilt zwar alles Notwen-
dige zur numerischen Berechnung der Stiitzstellen und Gewichte (er gibt sie bis n = 6 an,
vermutlich weil seine Methode aus [23] zur Bestimmung der Wurzeln von Polynomen der
Form (8) gerade so weit reicht), er gibt aber keinen Hinweis auf die dem Problem zugrun-
deliegende Orthogonalitit der Polynome N, (). Dies tritt erst bei Jacobi [45] 1826, [46,
VI, S. 3-11] in Erscheinung, der das Gemeinsame der Arbeiten von Gaul und Legendre
auswertet. Auch Bessel hat 1816 die Parallelitét erkannt:

Da ich Ihre Abhandlung iiber die gendherten Integrationen erhalten habe, so
kann ich nicht linger unterlassen, Ihnen fir den grossem, mir dadurch be-
reiteten Genuss meinen herzlichen Dank zu bringen. Also schon wieder eine
Art von Zusammentreffen mit Legendre, wie ich aus den Exercices de calcul

intégral sehe: Legendre scheint nur da zu sein, um Ihnen als Folie zu dienen.
35

GauB hat damit die numerische Integration so weit ins Klare gebracht und erschopft®s,
dass auch heute die Grundausbildung in Numerischer Mathematik [60] nichts Wesentli-
ches hinzufiigt, wenn man von der allgemeineren und durchsichtigeren Prisentation iiber
Orthogonalpolynome absieht.

Das Fazit dieser Rundreise durch die wichtigsten Teilgebiete der Numerik ist, dass
GauB} der princeps mathematicorum auch in Bezug auf das heutige Scientific Computing
ist.

35 Brief an Gaufl vom 21.4.1816, [38, S.235-236]
36 GauB an Wolfgang Bolyai, 2.9.1808, [39, S.93-94]
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GauB3-Cooley-Tukey’sche Algorithmus schon im Jahre 1967 von Norman Brenner/MIT
programmiert werden konnte (Quelle: Archiv A. Wittmann).
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Chhkkhkhhkhkhkhhkhhhkhhhhhhhhhhhhhhhhhhhkhhhhhhhhhhhhhhhhhkkhhkhhkhhkhrkkhkdd
C Cooley-Tukey fast fourier transform(k) = sum(y(]) *exp(isg*2*pi* *
C sqrt(-1) *(j-1) *(k-1) /nn)), summed over j,k from 1 to nn. 'y' is a *
C complex array (rea and aimag adjacent in storage) whose length is *
C nn = 2*%*k, k.ge.0 (if necessary, append zeroes to the y’s). *
C If a minus-one transform is followed by a plus-one one (or vice *
C versa), the original y reappear, multiplied by nn. Transform values *
C are returned in 'y' replacing the input. The execution time is pro- *
C portional to nn*log2(nn), rather than the naive nn**2. Accuracy is *
C also greatly improved, the rms relative error being bounded by *
C 6*sqrt(2) *log2(nn) *2** (-b) , where b = no. of bits in the floating *
C point fraction. *
Cc *
(o] *
Cc *
Cc *
Cc *
C *

Written by Norman Brenner of M.I.T. Lincoln Laboratory, July 1967.

From the MEM package (1972), courtesy John Leibacher/NSO (1973).
Slightly modified by Axel Wittmann/USG (1973/1994/2003).
ok e ok ke e e e ok ok o ok ok ke ok ok ok o ok ok o ke ok ok ok o ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok o ok ok ok ok ok ok ok o ok ok o ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok
subroutine fourl (y,nn)
implicit doubleprecision(a-h,o-z)
C isg is either +1 (plus-one transform) or -1 (minus-one transform) :
parameter (isg=1)
dimension y (1)
data pi/3.14159265358979d0/
n=2*nn
3=1
do 5 i=1,n,2
if(i.ge.j) goto 2
tr=y(3)
ti=y(j+1)
y(3)=y(i)
y(3+1) =y (i+1)
y(i)=tr
y(i+l)=ti
m=n/2
if(j.le.m) goto 5
j=j-m
m=m/2
if(m.ge.2) goto 3
5 j=j+m
mmax=2
if (mmax.ge.n) return
istep=2*mmax
wr=pi/dfloat (isg*mmax)
sinth=dsin (wr)
wstpr=-2.d0*sinth**2
wstpi=dsin(2.d0*wr)
wr=1.d0
wi=0.d0
do 9 m=1,mmax,2
do 8 i=m,n,istep
j=i+mmax
tr=wr*y(j) -wi*y(j+1)
ti=wrry (j+1)+wi*y(3)
y(3)=y(i)-tr
y(3+1)=y (i+1) -ti
y(i)=y(i)+tr
y(i+l)=y (i+1)+ti
tr=wr
wr=wr*wstpr-wi*wstpi+wr
wi=wi*wstpr+tr*wstpi+wi
mmax=istep
goto 6
end
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