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Einfihrung

Approximationen sind Ndherungen (lat.: prozimus—der/das Néchste). Zu
einem gegebenen Objekt versucht man, ein moglichst nahe gelegenes anderes
Objekt (die “Approximation”) zu finden. Was dabei “nah” heifien soll, wird
im Allgemeinen durch eine Distanzfunktion oder eine Norm spezifiziert, und
man wahlt als Approximation normalerweise etwas Einfacheres als das zu
approximierende Objekt. Ein typische Beispiel ist die Approximation von 7
durch 3.1415 oder die Ersetzung einer n—mal stetig differenzierbaren Funktion
f durch den Anfang ihrer Taylorentwicklung

f(j)(xo)

i (x — SL’O)j

f(a) ~ Z

um einen inneren Punkt zy ihres Definitionsbereichs.

Kurzum, Approximationen sind etwas extrem Praktisches, denn sie ersetzen
oft ein unzugéngliches Objekt f durch ein effizient berechenbares A(f). Die
Abbildung A, die einem Objekt f eine Approximation A(f) zuordnet, wird
oft als numerisches Verfahren realisiert, und man muf sich um den Approx-
imationsfehler

dist (f, A(f)) oder [[f = A(f)]

kiimmern. Oft spezifiziert man die Menge U, aus der man die Approxima-
tion wéhlen will (z.B. n—stellige Dezimalbriiche bei Approximationen von T,
oder Polynome vom Maximalgrad n bei Taylorentwicklungen). Ist U eine
Teilmenge des normierten Raums V', aus dem auch das zu approximierende
Objekt f stammt, so kann man nach der Approximation u* € U fragen, die
das Minimierungsproblem

. _ _ *
min || f —ully = [|f = u[lv

16st. Das ist dann die beste Approximation an f beziiglich V', und man
sieht, daft die Berechnung bester Approximationen sich auf Optimierung
reduzieren lafst. Natiirlich muf man dann beweisen, daf eine beste Approx-
imation existiert und hoffentlich eindeutig ist, und man wird danach fragen,
welche zusétzlichen Eigenschaften sie hat und wie man sie effizient ausrech-
nen kann. Im obigen Beispiel ist die Approximation durch das Taylorpoly-
nom sicher nicht die bestmogliche, und sie setzt unnétigerweise eine hohe
Differenzierbarkeit voraus.



Schon bei dem n der obigen Beispiele sieht man, daft die Approximationen
oft von Parametern abhéngen, die deren Komplexitét steuern. Man hat oft
geschachtelte Mengen

UhcUyCc...cU,CU,1 C...

von Approximationen und berechnet zu jedem n eine Approximation u,, € U,
zu f. Natiirlich tritt dann sofort die Frage auf, ob ||f — u,||y fir n —
oo gegen Null konvergiert, und wenn ja, wie schnell. Das ist dann eine
asymptotische Fragestellung, und auch diese Probleme sind natiirlich von
Interesse. Insbesondere besagt ein wichtiger Satz von Weierstraf, dafs man
jede stetige Funktion in V' = Cf[a,b] in der Maximumsnorm beliebig gut
durch Polynome approximieren kann. Genauer: Zu jeder stetigen Funktion
f € Cla, b] und zu jedem € > 0 gibt es ein Polynom p,, von einem unbekannten
Grad n so dak || f — pnlloc,ap) < € gilt. Man kann also ohne grofse Verluste
jede stetige Funktion durch ein approximierendes Polynom ersetzen.

Die Realisierung von Approximationen als Bestapproximationen kann aber
leider sehr aufwendig sein. Einfachere Approximationen, wie z.B. die Tay-
lorentwicklung, lassen sich als simple lineare Abbildungen A : f — A(f)
schreiben, und dann wird man darauf hoffen, trotz der einfachen Struktur der
Approximation noch einen ziemlich kleinen Approximationsfehler zu erhal-
ten. Das erfordert einiges an mathematischem Aufwand, aber ist oft lohnend.
Die verschiedenen Restgliedformeln fiir Taylorentwicklungen sind ein typis-
ches Beispiel.

Zwar kann man z.B. auch Approximationen von transzendenten Zahlen durch
rationale Zahlen untersuchen, aber dieser Text wird sich auf die Approxi-
mation von Funktionen (oder Abbildungen) durch einfachere Funktionen
beschranken. Fokussiert man auf reellwertige Funktionen, so stellt sich her-
aus, dak es einen riesigen Unterschied macht, ob man Funktionen von einer
oder von mehreren Verdnderlichen approximiert. Das spaltet diesen Text in
zwei Teile: im Wesentlichen befafst sich der erste Teil nur mit Funktionen
einer Variablen. Dazu gibt es eine in den letzten hundert Jahren perfektion-
ierte Theorie, die hier aber nicht in voller Breite ausgewalzt werden kann.
Stattdessen sollen moderne lineare Approximationsverfahren behandelt wer-
den, die in der Technik, z.B. bei Kompressionsverfahren wie MPEG oder
JPEG, oder beim CAD, dem Computer—Aided Design, eine wichtige Rolle
spielen. Die Einschrankung auf eine Verénderliche schlieftt Approximatio-
nen von Bildern oder Flachen aus, aber man kann sich auf zeitabhéngige
Funktionen (z.B. Tonsignale) oder auf Kurven konzentrieren.



In der Geschichte der Approximationstheorie spielten Approximationen durch
algebraische und trigonometrische Polynome lange Zeit eine dominierende
Rolle. Sie sind immer noch fiir das Grundverstindis approximationstheo-
retischer Methoden unverzichtbar, und deshalb kommen sie hier auch an
zentraler Stelle vor. Aber Polynome haben einige erhebliche Nachteile. Diese
werden hier zu analysieren sein, und wir wenden uns dann den Splines und
den wavelets als modernen Approximationen zu, die in mancher Hinsicht den
Polynomen deutlich iiberlegen sind.

Der Text wird neben den Anfingervorlesungen auch gewisse Dinge aus der
Vorlesung Numerische Mathematik I sowie Kenntnisse in MATLAB-Programmierung
voraussetzen. Er hat Uberschneidungen mit manchen Realisierungen der
Vorlesung Numerische Mathematik II, wird die entsprechenden Passagen

aber in voller Lange enthalten. Deshalb wird es manchen Lesern auffallen,

daR viele Ahnlichkeiten zum zweiten Teil des Buches [A] bestehen. Dinge aus

der Numerischen Mathematik I werden dort, wo sie benotigt werden, ohne

Beweis bereitgestellt.



1 Abstrakte Approximation

Hier beginnen wir mit ganz allgemeinen Fragen, die noch nicht Bezug auf
spezielle Figenschaften von Approximationen nehmen. Wir beschranken uns
auf reelle Vektorrdume und lassen komplexe Approximationen sowie Approx-
imationen in metrischen Raumen weg.

1.1 Beste Approximationen

Beginnen wir mit der Theorie der Best-Approximation in normierten Vek-
torrdumen. Zur Erinnerung:

Definition 1.1. FEine Funktion || - | : V — [0,00) heifft Norm auf einem
reellen Vektorraum V', falls

1. ||z|| = 0 genau dann, wenn x = 0.
2 e+ yll < flell + Nyl fiir x,y € V- und
3. || Az|| = |M||z|| firz eV und X € R.

Definition 1.2. Sei V' ein normierter Vektorraum und U C V eine nichtleere
Teilmenge. Ein Element u* € U heifit beste Approximation an ein Ele-
ment [ €V, falls

If—u*|| < ||f — ull fiir alle w € U.

Die Grofle
A(f.U) = inf |f —u] (1.3)

wird Abstand oder genauer Minimalabstand von f zu U genannt. Die
Menge U heif$t Existenzmenge,falls es zu jedem f € V (mindestens) eine
beste Approximation an f € V aus U gibt. Sie heifst schliefilich Tschebyscheff-
Mengell, wenn es zu jedem f € V' genau eine beste Approzimation aus U
qibt.

Man mache sich klar, dafs das Infimum in ([C3) nicht angenommen werden
muk und d(f, U) dennoch wohldefiniert ist. Als erstes einfaches Beispiel einer
Existenzmenge notieren wir

Lemma 1.4. Ist U eine kompakte Teilmenge eines normierten Raumes, so
1st U eine Existenzmenge.

"http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Chebyshev.html
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Beweis: Dies folgt letztlich aus der Stetigkeit der Norm. Genauer definieren
wir fiir f € V die Funktion ¢ : V' — R durch ¢(v) := ||f — v||. Dann ist ¢
vermoge

o(v) = p(w)| = [[If = vll = [If = wll] < [lv—wl]

stetig und nimmt sein Minimum auf der kompakten Menge U an. O

Fiir Approximationen aus linearen Unterrdumen gilt

Theorem 1.5. Jeder endlich—dimensionale Unterraum U eines normaierten,
linearen Raums V' ist eine Eristenzmenge.

Beweis: Als endlich dimensionaler Raum ist U abgeschlossen. Da 0 € U,
muss die beste Approximation an ein f € V bereits aus der Menge

Up={ueU:|[f—ul <|f-0[}

kommen. Diese Menge ist wegen ||ul| < |lu — f| + ||f]l < 2|f| aber
beschrankt. Man iiberzeugt sich leicht davon, dass sie auch abgeschlossen ist.
Als beschrankte und abgeschlossene Teilmenge eines endlich dimensionalen
Raumes U ist sie somit kompakt. Aus Lemma [[4] folgt daher die Existenz
einer besten Approximation an f aus Uy und damit aus U. O

Die Bedingung an U, abgeschlossen zu sein, ist notwendig fiir einen Exis-
tenzsatz, denn andernfalls gibt es immer ein f € V mit d(f,U) = 0. Und
fiir lineare Unterrdume folgt Abgeschlossenheit nicht automatisch, wenn die
Dimension unendlich ist. Man gebe dazu ein Beispiel an!

Nach diesen einfachen Féllen bemerken wir noch, dass der Minimalabstand
stetig von den zu approximierenden Elementen abhangt.

Theorem 1.6. Sei V' ein normierter Raum und U C V' eine nichtleere
Menge. Dann ist d(-,U) Lipschitz—stetig mit Lipschitzkonstanten 1, d.h. es
qilt

fir alle f, g€ V.

Beweis: Seien f,g € V und € > 0 gegeben. Wir wéhlen ein u. € U, sodass
lg — ue|| <d(g,U) + e gilt. Damit folgt



oder mit anderen Worten d(f,U) — d(g,U) < ||f — g|| + €. Vertauscht man
die Rollen von f und g, so erhélt man

Da dies fiir beliebiges € > 0 gilt, folgt die Behauptung mit ¢ — 0. O

Jetzt wollen wir uns um die Eindeutigkeit der besten Approximation kiim-
mern.

Definition 1.7. Eine Teilmenge U eines reellen Vektorraums V' heifit kon-
vex, wenn zu beliebigen Vektoren u, v € U und beliebigen Zahlen A € [0, 1]
die Konvexkombination \u + (1 — \)v wieder in U liegt.

Man mache sich klar, daf die Konvexkombinationen Au + (1 — A)v zu
festem v und v genau die Verbindungsstrecke zwischen u und v darstellen.
Ferner sind die abgeschlossenen Kugeln

K, (u)={veV : |u—v|y<r}
immer konvex, insbesondere die Einheitskugel K(0).

Lemma 1.8. Ist U eine konvexe nichtleere Teilmenge eines normierten Vek-
torraums V', und ist f € V beliebig, so ist die Menge der besten Approxima-
tionen zu f aus U konvex.

Beweis: Hat f keine beste Approximation, so ist nichts zu zeigen. Hat f
zwei beste Approximationen u, v € U, so folgt fiir alle A € [0, 1] sofort

If = Qu+ (@ =No)lly = [[(Af+ L= A)f) = Qu+ (1= M)y
= A —w)+ A =N —v)llv
< Alf=ully + @ =Nf —ollv
= M(f,U)+ (1 =Nd(f,U)
= d(f,U)
und deshalb ist jede Konvexkombination auch beste Approximation. O

Korollar 1.9. Ist U eine nichtleere konvexe Teilmenge eines mormierten
Raumes V', und ist f € V gegeben, so hat f keine oder genau eine oder
unendlich viele beste Approzimationen bheziglich U.

Das folgende einfache Beispiel macht deutlich, dass man im Allgemeinen
nicht mit Eindeutigkeit der besten Approximation rechnen kann. Ist namlich



V =R?und U = R, so gilt fir f = (0,1)7 und u = (x,0)T € U beziiglich
der Unendlich-Norm
I = ullec = max(lz], [1]),

sodass jedes Element u = (x,0)” mit |z| < 1 beste Approximation an f ist.

Der Ausweg besteht darin, eine weitere Bedingung an die Norm zu stellen,
und zwar gerade so, daft der Beweisgang von Lemma nicht mehr funk-
tioniert.

Definition 1.10. Die Norm || - || eines normierten Raumes V' heifst strikt
konvex, falls fir alle f # g €V mit ||f|| = |lg|| =1 stets || f + g| < 2 gilt.

Offensichtlich ist die Unendlich-Norm auf R? nicht strikt konvex, da z.B.
die Vektoren f = (1,1)T und g = (1,0)” die Voraussetzung der Definition
erfiillen, ihre Summe f + g = (2,1)7 aber Norm 2 hat. Wir werden bald
sehen, dass die euklidische Norm dagegen strikt konvex ist.

Theorem 1.11. Sei V' ein normierter Raum mit strikt konvexer Norm.
Dann ist jede beste Approximation, wenn sie existiert, auch eindeutig. Ferner
ist jeder endlich dimensionale Unterraum eine Tschebyscheff-Menge.

Beweis: Wir miissen nur noch die Eindeutigkeit zeigen. Ist f € U, so
ist es selbst seine eindeutige beste Approximation. Ist f & U, so ist n :=
d(f,U) > 0, da das Infimum angenommen wird. Seien also u; # uy € U beste
Approximationen an f € V. Dann ist nach Lemma [[§ auch (u; 4+ us)/2 eine
beste Approximation und daher

Ul + Usg
2

| f = w4+ f —usl| = 2| f - | = 2n.

Dies bedeutet aber, dass (f —wu1)/n # (f — ug2)/n normierte Elemente sind,
deren Summe die Norm 2 hat, was im Widerspruch zu der strikten Konvexitéat
steht. 0

Die abstrakte Approximation kann man erheblich weiter treiben, aber das
lassen wir lieber bleiben, sonst bleibt keine Zeit fiir Konkretes.
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1.2 Diskrete Approximation

Ist der zugrundeliegende normierte Raum endlichdimensional, so spricht man
von diskreter Approximation. Nehmen wir der Einfachheit halber V =
RY an, so ist ein zu approximierendes Objekt f € V nichts anderes als ein
N-Vektor. Diese Situation tritt z.B. dann auf, wenn zwar urspriinglich eine
Funktion zu approximieren ist, man diese Funktion aber nur an N Stellen
71, ...,y kennt (oder benutzt) und dann den Vektor (f(x1),..., f(zn))T €
RY approximiert. Approximiert wird dann durch andere Elemente des R¥,
und wenn man durch lineare Unterrdume U approximiert, kann man sie als
Bildmenge einer Abbildung bzw. mit einer N x n—Matrix A als U = A(R")
schreiben. Eine beste Approximation Au* ist dann durch Minimieren von
| f — Au|| iiber u € R™ gegeben.

Diese simple Diskretisierungstechnik wird in einfachen Féllen zum Ausrech-
nen bester Approximationen benutzt, auch wenn man nicht mit linearen
Unterrdumen approximiert. Man transformiert das Approximationsprob-
lem in ein endlichdimensionales Optimierungsproblem und wendet Algorith-
men der Optimierung an. Diese sind dann in der Regel nicht optimal fiir
das gegebene Approximationsproblem, aber sie liefern in vielen Féllen eine
brauchbare “quick—and—dirty” Losung.

Nur die Norm ist noch nicht spezifiziert. Man hat natiirlich u.A. alle Normen

N

P._ P 1< — A
ol = Yol 1< 000 ol = o
zur Verfligung, und aus der Numerischen Analysis kennt man die lineare
Ausgleichsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate als
den Spezialfall p = 2. Wir gehen darauf unten noch einmal etwas allgemeiner
ein. Was passiert aber fiir die anderen p, etwa fiir p = 1 oder p = oo, die

Maximumsnorm oder Tschebyscheff-Norm?

Weil wir bei dieser Gelegenheit auch noch ein paar einfiihrende Beispiele
rechnen wollen, geben wir fiir diese beiden Fille Standardrezepte an. Dazu
schreiben wir f, v und A in Komponenten hin, was zum iiberbestimmten
linearen Gleichungssystem f = Aw in der Form

fj :Zajkuk, 1§] SN
k=1

fithrt. Im Falle p = oo hat man dann das Minimierungsproblem

n
fi =D ajrug
k=1

min max

uw€R™ 1<j<N ’

11



das man auch als lineare diskrete Tschebyscheff—A pproximation bezeich-
net, wahrend man fiir p = 1 auf

N
min Z
u€eR™ £

n
fi =D ajrun
k=1

kommt. Diese Optimierungsaufgaben sehen nichtlinear aus, sind es aber
nicht, wenn man sie etwas besser hinschreibt. Im Falle p = co kann man

7 = max
1<j<N

fi—= > ajpuk
k=1
einfithren und bekommt die 2N Bedingungen

—n < fi =Y aju, <n, 1 <j<N.
k=1

Man minimiert 1, wobei 7 und u freie Variablen sind, und das ist ein lineares

Optimierungsproblem. Fiihrt man den Vektor 15 € RY mit N Einsen ein,
so bekommt man in der {iblichen komponentenweisen Notierung das Ungle-

ichungssystem
( A ——lN'> ( U ) <:< f )
—-A -1y n —f

und den Zielfunktionsvektor (07 1)T. Wir werden das unten in MATLAB
implementieren. Man kann das besser machen, indem man das revidierte
duale Simplexverfahren anwendet, aber das gehort in die Optimierung.

Auch fiir p = 1 gibt es diverse geschicktere Strategien, aber wir machen
uns hier das Leben einfach. Wir fithren y := f — Au ein und trennen y in
Positiv—und Negativteil y = y* — y~ auf, wobei beide Teile nichtnegativ in
allen Komponenten sind. Dann gilt

N N
1f = Aully = llylls = 3 lwsl = 200 +97) = In(y* +y7)

Jj=1 Jj=1

und wir haben eine lineare Zielfunktion. Um in MATLAB leichter program-
mieren zu konnen, machen wir dieselbe Aufspaltung bei u. Die Nebenbedin-
gung ist dann

A —u )y -y = f
und wir betrachten u™, w~ y*, y~ als nichtnegative Variablen. Das Ganze
packen wir in ein MATLAB-m-file.

12



function [x, res] = discrapp(b, a, p)
% Diskrete Approximation b=a*x in p-Norm
% fuer p=1,2,\infty. Ausgabe x und res = b-a*x
% Benutzt linprog. Keineswegs optimal.
[m,n]=size(a);
if p==2

% Ab hier L_2

x=a\b; % Loesung

end
% Ab hier Maximumsnorm
if p==Inf
at=[a -ones(m,1) ; -a -ones(m,1)]; % Matrix

bt=[b; -b]; % rechte Seite fuer Ungleichungen
ft=zeros(n+1,1); % Zielfunktion
ft(end,1)=1;
xt=linprog(ft,at,bt); % Loesen
x=xt(l:end-1,1);

end

if p==
% Ab hier L_1
al=[a -a -eye(m) eye(m) ]; % Matrix
fi=[zeros(2*n,1) ;ones(2*m,1)]; % Zielfunktion
x1=linprog(f1,[],[],al,b,zeros(2*m+2*n,1),[]); % Loesung
x=x1(1:n,1)-x1(n+1:2*n,1);

end

res=b-ax*x; % Fehlervektor

return

Das Programm rekurriert auf linprog (man sehe in der MATLAB-Dokumentation
nach) und baut die entsprechenden linearen Optimierungsprobleme wie im
obigen Text auf. Damit kann man nun tiberbestimmte lineare Gleichungssys-

teme durch Approximation der rechten Seite durch die Matrixspalten ndherungsweise
16sen, und auch dazu gibt es ein MATLAB-m-file:

clear all;

close all;

% Programm fuer Diskrete Approximation bei Zufallsmatrizen
m=150 % Zeilenzahl

n=15 7 Spaltenzahl

noise=0.01 % Rauschen

13



a=2*xrand(m,n)-1; % Zufallsmatrix

x=2*rand(n,1)-1; % Loesung

b=ax*x+noise*x(2*rand(m,1)-1); % verrauschte rechte Seite
[x2, res2]=discrapp(b,a,2);

[xt, rest]=discrapp(b,a,Inf);

[x1, resl]=discrapp(b,a,1);

% Plot der Fehlervektoren

tnorm=max (abs(rest));

figure
plot(l:m,res2,’r.’,1:m,rest,’b.’,1:m,resl,’g.’,
1:m,ones(m,1)*tnorm,’b’,1:m,-ones(m, 1)*tnorm, ’b’ ,’MarkerSize’,20)

legend(’L_2’,°L_\infty’,’L_17)

title(’Diskrete Approximationsfehler im Bildraum’)

% Plot der Fehler der Loesungsvektoren

figure
plot(l:n,x2-x,’r.’,1:n,xt-x,’b.?,1:n,x1-x,’g.’, ’MarkerSize’,20)
legend(°L_2’,°L_\infty’,’L_17)

title(’Diskrete Approximationsfehler im Urbildraum’)

Die Ausgabe ist in den Abbildungen [l und Bl Die horizontalen Linien geben
den Maximalfehler in der Maximumsnorm an, und die beiden anderen Ap-
proximationen haben Ausreiffer. Im Urbildraum sind die Fehler gegeniiber
der wahren Losung nicht deutlich verschieden fiir die verschiedenen Normen.

Ein weiteres m—file macht das mit Funktionen:

clear all;

close all;

% Programm fuer Diskrete Approximation bei Funktionen

h=0.01; % Schrittweite der Funktionswerte

x=(-1:h:1)’; 7% Auswertungs- und Plotpunkte

k=7 % Polynomgrad

a=chebmat(x,k); % wir nehmen die Tschebyscheff-Basis
% um die Matrix a zu berechnen

[m, n]l= size(a);

b=1./(1+125%x.~2); 7 Rungefunktion

% b=abs(x);

% b=exp(x);

[x2, res2]=discrapp(b,a,2); % L_2-Approximation

14



Diskrete Approximationsfehler im Bildraum
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Figure 1: Approximationsfehler im Bildraum

[xt, rest]=discrapp(b,a,Inf); 7% Tschebyscheffapproximation
[x1, resl]=discrapp(b,a,1); 7% L_1-Approximation
% Plot der Fehlervektoren

tnorm=max (abs(rest)) ; % Maximalfehler der T-Approximation
% Berechnung der Interpolation in aequidistanten Punkten

hi=2/k; % Schrittweite fuer aequidistante Punkte
xi=(-1:hi:1)’; % die Punkte dazu
fi=1./(1+125%xi."2); % die Funktionswerte dazu

resi=b-polyval(polyfit(xi,fi,k),x); % Fehler der Interpolation
% Berechnung der Interpolation in Tschebyscheff-Extremstellen,
% naiv programmiert
xit=cos((0:k)*pi/k); % Tschebyscheff-Extremstellen
fit=1./(1+125%xit."2); % Werte dazu
resit=b-polyval(polyfit(xit,fit,k),x); % Interpolationsfehler
% Plotterei
figure
plot(x,res2,x,rest,x,resl,x,resi, x,resit,...

x,ones(m,1)*tnorm, ’b’ ,x,-ones(m,1)*tnorm, ’b’ )
legend(’L_2’,°L_\infty’,’L_1°,°I. i&%quidistant’,...

>I. Tschebyscheff’)

title(’Diskrete Approximationsfehler im Bildraum’)
figure
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Figure 2: Approximationsfehler im Urbildraum

plot(x,b-res2,x,b-rest,x,b-resl,x,b-resi,x,b-resit,x,b)
legend(’L_27,’L_\infty’,’L_1",°I. i;iquidistant’,...
>I. Tschebyscheff’, ’Funktion’)

Abbildung B zeigt die Approximation der Rungefunktion f(z) = 1/(1 +
1252%) durch Polynome vom Maximalgrad 11, und der entsprechende Fehler
ist in Abb. @l zu sehen. Die horizontalen Linien geben den Fehler der besten
Tschebyscheff-Approximation an. Diese nimmt abwechselnd in 13 Punkten
(Grad plus 2) ihre Extremstellen an, ganz dhnlich wie bei den Tschebyscheff—
Polynomen. Dieses Phdnomen wird Alternation genannt und wird uns
noch beschéaftigen. Die Interpolierende ist einmal zu dquidistanten Punkten
und dann als Interpolation in den Extremstellen des Tschebyscheff-Polynoms
vom Grad 11 gebildet. Man kann deutlich sehen, wie alle anderen Approxi-
mationen iiber das Limit der Tschebyscheff-Approximation hinausschieften.
Aber der Fehler der Interpolation in den Tschebyscheff-Extremstellen ist am
Rand erstaunlich klein, und wir werden sehen, dafs diese Interpolation eine
sehr gute, wenn auch nicht optimale Approximation ist, die sich obendrein
extrem schnell und stabil ausrechnen léfst. Doch das wird noch eine lange

Geschichte.
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Figure 3: Approximation der Rungefunktion

2 Tschebyscheff—-Approximation

Will man eine nicht direkt oder nur iiber Reihenentwicklungen zugangliche
Funktion f wie exp(x), v/x oder cos(x) auf einem Rechner mit bestméglicher
Genauigkeit und moglichst effizient ausrechnen, so wird man zwecks Vermei-
dung von Ausreifern versuchen, eine beste Approximation u in der Tschebyscheff—
oder Maximumsnorm auszurechnen. Mit Hilfe von Renormierungsformeln
wie exp(M + x) = exp(M) exp(z) oder v M?x = M,/x beschriankt man sich
auf ein endliches abgeschlossenes Intervall I = [a,b]. Obendrein wollen wir
hier nur die Approximation mit Polynomen vom Maximalgrad n behandeln,
und damit haben wir das Problem,

min — I
win | =
auszurechnen. Wir brauchen etwas Material iiber Polynome.

2.1 Polynome

In diesem Abschnitt fassen wir uns kurz, weil vieles aus der Numerischen
Mathematik [4] bekannt ist.

Die Menge der reellwertigen algebraischen Polynome vom Grad héchstens n
und mit reellen Koeffizienten wird mit IT,,(R) bezeichnet. Wenn Werte und

17
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Figure 4: Fehler bei der Rungefunktion

Koeffizienten komplex sind, wird die Bezeichnung II,,(C) verwendet. Der
komplexe Fall verhélt sich iiber weite Strecken genau wie der reelle Fall, wird
aber weiter unten wichtig, wenn wir trigonometrische Polynome behandeln.

Die Monombasis der recllwertigen algebraischen Polynome ist 1, z, 2%, ..., 2" %, 2™

Sie ist nur in einer Umgebung des Nullpunktes numerisch giinstig. Wir
schreiben damit Polynome als

p(z) = ap+ a1z + ...+ a2 € I, (R).

Im Komplexen wiirde man die Basis natiirlich als 1,z,22%,...,2""! 2" mit

einer komplexen Variablen z schreiben. Wir kommen darauf zuriick. In
beiden Fallen sichert der Fundamentalsatz der Algebra die Basiseigenschaft.
Es gibt wesentlich bessere Basen als die Monombasis. aber darauf kommen
wir erst im néchsten Kapitel zuriick.

In MATLAB benutzt man die Routinen polyval und polyfit, um mit
Polynomen in der Monombasis zu rechnen. Das ist wegen der miserablen
Qualitdt der Monombasis nicht besonders empfehlenswert, aber es mufs hier
beschrieben werden, weil die Indizierung etwas ungewohnlich ist. Ein Poly-
nom P von Grad < n wird in MATLAB durch einen Koeffizientenvektor

p= (p17 cee apn-i—l) mit

n+1 ‘
P($) = piz” +p2x"_1 + . Puy = Z pjxn—i-l—j
j=1
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dargestellt. Ist x ein Spaltenvektor aus M Punkten und p ein Koeflizien-
tenvektor, so liefert polyval(p,x) einen M-Spaltenvektor durch Auswer-
tung der obigen Formel. Um das als Matrixmultiplikation zu schreiben,
kann man die M x (n + 1)-Vandermondedd Matrix V mit Elementen 271~ J
verwenden. Das wird in der Dokumentation von polyfit auch genau so
beschrieben, wobei der Aufruf p=polyfit(x,y,n) einen Koeffizientenvektor
p liefert, der sich durch p=V\y ergibt, also im Prinzip eine beste diskrete Lo—
Approximation des Datenvektors y€ R durch Polynome vom Grad < n in

den M Punkten von x ist.

Es kann nicht schaden, sich mal klarzumachen, was in MATLAB durch
val=polyval(polyfit(x,y,n),z)

berechnet wird.

Fiir beliebige Basen uq, . . ., u, und ihre Werte in Punkten x4, ..., x5, werden
wir das wie oben machen. Wir werden also immer eine M x (n + 1)-Matrix
von Werten u;(zy) erzeugen, d.h. die Punkte entsprechen den Zeilen und die
Funktionen den Spalten. Wenn die u; den Grad j haben sollen, werden wir
die Spalten so sortieren, daf die Spalten mit u,, beginnen und mit uy enden,
wie bei der Monombasis in MATLAB. Hier ist erst einmal die Vandermon-
dematrix, aber wir werden spéter entsprechende Routinen fiir andere Basen
bauen.

function V=vander(z,n)
% generates Vandermonde matrix for points z up to degree n
V(:,n+1) = ones(length(z),1);
for j = n:-1:1
V(:,3) = z.xV(:,j+1);
end

2.2 Alternanten und Referenzen

Wir ahnen nach dem Beispiel der Abbildung B dass wir mit Alternation
rechnen miissen, und das definieren wir so:

Definition 2.1. Eine Punktmenge o < ... < x,y1 aus n + 2 Punkten
heifst Alternante zum obigen Approximationsproblem, wenn es ein Polynom
p € 11, und ein Vorzeichen o € {+1,—1} gibt mit

(f =)&) (1Yo = |f = pllocs, 0<j <n+ 1. (2.2)

2http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Vandermonde.html
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Theorem 2.3. Hat man eine Alternante mit einem Polynom p, so ist p eine
beste Approximation. Die Umkehrung gilt auch: jede beste Approximation
tritt als Alternante einer n + 2—punktigen Teilmenge ihrer Extrema auf.

Beweis: Wir beweisen nur den ersten Teil. Unter den Voraussetzungen der
Definition BTl wollen wir zeigen, dafs

N f = Plloos < Nf — qlloos

fiir jedes Polynom ¢ € II,, gilt. Nehmen wir an, es gelte

1f = Pllos,s > I = dlloc.r- (2.4)

fiir ein g € 1I,,. Dann folgt

(a=p)(x)(=1Yo = (q—f)(z;)(=1)0+ (f = p)(a;)(=1)0
= (¢ = D) (=10 + [f = pllcos
> 0, 1<yj<n+l,

und nach dem Satz von Rolle muft ¢ — p dann mindestens n + 1 verschiedene
Nullstellen haben, was nicht sein kann, wenn nicht schon ¢ = p gilt, aber das
kann wegen (24)) oder der obigen Ungleichungen nicht sein. L.

Auf jeder (n+2)—punktigen Teilmenge X = {xg, z1,. .., T,11} paarweise ver-
schiedener Punkte kann man nun versuchen, eine Art Alternante hinzubekom-
men, indem man versucht, ein Polynom p € II,, zu finden, sodafs

(f =p) @)=Y= If =pllex, 0<5 <n+1 (2.5)

gilt. Man spricht dann von einer Referenz, und der kleine, aber wesentliche
Unterschied zu (Z2) besteht darin, daf in (EZ3) rechts nur der Wert || f —p||co.x
und nicht || f — p||e.s steht.

Theorem 2.6. Man kann immer genau ein Polynom p mit (Z23) finden. Gilt
(Z3), so ist p die eindeutig bestimmte beste Approximation zu f auf X, und
es folgt die auf de la Vallée—Poussirt] zuriickgehende Einschlieffung
1f = Plloc,x < min [|f = qlloc,r < [|f = Plloc,s (2.7)
qun

des Fehlers der besten Approximation.

3http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Vallee_Poussin.html
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Beweis: Wie in Theorem folgt, daf ein p mit (EH) eine beste Approxi-
mation auf X ist. Die eindeutige Losbarkeit von (Z23) wollen wir konstruktiv
beweisen, indem wir ein Verfahren angeben, das die eindeutige Losung p von

(f =p)(a)(=1) =n, 0<j<n+1

mit einem im Ansatz zunéchst beliebigen, aber sich eindeutig ergebenden
1 konstruiert. Hat man nadmlich irgendeine Losung p, so bildet man die
Differenzenquotienten

[.To, R ,.Tn+1]<f _p) = [ZU(], R ,.ﬁ(]nJrl]f +0= T][.To, .. .7xn+1]<_1)j

und sieht, daf
 fmoeeesmilf
[IL‘Q, P ,ZL‘n+1](—1)j

eindeutig bestimmt ist, und p mufs die n + 2 Daten

play) = flay) —n(~1), 0<j <n+1

interpolieren. Das geht eindeutig mit einem Polynom des Grades < n + 1,
aber weil der (n + 2)—te Differenzenquotient der Daten verschwindet, ist die
Losung wegen der Newtonschen Interpolationsformel sogar in II,,. Natiir-
lich gilt dann auch || = ||f — p|l~,x und man hat eine eindeutige beste
Approximation auf X und die Referenzeigenschaft (23) auf X.

Um (1) zu zeigen, braucht man nur die linke Ungleichung anzusehen. Die
beste Approximation p* € II,, zu f auf ganz [ existiert, aber weil p die beste
Approximation auf X ist, folgt die Behauptung aus

If = Plloox S =P loox S Nf =D |ooir = ggﬁn If =l O

Jetzt kann man ahnen, wie man eine beste Approximation auf I schrittweise

konstruieren kann: man berechnet eine Folge von Referenzen, die die linke
Seite von () allmé&hlich immer grofer macht, bis in (277) fiir eine Referenz
X auf einer (n + 2)-elementigen Teilmenge X Gleichheit herrscht. Dann
ist man fertig, und gleichzeitig hat man auch einen noch ausstehenden Teil
von Satz bewiesen, denn die finale Referenz X ist notwendig eine Alter-
nante. Es ist allerdings dann immer noch nicht bewiesen, daf jede beste
Approximation eine Alternante enthélt, aber das lassen wir offen.

21



2.3 Remez—Algorithmus

Der soeben grob skizzierte Remez—Algorithmus ist nach E. Y. Remez be-
nann‘[@, aber man muf noch sagen, wie man die Referenzen schrittweise
verbessert. Hat man eine Referenz X, so weifs man, dafs es eine Approxima-
tion gibt, die auf diesen Punkten alterniert und dort beste Approximation ist.
Aber die Fehlerfunktion wird anderswo noch gréfer sein, wenn die Referenz
noch keine Alternante ist. Dann gibt es einen Punkt z € I mit

I = Plloe.x < I(f =p)(2)| = I = Pllo.r,

d.h. einen Punkt, an dem die Fehlerfunktion betragsméfig maximal ist. In
eine neue Referenz wird man diesen Punkt aufnehmen wollen, aber welchen
der Punkte zy < x; < ... < wx,,1 der bisherigen Referenz wirft man raus?
Grob gesagt: man nimmt erst einmal z in diese Folge auf, berechnet die
Vorzeichen von f —p in diesen nunmehr n+ 3 Punkten, und wirft dann einen
Punkt x; # 2 heraus, so dass man in der Restfolge immer noch lauter strikte
Zeichenwechsel hat. Genauer geht das mit einer Fallunterscheidung:

1. Gilt ;1 < 2z < z; mit 2 < j <n+1, so gilt entweder
sgn ((f — p)(z;)) = sgn ((f — p)(2)) (dann fliegt z; heraus) oder
sgn ((f —p)(xj_1)) = sgn ((f —p)(2)) (dann fliegt ;1 heraus).

2. Gilt z < xy und sgn ((f — p)(z1)) = sgn ((f — p)(z)), so fliegt 4
heraus. Andernfalls fliegt x,,; heraus.

3. Analog macht man das im Falle z,,1; < 2.
Hier ist ein entsprechendes Programm, leider noch nicht poliert:

clear all;

close all;

% Programm fuer Remesverfahren

h=0.01 % Plot- und Rechenschrittweite

n=15; % Polynomgrad

x=(-1:h:1)’; % Rechenpunkte

m=length(x); ' Anzahl davon

k=floor(2/(n*h+h)); % Wir wollen in n+2 Punkten starten
ind=1:k:m; % die etwa aequidistant sind.
ind=ind(1:n+2); % Das sind dann die Punktindizes der Referenz
fx=abs(x); % die zu approximierende Funktion

‘http://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/ history/Biographies/Remez.html
Shttp://en.wikipedia.org/wiki/Remez_algorithm
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% fx=exp(x); % die zu approximierende Funktion
sig=((-1).~(1:n+2))’; % Vorzeichenvektor

while 1== % Remes-Schleife
% wir wollen in den Punkten mit Indizes in ind die b.A. ausrechnen
xi=x(ind); % Punkte

fxi=fx(ind); % Werte
% Wir brauchen eta als Quotient zweier Differenzenquotienten
dxc=polyfit(xi,fxi,n+1); % Fitten von f mit Grad n+1

dxf=dxc(1); % hoechster Koeff ist Differenzenquotient
dxc=polyfit(xi,sig,n+1); % Fitten des Zeichenvektors

dxs=dxc(1); % hoechster Koeff ist Differenzenquotient
seta=dxf/dxs; % Vorzeichen mal eta ist der Quotient
pf=chebyfit(xi,fxi-seta*sig,n); % Jetzt fitten wir mit Grad n
res=fx-chebyval (pf,x); % und dann muss das Residuum alternieren

figure % in den n+2 Interpolationspunkten.
plot(x,res,xi,res(ind),’rx’,x,seta,x,-seta) % plotten

hold on % Jetzt muessen wir das Extremum des Fehlers bestim

[mf imf]l=max(abs(res));
mr=res (imf) ;
plot(x(imf) ,mr,’ro’)

[abs(mr) abs(seta)] % das sind die de la Vallee-Poussin Schranken
disp(’Hit Enter’)
pause
if abs(mr)<abs(seta)*1.01 % Abbruchkriterium
break;
end

% Hier kommt der Indextausch.
if imf>max(ind) % max is outside right
if res(ind(end))*mr >0 7 same sign at end
ind=[ind(1:end-1) imf]; % let new point replace
else % different sign at end
ind=[ind(2:end) imf]; % drop left point
end
else
if imf<min(ind) % max is outside left
if res(ind(1))*mr >0 % same sign at end
ind=[imf ind(2:end)]; % let new point replace
else % different sign at end
ind=[imf ind(1l:end-1)]; % drop right point
end
else
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% now the max is somewhere in the middle

up=min(find (ind>imf));

down=up-1;

if res(ind(up))*mr >0 7 same sign as upper point
ind=[ind(1:down) imf ind(up+l:end)]; % replace upper point

else % same sign as lower point
ind=[ind(1:down-1) imf ind(up:end)]; % replace lower point

end

end
end
end

Ohne Beweis geben wir das zum Programm passende Resultat an:

Theorem 2.8. Beim Remez—Algorithmus werden (n+ 2)—-punktige Referenz-
mengen X; mit zugehorigen Polynomen p; € Iy konstruiert, fir die

1 = Pilloo.x; = min [|f = pllocx; < min [ = plloc,s

fiir j — oo mindestens linear und monoton wachsend gegen die obere Schranke
konvergiert. Die Referenzmengen X; und die Polynome p; haben eine Teil-
folge, die gegen die Punktmenge X* und das Polynom p* einer Alternante
konvergiert. ]

Zwei typische Ausgaben des Programms zeigen die Abbildungen B und
Bl Es handelt sich um die Approximation von |z| auf [—1,1] durch Poly-
nome vom Grad 15, d.h. mit Referenzen der Lénge 17. Die horizontalen
Linien geben die de la Valleé-Poussin—Schranke an, d.h. der finale Fehler
liegt immer zwischen diesem Niveau und dem Betragsmaximum der Fehler-
funktion. Man kann zeigen, dafs der Remez—Algorithmus in dieser einfachen
Form eine Art von Simplexverfahren realisiert. Das ist nicht verwun-
derlich, weil wir oben schon gesehen haben, dafs ein lineares Tschebyscheff—
Approximationsproblem sich als lineares Optimierungsproblem schreiben 1aft.

3 Approximation in euklidischen Raumen

3.1 Grundlagen

In diesem Abschnitt befassen wir uns mit dem extrem wichtigen Fall, dass
die Norm durch ein Skalarprodukt, also eine bilineare, symmetrische und
definite Form gegeben ist.
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Figure 5: Schritt 12 des Remezverfahrens fiir ||

Definition 3.1. Ein normierter Raum V heifit euklidischfl oder auch Pra-
Hilbertraumﬁ, falls die Norm durch ein Skalarprodukt induziert wird,
d.h. falls es eine bilineare, symmetrische und definite Form (-,-) : VxV — R
gibt, sodass

Ifll= (£, )2 feV,

gilt.  Ein vollstindiger euklidischer Raum heifst Hilbertraum. Zwe: Ele-
mente f,g € V heiffen orthogonal, falls (f,g) = 0. FEin Element f heifst
orthogonal zu einem Unterraum U C V', falls f orthogonal zu jedem Element
aus U 1st.

In euklidischen Raumen kann man zwischen zwei von Null verschiedenen
Elementen u, v einen Winkel ¢ definieren durch

(u, v)

lulllfoll

cos(p) =

Ferner gilt die Parallelogrammgleichung
lw + v||* + ||u—v||* = 2||ul|* + 2||v|]? fiir alle u,v € V
und im Falle (u,v) = 0 auch der Satz des Pythagora£
lu+ ol = [Jul® + [lo]®

Shttp://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/ history/Biographies/Euclid.html
"http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/ history/Biographies/Hilbert.html

8http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/ history/Biographies/Pythagoras.html
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Figure 6: Ende des Remezverfahrens fiir |z|

Beides ist durch Ausmultiplizieren wie in
lu+ol* = (u+v,u+tv) = (u,u) +2(u,0) + (v,0) = [ul]® + 2(u, v) + [Jv]|
leicht zu beweisen.

Wie bereits vorher angedeutet, besitzen euklidische Réaume strikt konvexe
Normen:

Theorem 3.2. Die Norm eines euklidischen Raumes ist strikt konvex.

Beweis: Seien f # g € V mit || f|| = ||g|| = 1 gegeben. Dann folgt aus der
Parallelogrammgleichung sofort

1f + gll* < 2I1£1* +2]1gl1* = 4.
O

Damit konnen wir zusammen mit Satz [[LT1] sofort eine wichtige Folgerung
ziehen.

Korollar 3.3. Ist V' ein euklidischer Raum, dann ist jeder endlich dimen-
stonaler Unterraum eine Tschebyscheff-Menge.
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Als néchstes kiimmern wir uns um die Charakterisierungen bester Ap-
proximationen in euklidischen R&umen.

Theorem 3.4. Sei V ein euklidischer Raum und U C V' ein Unterraum.
FEin Element u* € U ist beste Approximation aus U an ein f € V genau
dann, wenn

(f —u*,u) =0 fiir alle w € U. (3.5)

Beweis: Nehmen wir zunéchst an, dass ein u* € U die Bedingung (B.3)
erfiillt. Dann konnen wir jedes u € U als u = u* — @ mit u € U schreiben,
womit aber

If = ull® = IIf =" +all* = If —wlI* +2(f — ", @) + [[al* = | f —u"|*

folgt. Also ist u* beste Approximation an f aus U.

Ist andererseits u* € U beste Approximation und gilt (B3) nicht, so
existiert ein @ € U mit (f — u*, @) =: ¢ # 0. Wir suchen jetzt eine bessere
Approximation als u* auf der Geraden durch v* mit Richtung @. D.h. wir
setzen u; = u* — tu. Wie eben erhalten wir

1f = wel® = I1f =l + 2et + Ea]* = || f — w*|* + (1)

Wir erhalten also einen Widerspruch, wenn wir ein ¢ € R finden mit ¢(¢) < 0.
Da v eine nach oben geoffnete Parabel ist, ist der beste Kandidat gegeben
durch 0 = ¢'(t) = 2c + 2t||a||?, also durch t* = —c/||u||?>. Dieses t* fiihrt
wegen 9(t*) = —c?/||u]|* auch tatsichlich zum Erfolg. O

Da man in (B3) insbesondere u = u* einsetzen kann, folgt sofort:

Korollar 3.6. Unter den Voraussetzungen von Satz gilt der Satz des
Pythagoras
f =P+ e = A1 (3.7)

welcher die Stabilitatsabschdtzungen
If =l <Al und ]| <[] (3.8)
zur Folge hat.

Mit (BH) hat man aukerdem ein Mittel an der Hand, die beste Approxi-
mation zu berechnen.
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Korollar 3.9. (Normalgleichungen) Ist {uy,...,u,} eine Basis von U, so
gilt mit den Bezeichnungen und Voraussetzungen von Satz[3.7]

n

*

u = chujv
Jj=1

wobei die {c;} Losung des Gleichungssystems

Cj(uj7uk):(fauk)v 1§k§n7
1

n

J

sind.

Die hierbei auftretende Matrix ((u;, ug));, nennt man Gramsche Ma-
trix. Man kann leicht einsehen, daf sie symmetrisch und positiv definit ist.

Als Beispiel wollen wir die lineare Ausgleichsrechnung betrachten. Dabei
ist A € R™ und b € R™ bei m > n gegeben. D.h. das lineare Gle-
ichungssystem Az = b ist iiberbestimmt und man versucht daher |[|Ax — b||2
iiber alle x € R™ zu minimieren. In diesem Zusammenhang bedeutet dies,
dass V =R" und U = A(R") = {Az : z € R"}. Die Bedingung (B3 fithrt
zu

0= (b— Az*, Ax) = 2T AT (b — Ax¥) x € R",

was dquivalent zu den Normalgleichungen AT Az* = ATb aus der linearen
Algebra ist. Aber es ist zu bedenken, daf man in der Praxis statt des Nor-
malgleichungssystems eine () R—Zerlegung oder noch besser eine Singularw-
ertzerlegung von A verwendet.

3.2 Orthogonalsysteme und Projektoren

Am ecinfachsten sieht die Gramsche Matrix natiirlich aus, wenn die u; eine
Orthonormalbasis bilden:

Definition 3.10. Eine Basis uq, ..., u, eines n—dimensionalen Teilraums U
eines euklidischen Raums V' heifit orthonormal, wenn

(Uj,Uk) = Ojk; 1 S]vk <n
gilt. Die Basis heifft orthogonal, wenn nur
(uj,u) =0, 1 <j<k<n

gilt. Hat man eine unendliche Folge uy, ..., Uy, ... linear unabhdingiger Ele-
mente, so spricht man analog von Orthonormalsystemen oder Orthogo-
nalsystemen.
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Mit dem Schmidt-schen Orthonormalisierungsverfahren lédsst sich aus
jeder endlichen Basis eine orthonormale Basis berechnen, wie man aus der
linearen Algebra weif.

Definition 3.11. Eine Abbildung P : V — V heifit Projektion, falls P? =
P qgilt. Man bezeichnet diese Figenschaft auch als Idempotenz.

Theorem 3.12. Sei V ein euklidischer Raum und U,, ein Unterraum der Di-
mension n mit einer Orthonormalbasis {uy,...,u,}. Dann ist die eindeutig
bestimmte beste Approximation an f € V' aus U,, gegeben durch

P.f = zn:(f, Uj) ;. (3.13)

j=1

Der Operator P, : V — U, ist eine lineare Projektion mit Norm 1. Ferner
gelten die Identitdten

1P N2 =Y 1(fu) ), If = PufI?=1F1P =D 1(ful? (3.14)
=1 j=1

Beweis: Die Darstellung fiir P, folgt aus Folgerung B9, da (u;, ux) = djx
sofort ¢ = (f,u) impliziert. Da die beste Approximation an ein Element
f € U, aus U, offensichtlich f selbst ist, ist P|U, die Identitit, was P?> = P,
bedeutet. Aus (BI3) sieht man sofort, dass P, linear ist. Aus der Stabil-
itdtsabschatzung ([B.) folgt || P,|| < 1. Andererseits impliziert die Projektor-
eigenschaft || P,|| < ||P.||? also 1 < ||P,]|, womit wir also insgesamt || B,| = 1
haben. Die Darstellung fiir || B, f||* ergibt sich aus

1Pafll = (S (f g, Spy (f un)un) = S0 () (F ) (g, k)

= Y (fiw)l?
unter Benutzung der Orthonormalitéit der Basis. Die Formel fiir || f — P, f]|?
folgt schlieklich aus dem Satz des Pythagoras. O

Hat man nun anstatt eines endlich dimensionalen Unterraumes eine (un-
endliche) Familie {u;};ey von orthonormalen Elementen, so kann man fiir
ein gegebenes f € V zu jedem Unterraum U, := span{uy,...,u,} die beste
Approximation P, f bilden, und es stellt sich die Frage, ob P, f gegen f kon-
vergiert. Dies wird natiirlich nicht fiir jede Folge von Unterrdumen wahr
sein, sondern nur fiir solche, die den gesamten Raum auch vollstéindig “auss-
chopfen”.
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Definition 3.15. Ein Orthonormalsystem {uy, us, ...} von Elementen eines
euklidischen Raumes V heifit vollstandig in V falls es zu jedem f € V eine
Folge f, € U, := span{uy, ... ,u,} mit |f — fu|| — 0 fir n — oo gibt.

Der Begriff “vollstandiges Orthonormalsystem” ist historisch bedingt. Im
Grunde ist er eher ungliicklich, da es sich zum einen nicht um Vollstandigkeit
im klassischen Sinn handelt. Zum anderen beschreibt er eher eine Eigenschaft
des Raumes U, := UU,,, ndmlich die Eigenschaft dicht in V' zu sein:

Definition 3.16. FEine Teilmenge U eines normierten Raumes V' st dicht
in'V, wennV der Abschluff von U ist, d.h. zu jedem v € V gibt es eine gegen
v konvergente Folge, die ganz in U liegt.

Theorem 3.17. Sei V' ein euklidischer Raum und {uy,us, ...} ein Orthonor-
malsystem in V. Sei ferner U, := spanf{uy, ..., u,}. Dann gilt die Besselsche
Ungleichung

AP <N feV

j=1
Ferner sind die folgenden Eigenschaften dquivalent:

1. {uy,ug, ...} ist vollstindig in V.
2. Jedes f € V ldsst sich als Reihe

f= i (f uj)u (3.18)
7j=1

darstellen, und zwar im Sinne der Normkonvergenz der Partialsummen.

3. Fiir jedes f € V' gilt die [l Parsevalsche Gleichung

(e o]

Z (f,up)l = [IFII*.

Beweis: Die Besselsche Ungleichung folgt sofort aus || P, f|| < || f|| und der
Darstellung in (B.14).

Die erste Eigenschaft impliziert die zweite, dazu f € V und e > 0ein N € N
und fy € Uy mit ||f — fn|| < € existiert. Dies bedeutet aber fiir n > N auch

— = —ul| < i —ul| < ||f - .
I = Pafll = inf If —ull < inf [f —ull < If = fwll < e

9nttp://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Parseval.html
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Also strebt P, f in der Norm des Raumes gegen f.

Andererseits ist die zweite FEigenschaft nur ein Spezialfall der ersten, da hier
die Funktionen f,, = P,f gew#hlt werden kénnen. Schliesslich zeigt die
Darstellung fiir ||f — P,f|| in (8I4) die dquivalenz der zweiten und dritten
Eigenschaft. O

Die Parsevalsche Gleichung hat zusammen mit dem Satz des Pythagoras zur
Konsequenz, dass wir den Fehler ||f — P, f|| ausdriicken kénnen als

[e.e]

1f = Pufl? = 32 [(f uy)l* (3.19)

j=n+1

Man wird also darauf hoffen, daf die Entwicklungskoeffizienten (f,u;) fiir
grofte 7 sehr schnell klein werden. Aber bisher haben wir noch nicht mal die
Vollstéandigkeit fiir Basen aus Polynomen bewiesen. Das folgt in Abschnitt
.0l

3.3 Kompression und Beste n—Term—Approximation

Aber man kann an diser Stelle schon auf eine wichtige Technik zur Kompres-
sion hinweisen. Nehmen wir an, ein Element f eines euklidischen Raumes
habe eine Darstellung (BI8) mit nur wenigen betragsméfig grofsen Koef-
fizienten. Wenn man dann alle Terme mit kleinen Koeffizienten wegléafst, hat
man eine sehr gute Approximation, denn das Quadrat des Fehlers ist die
Quadratsumme der weggelassenen Koeflizienten. Das ist das Grundprinzip
vieler Kompressionstechniken bis hin zu wavelets, und wir werden uns das
Weglassen kleiner Koeffizienten noch ofter ansehen. Was man zu effizienten
Kompressionstechniken noch braucht, sind schnelle Algorithmen zur Berech-
nung der Koeffizienten (Analyse) und zur Auswertung der Approximationen
(Synthese). Auch das werden wir genauer studieren.

Wir gehen etwas allgemeiner vor und befassen uns mit Approximationen, die
aus moglichst wenig Termen bestehen:

Definition 3.20. Die beste k—Term—Approximation eines Elements f
eines normierten Vektorraums V' beziglich eines n—dimensionalen linearen
Unterraums U mit Basis uy, ..., u, minimiert || f — ul|ly unter allen uw € U,
die nur maximal k von Null verschiedene Koeffizienten haben.

In diesem Zusammenhang verwendet man die etwas schlampige Notation
||u||o fiir die Anzahl der von Null verschiedenen Koeffizienten von u in der
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fest gewahlten Basis. Das ist natiirlich keine Norm, obwohl die Bezeichnung
das suggeriert.

Natiirlich miissen beste k—Term—Approximationen immer existieren, weil es

nur endlich viele, ndmlich (Z) Moglichkeiten gibt, k—dimensionale Unter-

rdume von U auszuwéahlen. Die direkte Bestimmung bester k—Term—Approximationen
ist aber im Allgemeinen kein lineares Approximationsproblem mehr, und

schon im Falle univariater Polynome in Cla, b] mit der Tschebyscheff-Norm

sehr unangenehm. Im Falle euklidischer Rdume ist das aber einfach:

Theorem 3.21. Eine beste k—Term—Approzimation zu Elementen f eines
euklidischen Raums v durch einen Unterraum mit Orthonormalbasis u, . . . , U,
ist dadurch gegeben, daf$ man in der Projektion (313) alle bis auf die k be-
tragsgrofiten Koeffizienten weglaft.

Beweis: Jede k—Term-Approximation entsteht durch einen Projektor Py auf
einen speziellen k—dimensionalen Unterraum Uy von U. Wegen (BI4)) folgt
dann
If = Bef 1P = lf = Pufllz = > (fiuy)?,
uj¢Ug

d.h. der Unterschied zwischen der besten n—Term— und einer k—Term—Approxi-
mation, gemessen als Fehlernorm zum Quadrat, besteht genau in der Quadrat-
summe der weggelassenen Koeffizienten. Eine beste k—Term—Approximation
bekommt man also, indem man die betragskleinsten n—k Terme wegléafst. [

3.4 Exkurs uber Hilbertraume

In Definition Bl hatten wir Hilbertrdume als vollstdndige euklidische Raume
definiert. Endlichdimensionale euklidische Rdume sind immer isometrisch zu
einem R™ und deshalb immer vollstdndig. Im unendlichdimensionalen Fall
ist das nicht so. Beispielsweise ist es leicht (Aufgabe!) im Raum C|a, b] unter
dem Skalarprodukt

(f,9)2:= /ab f(t)g(t)dt fir alle f, g € Cla, b|

eine nicht konvergente Cauchyfolge anzugeben. In der Funktionalanalysis
wird aber bewiesen, daf sich alle normierten Rdume V' in einem speziellen
Sinne vervollstdndigen lassen:

Theorem 3.22. Zu jedem normierten Raum V' iber R gibt es einen voll-
standigen normierten Raum (einen Banachraum) V', der ein Bild von V
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unter einer Isometrie I : V. — I(V) C V enthilt, und auf den sich jede
stetige lineare Abbildung A : 'V — W mit Werten in einen Banachraum W
zu einer stetigen linearen Abbildung A 'V — W im Sinne von Aol = A fort-
setzen laft. Es gibt einen bis auf Isometrie eindeutigen kleinsten Raum V. mit
dieser Figenschaft, und er wird die Vervollstandigung von V' genannt. [

In diesem Sinne l&ft sich jeder euklidische Raum zu einem Hilbertraum ver-
vollstandigen. Im obigen Beispiel bekommt man den Raum Ls|a,b] der im
Lebesgue—Sine mefbaren und quadratintegrablen Funktionen heraus, und
wegen der isometrischen Einbettung éndert sich das Skalarprodukt nicht.

In Hilbertrdumen kann man Projektoren auch auf unendlichdimensionalen
Unterrdumen definieren:

Theorem 3.23. Fiir jeden abgeschlossenen Unterraum U eines Hilbertraums
V qilt V. =U+U" als direkte und orthogonale Summe. Ferner gibt es einen
linearen Projektor Py mit U = Py(V'), und Id — Py ist ein Projektor von V
auf UL, Fiir jedes f € V ist Py(f) die beste Approzimation von f beziiglich
U. Ferner gilt (UY)t =U und Py = Id — Py.

Weil der Beweis aus purer Approximationstheorie besteht, soll er hier nicht

fehlen.

Wir beweisen zuerst, daf jedes f € V genau eine beste Approximnation
beziiglich U hat. Zu jedem f € gibt es eine sogenannte Minimalfolge
{un}n von Approximationen aus U mit

|\ f — unl|ly — inf ||f —u|ly fir n — oc.
uelU
Dann betrachten wir die Raume
U, := span {uy,...,u,}

und bestimmen die beste Approximation u) von f in U,. Dann ist auch
{u}}, eine Minimalfolge, denn man hat

inf |f = ully < If —ubllv < | = wally — inf || = ullv fir n — oo.
cU uelU

Fir alle N folgt dann (f — wy) L Uy aus der Eigenschaft bester Approxi-
mationen, und insbesondere gilt (f —uy) L (u}y — u)) fiir alle n < N. Der
Satz des Pythagoras liefert dann

1f = wnlly = If = unllV + lluly — w5
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Das ergibt [|[ul, — ul||v < ||f — ul|ly fir alle n < N, und weil {u}}, eine
Minimalfolge ist, folgt daraus, dak {u}}, eine Cauchyfolge ist. Wegen der
Vollstéandigkeit von V' und der Abgeschlossenheit von U hat sie einen Limes
u* € U. Dafiir gilt aber

If = wllv < [If = upllv + [Juy, = w*llv — inf [[f — ully fir n — oo
uelU

und deshalb ist u* beste Approximation zu f in U. Wegen der strikten Kon-
vexitat der euklidischen Norm ist sie eindeutig, und weil wir die Abhéngigkeit
von f jetzt brauchen, verwenden wir die Bezeichnung Py (f) statt u*.

Fiir zwei Elemente f und g aus V' und Skalare «, § bilde man das Element
aPy(f)+ BPy(g) € U. Damit folgt

(af +Bg—aPy(f)—BPy(g),u)v = alf—Py(f),w)yv+B8(g—Pu(g),u)y =0

fiir alle w € U, und weil die Orthogonalitdtsbedingung nach Satz B4l auch
hinreichend ist, mufs « Py (f) + SPy(g) die beste Approximation zu a.f + (g
sein. Also ist die Abbildung Py linear, und sie ist wegen ihrer Definition als
beste Approximation auch idempotent.

Der Rest ist jetzt wegen der orthogonalen Zerlegung

f=Pu(f)+(f = Pu(f))

von f in ein Element aus U und eines aus U+ kein Problem mehr. Denn hat
man ein f € (U)*, so folgt

(f = Py(f),v) =0 fiir alle v € U+,

und weil f — Py(f) selbst in U+ liegt, muR f = Py(f) gelten. Das beweist
(UH)t C U, und weil (U*+)* D U trivial ist, folgt (U+)* = U. Der Projektor
Id — Py bildet dann aber zu f die beste Approximation f — Py (f) beziiglich
U+, woraus P, = Id — Py folgt. O

Die Existenz vollstédndiger Orthonormalsysteme im Sinne von Theorem B17
ist Fiir allgemeine Hilbertraume nicht gesichert.

Definition 3.24. Ein Hilbertraum heifit separabel, wenn er ein abzdhlbares
vollstindiges Orthonormalsystem besitzt.

Die fiir die Praxis relevanten Hilbertraume sind alle separabel, aber das mufs
man in jedem Falle erst beweisen. Wir machen das in Abschnitt B, aber
vorher brauchen wir die wichtigsten Spezialfélle.
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3.5 Beispiele von Orthogonalsystemen
3.5.1 Orthogonalpolynome

Diese sollten die Leser schon aus der Numerischen Mathematik als Hinter-
grund der Gaufsquadratur kennen.

Hat man zu einem Intervall I := [a,b] C R eine auf (a, b) stetige und positive
Gewichtsfunktion w, fiir die alle Integrale

/ p(t t)dt fiir alle p € I1,, und fiir alle n € Ny

endlich sind, so kann man den Raum

L27w[a,b]::{f60ab /f dt<oo}

definieren, der das Skalarprodukt

/f £)dt fiir alle f,g € Lo, b]

tragt und alle Polynome enthéalt. Durch rekursives Orthonormieren bekommt
man dann eine orthonormale Basis pg,pi,... von Polynomen p; € II; und
man kann fragen, ob die Basis vollstandig ist. Das schieben wir noch auf.
Uber Orthogonalpolynome gibt es Unmassen an klassischer theratuIE die
wir hier weitgehend ignorieren (z.B. [B, B, 6]). Die Nullstellen der Orthogo-
nalpolynome liefern Stiitzstellen von Quadraturformeln, und deshalb beweist
man in der numerischen Integration

Theorem 3.25. Die Orthogonalpolynome p; zu einer festen Gewichtsfunk-
tion w auf (a,b) sind bis auf ihre Normierung eindeutig bestimmt, haben
genau den Grad j und haben in (a,b) genau j einfache Nullstellen. L

Egal wie die Gewichtsfunktion aussieht, man kann immer die Orthogo-
nalpolynome durch eine 3-Term-Rekursion berechnen:

Theorem 3.26. Mit geeigneten Koeffizienten a;, b;, c; gilt
Pi+1(x) = ajzp;(x) + bip;(x) + ¢;pj-1(x)

fur die Orthogonalpolynome zu einer festen Gewichtsfunktion.

Ohttp://en.wikipedia.org/wiki/Orthogonal_polynomials
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Beweis: Durch ein simples Induktionsargument ist klar, dafs man immer
eine Darstellung

=
pi+1(2) = ajap;(x) + bjp;(2) + ¢jpj—1(2) + Y dipy()
k=0
bekommt, aber es ist zu zeigen, daf die rechts stehende Summe verschwindet.
Fiir alle m mit 0 < m < j—2 kann man unter Ausnutzung der Orthogonalitét
folgendermafen schliefsen:

0 = (Pjt1,0m)
j—2

k=0
= aj(pj,xpm) +0+O+dm<pmapm)
= dm(pmapm) = dm”pm”2

und das beweist die Behauptung. O

Fiir die Gewichtsfunktion w = 1 auf [—1, 1] bekommt man die (nicht normierten)
Legendre-Polynome durch die 3-Term—Rekursion

(7 + Dpjra(x) = (25 + Dapj(x) — jpj—1(x), > 1, po =1, p1(z) = z.
Auch dafiir haben wir eine kleine Routine

function V=leg(z,n)
% generates Legendre polynomials for points z up to degree n
V(:,n+1) = ones(length(z),1);
V(:,n) = z;
for j = 2:n 7 for degree j in V(:,n+1-j)

V(:,n+1-3) = ((2%j-1)*xz. *xV(:,n+2-7)-(G-1)*V(:,n+3-3))/j;
end

und die Abbildung [ die mit

% evaluate approximate Legendre basis
clear all;

close all;

n=55;

h=0.005;

x=(-1:h:1)’; % x points

B=leg(x,n);

for i=1:n+1
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plot(x,B(:,1));
hold on
end

erzeugt wurde.

1
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0.4 B
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Figure 7: Legendre-Polynome

Fiir die Praxis sehr viel wichtiger sind die

3.5.2 Tschebyscheff-Polynome
Sie sind auf [—1, 1] definiert durch
T, (z) = cos(n arccos x), x € [-1,1], n € Ny.
und geniigen der 3-Term—Rekursionsformel
Thir(z) = 22T, (x) — T —1(x), n>1, (3.27)

mit den Anfangsbedingungen To(x) = 1 und Ti(z) = z. Insbesondere ist
T, € II,(R) und hat den Grad n. Der Koeffizient vor z" ist fir n > 1
gegeben durch 277!, Die Rekursionsformel lisst sich verallgemeinern zu

T () = 2T (2) T (2) — Tin—py (), m,n € Ny. (3.28)
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Sie sind orthogonal auf [—1,1] mit der Gewichtsfunktion

1
V1—2a?

auf (—1,1). Das siecht wegen der Singularitét in « = £1 kurios aus, aber mit
der Substitution z = cos(y) sieht man den Zusammenhang mit trigonometrischen
Funktionen:

w(zr) =

+1
T ()T (x)w(z)dz

_ _/W cos(nep) cos(my)
m 1 — cos?(yp)

sin(p)dp

+7
= / cos(ngp) cos(my)dep.

Die Orthogonalitét der Cosinusfunktionen auf [—m, +7] sehen wir uns gle-
ich genauer an, aber erst berechnen wir die Wertematrix der Tschebyscheff—
Polynome mit

function Ve=chebmat(x, k)
% Construct Chebyshev polynomial matrix
% for points x and degree k
n=k+1;
Ve(:,n) = ones(length(x),1);
Ve(:,n-1) = x;
for j = n-2:-1:1
Ve(:,j) = 2xx.xVe(:,j+1)-Ve(:,j+2);
end

und plotten Abbildung B mit

% evaluate Chebyshev basis

clear all;

close all;

n=25;

h=0.005;

x=(-1:h:1)’; % x points

B=chebmat(x,n);

for i=1:n+1
plot(x,B(:,i));
hold on

end
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Figure 8: Tschebyscheff-Polynome

Man kann an vielen Beispielen sehen, daf die Tschebyscheftbasis der Monom-
basis numerisch weit iiberlegen ist. Hier ein kleines Beispiel:

clear all;

close all;

x=(-1:0.001:1)7;

n=25;

y=abs (x) ;

p=polyfit(x,y,n);

c=chebyfit(x,y,n);

figure
plot(x,y-polyval(p,x),x,y-chebyval(c,x))
title(’Fehlerfunktion?)

figure

plot(p)

title(’Koeffizienten Monombasis’)

figure

plot(c)

title(’Koeffizienten Tschebyscheffbasis’)

Die Fehlerfunktionen in Abbildung M sind nicht zu unterscheiden, aber in
den Abbildungen [0 und [l sieht man, daf die Koeffizienten der Monombasis
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riesig werden. Sie liegen in der Gegend von 10° und werden fiir hthere Grade
grofer, wihrend die Koeffizienten in der Tschebyscheffbasis in der Gegend von
1 bleiben und fiir hohere Grade abklingen. Dabei ist zu beachten, daf die
Koeffizienten der Polynome niederen Grades rechts stehen.

Fehlerfunktion
0.01 T T

0.005

-0.005

-0.01

-0.015

-0.02

-0.025
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 9: Fehlerfunktion bei Polynomapproximation von |z|

Die Interpolation in den Nullstellen oder Extremstellen der Tschebyscheff—
Polynome ist ein wichtiges numerisches Verfahren, weil es sich stabil und sehr
effizient implementieren 14t und andererseits als nichtoptimale Approxima-
tion nicht wesentlich schlechter als die beste Tschebyscheff-Appproximation
ist. Wir gehen bei den schnellen Algorithmen im néchsten Kapitel noch
einmal darauf ein, denn wir wollen dann auch den Zusammenhang mit der
Clenshaw—Curtis—Quadratur und der schnellen diskreten Cosinustransforna-
tion etwas genauer ansehen.

Aber wir entnehmen aus der Vorlseung Numerische Mathematik noch einen
wichtigen Satz, der zeigt, daf die Interpolation in den Tschebyscheff-Nullstellen
eine Minimaleigenschaft hat. Interpoliert man in Punkten

—1<zy<m<...,2,<1 (3.29)
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. x 10° Koeffizienten Monombasis
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Figure 10: Koeffizienten der Monombasis

die Werte einer Funktion f durch ein Polynom P vom Grade < n, , so ist
der Fehler als

n

f(z) — P(x) = [xo, ..., %0, x|f - H(x—:pj)

7=0
zu schreiben. Das beweist man mit Hilfe der Newtonschen Interpolations-

formel, die ja die dividierten Differenzen oder Differenzenquotienten [z, . . ., x;| f
verwendet, die man oben braucht.

Dann fragt man nach der optimalen Lage der Punkte:

Theorem 3.30. Das Minimum von

ﬁo(x — ;)

unter allen Punktwahlen (Z24) wird fir die n+1 Nullstellen des Tschebyscheff-
Polynoms T, 11 angenommen.

00,[—1,+1]

Wir konnen eine Beweisskizze mit dem Alternantensatz angeben. Die
Minimierung der obigen Grofe ist nichts anderes, als die beste Approximation
von "' durch Polynome vom Grad < n zu finden. Das Polynom 27T},
hat aber gerade die Form einer Fehlerfunktion 2! — P(x), und es alterniert
in n 4+ 2 Punkten mit Werten 41, ist also die Losung des Problems. O
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Koeffizienten Tschebyscheffbasis
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Figure 11: Koeffizienten der Tschebyscheffbasis

3.5.3 Trigonometrische Polynome

Auch hier sollte das Folgende aus der Numerischen Mathematik oder der
reellen Analysis bekannt sein.

Definition 3.31. Eine Funktion f : R — R heifit periodisch mit Periode
h >0, falls f(z + h) = f(x) fir alle z € R.

Wir werden hier nur 2r—periodische Funktionen behandeln und alles auf
[—7, 7] betrachten. Die einfachsten Beispiele 2r—periodischer Funktionen
sind 1, cosz, sin x, cos 2z, sin 2x,.... Der Raum

Cor :={f : stetig und 27 — periodisch auf R}

mit dem Skalarprodukt

1 +7
(f9)n =~ [  f(®)g(b)dt fi alle £.g € C

ist ein euklidischer Raum.
Definition 3.32. Die Elemente der Menge
Trm = {T(x) = % + > (ajcos jz + bysinjz) : a;,b; € R} (3.33)
j=1

heiffen (reelle) trigonometrische Polynome vom Grad < m.
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Theorem 3.34. Der Raum Tg,, ist ein R-linearer Unterraum der Dimen-
sion 2m + 1 von Cor, und die Funktionen
1 ) .
—, cos(x),sin(z), ..., cos(mx), sin(mx)

V2

sind in Cor orthonormal.

Beweis: Die Orthonormalitdt beweist man mit den iiblichen Additionsthe-
oremen. Ist z.B. j # k, so gilt

1 2 1 2
— / sin(jz) sin(kx)dx = 2—/ (cos(j — k)x — cos(j + k)z)dz = 0.
0 mJo

T

Die iibrigen Fille gehen analog. 0

Auch hier entsteht sofort die Frage, ob die trigonometrischen Polynome voll-
standig in Cy, sind. Aber ohne weitere Argumentationen kénnen wir alles
anwenden, was wir bisher hergeleitet haben.

Korollar 3.35. Sei S, [ die beste Approzimation aus T, an f € Cor bzgl.
(;)r- Dann ldsst sich S, f schreiben als
S f(x) = % + Y (ajcos jz + bjsin jz), (3.36)

=1

<

aj = (f(2).cos(ja))x = L [§" flx)cos()dr,  O<<m, g0
= (f(x),si =1 Jo" f(@)sin(ja)de, 1<j<m. T

Wir werden spéter S,,(f) als die m—te Fourier—Partialsumme bezeichnen
und néher untersuchen.

Korollar 3.38. Ist f € Cy, gerade, so ist Sy, f(x) = G +377%, cos jx ebenfalls
gerade.

Beweis: Es gilt

mh; = /ﬂ f(x)sin(jx)dx = /Oﬂ f(z)sin(jx)dx + /Oﬂ f(—z)sin(—jx)dx =0,

—Tr

da f gerade und der Sinus ungerade ist. O
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Aufgabe: Man schreibe eine Routine in MATLAB, die zu einem Punktevek-
tor x € RM und einem n > 0 eine M x (2n + 1)-Matrix baut, die es erlaubt,
fir die Basisdarstellung (B36) eine Matrix—Vektor-Multiplikaton mit dem
Vektor (ag, ay, by, as, by, ..., a,,b,)T zu verwenden. Aufrufe von sin und cos
diirfen nur einmal (aber vektoriell) vorkommen.

Wir miissen fiir spétere Zwecke das Ganze noch ins Komplexe tibersetzen.
Die Eulerschd"] Formel e = cos(z) + isin(x) liefert

m g —ib; b mo
Spf(r) =243 B i gisa G0 g > e (3.39)

2 O 2 2 i
mit
¢ = %_Tibj, 0<;<n
c_j = aj;ibj:c_j,()gjgn.

Setzen wir die Integrale aus (B31) ein, so folgt, dass die Koeffizienten ¢; =

-~

c;(f) =: f(j) jetzt die Form

1
o7

~ 2m .
70) /0 fx)e de, ez, (3.40)

annchmen. Sie treten in Abschnitt B.1 als Fouriertransformierte wieder auf.
Die Darstellung (B:39) ist beinahe ein komplexes Polynom, denn es gilt
m | o 2m Nj
Smf(z)= > e’ =e"> cipy (em) :
j=—m j=0

Fiihrt man die komplexe Variable z = ¢ ein, so folgt

2m—1

Smf(x) =2""3 ¢jom?’,
=0

und wir werden diese Reduktion reeller trigonometrischer Polynome auf kom-
plexe algebraische Polynome noch oft benutzen.

Aber es gibt noch eine andere Reduktion. Sehen wir uns dazu den Spezialfall
gerader trigonometrischer Polynome an, d.h. solche mit f(—x) = f(z) fir

HUhttp://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/ history/Biographies/Euler.html
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alle x € R. Diese haben wegen Korollar keine Sinusterme, und deshalb
kénnen wir sie mit der Substitution cos(¢) = = iiber

a m ) a m
&JWF*§+Z“W¢:§+EﬁK@
j=1 j=1

als algebraische Polynome auf [—1,1] schreiben. Umgekehrt ist jedes al-
gebraische Polynom auf [—1,1] in ein gerades trigonometrisches Polynom
iiberfithrbar, wenn wir das Ganze riickwéarts machen.
Wir gehen deshalb jetzt noch einmal auf die Tschebyscheff-Polynome zurtick.
Theorem 3.41. Mit dem Skalarprodukt
2 [+ flx)g(x)
= — "=

qilt
0 j#k,
(T;,Ti)r=5 1 j=k>1,
2 j=k=0.

Beweis: Wir erhalten mit der Substitution x = cos(t), dass

(T;, Te)r = %f_llcos(jaurccos:v)cos(karccos:v)\/ld_m7

= 2 [ cos(jt) cos(kt)dt

= 1 [77cos(jt) cos(kt)dt

= (cos(jt) cos(kt))r,
wobei wir in der vorletzten Gleichung noch ausgenutzt haben, dass der Inte-
grand gerade und 27-periodisch ist. Der Rest folgt also aus Satz B34 O

Die Substitution = cos(t) liefert also die Briicke zwischen den Tschebyscheff-
Polynomen und den geraden trigonometrischen Polynomen. Daher lasst sich
also die beste Approximation P,f aus II,(R) an f € C[-1,1] bzgl. (-,")r
darstellen als

To n
Puf(a) = 2+ 3 riTi(a),
j=1
wobei die Koeffizienten gegeben sind als

=) = (AT =2 [ f@) )
= 1 57 f(cost) cos(jt)dt.
= a;(f)
mit der geraden Funktion f = f ocos. Deshalb stimmt die Projektion von f
auf die Tschebyscheff-Polynome mit der Projektion von f auf die trigonome-
tyrischen Polynome iiberein.

45



3.6 Satze von Weierstrald

Nach diesem endlichdimensionalen Vorgeplénkel ist es an der Zeit, iiber Voll-
standigkeit trigonometrischer oder algebraischer Polynome nachzudenken.
Das fithrt zu zwei fundamentalen Ergebnissen der Approximationstheorie,
die man auch als Weierstrafl —Siitze bezeichnet:

e Jede stetige Funktion f € C[a, b] kann beliebig gut durch algebraische
Polynome approximiert werden.

o Jede stetige, 2m-periodische Funktion kann beliebig gut durch trigono-
metrische Polynome approximiert werden.

In beiden Féllen wird zunéchst in der Maximumsnorm oder Tschebyscheff-
Norm

[flloo = Il fllLoctary = max [f(z)|
z€a,b]

argumentiert und dann zu anderen Normen iibergegangen. Ferner werden
wir uns wann immer moglich auf das Einheitsintervall [0, 1] zurtickziehen.

Zur Herleitung dieser Resultate benutzen wir Korovkin-Operatoren.

Definition 3.42. Eine Abbildung K : C|0,1] — C]0, 1] heiffit monoton, falls
fir alle f,g € C[0,1] mit f(z) < g(z), x € [0,1], auch Kf(x) < Kg(z),
x € [0,1], folgt. Eine Folge K, : C[0,1] — C0,1], n € N, monotoner,
linearer Operatoren heifst Korovkin-Folge, falls

dim [[K f; = fille =0
fiir f;(z):=a7, j=0,1,2.

Das Erstaunliche an einer Korovkin-Folge ist, dass aus der gleichméfigen
Konvergenz K, f — f auf f € II5(R) die gleichméfige Konvergenz auf ganz
C10, 1] folgt.

Theorem 3.43. Ist {K,} eine Korovkin-Folge auf C[0,1], so gilt
timy [, f = fll = 0

fir alle f € C0,1].

2http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Weierstrass.html
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Beweis: Als stetige Funktion ist f auf dem kompakten Intervall [0, 1] gleich-
mépig stetig. D.h. zu € > 0 existiert ein § > 0, sodass |f(z) — f(y)| < €/3
fir alle z,y € [0,1] mit |z —y| < J. Sei t € [0, 1] fest. Dann gilt einerseits
|f(x) — f(t)] < €/3, falls |z — t| < 0, und andererseits

50) — 0 <20 < 20l (S50

falls |z —t| > §. Beides zusammen gibt

1@ -l S+2lfle (50) zef),

oder
_ 2 _ 2
1) =5 =200l (550) 5@ <70+ 5+ 2 e (55) - (349
pt(x):= qt(x):=
Da K, monoton ist folgt somit
K.pi(r) < K, f(x) < K,q(x), x € 0,1]. (3.45)

Nun sind p; und ¢; beides quadratische Polynome, sodass die Anwendung
der Korovkin-Operatoren auf sie gleichméafig in = gegen sie konvergiert. Tat-
sdchlich ist diese Konvergenz sogar gleichméssig in x und ¢. Zum Beispiel
erhalten wir mit f;(z) = 27 aus

Koai(e) —aila) = (Kufolw) = fol@)) [f(0) + § + 2Ul]
+ (Ko fi(x) — fi(@)) “Wﬂ
+ (Knfalz) — fola)) [2=],

dass

Kute(@) = q@)] < (Il + § + 202 K6 fo — foll
+ 2= (2 Ko fi = filloe + [ Knfo = folloc)

was offensichtlich gleichméfig in x und ¢ aus [0, 1] gegen Null strebt. Da es
sich fiir p; analog verhélt, finden wir also ein ng € N, sodass fiir n > ny und
z,t €0, 1] gilt

[Knqi(z) — au(@)] < 55 [Kapi(@) = pu(2)] <

Wl o
Wl m
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Dies impliziert aber zusammen mit (B.45)
€ €
pe(x) — 3 < K, f(z) < q(x) + 3
und dies wiederum mit (BZ4)

pi(@) = (@) = 5 < J(@) = Kuf(2) < () = pu(a) + 5.

Da die letzte Formel fiir beliebige ¢,z € [0, 1] gilt, kénnen wir insbesondere
t = x setzten. Weil ¢, (x) — p.(x) = 2¢/3 ist, erhalten wir schliefslich

|f(z) = Ko f(x)] < e

fir alle n > ng und z € [0, 1]. O

Damit ist die Hauptarbeit auf dem Weg zum Beweis des Weierstrafschen
Approximationssatzes getan. Wir benotigen letztlich nur noch eine Folge von
Korovkin-Operatoren, die C[0, 1] auf die Polynome abbildet. Kurioserweise
werden uns diese Operatoren im Computer—Aided Design wieder begegnen,
und dort dienen sie nicht der Theorie, sondern der Praxis.

Theorem 3.46. Die Bernsteil-d-Operatoren B, : C10,1] — II,(R),

B =3 ()1 (D) wa—ar aeio

=0 J n

bilden eine Korovkin-Folge auf C[0,1].

Beweis: Offensichtlich sind die B, linear und monoton. Ferner folgt aus
dem binomischen Lehrsatz sofort B, fo = fo. Fiir fi gilt wegen (?)% = (?:11)
fir n > 1, dass

n o . n=l /i 1\ . .
anl(x) — Z <;l> i:ﬂ(l _ x)nfj — Z (n - )IJ(l . x)nflfj — f1<$L’)
ahnlich beweist man
o (n\Jj—1) j —j 2
)= (1 —x)" =27, x € |0,1],
Z;(j)nm—l) (1-2) 0,1
flir n > 2, sodass aus

- _au=Y g JU=1)  1J

n? n? n2 n nn-1) nn

Bhttp://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bernstein_Sergi.html
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fiir fy jetzt
Bufole) = *T T (1) A= (1 — ) + L 5on ) (0) i (1 — )
= ets

folgt. Dies bedeutet aber vermoge

fo(x) — Bufol(a)| = ’—x _ _‘ <

gleichméfige Konvergenz. O
Definition 3.47. Man nennt die Polynome
n . . .
Bjn(x) := (j):c](l —z)"7,0<j<n

Bernsteinpolynome auf [0, 1].

Sie haben die Eigenschaften

B, hat Gradnfirallej 0<j<n

> Bia(a) = 1
Bina(@) = (1=2)Bu(e) +Bjo1,(a)

fir alle z € [0, 1], wenn man die oben undefinierten Bernsteinpolynome als
Null definiert (Beweis als Aufgabe). Abbildung [[2 zeigt ihren Verlauf.

Damit haben wir das erste Hauptresultat dieses Abschnittes bewiesen:

Theorem 3.48 (Weierstrak). Zu jedem f € Cla,b] und jedem ¢ > 0 gibt es
ein Polynom p, sodass ||f — plle < € gilt.

Beweis: Fiir [a,b] = [0,1] folgt dies unmittelbar aus Satz und Satz

B8 Den allgemeinen Fall fiihrt man auf diesen per linearer Transforma-

tion zuriick. Mit f € Cl[a,b] ist g(s) = f((b— a)s + a) € C[0,1]. Ist ¢ das

Polynom, dass g auf [0, 1] bis auf e > 0 approximiert, so ist p(t) = q(:&=2),

t € [a,b] das gesuchte Polynom fiir f. O
Die L,[a,b]-Norm, die durch

b
1715 = 111 oy = [ 1@l
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Figure 12: Die 11 Bernstein—Polynome vom Grad 10

definiert ist, lasst sich auf dem kompakten Intervall [a,b] immer durch die
Tschebyscheff-Norm vermoge

b b
191 = [ 1 @Pde < 1712 [ de =710 - a)
abschatzen. Dies bedeutet aber

Korollar 3.49. Zu f € Cla,b] seip, € II,(R) so gewdhlt, dass || f —pnl/cc —
0 fir n — oo. Dann gilt auch || f — pnl|l, — 0 fir n — oo fir jedes 1 <
p < oo. Konvergenz in der Tschebyscheff-Norm zieht also Konvergenz in
jeder anderen L,-Norm nach sich. Aus dem Spezialfall p = 2 folgt, daf die
Legendre—Polynome vollstandig in C[—1,+1] und in Ly[—1,+1] sind.

Die Konvergenzgeschwindigkeit der Approximation durch Bernsteinoper-
atoren ist aber leider fiirchterlich schlecht. Das sieht man, wenn man folgen-
des Programm ausfiihrt:

% Bernstein Fit

clear all;

close all;
z=(0:0.001:1)7;
fz=datfun(z);
val=zeros(length(z),1);

20



noise=0.00;
for n=1:150
x=0:1/n:1;
fx=datfun(x)’;
fx=fx.*(1+noise* (2*rand(size(fx))-1));
val=0;
B=bern(z,n);
val=Bx*fx;
figure(1)
plot(z,val,z,fz)
legend(sprintf (’Degree: %d, Error = %e’,n,norm(val-fz,Inf)),1)
x1im([0 11);
ylim([0 11);
nn(n)=n;
vn(n)=norm(val-fz,Inf);
% F(n)=getframe;
end
% figure
% movie(F,1,5)
% movie2avi(F, ’bernsteinmovie.avi’,’fps’,10)
figure
loglog(nn,vn)
legend (’Error’,0)

Das Programm verwendet eine Routine datfun.m zum Erzeugen der Funk-
tionswerte und eine Routine bern.m zum Erzeugen der Werte der Bernstein-
polynome, aber das wollen wir hier nicht weiter erklaren. Man kann die
Bernsteinpolynome durch ihre typische Rekursionsformel stabil berechnen,
etwa mit

function V=bern(x,n)
% Bernstein basis of degree n on data vector x
V=zeros(length(x) ,n+1);
V(:,1)=ones(length(x),1);
for k=1:n

V(L k+1)=x.%V(:,k);

for j=k:-1:2

V(:,j)=(1-x) .*V(:,j)+x. %V (:,j-1);

end

V(:,1)=(1-x) .*%V(:,1);
end
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Jetzt wollen wir noch ein dquivalentes Resultat fiir periodische Funktionen
und trigonometrische Polynome beweisen.

Definition 3.50. Der Vektorraum der stetigen und 2mw-periodischen Funk-
tionen f : R — R wird mit Cy, bezeichnet. Dementsprechend besteht C%_ aus
k-fach differenzierbaren, 2m-periodischen Funktionen.

Die Rolle der Polynome iibernehmen jetzt die trigonometrischen Poly-
nome.

Lemma 3.51. Das Produkt zweier trigonometrischer Polynome ist wieder
eine trigonometrisches Polynom.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus der Definition trigonometrischer Poly-
nome und den folgenden Gleichungen:

cos(jz)cos(kr) = L[cos((j — k)x) + cos((j + k)z)],
sin(jz)sin(kz) = 3 [cos((j — k)x) — cos((j + k)z)],
sin(jz) cos(kx) = % [sin((j + k)x) +sin((j — k)x)],

die man leicht verifiziert. O

Lemma 3.52. Sei f € C[0,7] und ¢ > 0. Dann existiert ein gerades
trigonometrisches Polynom T, sodass ||f — Tl < € gilt.

Beweis: Die Funktion g sei definiert durch g(z) = f(arccos(z)), z € [—1,1].
Dann ist g € C[—1, 1], und nach SatzBA8 existiert ein algebraisches Polynom
plx) = X7 _oc;a’ mit |f(arccos(x)) — p(z)| < e fir alle € [~1,1]. Dies
bedeutet aber |f(xz) — p(cosz)| < e fir x € [0,7]. Nach Lemma B35l ist
T(z) := p(cosz) = XJ_gcjcos’(x) das gesuchte gerade trigonometrisches
Polynom. O

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir den zweiten Weierstrafsschen Satz
beweisen. Die Tschebyscheff-Norm bezieht sich hier auf das Intervall [0, 27].
Da die betrachteten Funktionen aber 2m-periodisch sind, gibt sie auch das
Maximum auf ganz R an.

Theorem 3.53 (Weierstrak). Zu jedem f € Cyr und jedem € > 0 existiert
ein trigonometrisches Polynom T, sodass || f — T||« < € gilt.

Beweis: Die Funktionen f(x)+ f(—z) und (f(z) — f(—=x))sinx sind beide
gerade. Zu e > 0 existieren nach Lemma 352 also zwei gerade trigonometrische
Polynome 77 und T5, sodass

[f(@)+ f(=2) =Ty (2)] < /2 und [(f(x) = f(—x))sinw—Ty(z)| <€/2 (3.54)
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fir alle € [0, 7] gilt. Nun sind die Funktionen innerhalb der Betrége aber
offensichtlich gerade, sodass sich ihr Wert beim {ibergang von x zu —z nicht
dndert. Also gilt (BR4) fur alle € [—m, 7| und, da alle Funktionen 27-
periodisch sind, sogar fiir alle z € R. Wir schreiben (B54) jetzt in der Form

f(@) + f(=z) = Ta(z) + on(z) und (f(x) — f(=2))sinz = To(x) + az(z)
(3.55)
mit gewissen Funktionen ay, o, die |ay ()|, |ao(x)| < €/2 fiir alle z erfiillen.
Nun multiplizieren wir die erste Gleichung in (B:58) mit sin® z und die zweite
mit sinz, addieren die Ergebnisse und dividieren das Resultat noch durch
zwei. Dies fiihrt zu

f(z)sin?x = Ty(z) + B(z) (3.56)
mit einem trigonometrischen Polynom 73 und |5(z)| < €/2 fiir alle z. Die

Konstruktion, die zu (Bh0) gefiihrt hat ldsst sich aber fiir jedes beliebige
f € Car durchfiihren, insbesondere auch fiir f(- + %), was

fla+ 5)sin’ x = Ty(x) + (),

mit einem trigonometrischen Polynom 7y und |y(z)| < €/2 bedeutet. Ersetzt
man in dieser Formel x durch x — 7, so wird sie zu

f(z)cos® v = Ts(z) + (), (3.57)

wobei T5(x) = Ty(x + %) und |§(x)| < €/2 ist. Addieren wir schlielich (B58)
und (B57), so erhalten wir

f(x) =T5(x) + T5(x) + 6(x) + B(x),

sodass T' = T3 + T5 wegen |d(z) + ((z)| < € das gesuchte trigonometrische
Polynom ist. (] Natiirlich zieht diese Konvergenz in
der Unendlich-Norm wieder die Konvergenz in jeder anderen L,[0, 27]-Norm
nach sich. Und im Spezialfall p = 2 folgt

Korollar 3.58. Die trigonometrischen Polynome sind vollstindig in Cy, und
die Tschebyscheff-Polynome sind vollstandig in C[—1,41] unter dem zuge-
horigen inneren Produkt. L

Als Stone—Weierstra—Sitzeld kann man das Ganze noch erheblich ve-
rallgemeinern, aber das werden wir zugunsten praxisbezogener Uberlegungen
bleiben lassen.

Mhttp://en.wikipedia.org/wiki/Stone-Weierstrass_theoren
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3.7 Konvergenzgeschwindigkeit von Fourierreihen

Die beste Approximation S,,(f) aus (B36) an eine 27—peridische stetige
Funktion f konvergiert also nach Korollar gegen f in der || - ||;-Norm,
d.h. es gilt

NE

f(z) = % + » (ajcosjx + b;sin jx) (3.59)

Jj=1

und das ist eine Darstellung von f als Fourierreihd'.

Man beachte, dass die Konvergenz nur in der || - ||,-Norm, also letztlich
im Mittel garantiert ist. Dies bedeutet insbesondere, dass die Gleichheit in
(B329) nicht als punktweise Identitédt zu verstehen ist. Im Gegenteil, es gibt
Beispiele, wo die Reihe auf der rechten Seite von (BR) an einzelnen Punkten
divergiert. Wir werden gleich hinreichende Bedingungen herleiten, die auch
punktweise Konvergenz garantieren.

Die Darstellung (B:59) von f wird mt (B39) zu

f@) = Y. Je (3.60)

~

Definition 3.61. Die Zahlen a;(f), b;(f), f(j) heiflen Fourier-Koeffizien-
ten von f. Die Abbildung f : Cyr — C heif$t auch (diskrete) Fourier-Trans-
formation von f.

Man kann die in Abschnitt EE3lbesprochene schnelle Fourier-Transformation
benutzen, um die Fourier-Koeffizienten f (j) ndherungsweise effizient zu berech-
nen. Wir wollen hier aber auf Details verzichten, sie folgen spéter. Auch
lassen wir Petitessen zum Konvergenzbegriff der obigen biinfiniten Reihe weg
und kiimmern uns stattdessen um Fragen der Konvergenzgeschwindigkeit und

der punktweisen Konvergenz.
Theorem 3.62. Sei f € C5 . Dann gilt

I = Sl < g7 = Sl Ol = 0lm™) i — o

Beweis: Durch partielle Integration und auf Grund der 27-Periodizitéat
finden wir

G(®) = o

o i ij oo iia N B
= | Y@ = 2L [T @) = (ig)e (147,

Bhttp://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/ history/Biographies/Fourier.html
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was per Induktion zu ¢;(f®)) = (ij)*c;(f) fiihrt. Aus (EIJ) erhalten wir
damit

1 =Sl = Sipmin e (DI < Spzmin 1171 (19)2

e G A

IA I

und || f®) — S, f®)||; konvergiert immer noch gegen Null, was den o(m~*)
Teil rechtfertigt. ]

Diese genauere Konvergenzaussage erlaubt uns jetzt auch auf gleichméfige
Konvergenz zu schliefien.

Korollar 3.63. Zu f € C)_ ist die Fourier-Reihe gleichmifig konvergent.

Beweis: Aus dem Beweis von SatzB.62 wissen wir bereits ¢;(f') = (ij)c;(f).
Daher gilt fiir die Ableitung von S,, f, dass

(SufV @) = 3 (5 (7)) = 3 ¢(F)i)e = Su(f)x).

j=—m j=—m

Da f — S,,f senkrecht auf allen trigonometrischen Polynomen vom Grad
< m steht, folgt insbesondere 0 = (f — S, f,1)r, d.h das Integral iiber
f — Smf verschwindet auf [0,27]. Also hat f —S,,f in [0, 27] eine Nullstelle

x*. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und die Cauchy-
Schwarzsche Ungleichung liefern

(@) = Snf @) = |[x(f = Suf)@)dt] < [ |(f" = Smf)(#)]dt
< Ve =2Vl = Suf s < V27l f = St llx.

und der letzte Ausdruck strebt gleichméfig in x gegen Null. O

Korollar 3.64. Zu f € C%_ konvergiert die Fourier-Reihe mindestens wie
”f - Smeoo = O(mlik) m — o0.

Das ist nicht das beste denkbare Resultat, aber es sollte hier reichen. Op-
timale Konvergenzraten liefern die Séatze von Jackson, die man neben ihren
Umkehrungen, den Sétzen von Bernstein, in der Standardliteratur zur uni-
variaten Approximationstheorie finden kann. Wichtig ist vielmehr, daf man
beobachten kann, dafs hohe Konvergenzordnungen nur moglich sind, wenn
man hohe Differenzierbarkeitsvoraussetzungen macht. Dieses Grundprinzip
der Approximationstheorie wird uns noch oft wieder begegnen.
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Wenn wir die obige Argumentation etwas verallgemeinern, so bekommen wir
ineinandergeschachtelte Raume

HY = {f mit (B59) und Zj_%(a? +b§) < oo} > HiH!
j=1

die man auch als Sobolevraume bezeichnet und die man mit der verallge-
meinerten Differentiationsabbildung D durch

D : HY —HI' E>1
verkniipfen kann, die formal die Einzelterme differenziert und die entstehen-
den Faktoren in die Koeffizienten schiebt. Fiir £ > 1 ist das die normale

Differentiation, aber fiir & = 1 kann man die tibliche Differentiation nicht
termweise ausfiihren.

Die Entwicklungen in Orthonormalsysteme sind ein Spezialfall der harmonis-
chen AnalyselY, die man noch sehr viel weiter treiben kann, aber dazu
haben wir keine Zeit.

4 Schnelle Algorithmen

In diesem Abschnitt geht es um praktisch wichtige schnelle Approxima-
tionsverfahren wie die schnelle Fourier-und Cosinustransformation. Letztere
spielt bei den JPEG—-Kompressionsmethoden eine zentrale Rolle. Aber zuerst
miissen wir noch etwas Theorie nachholen. Wir sind zu Anfang wieder etwas
geizig mit Details, weil sich hier vieles aus der Numerischen Mathematik oder
der reellen Analysis wiederholt.

4.1 Trigonometrische Interpolation

Die Behandlung reeller trigonometrischer Polynome 7' € Ty ,, aus Theorem
B34 wird wesentlich erleichtert, wenn man wie in (B39) auf Seite B4l vorgeht
und ein reelles trigonometrisches Polynom bis auf einen komplexen “Phasen-
faktor” e~ in ein komplexes algebraisches Polynom p iiberfiihrt. Dabei
sind die Koeffizienten keine beliebigen komplexen Zahlen, aber das wollen
wir fiir einen Moment ignorieren und etwas allgemeiner vorgehen.

http://de.wikipedia.org/wiki/Harmonische_Analyse
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Definition 4.1. Die Elemente der Menge

n—1
Tepm 1= {T :T(x)=> ¢’ i cj € C} (4.2)
j=0

heiffen (komplexe) trigonometrische Polynome vom Grad <mn — 1.

Der Raum Tt ,_; ist ein C-linearer, endlich dimensionaler Raum. Er hat
fiir n € N die Dimension n iiber C, und damit weist man leicht nach, dass
der Raum Tg ,, die Dimension 2m + 1 iiber R hat.

Wie im Reellen zeigt man, dass es zu n € N paarweise verschiedenen kom-
plexen Stiitzstellen zg, . . ., 2, 1 und komplexen Stiitzwerten fy, ..., f,_1 genau
ein komplexes algebraisches Polynom p vom Grad < n gibt mit p(z;) = f;,
0 <7 <n—1. Das kann man fiir Punkte auf dem Einheitskreisrand anwen-
den, und wir werden insbesondere den dquidistanten Fall unten behandeln.

Beim Riickgang ins Reelle bekommt man dann auch zu beliebigen paarweise
verschiedenen Stiitzstellen xy, ..., za, € [0,27) und reellen Daten fy, ..., fon
genau ein reelles trigonometrisches Polynom T € Tk, mit T'(z;) = f;, 0 <
J < 2m. Das wollen wir hier nicht nachrechnen, es verlauft genau nach dem
obigen Umrechnungsprozef zwischen komplexen und reellen Koeffizienten.

4.2 Aquidistante Stiitzstellen

Auf dem Einheitskreis sind die dquidistanten Stiitzstellen durch die n-ten

Einheitswurzeln
271

(pi=en (4.3)

beschreibbar. Sie erfiillen offensichtlich die Beziechungen

=1, GH=d, o= i=d (4.4)
sowie .

1= , 1 falls m Vielfaches von n

- mj _ )

n jz:% Cn { 0 sonst. (4.5)

Letzteres ist etwas weniger offensichtlich, aber es folgt aus der Summations-
formel fiir Partialsummen der geometrischen Reihe. Ist m kein Vielfaches
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von n, so gilt {J* # 1 und man hat

n—1 n—1 )

DG = >

j=0 j=0
1=
o L=
I e
= =

Ist aber m ein Vielfaches von n, so ist die Summe gleich n, weil alle Sum-
manden Eins sind.

Von zentraler Bedeutung ist folgendes Resultat:

Theorem 4.6. Sind fir n € N die dquidistanten reellen Stitzstellen x; =
Q—Zi, 0 < j < n-—1 bxw die dquidistanten komplezen Stiitzstellen (¥ =
e ..., ("l = et ynd die Stitzwerte fo, ..., fn_1 € C gegeben, so erfiillt
das eindeutig bestimmte komplexe trigonometrische Interpolationspolynom

n—1
p(x) =) ¢je’”, z € [0,27),
=0

die Gleichung

n—1
fe=> ¢ 0<k<n-—1, (4.7)
=0
und hat die Koeffizienten
1 n—1 ]
" k=0

Beweis: Man setzt ({LH) in das Polynom ein und rechnet (1) aus, wobei
man (fH) verwendet. Genauer: fiir 0 < k£ < n hat man

n—1
plo) = 3 et
j=0

n—1 1 n—1 ] )
- S (1S per)a
=0 \"" m=o

n—1 1 n—1

= Y fu- 2 G0 =fi O
m=0 j=0
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4.3 Schnelle Fouriertransformation

Die explizite Formel ([8) zur Berechnung der Koeffizienten der trigono-
metrischen Interpolanten erlaubt es, jeden einzelnen Koeffizienten, sofern
die Potenzen der Einheitswurzeln vorab bekannt sind, in O(n) Operationen
auszurechnen, sodass man insgesamt O(n?) Operationen benétigt, um die
Interpolante komplett zu bestimmen. Dies ist im Vergleich zu den iiblichen
O(n?) Operationen, die normalerweise zum Losen des zugehorigen Gleichungssys-
tem benétigt werden, bereits eine merkliche Verbesserung. Trotzdem lasst
sich dieses Resultat noch weiter verbessern.

Bei der Bildung der Summen in () treten bei geradem n = 2m bei
mehreren verschiedenen Funktionswerten fj, numerisch die gleichen (oder nur
im Vorzeichen verschiedenen) Faktoren ¢ 7% = e~ auf. Genauer gilt

G = GG = (1P

ahnliches gilt natiirlich auch fiir die diskrete Fourier Synthese. Diese Tat-
sache kann man ausnutzen, um durch geschicktes Zusammenfassen der Terme
die Anzahl der Multiplikationen zu reduzieren. Auf dieser Tatsache beruht

die schnelle Fourier-Transformation (englisch: Fast Fourier Transform oder
FFT).

Bleiben wir bei geradem n = 2m, so gilt fiir die Koeffizienten mit geradem
Index j = 2¢ offenbar

O fC 2k _ 12 (ka 2wk 4 f, G 2ék+m)
1 Zm 1fk+fk+m<. 0k

%,_/
(1)
k

wahrend fiir ungeraden Index j = 2¢ + 1 anlog

m— 1f f 1 m—lf _f
k — Jk+ 20+1)k k k+ —k ~—Llk
Cort1 = —Z 5 mC(+):_272 mgn m
k=0 m k=0 " —_——— —
Fe

folgt. Statt einer Fourier-Transformation der Lange n hat man nun also zwei
Fourier-Transformationen der Lénge n/2, eine fiir die Koeffizienten mit ger-
adem Index und eine fiir die Koeffizienten mit ungeradem Index. Ist n nicht
nur gerade, sondern eine Zweierpotenz n = 2P, so lasst sich dieser Prozess
iterieren. Geht man wieder davon aus, dass die Potenzen der Einheitswurzeln
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vorliegen, so ergibt sich fiir die Anzahl der komplexen Multiplikation und Ad-
ditionen offenbar M(n) = n/2 + 2M(n/2), bzw. A(n) = n + 2A(n/2), was
sich beides zu O(nlogn) auflésen lasst. Die Anzahl der Multiplikationen ist
tatsédchlich noch geringer, wenn man beriicksichtigt, dass in jedem Schritt
(7% = 1 vorkommt. Dies #ndert aber nicht das asymptotische Verhalten.

Hier ist ein simples Paar von MATLAB-m-files zur FFT.

function c=myfft(f)
% primitive fft implementation for powers of two
n=length(f);
if n==
c=f;
return
end
m=n/2;
fplus=(f(1:m)+f (m+1:n))/2;
fminus=exp(-2*pi*(0:m-1)’/n) . *(f(1:m)-f(m+1:n))/2;
ceven=myfft (fplus);
codd =myfft(fminus);
c(1+2%x(0:m-1),1)=ceven;
c(2+2x(0:m-1),1)=codd;
return

function c=myifft(f)
% primitive inverse fft implementation for powers of two
n=length(f);
if n==
c=f;
return
end
m=n/2;
fplus=f(1:m)+f (m+1:n);
fminus=exp (+2*pi*x(0:m-1)’/n) .*(f(1:m)-f(m+1:n));
ceven=myifft(fplus);
codd =myifft(fminus);
c(1+2%(0:m-1),1)=ceven;
c(2+2%(0:m-1) ,1)=codd;
return

und ein Treiberprogramm
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clear all;

close all;

% Demo zur FFT, NAIV programmiert
n=64; % das wird der Grad
f=complex(rand(n,1),rand(n,1));
c=myfft(f);

ft=myifft(c);

% [f ftl

fehler=norm(ft-f)

4.4 Fourier-Kompression

Wir wollen jetzt durchspielen, wie man ganz naiv ein periodisches Signal
komprimiert, indem man

1. mit schneller Fouriertransformation die Fourierkoeffizienten ausrechnet
(Fourier—Analyse),

2. davon die betragsmaéfig kleinsten wegwirft, und dann

3. mit der schnellen Fouriertransformation zurticktransformiert (Fourier—
Synthese).

Die dazu nétigen Bausteine haben wir schon. Wir fassen ein Signal aus n
reellen Zahlen (eine .wav—Datei enthélt nichts anderes) als Werte f(27k/n), 0 <
k < n einer 2r—periodischen Funktion auf und kiimmern uns nicht darum, ob
diese Funktionswerte eine glatte periodische Fortsetzung haben. Wir scheren
uns auch nicht um die trigonometrische Interpolation, sondern stecken die
Werte als f := f(2rk/n), 0 < k < n in die Gleichung (L¥). Dabei ver-
schenken wir n reelle Freiheitsgrade, weil wir keine Imaginarteile haben.
Dann rechnen wir mit der schnellen Fouriertransformation die komplexen
Zahlen c; aus, setzen die mit kleinem Betrag auf Null und transformieren
mit (7) zuriick. Dabei haben wir das Problem, sicherzustellen, daft das
Ergebnis auch nach dem Nullsetzen gewisser c; wieder reell ist. Aber wir
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haben

. 1 n—1 )
G = —> et
o

1 n—1

L)

1 n—1 )
= =3 fug, R

L)

= Cp_j

fir 1 < j < n—1, und ¢y ist notwendig reell. Unsere Wegwerfstrategie
miissen wir so einrichten, daf fiir die betragsgleichen Paare (c;,c¢,—;), 1 <
j < n —1 entweder beide Koeffizienten oder keiner weggeworfen wird, d.h.
die Beziehung ¢; = ¢,,_; sollte auch nach dem Nullsetzen gelten. Denn dann
konen wir mit einem analogen Argument sehen, dafs dann das Ergebnis von
() wieder reell ist. Ein passendes Programm ist

function [g, prozent]=fftcomp(f, tol)

% primitiver FFT Kompressor mit relativer Toleranz tol

% fuer die FFT Koeffizienten

y=fft(f); % mache blind die fft

tolloc=max(abs(y))*tol; % absolute Toleranz berechnen

ind=find(abs(y)<tolloc); % Indizes zum Nullsetzen finden

y(ind)=0.0; % Nullsetzen

g=real (ifft(y)); % Ricktransformieren, sicherheitshalber Realteil nehmen
prozent=100*(length(y)-length(ind))/length(y);

mit einem Treiberprogramm fiir Funktionen

close all;

clear all;

% Einfaches Treiberprogramm zur Kompression mit FFT

n=4096; % Punktezahl

t0l1=0.01; % relative Toleranz fuer die Fourierkoeffizienten
x=(0:2xpi/(n-1) :2%pi)’; % Stiitzstellen

% f=exp(cos(x)); % Funktion darauf
f=abs(cos(x)); % Funktion darauf

[g proz]l=fftcomp(f,tol); % FFT Kompressor aufrufen
figure % und Fehler plotten
plot(x,f-g)

proz_behalten=proz
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Figure 13: Fehler der Fourier-Kompression von | cos(z)| mit 0.28% der Ko-
effizienten

und der typischen Ausgabe in Abbildung

Ein Programm zur Kompression von Tonsignalen ist

close all;

clear all;

% now we read a wave file

% ly,Fs,bits] = wavread(’Bells.wav’);

[y,Fs,bits] = wavread(’Trumpetl.wav’);

% ly,Fs,bits] = wavread(’Toilet.wav’);

% [y,Fs,bits] = wavread(’Beethbth.wav’);
subplot(1,2,1)

plot(y);

title(’Full Signal’)

% soundsc(y,Fs,bits); % it sometimes does not work to play two
% disp(’Hit a key’) % sound files in one m-file
% pause;

% return

tol=0.1 % relative tolerance in Fourier space

[z, proz]=fftcomp(y,tol); % do FT compression
proz_behalten=proz

subplot(1,2,2)
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plot(z);

title(’Compressed Signal’)

soundsc(z,Fs,bits); % it sometimes does not work to play two
disp(’Hit a key’) 7% sound files in one m-file

pause;

und der Ausgabe in Abbildung [I4

Full Signal Compressed Signal
T T 0.8 T T T

Figure 14: Sound-Kompression eines Trompetensignals mit 4.8% der Koef-
fizienten

4.5 Interpolation in Tschebyscheff-Punkten

Wir untersuchen jetzt die Interpolation von Polynomen in den Nullstellen
oder Extremstellen von Tschebyscheff-Polynomen.

Der folgende Satz zeigt, daf man durch Interpolation in den Nullstellen
des Tschebyscheff-Polynoms 7). (x) fiir jede stetige Funktion die Giite der
besten Tschebyscheff-Approximation bis auf einen Faktor log n erreichen
kann:

Theorem 4.9. Gegeben seien paarweise verschiedene Punkte xg, ..., x, im
Intervall I = [—1,41], und zugehdrige Basisfunktionen wj(-")(a:) der La-
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gmng —Interpolation in den Punkten xy,...,x,. Zu belicbigem f € C(I)
sel

Lo(f)(@) = 3w (@)f (z;)
=0
die Lagrange-Interpolierende von f in xg,...,x, und &, := f — L, f sei die

zugehorige Fehlerfunktion. Ist n,(f) = ||f — Tu(f)||e die Giite der besten
Tschebyscheff-Approzimation T, (f) von f beziglich des Polynomraums 11,

so gilt
3w ()] . (4.10)
j=0 o

Wenn man die Nullstellen des Tschebyscheff-Polynoms 1,1 als Punkte x;
wdhlt, haben die sogenannten Lebesgue—Konstante

||5n||oo < nn(f) (1 +

Up =1+

> lw (@)
j=0

e e}

die Abschdtzung
m 1
Uy < 1+§+§log(4n—3).

Genauer gilt

1 L j+iox
=1 t 2
! +n+1jzoan <n+1 2)

mit schwierigerem Beweis und schwierigerer Abschétzung.

Beweis von Satz Da der Operator L,, die Polynome n-ten Grades fest
lakt, gilt

en=f—Lu(f) =f=Tu(f)+Tu(f) = Ln(f)

= F T+ Y @) ) — F)

Thttp://www.gap-system.org/ history/Biographies/Lagrange.html
Bhttp://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Lebesgue.html
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und durch einfache Abschétzung folgt (EEI0):

len(0)] < [f(2) = |+le(" TR () (5) = [ 25)]

<na(f) (14 20 i (@)]) -

Von hier ab lassen wir obere Indizes weg, die nur von n abhéngen. Um das
asymptotische Verhalten von v, zu kldren, miissen zunéchst die Lagrange-
Basisfunktionen w;(x) fiir die Interpolation in den n + 1 Nullstellen

2 1 1
(CT RV (4.11)

Tj = cos @; mit ;= o VSIS

des (n+1)-ten Tschebyscheff-Polynoms bestimmt werden. Zunéchst wird der
fiir die Theorie der Fourier-Reihen wichtige Dirichlet-Kernl]

: 1 n
Dy(z) == % % - % +]Z:j1 cos jz (4.12)
w“ DirichIeTt—Kern
ol
ol
ol
Al
|
i TR
of IRFRPK S ¢¢¢o¢<ﬁ<§¢@¢@¢§ £
Sl

—4 L L
-4 -3 -2 -1 0

[
N
w |
IN

Figure 15: Dirichlet-Kern fiir n = 12

definiert (siche Abbildung[THl). Er ist ein gerades trigonometrisches Polynom,
weil man durch Induktion leicht die Identitédt in (BEIZ) beweisen kann, und

Yhttp://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Dirichlet.html
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erfilllt D,,(0) =n + 1/2 sowie fiir j = 1,2,...,2n+ 1 auch

. (2n+1)ym , ( Jm )
. sin ~——2— sin ( g —
D ( g ):1 2n + 2 :1 J 2n + 2 :1(_1>j+1
"\n+1 2 . T 2 .7 2 '
sin sin
2n + 2 2n + 2

In Abbildung [[3 sind die Linien fiir die Werte j:% eingezeichnet, die diese
Eigenschaft illustrieren.

Mit den Gréfsen ¢, aus (EEIT) ist das trigonometrische Polynom

1
Con+1

ui(p) (Dn(e + @) + Dol — 9;))

eine gerade Funktion und nimmt die Werte

1
ui(pr) = ] (Dn(@r + ©5) + Dn(or — ©;))
_ 1 D, (k+j+1)m ' D, |k — j|m
n+1 n-+1 n+1
— G

fir 0 < j,k < mn an. Dasselbe gilt per definitionem auch fiir w;(cos ¢), und
deshalb folgt

wj(cos p) = u;(p) = (Dn(e + @5) + Dulp — ;).

n+1
Die Werte ¢ £ ¢; haben die Form

2j+1 ‘

P Ty T e T
und wenn wir ¢ = ¢ + 5% setzen, bekommen wir die Werte
bt L 0<j<n
und - in
¢_22n+2_n+1’0§j§n’
somit alle .
bt m—1<j<n,
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und das sind 2n + 2 dquidistante Werte mit Abstand 7/(n + 1). Zur Bes-
timmung von v, ist also D,, an 2n + 2 dquidistanten Punkten mit Abstand
7/(n + 1) auszuwerten, d.h. man kann v,, tiber

2n+1

Jm
<
v, <1+ max JE:O | Dy (v + )l (4.13)

n+1 n+1

abschétzen. Die obige Summe ist aber eine Funktion mit Periode h = 7/(n+
1), weil sie eine Summe iiber die 2n + 2 moglichen Verschiebungen einer
festen 2r—periodischen Funktion mit Schrittweite h ist. Deshalb kann man
die Bildung des Maximums auf die ¢ mit |¢)| < h/2 einschréinken.

AbschAatzung des Sinus in [-172,172]
15F ‘ ‘ ‘ : ‘

051

-15y . . . . . 3
-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15

Figure 16: Abschétzung des Sinus

Fiir das Weitere ist wichtig, dat man
2 .
—lz| < |sin z| < |z
T

fir alle || < m/2 hat (sieche Abbildung [6). In [—h,h| = [—7/(2n +
2), +7/(2n + 2)] gilt dann

(n+ 3)lpl
2

5. 2lel
T 2

Da(p)] < = (2n+1)7
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wegen
T m

(n+ gl < (n+ 1) <
TP =\ o) 9 S )

Das deckt den Term mit j = 0 in (ET3)) ab.

Weil der Nenner von D, kritisch ist, sollte man sich ansehen, wo (¢ + n]—j:l) /2
fiir y > 1 liegt. Man hat fiir 1 < j < 2n + 1 die Einschliefung

P _@-Dr_ 0t @+ Dr_ (n+3)r

0<
dn+4 — 4dn+4 2 ~ 4dn+4 T 4n+4

(4.14)

und das ist eine Einteilung in Intervalle der Form

(25 —Drm 25+ )7 C[ T T
ﬂ-_
dn+4 " 4dn+4 | T 4n+ 47 4dn + 4

die sich bei /2 iiberlappen, aber ansonsten spiegelsymmetrisch zu 7 liegen
und weder 0 noch 7 enthalten. In diesen Intervallen schétzt man den Zahler
von D,, immer durch 1 ab und betrachtet nur den Nenner. Dessen Argument
ist fiir 1 < j < n nach oben abschétzbar durch

¢+%S+ T Jm :(2j+1)7r§(2n+1)7r<z
2 dn+4 2n+2 dn + 4 dn +4 2

und nach unten durch

T <(2j—1)ﬂ':_ T Jm <¢+nj—fll
An+4— 4dn+4 dn+4  2n+4+2 2
Daraus folgt
g 1 1 n+1
D, —)/2) < = . =

T 4dn+4

fir1 <j <n.
Wir betrachten jetzt j = n + 1. Das relevante Intervall ist

2n+ )7 (2n+ 3)w
dn+4 7 4dn+4

und liegt symmetrisch zu 7/2. Das Minimum des Sinus darauf liegt auf
beiden Grenzen links und rechts, so dafs wir diesen Fall wie oben behandeln
kénnen.
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Im Falle n +2 < 7 < 2n + 1 liegt das Ganze so, dafs man nicht die linken,
sondern die rechten Intervallenden einsetzen muss, weil dort der Sinus mono-
ton fallt, denn diese Intervalle liegen immer rechts von 7/2. Man hat nach

TA) die Abschitzung

1 1 n+1
D, 2) < = - =
( —0—1)/)_2%(2j+1)ﬂ' 27 +1
T 4dn+4

firn+2<j<2n+1.

Jetz bauen wir das zusammen. Wir erhalten

1 on+r a1 2 op 41
w < 14 Gnilr §~ntl v
n+1 4 S22l a2+

2n+1
< 1
< 14 = +22_1

Die Summe ist eine Untersumme mit Schrittweite Eins fiir ein Integral iiber
1/(2x — 1), und deshalb gilt

m+2 ] p
L < 147 /
Un = +2+1 2x—1x

1
= 1+§+§log(4n—3). O

Ein dhnliches Ergebnis hat man auch fiir die Interpolation in den Tschebyscheff—
Extremstellen. Beide Interpolationen haben schnelle Transformationen, und
diese beiden Transformationen sind Varianten der schnellen Cosinustransfor-
mation. Die schnellen Algorithmen fiir die Tschebyscheff— Interpolation in
den Tschebyscheff-Nullstellen behandeln wir in Abschnitt @21 Wegen der
Querverbindung zum Oxforder chebfun— System@ bleiben wir hier erst noch
bei der Tschebyscheff-Interpolation in den Extremstellen.

4.6 Diskrete Cosinustransformation

Wenn wir nicht wie in MATLAB indizieren, sollten wir bei Interpolation
n-ten Grades die n + 1 Extremstellen z;, = cos(nk/n), 0 < k < n von
T, nehmen und Funktionswerte fy,....f, in diesen Punkten durch eine Lin-
earkombination der Tschebyscheff-Polynome Ty, ..., T,, interpolieren. Das
bedeutet, ein System der Form

" ik
szzoaj Zozjcos <7T ) 0<k<n (4.15)
=

2Ohttp://www2.maths.ox.ac.uk/chebfun/
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zu 16sen. Die Koeffizientenmatrix ist symmetrisch, und es ware schon, wenn
sie bis auf die Diagonale eine Orthogonalmatrix wére, weil man dann die
Inverse kennen wiirde und man sich nur noch um schnelle Algorithmen kiim-
mern miifte. Wegen

ik omik\ e e (GE 4t
COS | — = COS = =
n 2n 2 2

miiBte man das mit einer Variante der schnellen Fouriertransformation und
einiger Rechnung hinbekommen.

Es folgt jetzt ein Trick, der es fiir alle Varianten der Cosinustransforma-
tion und speziell auch der Interpolation mit Tschebyscheff-Polynomen in
Tschebyscheff-Extremstellen oder Nullstellen erlaubt, ein Orthogonalitatsar-
gument auszufithren. Die Idee ist, sich die Vektoren mit Eintrégen T;(zy),
namlich

P = (To(wy), . .., Th(xy))' € R

anzusehen und sie als Figenvektoren passend gebastelter tridiagonaler sym-
metrischer Matrizen der Form

a =3 0 0 ... 0
-5 2 -1 0 ... 0
o -1 2 -1 ... 0

zu schreiben, wobei das untere rechte Ende der Matrix analog gebaut ist.
Wir halten k& und n fest und sehen uns die Lage “mitten” in der Matrix an.
Soll \; der Eigenwert zum Eigenvektor v* sein, so muf man erreichen, daf

=T () + 275 (xr) — T (wr) = N Tj(n)

gilt. Wegen der Rekursionsformel der Tschebyscheffpolynome ist das dasselbe
wie
(2 = 224)Tj (k) = AT (k)

und das klappt, wenn man X\, := 2 — 2x; € [0,4] setzt, und zwar fiir alle
Punktwahlen aus [—1,41]. Aber wenn man ans obere oder untere Ende der
Matrix geht, muff man Modifikationen anbringen, die von der Punktwahl
abhidngen. Das werden wir gleich sehen.

Gehen wir in die zweite Zeile. Dort geht alles gut, wenn wir unseren zukiin-
ftigen Eigenvektor etwas modifizieren:

oF = (To(xx) /8, Ty - . ., To(a))Y.
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Die erste Zeile muff dann

To(x To(x
ot _ o 0y = 012
erfiillen, und das ist
g _ BZL‘ . & B 2 — 2.Tk
N

was mit # = v/2 und o = 2 funktioniert. Das ging noch ohne Annahmen
iiber die Lage der Punkte. Am unteren Ende ist alles etwas komplizierter,
aber klappt auch. Man setzt

Uk = (T0<xk)/ﬁu T1<xk)7 s 7Tn*1<xk‘>7 Tn<xk)/ﬁ)T

und braucht

—ﬂnqum+anngAk

Das ist
_BQTn71<xk) + aTn<xk> = )\an<xk)7

und jetzt setzen wir unsere Tschebyscheff-Extremstellen ein. Wir bekommen
erst

— 32 cos (L";l)k) + «a cos (””k) = A cos (’mk)

n n

und mit Hilfe des cosinus—Additionstheorems

k k
— 3% cos (W—> +a=A=2—2x;, =2—2cos <7T—> )
n n
Wieder sehen wir, daf 8 = v/2 und a = 2 funktioniert. Also:
Theorem 4.16. Sind xy, ..., x, die Extremstellen von T,, so sind die Vek-
toren

oF = (Ty(2) /V2, Ty (1), . .. T (), Tlr) /V2)T

fir 0 < k <n orthogonal. Das schreibt man auch als

> Ty(x)Ti(zk) = 0 firalle0<i<j<n
"= (4.17)
> Ti(z)Ti(zy) = 0 firalle0<i<j<n

wobei der Doppelstrich an der Summe andeutet, daf$ der erste und letzte Term
zu halbieren ist.
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Wir haben die erste Gleichung schon bewiesen, aber die zweite folgt durch
Transponieren der Matrix. O

Das ist eine “diskrete” Orthogonalititseigenschaft der Tschebyscheff-Polynome.
Wenn man das Ganze als Diskretisierung eines Integrals sieht, bemerkt man
auch eine Ahnlichkeit mit der iterierten Trapezregel.

Man mufl aber noch

n
¢ji=y Ti(xy) fiiralle 0 <j<n
k=0

ausrechnen, um weiterzukommen. Klar ist ¢ = ¢, =n, und fiir 1 < j <n
kann man 1 + cos(2¢) = 2 cos?(yp) fiir

n M

1 27k
> Tiay) = oy =3 cos <L>
par 2 2

benutzen. Nach ([I7) fiir ¢ = 0 verschwindet die rechts stehende Summe
fir 1 < 25 < n. Ersetzt man j durch n — 7, so dndert sich in der rechts
stehenden Summe nichts, und deshalb gilt ¢; =n/2 fir 1 < j < n.

Unsere Erfahrungen mit der Doppelstrichsumme zeigen uns, daf wir statt

(ETH) eher
n n I 7Tj]{7
fi=2_ BTi(we) = 3 B;cos <T>’ 0<k<n (4.18)
J=0 j=0

schreiben sollten, und zwecks Inversion mit Hilfe von (1) sollten wir fol-
gendes ausrechnen:

S Tolze)fe = > T(z)d . BT (x)
k=0 k=0” n Jj=0
= Z 5]'2 Lo () T (k)
j=0 k=0

= Y Bi0jmcnm
jn=0
= 5fm 0=m=n

Theorem 4.19. Die Inversion der Tschebyscheff-Interpolation in [f-13) ist
gegeben durch

9 n "
Bm = _Z To(zk) fre, 0<m<n. O

2o
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Dieses Paar von Formeln bezeichnet man in der Fassung
n ! .
ik
o = ﬁjCOS<T>, 0<k<n

B = —kaCOS< k),OSmgn

auch als DCT-I, die erste Variante der diskreten Cosinustransformationf].
Die Ahnlichkeit mit der diskreten Fouriertransformation ist nicht zu tiberse-
hen, aber wir haben noch keinen schnellen Algorithmus dafiir.

Wenn man die Auswertung der DCT-I-Formeln fiir gerade n direkt splittet,
um einen schnellen Algorithmus zu bekommen, erhélt man leider keine zwei
DCT-I-Formeln der Lange n/2, sondern braucht eine andere DCT-Formel,
die wir bisher nicht hergeleitet haben, aber die in Abschnitt vorkommt.
Man kann aber auch den etwas ineffizienten Umweg iiber eine FF'T der Lange
2n gehen, indem man wie folgt aufteilt

n (mnk:

Z fr cos
— @ + (-1 mIn + Z fr cos (ka:>

2 2
n—1 -
= %H 1) f”+12fk(62"£ﬁk+e )
1n 1
= %H 5 +5 Zf(ﬁmzm)
n 1
=%+ +1Zf( m(an))
= %+<—1>”5”+5<ka<2 +Zf<m(2"’“>
k=1
fO mf” 1 (& mk ! mj
- 5"’_(_1) 3""5 kaCQn +'Z Jon—jCon
k=1 j=n+1
12n71
= = > g
2 >

mit den Elementen

go=Jo.91 = f1,- 91 = fro1,9n = fmgn+1 = fo1, -y Gon—1 = f1.

Die letzte Summe folgt dann aus einer schnellen Fouriertransformation der
Lénge 2n.

2lhttp://en.wikipedia.org/wiki/Discrete_cosine_transform
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4.7 Baryzentrische Interpolationsformeln

Wir behandeln jetzt noch die baryzentrische Auswertung von Interpo-
lationsformeln, weil sie bei Interpolation in Tschebyscheff-Punkten stabiler
als andere Techniken ist. Dazu halten wir uns an [I] und betrachten den all-
gemeinen Fall der Interpolation von Werten f(xg),..., f(z,) in Stitzstellen
To < x1 < ...x, in Lagrange-Form

n

fapt(@), @)= T —= 0<j<n

=0 0<kAj<n Ti ~ Tk
Mit
U(z) =[] (z — z;)
j=0
und
1
wj; =
0<k£j<n Lj — Tk
haben wir ,
li(z) = (),
xTr — ZL‘j
und bekommen " )
T )w
plx) = {(x) R
jgo xr — SL’]'

fiir alle z aufserhalb der Stiitzstellen. Weil die Interpolation exakt ist fiir
konstante Funktionen, folgt

n

1= f(z)Y —

=0 T —Zj
und
n Wi
Tj) e 4.20
; J Zk 0 L ( )

als gewichtete Summe der Funktionswerte. Die Faktoren w; haben dabei die
alternative Form

—_

— ={(x;)

Wj
wegen
1= l;(z;) = ' (x))w;
nach der Regel von l’Héspita]@. Die Auswerteformel ({20) wéire besonders
stabil, wenn alle Gewichte bei f(z;) nichtnegativ wéren, aber das ist im

2Zhttp://www.gap-system.org/ history/Biographies/De_LY%27Hopital.html
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Allgemeinen nicht der Fall. Immerhin ist sie relativ effizient, weil sie nur
O(n) Operationen erfordert. Das ist bei Auswertung an einzelnen Punkten
optimal.

Fiir dquidistante Punkte in [0, 1] bekommt man nach dem Herauskiirzen der
von j unabhéngigen Terme

ij(—l)jC),Oéjén,

was wegen der starken Variation mit j zu einer instabilen Formel fithrt. Die
Lage ist wesentlich besser bei Interpolation in den Tschebyscheff-Nullstellen.
Man hat ¢ = 27T, und bekommt nach kurzer Rechnung und Beseitigung
der nur von n abhéangigen Faktoren das Ergebnis

(2j+ )m
2n + 2

z%:@n%m< »ogjgn
Bei Interpolation in den Tschebyscheff-Extremstellen erhdlt man unter We-
glassung von skalaren Faktoren und mit der Substitution cos(¢) = x das

gerade trigonometrische Polynom

Th1(z) + Thy1(x)
2 )

((x) = sin(ny) sin(p) =

weil es vom Grade n + 1 ist und an den Stellen ¢ = kn/n, 0 < k < n bzw.
x), = cos(py) verschwindet. Ableiten ergibt

O(z) = — n cos(ny) sin(yp) + sin(ngp) cos(y)
E sin(p)
und in den Punkten mit Index 1 < k < n folgt

U'(zr) = —ncos(nyy)
= —n(-=1)*

In den Punkten mit £ = 0 und & = n bekommt man mit der ’'H6spital-schen
Regel

U'(zg) = —2ncos(nyy)
= —2n(-1)~
Das ergibt die Faktoren
L k=0, k=n
_ (_1\k 2 )
“%_(1){1 1<k<n }

nach Weglassen irrelevanter von k£ unabhéngiger Multiplikatoren.
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Theorem 4.21. Die Auswertung der Interpolante vom Grade < n in den
n + 1 Extremstellen von T,, kann durch

aufSerhalb der Stitzstellen geschehen.

Das Erstaunliche an der obigen Formel ist, daf nur die Stiitzstellen eingehen,
die Tschebyscheftf-Polynome kommen gar nicht vor.

Das Programm

clear all;
close all;
% Test fuer gewichtete Evaluation der T-Interpolierenden
n=640; % Grad des Interpolationspolynoms
xv=cos(pi*(0:n)’/n); % T-Extremstellen
sx=((-1).~(0:n))’; % Vorzeichenvektor
fxv=datfun(xv) ; % Daten dort
plot(xv,fxv,’.?)
title(’Funktionswerte’)
% Wir wollen mit der Auswertung ueber Koeffizienten
% vergleichen, hier trivial programmiert, sorry
mat=cheby(xv,n); % deshalb Matrix aufbauen
co=mat\fxv; % Koeffizienten ausrechnen
% Jetzt auswerten
np=1510; % Zahl der Auswertungspunkte
hp=2/np; % Schrittweite
for i=1:np 7% Schleife ueber Evaluationspunkte
% Punkte, die hoffentlich nicht exakt auf den T-Extremstellen liegen
xe(i,1)=-1+hp/2+(i-1)*hp; % Aufpunkt x
xw=xv-xe(i,1); % Vektor der x_j-x
W=SX./XW; % Gewichte w_j
w(1,1)=0.5%w(1,1); % Randkorrektur
w(end,1)=0.5%xw(end,1);
sm(i,1)=sum(w); % Summe der Gewichte
ww=w/sm(i,1); % relative Summe
sp(i,1)=ww’*fxv; % Wert des Polynoms
st(i,1)=sum(abs(ww)); % das wird dann der Funktionswert
% der Lebesgue-Funktion
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end

figure

plot(xe,sp-datfun(xe))

title(’Fehler bei gewichteter Auswertung’)

figure

plot(xe,st)

title(’Lebesgue Funktion’)

emat=cheby(xe,n);

val=emat*co;

figure

plot(xe,val-datfun(xe))

title(’Fehler bei Auswertung ueber Koeffizienten’)
figure

plot(xe,sp-val)

title(’Fehler zwischen beiden Auswerteverfahren’)

implementiert und testet diese gewichtete Auswertung, wobei als Vergleich
die Auswertung iiber die Koeffizienten mit herangezogen wurde (bei sehr
simpler und nicht nachahmenswerter Programmierung).

. x107® Fehler bei gewichteter Auswertung
T T T T

-3 I I I I I I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 17: Fehlerfunktion bei Auswertung durch Mittelung
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x 10 Fehler bei Auswertung ueber Koeffizienten
1.5 T T T T T

05 n

-15F -

2 I I I I I I I I I
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 18: Fehlerfunktion bei Auswertung durch Koeffizienten

4.8 Clenshaw—Curtis—Quadratur

Diese hocheffiziente Methode zur numerischen Integration basiert auf der
exakten Integration einer Darstellung

f(z) = % + il an Ty () (4.22)

einer Funktion auf [—1, 1] als Reihe nach Tschebyscheff-Polynomen. Ob wir
diese Reihe irgendwo abbrechen, oder ob wir sie durch Interpolation in den
Tschebyscheff-Nullstellen oder —Extremstellen berechnen, spielt zunéchst keine
Rolle. Man braucht dazu die exakte Integration von

T, = /+1Tn(x)dx
— /Oﬂcos(ngo)sin(@)dw
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mit partieller Integration. Es folgt

cos(ng) cos(p)ff —n [ sin(np) sin()dip

T = [—
= (=1)"+ 1+ n[sin(ny) sin(p)]§ + n2/0 cos(ny) sin(p)dy
= (=1)"+1+0+n’7n,
Ton—1 = 07 n > 1
2
Ton = 1 _7(271)2, n>0

wobei man den Fall n = 1 getrennt iiber 2 sin(y) cos(yp) = sin(2¢) ausrechnen
mus.

Damit wird das Integral von ([{LZ2) zu

+1
[ forie =23

Weil die Koeffizienten ao, fiir glatte Funktionen sehr schnell abfallen, braucht
man in der Praxis nur wenige Terme zu beriicksichtigen.

Das folgende Programm berechnet 7 mit der Clenshaw—Curtis—-Quadratur,
und zwar iiber

2/ dxr = 4arctan(l) = .
1 1+:E2

% Clenshaw-Curtis demo :

% calculate pi via integration
clear all;

close all;

n=16;

x=cos((0:n)*pi/n)’;
fx=1./(1+x."2);
cx=myiDCTI (fx) ;
dx=cx(1:2:end);
dx(2:end)=2%dx(2:end) ./ (1-(2%(1:n/2)°)."2);
format long g

2*sum(dx)

pi

4.9 Konvergenzgeschwindigkeit

Wir untersuchen am Ende dieses Kapitels noch die Konvergenzgeschwindigkeit
von Reihenentwicklungen nach Tschebyscheff-Polynomen, wenn diese ndherungsweise
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iiber Interpolation ausgerechnet wurden. Wir brauchen bei festem Grad n

die Abbildungen

A, f — A.f) = beste T-Approximation

Se : f = Su(f) Fourier-Partialsumme

I, - f — L(f) Interpolante in T-Nullstellen oder Extrema
Y, o f — Y.(f) = Taylorpolynom in Null.

Wir arbeiten entweder auf [—1,41] oder mit x = cos(p) auf [0, 7]. Aus Satz
wissen wir, daf

1 = In () oo 141 < Clog(n)|[f — An(f)llos 1,41

gilt. Ferner haben wir auch

1f = An(f)lloc =141 |/ (cos()) = An(f)(cos(©)) oo, 0.7

1f (cos()) — S (f (cos()))) () lloc. =471
Cr(n+1)17*

fiir alle f € C*¥[—1, +1] nach Korollar B64l Das ergibt den ersten Teil von

Theorem 4.23. Fiir alle f € C*[—1,+1] geniigt die Tschebyscheff-Interpolation
vom Grade < n einer Fehlerabschdtzung

1f = Li(F)lloo =141 < C(f)(n+ 1) " log(n).

Die Clenshaw—Curtis—-Quadratur, angewendet auf die durch I,(f) berechnete
Interpolation durch Tschebyscheff-Polynome, hat héchstens den doppelten
Fehler.

IAIA

Beweis: Die Clenshaw—Curtis—Quadratur integriert I,,(f) exakt. Also ist

der Fehler gleich
| /“ Py / L)
= |/ 0@ - L)
< 20f = 1l looi 1y

< 20(f)(n+1)1"*log(n). O

Fiir beliebig oft differenzierbnare Funktionen f auf [—1, +1] kénnte man auch
mit der Taylorentwicklung vergleichen. Es folgt

1f = In(P o1 < Clog(n)||f = An(f) oo f-1.41
< Clog()[lf = Ya(f)llsef-1.41)

< Clog(n) CE] ||f(n+1)||oo,[—1,+1}.
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wenn man das libliche Restglied einsetzt und ausnutzt, daf die Zwischenstelle
¢ immer zwischen 0 und dem Aufpunkt x liegt, sodal man immer |z — £| <
1 hat. Das Problem ist hierbei aber der Term || "+ o (1,41, der etwa
fir f(x) = 1/(2 — x) wie n! wichst. Man bekommt aber immer noch eine
ausgezeichnete Fehlerabschiatzung, wenn die Ableitungen “nur” geometrisch,
d.h wie K" fiir ein K > 1 ansteigen.

Die Funktionentheorie hilft dabei weiter. Wenn f als Funktion einer kom-
plexen Variablen z in einer Umgebung eines Kreises um 0 mit Radius R > 1
noch holomorph (komplex differenzierbar) ist, hat man nach der Integral-
formel von Cauchyt die Darstellung

W (C1 /(<) :
FE () = /Z:R G d¢, firalle k>0, |2] < 1.

2mi — z)k+1

Dann folgt durch Abschétzung

(k) < — -

|f%(2)] 27T27TR(R )i

|f(k)(z)‘ R ..

< _— > 0.
o C(f,R)<R Ty fiir alle £ > 0

Theorem 4.24. Ist f eine Funktion, die auf eitnem Kreis mit Radius R > 2
um 0 in C komplex differenzierbar ist, so folgt

1f = In(f)llss,-141 < C(f, B) log(n) (R —1)™" fiir allen > 0. O

Dieses Ergebnis ist nicht optimal, aber einigermafen lehrreich, weil man
eine (fast) geometrische Konvergenz hat, die umso besser wird, je grofer der
Differenzierbarkeitskreis ist. Ein besseres Ergebnis geht auf S.N. Bernstein
zuriick und wird hier weggelassen.

5 Sampling

Wir betrachten Interpolationsaufgaben auf einer biinfiniten Folge dquidistan-
ter Punkte, d.h. auf Z oder hZ mit h > 0. So etwas ist der Standardfall in der
digitalen Signalverarbeitung, weil man dquidistante diskrete Zeitreihen
als Ergebnis einer Analog-Digital-Wandlung eines Signals bzw einer Funk-
tion f bekommt. Man nennt dann die Werte f(jh) fiir j € Z ein Sam-
pling von f. Aus einem digitalen Sampling eines ehemaligen Analogsignals

23http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Cauchy.html
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bestehen unkomprimierte wav-DateierP]. Ein AD—Wandlei] (Analog—
Digital-Wandler) macht aus einem Analogsignal ein Sampling, wihrend ein
DA—-Wandlert aus einem Sampling wieder ein Analogsignal macht. Die
angegebenen Links beziehen sich dabei auf die Elektronik.

Es geht im folgenden aber darum, aus einem Sampling die Funktion mathe-
matisch wieder zu rekonstruieren. Diese Rekonstruktion ist der Normalfall
beim Horen einer CD oder eines MP3-komprimierten Signals nach der digi-
talen Dekompression.

5.1 Kardinale Interpolation

In Anlehnung an die Lagrange-Interpolation macht man das am einfachsten
durch Verschieben und Skalieren einer kardinalen Funktion X : R — R
mit
K(j) = bjo, j € Z.
Die Interpolation einer Funktion f auf R in den Punkten von Z ist dann
einfach durch
Ky f(x Z f(HK(x—7), xR
JEZL
gegeben, wobei man aber noch die Konvergenz der Reihe sicherstellen muf.
Auf hZ verwendet man entsprechend

th Zf jh <3j _jh> , T € R. (51)

JEZ h

Fiir kardinale Funktionen K hat man diverse Kandidaten, z.B. die Hutfunk-
tion

)= <1
K(t) = { 0  sonst

oder die sinc-Funktion

sinc(z) = sm(wx)’ r e R.
T

Man mache sich klar, daf letztere analytisch und sogar eine ganze Funktion
im Sinne der Funktionentheorie ist, denn die vermeintliche Singularitit in
der Null ist hebbar. Man kann sich auch kardinale Funktionen aus Splines

2http://en.wikipedia.org/wiki/WAV
2’http://de.wikipedia.org/wiki/Analog-Digital-Umsetzer
26http://de.wikipedia.org/wiki/Digital-Analog-Umsetzer
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festen Grades bauen, aber das wollen wir hier nicht vertiefen. Aus physikalis-
chen und mathematischen Griinden, die wir noch herzuleiten haben, inter-
essiert man sich besonders fiir die Rekonstruktion mittels der kardinalen
sinc—Funktion. Dabei untersuchen wir schlieflich Abschétzungen des Fehlers
f — K ¢ und kléren spater, fiir welche K und f man die kardinalen Inter-
polanten iiberhaupt hinschreiben und stabil auswerten kann.

Das geht nicht ohne die Theorie der Fouriertransformation, die in Ab-
schnitt @] sehr allgemein und multivariat behandelt wird, fiir die wir aber
im Folgenden eine Kurzversion anbieten.

5.2 Skizze zur Fouriertransformation

Wir verwenden hier formell die symmetrische Fouriertransformation?] in
einer Variablen als Formelpaar

1 —iTw
flw) = \/—Q_W/Rf(:p)e dr, w e R

f@) = —= [ fw)edo, v e R o
— 1TW , 6 ,

x o ) w)e™dw, x

das allerdings sehr erkldrungsbediirftig ist. Man schreibt die zweite Formel

oft in der Form

1 )
gN(x) = T /Rg(w)e””“dw, zeR

als inverse Fouriertransformation. Man nennt f die Fouriertrans-
formierte zu f und ¢” die inverse Fouriertransformierte zu g.

Wir beginnen unsere Erklarung mit der Parallelitat zu Fourierreihen. Wiirde
man das zweite Integral unter Wegfall des konstanten Faktors durch eine
Summe iiber ganze Zahlen ersetzen, so bekdme man

f(x) =Y f(k)e™ =" f(k) (cos(kz) + isin(k)),
keZ keZ
was wie in (B09) und (B60) die Reproduktion einer 2r—periodischen Funk-
tion f aus ihren Fourierkoeffizienten {f(k)}rez beschreibt. Die Umkehrung
ist dann ein Integral (BZ0), das die Fourierkoeffizienten {f(k)}rcz aus f
berechnet. Die Variable k steht dabei fiir eine Frequenz 27k aks Vielfaches
der Grundfrequenz 27, und die Transformationen vermitteln zwischen kom-
plexwertigen 27—periodischen Funktionen einer Variablen z im Ortsraum
und Folgen {f(k)}rez € CZ mit Indizes k € Z aus dem Frequenzraum.

?Thttp://de.wikipedia.org/wiki/Fourier-Transformation

84


http://de.wikipedia.org/wiki/Fourier-Transformation

Analog dazu vermittelt das Formelpaar (B3)) eine Transformation zwischen
nichtperiodischen komplexwertigen Funktionen, wobei f als Funktion der
Ortsvariablen z aus dem Ortsraum R und f als Funktion der Frequenzvari-
ablen w aus R als Frequenzraum zu sehen ist.

Unklar ist aber noch, auf welchen Funktionenrdumen die Abbildungen aus
(E3) definierbar und dann zueinander invers sind. Man kann mit einer steti-
gen Funktion f aus

Li(R) = {f . R—C : /R|f(t)|dt<oo}

in die erste Formel gehen und bekommt eine auf R beschrankte Funktion f
heraus, von der man zeigen kann, dal sie stetig ist. Genauso geht das auch
mit der zweiten Formel, aber man hat als Ergebnis der ersten Formel nicht
automatisch auch f € Li(RY), um f mit der zweiten Formel wiederzubekom-
men. Das komplette Formelpaar, das ja eine Transformation und ihre In-
verse darstellt, erfordert demnach Funktionen f und f , die beide stetig
und beschrénkt auf R sind, in L;(R) liegen und dann iiber das Formelpaar
verkniipft sind. Aber es ist nicht klar, fiir welche Funktionen so etwas gilt.

Man macht sich das Leben etwas einfacher, indem man das Formelpaar zuerst
auf einem ziemlich “kleinen” Raum von Testfunktionen betrachtet und dort
beweist, daf beide Formeln gelten und invers zueinander sind. Das funktion-
iert z.B. fiir den auf Laurent SchwartZ£9 zuriickgehenden Raum S der Funk-
tionen, die auf R unendlich oft differenzierbar sind und bei +oo schneller
als jedes Polynom abklingen. Das tut zum Beispiel die Gaufiglocke B9

f(x) = exp(—2?).
Dann beweist man, dafs der Testraum dicht in
Ly(R) := {f :R—C : / |f(t)])?dt < OO}
R

liegt und beide Formeln als Abbildungen auf Ly(R?) NS in der Ly—Norm, die
auf dem inneren Produkt

(£.9)iaw = [ F(@)g@@)da fi alle f.g € L(R)

basiert, stetig sind. Wenn man nun noch in der Definition von Lo(R) das
Lebesgue-Integral verwendet und damit Ly(R) zu einem Hilbertraum macht,

28http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Schwartz.html
http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Gauss.html
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sind beide Formeln als Abbildungen stetig auf Lo(R) fortsetzbar. Sie sind
dort invers zueinander und es gilt die Parseval-Plancherel-sche Gleichung@

(f: D) = [ F@90t = [ f)3@)de = (f.9)

fir alle f,g € Ly(R). Man mache sich aber klar, daf bei dieser abstrakten
Fortsetzung das Formelpaar (B.3]) nicht als klassische Integration zu verstehen
ist, sondern als Grenzwert der Anwendung der Formeln auf gewisse Cauchy-
folgen aus dem Testraum, die f bzw. f in Ly(R) approximieren. In allen
praktischen Féllen, die uns iiber den Weg laufen, werden wir die Integrale
aber klassisch ausrechnen koénnen.

Im Folgenden sind einige formelle Rechenregeln niitzlich. Beide Abbildungen
aus (B.3)) sind nattirlich linear. Angewendet auf gerade Funktionen liefern sie
reellwertige Funktionen, und man kann dann statt e™™* in beiden Formeln
cos(zw) schreiben, was die Parallelitit zur Cosinustransformation illustriert.
Sofern die Ableitungen existieren und fouriertransformierbar sind, gilt

(P (w) = \/ﬂ/ —iz)k e" "y, weR
f(k‘)(x) = \/ﬁ/ f (1w) k e™dw, r € R.

Man kann die zweite Gleichung folgendermafien interpretieren: Klingt | f | bei
Unendlich schnell ab, und zwar so schnell, da | f(w)w*| noch quadratisch in-
tegrabel ist, so hat f eine k—te Ableitung, die in Ly(R) liegt. Die Umkehrung
gilt auch. Die Lage ist wie bei Fourierreihen: die Differenzierbarkeit einer
Funktion wird durch das Abklingverhalten der Fouriertransformierten bes-
timmt.

Bei Translation um ¢t € R verhalt sich die Fouriertransformation wie

=D = m/fx—t Sy

,th [ ey
= ().

Dann brauchen wir noch das Verhalten der Fouriertransformation gegeniiber
multiplikativer Skalierung fy,(z) := f(z/h) im Urbildbereich fiir festes h > 0.

3%http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Parseval.html
3http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Plancherel.html
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Wir haben 1 |
fulw) = = [ Fafme B

h —iyhw
- e
= hf(hw)

hﬁ(w) fiir alle w € R.

Weiter unten haben wir oft folgendes auszurechnen:
— i\ o
H(S52) @ = rein),

und das folgt durch Kombination der obigen beiden Rechenregeln.

Der Vorsicht halber sollte erwahnt werden, daf die Fouriertransformation
gegeniiber (B3) manchmal mit anderen Faktoren oder anderen Skalierungen
definiert wird, z.B.

flw) = /f(x)e_%imdx, weR
flz) = ﬁf(w)ez’”'mdw, z € R,

R

(5.3)

was zu keinen wesentlichen Anderungen, aber manchmal zu etwas Verwirrung@
fiihrt.

Wir definieren schliefflich noch die charakteristische Funktion zu einer
Menge T als
1 teT
xrlt) = { 0 t¢T }

5.3 Die sinc—Funktion
Definition 5.4. Wie schon oben vorweggenommen, wird
t
S () == 3 f(kh)sine (— _ k) (5.5)
kEZ h

zu einer Funktion f : R — C und zu h > 0 die Shannon-Reihe?d genannt,
und die Abbildung f — Sy ¢ ist der Shannon-Operator.

32http://en.wikipedia.org/wiki/Fourier_transform
33http://de.wikipedia.org/wiki/Fourier-Transformation
3http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Shannon.html
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Die Konvergenz dieser Reihe und der Definitionsbereich des Operators
werden spater geklart. Wir miissen erst einmal nachsehen, was wir iiber die
sinc-Funktion herausbekommen kénnen.

Lemma 5.6. Fir jedes feste x € R gilt

. <t—x) ho =/ .
sinc = — / e™e " dw
h 2w —7/h
o h —iTWw
= 7 e
. A h —izw
smc( - ) (w) = \/ﬁe X[~z +3)(w).

Beweis: Die erste Gleichung folgt aus

w/h .
/ ez(t—m)wdw
—7/h

w/h .
— / eil(tﬂ)”dw
—7/h

=1
&
N—
N———
<
—~
~
SN—

7i(tfm)w‘+7r/h

i(t — ) —/h

_ —i(t—x)n/h _ _+i(t—z)7/h
it — ) (¢ ‘ )

2isin((t — x)w/h)
iét — )

_ 2msin((t—a)n/h)
I
= Wsinc( - )

und ist bis auf den Faktor 1/4/27 eine inverse Fouriertransformation. Daraus
folgt dann auch der Rest. O

t
Lemma 5.7. Die Funktionen sinc (ﬁ — k) liegen in Lo(R) und erfillen die

Orthogonalitdtsrelation
(sinc(f—') smc(f—k)) — hoy, G k€T, h>0
h J/> h La(R) - ks Js ) .

1 t
Insbesondere sind die Funktionen sy ,(t) == —=sinc <— — k) orthonormal in

NN
Lo(R).
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Proof: Mit der Plancherel-Gleichung und dem vorigen Lemma folgt

(sinc (E — ) sinc (E — k))
h .] Y h LQ(R)

h A
e e—l—zkhw
<\/ 2m

X[

=0

,+%]<w>)
L2(R)

=

r‘lﬂ

+

;ﬁ

S
5=
)

5.4 Bandbreitenbeschrankte Funktionen

Wir wollen auch noch ausrechnen, was herauskommt, wenn wir eine beliebige
Lo—Funktion u gegen eine skalierte und verschobene sinc—Funktion integri-

eren:
) t—x
u(t), sinc
h /) L@

- <fb(w)asmc<l > (w)>L2<R>

h /ﬂ—/h A( ) +imwd
= — u(w)e w
vV 27 —7/h
Das wire gleich hu(z), wenn die Integrationsgrenzen nicht endlich wéren.
Aber wir kénnen einen Raum von Funktionen betrachten, fiir den das klappt:

Definition 5.8. Der Raum BLF, der bandbreitenbeschrinkten Funk-
tionen (bandlimited functions) mit Grenzfrequenz 7 bestehe aus allen
Funktionen u, die sich als inverse Fouriertransformierte

u(z) = \/% /_TTv(w)eiwdw

von Funktionen v € Lo[—T, T] schreiben lassen.

Solche Funktionen sind immer analytisch und liegen in Ly(R). Thre Fouri-
ertransformierte verschwindet aufserhalb des Intervalls [—7, 7].

Lemma 5.9. Fir Funktionen u aus BLF,, und alle v € R gilt die Repro-
duktionsgleichung
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Obwohl wir das nicht addquat vertiefen kénnen, sollte bemerkt werden,
daf BLF;, unter dem Ly(R)-Skalarprodukt ein Hilbertraum mit positiv
definitem reproduzierendem Kern

1 t—
O(t,x) = ﬁsinc ( hx)

ist, der obendrein die bemerkenswerte Gleichung

®(z,y) = (P(z,), ®(y,")) La(m)

erfiillt. Der Raum B LF j, ist ferner auch ein abgeschlossener Unter-Hilbertraum
von Ly(R), denn mit dem Abschneideoperator (truncation operator)

Trunc, (u) := (Xj—r,n@)"

konnen wir beliebige Funktionen u € Ly(R) auf Funktionen aus BLF, ab-
bilden, und das ist klar ein lineare und stetige Abbildung, sogar ein Projek-
tor.

Damit erhalten wir fiir ganz allgemeine Funktionen u € Ly(R) und alle z € R

die Gleichung
1 t—
(u(t), —sinc ( x))
h h La(R)

1 /7T/h
vV 2 —7/h

= Truncy/,(u)(x).

a(w)e™™ dw

5.5 Beste Approximation in L, mit sinc—Funktionen

Wir konnen jetzt auch ausrechnen, was die Orthogonalprojektion P, von
Ls(R) auf den span der orthogonalen sinc—Funktionen

1 —kh
sen(z) == ﬁsinc (I 3 ) ,keZ
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ist. Sie berechnet natiirlich die beste L(R)-Approximation aus diesem span.
Man hat

1 - —kh 1 x — kh
(Pyu)(z) = (u, —=sinc <7>> —=sinc ( )
l;Z \/E h L2(R) \/E h
1 -—kh x —kh
= — Z (u, sinc <7>> sinc ( )
hiez h La(R) h

= 3" Truncg s (u)(kh)sinc <x _hkh>

keZ

S, Trunc, , (u) (z)

und es gilt notwendig die Parceval’sche Gleichung fiir Orthogonalentwicklun-
gen in der Form

2
[ Prullfpe =h ) ( TYUHCw/h(U)(kh))
keZ
fiir alle v € Lo(R). Setzt man hier Funktionen v € BLFy/, ein, so folgt auch
| Poul|7, gy = h Y u(kh)?
keZ

und

Py(u)(z) = 3 u(kh)sinc <3“° —kh ) = Spa(2).
keZ h
Theorem 5.10. Der Shannon-Operator, wenn man ihn auf BLFy, ein-
schrinkt, ist der Projektor der besten Approzimation auf BLFy, auf den
span der orthonormalen sinc—Funktionen sy, fir k € Z. Die beste Approx-
imation zu einem u € Lo(R) ist die Shannon—Reihe zu Trunc.,(u). Die
Konvergenz der Reihe des Projektionsoperators Pn(u) findet im Sinne der
Lo—Norm statt, und die Quadrate der Betrdge der Koeffizienten sind sum-
maerbar. ]

5.6 Sampling Theorem

Aber das alles reicht nicht aus, um das beriihmte Sampling TheoremP] zu
beweisen, das nicht nur ShannonPd sondern auch Whittaker@, KotelnikovP]

oder Nyquist zugeschrieben wird.

3%http://en.wikipedia.org/wiki/Nyquist%E2%80%93Shannon_sampling_theorem
36http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Shannon.html
3"http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Whittaker_John.html
38http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Kotelnikov.html
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Theorem 5.11. Alle Funktionenw € BLFY, sind durch ihre Shannon-Reihe
im Lo—Sinne exakt reproduzierbar, d.h. es gilt

u(z) = 3" u(kh)sine (x ‘hkh> = Spulz)

keZ

fiir alle Funktionen u € BLFy .

Was fehlt, ist dak die orthogonalen sinc-Funktionen sy j, in BLF} ;, voll-
sténdig sind, d.h. v = Pju fiir alle w € BLFy, gilt. Insbesondere muf man
ausschliefen konnen, dafs es eine nichtverschwindende Funktion u € BLF
gibt, deren Werte u(kh) fiir k € Z alle Null sind.

Dazu brauchen wir ein Hilfsmittel:

Theorem 5.12. (Allgemeine Poisson’sche Summenformel) Bd
Es gilt
Z e =" u(x + 2mj)
V2T ez JEZ

im Lo-Sinne, sofern u in Ly ist und die 2m-periodische rechte Seite auf [0, 27]
gleichmafig konvergiert und in Lo[0, 27| liegt.

Die Formel gilt auch unter anderen Voraussetzungen, und gegebenenfalls
auch in einem stéarkeren Sinne. Die Standardform ist die fiir x = 0, d.h.

kZ (k) = V2r Y- u(2m)),

die aber mit Vorsicht zu geniefsen ist, weil sie punktweise und nicht im Lso-
Sinne gemeint ist. Unter den obigen schwachen Voraussetzungen ist nur klar,

dafl
> la(k)|?

keZ

gilt. Man sieht an der Standardform, dal man auf einer Seite iiber das Gitter
Z, auf der anderen Seite iiber das Gitter 277 summiert. Die Kristallographen
reden vom reziproken Gitter im Fourierraum, wenn sie Beugung von Ront-
genstrahlen am Kristallgitter untersuchen, um aus den Beugungsbildern auf
das Gitter zu schliefsen.

Wir geben hier eine Beweisskizze an. Die rechte Seite ist unter den gegebenen
Voraussetzungen in eine Fourierreihe entwickelbar, und im Lo,—Sinne gilt

g(x) = u(x+2mj) = > e

JEZ. keZ

39http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/Biographies/Poisson.html
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mit Fourierkoeflizienten

C, =

1 g7 )

_ t 7Ztk)dt

o= /_ﬂg( Je

— —/ > u(t +2mj)e "t
Q;T —ﬂjez

_ L g 9 i)eitH2mik gy
QW/—NZU< + 27j)e

JEZ
/OO

O

u(t)e ™ dt

().

>

N N
ﬁ‘
N

Wir geben noch eine Variante an. Dazu setzen wir v := 4(-/h) und ver-
tauschen in Satz die Voraussetzungen bzgl. u und 4. Es folgt

d(w) = ha(hw) = hu(—hw)

und
1

V2T ez

h )
— u(—kh)e*®
%% (—kh)

h ‘
— u(kh)e
%;;z (kh)

> vz + 2mj)
jez

Z 4 (:p + 27Tj)
jez h

Zﬂ<y+%>.

JEL

Das gilt ebenfalls im Lo-Sinne, und zwar wenn @ in L; ist und die 27/h-

periodische rechte Seite auf [0, 27 /h]¢ gleichméRig konvergiert und in L,[0, 27 /h]?
liegt. Man sieht an dieser Form, dafk die linke Seite iiber ein A-Gitter sum-
miert, wihrend rechts iiber das reziproke 27 /h—Gitter summiert wird. Fiir

h gegen Null oder Unendlich wird das eine Gitter feiner, wenn das andere
grober wird.

Um das Sampling Theorem zu beweisen, nehmen wir ein u € BLFy/, her
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und zeigen, daf @ und S;W in Lo gleich sind. Also

Spal) = (Z i - ‘h“’)) “w

kEZ

— " u(kh)sinc (x _hkh>A ()

keZ
h _
— b kh —ikhw
o X-ih, /h(w)gez: u(kh)e
Vvh V2r 2mj
T —T ™ - = U + —)
Vo X g 2 [+

wobei wir die Poisson’sche Summenformel in der zuletzt genannten Form
benutzt haben. Die erforderlichen Voraussetzungen fiir die obige Schlufsweise
sind gegeben, sofern man ein v € BLFy, verwendet, aber das wollen wir
nicht im Detail nachrechnen. O

5.7 Berechnen von Shannon—Reihen

Das Ausrechnen einer Shannon-Reihe (EH) ist nicht ganz unproblematisch.
Wir stellen uns hier auf den Standpunkt, dafs wir die Funktion f nur in
einem Intervall [—K, + K] zur Verfiigung haben, und wir machen dort ein
Sampling mit einer Schrittweite h = K /n, so daf wir 2n+ 1 Punkte der Form
kh € [-K,+K], —n < k < n mit Werten f(kh) haben. Die Auswertung der
Reihe ;
St = S f(kh)sine (ﬁ _ k:)
—n<k<n

in einem festen Punkt ¢ wird dann den Aufwand O(n) = O(K/h) haben,
und wenn man das in mehr als 2n 4+ 1 Punkten macht, bekommt man den
Aufwand O(n?).

Um dies zu verbessern, sollte man die Auswertung als Faltung schreiben,
die simultan in O(n) Punkten auswertet und dann den Aufwand O(nlogn)
hat. Man kann das als Upsampling machen, indem man zwischen je zwei
Samplingpunkten kh und (k + 1)h je m — 1 neue Werte berechnet, die eine
Schrittweite h/m haben. Die Auswertung als Faltung erfolgt dann fiir ein
festes i, 1 < i < m — 1 simultan in den 2n + 1 Punkten jh + ih/m, —n <
J <n.
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Mit einem festen i, 0 < i < m bildet man den Vektor

il :
Pj—k = sinc <M — k;) = sinc (j —k+ i)
h m

und bekommt zur Auswertung der Shannon—Reihe in den Punkten jh+ih/m
mit —n < 7 < n die Faltung

(cxp)ji= > cpj-n
k=—n

Damit dies fiir —n < j < n klappt, braucht man in p die Werte mit Indizes
—2n < j — k < 2n. Die Faltung wird also zwischen einem ¢ € R?**! und
einem p € R**! ausgefiihrt und hat dann nach MATLAB-Konvention au-
tomatisch (2n+1)+(4n+1)—1 = 6n+ 1 Ergebnisse, von denen wir aber nur
die “mittleren” 2n 4 1 brauchen. Man bekommt insgesamt (m — 1) % (2n+ 1)
neue Werte durch Aufruf von m — 1 Faltungsoperationen der Komplex-
itdt O(nlogn), und hat also den Gesamtaufwand O(mnlogn) fir O(mn)
Punkte. Hier ist ein passendes Programm, und die Ausgabe dazu sind die
Abbildungen [ und B0

% testing Shannon sampling by convolution

clear all;

close all;

K=1; % data in [-K,K]

n=7;

h=K/n; % with this stepsize

xc=(-K:h:K)?; % points for data sampling

freq=2; % frequency for the following
c=sin(freq*xc*2*pi);

m=15; % divisor for upsampling at (Z + i/m)*h

ind=(-2*n:2%*n)’; % the basic points for the p vector
hu=h*1/m; % stepsize for upsampling
y=zeros (m*(2*n+1),1); % the resulting vector
y(1:m:m*x(2*n+1))=c; % and the data
for i=1:m-1
p=sinc(ind+i/m); % form p from sinc
cv=conv(c,p); % we convolve and store
y(1+i:m:i+m* (2*n+1))=cv(2*n+1:4%n+1,1);
end
x=((-K) :hu:(K))’; % this is where we want to plot
dx=sin(freq*x*2xpi); Y data there
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dy=y(1:length(dx)); % result there
ny=length(dy)

nx=length(dx)

figure

plot(xc,c,’0’,x,dy,x,dx);

legend(’Data’, ’Expansion’,’True function’)
title(’Evaluation of Shannon series’)
figure

plot(x,dx-dy);

title(’Error of Shannon series’)

Evaluation of Shannon series
15 T T T

T
O Data
Expansion
True function

Figure 19: Reproduktion des Sinus durch die Shannonreihe

Fiir die schnelle Realisierung der Faltung durch die FFT gibt es eine Ubungsauf-

gabe.

5.8 Fehlerabschitzung fiir sinc-Approximation

Aus dem Shannon-Theorem folgt eine ziemlich einfache, aber niitzliche Fehler-

abschéatzung:

Theorem 5.13. Die beste Approzimation P,(u) einer beliebigen Funktion
u € LQ(]Rd) durch orthonormale sinc—Funktionen sy, hat den Fehler

lw = Pu(u)lIZ, @) = lu = Truncen(w)|7,@) = / [i(w)[*dw.

|w|>m/h
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Error of Shannon series
T T T

1 1 1 1 1 1 1 1 1
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 20: Fehlerfunktion dazu

Zum Beweis benutzen wir, daf nach dem Shannon-Theorem auch
Truncgp(u) = Py(Truncyp(u)) = Pp(u)
gilt, und daraus folgt

u — Pp(u) = u — Truncep(u) + Trunce,(u) — Py(u) = v — Truncgp(u).0

(5.14)
Wie in der Approximationstheorie iiblich, wollen wir das in Fehlerabschatzun-
gen umsetzen, die etwas mit der Glétte der zu approximierenden Funktionen
zu tun haben. Dazu

Definition 5.15. Der Raum
WI(RY) = {u € Ly(RY) : /R [(w)2(1 + [[w][2)dw < oo}

heifit Sobolevraum der Ordnung T auf R, Er ist ein Hilbertraum mit dem
inneren Produkt

(0, gy = [ W@+ ] de.

Man mache sich klar, daf die Funktionen v € Wy (R?) die Eigenschaft haben,
daf alle Ableitungen bis zur Ordnung 7 noch als Ly(R)-Funktionen existieren.
Zwar kann man diese Rdume auch flir nicht—ganzzahlige 7 definieren, aber
das soll hier nicht vertieft werden.
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Theorem 5.16. Die beste Approzimation P,(u) einer beliebigen Funktion
u € W3 (R?) durch orthonormale sinc—Funktionen sy, hat den Fehler

= Pa(w) o < —lullwg o).

Das beweist man durch Einsetzen in

[ Jalw)de
|w|=m/h

2 (1 [wl)T

= w(w

Juon 0 (o
h 2T

o ~ 2 1 2 Td
(2] [ latra s by
h 2T

= (2] Iulfige

Aber das ist wegen (BId]) auch genau der Abschneidefehler, der durch den
Operator Trunc,, entsteht, denn danach findet ein fehlerfreies Shannon-
Sampling von Trunc, ,(u) statt.

dw

IA

Das wird in der Technik auch genau so realisiert. Ein gegebenes Signal u
wird

1. durch ein Tiefpai&ﬁlter@ bandbreitenbeschrankt, d.h. die hohen Fre-
quenzen werden abgeschnitten, d.h. die Abbildung Trunc, wird mit
geeignetem w angewendet.

2. Dann wird mit der Schrittweite h ein sampling durchgefiihrt.

Gilt dann

Tsw dh h<X
h w

so wird das tiefpafigefilterte Signal (nicht aber das Originalsignal) exakt re-
produzierbar, und der Gesamtfehler ist gleich dem Abschneidefehler. Die
Nachrichtentechniker verwenden statt w immer eine “Abschneidefrequenz” F'
mit 27 F = w und eine “Abtastfrequenz’@ f mit f =1/h. Dann hat man

[ =2F

Ohttp://de.wikipedia.org/wiki/Tiefpass
“http://de.wikipedia.org/wiki/Abtastrate
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zu fordern, d.h. die Abtastfrequenz mufs das Doppelte der Abschneidefre-
quenz sein. Die halbe Abtastfrequenz wird auch Nyquist—Frequenz genannt.
Sie muss dann grofer als die Abschneidefrequenz sein, wenn man keinen
sampling-Fehler haben will.

5.9 Aliasing

Es ist wichtig, hohe Frequenzen abzuschneiden, bevor man ein Sampling
macht. Man bekommt sonst Artefakte, die man als Aliasing bezeichnet.
Statt des vorgegebenen Signals sieht oder hort man eines mit anderer Fre-
quenz, ein “Alias”™Signal.

Wir analysieren, was passiert, wenn man ein hochfrequentes Signal f(z) =
g(x) cos(Qx) mit einer hohen Frequenz € und einem ‘“netten” und bei +oo
abklingenden konvergenzerzeugenden Faktor g einem sampling in hZ unter-
wirft. Man nimmt die Werte

g(hj)cos(Qhj) = g(hj) cos(Qhj — 2rkj)
= g(hj) cos((Q2 — ZE)hj)

und das sind Werte von unendlich vielen moglichen Signalen mit Aliasfre-
quenzen €2 — T’ ebenfalls abgetastet an den Stellen jh. Die arme Shannon—
Reihe kann gar nicht wissen, welches der Signale gemeint ist, und sie wird
sicher keine Frequenzen oberhalb 7/h liefern, sondern im Falle <Ek Dr/h <

Q < (2k + 1)7/h nur die Aliasfrequenz 2 — M € (—n/h,m/h)

5.10 Direktes Shannon Sampling

Wenn man von einer gegebenen Funktion u € Ly(R) ausreichend viel voraus-
setzt, kann man durchaus die Shannon-Reihe Sj, bilden, ohne vorher eine
Abschneideoperation auszufithren. Ab hier setzen wir deshalb noch voraus,
dass u und @ bei Unendlich mindestens quadratisch abklingen, d.h. es gilt

lu(t)] < C|t|? fiir alle [t| > K

mit positiven Konstanten C' und K, und analog fiir die Fourier-Transformierte.
Wir untersuchen jetzt die Shannon-Reihe zu u, nicht die zu Trunc./,(u).
Und wir untersuchen die Konvergenz des Fehlers u(t) — Sy, (t) fir h — 0.
Das quadratische Abklingen garantiert zunéchst, dafs sowohl u als auch @ in
L, liegen und dann folgt, dak sowohl @ als auch u in L., liegen, weil man
die Fourier-Transformation anwenden kann. Aber aus dem Abklingen folgt

42http://www.dsptutor.freeuk.com/aliasing/AD102.html
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auch, daft die Shannon-Reihe punktweise absolut konvergent ist. Das beweist
man mit

[Sha(t)] =

> w(kh)sinc (% - k;)

keZ

> lu(kh)|

keZ

%Zk‘Q + const.

k>0

VAN

IA

2

JR— const..
6h,

Wir stellen mit Lemma B0 die Shannon-Reihe zu v neu dar als

t
Shu(t) = D u(jh)sinc <— —j>
_ N T e —ijhe
Zu(]h)zw/_ﬂ/he e dw

JEZ

Wi N
— —/ e™ > u(jh)e™" dw

2 w/h jez

=:g(—hw)

wobei wir die Summe mit dem Integral vertauschen konnen, weil wir quadratis-
ches Abklingen von u vorausgesetzt haben. Die innere Summe

9(n) = %u(jh)eij"

sehen wir uns ndher an. Sie ist 27-periodisch und hat die komplexen Fouri-
erkoeffizienten u(jh).

In unserer Situation konnen wir die Poisson’sche Summenformel anwenden
mit 0(w) = u(hw), also

v(t) = u(hw)V(t) = u(hw)N—t) = %a(—w/h).

Wir bekommen, wenn ¢ hinreichend nett ist, die Beziehung

g(n) = %uo’h)e“"
- SEsi(25)

JET
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und weiter

h w/h
Spalt) = —/ ¢t g(—hw)dw
’ 2T —7/h
h gm/h /2 hw — 21y
R B (e
2T —7r/h/ h jen h
1 /” .+ ( 27?])
= — e w——)dw
vV 27T w/h ]EZZ
w/h—27j/h 't(nJrM)
= ¢ h |l d
\/271' jez/w/h 2mj/h U(n) g
%_ltl w/h—2mj/h "
= e e (n)d
\/277]% /w/h27rj/h (n) dn
ity (21+1)7r
2mity itn
J
Zusammen mit der Fouriertransformationsgleichung fiir u folgt
u(t) = L/iL (w)et™ dw
\/271’
2j+1)m

h ztn
\/% Z @2j-1)7m 1)7\' U/( )dn
(2j+1)m

u(t) = Spalt) = \/%Z(l—e i) /@ji} ™ () dn.

JEZL

Theorem 5.17. Die obige Gleichung gilt bei mindestens quadratischem Abklin-
gen von u und @ ber Unendlich, und wenn zusdtzlich noch die periodische
Funktion 3,z (ﬂﬂ) in Lo liegt und gleichmdssig konvergiert. Ferner

h
hat man dann die vereinfachte Fehlerabschdtzung
Sha(t)] < / dn.
u(t) - i)

Der obige Satz gilt auch allgemeiner, weil man die Gleichung umschreiben
kann zu

1 2mity
ult) = Sialt) = = /R () ey (1= ) Xyenn @ (n)dy

JEZ
1 / R it _ 2mitj h,’r] .
= —= [ u(n)e™ Z IL—e 77 ) Xi—1/2,41/2) <— —J|dn
V21 JR jeZ\{O}( ) 2

=:K(hn/2m2xt/h)
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und die Funktion K gleichméssig beschrankt, bis auf ihre Sprungstellen be-
liebig oft differenzierbar, und lokal in L, N Ly ist. Es gilt

K(n,t) = E (1 — eiitj) X[-1/2,+1/2) (N — J)
JEZ
- 1— 6—it~round(n)

fast iiberall. Deshalb kommt man mit den Abklingvoraussetzungen aus.

Theorem 5.18. Wenn man die obige Situation auf Funktionen aus dem
Sobolevraum W3 (R?) einschrinkt, bekommt man ein Konvergenzverhalten
wie h™ fir h — 0.

Das folgt mit der oben schon verwenden Technik zur Abschétzung des
Abschneidefehlers. O

6 Translationsinvariante Raume

Dieser Abschnitt lehnt sich stark an den Artikel [2] von Kurt Jetter und
Gerlind Plonka an. Wir wollen das Sampling generalisieren auf das Studium

von Reihen o
l‘ —
Z Crp < - ) (6.1)

kEZ

die durch Verschieben eines einzigen “Generators” ¢ auf einem Gitter hZ
der Schrittweite h > 0 erzeugt werden. Dabei beginnen wir mit A~ = 1 und
verschieben die Skalierung auf spéter. Es geht also um Reihen

pe(x) =Y aple — k)

kEeZ

und ihre Approximationen an gegebene Funktionen f auf R. Schon die Sum-
mierbarkeit so einer Reihe ist ein Problem, und deshalb miissen wir vorsichtig
anfangen. Das Fernziel wird sein, Funktionen durch solche Reihen zu approx-
imieren und den Approximationsfehler abzuschéatzen. Gleichzeitig ist das eine
gute Vorbereitung auf die wavelets in den Folgekapiteln.

Es sollte aber vorab noch geklart werden, warum man diese Verallgemeinerung
tiberhaupt braucht. Dazu vergleichen wir die Reihen (BJI) fiir die kardinalen
Funktionen

o(x) = sinc(z)
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und sehen, dafs man bei der sinc—Reihe sehr viele Terme braucht, um eine
brauchbare Approximation an einer festen Stelle x zu erreichen, wahrend fiir
die Hutfunktion nur zwei Werte zu beriicksichtigen sind. Deshalb ist die
Reihe fiir die Hutfunktion sehr viel schneller auswertbar als die Shannon—
Reihe. Aber der Fehler verhélt sich anders: wir wissen nach den Satzen
und BT8 daf die Shannon—Reihe beliebig gute Konvergenzordnungen
erreichen kann, wahrend wir aus der Numerik wissen, daf stiickweise linear
Interpolation nur bestenfalls O(h?) bekommen kann. Wir brauchen also ein
“dazwischenliegendes” Verfahren, das eine schnell abklingende Funktion ¢
benutzt, aber dennoch hohe Konvergenzordnungen moglich macht.

6.1 Grundlagen

Wir verallgemeinern hier, was wir iber das Shannon-Sampling gelernt haben.
Statt einer kardinalen Funktion wie in (E2) betrachten wir allgemeine “Gen-
eratoren” ¢ € Ly(R) und den in Ly(R) genommenen Abschluft des spans
ihrer Translate:

S, = span{p(- — k) : ke Z} (6.3)

Definition 6.4. Der Raum S, aus [G3) ist der von ¢ erzeugte principal
shift-invariant space (PSI).

Dieser Raum ist wohldefiniert. Das Fernziel ist, ihn genau zu charak-
terisieren, den Projektor P, von Lo(R) auf S, auszurechnen und dessen
Fehlerverhalten zu studieren. Vorab wiirden wir aber gerne wissen, welche
Bedingungen an einen infiniten Koeffizientenvektor ¢ = {¢y}rez man stellen
mufs, um sicherzustellen, dafs die iiber die diskrete Faltung x definierte

Funktion
pe(@) = (c*x p)(z) == kZ ckip(z — k)

punktweise auswertbar ist bzw. noch in Ly(R) und damit in S, liegt. Das ist
unter verschiedenen Voraussetzungen machbar, die wir hier teilweise aufzéahlen,
die sich aber nicht gegenseitig ausschlieften. Eine wichtige Bedingung wird
sein, dafs der biinfinite Koeffizientenvektor im klassischen Hilbertraum

62 = {{Ck}keZ € CZ : Z ‘Ck‘Q < OO}

kEZ

liegt. Aber wir fangen etwas einfacher an.

Situation 1: Fiir endliche Koeffizientenvektoren c liegt ¢, immer in Ly(R)
und damit in S,. Ist ¢ punktweise auswertbar, so auch ¢..
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Situation 2: Die Funktion ¢ habe kompakten Triager in [—K, K], d.h.
o(x) = 0 fiir alle || > K. Dann kommen nur die k£ mit

r—K<k<x+ K

in der Summe fiir festes x vor. Somit ist zumindestens fiir stetige ¢ die
Summe finit auswertbar, und sie liegt in Ly[a, b] auf allen endlichen Inter-
vallen [a, b].

Wir sehen uns jetzt die globale Ly—Norm von ¢. an und bekommen

el = Jowi(z)da

-/ (Z crpla — k:))de

= %/jjﬂ (kz% crp(x — k)) dx
= %/01 (éckgo(aj —j— k)) dx
- Zz/ol (chm_jcp(x — m)) dx.

Die inneren Indices m konnen mindestens auf —K < m < K+1 eingeschrankt
werden, weil das Integral iiber ¢(x — m) verschwindet, sofern —m > K oder
—m + 1 < —K gilt. Deshalb

leellz = Z/Ol< _ZKcmjgo(x—m)> dz.

JET

Im inneren Teil kann nun die Cauchy—Schwarz—Ungleichung angewendet wer-

den:
lecll < Z/Ol ( 2 cibj) ( _ZKgp(x_n)2) dx

Il
]
]

o
S N
d

S—
]
AS)
=

|
S

Q.

D

n=—K
1 K+1

(2K +2) (% c?) /0 ;Kgo(a: — n)%dx
< (2K +2)llell7, l#13

weil beim Summieren jedes der ¢} maximal (2K + 2)-mal vorkommen kann.

IA
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Theorem 6.5. Im Falle ¢ € Ly(R) mit kompaktem Triger und ¢ € ly gilt
e :=cxp € Ly(R).

Wir rechnen fiir den allgemeineren Fall die Fouriertransformierte formal aus

= P(w che ihw =: p(w)o.(w)
kEZ

und bekommen eine 27—periodische Funktion o., die man manchmal auch
als Symbol von ¢ bezeichnet, obwohl sie nichts anderes als die vom Koef-
fizientenvektor ¢ € ¢y erzeugte 2m—periodische Funktion aus Ly ist. Deren
Fourierkoeffizienten sind die ¢, denn sie ist so definiert, und es folgt wegen
der Parcevalschen Gleichung auch

lelle; = lloell s,z -

Daran kann man ablesen, dafs unter der Voraussetzung ¢ € /{5 die 27—
periodische Funktion o, noch in Ly 5, liegt. Es folgt:

Situation 3:

Theorem 6.6. Gilt c € {5 und st o. eine beschrinkte 2w —periodische Funk-
tion, so gilt ¢. € Lo(R).

Aber man kann auch folgendermafen weiterarbeiten:

el = [ 1p(w)Ploe(w)dw
- / P(w + 215) P|ou(w + 2m7) | 2dw
o A . (6.7)
= [ 1o)X Iptw + 2m))Pdw
LY

= [ lou@)Plie. ¢ (W)

mit dem wichtigen Klammerprodukt

[0, V)W) = 3" (w + 27m5)th(w + 275),
JEL

das, wenn es existiert, eine 2m—periodische Funktion ist.

Situation 4:
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Theorem 6.8. Gill ¢ € 5 und ist das Klammerprodukt [p, p|(w) punktweise
existent, mefSbar und gleichmdfig beschrankt, so gilt . € Ls(R).

Es sieht zwar nach Spielerei aus, aber wir wollen mal die Fourierkoef-
fizienten von [y, 1] ausrechnen:

[ e lw)e

3 p(w + 215 (w 4 2mg e~k gy,
]EZ

/
w) —ik gy
/& (:1: )(z)dx
= /& g?)(w el’wdw
ZZ o(x)(z + k)dz.
Riickwarts gerechnet folgt daraus, daf alle Fourierkoeffizienten des Klam-
merprodukts [p, 1] immer berechenbar sind, wenn ¢ und ¢ in Ly(R) liegen.

Wir machen neben .
(¢7¢)L2 = [W[¢7w]<w)dw

ein paar einfache Beobachtungen:

Theorem 6.9. Die Translate einer Funktion ¢ € Ly(RY) sind orthogonal,
wenn [, p] in Ly liegt und konstant ist. Sie sind orthonormal, wenn [p, ¢]
konstant gleich 1/2m ist.

Theorem 6.10. Haben ¢ und ¢ kompakten Triger, so ist das Klammerpro-
dukt ein trigonometrisches Polynom.

Theorem 6.11. Sind f und ¢ beide in Ly(R) und liegt das Klammerprodukt
[f, @] in Loar, so ist f orthogonal zu S, genau dann, wenn das Klammerpro-
dukt verschwindet.

Das wirft die Frage auf, wann das Klammerprodukt eine Lo,—Funktion
ist. Sicher dann wenn die Folge der Fourierkoeffizienten in /5 liegt. Und
man kann zeigen, daft das bei geeigneten Abklingbedingungen and v und
¢ zutrifft. Da wir aber auch wissen, daft die Translate der sinc-Funktion
orthonormal sind, kann es also auch sehr schlecht abklingende ¢ geben, die
orthogonale Translate haben bzw. deren Klammerprodukt noch in Ly liegt.

Situation 5: Fiir die Ly—Funktion ¢ gelte, daf das Klammerprodukt [p, ¢]
in Ly o, liegt.
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Wir wollen untersuchen, wann man ein ¢ finden kann, so dafs die Translate
von v := @, orthonormal sind. Wir haben folgendes zu erfiillen:

12m = [pe, (W)
= Z Pe(w + 2m))Pe(w + 2m7)
JEZL
= > p(w+2mj)oc(w + 2m))p(w + 2mf)oe(w + 2))
& 6.12
— Zcp w+ 2mj)o(w)P(w + 21))oe(w) ( )
JEZ
= |oc(w)|* Y @(w + 2m5)p(w + 2m))
JEZ

= oc(w)*le; ¢l(w)-

Theorem 6.13. Erfillt der Generator ¢ die Bedingung 0 < 1/[p, ¢| € Ly,
so existiert eine Funktion ¢ := ¢ * @ mit ¢ € {5, so daff die Translate von ¥
orthonormal sind.

Klar, denn man nehme die Funktion f(w) := 1/4/27[p, ¢|(w) € Ly her

und wiahle ¢ als den biinfiniten Vektor ihrer Fourlerkoefﬁmenten Dann gilt
die oben durchgerechnete Gleichung.

Situation 6: Man setzt oft voraus, daft das Klammerprodukt punktweise
und als 2m—periodische Lo—Funktion existiert und zwischen zwei positive
Schranken einschliefsbar ist:

0 < A% <[, ¢|(w) < B2 (6.14)

Diese Situation wird manchmal auch “stabil” genannt. Aus (E7) bekommt
man dann sofort

Alell7, = A%llocll7, < lleelli, = /4 |oe(w) P[0, 0l (w) < B?|locll?, = B|cllZ,
bzw. die “frame”™Relation
Allelle, < leellz, < Bllelles,

die ausdriickt, daf die /,—Norm der Koeffizienten dquivalent ist zur Lo—Norm
auf dem Teilraum von Sy, der aus allen ¢, mit ¢ € ¢ erzeugt wird. Das wird
uns bei wavelets wieder begegnen....

Theorem 6.15. Es sei ¢ € Ly(R) ein Generator, so daf$ das Klammerpro-
dukt [p, @] in Looy liegt und der Stabilititsabschitzung gentgt. Dann hat der
Raum S, die alternativen Schreibweisen

{f € Lay(R) - JE TP, TE Lyogr} =151
{f € La(R) [ =, cely} =S
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Beweis: Beide Raume liegen in S,, wenn man die Definitionen zunéachst
auf endliche Folgen ¢ und trigonometrische Polynome 7 einschrinkt. Mit
(E70) kann man dann aber auch im Falle von Sy wie folgt abschétzen:

Aellf, < M@ = lecli,e < Bleli.

Damit kann man zum Abschluf iibergehen. Die Situation von S; ist analog
wegen T = o, fiir f = . und ||c[/s, = ||7] .. O

6.2 Projektion

Wir wollen jetzt die Lo—Projektion von Ly(R) auf S, ausrechnen, wie bei der
Shannon-Situation. Der Projektor, nennen wir ihn FP,, muss existieren, und
im Falle eines orthogonalen Generators ist er auch klassisch ausrechenbar.
Fiir jede Ly-Funktion f muss f — P,f auf allen ¢(- — k) senkrecht stehen,
und wir nehmen nach Theorem an, dass er iiber Koeffizienten c; € /5
mit P, f = cy * ¢ parametrisierbar ist.

Es folgt
0 = (f=Fof ol = F))ram
(frol =R)m = (¢ xe.0( = k)
[ ifdwe ™ = ["lerxp, w](w)e s
/ Z oo(W)P(w + 27§)p(w + 27 e dw

= [ ol lw)e
d.h. als Gleichung in Ly(R)
[f,el(w) = oe(w)[e, pl(w)

weil die Fourierkoeffizienten gleich sind. Also ist der Projektor so definiert,
dafs man die Fourierkoeffizienten ¢, von

Lf, ¢l(w)
[0, ¢](w)
ausrechnen muf. Mit anderen Worten:
P k)= [ AW
o] = Igzcw C / ) w
oder im Fourierraum
Lf, elw)
P, AN S )
(PfY(@) = o5ew)

Man braucht diese Gleichung spéter bei der wavelet—Konstruktion.
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6.3 Approximationsordnung

Wir wollen jetzt die Projektion skalieren. Statt auf die Shifts ¢(- — k) pro-
jizieren wir fiir kleine h > 0 auf die Shifts von +¢((- — hk)/h) indem wir den
Projektor

Pon(f)(@) = Pp(f(-h))(x/h) (6.16)

nehmen. Diese Art der Skalierung wird in der Literatur auch “stationir”
genannt. Definiert man den Projektor so, ergibt sich die Orthogonalitét

(= Bonl) o= W)iasy = [0 = Poad el = i
- h/ (0 = P CR)) o/ 1)Vl = R

- /R <hy> P(f<'h))(y))<ﬁ(y—k:)dy
= 0.

Genauso rechnen wir den Fehler aus, und zwar

If = PorPlsy = [ If(a (-h)) (& /) d
- |f(hy) —Psa(f(-h))(y)IQdy
= Al fn = Pol )2
mit f(z) := f(zh).

Ziel des Ganzen ist, beim Grenziibergang h — 0 noch eine Konvergenz des
Fehlers gegen Null zu erreichen, und zwar mit irgendeiner Potenz von h.

Definition 6.17. Das Projektionsverfahren hat beziiglich eines Unterraums
W won Ls(R) die Approximationsordnung m, wenn fir alle f € W eine
Abschdtzung der Form

1f = Pon (Pl Loy < Cph™

mit einer von h unabhdngigen Konstanten Cy gilt.

Definition 6.18. Fir beliebige positive k kann man den Sobolewraum
WER) = {f € L(®) : [ |f@)P(+|wf)dw < 00}

mit dem Skalarprodukt

definieren.
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Der obige Raum besteht aus allen Funktionen, die durch Fouriertransfor-
mation definierte verallgemeinerte Ableitungen bis zur Ordnung  haben, die
noch in Ly(R) liegen. Wir haben solche Rdume schon bei den Fourierreihen
gesehen, dort aber im periodischen Fall, und beim Shannon-Sampling. Man
bedenke, dass hier auch Werte wie £ = 7 oder x = y/2 moglich sind.

In vielen Situationen (auch dieses kennen wir schon von den Fourierreihen
her) haben gutartige Approximations- oder Interpolationsprozesse in W3 (R)
die Ordnung m.

Theorem 6.19. Gilt
1f = Pofll2 < Clf|m (6.20)

fir alle f € Wi(R) mit der Seminorm

1R = [ 1f@) Pl dw,
so hat der Projektor P, ), die Approximationsordnung m im Raum W3"(R).

Der Beweis folgt aus einem einfachen Skalierungsargument:

1f = Penflls = Rllfn = Pofull3
< Chlfal7,
= Chllfn@)l"ll;
1w, o
- o]
— h_th/ AEZEde
Ot [ 1F G5
< CR™ || ()Pl
= Ch™|fl,,
<

CH™ [ 1l
0

Wiéren Polynome in Ly(R), so konnte man aus (E20) schliefen, daf Poly-
nome bis zum Grade m — 1 durch den Projektor noch exakt reproduziert
werden. Viele Darstellungen der Fehleranalyse in translationsinvarianten
Réumen gehen den Umweg iiber Reproduktion von Polynomen, aber das
wollen wir uns nicht ohne Not antun.

Wir rechnen die Approximationsordnung fiir den Shannon—Fall noch einmal
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vor. Es folgt

Ps = Psinc
Py = f Xinnl
If=Pfll3 = |If—Pfll3
= [ )P
‘W‘ZW 2m
< [ 1Pl
w|> 7r
2 2m
< m R| (W) [ lw]" ™ dw

Wir benutzen das, um auf den Fehler anderer Projektoren zu schliefsen.

Theorem 6.21. Gilt
1f = Poflla < Cpslflm

fir alle bandbreitenbeschrinkten f € Py(L2(R)), so hat P, die Approzima-
tionsordnung m in Wi*(R).

Beweis: Wir schitzen folgendermafen ab:

1f=Poflla < [If = Bofllo+ |1Psf = PoPsflla + [[PpPsf — Pof2
< Culflm + Cos| P flm + (1P| |1 Psf = [lI2
< CS|f|m + Ccp,s|f|m + Cs|f|m

weil die Projektoren die Norm 1 in Ly haben und |P;f|,, < |f|n gilt. O

6.4 Fehlerabschatzung

Unter den Voraussetzungen des Satzes betrachten wir den Fehler der
Projektion. Wegen der iiblichen Orthogonalitdt hat man

If = Pofllw = L@ — 1Pl @)
= @ — 1P L @)

= [ 1o - [ —‘[[f ’ “0]]'2<<°">>\¢<w>|2dw
= / Z/ ZZ |p(w + 2k7) |Pdw
(v

2
el w]l >
- /R'f<°")‘ d“"/ﬂr o)
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Jetzt machen wir wie beim Shannon sampling die Annahme
flw) = 0 fiir alle |w| > 7. (6.22)
Dann folgt fiir alle w € [—7, 7| die Gleichung

felw) = Y flw+ 2rk)p(w + 27k)

keR

= fw)p(w).

Das liefert

IF = Pof Iy = [ If@)P (“%) w

=1Ly (w)

= [ @)Ly w)dw.

(6.23)

Soweit L, punktweise definiert ist, gilt

0<L,(w) <1,
weil |@(w)]? genau der Term mit & = 0 aus der Summe der Terme der Form
|P(w + 2km)[* in [, @] (w) ist.

Fiir den Shannon—Operator gilt sogar L, = 0, und wenn wir Theorem
mit (E23)) vergleichen, liegt nahe, dass wir die verschirfte Voraussetzung

0< Ly(w) < Cplw|™, |w| <7 (6.24)

machen sollten. Dann wird aus ([E23) genau die Voraussetzung von Theorem
und wir bekommen unser Hauptergebnis

Theorem 6.25. Gilt [6.24) mit einem punktweise wohldefinierten L, so
hat die duch ¢ definierte skalierte Projektion P, im Sobolevraum W3*(R)
die Approximationsordnung m.

6.5 Strang-Fix—Bedingungen

Dies sind Bedingungen an ¢, um (f24]) zu erreichen. Wir setzen wie bisher
Stabilitdt von ¢ und zusétzlich Wohldefiniertheit von L, voraus, und dann
ist es fiir (6224]) hinreichend, daf die Summe

Y o(w + 2mk)[?
k0
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eine m—fache Nullstelle in 0 hat, denn dieser Ausdruck ist der Zahler von L,
wahrend der Nenner gleichméfig von Null weg beschrankt und positiv ist.

Sehen wir uns das fiir kleine Argumente |w| << 7 an. Dann sind alle Terme
voneinander im Verhalten bei Null unabhéngig, und alle Terme miissen gle-
ichzeitig eine m-fache Nullstelle in Null haben.

Theorem 6.26. Ist ¢ mindestens m—mal stetig differenzierbar und gelten
die Strang—Fix—Bedingungen

(@)W 2rk) =0, k€ Z, k#0, 0<j <m,

so hat P, j, im Sobolevraum W3*(R) die Approzimationsordnung m. O

Hier ist ein Programm, das eine leichte Modifikation des Programms fiir die
Auswertung der Shannon—Reihe ist. Wir wenden es fiir die sinc—Funktion und
die Hutfunktion als Generatoren auf einen Sinus an, was zu den Abbildungen

P21 und P2 fiihrt.

% testing PSI by convolution
function testPSIconv()
clear all;
close all;
nc=11; % bound for data or coefficient range
xc=(-nc:nc)’; % points for data sampling
freq=1; % frequency for the following
c=sin(freq*xc*2*pi/nc);
n=15; 7% divisor for sampling at Z + i/n
ind=(-nc:nc)’; % the basic points for the p vector
h=1/n; % stepsize for upsampling
y=zeros((4*nc+1)*n,1); % the resulting vector
for i=0:n-1
q=i/n;
p=phi(ind+q); % this is where we use phi
cv=conv(c,p); % we convolve
y(1+i:n:i+n*length(cv))=cv; % and store the result
end
x=((-nc):h:(nc))’; % this is where we want to plot
dx=sin(freq*x*2*pi/nc); % data there
dy=y (n*(nc)+1:end-n+1-n*(nc)); % result there
figure
plot(xc,c,’0’,x,dy,x,dx);
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legend(’Data’, ’Expansion’,’True function’)
title(’Evaluation of PSI expansion’)
figure

plot(x,dx-dy);

title(’Error’)

function y=phi(x)

% Hutfunktion
ind=find(abs(x)<1);
y=zeros(size(x));
y(ind)=1-abs(x(ind));
% alternativ sinc

% y=sinc(x);

Evaluation of PSI expansion Error
T

1 T ﬁ T T T T 0.06
\ \ O Data

Expansion
True function 0.04

05F 7! 1
f 0.02}
/
-0.02}
_ost 1
-0.04t

-0.06

=)
O
—O

-15 L L L L L ~0.08

Figure 21: Approximation und Fehler bei sinc—Approximation

6.6 B-Spline—Generatoren

Wir definieren

1 0<z<1
()01<x) = X[O,l}(ﬂf) = 0 |l‘| > 1

als die Haarsche Skalierungsfunktion, aber wir falten sie rekursiv zu

1
on(T) == (a1 x 1) (x) = /0 On_1(x —t)dt, e R, n > 1.

Man sieht schnell, dafs dies stiickweise Polynome der Ordnung n ergibt, die
“breaks” in 0,1,...,n und einen Triger in [0,n] haben und noch stetige
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Evaluation of PSI expansion

Error
T

0.04

‘f/ \ ‘ ‘ \\ ‘ o Daa

Expansion |
True function 0.03

0.02

0.011

-0.01}

-0.02

-0.03

L L L L
-10 -5 0 5 10

-0.04
15 -15

Figure 22: Approximation und Fehler bei Hut—Approximation

Ableitungen bis zur Ordnung n — 1 haben. Weil ihr Trager im Verhéltnis
zur Ordnung minimal ist, kann man zeigen, daf sie bis auf die Normierung
mit den B-Splines A?(0,...,n)(x — )% ! iibereinstimmen.

Thre Fouriertransformierten sind ¢,, = @7, und wir wollen zuerst ¢! ausrech-

nemn:

Plw) =

1 1. J
e~ T 1

V2 /0

1 1 ( —iw 1)
—F— - \€ -
V2T —iw '

1 92 6zu}/2 _ efzw/2
V2w 21

L sin(w/2)

V2r %

1 : ( w ) —iw/2
——sinc | — e .
V2T 2T

—iw/2

e

Bis auf Faktoren ist die Fouriertransformierte eines Faltungsprodukts das
Produkt der Fouriertransformierten. Bei unserer Normierung gilt fiir

(fx9)@) = [ fw =gt
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die Fouriertransformation

(Fro)w) = / (f % g)(x)e " dz

- = / / fla — tg(t)dt e dx
] \/\/;f( () oty sy
_ VI (w)i(w

Also gilt, weil wir eine n—te Potenz bilden und (n — 1)-mal falten, die Gle-
ichung

2w

L

H%

. 1 w .
An = (9 +(n—-1)/2 ) —n/2, i, AN (i) —inw/2 _ ) (_) fznw/2.
on(w) = (27) (2m) "™ “sinc 5 )€ s (5 e
Wir sollten nachpriifen, ob die Translate stabil sind. Dazu miissen wir das
Klammerprodukt

[Pn, n](w) = kz% |Pn(w + 27Tk)‘2
w + 27Tk>

= (2m)™" > sinc® < o

kez
sin

= (2

:(2

W)_"Z 2n
kez (i k) 1

) n (5 Z %+k7T)2n

iy G

(&) i (2 + k)"

untersuchen. Weil [sinc(z)| < 1 global gilt, ist der Faktor vor der Summe
durch (27)~™ abschétzbar. Die Summe laft sich fir |w| < 7 zerlegen und
abschatzen durch

(
)

keZ

2n s+ kw)
(




fiir n > 1. Daraus folgt Beschranktheit von [p,, ¢,](w) nach oben. Weil man
w auf |w| < 7 einschrdnken kann, folgt auch

[0n, n](w) > (27)~" min w _ (%)nw _2 0

lw|<r (E)Qn (E)Zn T
2 2

durch Weglassen der Summenterme mit k£ # 0 und wir haben Stabilitét.

Jetzt sehen wir uns die Strang—Fix-Bedingungen an. Die sinc-Funktion hat
einfache Nullstellen an den Punkten k # 0, k € Z. Also hat ¢,, in den Stellen
2km mit k # 0 noch n—fache Nullstellen. Es folgt

Theorem 6.27. Die Approximation in durch B-Splines @, erzeugten trans-
lationsinvarianten Rdumen ist stabil und hat Approximationsordnung m in
den Sobolevrdumen W3*(R) fir alle m < n. O

7 Das Haar—Wavelet

In diesem Kapitel fiigen wir den translationsinvarianten Rdumen eine Ska-
lierung hinzu. Das haben wir schon im vorigen Kapitel bei der stationaren
Skalierung (.16 des Projektionsoperators gemacht, aber hier sind unsere
Skalierungen immer dyadisch, d.h. wir benutzen nur die h = 277 fiir j > 0
mit einem “Levelindex” j. Aber erstmal gibt es eine sehr elementare Ein-
fiihrung, die sich als reine lineare Algebra schreiben 1aftt und wesentliche
algorithmische Dinge vorbereitet.

7.1 Summen und Differenzen

Wir wollen den Gedanken der effizienten Speicherung von zwei Zahlen be-
nutzen, um das Haar-Waveletfd herzuleiten. Nehmen wir einmal an, es seien
zwei Zahlen a und b gegeben. Natiirlich kénnen die zwei Zahlen separat
gespeichert werden. Gilt aber a ~ b, so erscheint dies nicht sehr effizient.
Statt dessen bietet es sich an, den Mittelwert s und die Differenz d zu spe-

ichern:
_a+b

2 )
Der Vorteil hier ist, dass s von derselben Grofsenordnung wie a und b ist und
dementsprechend genausoviel Speicherplatz benoétigt, die Differenz d dage-
gen mit weniger Speicherplatz auskommen sollte. Man kann sie sogar ganz

d=a—-0b.

S

3http://de.wikipedia.org/wiki/Haar-Wavelet
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weglassen und erreicht so eine Speicherplatzersparnis auf Kosten eines zu
analysierenden Fehlers.

Die Rekonstruktion der Orginalwerte ist gegeben durch

+d b d
a=s+— =s——.
2’ 2

Es geht auch mit anderen Faktoren. Nimmt man

c=a+b d=a—b (7.1)
so folgt
c+d c—d
a= , b= .
2 2
und fir b 5
a a—
C:—7d: 72
7 7 (7.2)
folgt
_c+d b_c—d

V2

Im zweiten Fall wird die Transformation

7

sogar orthogonal. Rechentechnisch am einfachsten ist der Fall (IZ1I), aber
theoretisch ist (L) wegen seiner Symmetrie und Orthogonalitidt vorteil-
hafter. Fiir den Rest dieses Abschnitts ist es gleichgiiltig, welche Variante
wir nehmen, aber wir schreiben alles nur fiir (I]) hin.

Nehmen wir an, dass wir nicht nur zwei Zahlen, sondern ein Signal f
bestehend aus 2” Werten gegeben haben, d.h. f = {f,g") 0 < k <27},
Ein Signal ist also nichts anderes als ein Vektor von rellen Zahlen. Wir kénnen
uns diesen Vektor z.B. als Funktionswerte einer Funktion an den “dyadischen”
Stiitzstellen 27"k € [0, 1) vorstellen, d.h. fk") = f(k27"), 0 < k < 2". Wenn
wir nun die Summen— und Differenzbildung auf jedes der Paare a = f. Q(Z) und

b= fQ(le, 0 < k < 2" ', anwenden, erhalten wir zwei neue Vektoren f®~1)
und 7Y vermoge

n—1 n n n—1 n n n—
flg ):fz(k)+f2(k)+1a Tii )= 2(k)_f2(k)+17 0<k<2"h.
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Das Ausgangssignal f(™, bestehend aus 2" Samples, wurde also aufgesplit-
tet in zwei Signale mit jeweils 2"~ Samples. Natiirlich lisst sich das Aus-
gangssignal aus den zwei neuen Signalen wieder rekonstruieren, und zwar
mit

(n—1) (n—1) (n—1) (n—1)

n +r n - -
= b AR, =t b o<k<2
2 2
Wendet man den eben beschriebenen Schritt nun rekursiv auf die Signale
fo=D =2 fM) an, so erhilt man einen einzelnen Wert f(© und eine

Folge von Signalen r(»=7), 1 < j < n, mit jeweils 27 Samples. Eine Veran-
schaulichung ist

fo o o= =) () (0
N\ N\

f,"(n*l) T(n72) - 7‘(1) T(O)
wobei man nur die untere Reihe und £ speichert um riickwiérts folgender-
maften zu rechnen:

fo o fomb =2 () O
AN AN AN

T(n_l) T(n_2) . fr'(l) T(O)

Die Transformation ist umkehrbar und verlustfrei. Sie bekommt aber einen
grofsen praktischen Nutzen, wenn das Ausgangssignal nur geringfiigig vari-
iert und deshalb die Differenzen rU) klein sind. Man speichert dann nur die
betragsgrofsten von ihnen und rekonstruiert das Signal aus diesen durch An-
wendung der inversen Transformation. Das ist nicht mehr verlustfrei, fiihrt
aber oft zu sehr guten Kompressionsraten bei kleinen Reproduktionsfehlern.
Wir werden dieses Phdnomen genauer zu untersuchen haben.

Der Aufwand, um die Zerlegung zu berechnen, betrdgt im j-ten Schritt
O(2"7), 1 < j < n, sodass er sich zu O(2") aufsummiert, d.h. linear ist.
Dies ist im Vergleich zur FFT, die O(n2™) braucht, ausgesprochen giinstig.
Desweiteren kann die gesamte Transformation in situ ausgefithrt werden, d.h.
es fallt kein weiterer benotigter Speicherplatz an. Die Speicherung erfolgt im-
mer in Vektoren der Lange 2", in die man nacheinander

(f)
(fr=b ,r(n=1)
(f-2) =) D)
(f=3) =) ) D))

bei Zeilenvektorschreibweise eintragt.
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7.2 Haarsche Skalierungsfunktion

Bis hierhin ist das Ganze als Matrixtransformation aus der linearen Alge-
bra zu verstehen. Fiir die weitere Analyse brauchen wir aber Funktionen,
und wir wollen ausnutzen, was wir iiber translationsinvariante Raume wis-
sen. Wir interpretieren deshalb die obigen Werte f,gj ) fiir 0 <k < 2 als
Funktionswerte einer Funktion v} an der Stelle k277 € [0,1) und setzen
deshalb diese Funktion mit einer zunéchst beliebigen Kardinalfunktion ¢ an

als v
211

v (z) =Y f,gj)cp(ij — k). (7.3)
k=0

Das ist im Sinne des vorigen Kapitels ein Ansatz aus einem translationsin-
varianten Raum

V; = span {¢(2z — k), k € Z}. (7.4)
Hat man einen dyadischen Punkt = m277 € [0,1) mit 0 < m < 27, so folgt

27-1
o (m2) = 3 [ p(m— k)

= [P, 0<m<2,

d.h. die Funktion v") interpoliert die Werte f,gj ) auf dem Gitter in [0,1) mit
Schrittweite 277, und das gilt fiir 0 < j < n, wobei wir so tun koénnen, als
kiimen unsere Anfangsdaten von der stiickweise konstanten Funktion v(™,
denn diese interpoliert f auf dem “feinsten” Level j = n.

Man sieht an der obigen Diskussion, dal man durch 5 > 0 indizierte “Levels”
von translationsinvarianten Raumen V; hat. Auf Level j ist es natiirlich, sich
ein Sampling mit Schrittweite 277 vorzustellen, und deshalb ist Level j + 1
reichhaltiger als Level j.

Aber wir wollen alles noch etwas eleganter machen. Dazu nehmen wir einen
kardinalen Generator ¢, dessen ganzzahlige Translate orthonormal sind. Dann
sind die skalierten Translate

pin(@) = 2227z — k)
bei beliebigem j > 0 und variierendem k € Z auch orthonormal wegen
[ en@)eim(@)da
= 2j/ 0(279x — k)p(2772 — m)dx
R
= /R@(y —k)p(y — m)dy = 6pur, m, k € Z.
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Ein wesentlicher Clou der wavelet—Theorie ist nun, zwischen den Levels
Verbindungen zu postulieren, und zwar so, dak V; C V;4; gilt, weil, wie
eben bemerkt, Level j + 1 reichhaltiger ist als Level j. Das bedeutet aber,
daR der Generator ¢(2z) des translationsinvarianten Raums V; des Levels
J sich als Linearkombination von Funktionen aus Vj; schreiben lassen muf,
d.h. es muf eine Gleichung

0(27z) = Zpl(cj)gp(Qj""l:E —k), zeR
keZ

mit gewissen gutartigen Gewichten p,(f ) gelten. Setzt man y = 27z, so sieht
man, daf die Gewichte gar nicht von j abhéngen sollten und man eine Ver-

feinerungsgleichung

o(y) => ey —k), yeR
keZ

postulieren sollte. Wir betrachten den einfachsten Fall:

Definition 7.5. Die Haar’sche Skalierungsfunktion ist definiert durch

1, falls0<z<1,
0, sonst.

b(z) = {

Deren ganzzahlige Translate sind natiirlich orthonormal in Ly(R), und die
skalierten und orthonormalisierten Translate sind

212 falls k < 2z < k + 1,
0, sonst.

Sie leben als stiickweise konstante Funktionen auf den dyadischen Gitter mit
Schrittweite 277. Auch die Verfeinerungsgleichung der Haarschen Skalierungs-
funktion ist einfach:

o(x) = Xxpon(z)
= Xj0,1/2)(®) + Xp/2,1)() (7.6)
= o(2x) + o2z — 1).

Damit folgt sofort V; C Vj;1, aber das reicht nicht, um unsere obige Rechen-
technik allgemeiner zu erklaren, und wir haben auch noch keine wavelets
definiert.

Diese ergeben sich aus der Orthogonalprojektion vom gréferen Raum Vjy
auf seinen Unterraum V; und dessen orthogonales Komplement

lez{we‘/}qu : ’IUJ_‘/]}
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in Vj41. Um W; in der Form eines translationsinvarianten Raums

W; = span {¢(x — k) : k€ Z} C Vi

zu erzeugen, brauchen wir ein “wavelet” 1, dessen ganzzahlige Translate in
Vi1 liegen und zu V; orthogonal sind. Das ist nicht schwierig, weil man
folgendes einfithren kann:

Definition 7.7. Das Haar wavelet ist die Funktion

1, falls0<xz<1/2
(x) =02x) —p(2x — 1) =< —1, falls1/2 <z <1,
0 sonst.

Ausgedriickt durch die Skalierungsfunktion hat das Haar wavelet die Form

P(r) = ¢(21) — 92z — 1) = ¢(x) — 20(2z — 1) = 26(2z) — ¢(x),

wobei die beiden zweiten Formen sich aus der ersten z.B. durch Anwendung
von ([.0]) ergeben.

Jetzt sehen wir uns an, was bei dieser Skalierungsfunktion und bei diesem
wavelet passiert, wenn wir die Orthogonalzerlegung

Vi =V;+W;

verwenden. Dann sollten wir aber, um die Orthogonalitéiten richtig auszunutzen,

die Formeln ([2) in der Form

I o
A T Ay 801

\/5 v Tk T \/i ’

verwenden und statt ([Z3]) die Darstellung

() .
k

27 -1

W(w) = X 2 (2~ k)
k=0
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als Orthonormalentwicklung einsetzen. Es folgt

0+ (z) — v (2)

2j+1_1 A A A 20 -1 N )
_ Z f;i]+1)2(]+1)/2¢(2]+1$ — k) — E: f,i])23/2¢(23x — k)
k=0 =0 +1) (G+1)
2i+1_1 27 -1 (] + £ J

=Y fUtDUED ity gy - Y 2 2kt 9324(20 — k)

k=0 k=0 \/_

29 -1
— E:j”+1 QU293+ g — k) — 2U=V/24(20 5 — k)
23 1
+§:fiﬂ, QU227 g — 2k — 1) — 2U7D2g(Vx — k)
27 — 1
_ zlﬂﬂbjnﬂ@d(%x—M)—MTx—M)
=(20 k)
+ Z 5229702 (29(2(272 — k) — 1) — §(2x — k)
k=0 =—(2z—k)

271 f]+1 f]+1 ‘ ‘
= ) = 7 ] i 2y — k) = wY) € W,
k=0

= 1f2j+1) fQiE) /2 j
= 212202 — k)
kgo V2
27 -1

= Z rD2I 2 (2 — k) = wP(z) € W;.

Mit dem Anteil

w9 (z QJZIT J)QJ/Qw(QJ — k)
hat man also hinter unserer ganzen Rechnerei eine Orthogonalzerlegung
U (2) = v (@) +wW(z) € Vjyy =V, + W;, 0< j < n.
Die “feinen” Koeffizienten f,gj H), 0 <k < 297! yon Ut werden also in die

“groben” Koeffizienten f, 0 < k < 20 baw. r¥), 0 < k < 29 von v/ bzw.
w) aufgeteilt.

Die Haarsche Skalierungsfunktion wird uns im Folgenden immer als Muster-
beispiel dienen. Ebenso wird der Index 5 immer die Skalierung und der Index
k die Verschiebung oder auch Translation bezeichnen.
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7.3 Multi-Skalen-Analyse

Die Réume V; aus ([Z4) haben einige niitzliche Eigenschaften, die wir nun
zusammenstellen wollen.

Theorem 7.8. Die V; sind abgeschlossene Unterriume von Ly(R) mit den
folgenden Eigenschaften:

1. V; C Vi,

2. v eV; genau dann wenn v(2-) € Vi,
J. m = Ly(R),

4- ﬂjezvj = {0}7

5. {¢(- — k) : k € Z} ist eine orthonormale Basis von Vj.

Proof. Die Eigenschaften (1) und (2) sind offensichtlich erfiillt, (3) folgt aus
der Tatsache, dass sich jede Lo(R)-Funktion durch Treppenfunktionen be-
liebig gut approximieren ldsst. Fiir (4) reicht es zu bemerken, dass eine
Funktion aus V; auf Intervallen der Linge 277 konstant ist. Bei j — —oo
bleibt nur die Nullfunktion als Funktion in Ly(R) iiber. Schlieflich folgt (5)
aus der Tatsache, dass je zwei verschiedene Funktionen nie zusammen von
Null verschieden sind. O O

Aus (2) und (5) (und natiirlich sofort aus der Definition) folgt, dass {¢; :
k € Z} eine orthonormale Basis fiir V; bildet. Allerdings bildet {¢; : j, k €
Z} keine Basis fiir Ly(R), da Redundanzen auftreten.

Die in Satz hergeleiteten Eigenschaften sind in der Wavelet-Theorie
enorm wichtig und geben Anlass zu folgender Definition.

Definition 7.9. Sei {V}},cz eine Familie von abgeschlossenen Unterriumen,
zu der es eine Funktion ¢ € Ly(R) gibt, sodass die Eigenschaften (1)-(5) aus
Satz[Z8 gelten. Dann heifit {V;} eine Multi-Skalen-Analyse (Multiresolution
Analysis)td mit Skalierungsfunktion ¢.

Die letzte Bedingung, dass die Shifts von ¢ eine Orthonormalbasis bilden,
wird oft abgeschwécht zu einer Riesz-Basis, worauf wir hier aber nicht einge-
hen wollen.

Da {¢(- — k) : k € Z} eine Orthonormalbasis von Vj ist, folgt aus dem
klassischen Projektionssatz, dass jede Funktion f € Vj eine Darstellung f =
Skez Pe®(- — k) mit p = (pg) € ly, d.h. Y p? < oo, besitzt. Entsprechendes

44http://de.wikipedia.org/wiki/Multiskalenanalyse
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gilt natiirlich fiir alle V;. Betrachten wir insbesondere die Relation V, C Vi,
so folgt, dass eine Folge von Zahlen {py }rez € (5 exisitiert mit

d(x) =Y prd(22 — k), (7.10)

keZ

oder

¢ = % Zpk(bl,k-

keZ

Diese Beziehung nennt man two-scale relation oder auch Verfeinerungsgle-
ichung. Im Falle der Haarschen Skalierungsfunktion ist die Gleichung einfach
gegeben durch

o(z) = o(2x) + (22 — 1), (7.11)

was sich {ibertrégt auf die skalierten und verschobenen Funktionen zu

1
Ok = NG (Dj412k + Djg1,26+1) -

Aus der Tatsache, dass V; abgeschlossener Unterraum von Vj 4, ist, folgt
die Existenz eines abgeschlossenen Raumes W; C Vj, sodass

Vinn=V; @ W;.

Die dabei auftretende Summe ist sogar orthogonal. Das Erstaunliche dabei
ist, dass diese Raume W, wieder von den Verschiebungen einer skalierten
Funktion ¢ aufgespannt werden. Diese Funktion v heifft dann auch Wawvelet.

7.4 Das Haarsche Wavelet

Wir kennen scon ein wavelet, n"amlich das fiir den Spezialfall der Haarschen
Skalierungsfunktion, und beweisen jetzt etwas mehr:

Theorem 7.12. Sei v das Haar-Wavelet. Dann ist die Familie {1;), : k €
7} mit ‘ A
Vin(x) = 22z — k)

eine orthonormale Basis fir W; und {1;, ¢;¢: k, 0 € Z} eine orthonormale
Basis fiir Vii1. Insbesondere gilt

Ly(R) = P W;.

JEZ.

Die {1;, : j, k € Z} bilden eine orthonormale Basis fiir Ly(R).
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Beweis: Da die V; liber die Skalierung zusammenhéngen, reicht es, die
ersten beiden Behauptungen fiir j = 0 zu beweisen. Offensichtlich ist (- —k)
ein Element von V; aber nicht von V. Ferner ist

| vl = mole - dz =0,
da im Fall ¢ # k die Trager wieder im wesentlichen verschieden sind, im Fall
¢ = k die Behauptung aber offensichtlich gilt. Dies bedeutet, dass der von
den ¥ (- — k), k € Z, aufgespannte Raum orthogonal zu Vj ist. Es reicht also
zu zeigen, dass sich jedes f € V; als Linearkombination der Shifts von ¢ und
1) schreiben lasst. Aus

p(x) +¥(z) =2¢(22),  ¢(x) —Y(z) =2¢(2z — 1),
folgt . .

12k = ﬁ(%,k + o), P12K41 = ﬁ(‘bo,k — Yor)-
Daher ldsst sich f =Y,z c,(gl)(f)gbl,k € V1. schreiben als

[ = Z C;c)(f)ébl,% + Z Cg}c)+1(f)¢1,2k+1

keZ kEZ
(1) (1)
= ]2 C2li/(§f) (o + tox) + 12 %+7\/1§(ﬂ(¢0,k — Vo)

(1) (1) (1) (1)
- Cop (f) + el q (f) 3 Cop (f) — colq ()
a kez V2 Poi + kEZ V2 Yo

sodass Wy in der Tat von {v;; : k € Z} aufgespannt wird. Die Funktionen
sind auch orthonormal, da je zwei verschiedene im wesentlichen disjunkte
Tréger haben. Fiir den néchsten Teil wendet man die Definition der W;
sukzessive an:

‘/}+1:Wj@‘/j:Wj@wjfl@‘/jflz...:®wfi.

0<j

Der Grenzwert liefert dann die Behauptung. Schlieflich bilden die {v; :
J, k € Z} tatsichlich eine orthonormale Basis fiir Ly(R). Fiir zwei Elemente
auf dem gleichen j-Level wissen wir dies bereits. Fiir zwei unterschiedliche
Skalierungslevel j und ¢ < 7, muss man nur Elemente betrachten, deren
Trager sich wesentlich iiberschneiden. In diesem Fall liegt der Triager des
i-Elementes aber in einer Region, wo das j-Element das Vorzeichen nicht
wechselt. Daher ist auch Skalarprodukt dieser Elemente Null. O
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Die Existenz eines Wavelets bei beliebiger gegebener Multi-Skalen-Analyse
folgt aus folgendem Satz, der im Folgekapitel bewiesen wird. Wir werden aber
im Rahmen der schnellen Wavelet-Transformation im néchsten Abschnitt zu-
mindest zeigen, dass die Shifts von ¢ und 1 den vollen Raum V; ergeben.
Man beachte, dass die im Satz angegebene Konstruktion bei der Haarschen
Skalierungsfunktion bis auf das Vorzeichen zu obigem Haar-Wavelet fiihrt.

Theorem 7.13. Sei (V;) eine MRA mit orthogonaler Skalierungsfunktion
¢ € Vy. Seien {cy} € Uy die Koeffizienten der Verfeinerungsgleichung (Z10).
Setzt man
=3 (=1)"p1 k(22 — k), (7.14)
keZ
so bekommt man ein wavelet, und es ist {1o : k € Z} eine Orthonormalbasis
fir Wo und {11 : j, k € Z} eine Orthonormalbasis fir Ly(R).

Das Haar-Wavelet und die Haarsche Skalierungsfunktion haben einige nu-
merisch sehr wertvolle Eigenschaften. Sie haben beide kompakten Tréager und
die Verfeinerungsgleichung ist endlich, d.h. nur endlich viele (ndmlich zwei)
Koeffizienten sind von Null verschieden. Ein gravierender Nachteil ist allerd-
ings die fehlende Glatte. Die Konstruktion glatterer Funktionen benétigt
allerdings Mittel, die {iber die Ziele dieses Kapitels hinausgehen, aber wir
werden das im nédchsten Kapitel sehr griindlich nachholen. Interessanter-
weise ist fiir die konkrete Rechnung die Kenntnis des Wavelets nicht nétig.
Es reicht vollig aus, die Verfeinerungsgleichung zu kennen, wie wir gleich
sehen werden.

7.5 Die schnelle Wavelet-Transformation

Bisher haben wir mit einem Rechenverfahren begonnen und dann festgestellt,
dak es sich als eine Multiresolutionsanalyse mit der Haarschen Skalierungs-
funktion und dem Haarschen wavelet schreiben lafit. Wir gehen jetzt umgekehrt
und etwas allgemeiner vor: wir wollen aus der Orthonormalitdt und der Ver-
feinerung einer Skalierungsfunktion und eines wavelets auf ein Rechenver-
fahren schliefsen.

Seien also Generatoren ¢ und ¥ aus Ls(R) gegeben, die orthonormale Trans-
late

i) = 2j/2g0(2j:p — k), Yjr(z) = 2j/21/1(2jx —k), k€eZ,j>0

haben, die die translationsinvarianten Raume V; und W, erzeugen, und zwar
so, dafs die orthogonale Zerlegung V;,; = V; @ W; gilt. Sie mogen die Ver-
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feinerungsgleichungen

= 2z — k), (x) = 3 qup(2z — k)

k€EZ keZ

haben, wobei wir uns nicht darum kiimmern, welche Bedingungen man stellen
mufs, um diese eventuell unendlichen Summen auszuwerten. Man kann das
wie im vorigen Kapitel analysieren, aber das wollen wir hier (noch) nicht
machen.

Geht man zu beliebigen Levels j iiber, so folgt

Pim(@) = 2Pp(2x—m)
= 223" prp(2(27z — m)x — k)
=

1
- fzpwww ~2m— k)
kEZ

= Zpk90]+12m k(x), meZ, j>0.
2keZ

und analog
Yjm(x) \/—Z%%Hzm k(x), meZ, j=>0.
keZ
Fiir spatere Zwecke brauchen wir auch noch, wie sich ¢;11, € V;41 aus den

©;m € V; und den 9, ,,, € W; zusammensetzen lafst:

irte = Y (1,0 Q5m)20jm + (©j1,0, Vim)2Wjm)

mGZ

= Z (Qjs1,6s D P it 2m—tk)20jm + (©jt16s D Qe Pj+1,.2m—k)2Vim

mGZ keZ keZ
= \/—Z DPom— Z@]m"i_QQm gi/}Jm),£€Z,jZO.
meZ

(7.15)
Im Gegensatz zur bisherigen Theorie sind wir jetzt noch etwas radikaler und
definieren formal die Projektoren

mit ,
U(J) = P](f) - Z(fa QOjJﬁ)QQOjJﬁ

keZ

w9 = Qi(f) = D (f,vik)2ik

kEZ

|



fiir Funktionen f € Ly(R) und alle j > 0. Dann wollen wir natiirlich rekursiv
die Gleichungen
WD — 40 4 @) >0

haben und iiber geeignete Rekursionsformeln die Koeffizienten berechnen.

Der rechentechnische Ausgangspunkt ist dabei v™ = P,(f) mit den Koef-

fizienten (f, pnk)2, k € Z. Beim Haar-Wavelet lassen sich diese Koeffizienten

auf dem hochsten Level leicht (wenigstens ndherungsweise) berechnen. Da

die ¢y, 1, k € Z, eine orthonormale Basis bilden, gilt

(n) — _ * __ on/2 27 (k1)
) = (foons) = [ @ parlardz =22 [ T f(@)d,

2—"nk

und der letzte Ausdruck kann z.B. durch eine Quadraturformel gendhert
werden. Er ist das Integralmittel iiber je ein Intervall auf dem feinsten Level.

Wir definieren zwecks Notationsverkiirzung

) = (F.9in)2 d) = (f 0yu)e, k€2, j 20

und berechnen die Koeffizienten fiir die wavelet—Zerlegung iiber

01(%) - (fa (pj,m)Q
= —= Pk <f7 90j+1,2m7k)2
\/§ keZ

S peciih, mez, j>0.

1
V2ig
Ganz analog folgt

A 1 A
dy) :ﬁzqwéﬂi, meZ, j=0,

keZ

und damit ist klar, wie man vom feineren Level j + 1 zum gréberen Level j
iibergeht. Wir bekommen wieder eine Rechnung der Art

D, 0)

N\
d)

die allerdings je nach Lange der Masken {pi} und {q} recht kompliziert
ausfallen kann. Wir werden uns spéater darum kiimmern miissen, verfeiner-
bare Generatoren ¢ und ¢ mit mdoglichst kleiner Maske und moglichst hoher
Konvergenzordnung, d.h. mit moglichst “guten” Strang—Fix—Bedingungen
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zu bekommen. Von der Orthonormalitdtsforderung werden wir dann aber
wieder abgehen.

Wie sieht dann die wavelet—Rekonstruktion

D) )

AN
d0)

aus? Dazu rechnen wir folgendermafen:

Cyﬂ) = (f7 <Pj+1,£)2

1
= = m— y Pim)2 + Qam— y Pim
\?Ez(pz e (f, 05m)2 + Gem—r (f, ¥jm)2)
- (4) (4) ;
- Pom—¢ Cm + QQm—de ) E S Z’) J Z O

und haben damit auch die Umkehrung der Zerlegung. Rekonstruktion und
Zerlegung kann man zusammen als diskrete wavelet—Transformation
bezeichnen. Ob sie auch “schnell” ist, hingt von den Masken ab.

Die bei der Zerlegung und der Rekonstruktion auftretenden Summen sind
diskrete Faltungen. Bei der “schnellen Wavelet-Transformation't3 geht es also
darum, die feinere Darstellung auf V4, in der groberen Darstellung auf V;
plus der Detail-Differenz aus W; darzustellen und umgekehrt. Speichern muss
man dabei nur die Koeffizienten auf auf dem grobsten Level und séamtliche
Details. Eine Datenkompression bekommt man, wenn man “kleine” Details
aus den wavelet-Anteilen w") weglift und riicktransformiert.

8 Allgemeine Wavelets

Jetzt werden wir die spezielle Situation der Haarschen Skalierungsfunktion
und des Haarschen wavelets verlassen und sehr viel allgemeiner an wavelets!d
herangehen. Unser Ziel ist, aufbauend auf die Theorie der translationsin-
varianten Raume eine wavelet—Theorie zu entwickeln, die mit allgemeineren
Generatoren (weder kardinal noch mit orthogonalen Translaten) arbeitet.
Sie sollte eine Multiskalenanalyse und eine “schnelle” wavelet—Transformation
liefern, die moglichst hohe Konvergenzordnung garantiert.

http://de.wikipedia.org/wiki/Schnelle_Wavelet-Transformation
“http://de.wikipedia.org/wiki/Wavelet
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8.1 Verfeinerbare Funktionen

Es gelte die Verfeinerungsgleichung

o(x) =" prp(2z — k)

keZ

fiir eine Skalierungsfunktion ¢ € Ly(R) unter geeigneten Voraussetzungen
an ¢ bzw. die Koeffizienten py € R der “Maske” p := {py }rez. Beispielsweise
kann man voraussetzen, dass entweder die Folge der p; endlich ist oder ¢
kompakten Tréger hat, aber es sind auch andere Voraussetzungen denkbar,
z.B. rasches Abklingen der p. Wir werden im Folgenden immer voraussetzen,

dass ¢ im Sinne von (GI4) stabil ist.

Lemma 8.1. Die Fouriertransformierte einer verfeinerbaren Funktion ¢ mit

Z\Pk|<00

kEZ
erfillt
w )
~ _ = —iw/2
pw) = ¢ (2) P (e7r?)
mit der Laurentreihe
1 k _—iw/2
P(z):==> pa*, z=e .
21z

Beweis: Wir berechnen zuerst

(P2 =k)(w) = (2 — k)™ da

Il
8-

(p<y)efiyw/2€fikw/2dx

efikw/2

Il
N |
>
VRS
CRS

N—

und das ergibt

pkefikw/2

keZ

)

m

Il
>
NN

pX
&
I
ASH
TN TN

o€ ol €

N—— —0

(8.2)

(8.3)

(8.4)

O

Biinfinite Reihen der Art von P(z)werden wir uns nur auf dem Einheitskreis-
rand ansehen und in den Anwendungen erwarten, dafs die Koeffizienten fiir
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|k| — oo schnell genug abklingen, um (BZ) zu garantieren. Insbesondere
setzen wir ab hier immer (§2) voraus.

Iteriert man die Beziehung (83)) formell, so kann man das infinite Produkt

P efiQ_Jw
1r(e™)
bilden, um damit die Fouriertransformierte von ¢ aus den Koeffizienten pj der
Maske zu berechnen, bis auf einen multiplikativen Faktor. Aber das wollen
wir hier nicht ausfithren, denn man kann besser die Verfeinerungsgleichung
selber benutzen, um ¢ naherungsweise aus der Maske auszurechnen. Das
machen wir im néchsten Abschnitt. Aber wir folgern aus (83)) noch, dass
aus der Gleichung im Nullpunkt folgt, dass P(1) = 1 und damit

kEZ

gelten sollte, wenn man sich an die Konstruktion wagt.

Wir rechnen jetzt mal das Klammerprodukt einer verfeinerbaren Funktion
aus:

o, olw) = > [p(w+ 27k)[?

keZ
- Z |p(w/2 + mk)P(e™ w/2+7rk))|2
kEZ |
- Z |P(w/2 + 7T2k:)P(e—l(w/2+7r2k))|2
keZ |
+ 57 @(w/2 + m(2k + 1)) P(e~ /2241 2
kEZ A
= 3 [p(w/2+ 2mk) P(e /)P
keZ |
+ 37 [p(w/2 + 2k + m) P(e” /22
keZ
= ‘P(e*lw/2)|2 Z |¢<w/2 n 27T]€)‘2
) keZ
+|P(e—2(w/2+7r))|2 Z G(w)2 + 2 + ﬂ)|2
keZ

=[PPy, l(w/2) +|Ple ) P, o) (w/2 4 )
= |P()le, el(w/2) + [P(=2)|"[, el(w/2 + ),

(8.6)
w/2

wieder mit z = e™"™/“. Das ergibt eine 47—periodische Funktion.

Die Translate von ¢ sind genau dann orthogonal, wenn das Klammerprodukt
konstant ist. Das ist bei gegebenem und verfeinerbarem ¢ nicht garantiert.

132



Ein wichtiges Beispiel sind die B-Splines. Sie sind verfeinerbar, haben aber
keine orthogonalen Translate.

Letzteres haben wir schon im Kapitel iiber translationsinvariante Raume
gesehen, und die Verfeinerbarkeit der Haarschen Funktion ¢q(x) := xp,1(x)
gilt mit P(z) = (1 + 2)/2 wegen
p1(z) = 1(27) + 1 (22 — 1).
Somit hat man
~ ~ 1 —iw
o1(w) = gol(w/2)§(1 +2), z=e™/2,

Durch Potenzieren folgt

(1 +Z)n’ 5= e—iw/Z’

1
/\n — N 2 -

und das beweist die Verfeinerbarkeit aller ¢,, mit dem Polynom

P.(z) = L1 (1+2)"

- 5 2n71

und den Maskenkoeffizienten

1 (n
(n) ._

An dieser Stelle konnte man diskutieren, ob die Orthogonalisierung einer
verfeinerbaren Funktion wieder verfeinerbar ist, aber das lassen wir mal als
Ubungsaufgabe.

Lemma 8.7. Im Falle orthogonaler Translate von ¢ gilt
1= [P+ [P(—2)P (.8)
auf dem Einheitskreis. Diese Beziehung ist dquivalent zu

2050 = Y DrPr—2j, J € Z,
kez

und das sind unendlich viele quadratische Gleichungen mit unendlich vielen
Unbekannten.
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Beweis; Der erste Teil folgt aus der obigen Rechnung sofort. Den zweiten
Teil rechnet man folgendermafsen herbei:

1 = [PR)P+|P(=2)
2 2
keZ keZ
= > Db D pepm(—1)TET
k,meZ k,meZ
= > " (Z PkPh—n + Zpkpk_n(—l)k+k_")
nez keZ keZ
= 2 2" (14 (=1)") Y peprn
nel ) k€EZ
= 23 27> pebr—sj
2jE€T kel
und weil diese Potenzreihe konstant sein mufs, folgt die Behauptung. O

8.2 Strang-Fix—Bedingungen

Jetzt wollen wir untersuchen, wann verfeinerbare Skalierungsfunktionen die
Strang-Fix—Bedingungen erfiillen. Wir setzen die Verfeinerungsgleichung in
der Form

P(w) = p(w/2)P(2), z = e/

voraus und nehmen an, daf ¢ glatt ist. Dann wollen wir die Gleichung j—mal
differenzieren. Dazu brauchen wir die Ableitungen von P(e~*/2) nach w, die
wir per Induktion schreiben kénnen als

di A J , A
—iw/2\ __ 2 : (k) ( ,—iw/2 (p—iw/2
dwi P(e ) - Pt P (6 )pkd (6 )

mit gewissen Polynomen pj ; vom Grad < k. Wir bekommen
N7 J m\ . ji—m y /2
P = Y (j )*‘”m) (/227 S POE)pesn(z), 2= P2
m=0 =0

Das werten wir mal in w; = 27k aus und benutzen z = e/ = (=1)k. Es
folgt

S0 (2rk) = i (”j) S (rk)2~m Jin PO(=1)")prjm((—1)%).

£=0
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Ist k£ in obiger Gleichung gerade, so folgt fiir alle k € Z
j
oW (47k) => ( ) )(2mk)2™™ Z PO (D)peim(1),
m=0 =0

d.h. das eventuelle Verschwinden von Ableitungen von ¢ in den Punkten
21k vererbt sich auf die Punkte 47k. Im ungeraden Fall folgt fiir alle k € Z

J Jj—m
PV (dmk +2m) = Y <T> e 21k + )27 3" PO(=1)prj—m(-1).
m=0 =0
Wenn wir nun voraussetzen, dafs
P(z) = (14 2)"R(2) (8.9)

gilt, d.h. daf P in —1 eine n—fache Nullstelle hat, so verschwindet die linke
Seite der obigen Gleichung fiir alle dort auftretenden k£ und alle j < n — 1.
Die Nullstellen sind dann genau die ungeraden Vielfachen von 27. Durch
Anwenden dieser Beziehungen kann man alle w = 27k mit k& # 0 erreichen,
denn nach endlich vielen Anwendungen der vorletzten Formel reduziert sich
alles auf die ungeraden Vielfachen von 27. Somit gilt

Theorem 8.10. Ist » mindestens n—mal stetig differenzierbar und verfeiner-
bar mit (83) und (834), so gelten die Strang—Fiz—Bedingungen bis zur Ord-
nung n und die stationdr skalierte Projektion auf Translate von ¢ hat die
Approzimationsordnung n im Sobolevraum W3 (R). U

8.3 Wavelets

Wenn man von einer verfeinerbaren Funktion ¢ ausgeht, bekommt man erst
einmal den shift-invarianten Raum

Vo =8, = clos ,w) span {p(- — k) : k € Z}.
Die Verfeinerbarkeit sichert die Inklusion V C V; mit
Vi = Sy 1= clos pym) span{p(2- —k) : k€ Z}.
Wir wollen nun die Orthogonalzerlegung
Vi=W+W
durchfithren und W, durch ein wavelet ¢ erzeugen als

Wo := Sy := clos ) span{¢(- — k) : k € Z}.
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Weil es in Wy C V; liegt, miifste es dann auch eine Gleichung der Form

) =Y qup(2r — k) (8.11)
keZ

erfiillen, d.h. es gilt
(W) = p(w/2)Q(2), 2= Q Z af. (8.12)
keZ

Wir suchen zuerst nach notwendigen Bedingungen fiir ¢ oder ). Wegen
1 € Wy brauchen wir ¢ 1 V4, d.h. nach dem vorigen Kapitel muf gelten

0 = [,¢)(w)
= Z Y(w + 21k)p(w + 27k)

= Z ( + ﬂk) Q ( (%w)) & (% + 7r/<;) P (e_i(§+7rk))

kEZ

und wenn wir das wie in (86) in gerade und ungerade k aufspalten, folgt

Theorem 8.13. Fir ¢ L Vy ist notwendig und hinreichend, daf$ gilt

w

[ w -
0= .6l (5) QPR + .6l (5 +7) Q-2PC2). (314
Sind die Translate von ¢ orthogonal, so vereinfacht sich diese Bedingung zu

0= Q(2)P(z) + Q(—2)P(—2).

Eine weitere wichtige Bedingung ist, dass aus

folgt, dak f verschwindet, denn dann hat man die direkte orthogonale Summe

Vi =Vy+ Wy. Jedes f € V; hat die Form
flx) =" a(f)pz — k)

und deshalb gilt
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Wenn wir die Bedingung [f, ¢| = 0 auswerten, bekommen wir wie in (814
das Ergebnis

~—

0=lp.#l (5) FOPG + ool (5 + ) F(=2)P(=

und [f, 4] = 0 wird zu

0=lp.9l (5 ) FOQE + lp. ¢l (5 +7) F(=2)Q(=2).

Wenn wir diese zwei homogenen Gleichungen ins konjugiert Komplexe iiber-
fithren, sind die Funktionen [p, ¢] (%) F(z) und [, go]é% + 7T) F(—z) Losun-
gen eines homogenen Gleichungssystems mit der Koeffizientenmatrix

(03 o03)

Weil wir immer Stabilitédt von ¢ voraussetzen, gilt
Theorem 8.16. Wenn die Determinante
P(2)Q(=2) = Q(2)P(==2) (8.17)

auf dem Einheitskreis nirgends verschwindet, folgt aus (813), daff f = 0 gilt.

Wir fassen zusammen:

Theorem 8.18. Wenn es gelingt, eine Funktion 1» mit (813) zu finden, so
dafS (8-14) und

P(2)Q(—z) — Q(2)P(—z) # 0 fir alle |z| =1
gelten, so hat man ein verfeinerbares wavelet, das Wy erzeugt und garantiert,
dafs Wy L Vo und Vi = Vo + Wy gelten.
Um ein wavelet zu konstruieren, das Theorem erfiillt, gehen wir schrit-
tweise vor. Wir definieren
n(z) == p(2z), x € R

und berechnen das Ergebnis ¢y := n — P,n des Fehlers des Projektors P,

auf V. Es ist klar orthogonal zu V;, nach Konstruktion, und es konnte ein
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guter Kandidat fiir ein wavelet sein. Rechnen wir die Fouriertransformierte
von vy :=n — P,n aus:

ho(w) = 'f{( w) = (Pw[)A( ])( )
m,elw)
= 59W/2) = S ew).
[0, el (w)
Wir machen uns das Leben etwas leichter, wenn wir den Nenner heraufmulti-
plizieren und das Ergebnis als Fouriertransformierte einer anderen Funktion
1y auffassen. Das liefert

A 1. R
hiw) = 5o W/2) e elw) = [ pl(w)pw)
und wir sehen uns die Teile an. Mit Einsetzen von (§3)) folgt zuerst

pw/2lp plw) = bHw/2) kZ |(w + 2mk) |
= @(w/2) Y [@(w/2 + Tk)?| P(e e 2m0/2) 2

= @(w/2) ) |p(w/2+ 7k) | P((=1)"2)]"

= G/ PC)Ple. dl(w/2)
(/2 P(—2) e fl(w/2 4 )

nach Splitten der Summe in gerade und ungerade k € Z. Genauso

AP = P/2)P(E) Y i + 2050 T 27F)
= o/ Z Pleo/2 + nh )BT Z 4 TR) Pe v
= Lo/ Z (Blu/2 -+ 7h) PP 1)
= 28(/2PE) (16, @l(w/2PE) + [, el(w/2 + mP(7)).

Insgesamt ist das

2051 (w) (w/2)[e, @l(w/2+ ) (|P(=2)]* = P(2)P(=2))
(w/2)p, ¢l(w/2+ m)P(=2)z 271 (P(=2) — P(2))

=:A(w)

S 6

mit dem 27—periodischen Teil
Aw) = 271 (P(=2) = P(2))
— Zw/2 (P( e—zw/Z) P(e—iw/2>)
A(w + 27T) — ez(qur27r)/2 (P(_efz(w+27r)/2) _ P(efi(w+27r)/2))

= (=27 (P(2) = P(=2))
= Aw).
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Wir dividieren diesen ab, weil er 2r—periodisch ist und vereinfachen unseren
Ansatz zu

o(w) = @(w/2)[p, ¢](w/2 + m)zP(=2).

Der Anteil [p, ¢](w/2 + 7)2P(—2) ist wegen z = e~*/2 auf jeden Fall 47—
periodisch und hat deshalb eine Fourierreihe in w/2. Dann kann man schreiben

da(w) = p(w/2)Q (¢772)

mit einer formalen Laurentreihe

= gz a2 = [p, l(w/2 + m)2P(—2), (8.19)

Q(2)

Das liefert die Existenz einer Verfeinerungsleichung (BII) und wir haben
1y als Kandidaten fiir ein wavelet. Diese Konstruktionstechnik fiihrt zum
gewiinschten Ergebnis: man bekommt ein wavelet, das ein Generator von

Wy ist. Sind insbesondere die Translate von ¢ orthogonal, so folgt sofort,
dafs

Q(z) = zP(=2)

eine gute Wahl ist. Das sehen wir uns spéter genauer an.

Wir haben die Bedingung (814 fiir (RI9) nachzupriifen. Dazu brauchen wir
Q(—=2), und wenn z = e~*/2 gilt, folgt —z = e~ “/2*™ und

Q(—2) = —[p. ¢l(w/2)zP(2).

Damit folgt

(0,41 (5) QEIP() + [, (5 +7) Q(=2) P(=2)
= [p. ¢l (%) le,¢l(w/2+ 7)2P(—2)P(2)

2)
~lp, @] (% +7) [, ¢l (w/2)2P(z) P(—2)
= 0.

MIS N|E

Die Determinante (83H) wird mit () zu

P(2)Q(~2) — Q()P(=)
= POl olw/2:PE) - o dlof2+ MR P(-2)
= —2fp,pl(w) #

Insgesamt haben wir also
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Theorem 8.20. Die Translate von vy sind orthogonal zu denen von p, und
sie spannen zusammen mit diesen den Raum Vi auf. L

Deshalb leistet 15 das Verlangte, hat aber nicht notwendig orthogonale Trans-
late, ebensowenig wie . 0

Immerhin gilt

Theorem 8.21. Hat ¢ stabile shifts, so auch 5. Hat @ orthogonale Trans-
late, so auch 1.

Beweis: Wir sehen uns das Klammerprodukt von ¢, an und bekommen

(o, ¢e](w) = 3 [Wa(w+2mk)|?

= k% P(w/2 4+ 7k) Ple, o) (w/2 + Tk + )| P(—e W H2mR)/2) 2
= [p,0]*(w/2 + m)[e, ¢l(w/2)|P(—2)[?
+lg, ] (w/2) [0, l(w/2 + )| P(2)]?
= [p, pl(w/2+7)[p, p](w/2)-
([, pl(w/2+m)|P(=2)* + [0, o) (w/2)| P(2)[?)
= [, pl(w/2+ m)[p, pl(w/2)]p, p)(w).O

8.4 B—Spline wavelets

Wir gehen noch einmal auf die verfeinerbaren B—Splines ¢,, aus dem Text
iiber translationsinvariante Rdume zuriick, und wir wissen auch schon, dass
wir zugehorige wavelets nicht so einfach wie im orthogonalen Fall berechnen
koénnen.

Wir hatten schon das Klammerprodukt ausgerechnet als

[Pn, n](w) = Z |¢n<w+27rm>|2

meZ
= Z |Pn_1(w 4 27mm)|?|1 (w + 27m)|?
meZ

= D &n(w +2mm)*"

= 7(712e7r)’” sin®*(w/2) Y (w/2 +7m) ™"

mez

= (m i) (1+<w/2>2" > <w/2+wm>-2")

(w/2)%" meZ\{0}
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mit der {iiblichen Vorsicht bei Null, und diese Funktion ist strikt positiv,
beschrankt, 2r—periodisch und unendlich oft differenzierbar. Man kann sie
also in das obige Kalkiil einsetzen und dann dazu ein wavelet ausrechnen. Lei-
der bekommt es eine infinite Maske, die aber immerhin exponentiell abfllt.
Details lassen wir aber hier weg.

8.5 Orthogonale Wavelets

Wir wollen uns das Leben etwas leichter machen und rechnen ab sofort nur
noch mit den Maskenkoeffizienten ¢ von ) und der Gleichung

)= (5) @ ().

Zuerst wollen wir die g, so bestimmen, dafs die Translate von 1 zu denen von
@ orthogonal sind.

Theorem 8.22. Die Translate von ¢ sind genau dann zu denen von ¢ or-
thogonal, wenn gilt

P(2)Q(2)[p, ¢l(w/2) + P(=2)Q(—2)[p, p](w/2 + m) = 0.

Beweis: Wir wissen schon, daf [¢,1¢] = 0 genau dann gilt, wenn 1)
zu allen Translaten von ¢ orthogonal ist. Also rechnen wir das mal etwas
genauer aus:

0 = [pY(w) o
= > d(w+27k)(w + 2k)
= % G(w/2 + mk)P(e7 /™) 5 (w0 /2 + k) Qe—iw/2+mh) )
= %@(Wﬂ + m2k) P(e @22 5 (w0 /2 + m2k) Q(e—iw/2+m2k) )
TZZ G(w/2 + 12k + 1) P (e /2R 505 12 + 12k + 1) Q (e @/ 2t n2k 4
PG Y plef2 + 7B/ T TR
i <67i(w/2ﬂ)>W > @w/2+ 72k + m)@(w/2 + w2k + )

kEZ

= P(e“)Q(e™P)p, pl(w/2) + P(e” W M)Q(e=w/2) 10, ¢](w/2 + )

= P()QE) e Pl(w/2) + P(=2)Q(=2)[¢, ¢l(w/2 + ).
U
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Wenn die Translate von ¢ orthogonal sind, hat man die Gleichung

0 = P(2)Q(2) + P(=2)Q(—2)
= > kgm0 P (1)

k€EZ meZ keZ meZ
= > 2" D pe@hn + (D)D) PrGin
nez keZ keZ

und durch Koeffizientenvergleich

0="> prar—2j, j € Z. (8.23)
keZ

Wenn wir zusétzlich die Translate von 1 orthonormal haben wollen, muss
[1, 1] konstant gleich 1/27 sein. Das bedeutet

[, ¥](w) = Q=) Lo, ¢l(w/2) +1Q(=2)le, ¢l(w/2+ ) = ——

Wenn wir wieder Orthonormalitdt der Translate von ¢ voraussetzen, folgt
daraus

= Q) +Q(=2)F,

und wir wissen schon, dass dann

2050 = Z QkQr—2j, ] € L
kEZ

folgt.

Theorem 8.24. Wenn ¢ orthonormale Translate hat, und wenn man 1 tiber
(811) definiert, so folgt aus den simultanen Gleichungen

L= |[PE)E+|P(=2)f
1= [QG)F+[Q(=2)F (8.25)
0 = P(E)QE) +P(-Q)

dass auch v orthonormale Translate hat, die auf denen von ¢ senkrecht ste-
hen. Ferner wird der gesamte Raum Vi, der nach Definition von den Trans-
laten von ¢(2-) aufgespannt wird, schon von den Translaten von ¢ und ¥
aufgespannt.

Zu gegebenem P st




eine Losung dieser Gleichungen. Man kann die obigen Aussagen auch durch
die Koeffizienten als

2050 = > PiPr-2j, J €L

kez
2650 = > Quik-2j, j €L
keZ
0 = > pugr—2;, JEZ
kez

@ = (—1)fpiy, kEZ

ausdricken.

Beweis: Man rechnet leicht nach, daf Q(z) := —zP(—z) die Gleichungen
erfiillt, und das bedeutet

qk = (_1)kp1—k;7 ke Za
denn es gilt

Q(z) = —z> pe(-2)"

keZ

= —> m(=)k
keZ
= = pia(—-1)""2" (mit n=—k+1)
nez
= > pioa(=1)"2"
nez

Man kann dann (82Z3) auch direkt ausrechnen:

aj = Y (=) pi_ray
kez
= > (1) pajan
kez .
= > (=1 pajak
kEZ )
= Zp2j+17m<_1)2]+17mpm
meZ
= = > Pm(=1)"D2j41-m
MEZ
—aj, also
a; = 0

fiir alle j € Z.

Wir priifen im orthogonalen Fall noch nach, ob sich V; aus den Translaten
von ¢ und v komplett aufspannen léfst. Dazu wollen wir die Funktionen
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fi(x) == p(2x — ¢) fir £ € Z auf den Span der Translate von ¢ und v
projizieren und dann nachweisen, dafs das Ergebnis g, mit f, {ibereinstimmt.

Wir haben
ge(x) = D (fo, - =m))ap(x —m) + > (fo, (- —m))xb(x —m).

meZ MEZ

Wir benutzen unsere Verfeinerungsgleichungen und die Skalarprodukte in der

Form
© = > il
kEZ
Y = ZQkfk
keZ
(fi, fe)e = /R<p(2:c—k)<p(2a;—£)dx
- 5 | ely— Bely — Oas
= _5k€
folw —m) = 90(2(56—7”) — k)
= 2z —-2m+k)
= f2m+k(x)
Das ergibt
(fé;@('—m)h = (fé,Zpkfk('—m))z
keZ
= > pe(fo; fomsr)2
keZ
= §p2m—£7
(fop(-=m))a = (fo, D aufu(- —m))a
keZ
= > aklfe, famrn)2
klez
= §q2m76
und insgesamt
ge(x) = 5 Z Pam—ep(xz —m) + 3 Z Gom—eY(x — m).
mEZ mEZ

Wir benutzen jetzt, dafs g, die Orthogonalprojektion von f, auf Vy + Wy ist.
Deshalb steht f, — g, =: hy auf g, senkrecht, und es folgt nach dem Satz des

Pythagoras
1
ells = N1£ells = Nlgells = 5 = llgel-
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Wir miissen noch zeigen, daf [|g.||3 = 3 gilt. Dazu benutzen wir die Parse-
valsche Gleichung in der Form

Z (pgm—f + q%m—f)
meZ

= Z (Dot + Pi—_omse)
meZ

= Y .

keZ

490113

Aus der Verfeinerungsgleichung, gesehen als eine Projektion in V; mit Koef-
fizienten py./+/2 und einer Orthonormalbasis v/2¢(2 - —k), folgt aber auch

2
1=y 5

keZ

und das ergibt die Behauptung. O

8.6 Skalierungsfunktionen aus Masken

Dieser und die néchsten Abschnitte einschlieklich der Bilder kénnen iiber-
sprungen wereden, wenn man sich nur fiir die Theorie interessiert. Hier ist
etwas auszurechnen.

Gegeben sei eine endliche Maske {py}, mit der man eine Verfeinerungsgle-
ichung

o(x) = pep(2r — k)

aufstellen und 16sen will. Das macht man durch ein iteratives Verfahren, bei
dem die Funktion ¢ auf immer feineren Gittern ausgerechnet wird.

Man interpretiert die Gleichung als ein Upsampling, indem man z = 2~ (m+1y¢
einsetzt:
p(27m0) = Y (2 27— k)
k
= Zpkw(Q_mE — k)
k
= D k(27 (0= 27k).
k
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Das iteriert man, indem man setzt

Cgm-f-l) — (p(27(m+1)£)
= Zpk‘P(Q Lo (m+l)p k)
k

= > (27— k)

S pp(2 (= 27R))
k (m)

=Cp_omy

= Zpkcygmk-
ke

Dieses Verfahren erlaubt das Ausrechnen neuer Werte auf einem Gitter mit
Punktabstand 271 wenn Werte auf einem halb so feinen Gitter vorliegen.
Man startet mit = 0, wo in dem man den Wert 1 = (0) annimmt, und
dann rechnet man die anderen Werte einfach aus. Insofern sind die Ergebnisse
immer korrekt, wenn auch manchmal iiberraschend. Weiter unten folgen

Bilder und ein MATLAB-Programm.

So weit, so gut, aber das kann man die obige Gleichung so nicht in MATLAB
programmieren. Zuerst behandeln wir die Masken. Sie seien mathematisch
als pr mit k=~ < k < kT beschrieben, wobei k= durchaus negativ sein kann.
In MATLAB nimmt man dann einen Vektor mit Komponenten P; mit den
Indizes 1 < j < k™ — k™ + 1 und definiert Pj = py—yj_1 oder pp, = Py_j—41.

Jetzt die Indizierung der c-Vektoren. Wir iiberlegen uns das erst einmal

mathematisch, dann MATLABig. Der Start sei so, dafs wir mit m = 0 und

CI(CO) = do, anfangen. Der Laufindex ¢ geht also von Ly := 1 bis L = 1,

wobei die restlichen c,io) eben Null sind.

Induktiv seien die cgm) nur ungleich Null, wenn L < ¢ < L}t gilt. Wann ist

dann c§m+1) = 07 Nach der obigen Gleichung sicher dann, wenn

=2k~ < L
=2kt > Lt

gilt. Man braucht also nur die ¢ mit
L +2"k™ <(< L} +2mk*
auszurechnen, d.h. man setzt
L. =L, +2"k, L} ,:=L}+2"k".
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Die Gesamtzahl der Komponenten im Schritt m ist L} — L, + 1 mit der
Rekursion
Lig—Lo,+1 = Lb+2mkt — (L, +2™k")+1
= Lb — L, +14+2"kt—k).

Der Wert L — L +1 ist also genau die obere Grenze der Rechnung in MAT-
LAB auf Stufe m mit einem MATLAB-Feld C™. Die Indexumrechnung ist

dann

(m) _ (m) ~ + -

C; =c¢ - p 1< L, =L, +1,
(m) _ ~(m) N +
c, _Cr—L;LH = L, <r<L.

Die Indexumrechnung der linken Seite ist dieselbe, aber mit m + 1 anstelle
von m. Es folgt

(m+1)  _ (m)
G = Zpkcz—zmc
k
kt+
C(m+1) _ Z P C(m)
(—L 41 k—k=+1%y_omp_- 41
k=k—
kt—k=+1
J ] S GHL, 12 (s+k T —1) =Ly +1
S=
kt—k=+1

_ (m)
= 2;1 Pstfzm(sq)

mit Summationstransformationen k = s+k~—1und ¢ = j+L,, ., —1 wegen

AL —1—27(s+k —1)— L, +1
= 4Ly —2(s+k —1)— L
= 4L 42"k —2(s+k —1)— L
= j—2"(s—1).

Mit der Formel

men) T m) N
s=1

kann man dann in MATLAB arbeiten, aber man muss aufpassen, bei der
Programmierung in den Indizes von C™ keine Bereichsiiberschreitung zu
bekommen. Das geschieht, indem man die entsprechenden Terme wegléfst,
denn sie sind ohnehin Null.

Die zu den c§m+1) gehorigen Werte sind als ¢(27"*1/) zu verstehen. Das
bedeutet, dass wir ¢ ndherungsweise auf den Punkten

27(m+1)L;L+1 STs 27(m+1)L$+1
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ausgerechnet haben, und ansonsten ist ¢ gleich Null. Per Induktion findet
man aber

L, = L} +2mk"
= Lf 427kt 4 2m
= L§+2mkT +2m ket 4 2k + kT
2m+1 —1
= 1+k*
= 1+kT@™1-1)
Ly = 14k =1)

und deshalb

2—(m+1)(1 + k—(2m+1 _ 1)) < z < 2—(m+1)(1 + k,+(2m+1 . 1))
2-(mt) L p=(1—2-mtD) < g < 27 (m+D) 4 p (1 — 2= (mH1))
kw2700 (1 — k) < @ < k42701 — k)

mi der Schrittweite 2~ Es entsteht also ein Gebilde, dessen Triger im
Limes das Intervall [k~ kT] ist.

Man kann die Berechnung der Laufgrenzen rekursiv vereinfachen. Mit

Ty = k™ 42701 — k)
o = kT 4271 — k)
folgt
" Tr — K5 = 27001 — kF)
= 227(1 — k%)
= glzh — k)
Tmi = 3@ + k).

Man startet die Rekursion mit x; = 2§ = 0, aber fiir m = 0 plottet man
nicht.

8.7 Wavelets aus Masken

Gegeben sei eine Maske {py}r wie oben, und dazu die Maske {gx}, mit der
man das wavelet ¢ als

U(x) =) _ a2z — k)

berechnen will. Das kann man naherungsweise durch einen einzigen weiteren
Schritt des obigen Verfahrens machen, wobei man nur klammheimlich die
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Maske &dndert. Die im orthogonalen Falle iibliche Maske ist (bis auf das
Vorzeichen)

a = (=) "

und sie hat im reellen Fall die Form

(=), ()T

Das werden wir weiter unten vorrechnen. Die neuen Indexgrenzen n* und
n~ sind also
n =—k"—1 nt:=—-k —1.

Sie iibernehmen die Rolle von £~ und k™.

Jetzt funktioniert alles genau wie bisher, er wird lediglich mit einer neuen
Maske und anderen Indexgrenzen gearbeitet. Der Definitionsbereich wird
mit der Formel

+ 1

Lhew = §(x$t + ni)

angepalst.
Hier ist ein Programm dazu.

% Programm zum Berechnen von Skalierungsfunktionen

% und wavelets aus endlichen Masken.

% Siehe den obigen Text.

clear all;

% Hier werden Maske und Definitionsbereich angegeben.

% Wenn die Maske N Terme hat, sollte kplus-kminus=N-1 gelten.
% Die Summe der Maskenkoeffizienten sollte 2 sein.

wavcase=7;

switch wavcase

case 1 %% Haar
kminus=0;
kplus=1;
p=[1 1]1;

case 2 %hts 27777
p=[1/3 2/3 2/3 1/3];
kminus=-2;
kplus=1;

case 3 % Daubechies N=2

p=[(1+sqrt(3))/4 (3+sqrt(3))/4 ...
(8-sqrt(3))/4 (1-sqrt(3))/4 1% /sqrt(2)
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kminus=0;
kplus=3;

case 4 % Daubechies N=3

p=[0.4704672080 1.141116916 .6503650005 ...

-.190934416
kminus=0;
kplus=5;

case 5
p=[1 4 6 4 1]/8;
kminus=-2;

kplus=2; %% kubischer Spline

case 6

p=[1/16 1 15/16];

kminus=-1;
kplus=1;
case 7

p=[10262011/6;

kminus=-3;
kplus=3;
case 8

Th 7777

p=[1 21 5 0 15 1 11/32; Wi 77777

kminus=-3;
kplus=3;
case 9

p=[1 6 15 20 15 6 1]/32; % B-Spline 5.

kminus=-3;
kplus=3;

otherwise %% Hut

p=[1/2 1 1/2];
kminus=-1;
kplus=1;

end

m=0;

c=ones(1,1);

zm=1; % 2 hoch m

oldupper=1;

xmin=0;

xmax=0;

subplot(4,1,1)

plot (kminus:kplus,p,’*’)

title(’Maske’)
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for m=1:12
zm2=2%zm; % 2 hoch m, aber hier gilt das NEUE m schon,
% d.h. m+l in der Vorlesung
newupper=1+(zm2-1) * (kplus-kminus) ;
cnew=zeros (1,newupper) ;
for s=1:newupper
for i=1:kplus-kminus+1
if s+zm*x(1-1)<=0
break;
end
if s+zm*(1-i)<=oldupper
cnew(1l,s)=cnew(1l,s)+p(1,i)*c(l,s+zm*x(1-1));
end
end
end
xmin=(xmin+kminus)/2;
xmax=(xmax+kplus)/2;
xnew=xmin:1/zm2:xmax;
c=cnew;
oldupper=newupper;
zZm=zm2 ;
end
subplot(4,1,2)
plot (xnew,cnew) ;
title(’Skalierungsfunktion’)
% jetzt das wavelet

g=-p(length(p):-1:1) .*(-1) .~ (1:1length(p))
gminus=-kplus-1;

gqplus=-kminus-1;

subplot(4,1,3)

plot(qminus:qgplus,q,’*’)

title(’Maske’)

% Wie gut, wenn man abschreiben kann! Also:

zm2=2%zm; % 2 hoch m, aber hier gilt das NEUE m schon,
% d.h. m+1l in der Vorlesung

newupper=1+(zm2-1) * (gplus-qminus) ;

dnew=zeros(1,newupper) ;

for s=1:newupper
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for i=1:gplus-gminus+1
if s+zm*x(1-1)<=0
break;
end
if s+zm*(1-i)<=oldupper
dnew(1,s)=dnew(1l,s)+q(1,i)*c(1,s+zm*(1-1));
end
end
end
subplot(4,1,4)
xmin=(xmin+gminus)/2;
xmax=(xmax+qplus)/2;
xnew=xmin:1/zm2:xmax;

plot (xnew,dnew) ;
title(’Wavelet dazu’);

Man kann Skalierungsfunktionen und wavelets aus B-Splines machen. Die
Maske besteht bei B-Splines der Ordnung n aus den n Binomialkoeffizien-
ten mit Renormierung auf Gesamtsumme 2, wie wir schon wissen, aber die
Maskenkoeffizienten des wavelets sind nicht iiber die Formel g, = (—1)¥p;_y
gegeben, weil man keine Orthogonalitdt der Translate hat. Abbildung
zeigt den kubischen Fall, aber beim wavelet haben wir gemogelt, weil wir die
Formel fest einprogrammiert haben.

Ein orthogonales wavelet vom Daubechies—Typ ist in Abbildung B4 zu sehen.

Wiéhlt man irgendwelche wilden Masken, so bekommt man oft fraktale Gebilde,
siehe Abbildung 23

8.8 Die wavelets von Ingrid Daubechies

Die Gleichungen (82H) enthalten im orthogonalen Fall lediglich Bedingungen
an P, weil man @ immer durch Q(z) = zP(—z) ausrechnen kann. Gesucht
sind aber “gute” P mit endlichen Masken. Dazu gibt es eine mathematisch
sehr originelle Konstruktion] von Ingrid Daubechies.

4"http://de.wikipedia.org/wiki/Daubechies-Wavelets
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Figure 23: Kubisches B—Spline wavelet

Aus ([B3) folgte P(1) = 1 und damit auch ([&H). Wenn wir Orthogonalitét
haben wollen, muss (B8) gelten, und es folgt auch

P(-1)=0, dh. Y p(—1)F =0=Q(1).

Entscheidend ist nun, daf die Ordnung der Nullstelle von P in —1 die
Gléatte der verfeinerbaren Funktion und ihre Approximationseigenschaften
bestimmt. Letzteres wissen wir aus dem Abschnitt iiber die Strang—Fix—
Bedingungen, aber die Glatte der verfeinerbaren Funktion in Abhéngigkeit
von Eigenschaften ihrer Maske untersuchen wir hier nicht.

Man macht also den Ansatz

P(z) = (1+2)"Ri(2)
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Wavelet dazu

Figure 24: Daubechies wavelet

mit einem moglichst grofsen n € N, wobei man
Ri(2*) = Ri(e™™) =: r(w)

als ein trigonometrisches Polynom 7 in w mit reellen Koeffizienten ansetzt.
Dann ist

[r()? = r(w)r(w) = rw)r(-w)

ein gerades trigonometrisches Polynom und es folgt mit cos a = 1—2sin*(a/2)
auch
r@)* = Rz
T(cosw)
T(1 - 2sin*(w)/2))
R(sin*(w)/2))
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Figure 25: Irgendein fraktales wavelet

mit passenden algebraischen Polynomen 7" und R. Wir halten an dieser Stelle
fest, dak R auf [0, 1] nichtnegativ sein muss.

Ferner gilt
Ri(=2*) = Ri(—e™)
_ Rl (e—z(w-l—w))
r(w+ m),
Ir(w + )]
R(sin*(w + 7)/2))
= R(cos?*(w)/2)).

=
—

—~
I
N

[\

~—

T
I
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Eine weitere simple Rechnung ist

1422 = 1d+e ™

1422 = 1+etw
(1£2H)]? = 24+ (et e W)
= 2x2cosw
1+cosa = 2cos*(a/2)
1 —cosa = 2sin*(a/2).

Deshalb bekommt man
L = [P+ |[P(=2%)
= (142" Ru(2?) P + [(1 — 2%)" Ry (—2)
= 4" cos™(w/2)R(sin*(w/2)) + 4" sin*"(w/2) R(cos*(w/2))
und bei Setzung t := sin?(w/2) ergibt sich schlieflich die Gleichung
4" =(1—-t)"R(t) +t"R(1 —t) (8.26)

fiir ein zu bestimmendes reelles algebraisches Polynom R, das auf [0, 1] nicht-
negativ sein sollte. In der obigen Gleichung miissen sich also alle Terme bis
auf den konstanten Term wegheben.

Wegen der Positivititsforderung in [0, 1] setzt man R am besten in der Bern-
steinbasis an, und zwar als

n—1 n—1 ) L
R(t) =" p B RO 3 M
=0 J
mit hoffentlich positiven Koeffizienten p;. Es folgt
n—1 —1 ) )
4 = (1=t)"> p (n _ )tj(l — )
j=0 J
n—1 -1 ) )
(" - e
=0 J
n—1
— 1\ . .
= ot e
j=0 J
n—1 -1 ] )
£ 0" )
j=0 J
n—1 -1
_ Z on <” )tk(l _pyeick
S
- n—1
. 1 _ t 2n717ktk
+k§p2 : k(Zn—l—k>( )
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und man macht einen Koeffizientenvergleich in der Bernsteinbasis mit

47" = 41—t 4t
2n—1 m—1
Sl G TRt

k=0

Das erfordert

pp = 47" — ,0<k<n-1
k
2n—1
Pon—1—k = 4n((nkl))7n</€<2nl
2n—1—k

was leider alle Koeffizienten doppelt definiert. Wenn wir aber in der zweiten
Gleichung j := 2n — 1 — k setzen, folgt

( 2n—1 )
po= A 0<j<n-1
("))
<2nf1)
j
n—1) "’
(")
und die beiden Félle stimmen iiberein! Deshalb kénnen wir ein in [0, 1]

strikt positives Polynom R vom Grade n—1 finden, das unseren Forderungen
geniigt.

47”

0<j<n-1

Aber jetzt missen wir zuriickrudern. Die Gleichung (820) ist erfiillt, aber
wir brauchen ein trigonometrisches Polynom r mit

I7(w)]> = R(sin*(w/2)). (8.27)

Das ist mit einem “Wurzelziehen” aus einem positiven Polynom vergleichbar,
und nach einem Satz von Féjer und Riesz geht das immer, wobei R nur
nichtnegativ auf [0, 1] sein muf und r automatisch denselben Grad wie R
hat. Allerdings ist das Losen der obigen Gleichung unangenehm, weil man
ein System quadratischer Gleichungen fiir die Koeffizienten von r bekommt,
wenn die von R bekannt sind. Wenn man r hat, bekommt man R; und P,
und damit auch Q.

Sehen wir uns einfache Félle an. Fiir n = 1 kann man (§26) durch die
Konstante R = 1 16sen und (B217) wird durch die Konstante r = 3 = R,
erfiillt. Man bekommt

P(z)=(1+2)/2, dh. pp=p1 =1
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und damit die Haarsche Verfeinerungsfunktion sowie im weiteren Verlauf das
Haarsche wavelet.

Jetzt untersuchen wir n = 2. Durch direktes Ansetzen der Gleichung (K20)
mit einer linearen Funktion bekommt man zunéchst

&= = (1—t)*(a+0bt)+t*(a+b(1—1))
= a+t(—2a+0b)+t*(2a — b)
und daraus
R(t) = — + 2¢
16 8
Dann muss man auch r als trigonometrisches Polynom vom Grade 1 ansetzen
als

Ri(e™™) =:rg + 1™ =: r(w)

mit reellen Koeffizienten. Jetzt bekommt ([8217) die Form

rW)l* = r(wrw)
= (ro+rie ) (ro +rie™)
= r+r}+ 2ryr cos(w)
= R(sin*(w/2))

R((1 — cos(w))/2)

= fﬁ +1%(1 — cos(w))/2
= 5§16 cos(w)

und somit hat man die quadratischen Gleichungen

2 2 1
ptTy = 3
2’["0’["1 = —0.

Das ist der Schnitt eines Kreises mit einer Hyperbel, und man bekommt die

Losung
1 3
ro = il \/_ )

8
1-V3
T

Dann miissen wir noch P(z) = (1 + 2)?R;(z) ausrechnen. Das ist

r =

P(z) = (1+2)*Ry(2)
(1+2z+ 2%)(ro +r12)
= 1o+ 2(2rg +71) + 22(ro + 2r1) + 21y

158



und schlielich ergeben sich die Maskenkoeffizienten

%(Po, cop3) = (ro,2r0 + 11,70 + 211, 71)

= 1(1+v3,34+V3,3-V3,1-3).

Es resultiert eine verfeinerbare Funktion mit kompaktem Trager in [0, 3], und
diese kénnen wir mit unserem Programm leicht ausrechnen. Das zugehorige
wavelet hat dann einen kompakten Tréger in [—2, 1], wie wir uns im Umfeld
unseres Programms iiberlegt haben.

Man kann sich vorstellen, dass gréfere n ziemlich unangenehm werden, weil
man damit rechnen mufs, n quadratische Gleichungen in n Unbekannten zu
16sen. Das kann man aber mit entsprechendem numerischem Aufwand sehr
genau erledigen, und aus der Theorie weifs man die Losbarkeit.

Die obigen orthogonalen wavelets und Skalierungsfunktionen sehen aufser im
Haarschen Fall immer eigenartig unsymmetrisch aus. Das ist nicht anders
machbar, denn man kann beweisen, daft bei endlichen Masken und voller
Orthonormalitét nur im Haarschen Fall Symmetrien vorliegen konnen. Wir
kommen auf Symmetriefragen im néchsten Abschnitt zuriick.

8.9 Die allgemeine Wavelet—Transformation

Wir wollen noch einmal auf die Formeln der wavelet—Analyse und —Synthese
eingehen. Um die allgemeine Form dieser Formeln herzuleiten, setzen wir
Verfeinerbarkeit von ¢ und ¢ voraus, aber keine Orthogonalitdt. Das be-
deutet
pla) =D prp(2e — k), ¥(x) = D arp(22 — k),
keZ kEZ

mit den entsprechenden formalen Laurentreihen P und ). Um auch V; =
Vo + Wy zu haben, brauchen wir auch Formeln der Form

1
o2z — 1) = B Y (gar-ep(x — k) + hop—eip(z — k) , (8.28)
kEZ
die wir aus ([ZIH) im orthogonalen Fall abgeschaut haben. Dazu bilden wir
die entsprechenden Laurentreihen

1 1
G(z) ==Y gr2", H(z) = = hy.2".
2 e 2z

In diesem Abschnitt (und dem folgenden) reicht es aus, wenn alle Masken
endlich sind. Deshalb kiimmern wir uns nicht um Summierbarkeitsbedingun-
gen.
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Wir machen jetzt den formalen Ansatz

vilz) = zczwx—k)

] kEZ
w’(x) = Zd V(2 —k
ke
und wollen die Gleichung v/*! = v/ 4+ w’ aufstellen und dafiir sorgen, daR die
biinfiniten Koeffizientensatze

+1 {c}

{a"} = (@) (8.29)
bijektiv und linear aufeinander abgebildet werden. Das lauft auf die Invertier-
barkeit biinfiniter Matrizen hinaus. Wir werden die Invertierbarkeit nicht
abstrakt erschliefsen, sondern konkret realisieren, weil wir an wohldefinierten
Rechenverfahren interessiert sind, die die Darstellungen v/t = v 4 w’ ver-
lustfrei auf den verschiedenen Levels umrechnen kénnen.

Zur Herleitung der entsprechenden allgemeinen Formeln beginnen wir mit

vi(z) = Y ce(@e—k)

keZ .
= S A pe2@r— k) - 0)
kez  ter ,
= > @@ e —m) Y apm-on,
mez ) k€EZ
wilz) = 3 dv(@e k)
keZ '
= Z &, ZQW(?(Q]J? — k)= 1)
A ,
= > 2 —m) Y digm-ax,
meZ keZ
und bekommen f'ur v/t = v/ + w/ durch Summation die hinreichenden
Gleichungen
At =" (chpm-ok + dmox)- (8.30)
kez

fiir eine Richtung der Abbildung (829). Fiir die andere Richtung benutzen
wir

W) = Y@ - )

KeZ
= 3 Z Z (gor—ep(x — k) + hop—pp(x — k))
er keZ
= 3 Z o(r — ZCzHg%% + Z Y(x — k) ZC’éHh%%
21 = keZ =
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und bekommen die hinreichenden Bedingungen

G = %Z C’flgzkfz,
e (331)
d?ﬁ = 5 Z C% hzk_g.
(e
Die Formeln aus (830) und (83T) bilden die allgemeine Form der Wavelet—
Transformation, aber wir wissen nicht, ob sie bijektiv sind. Immerhin kon-
nen wir vergessen, dafs die Formeln aus Skalierungsfunktionen und wavelets
stammen, und die Formeln rein rechnerisch anwenden und auf Bijektivitat
untersuchen.

Weil wir unendlich viele Gleichungen mit unendlich vielen Variablen haben,
miissen wir beide Richtungen der Abbildung invertieren. Wir beginnen mit

it = Z (Clipm—Qk + d‘]iqm—Qk:)

keZ
1 , ‘
- 5 Z Z Cé—‘_ngk—Kpm—Qk + Z Cé—i_lhzk_gqm_yﬁ)
| keZ \teZ )
-5 Z Cfl Z (92k—eDm—2k + hok—eGm—2k)
= keZ

und postulieren deshalb die Gleichungen

20me =Y (9ok—tPm—26 + hog—eGm—o1)-
kez

Fiir die Umkehrung untersuchen wir

, 1 ,
Cé = 5 Z C]nj_lg%—ma

meZ
1 . .
= 5 Z Z (Clipmfﬂc + d?ngfﬂc) 920—m,
mEZ kEZ
1 . .
- 3 Z (Cl]c Z Pm—2k920—m + dj, Z Qm—Zkg%—m)
kEZ meZ meZ

und brauchen

200 = Y Pm—2kG2u—m;
MmeEZ

0 = Z Am—2k926—m-

meZ
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Analog folgt

J j+1
& = A o,

(]

3
M
N

Z k:pm 2k+dem Qk) hae—m,
Z kel

(C] Z Pm— 2kh2£ m _'_dk Z Qm— Qkhgg m)

N = N = DN =

mM mM

meZ meEZL

und erfordert

0 = mef2kh227m7

meZ

2000 = D Gm-26h2e—m.

meZL
Diese Gleichungen haben die allgemeine Form

D PmokSarem = D TnSa0-2k—n =: tar_ok
MEZ nez
und wir untersuchen sie mit den formalen Laurentreihen
LSt 5 = 2 Yt
kGZ kEZ
Zunachst folgt

R(2)S(z) = - Zrkz > s

keZ LeL
= = Z ZT kSn—k
nEZ keZ

und dann

R(2)5(2) + R(=2)5(=2) = —Zz > TkS2n—k

nEZ keZ
- ST
nGZ

Damit bekommen wir durch Koeffizientenvergleich die vier Gleichungen

1 = P()G(z) + P(-2)G z;,

(—
0 = Q(2)G(2) (—2)G(~=2),
0 — P(:)H(z) + P(—2)H(—2), (8.32)
1 = Q(2)H(z) (—2)H(—2),

und als Ubung lassen wir die Herleitung der fiir (828) hinreichenden Bedin-

gungen
L = PG  + QR)H(),
0 = P(:)G(=2) + Q(z)H(—2). (8.33)
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Theorem 8.34. Die obigen 6 Gleichungen fiir Laurentreihen sind hinre-
ichend dafiir, dafS die allgemeine wavelet—Transformation in beiden Richtun-
gen bijektiv ist. Dabei ist vorausgesetzt, dafs die Reihen absolut konvergieren.

Man kann diese Gleichungen auf verschiedene Weise weiter verarbeiten. Wir
stellen uns zuerst auf den Standpunkt, dafs wir P und @ schon kennen und
dak die schon in Satz aufgetretene Determinante

P(2)Q(=2) = Q(2)P(=2) =: D() (8.35)
nicht Null ist, wobei wir offenlassen, ob (&Il gilt. Die Gleichungen (K32)

sind dann
(a3 a79) (o 5%) ()

und es folgt

e

e D(z) - (8.36)
_ —P(=2)

H(z) D)

als eindeutig bestimmte Losung, die dann die Koeffizienten von (B2§) und
der wavelet—Zerlegung (831 liefert. Wir priifen auch (B33) nach mit

P(z)G(2)  + Q(2)H(2)
—z P

- P52 - e
—_—

PEIGES) + QEH()
- PO - QEp
=0

und sehen, dafs diese Gleichungen automatisch erfiillt sind.

Theorem 8.37. Verschwindet fiir gegebene P und Q) die Determinante (833)
auf dem FEinheitskreis nicht, so ist die wavelet—Transformation bijektiv und
die Laurentreihen G und H sind eindeutig durch (8238) bestimmt. Insbeson-

dere gilt dies fiir die wavelet-Standardkonstruktion mit Q(z) = —zP(—=2)
unter der Voraussetzung der Stabilitdt der Translate von .
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8.10 Biorthogonale Wavelets

Aber wir kénnen die Gleichungen (832) und (B33]) auch anders anwenden,
namlich wenn P und G als bekannt vorausgesetzt werden. Da die Deter-
minante D(z) eine ungerade Funktion ist, ersetzen wir sie formell durch
271K (2%) mit einer beliebigen, auf dem Einheitskreis nicht verschwindenden
formalen Laurentreihe K und definieren ohne Riicksicht auf die bisherige
Herleitung

0k = _GEAKE)
_p( % (8.38)
o) = oy

und miissen priifen, ob dann die Gleichungen ([B32) und ([B33)) gelten. Die
erste Gleichung von (B32) ist eine weiterhin bestehende Forderung an P und
G, um die wir uns noch kiimmern miissen. Aber alle anderen Gleichungen
sind dann erfiillt, wie man leicht nachrechnet, und auch die Determinante
ist, riickwérts gerechnet, wegen

PEGI) PR
- P<z)w+ (s GEAEED)
= BB (p6() + P-2)G(—2)
k()

in Ordnung, wenn nur die Gleichung
P(2)G(z) + P(—2)G(—2) =1 (8.39)
aus (B32) gilt.

Theorem 8.40. Hat man zwei absolut konvergente formale Laurentreihen P
und G mit (834), und definiert man Q und H durch [8238) mit einer auf
dem Finheitskreisrand nicht verschwindenden komplexen Funktion K, so ist
die resultierende wavelet—Transformation bijektiv.

Die Gleichung (B39) hat viele mogliche Losungen, und durch Wahl von
K bekommt man zu festen P und G auch beliebig viele Q und H. Aber
wir wollen gute Approximationseigenschaften, und deshalb machen wir mit
Blick auf die Strang-Fix-Bedingungen bei im folgenden festgehaltenem n
den Ansatz

P(z)=(1+2)"R(2), G(z) = (1 +2)"S(2)
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und versuchen, geeignete R und S zu finden. Fiir R = S = 27" bekommen
wir natiirlich die zu B-Splines gehorenden P und G.

Die Gleichung ([839) wird
(14+2)™R(2)S(2) + (1 — 2)™R(—2)S(—2) = 1
und es kommt offenbar nur auf T'(z) := R(z)S(z) und
(1+2)"T(2) + (1 — 2)"T(—2) =1

an, was bei den noch herzuleitenden 7" zu verschiedenen Wahlméoglichkeiten
fiir R und S fiihrt, sofern T fest ist.

Wie bei den Daubechies—wavelets wird jetzt ziemlich getrickst, und zwar mit

Po— 67@’&)/2’
iw/2 —iw/2
cos(w/2) = %
_ e
2
1+ 22
B 2z
und a 22
+ z
2 92 —
cos®(w/2) w2
=
sin(w/2) = 1—ux
B (1 — 22)?
N 422

Zuerst gehen wir zu
(14 22)"T(2H) + (1 — 2T (=) =1
iiber und setzen die trigonometrischen Ausdriicke ein:
1 = 2"(422)"T(2%) + (1 — )" (—42*)"T(—2?).
An dieser Stelle definieren wir

U(z) = (—422)"T(—22) = U <M> ,

422
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was wegen der bijektiven Beziehungen zwischen z € [0,1] und 2? auf dem
Einheitskreisrand und w € [0, 27] kein Problem ist. Es folgt dann

L)

Ul—-x) = U(— 2
und weil das die Ersetzung 22 — —22 in der Definition von U ist, folgt
U(l —x) = (42%)"T(2?)
und wir landen bei
1=2"U1—-2)+ (1 —2x)"U(z).
Das ist bis auf die Normierung schon aus ([826) bekannt, und wir kénnen

U(x) = 4™R(x) mit dem dortigen R(z) nehmen, aber weil wir die Bedingung
(BZ7) nicht brauchen, ist es hier einfacher. Wir setzen

n—1 m—1 ) )
Ue) = 4% 4—"< " >xﬂ(1 _ )i
=0 J

n—1 (841)
2n — 1\ ,
S < " >xﬂ<1—x)"lf
=0\ J
und sind mit unserer Konstruktion fertig.
Der Fall n =1 fiihrt zu
Ulx) = 1
1
T = —
(2) »
was man zum Beispiel mit
1 1
R _ — = —
()=3. S() = o
erfiillen kann, und das ergibt die Masken
14z 1+2
Pz)=——m=pn=1GE=—— gp=91=1
d.h. zwei verschobene Haarsche Skalierungsfunktionen. Mit K (2?) = 22
bekommt man dann
1—-=2 1—-2
Q(Z) 9 y do q1 ) (Z) 25 » 100 1 )
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d.h. zwel verschobene Haarsche wavelets.
Gehen wir in den Fall n = 2. Es folgt

Ulx) = 142z

1 2\2
- 1+2#

2
222 + (1 + 22)?

22
14422+ 24
222
= (—42%)*T(=2%)
1—-4 2
T(z) = ——— 212
3223
(z —21)(z — 22)
3223

mit z; = 2+ \/5, 29 = 2—1+/3. Wenn wir diese beiden Wurzeln gerecht auf P
und G verteilen, bekommen die Zahler von P(z) und G(z) bis auf Konstanten
die Form

(14+2)2(z—2;) = —z+2(1—2z)+2%2—z) +2°
mit der Koeffizientensumme 4 — 4z;. Man kann dann insgesamt mit

(1+2)%(z — 21)(1 — 29)

P) = - 8z
(142 — %)
Gz) = 42%(1 — z9)

arbeiten, denn die Koeffizientensummen sind dann

—4(1 = z)( — =) —4(1 - (2-V3)1 - (2+V3))

8 8
A1+ VB (-1 - V3)
= 1, 8

4(1 — 2’2)

M= ¢

Die beiden Masken haben die Lange 4, und bis auf Renormierung auf Masken-
summe 2 bekommt man

pP-1=—%21, po = (1—221)7 p=2—2z,p=1
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sowie

g2 =2, g-1=—(1—22), go=—2+ 2, g1 = —1
wobei man dariiber streiten kann, welche der Wurzeln man nimmt und wie
man die Maskenverschiebung um -1 bzw. -2 verteilt. Ebenfalls bis auf
Normierung ergibt sich mit K(2%) = 22

1=z q=(1-22), a=2-2¢=1

sowie
hoo=2,h1=1-22z, hy=2—2, hy = —1.

Das sind zwei unsymmetrische Masken der Lange 4.

Aber wir haben bisher nicht auf Symmetrie geachtet. Eine zu Null sym-
metrische Maske {py} hat p, = p_x und deshalb gilt dann

1
P(z) = 2 Zpkzk
keZ . .

Po AR A

- Byt
2 i1 2

= By > picos(kw/2)
2 k>1

=: p(cos(w/2))

und
P(22) = plcos(w)).
Die Funktion P sollte in z— = 1 eine n—fache Nullstelle haben, und das ist

an der Stelle w = 27 fiir P(2) und w = 7 fiir P(2%). Weil der entsprechende
Linearfaktor die Form

1+ cos(w) = 2cos?(w/2)
hat, sollten wir deshalb unseren Ansatz abédndern zu
P(2%) = cos®(w/2)p(cos(w)).
Mit

z+1/2 1+ 22 24z 142

2 = = =
cos(w/2) 5 P cos(w) 5 52

bedeutet das

(8.42)




und wir bekommen die n = 2/—fache Nullstelle bei —1, und man kann leicht
noch einmal nachrechnen, dafs dieser Ansatz symmetrisch ist. Wegen

_22 — _e—iw — e—i(w—i—ﬂ)
und
1 — cos(w) = 2sin*(w/2)
sowie
1+ cos(w+7) = 1 — cos(w) = 2cos*((w + 7)/2) = 2sin*(w/2)
folgt dann

P(—z*) = cos*((w+7)/2)p(cos(w + 7))
= sin*(w/2)p(— cos(w)).

Wir machen das genauso auch fiir
G(2%) = cos*(w/2)g(cos(w))

und erhalten bei Einsetzen von 22 in (839) die Bedingung

cos™(w/2)p(cos(w))g(cos(w)) + sin®(w/2)p(— cos(w))g(— cos(w)) = 1.

Setzen wir wieder x = cos?(w/2), und diesmal

U(z) := p(— cos(w))g(— cos(w)),
so folgt
U1 —2) + (1 —2)*U(x) = 1. (8.43)

Die Losung ist (8Z1]), und wir machen uns das Leben leichter durch die
Setzung g = 1, so dak wir U(z) = p(— cos(w)) und

P(z%) = cos®(w/2)p(cos(w))

= cos®(w/2)U(1 — x)
_ 0 —~20—1 (40—1 G 20—1—j
=z jzo(j)(l—x)x
bekommen. Wenn wir alles einbauen, was wir wissen, erhalten wir

14 2\2% —z 44—z
P(z):( 5 ) ZEU%(*);

wenn Uy, die Losung von (B43)) ist.
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Im Falle n = 2 liefert das

Ulx) = 142z

1+ 2cos?(w/2)
2 + cos(w)

= p(=cos(w))

und deshalb p(y) = 2 —y. Mit (BZ2) folgt dann

P(z) = <1;z)22‘1 (2 ! ;Z2>

1
= @(1 4+ 2)3(=1 + 42z — 2°)

mit der symmetrischen Maske

1
(p_g, ce ,pg) = Z(_L 2,6, 2, —].)

Das entspricht unserer vorigen Herleitung fiir eine unsymmetrische Verteilung
des Polynoms —1 + 4z — 2% auf R und S. Hier bleibt fiir S nur noch

1

T 4z

und die symmetrische Maske fiir G wird die eines verschobenen B-Splines
zweiten Grades, wegen

S(z)

G(Z) _ (1 IZZ)Q _ %<21+2+z).

Man sieht, daf die Symmetrie von P durch eine leicht verlangerte Maske
erkauft wurde, und es ist wegen (K42), auf G angewendet, klar, dafs sich bei
der symmetrischen Konstruktion fiir gerades n immer G als die Maske eines
symmetrischen B-Splines ergibt.

8.11 Wavelet—Fehlerabschatzungen

Wir setzen jetzt voraus, dak wir eine verfeinerbare Funktion ¢ haben, die
Strang-Fix—Bedingungen der Ordnung m erfiillt und die Konstruktion eines
verniinftigen wavelets v zulaftt. Daraus wollen wir Fehlerabschatzungen her-
leiten, die auf den Levels der wavelet—Zerlegung gelten.

Wir nehmen die stationére Skalierung wie im Text iiber translationsinvariante
Réume. Dort projizierten wir fiir kleine & > 0 auf die Shifts von +¢((- —

hk)/h) indem wir den Projektor
Pon(f)(x) i= Po(f(-h))(x/h)
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nahmen. Bei wavelets mit einer Multiresolutionsanalyse setzt man h = 277
im “Level” j und projiziert damit auf den span V; der Translate (27 - —k) =

p((- = hk)/h).

Geht man von einer Funktion f € WJ]"(R) aus, so kann man die Projektionen
im Level j als

fi = P,a-(f)
ansetzen und bekommt unter unseren Voraussetzungen aus der Fehlerab-
schétzung in translationsinvarianten Rdumen die Aussage

If = fill o) = If = Poa-s ()o@ < C2777" || fllwp -
Das ist nicht nur eine Fehlerabschitzung, sondern auch eine Konvergenzaus-
sage fiir j — oo. An dieser Stelle miissen wir allerdings Orthogonalitét
voraussetzen, denn wir benutzen, dafs die iiblichen wavelet-Rechenformeln
mit denen einer Projektion iibereinstimmen.

Wir wollen das noch in eine Aussage iiber die wavelet—Anteile umformen.
Dazu definieren wir

9; = fir1— f; € Vi
und benutzen, daf wegen der Projektionseigenschaft

(gjavj)Lz(Rd) = (fir1— fjavj)m(Rd)
= (i =+ = 50 nama
= (i1 = [iv)) @y + (F = [5:05) Lore)
=0
fir alle v; € V; gilt. Also ist g; € W, der wavelet—Anteil, und wir kénnen die
wavelet—Zerlegung bis zum Level n als “Teleskopsumme”

fn = f0+7i(fj+1—fj)
=0

n—1
= fot+ D g
=0

schreiben. Die ¢o—Norm der wavelet-Koeffizienten auf Level j ist bei voraus-
gesetzter Stabilitdt direkt proportional zu |/g;||z,®) und es folgt

= |fj+1 = fillam®
< |f = fismllaw + I1f = fill o)
< 20277\ fllwar w)-

Von Schritt zu Schritt verkleinert sich sowohl der Approximationsfehler als
auch die Grofe der wavelet—Koeffizienten um etwa den Faktor 27™. Das ist
der entscheidende Grund fiir die guten Approximations— und Kompression-
seigenschaften von wavelets.

”ngLQ(R)
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9 Extras

Hier sind é&ltere Textbausteine, die einige Aspekte der Vorlesung ergénzen.
Zuerst kommt eine nicht ganz komplette Darstellung der multivariaten Fouri-
ertransformation, und dann die Durchrechnung der Interpolation in Tschebyscheff—
Nullstellen, zusammen mit der diskreten Cosinustransformation DCT-II und
DCT-III. Am Ende folgt noch eine Passage aus der Numerischen Mathematik

I1, die B—Splines bringt, denn diese werden bei den wavelets manchmal ge-
braucht.

9.1 Fourier Transforms on R

Here, we provide the basics of multivariate Fourier transforms.

9.1.1 Fourier Transforms of Tempered Test Functions

There are two major possibilities to pick a space S of test functions on R?
to start with, and we take the tempered test functions that are verbally
defined as real-valued functions on R? whose partial derivatives exist for all
orders and decay faster than any polynomial towards infinity.

Definition 9.1. For a test function u € S, the Fourier transform is

i(w) := (2m) "2 /Rd u(z)e” " da,
where w varies in R? and « - w is shorthand for the scalar product 27w =
wTx to avoid the 7 symbol in the exponent. Since the definition even works
for general u € L;(RY), it is well-defined on S and clearly linear. Note that
we use the symmetric form of the transform and do not introduce a factor
27 in the exponent of the exponential. This sometimes makes comparisons
to other presentations somewhat difficult.

To get used to calculations of Fourier transforms, let us start with the Gaus-
sian u.(z) = exp(—v||z||3) for v > 0, which clearly is in the space of test
functions, since all derivatives are polynomials multiplied with the Gaussian
itself. Fortunately, the Gaussian can be written as a d-th power of the entire
analytic function exp(—~22), and we can thus work on C¢ instead of R?. We
simply use substitution in

U (iw) = (21)"Y? fpaelBeredy
= (2m) " 2elwlB/r [, e IVAE—w/2vA15 gy
= (2my) " W2elells/ Ay [, el gy
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and are done up to the evaluation of the dimension-dependent constant
/ e_lly”%dy = Cd
Rd

which is a d-th power, because the integrand factorizes nicely. We calculate
¢? by using polar coordinates and get

A = fp e~ Ivl2 gy
= I e rdrde
= 27 [y° e rdr
= 7 [(=2r)e " dr
= 7.
This proves the first assertion of
Theorem 9.2. The Gaussian
Uy () = exp(—||z[|2)
has Fourier transform
i(w) = (2) U2 Iwl3/ 4y (9.3)
and is (unconditionally) positive definite on RY.
To understand the second assertion, we add
Definition 9.4. A real-valued function
. OxOQ—-R

1s a positive definite function on Q, iff for any choice of finite subsets
X ={x1,...,xm} € Q of M different points the matriz

Axe = (D(zy, xj))lgj,kgM
is positive definite.

At first sight it seems to be a miracle that a fixed function ® should be
sufficient to make all matrices of the above form positive definite, no matter
which points are chosen and no matter how many. It is even more astonishing
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that one can often pick radial functions like ®(x,y) = exp(||lz — y||3) to do
the job, and to work for any space dimension.

Proof of the theorem: Let us first invert the Fourier transform by setting
B:=1/4y in ([@3):
exp(=B||w|2) = (AnB) 2 fpu e IolB/ABe=ivw gy
= (2m)Y2 [u(2B) "2 RIE /4B i gy

Then take any set X = {x1,...,2)} C R? of M distinct points and any
vector o € RM to form

o Ao = 3 ajarexp(—yle; — as)
k=1
P
= Y O[],Oék<47r,y)—d/2/ o I213/4y =i (25-21) g
G k=1 R4
M
= (477>_d/2/ 67”1”3/47 Z Oéjozke*m'(l“j*mk)dx
R jk=1
Y 2
= (47Tf)/)_d/2/d 67”1”3/4"{ Z Oéjefi:v-xj dx Z 0.
R .
7j=1

This proves positive semidefiniteness of the Gaussian. To prove definiteness,
we can assume

M
ST
j=1

for all z € R? and have to prove that all coefficients «; vanish. Taking
derivatives at zero, we get

M
0= Df(0) Z a;(—ix;) A

and this is a homogeneous system for the coefficients a; whose coefficient
matrix is a generalized Vandermonde matrix, possibly transposed and with
scalar multiples for rows or columns. This proves the assertion in one dimen-
sion, where the matrix corresponds to the classical Vandermonde matrix.
The multivariate case reduces to the univariate case by picking a nonzero
vector y € R? that is not orthogonal to any of the finitely many differences
xj — xy, for j # k. Then the real values y - x; are all distinct for j =1,..., M
and one can consider the univariate function

( —fty Za] ztyJ:J_O
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which does the job in one dimension. O

Note that the Gaussian is mapped to itself by the Fourier transform, if we
pick v = 1/2. We shall use the Gaussian’s Fourier transform in the proof of
the fundamental Fourier Inversion Theorem:

Theorem 9.5. The Fourier transform is biyjective on S, and its inverse is
the transform

i(x) = (2m)4/? / (W) duw.

Rd
Proof: The multivariate derivative D¢ of @ can be taken under the inte-
gral sign, because u is in S. Then

(D°%)(w) = (21)4/? / w(@)(—iz) e dr,

Rd
and we multiply this by w? and use integration by parts
WD) (w) = (2m) Y fpau(z)(—ix)* (i)’ (—iw) e " dx
— (2m) 2 fpau(a)(—iz)* () e da

= (2m)"Y2(=1)lelHBljets fo efim-wcgi_"ﬁ (u(z)z®)dx

to prove that @ lies in S, because all derivatives decay faster than any polyno-
mial towards infinity. The second assertion follows from the Fourier inversion

formula A
u(z) == (2m) "2 /d t(w)e™“dw
R
that we now prove for all w € §. This does not work directly if we naively
put the definition of u into the right-hand-side, because the resulting multiple
integral does not satisfy the assumptions of Fubini’s theorem. We have to do

a regularization of the integral, and since this is a standard trick, we write it
out in some detail:

(2m)~ 2 fpa (W)™ dw = (21)7¢ fpa Jpa u(y)e’" Y dydw

= lim(27)~ / / el@y)w= E”w”2dyalw
e\O Re JRR4

o - i(a—y) w—ellwl3
11{21)(2@ /Rd (/Rd e dw) u(y)dy

= lim | ole,z —yuly)dy

with |
(e, 2) == (2m)~ / ey, (9.6)
R
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The proof is completed by application of the following result that is useful
in many contexts: ]

Lemma 9.7. The family of functions p(€, z) of (ZA) approximates the point
evaluation functional in the sense

u(z) =lim | o(e,z —y)uly)dy (9.8)

for all functions u that are in Li(R?) and continuous around x.

Proof: We first remark that ¢ is a disguised form of the inverse Fourier
transform equation of the Gaussian. Thus we get

o€, 7) = (dme) =2 llzl3/4e (9.9)

and
/d (e, x)dr = (47T€)_d/2/ e lela/Ae gy = 1.
R

R4
To prove (F), we start with some given § > 0 and first find some ball B,(z)
of radius p(d) around z such that |u(x) —u(y)| < 6/2 holds uniformly for all
y € B,(z). Then we split the integral in

[u(x) — Jra (e, — y)u(y)dyl | Jra (e, —y)(u(z) — uly))dy|

IA I

f||y7:v||2§p ()0(67 xr — y)|U(ZL‘) - U(y)|d’y
+ f||yfm||>p @(67 x —Qy)\u(x) - u<y)‘dy
< 0/2+ (4me)~ 2P /42| |ul|;
< 0
for all sufficiently small e. O

Due to the Fourier inversion formula, we now know that the Fourier transform
is bijective on S.

We now relate the Fourier transform to the Lo inner product, but we have
to use the latter over C to account for the possibly complex values of the
Fourier transform. Furthermore, we have good reasons to define the inner
product as

(f: Dpauny = 2m) 2 [ f(@)g@)de (9.10)

with a factor that simplifies some of the subsequent formulae.

Fubini’s theorem easily proves the identity

(U, a)L2(]Rd) = (27r)7d /Rd U('r) /Rd u<y)e+ix.ydydx = (67 u)L2(Rd)
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for all test functions u,v € S. Setting v = w we get Parceval’s equation

(ﬁ},a)[Q(Rd) == (w,U)LQ(Rd) (911)

for the Fourier transform on S, proving that the Fourier transform is isometric
on S as a subspace of Ly(R?).

9.1.2 Fourier Transforms of Functionals
With Parceval’s equation in mind, let us look at the linear functional

Au(V) 1= (U, V) Ly ey
on S. We see that

Ao(v) = (U, 0) pyray = (U, 0) ey = Au(0)

holds. A proper definition of the Fourier transform for functionals A, should
be in line with the functions u that represent them, and thus we should define

—

Ay = Ao
or in more generality R
Av) = A(D)

for all v € §. Since the space S of test functions is quite small, its dual, the
space of linear functionals on S, will be quite large.

Definition 9.12. The Fourier transform of a linear functional A on S is the
linear functional A on S defined by

A(v) = A(D)
forallv e S.

If we can represent the functional ) as Ay, We write v = X as a short-
hand notation, but keep the original meaning in mind. Let us look at some
examples.

Example 9.13. The functional 6, (v) := v(z) has the form
0.(0) = vl@) = 2m) 2 [ B(w)etd,
and its Fourier transform is of the form X\, with
u(w) = 8, (w) = e,

Here, the normalization of the Lo inner product (310) pays off. Note that
the Fourier transform is not a test function, but rather an at most polyno-
mially growing function from IC and in particular a bounded function. The
functional § :== &g has the Fourier transform 1.
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Example 9.14. A very important class of functionals for our purposes con-
sists of the space Py of functionals of the form (77) that vanish on 9¢,. Their
action on a test function v is

B

Ax,mal(V) = ;o (r;)

1

— (2 d/2/ /\ Zaj ijdw

A~

= XX,MO((U)

<.
Il

such that the Fourier transform of the functional Ax aq 15 the functional
generated by the bounded function

M
Axra(w) =D aje”
j=1
If we expand the exponential into its power series, we see that

S\X,Mva(w) = ZZO@ —iz; - w)" /K]

kOjl

= Z Zozj —iT; - w /k'

k=m j=1

since the functional vanishes on §%. Thus XX,Mva(w) has a zero of order at
least m in zero. If the functional Ax nro itself were representable by a function
u, the function u should be orthogonal to all polynomials from §2 . We shall
use both of these facts later.

Example 9.15. The monomials x® are in the space K, and thus they should

at least have generalized Fourier transforms in the sense of functionals. This
can easily be verified via

(i) @) = (i) @) fuuplw)erdo

42 [ ( )(—i - iw) et T dw

2 fga

O(w)weT v dw

— (n)
= (2m)”

and the associated functional is

at x = 0.
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9.1.3 Fourier Transform in Ly(RY)

The test functions from S are dense in Ly (R?) (see Lemma for details),
and thus we have

Theorem 9.16. The Fourier transform has an Lo-isometric extension from
the space S of tempered test functions to Lo(R?). The same holds for the
wnverse Fourier transform, and both extensions are inverses of each other in
Ly(R%). Furthermore, Parceval’s equation (Z11) holds in Lo(R?). O

Note that this result does not allow to use the Fourier transform formula
(or its inverse) in the natural pointwise form. For any f € Lo(R?) one first
has to provide a sequence of test functions v, € S that converges to f in
the Ly norm for n — oo, and then, by continuity, the image f of the Fourier
transform is uniquely defined almost everywhere by

lim || f = Ol pymey = 0,

n—oo

This can be done via Friedrich’s mollifiers as defined in (I.I¥), replacing
the Gaussian in the representation (.9) by a compactly supported infinitely
differentiable function.

A more useful characterization of ]? is the variational equation

(f.0) Larey = (f2 0) L ey

for all test functions v € S, or, by continuity, all functions v € Ly(R?).

9.1.4 Necessary Results from Real Analysis

Here we collect some of the basic material on Lebesgue integration, Sobolev
spaces, distributions, pseudodifferential operators, and partial differential
equations.

9.1.5 Lebesgue Integration

9.1.6 L, spaces

Lemma 9.17. The shift operator S, : f(-) — f(- — z) is a continuous
function of z near zero in the following sense: for each given u € Ly(R?) and
each given € > 0 there is some § > 0 such that

152 (1) = ull Lyay < €

for all ||z||2 < 0.
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Proof: to be supplied later....

We now want to prove that the space S of tempered test functions is dense in
Ly(R%). For this, we have to study functions like () in some more detail.
They are in S for all positive values of €, and Lemma tells us that the
operation

fr MAS) = [ T @)ele = y)dy

R4
maps each continuous L; function f to a "mollified" function M.(f) such
that

lim M.(/)(x) = /(2)
uniformly on compact subsets of R?.

It is common to replace the Gaussian in ([IJ) by an infinitely differentiable
function with compact support, e.g.

o) = { OS] el d g

0 lzfla =€

where the constant c(€) is such that

/ p(e,x)dr =1
R4

holds for all ¢ > 0. This Friedrich’s mollifier can also be used in the
definition of M,. It has the advantage that Lemma .7 holds for more general
functions, i.e.: for functions which are in L; only locally.

We now want to study the action of M, on L, functions. Let u € Ly(R?) be
given, and apply the Cauchy-Schwarz inequality to

M(f)@) = | (F)eles —y)yeler —y)dy
to get

IMc(f)(@)]? < JpalfW)Pole, 2 — y)dy Jpaple, x — y)dy
= Jpalf (W) Peole, 2 —y)dy

and

/Rd [M(f) (@) d < /Rd /Rd [f W) (e, 2)dydz = /Rd [ (y)[Pdy
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such that M, has norm less than or equal to one in the Ly norm. It is even
more simple to prove the identity

(f, MEg)LQ(Rd) = (Msfag)Lg(Rd)

for all f,g € Ly(RY) by looking at the integrals. Here, we used the Fubini
theorem on R? which requires some care, but there are no problems because
everything can either be done with a Friedrich’s mollifier, or be done on
sufficiently large compact sets first, letting the sets tend to R¢ later.

We now use a Friedrich’s mollifier to study the Ly error of the mollifica-
tion. This is very similar to the arguments we already know. The error is
representable pointwise as

f@) = MD@) = [ (F@) = F@)ele o = y)dy

and we can use the Cauchy-Schwarz inequality to get

[f(x) = Mc(f)(@)* < |f(x) = f@)Pele, x — y)dy.

llz—yll2<e

This can be integrated to get
@) = MD@Pdw < [ ple2) [ 1Fy+2) — () Pdydz,
R4 [|z]|2<e R4

and we use the continuity of the shift operator as proven in Lemma [@.T1 to
make this as small as we want by picking a suitably small e. This shows

llj% 1f = Mc(f)l Lymay =0

and proves

Lemma 9.19. The space S of test functions is dense in Lo(R?). O

9.2 Chebyshev Interpolation and DCT

Dieser éltere Textbaustein ist leider noch nicht iibersetzt und an die bisheri-
gen Bezeichnungen angepafit. Er behandelt die Interpolation in den Tschebyscheff—
Nullstellen, nicht in den Extremstellen.
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9.2.1 Chebyshev Interpolation Matrix

Recall the definition of the Chebyshev polynomials:

T.(z) = cos(n-arccos(x)), n >0, x € [—1,1]
To(z) = 1,
Ti(x) = =,
T.(x) = 22T, 1(x) — T o(z), n>2, z €R.

The zeros of T,, are derived via:
T.(xj) = cos(narccosz;) =0
T; = COSEj;

g, = (2j—Dm/2, 1<j<n

2j—1 .
p; = 4=, 1<j<n
Ty = COS(W%),IS]’STL

Extrema of T,, are derived via:

T,(y;) = cos(narccosy;) = =£1

Yyj = COSyj
np; = Jm, 0<j<n

p; = T, 0<j<n

Yy; = Co8 (7?%), 0<j53<n.

Values of the Ty, ..., T, at the zeros of T}, are:

(2k+ )7

,I‘]('Ik)ZCOS(] o+ 2 ),OSJ,]{?S’I’L

(9.20)

This is the matrix arising in Chebyshev interpolation, i.e. interpolation
using the basis Ty, ..., T, and the n + 1 zeros of T,,; as data points. As in
our MATLAB programs, the point index is the row index when we write this
as an (n+ 1) x (n+ 1) matrix T. Then we define C' := TTT and consider its

entries
n n

¢y = Y T Ty(w) = SO(T, - T) ().

k=0 k=0
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We plug this into the Gauss-Chebyshev integration formula

o p(t)

T n
dt = > p(xx)
-1 /1 —1¢2 n+1:=

which is exact for all polynomials up to degree 2n + 1. We get
n+1 1 T(t)T;(t)

i = dt.
Cis T Jo1 V1 —+¢2
We now use the orthogonality relations
anonw, |70
_— —= — 1 = j
V1—1¢2 2
-Lovi=t T i=j=0.

If we define D as the (n + 1) x (n + 1) diagonal matrix with the diagonal
(1,1 L) we get TTT = C = (n+1)D.

IR

Theorem 9.21. Let T be the matrix arising for interpolation by Chebyshev

polynomauals in Chebyshev zeros. Then the matrix \/nl—HTD*I/2 1s orthogonal,

where D™Y2 has the diagonal (1,v/2,...,v/2).

Now we calculate the spectral condition of T'. We have
IT|| = max{V/\ : X is eigenvalue of T7T}.

But the spectrum of 77T = (n +1)D is

1
er3)

(n+1)(1,

| —

such that we get ||T'|| = v/n + 1. The same is done for T~!. The spectrum
of (T-HTT~1 is the same as of D~1/(n + 1), thus it is

1

——(1,2,...,2
n+1(77 7)

and we get [| T} = \/% Thus

Theorem 9.22. The spectral condition of the matriz T arising for interpo-
lation by Chebyshev polynomials in Chebyshev zeros is /2 independent of the
degree.
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We now look at the interpolation problem in the x;. The linear system
is

Ta = vy
n (2K + 1
— 2n + 2
7=0
for values y = (yo,...,yn)" and coefficients a = (ao, ..., a,)’. The system

can be solved without inversion of T via

TTTa = TTy
= (n+1)Da

1 17T
a_nJrlDT

which means
J2k+1)m .
R o 1<5<
@ n+1zyk < 2n + 2 ==

ag = n+1zyk

9.2.2 Discrete Cosine Transform DCT-II/III

The above transformation is one of the many cases of a discrete cosine
transform (DCT). Up to slight modifications, we shall show that this is
dct and idct in MATLAB, and there is a close connection to the Fourier
transform.

But since there are many cosine transforms on the market, and since the
connection to the discrete complex Fourier transform is somewhat unclear,
we have to do some additional modifications. First, we go back to standard
Fourier transform notation and write

(2k+ )7
Zajcos< +)> =y, 0<k<n

2n
2zl 2k + D
ﬁZykcos<%> = a; 1<j<n
h=0 1n1

_Zyk = Q.

MATLAB has the dct and idct transform pair (see the HELP documenta-
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tion)

— 2N
o m(2n —1)(k — 1)
z(n) = ;;w(k)y(k) Cos ( oN ), 1<n<N
w(l) = ﬁ
win) = 42, 2<n<N

which, if transformed back from MATLAB 1 : N notation to standard 0 : n—1
notation of the discrete Fourier transform DFT, gives

Y(k) = mmia X(j) cos (W) 0<k<n

X)) = :: w(k)Y (k) cos <7T<2‘727_£1)k>, 0<j<n (9.24)
w(0) = =

w(j) = iia 1<73<n.

To establish the connection to our previous form, we use the diagonal matrix
W with the vector w on the diagonal. Then the second transformation above,
written as X = idct(Y'), takes the form

X =idet(Y) =TWY

with our transformation matrix 7" of (@.23]). Thus the MATLAB idct func-
tion acts like TW, while the MATLAB dct function is WT7. Due to
T=' = 1D7'TT (in new notation 0 : n — 1) and D~ = W?2 we have

WTTTW = WnDW
pum I’

proving that the MATLAB functions dct, idct are indeed inverses of each
other. Furthermore, we see that these functions agree with ours up to diag-
onal matrix transformations.

Theorem 9.25. Interpolation in Chebyshev zeros by Chebyshev polynomials
is connected to discrete cosine transforms by certain simple O(n) transfor-
mations by diagonal matrices.
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The discrete cosine transform will turn out to be a special case of the
discrete Fourier transform, and thus it has a fast implementation via
FFT. To see this, and to link our notation with standard DCT notation as
in Wikipedia, we now look at the transform pair

72k + 1)

zj = Z:c;mos( o ),O§j<n

1 — 2k +1)7
Tp = §zo+jzlzjcos<%>,0§k<n

which is called DCT II and DCT III, respectively (see the Wikipedia), and
which are not exactly inverses of each other, as is to be shown. If we write
our first transforms in 0 : n — 1 notation in shorthand as

Ta = vy
Ty = a,
the above Wikipedia forms are
2z = Thx
20
2
z
z = T ,1
Zn—1
= %TD_lz.

Multiplication yields

iD= T'TD™!
snDD™
= oy,

such that the transformations are inverses of each other up to a scalar factor,
as claimed by the Wikipedia. Also, we can now easily relate the Wikipedia
forms of DCT II and DCT III to MATLAB functions dct, idct and to
interpolation in Chebyshev zeros by Chebyshev polynomials.

9.2.3 Connection to the Discrete Fourier Transform

For establishing the connection to the discrete complex Fourier transform
DFT (we assume that it is handled elsewhere), we use DCT II for simplicity.
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In particular, we shall connect the transforms

2k
z; = Z:p;wos( m(2k + >>, 0<j<n
2n
an—1 271_2]]{: (926>
Z; = ZXkeXp< ), 0<j<4n.
k=0 n

If we start with the first (and this will yield a DFT implementation of the
DCT), we go over to the second by setting

Xop = 0, 0<k<2n

Xogr1 = x, 0<k<n (9.27)
Xin—er1y = T, 0< k< n.
Then
i omijk
Z; = Y. Xkexp< 47? )
k=0
s 2mij(2k + 1 s 2mij(4n — (2k + 1
= D Xopprexp (%) + D X (2k41) €XP < 1 4n< ))>
k=0 - k=0
— 2m7(2
= 2Z$UkCOS <—7T‘7<4 + ))
n
2k +1
= ZZxkcos (77](2 + )> 0< ) <4n.
n

Thus Z; = 2z; for 0 < 7 < n, but for the other indices we have different
relations. Clearly, Zy,—; = Z; for all 0 < j < 4n and

Intj = 2 Z T}, COS

[
= QZxkcos<
[
(5

2r(n £ 7) 2k3+1)>

27 ( 2kni2k]+nij)>

= QZkaOS
= QZxkcos
_ —2Zxkcos<f— (2k+ )(ij)>

27 (+2kj —i—ni]))

m(2k + 1)(£5)

2n
= —Zpzj, 0< 7 <n.
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This means that the Z; are a cosine-like extension of the 2z;, i.e. Zy,..., Zsp_1
are

22’0, ceey 22n—17 O, _2271—17 ceey —22’1, —220, —22’1, ceey _22n—17 0, 2271—17 ceey 221.
(9.28)
If we have given data x,...,z,_1 for our cosine transform of length n in

([@28)), we apply (210) first to get a vector of 4n values X;. These are plugged
into an FFT program implementing the second formula of (I26), and the
result will be (@28), providing us with the required values of z,..., 2,1
with quite some overkill.

For the inverse transformation, we just have to go backwards, i.e. start by
extending the 2z; to the Z; as in (I28), do the inverse DCT transform, and
get the X; and the x; related by (0.27).

Theorem 9.29. The discrete cosine transform and interpolation in Cheby-
shev zeros by Chebyshev polynomials on n points can be implemented as a
discrete Fourier transform of length 4n. Thus there are FFT algorithms of
complezity nlogn for both the DCT and Chebyshev interpolation.

There are more efficient implementations of the DCT, but we do not want
to overdo it here.

But we add a little MATLAB m-file which tests all of the above.

% test Chebyshev interpolation, DCT and DFT via FFT
clear all;

close all;

n=>5;

tz=cos ((pi/(2*n+2) : 2xpi/(2*n+2) :pi))’
T=fliplr(cheby(tz,n))

cond (T)

dv=ones(n+1,1)/2;

dv(1,1)=1;

D=diag(dv)

T’*T-(n+1)*D

Tinv=inv(D)*T’/(n+1)

Tinv*T

nn=n+1

wv=ones (nn, 1) *sqrt(2)/sqrt(nn);
wv(1,1)=1/sqrt(nn);

W=diag(wv)
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idct(eye(nn))-T*W

dct(eye(nn)) -W*T’

x=rand(nn, 1)

z=T’*x

xx=zeros (4*nn, 1) ;

for j=0:nn-1
xx(2%j+2,1)=x(j+1,1);
xx(4*nn-2%j,1)=x(j+1,1);

end

XX

ccfull=real (fft(xx))/2

cc=ccfull(l:nn,1)

cc-z

ifft(ccfull)-xx/2

zz=zeros (4*nn, 1) ;

for j=0:nn-1
zz(j+1,1)=2%z(j+1,1);
zz(nn+j+2,1)=-2%z(nn-j, 1) ;

end

for j=0:2%nn-1
zz(4*nn-j,1)=2zz(j+2,1);

end

[zz,ccfull*2]

ci=real (ifft(zz))

[xx ci]

The function cheby.m is much like polyval:

function V=cheby(z,n)
% generates Chebyshev matrix for points z up to degree n
V(:,n+1) = ones(length(z),1);
V(:,n) = z;
for j = n-1:-1:1
V(:,3) = 2%z %V (:,j+1)-V(:,j+2);
end

9.2.4 DCT Compression

We have seen that the DCT performs a rescaled version of Chebyshev inter-
polation. But the connection is somewhat deeper, and we shall see experi-
mentally that chopping the DCT and then doing the inverse DCT is a good

189



compression algorithm. Thus we now want to work towards understanding
the compression effect in the DCT.

We do this in MATLAB style, i.e. we take a sequence X (0),...,X(n —1)
interpreted as function values. These are transformed by (@24) into a se-

quence Y (0),...,Y(n — 1) which have the semantics of coefficients. There,
small coefficients may be set to zero, and after backtransformation, the re-
sulting values X (0),..., X (n — 1) are interpreted as function values again.

What happens there? If naive users apply the DCT, the numbers X (j) will
be values

h
X()=fla+5+jh), 0<j<n

taken at equidistant data points with spacing h > 0 of a function f on [a, b]
with
h h
b:a+§+(n—1)-h+§:a+nh.

The interval [a, b] can be mapped to [0, 7] by

T —a
=7
14 b—a
such that .
a+2+jh—a 25 +1
o =nt T2t Ay oy,
nh 2n

Thus the equidistant points on [a, b] go into equidistant angles ¢; which are
related to the zeros x; of T,, via

xj = cos (W) = cos(¢p;).

Due to
b—a

™

rT=a+

we can define a function
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However, in what follows the function ¢ is considered to be even and 27-
periodic, because it is treated as an expansion into cosines. Thus what
happens in the DCT is a trigonometric interpolation of an even periodic
extension of f. This extension, if renormalized to 27-periodicity, is exactly
g. And since the interpolation preserves even trigonometric polynomials, the
result is exactly the representation of P,(g) in the cosine basis. This funda-

mental observation controls the approximation and compression properties
of the DCT.

If the function g obtained this way is in H*, the exact Fourier coefficients
a;(g) of g will have a decay like

laj ()| < CG+1)7 j >0

as we have seen when studying Fourier series. If the DCT would calculate the
exact a;(g), this would explain the compression effect completely. Smooth
functions g would need only a few large |a;(g)|.

But the algorithm calculates the coefficients of P,(g) instead of g. Anyway,
for j > 1 we know

w(0) = s(Pale) = = [ (o) ~ Palo)(e) cos o
and this implies

|a;(9) = a;(Pa(9))] < llg = Pa(g)ll2]l cos joll2 = llg = Pa(g)llz < Cn + 1)~

if we use the standard scaled Ly inner product. Thus the decay behavior
of the DCT coefficients is well comparable to the one of the exact Fourier
coefficients of g, and the accuracy even increases with n.

This is fine, but there will be continuity problems when the even periodic
extension of f does not lead to a smooth function g. Derivatives of f of odd
order at the artificial symmetry points should be zero for perfect performance
of the DCT. Boundary effects due to the even periodic extension can spoil
part of the performance.

9.3 Splines

Zur graphischen Interpolation einer Reihe von Datenpunkten (z;, f;), 0 <
7 < N, mit einer Knotenfolge

X: a=xy<z1<...<zxy=0b1in I :=a,b (9.30)
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benutzten Konstrukteure frither statt eines Kurvenlineals auch héufig einen
diinnen biegsamen Stab (Straklatte, engl. spline), den man durch Festk-
lemmen zwang, auf dem Zeichenpapier die gegebenen Punkte zu verbinden.
Anschlieffend konnte man dann ldngs des Stabes eine interpolierende Kurve
zeichnen. Physikalisch ist die Lage, die der Stab zwischen den Datenpunkten
einnimmt, durch ein Minimum der elastischen Energie charakterisiert, d.h.
die Gesamtkriimmung, gegeben durch das Integral

(y"(1)?
——— =t 9.31
|15 et (9.31)
wird durch die den Stab darstellende Funktion s(t) € C?(I) unter allen an-
deren zweimal stetig differenzierbaren Interpolierenden y minimiert.

Fiir den Fall kleiner erster Ableitungen kann man das Integral ([@31]) ndherungsweise

durch
/ Y (6)? di (9.32)
I

ersetzen. In der Variationsrechnung wird gezeigt, daf eine dieses Integral
minimierende zweimal stetig differenzierbare Funktion s zwischen den Punk-
ten x; sogar viermal stetig differenzierbar ist und die Gleichung sW(z) =0
erfiillt. Daher ist s stiickweise ein kubisches Polynom. Dies motiviert die
folgende

Definition 9.33. Die Funktionen aus dem linearen Raum

S

Si(X) = {3 c C*1(I)

liegt in Py, 1 <i < N} (9.34)

[xi—lyxi

heiffen polynomiale Spline—Funktionen oder Splines vom Grad < k auf
der Zerleqgung X gemdaj$ (9.30).

Beispiel 9.35. Im Falle k = 1 bestehen die Splines in S1(X) aus stetigen,
stiickweise linearen Funktionen, d.h. aus Polygonziigen. Bei beliebigem
N > 1 st jedes Lagrang@-Interpolationspmblem

s(z;) = fi, 0<i <N, mit se S (X)

eindeutig losbar, und die Losung ist durch die lokale lineare Interpolation von
je zwei Datenpunkten einfach konstruierbar. Es besteht hier keine Verkniip-
fung von Polynomgrad (k = 1) und Stiitzstellenzahl N, und im Gegensatz zur
Polynominterpolation lafit sich relativ leicht ein allgemeines Konvergenzre-
sultat beweisen.

48http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/ history/Biographies/Lagrange.html
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Stammen die Daten f; = f(x;) ndmlich von einer Funktion f € C?[a,b], so
gilt nach Satz 7?7 die Fehlerabschdtzung

£(2) = s@)] < 5 1F" e 12

fir alle © € [xg,xNn] und h := maxj<i<,(z; — x;_1), weil man zwischen zwei
Interpolationspunkten x; und v, stets |(x — xz;)(x — z41)] < h?/4 hat.
Fir h — 0 folgt also gleichmdflige Konvergenz der Interpolierenden, was
nach Beispiel 77 bei Polynominterpolation mit beliebigen Stiitzstellen nicht
gewdhrleistet ist. In dieser Hinsicht ist die Spline-Interpolation der Polynom-
Interpolation tiberlegen.

Figure 26: Polygonzug

Fiir die Praxis werden die im Falle £ = 3 in Definition auftretenden
kubischen Splines am héaufigsten verwendet; sie entsprechen ja auch dem
eingangs dargestellten physikalischen Prinzip der Straklatte. Daher soll in
diesem Abschnitt speziell fiir kubische Splines ein einfaches numerisches Kon-
struktionsverfahren fiir die Losung des Interpolationsproblems im Falle von
Lagrange@—\forgaben angegeben werden. Allgemeinere Methoden zur Berech-
nung von Kurven und Flédchen mit Spline-Funktionen finden sich in Abschnitt

]

Zu festen Knoten ([30) seien Interpolationsdaten fy. ..., fy € R vorgegeben.
Auf jedem der Teilintervalle [; := [x;_1,z;] ist die zweite Ableitung einer
Funktion s aus S3(X) linear. Mit den Abkiirzungen

b

ji=r =21 (1<j<N)
(9.36)

M; = s"(x;) (0<j<N)

“http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/ history/Biographies/Lagrange.html
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gilt also
1
s'(x) = . (Mj(x — xj—1) + Mj_1(z; — x)) fur allex € I;.  (9.37)
J
Daraus folgt fiir die Restriktion von s auf [z;_1,x;] durch zweimalige Inte-

gration

SL’]' —+ SL’jfl

s(x) = (Mj(z—xj1)°+ M, 1 (x;—)°)+b <$— 5 )+aj (9.38)

6h;

mit gewissen Integrationskonstanten aj;, 0;. Unter Benutzung der Inter-
polationsbedingungen soll daraus ein Gleichungssystem fiir die Parameter
M;, a;, b; hergeleitet werden. Bedient man sich der Identitét

(hj + hjia) A% (i1, 25, 2551) f
= ANxj, 54010) f — ANy, 250) f
= (AY(zj, zj00) f — Alay, 25) f) + (AN (g, 25) f — A1, 75) f)

= hjy1 A (zj, 25, x500) f + hy A (zj_q, x5, 25) f

(9.39)

und beriticksichtigt, daft bei der Bildung zweiter Differenzenquotienten lin-
eare Funktionen annulliert werden, so erhalt man aufgrund der vorgegebenen
Werte f; einerseits und der Form (@38) von s(z) andererseits die Gleichungen

(hy + hjr) D (@51, 25, 2500) f = (hy + hyjpa) A% (251, 25, T541)s

1

Jj+1 6h]’+1 (

1
Mjahypn +2M;h ) + by - o= (2Mjhy + M; 1 hy).

6h;
(9.40)
Durch Multiplikation mit 3+ (h;+h;.1)~" erhdlt man schlieflich das nur noch
die M; als Unbekannte enthaltende lineare Gleichungssystem

My + My + AjMyy =3 A% (w0, 25, 2500) f (9.41)
fiir y=1,..., N — 1 mit den Grofen

. h; N Nin
To2(hithie) T T 2(hy )

In (@41)) sind die Randwerte noch nicht beriicksichtigt.

1
)\j + Mj = 5 (942)

Beziiglich der Randvorgaben kann man 3 Félle unterscheiden:
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a)

Es seien zusétzlich feste Werte fiir My und My vorgeschrieben. Dann
ist durch (4T) bereits ein System von N — 1 Gleichungen mit N — 1
Unbekannten gegeben. Will man eine Straklatte simulieren, die aus
physikalischen Griinden aufierhalb der Interpolationspunkte immer ger-
adlinig verlauft, wird man einfach My = My = 0 setzen und erhélt
dann die sogenannten natiirlichen Splines.

Soll s periodisch sein, so identifiziert man
Mo = My, My =M, fniy1=f1, hnvyi =M

und bildet damit (@41 fiir die Indizes j = 1,..., N mit den Unbekan-
nten M, ..., My. Dies liefert N Gleichungen fiir N Unbekannte.

Sind zusatzlich zwei reelle Zahlen u, v vorgegeben und wird
s'"(xo) =u, s'(zn) =0

gefordert, so folgen mit (@38) die zusétzlichen Gleichungen

1 3
Moy + 5 My = 3A*(wo, o, 1) f = (u— Az, 21) ),
To — X1
5 My_1+ My = 3A%zn-1,2n,28)f = ——— (A (ay_1,2n8) [ —v).
IN —TN-1

Definiert man
Tr_q1 = X9, IN—-1 —IN, ho = hN+1 = 0,

so hat man in diesem Fall N 4+ 1 Gleichungen der Form (@Z1]) fiir
0 < j < N zur Bestimmung der N + 1 Unbekannten My, ..., My.

Hat man keine Ableitungsrandwerte zur Verfiigung, so ist das Erzwin-
gen von My = My = 0 im Falle natiirlicher Splines keineswegs natiir-
lich, sondern sollte durch eine andere, weniger willkiirliche Strategie
ersetzt werden. Die sogenannte “not-a-knot”-Bedingung benutzt die
unbestimmten Parameter an den Réndern, um die duflere Sprung-
stelle der dritten Ableitung zu eliminieren; dann liegt in [z, 5] und
[xn_2,2y] nur je ein kubisches Polynomstiick vor.

Aus ([@31) folgt
1

() = = (M; = Mjy) - auf [, 2]
j
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und man hat s”(z7) = s"”(2]) genau dann, wenn

1 1
— (My — My) = +— (My — M) (9.43)
hy ha
gilt. Das bedeutet
hq 1
My = M, — = (My — M) = - ((h1 + hg) My — hyMs)
2 2

und man kann (@47]) fiir 7 = 1 durch Elimination von M, modifizieren
oder ([@Z3) zu ([@41) hinzuftigen. Letztere Strategie fithrt noch zu einer
Matrix, die das schwache Zeilensummenkriterium erfiillt und deshalb
nichtsingular ist.

Wegen
1
)\j+/tj:§ und A; >0, p; >0

sind die Koeffizientenmatrizen der resultierenden linearen Gleichungssysteme
in den Féllen a) — ¢) diagonaldominant und wegen des Satzes 7?7 von Ger-
schgorin@ nicht singuléar.

In den Féllen a), ¢) und d) ist die Koeffizientenmatrix tridiagonal. Dann lafst
sich die Losung des Gleichungssystems nach dem Eliminationsverfahren von
Gauss] mit hichstens O(N) Punktoperationen durchfithren (vgl. Aufgaben
??7 und ?77). Stabilitdtsprobleme ergeben sich nicht, da die Matrix diagonal-
dominant ist. Auch der periodische Fall laft sich mit O(N) Operationen
16sen.

Betrachtet man das Interpolationsproblem
s(z;) = flz;)  (0<j<N)
s"(x;) = f"(x;) (3 =0,N)

zur Zerlegung (30) mit f € C*a,b] und einem kubischen Spline, so ergibt
sich aus der Identitdt (I39) mit

Aj = 6NA* (g, w5, w540) f + 6 A% (251, 25, 25) f
(9.44)
=N (f"(jq0) + 21" (25)) — p (2" (25) + f' (1))

5Ohttp://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/ history/Biographies/Gerschgorin.html
5lhttp://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/ history/Biographies/Gauss.html
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die Gleichung
BA (i, w ) f — Ay = pif" () + [ (x5) + N 7 (241)

und durch Subtraktion von (@.41]) folgt, daf die Werte €7 := s"(x;) — f"(x;)
(9.45)

das System
g1 +&j + A = 4

erfiillen. Als Anwendung des Satzes von Peand in Beispiel 77 liefert (77)

die Abschétzung
1
FYEEATEN
mit h = max;(z;41 — ;). Da gleichméfig in h das Gleichungssystem (H.43)
eine diagonaldominante Matrix besitzt von der Form E + B mit || B« = 3,
ist die Losung durch die rechte Seite gleichméfig abschétzbar, denn es gilt
B [ o 00 ) 1
I(E + B) Moo = | 2o (-1 | <3 Bl =71 =2
=0 w =0 2
Man erhalt )
max [s"(2;) = f"(2;)] < 277 F Pl (9.46)

0<j<N

Ist u(z) ein Polygonzug durch die Werte (x;, f(z;)), so folgt fiir z € [x;_;, z;]
nach der Konvergenzbetrachtung fiir Polygonziige in Beispiel die Fehler-

abschatzung
h2
(@) =" @)] < 1Pl

Fiir den Fehler s” — f” ergibt sich wegen u(xz;) = f/

2
I8 = f"lloo < N1s" = ulloe + Il = f"lloo < max]s"(z5) = ()] + 5 - 1FPloe

3
< Z R Y ..
< Sy
Damit erhélt man einen Teil von
Satz 9.47. Die kubische Spline-Interpolierende s € C?[a, b] der Lagrange@—

Daten einer Funktion f € C*[a,b] in den Punkten

a=xp<T1<...<xINy=0b

5Zhttp://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/ history/Biographies/Peano.html
53http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/ history/Biographies/Lagrange.html
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mit den Randbedingungen

s"(a) = f"(a), s"(b) = f"(b)
gentigt mit h = max; |z; — x;_;| den Abschdtzungen

: , SR .
HS(J) _ f(J)”OO < S A JHf(4)”ooa j=0,1,2.

Der noch offene Beweis der Félle j = 0 und 1 ergibt sich durch einfache
Anwendung des Satzes von RollePd und des obigen Lemmas.

9.4 B-Splines

Bei der praktischen Rechnung mit Spline-Funktionen aus dem schon in
definierten Raum

Sp(X):={s € C* YD) | s|,,_, ., istin Py 1<i<N}
mit der Zerlegung
X a<zgy<o<...<zn<b

kommt es darauf an, moglichst einfach handzuhabende Basen zu finden.
Beispielsweise kann man versuchen, spezielle Spline-Funktionen zu konstru-
ieren, die jeweils nur auf einem moglichst kleinen Teilintervall von Null ver-
schieden sind und eine Zerlegung der Eins bilden.

A

14

1
Bi+1

O T T ..I.. T }
Ti—1 Z; Tit1 Tit2 Tits

Figure 27: B-Splines ersten Grades

Shttp://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/ history/Biographies/Rolle.html
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Beispiel 9.48. Im Fulle k = 1 der Polygonziige ist das besonders einfach;
bis auf einen Faktor kann man die “Dach-Funktionen”

t—x;
T — R
Bl(t) == Tjta — 1 9.49
J< ) m Tjt1 St S Tjgo ( )
0 sonst

mit dem in Abb. [Z1 gezeigten Verlauf nehmen. Mit der schon beim Satz von
PeandP in (7?) verwendeten abgeschnittenen Potenzfunktion

(x —t)k r—t > 0, k>0
(x—t)k = 1/2 r—t = 0, k=0
0 sonst

fur x, t € R, k > 0 ldfit sich durch Finsetzen der Alternativen fir t aus

(TZ9) verifizieren, daf

(@2 =)} — (@i =% (@1 — 15 — (15— 1)
Tj+2 = Tjt1 Tjr1 — Tj

= (@42 — 7)) A3 (x5, Tja1, Tya2) (@ — 1))
_ pl
= B;(t)

gilt. Das motiviert

Definition 9.50. Zu allen © € 7Z seien paarweise verschiedene Punkte x; € R
mit —0o < ... < x 1 < xg < T1... < 00 vorgegeben. Dann heiffen die
Funktionen

Bj(t) = (wjprr1 — 1) AT (g, i) (@ — )] (9.51)
(fir j € Z, r > 0) auch B-Splines.
Beispiel 9.52. Man erhdlt fir r =0 auch

0 Tjt1 <t
BY(t) == (zji1 — ) — (z; — )5 =4 1 x; <t <xjp (9.53)
0 t < Z;

Diese Funktionen bilden natirliche Basen fiir Riume von Treppenfunktionen.
In den Sprungstellen wird das Mittel des rechts- und linksseitigen Grenzwertes
genommen.

5%http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/ history/Biographies/Peano.html
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Beispiel 9.54. Fir dieselbe Knotenverteilung wie in Abb. [Z4 zeigen die
Abbildungen [Z4 bzw. die quadratischen bzw. kubischen B-Splines.

A
14
04+
Ti—1 Z; Tit1 Tit2 Tits
Figure 27: B-Splines zweiten Grades
14
5 e .
......... - \\
0+  m— : : = 1
Ti—1 Z; Tit1 Tit2 Tits

Figure 28: B-Spline dritten Grades

Satz 9.55. Firr > 1 haben die B-Splines folgende Eigenschaften:

B € C"'(R), falls r>1 (sonst stiickweise stetig) (9.56)
B € P, in (xj,2j4r41) (9.57)
B} =0 in (2j1,41,00) und (—o0, ;) (9.58)
B(t) = ﬁ Br(t) + ﬁ Bt (9.59)
Bj’f(t) >0 firte (z;,xjr), r>0 (9.60)
ZB](»T) (t)=1  fir allet e R, r > 0. (9.61)

J
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Beweis: Die Aussagen (@h0), (@57) und (@5Y) sind klar. Fir r > 1
folgt

(i1 — xj)_lBg(t) =

= ANz, ) [( = )T (@ — T — T )]
= ANy ) (@ = )T (@ — 1))
+A (@), i) (2 = )T — 2j1)]
= (Tjrrt1r — A5, Tjrr) AL (2, s - Ty ) (2 — 8)
+AL (@), - @) A2 (@, 1) [(2 — 05712 — Tjir1)]

HAL (@), ) (@ — )
mit Aufgabe 7?7 und

(2 = 7 @ = 20r41) = O

AL, 2 [(2 = )2 = )] =

L — Ljyr+1
= (-1
Das ergibt

Tjyry1 — L _ Tjprr1 — 1 g
Bi(t)= —m — prol) — 2 iy
i) Ljtr+1 — Tj+1 () Tipr — x5 7 Q

+ Tjtr41 — Ty B;_l(t)
Ljtr = Xj

und daher gilt ([@59). Jetzt ist (@60) leicht induktiv nachzuweisen; als In-
duktionsanfang nimmt man (@53). Gilt ([@60) fiir B; ' und alle i € Z, so hat
Bj fiir alle t € (j,j4,r41) in der Darstellung (.59) als Linearkombination
positive Gewichte und es ist mindestens ein Summand positiv. Ebenso be-
weist man ([Z61]) durch Induktion, wobei man mit (Zh3)) beginnt und (Zh9)

zum Induktionsschlufl heranzieht. Damit ist der Satz bewiesen. O
Ist eine (nur theoretisch infinite) Knotenfolge
T < T < T <. ..

in R gegeben, so bilden die zugehorigen B-Splines nach Satz eine pos-
itive Zerlegung der Eins und man kann zu festem Grad r > 1 allgemeine
Linearkombinationen

s(t) = Z d; B} (t) (9.62)
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von normierten B-Splines betrachten, wobei die Koeffizienten d; hier vek-
torwertig aus R? sind, als Kontrollpunkte fungieren und de-Boor-Punkte
genannt werden. Weil B (¢) nur fiir ¢ € (z;,x;1,41) von Null verschieden
ist, werden in (62) stets nur endlich viele Terme summiert, obwohl die
Summe hier und im folgenden stets iiber alle i € Z erstreckt wird. Ferner
gilt offensichtlich

Satz 9.63. Verdndert man in einer B-Spline-Kurve (64) den de-Boor-
Punkt d;, so verdndert sich die Kurve nur im Bild von (z;, Tiyry1)- O

Die punktweise Auswertung einer Spline-Kurve
s(t) = Y ;B (1) (9.64)
J

erfolgt nicht notwendig iiber die Rekursionsformel der einzelnen B-Splines,
sondern iiber eine zum de Casteljau-Verfahren analoge Methode von de
Boor, die auf der Anwendung der Rekursion (Lh9) der B-Splines basiert:

T 1— 1t _ t—x,; _
sty =Y d; L1}3’?11ﬁ+7]B’?1t>
0 =T e e Rl

_ Tiy, — 1T t—x;
=Y B (— djoy + dj)
J Ljtr — Lj Ljtr — Tj

=) Bt ydM (1) = ...
= "Bo(t)d\" (1)

= d,(:)(t) falls =), <t < xp41

bei geeigneter Formulierung einer Rekursionsformel fiir die dg-r) (t). Ist t
ein fester Punkt aus (zy,zg.1), so ist die Summe in ([@64) nur tber j =
k —r, ...,k zu erstrecken, weil die iibrigen B-Splines in ¢ verschwinden. Es
folgt

Satz 9.65. FEs sei ...x_1 < 1y < 11 < ... eine Knotenfolge mit einer B-
Spline-Linearkombination

s(t) = Zij;(t). (9.66)

202



Ist dann t € (xy, Tk41) ein fester Punkt, so liefert die Rekursion

dP(t) = d;, k—r<j<k,

itr_p— 1 t—x;
dU () = T g0y =T 0y,
J ( ) Tiir_g — T j 1( ) Tjpr_g — T; j ( )

k—r+0+1<3<k, (=0,1,...,r—1
(9.67)
als d\”(t) den Wert s(t).

Das Verfahren (Z61) von de Boor ist einerseits wie das De-Casteljau-
Verfahren zur Berechnung einzelner Funktionswerte verwendbar; fallt man
andererseits die dy) als Polynome auf, so ist d,(:) das Polynom, mit dem s in
(Tg, Tgs1) libereinstimmt.

Tg—2 Tp—1 Tkt Tpyr Thto Tk43
Figure 29: De-Boor—Verfahren

Bemerkung 9.68. Wegen z; < o1, < 2p11 < Tjyr—¢ verschwinden die Nen-
ner in

(@64) auch dann nicht, wenn mehrfache Knoten zugelassen werden. Die
FEinschrankung auf das offene Intervall (xy, xxy1) ist nur fir r = 0 relevant,
im Normalfall r > 1 ist aus Stetigkeitsgrinden t € [xy, Ty 1] wahlbar.

Der Aufwand des Verfahrens ist etwa O(r?d) fiir jeden festen Punkt t. Die
Zahl der insgesamt vorhandenen Terme in (T6A) ist irrelevant, weil immer
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nur r + 1 der B-Splines an ewner Stelle t nitig sind. Natirlich ist das bei
Auswertung vieler Werte in einem festen Intervall [z, xr11] nicht gegeniiber
den schon behandelten effizienten Polynomauswertungsverfahren konkurren-
zfihig. Normalerweise ist bei Splines der Grad r aber klein gegen die Anzahl
der B-Splines, so dafi der Mehraufwand des de-Boor-Verfahrens nicht ins
Gewicht fallt.

Die numerische Anwendung von B-Spline-Darstellungen wird erleichtert
durch folgende zusétzliche Eigenschaften:

Satz 9.69. Die B-Splines erfillen die Gleichungen

d B(T)( ty=r (BJ('Tl)(t) _ Bj(ill)< ) )

Ljtr = X5 Tjtr41 — Tjt1

ke
1
AT (g asan) f(E) = /B C+D (1)t
t ( J Jj+ +1)f< ) (7,_'_ 1)| Tiirp1 — f ( )
d.h. der B-Spline ist bis auf die Normierung der Peandl-Kern des Dif-
ferenzenquotienten. Fir Linearkombinationen

=>d; B(1)
J

sind die Formeln

Sl<t) _ Z T<dj — djfl) B(»ril)(t)

i Titr T
/ S(tydt =S DB V() mit
J

Dj = Dj1 + dj(@jsri1 — 25)/(r + 1)
ber Differentiation und Integration niitzlich.
Aufgabe 9.70. Man beweise Satz 269,

Sowohl das Verfahren von de Casteljau als auch das Verfahren von
de Boor bilden neue Kontrollpunkte als Konvexkombinationen alter Kon-
trollpunkte. Setzt man formal a =z, = ... =1, < b =241 = ... =
Tgir, SO gehen beide Verfahren ineinander iiber. Die Bernstein-Bezier-
Darstellung eines Polynoms r-ten Grades iiber [a, b] ist somit formal identisch
zu einer B-Spline-Darstellung mit zwei je r-fachen Knoten.

56http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/ history/Biographies/Peano.html
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