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Einleitung

In der Wikipedia ist der Begriftf Numerik folgendermafien definiert:

Die numerische Mathematik, kurz Numerik genannt, beschéftigt sich
als Teilgebiet der Mathematik mit der Konstruktion und Analyse von
Algorithmen fiir kontinuierliche mathematische Probleme.

Interesse an solchen Algorithmen besteht meist aus einem der beiden folgenden
Griinde:

e Es gibt zu dem Problem keine explizite Losungsdarstellung (so zum Beispiel
bei den Navier-Stokes-Gleichungen oder bei Integralen ohne Stammfunk-
tion).

e Die Losungsdarstellung existiert zwar, ist jedoch nicht geeignet, um die
Losung schnell auszurechnen, beziehungsweise sie liegt in einer Form vor,
in der Rechenfehler sich stark bemerkbar machen (zum Beispiel bei vielen
Potenzreihen).

In der angewandten Mathematik setzt man dabei noch einen Schritt friither an:
Beschéftigt man sich mit Anwendungen, so liegt zunichst noch kein mathema-
tisches Problem vor, sondern einzig eine von Praktikern formulierte Problem-
beschreibung. Die erste Aufgabe besteht also in der Modellierung d.h. in der
Formalisierung eines in der Natur beobachteten Phéinomens oder eines 6konomis-
chen Problems durch ein sogenanntes mathematisches Modell. Mathematische
Modelle sind Systeme von Gleichungen oder Ungleichungen, durch die Beziehun-
gen zwischen bekannten und unbekannten Grofsen dargestellt werden. Dabei
konnen algebraische Gleichungen (oder Ungleichungen), Differentialgleichungen
oder Integralgleichungen verwendet werden und es diirfen dabei alle Arten von
Formeln oder Grenzwerten auftreten. Gibt es zusétzlich noch ein Kriterium zur
Beurteilung der Losung (eine Zielfunktion), so liegt ein Problem der mathematis-
chen Optimierung vor und das Modell wird auch als mathematisches Programm
bezeichnet.

Klassische Disziplinen der “reinen” Mathematik wie die Algebra und Analysis
beschéftigen sich mit Fragen der Existenz und Eindeutigkeit der Losungen mathe-
matischer Modelle. Dagegen besteht das Ziel der numerischen Mathematik darin,
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Verfahren zu entwickeln, mit denen sich die Losungen mathematischer Modelle
praktisch (auf derzeit verfiigbaren Rechenanlagen) ermitteln lassen. Typische
Beispiele dafiir sind:

e Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass ein reelles Polynom vom
Grad n auch n Nullstellen in der Menge der komplexen Zahlen besitzt. Der
Existenzbeweis ist jedoch nicht konstruktiv, d.h. man erhélt kein Verfahren,
wie man die entsprechenden Nullstellen bestimmen kann. Das liefert die
numerische Mathematik.

e Die Losung linearer, nicht singuldrer Gleichungssysteme kann durch die
Cramersche Regel aufgeschrieben werden. Fiir die praktische Berechnung
ist sie aber bei mehr als drei Variablen unbrauchbar.

e Der Satz von Weierstrass liefert die Aussage, dass stetige Funktionen auf
kompakten Mengen ihre Minima (oder Maxima) annehmen. Wie aber soll
man sie berechnen?

e Fiir Anfangswertprobleme einer gewohnlichen Differentialgleichung liefert
der Existenzbeweis von Picard-Lindel6f unter bestimmten Glattheitsvoraus-
setzungen ein konstruktives Iterationsverfahren. Bei der Realisierung auf
Computern ist dieses Verfahren aber nicht sonderlich effektiv.

In der vorliegenden Vorlesung Numerik I sollen Verfahren fiir die Berechnung
mathematischer Modelle vorgestellt und diskutiert werden. Dabei mdchte und
kann die Vorlesung keine Rezeptsammlung sein, die fiir jedes Problem der nu-
merischen Mathematik ein fertiges Losungsverfahren liefert. Vielmehr soll die
Methodik der numerischen Mathematik anhand ausgewédhlter Problemstellun-
genen deutlich werden. Um effiziente numerische Verfahren zu entwickeln, die
schlussendlich auch geeignet sind, praktische Probleme zu l6sen, ist in der ange-
wandten Mathematik genau wie in der “reinen” Mathematik eine saubere Theorie
vonnoten. Diese basiert fiir viele weiterfiihrende Bereiche auf der Funktionalanal-
ysis, die in dieser Vorlesung daher (aus den Grundvorlesungen wiederholt) und
fortgesetzt werden soll. (Lineare) Funktionalanalysis beschéftigt sich mit der
Untersuchung von (linearen) Abbildungen zwischen Rdumen mit topologischer
Struktur. Hier werden wir uns vor allem mit der Lésung von Gleichungssyste-
men in normierten Rdumen beschiftigen. Konkret werden in dieser Vorlesung
Numerik I Losungsverfahren fiir die folgenden Themen behandelt:

e Lineare Gleichungssysteme
e Ausgleichsprobleme

e Nullstellensuche (eine nichtlineare Gleichung oder ein System nichtlinearer
Gleichungen)



e Ligenwertprobleme

Alle diese Probleme verlangen das Losen eines Gleichungssystems und legen die
Grundlagen fiir die meisten Veranstaltungen in der Angewandten Mathematik.
So wird die Lésung von linearen Gleichungssystemen beispielsweise bei der Poly-
nominterpolation benétigt und es werden die in der Vorlesung Numerik II zu
besprechenden Integralgleichungen und Differentialgleichungen wieder als Gle-
ichungssysteme (in Funktionenrdumen) formuliert. In der Optimierung werden
ebenfalls Gleichungssysteme behandelt, die in der Regel aber unterbestimmt sind,
so dass viele Losungen existieren, unter denen dann anhand eines Zielfunktionals
eine moglichst gute ausgewahlt werden soll.

Die klassische Numerik beschéftigt sich vorrangig mit kontinuierlichen Proble-
men. Dagegen sind diskrete Probleme durch eine endliche Menge an mdoglichen
Losungen gekennzeichnet. Auch sie sind ein wichtiger Bestandteil der ange-
wandten Mathematik, insbesondere bei 6konomischen Fragestellungen. In diesem
Skript werden wir auf diskrete Probleme aber nicht eingehen; bei Interesse an der
Modellierung von Fragestellungen als diskrete Probleme kann die diesjdhrige Ve-
ranstaltung "Algorithmische Erginzung zur Numerik I" besucht werden, in der
Knobelaufgaben mit Hilfe von ganzzahligen Variablen modelliert und bearbeitet
werden sollen.

Die Vorlesung "Numerik I" richtet sich an Studierende der Mathematik ab dem
dritten Semester, und gerne auch an interessierte Physik oder Informatik-Studierende.
Die in der Vorlesung verwendeten Grundlagen sind so ausgewahlt, dass sie auch
aus der “Mathematik fiir Informatik-Anfinger” Vorlesung bekannt sein sollten.
Die Vorlesung bietet den Einstieg in den Bereich numerische Mathematik, wis-
senschaftliches Rechnen und Optimierung und ist als Grundlage der meisten Vor-
lesungen aus diesem Bereich zu verstehen. Die Vorlesung kann mit Numerik IT
oder mit Optimierung (oder mit beiden Vorlesungen!) fortgesetzt werden.

Um die numerische Mathematik richtig zu verstehen, sollte man natiirlich auch
einiges selbst programmiert und implementiert haben. Es werden in den Ubungen
daher theoretische und praktische Aufgaben gestellt, wobei die Programmierauf-
gaben mit MATLAB zu bearbeiten sind. MATLAB ist eine Skriptsprache, in der
viele numerische Verfahren, Operationen und die entsprechenden Datenstruk-
turen bereits zur Verfiigung stehen. Auf andere Schwierigkeiten trifft man, wenn
man ein Verfahren in einer "klassischen" Programmiersprache von Grund auf neu
implementieren mochte — es sei jedem empfohlen, das zumindest an einem der
besprochenen Verfahren einmal auszuprobieren.

Es gibt zahlreiche Lehrbiicher und Skripten iiber numerische Mathematik, von
denen die folgenden Quellen erwihnt werden sollen:

e J. Stoer, Numerische Mathematik I, Springer, 1989.



J. Werner. Numerische Mathematik 1, Vieweg, Braunschweig, 1992.

P. Deuflhard und A. Hohmann. Numerische Mathematik I. Walter de
Gruyter, Berlin, New York, 2nd edition, 1993.

R. Krefl. Numerical Analysis. Springer, New York, 1998.

M. Hanke-Bourgeois. Grundlagen der Numerischen Mathematik und des
wissenschaftlichen Rechnens. Teubner, Stuttgart, 2002.

R. Schaback, H. Wendland. Numerische Mathematik. Springer, Berlin,
2004.



Chapter 1

Entwurf und Analyse von
Algorithmen

Ein Algorithmus fiir ein Problem ist ein durch eine Abfolge von (Rechen-)Vor-
schriften beschriebenes Verfahren, das zu einer “Lésung” des Problems fiihrt. Je
nach Qualitdt der erzielten Losung, unterscheidet man zwischen exakten Ver-
fahren, konstruktiven Verfahren und Heuristiken.

Exakte Verfahren sind streng genommen nur bei diskreten mathematischen
Aufgaben moglich, in denen unter endlich vielen Moglichkeiten eine Losung auszuwéhlen
ist. Dazu gehort beispielsweise das Gebiet der ganzzahligen Programmierung
sowie die meisten Aufgaben in Netzwerken. Dagegen ist bei kontinuierlichen
Problemen aufgrund der beschriankten Genauigkeit der Darstellung reeller Zahlen
durch den Computer jede Losung eine Naherungslosung.

Ein konstruktives oder direktes Verfahren ist eine Rechenvorschrift, mit
deren Hilfe die numerische Lésung einer mathematischen Aufgabe in endlich vie-
len Rechenschritten beliebig genau ermittelt werden kann.

Lasst sich gar keine Genauigkeit angeben oder sind dieser Genauigkeit Grenzen
gesetzt, so spricht man von einer Heuristik. Kann wie im letzteren Fall zwar eine
Genauigkeit angegeben werden, diese ist aber beschriankt, so hat die Heuristik
eine Giitegarantie; man spricht dann auch von einer Approzximation. Heuristiken
werden vor allem bei sehr schweren Problemen der diskreten Optimierung ver-
wendet und fithren dort haufig zu empirisch sinnvollen Ergebnissen.

Hat man einen Algorithmus entwickelt, so interessieren die folgenden Fragestel-
lungen:

e Aufwand
e Fehleranalyse

e Stabilitat.



1.1 Aufwandsabschatzung von Algorithmen

Ein Verfahren kann nur dann sinnvoll eingesetzt werden, wenn es auch in prak-
tikabler Zeit eine Losung ermittelt. Daher ist es wichtig, den Aufwand ver-
schiedener Verfahren fiir die gleiche Aufgabenstellung vergleichend zu diskutieren.
Man spricht auch von der Komplexitat eines Verfahrens und bezeichnet damit
den Aufwand an wesentlichen Rechenoperationen in Abhéngigkeit einer sinnvoll
gewihlten Eingangsgrofe.

Als wesentliche Rechenoperationen zihlen wir Additionen, Subtraktionen,
Multiplikationen, Divisionen, Vergleiche und davon getrennt Funktionsauswer-
tungen. (Zuweisungen werden nicht gezéhlt.)

Die Eingangsgrofie kann iiber Turing-Maschinen in der theoretischen Infor-
matik sauber definiert werden. Sie reprasentiert die Grofe des Problems,
gegeben als die Lange der zur Beschreibung des Problems nétigen Daten.
Meistens wird sie vereinfacht durch einzelne Werte der Problembeschrei-
bung représentiert.

Beispiele:

e Bestimme das Minimum von n Zahlen x4, ...,x,: Hier bestimmt man die
Anzahl der Rechenoperationen in Abhéngigkeit der Zahl n. Fiir den ein-
fachen Algorithmus

Min := oo; For ¢ := 1 to n do: If z; < Min then Min := z;; Output: Min
ergeben sich n Vergleiche, also eine Anzahl von A;(n) = n wesentlichen
Rechenoperationen. Der Aufwand des Verfahrens ist also linear in n.
e Bei der Addition von zwei Vektoren z und y der Dimension k bietet sich
als sinnvolle Eingangsgrofe die Dimension £ an. Das Verfahren
Fori:=1to k do: z; :== x; + y;; Output: zq,...,2,
benotigt k£ Additionen, hat also ebenfalls einen linearen Aufwand von Ay (k) = k.
e Addition von zwei Matrizen A, B der Dimension k x k (mit Elementen

aij, bij, 1,7 =1,...,k): Hier kann man als Eingabegrofe k oder k? wihlen.
Das kanonische Verfahren ist das folgende.

For i :=1 to k do:
For j =1 to k do: ¢;; := a;; + bij;

Output: ¢;;, 1,7 =1,...,n



Die Anzahl der wesentlichen Rechenoperationen betriigt k2. Normaler-
weise wird man den Aufwand in Abhédngigkeit der Anzahl der Matrixele-
mente m = k% mit As(m) = m als linear angeben. In vielen Anwendun-
gen mit quadratischen Matrizen macht es aber Sinn, die Dimension £ als
Eingabegrofe zu wihlen, was zu einem quadratischen Aufwand A4 (k) = k?
fiihrt.

Bei komplizierteren Problemen sind meist verschiedene Verfahren mit jeweils un-
terschiedlichem Aufwand moglich. Hat man also z.B. einen Algorithmus A und
einen Algorithmus B zur Auswahl, und ist der Aufwand beider Verfahren durch
Funktionen A(n) beziehungsweise B(n) bekannt so wird man fiir die Problem-
groke n das Verfahren mit dem jeweils kleineren Aufwand wéhlen.

Um fiir steigende Problemgréfen den Aufwand von zwei Verfahren auf einfache
Methode zu vergleichen, bieten sich die Landau-Symbole an. Diese sind nicht nur
in der Analyse von Aufwandsabschitzungen sondern allgemeiner zur quantita-
tiven Beschreibung von Grenzprozessen ein wichtiges Hilfsmittel.

Die Landau-Symbole geben dabei an, wie sich die Grofe von zwei Funktionen
a(n),b(n) : IN — R im Verhéltnis zueinander entwickelt, wenn n — oo geht.

Definition 1.1 Seien (a,), (b,) reelle Zahlenfolgen. Die Landau-Symbole sind
wie folgt definiert.

1. a, = O(b,) falls es ein C € R,C > 0 und ein N € IN gibt mit
la,| < Clb,| fir alle n > N.

2. a, = o(by,) falls es zu jedem € > 0 ein N € IN gibt mit

la,| < e€lby| fiir allen > N.

3. a, = O(b,) falls a, = O(b,) und b, = O(a,) und

Um die Bedeutung dieser Symbole zu verdeutlichen, formulieren wir die Aussagen
um, indem wir die Entwicklung des Quotienten 7 betrachten, um die Wachstum-
sraten der beiden Folgen zu vergleichen. Nehmen wir dazu an, dass b, = 0 fiir

hochstens endlich viele Folgenglieder ist. Dann erhélt man:

Inl < ¢ fiir alle n > N und ein C' > 0.

n

— 0

by

Qn

a, =0(b,) = (1 < < Oy fiir alle n > N und Cy,Cy > 0.

n



Die Bedeutung der Landau-Symbole kann hier nun abgelesen werden: Ist a, =
O(b,,) so wichst a, nicht schneller als b, ist a, = O(b,), dann wachsen beide
Folgen anndhernd gleich schnell und bei a,, = o(b,) wéchst b, viel schneller als
(.-

Einfache Beispiele:

n?> = 0O(n?)

n® = O35’

n’ O(3n*)
in? = O(n®

n® = O(3n?)

n® = o(mpgn’)

2 £ ofbnd)

Lemma 1.2 Die folgenden Aussagen gelten:

1. Alle drei Begriffe sind transitiv, d.h.
a, = O(byn), by, = O(c,) = a, = O(cy),
analog fiir o und ©.

2. © ist eine Aquivalenzrelation
3. a, = o(b,) = a, = O(b,) und b, # O(ay)
Beweis: Lisst sich leicht nachrechnen, Ubungen!

Weiterhin sollte man sich klar machen, dass

a, =0(b,) <= a, =0(ab,) fiir alle « € R\ {0}
a, = O(b,) und @/, = O(b,) = a,+a, =0O(b,).

Diese Aussagen gelten ebenfalls fiir o, ©.

Von grofer praktischer Bedeutung sind die folgenden Aussagen:

e Logarithmisches Wachstum langsamer ist als polynomiales, in Formeln:

(logg(n))” = o(n®) fiir alle o > 0,3 > 1,7 > 0.

e Polynomiales Wachstum schwécher ist als exponentielles,

n® = o(f") fir alle a > 0,8 > 1.
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e Exponentielles Wachstum schwécher ist als fakultatives,

p" = o(n!) fiir alle g > 1.

Diese Aussagen lassen sich nun auf die Analyse von Algorithmen anwenden. Dazu
betrachten wir die folgenden beiden schematischen Algorithmen-Bruchstiicke:

e Algorithmus 1:

Schritt 1: Fiihre Verfahren A aus
Schritt 2: Fiihre Verfahren B aus

Hat Verfahren A einen Aufwand von O(a,) und Verfahren B einen Aufwand von
O(by), und gilt a,, = O(b,), so ergibt sich fiir Algorithmus 1 ein Aufwand von
O(by), das heift, bei der Hintereinanderausfithrung von Algorithmenteilen ist
immer der grofsere Aufwand mafgebend.

e Algorithmus 2:
Schritt 1: Fiir m = 1,..., M fiihre Verfahren A aus

Hat Verfahren A einen Aufwand von O(a,), und lésst sich die Grofse der Zahl M
in Abhéngigkeit von der Eingabegrofe n durch M = O(c,) abschiitzen, so ergibt
sich fiir Algorithmus 2 ein Aufwand von O(a,, - ¢;,).

Abschliefsend erweitern wir Definition 1.1 auf beliebige Funktionen. Vor allem
O und o werden in dieser Formulierung auch haufig fiir die Abschidtzung von
Restgliedern verwendet.

Definition 1.3 Seien f,g: R — R. Dann definiert man
o f=0(g) firx — xo falls f(x,) = O(g(x,)) fir jede Folge x, — xo.
e Analog fiir o, ©.

Es lasst sich leicht zeigen, dass obige Definition dquivalent ist zu den folgenden
Aussagen:

o f = 0(g) falls es eine Zahl C' > 0 und eine Umgebung U = U(z() von z
gibt, so dass |f(z)| < C|g(x)] fiir alle z € U.

e f =o0(g) falls es zu jedem £ > 0 eine Umgebung U = U(xy) von x, gibt, so
dass | f(x)| < e|g(z)]| fiir alle z € U.

o [ =0(g) falls es Zahlen C},Cy > 0 und eine Umgebung U = U(x() von z;
gibt, so dass C1|g(x)| < |f(z)| < Colg(z)] fiir alle x € U.

Ubung: Sei f(z) = 1+a+2>+2’+a'+. ... Zeigen Sie, dass f(z) = 1+x+0(2?)
fir v — 0. Gilt auch f(xr) =1+ x + o(a?) firz — 07
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1.2 Fehlerabschitzung

Hat man ein Verfahren zur Lésung eines mathematischen Problems entwickelt,
so sollte man den Fehler in der Losung abschéitzen. Um zu formalisieren, was
man unter Fehler versteht, betrachten wir ein mathematisches Problem mit Ein-
gangsdaten £. Die exakte Losung des Problems bei Vorliegen der Eingangsdaten
¢ sei = f(£). Fiir das Problem liege weiterhin ein Algorithmus Alg vor, der
bei Vorliegen der Eingangsdaten ¢ die Losung Alg(§) ausgibt. Wir unterscheiden
dann die folgenden Fehler.

Definition 1.4 Sei & = Alg(§) die von einem Verfahren Alg bei (fehlerhaften)
Eingangsdaten & ermittelte Losung. Sei x = f(&) die exakte Lisung des Problems
mit exakten Eingangsdaten £. Sei || - || eine Norm auf dem Raum der Fingangs-
daten und auf dem Raum der Lisungen.

o ||Z — || bezeichnet den absoluten Fehler der Lisung. Im Fall x # 0 heifit
|z

| h;ﬁ” der relative Fehler der Lisung.

e Der absolute Verfahrensfehler eines Verfahrens Alg ist [|Alg(§) — f(€)]],

der relative Verfahrensfehler fir f(£) # 0 ist W.

Das Verfahren Alg nennt man K-Approximation, wenn es fir alle maglichen
Instanzen (d.h. fir alle mdéglichen Eingangsdaten) & eine Losung ermittelt,
deren relativer Fehler mazimal K ist, wenn also fir alle & mit f(x;) # 0

gilt:
JAlg(©) ~ £ _
[pAS)
e Der durch fehlerhafte Eingangsdaten ibertragene absolute Fehler ist Hf(g) — £,
der durch fehlerhafte Fingangsdaten iibertragene relative Fehler ist W

(fir f(£) #0).

Verfahrensfehler: Konsistenz

Wir beschéftigen uns zunichst mit Verfahrensfehlern. Diese werden von dem
vorliegenden Verfahren an sich verursacht, selbst wenn man exakte Eingangs-
daten hat und exakt rechnen kann. Bei der Analyse von Verfahrensfehlern geht
man davon aus, dass sich das Verfahren Alg; durch einen Parameter h steuern
lasst. Solche Parameter kénnen z.B. die Abbruchbedingung bezeichnen oder
Diskretisierungsparameter sein, die die Schrittweite bestimmen. Wir geben fiir
beide Typen ein Beispiel:

Wir schauen uns zunichst die Abschatzung des Abbruchfehlers am Beispiel der
Berechnung der Exponentialfunktion exp(§) = Z?io i—], an. Ein mogliches Ver-
fahren zur Berechnung von exp(§) fiir € € R besteht in der Auswerten der n-ten
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Partialsumme

(In den Bezeichnungen von Definition 1.4 ist Alg,,(§) = P,(£) und f(§) = exp(§).)
Wir nehmen an, dass n > [£| gewdhlt wurde.
Fiir £ < 0 erhélt man den absoluten Abbruchfehler

o] fj
o

lexp(§) — Pu(§)] =

|
jent1
- |§|n+1 B |§|n+2 |§|n+3 B |£|n+4 |€|n+5
T (n+1)! (n+2)! (n+3)! (n+4)!  (n+5)!
<0 <0
n+1
_
— (n+1)!
und fiir £ > 0 kann man
gn-&-l ‘€|n+1
o Z s Z" CEEV A

abschétzen. Das Verfahren, exp(¢) durch Auswertung der n- ten Partialsumme zu
bestimmen, ist also fiir positive reelle Zahlen £ eine K = |le )Y ~~Approximation.
Weil [£]"" = o ((n+ 1)!), kann man die gewiinschte Zahl exp(&) beliebig genau

approximieren, indem man n wachsen lasst.

Der zweite Typ von Verfahrensfehler betrifft den Diskretisierungsfehler und fiihrt
zum Begriff der Konsistenz des vorliegenden Verfahrens.

Definition 1.5 Sei Alg, ein von einem Diskretisierungsparameter h abhdingiges
Verfahren. Bezeichne Alg, () die von dem Verfahren ermittelte Losung und f(§)
die exakte Lésung des Problems mit denselben Eingangsdaten £. Das Verfahren
Alg,, heifst konsistent falls fir alle Fingangsdaten &

1£(€) = Alg,, ()]l = 0 fiir h — 0.
Das Verfahren hat die Konsistenzordnung p falls fiir alle §

17 (€) — Alg,, ()] = O(A”).

Als Beispiel betrachten wir die numerische Berechnung der Ableitung einer (dif-
ferenzierbaren) Funktion g(z) an einem gegebenen Punkt £ = xy. Dazu kénnen
wir folgende Verfahren wéhlen:

h) —
einfacher Differenzenquotient: Algh(g) 9(& + })L 9()
zentraler Differenzenquotient: Al 2(5) g€ +h) 2hg<§ —h)
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Die Taylorentwicklung

g(€ +h) = g(€) + hy'(€) + L™

mit einer Zwischenstelle n € [, & + h| liefert fiir den einfachen Differenzenquo-

tienten

g"(n)
2

|Alg, (&) — ()| =h
Dagegen ergibt sich unter Zuhilfenahme der Taylorentwicklung

= O(h).

2,01 3,11
g€+ 1) = g(&) + hg'(€) + =51 +

mit n € [£,£ + h] fiir den zentralen Differenzenquotienten

9" (m) + 9" (1)
12

|Alg;,(§) — g'(&)| = = O(h?)

In beiden Fillen geht der Fehler fiir h — 0 gegen Null, aber der zentrale Differen-
zenquotient hat eine héhere Konsistenzordnung als der einfache Differenzenquo-
tient.

Eingangsfehler

Ein wichtiger Bestandteil der Fehleranalyse ist es, zu untersuchen, wie sich Fehler
in den Eingangsdaten auf das vorliegende Verfahren auswirken. Eingangsfehler
beziehen sich auf die Qualitdt der Eingabedaten, die aufgrund von Messfehlern
oder aufgrund statistischer Schwankungen ungenau vorliegen kénnen. Oft sind
Eingabedaten auch nicht hinreichend bekannt und man ist auf Schitzwerte (z.B.
iber das Wetter oder das Kundenverhalten) angewiesen. Eingangsfehler liegen
insbesondere vor, wenn die Eingangsdaten durch die jeweilige Maschinengenauigkeit
bedingt bei der Eingabe gerundet werden miissen. Bevor wir hier die Auswirkung
von Eingangsfehlern auf das Verfahren untersuchen, betrachten wir die Gréfse von
Rundungsfehlern, um zu sehen, mit welcher Abweichung der Eingangsdaten wir
zumindest rechnen miissen.

In Rechnern verwendet man in der Regel die Darstellung durch Gleitkommazahlen
mit einer Basis von B = 2 und eine Stellenzahl von m = 52, um mit einem weit-
eren Vorzeichenbit und 11 Bits fiir die Exponentendarstellung mit insgesamt 64
Bits pro Zahl aus zukommen. Gleitkommazahlen garantieren eine feste relative
Genauigkeit der Zahldarstellung.

Satz 1.6 Fir die nach m Stellen abgeschnittene B-adische Darstellung rd,,(z)
von z gilt das Rundungsgesetz

|x — rd,(z)] < |z|eps

mit eps = B, d.h. der relative Fehler ist kleiner als #.
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Heutige Rechner stellen also alle reelle Zahlen mit einem maximalen relativen
Fehler von eps = 27°! & 4.4409-107' dar, d.h. die 16te Dezimalstelle ist bis auf 5
Einheiten genau. Erfreulicherweise ist auf den meisten Rechenanlagen gewahrleis-
tet, dass auch alle Einzeloperationen (+.—,-,/ aber auch sin, VoeXp .) auf

Gleitkommazahlen mit einem maximalen relativen Fehler eps = 27°! ausgefiihrt
werden. Deshalb bezeichnet man eps auch als Maschinengenauigkeit. Den-
noch konnen sich die entstehenden Rundungsfehler im Verlauf eines Verfahrens
vergrofern.

Fortpflanzung von Eingangsfehlern: Kondition und Stabilitat

Eingangsfehler und bei der Eingabe entstehende Rundungsfehler sind zunéachst
unabhéngig von der gewdhlten Rechenmethode, aber man muss besonders fiir
konstruktive Verfahren abschétzen, wie sich solche Fehler im Verlauf des Ver-
fahrens weiterentwickeln. Dabei werden schon vorhandene Fehler in jedem Schritt
des Verfahrens iibertragen. (Rundungsfehler konnen zusitzlich bei jeder nu-
merischen Operation neu entstehen.)

Das Ziel ist, abzuschitzen, wie schlimm sich Eingangsfehler auf die Qualitit des
Ergebnisses auswirken. Dazu sei x = f(§) die exakte Losung eines Problems in
Abhéngigkeit einer Eingangsgrofe y und es sei Alg der numerische Algorithmus,
sowie ¢ die gestorten Eingangsdaten. Nach Definition 1.4 interessieren wir uns
fiir den folgenden (absoluten) Fehler:

1AIg(€) — f(O)]-

Mit der Dreiecksungleichung gilt:

IAlg(©) = FO = I1Alg(©) — (€) + f(€) = FE)
< Alg@) = FOI+]FE) = f©I-

>

Stabilitat Kondition

Hierbei sagt der erste Fehler-Term aus, wie gut sich das Verfahren Alg(¢) im
Vergleich mit der exakten Losung f (5 ) des Problems bei gestorten Eingangsdaten
¢ verhalt. Dieser Term ist klein, wenn das Verfahren stabil ist. Der zweite
Term héngt dagegen nicht von dem Verfahren ab, sondern ausschlieflich von dem
Problem. Er ist klein, wenn das Problem gut konditioniert ist. Die Stabilitét
ist also eine Eigenschaft des Algorithmus und die Kondition eine Eigenschaft des

Problems.

Ein gut konditioniertes Problem liegt vor, wenn kleine Anderungen der Eingangs-
daten auch nur kleine Anderungen der berechneten Losung bewirken. Das Prob-
lem wird dann auch robust genannt. Bei schlecht konditionierten Problemen muss
man spezielle Verfahren entwickeln, um gute Losungen zu erhalten.
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Notation 1.7 Sei f(§) die exakte Lisung eines Problems und f(&) die sich aus
fehlerhaften Eingangsdaten ergebende Lisung desselben Problems. Die Kondi-
tion des Problems ist der im ungiinstigsten Fall auftretende Vergroflerungsfaktor
fiir den FEinfluss von relativen Eingangsfehlern auf relative Ergebnisfehler, d.h.
gibt es ein C' > 0 so dass

@1l — el
o = O

fiir alle Eingangsdaten &, €, so hat das Problem die Kondition C.
Ist die Kondition eines Problems grofs, so spricht man von einem schlecht kon-
ditionierten Problem.

Im folgenden analysieren wir die Kondition der Operationen +, —, -, /, das heifst,
wie sich relative Fehler (die z.B. durch Rundung entstanden sein kénnen und
dann wie in Satz 1.6 ausgefiihrt eine relative Grofe von bis zu eps haben koénnen)
durch +, —, -, / fortpflanzen, wenn diese exakt ausgefiihrt werden.

Lemma 1.8 Seien z,y € R\ {0} Fingangsdaten mit relativen Fehlern

T—x 7 — y'
Er = , Gy = |7
x y
Fiir den relativen Fehler bei der Addition gilt
T+y—(z+y) <ot | e |4
r+y T+y Tty

Beweis: Nachrechnen zeigt, dass

Ty -ty o a gyl rles +lyley b |y
Tty |z + v |z + v “le4y YN +yl|
QED

Haben x und y das gleiche Vorzeichen, so ergibt sich also bei der Addition der bei-
den Zahlen ein relativer Fehler von hochstens €, +¢,, die Kondition der Addition
ist (in der || - |[;-Norm) also 1.

Dagegen kann der relative Fehler bei der Subtraktion von zwei Zahlen x, y gleichen
Vorzeichens (also der Addition von x und —y) den moglicherweise sehr grofen
Wert

erreichen.
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Lemma 1.9 Seien z,y € R\ {0} mit relativen Fehlern

r—XT

Er =

Unter Vernachlissigung von Produkten von Fehlern ldisst sich der relative Fehler
bei der Multiplikation abschdatzen durch

Ty —xy

<éeptegy
Ty

und der relative Fehler bei der Division durch

z
Y

<&

< &g tey.

)

Beweis: Auch hier rechnen wir nach:

iy —wy| (f—w)zﬂx(@—y)’ < |7 = =[lgl + =[]y — y]
Y Y - |7yl
= & y‘ +ey S €8yt t+ &y,
Y
wobei im letzten Schritt ausgenutzt wurde, dass
'g '] |y!_8er1
y yl Iyl
Vernachléssigen wir nun Produkte von Fehlern, erhalten wir das gewiinschte

Ergebnis.
Es fehlt noch die Fehleriibertragung bei der Division:

&

| _ @y —ag oy _ @ -2y taly—9) W
m yg o x Ty
< g, g'%—sy g .
Y Yy
Fiir den letzten Schritt schitzen wir ab, dass
g' < gl li—ul vl
J |91 I al
= 1+5y‘y|<1+€ (1+6y@)
9] |9
< 1+8y+€%<1+ +€+y;y=<
)

= l+¢e,+0(e) fiir g, — 0.
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Vernachlassigen der Produkte von Fehlern ergibt das gewiinschte Ergebnis. QED

Wir fassen die Ergebnisse zusammen: Ist das zu betrachtende Problem die Mul-

tiplikation oder Division von zwei Zahlen (d.h. f(z,y) = x -y oder f(z,y) = %)

Y

f(i,?])—f(x,y)
fzy)
den relativen Fehler eine Addition der Betrége der relativen Fehler ¢, + ¢, der

Eingangsgrofen x und y zu erwarten. Beide Probleme sind also gut kondition-
iert. Betrachten wir nun die Addition: Haben die beiden zu addierenden Zahlen
das gleiche Vorzeichen, so sind die Faktoren |i—| und |#-| aus Lemma 1.8
beide durch 1 beschrinkt, so dass wir wieder eine gute Kondition erhalten. Bei
der Addition von Zahlen verschiedenen Vorzeichens (also der Subtraktion von
Zahlen gleichen Vorzeichens) konnen die beiden Faktoren | £ | und [*-| dage-
gen beliebig grof werden. Dieses Problem ist also schlecht konditioniert. Wir
demonstrieren das an einem Beispiel:

so haben wir gezeigt, dass ’ klein ist: Im schlimmsten Fall ist fiir

Rechnen wir mit 6-stelliger Genauigkeit und subtrahieren die beiden 6-stelligen
Zahlen x = 1234.00 und y = 1233.99. Angenommen, der relative Fehler von z
betragt ¢, = 0.1, also z.B. £ = 1357.40 und der relative Fehler von y ist sogar
Null (§ = y). Dennoch ergibt sich ein relativer Fehler ¢,_, der Differenz von x
und y von

T—y—(r—y) 12341-0.01

ey = = = 12340.00
ooy T—y 0.01

und das, obwohl wir exakt gerechnet haben!

Das Beispiel demonstriert, dass die Subtraktion von zwei Zahlen schlecht kondi-
tioniert ist, wenn die beiden zu subtrahierenden Zahlen fast gleich grof sind. Der
Effekt wird als Ausléschung bezeichnet. Er ist ein ernst zu nehmendes Problem
im wissenschaftlichen Rechnen. Man sollte daher, wenn es irgendwie méglich ist,
die Differenzenbildung von fast gleich grofien Zahlen vermeiden, oder zumindest
moglichst zum Schluss eines Verfahrens ausfiihren.

Konsistenz und Kondition

Betrachten wir abschliefend noch einmal ein Verfahren Alg,, das von einem
Diskretisierungsparameter h abhéngt. Oft ist es nicht mdéglich, h so zu wihlen,
dass gleichzeitig eine gute Kondition und ein kleiner Verfahrensfehler erreicht
werden. So mochte man h haufig klein wahlen, um den Diskretisierungsfehler
klein zu halten. Andererseits konnen kleine Werte von h aber zu einer schlechten
Kondition fiihren.

Wir demonstrieren das erneut am Beispiel der numerischen Berechnung der Ableitun-
gen einer differenzierbaren Funktion g : R — R mittels des einfachen Differen-
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zenquotienten

gle +h) — g(x)

o :

Nach dem schon besprochenen Beispiel auf Seite 14 sollte man h moglichst klein
wahlen, um einen kleinen Diskretisierungsfehler zu erreichen. Andererseits fithren
kleine Werte von h, (h > 0) zu einer Ausléschung bei der Differenzenbildung im
Zahler. Ein relativer Fehler von maximal ¢ in der Berechnung der Werte g(z)
und g(x + h) hat nach Lemma 1.8 bei der Differenzenbildung im Zihler einen
relativen Fehler von bis zu

‘ g(z +h) ‘ 9(z) o e+ n)+g()]_  2¢lg(2)]
gz +h) —g(@)[ " |g(x+h) —g(z) gz +h) —g(=)] ~ [hg'(2)]

zur Folge. Das Problem ist also fiir kleine Werte von h schlecht konditioniert.
Man ist also in einer Zwickmiihle: Fiir kleine Werte von h ist die Ausléschung
grof, fiir groke h ist dagegen der Diskretisierungsfehler grofs. Einige weitere Be-
trachtungen fithren zu der Faustregel h &~ /e, die z.B. in [Schaback und Wend-
land, 2004] nachgelesen werden kann.
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Chapter 2

Lineare Gleichungssysteme:
Eliminationsvertfahren

2.1 Begriffe und Grundlagen

Wir wollen zunéchst die notigen Notationen einfithren und dabei einige Begriffe
und Ergebnisse aus der Linearen Algebra wiederholen.

Notation 2.1 A € IK™" bezeichne eine reelle oder komplexre m x n Matrix,
d.h. eine Matriz mit m Zeilen und n Spalten. Wir schreiben

ayj; a2 ... Qin a1

Qg1 A22 ... Q2qp a2
A= (aij)z‘:l ..... m,j=1,...n — . . . . = ( A Ay L A, ) =

A1 Ama - Qmp Ay

Dabei bezeichnen a;; die Elemente der Matriz A, A; die Spalten der Matriz und
a; thre Zeilen, 1 =1,...,m,7 =1,...,n. Gilt m = n so nennt man die Matrix
quadratisch.

Matrizen kann man miteinander multiplizieren, allerdings ist die Matrixmultip-
likation nicht kommutativ. Die Einheitsmatrix I € IK™" beziiglich der Mul-
tiplikation von quadratischen Matrizen hat die Elemente e;; = 0 fiir alle ¢ # j,
ei; = 1,i=1,...,n. Die Spalten von I sind die Einheitsvektoren, die wir (ab-
weichend von Notation 2.1) wie in der Literatur sonst auch iiblich mit eq,... e,
bezeichnen. Gibt es zu einer Matrix A eine Matrix A~ ' mit A- At =A"1. A=1
so nennt man A invertierbar.

Wir konnen jetzt definieren, was ein lineares Gleichungssystem ist:

Definition 2.2 FEin lineares Gleichungssystem

Axr =10
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ist gegeben durch eine Matriz A € TK™", einen Vektor b = (by,...,by)" €
K™ und n Variable zy,...,x,, geschricben als Vektor x = (x1,...,z,)". Aus-
geschrieben erhdlt man m Gleichungen

a1121 + a12%9 + ... + @1nTy, = bl
a91X1 + 22T + ... + QonT, = bg
Am1T1 + Apmalo + ...+ Gpp®y = bm

Falls b =0 nennt man das Gleichungssystem homogen.
Ist m < n so heifit das Gleichungssystem unterbestimmt.

Lineare Gleichungssysteme haben ausgesprochen viele Anwendungen. Einerseits
tauchen sie direkt als praktische Probleme auf, andererseits sind sie ein wichtiger
Baustein fiir viele numerische Verfahren z.B. zur numerischen Lésung von Differ-
entialgleichungen.

Wir wiederholen einige Begriffe aus der linearen Algebra. Seien A4,,..., A, € K"
Vektoren. Dann bezeichne

p
span{Ai, ..., Ay} = {Z a;A; oy € IK}
i=1

die Menge der von A, ..., A, erzeugten Linearkombinationen (die lineare Hiille
von Ay, ... Ay).

Sicherheitshalber erinnern wir noch an den Begriff der linearen Unabhéngigkeit:
Die Vektoren Ay, ..., A, heiflen linear unabhéngig, falls aus > ©_, a; A; = 0 folgt,
dass a; = 0 fiir ¢ = 1,...,p. Die Anzahl der linear unabhingigen Spalten
einer Matrix A definiert den Spaltenrang der Matrix, und dieser entspricht ihrem
Zeilenrang, d.h. der Anzahl der linear unabhéngigen Zeilen von A.

Satz 2.3 Sei A € IK"™". Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) A ist invertierbar
(11) det(A) #0

(11i) Die Spalten Ay, ..., A, von A sind linear unabhdngig.

(iv) Die Zeilen aq, ..., a, von A sind linear unabhingig.
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Die Matrix A nennt man in obigem Fall auch requldr oder nicht-singuldr. Eine
m X n Matrix A kann man als lineare Abbildung

A K" — K™
r — Ax

auffassen und man kann dementsprechend z.B. vom Kern
Kern(A) = {z € K" : Az =0}

der Matrix sprechen.

Bevor wir numerische Verfahren zur Losung eines linearen Gleichungssystems
entwickeln, fassen wir einige Ergebnisse (die alle schon bekannt sein sollten) iiber
die Losbarkeit linearer Gleichungssysteme zusammen.

Satz 2.4

e Das Gleichungssystem Ax = b hat mindestens eine Lésung genau dann
wenn b € span{ A, ..., Ap}.

e Das Gleichungssystem Ax = b hat hichstens eine Lisung genau dann wenn
Ay, ... A, linear unabhdingig sind.

e Das Gleichungssystem Ax = b ist eindeutig l0sbar genau dann wenn die
Matriz A nicht singuldr ist. In diesem Fall ist v = A~'b die eindeutige
Losung.

Aufgabe: Beweisen Sie Satz 2.4!

Fiir unterbestimmte Gleichungssysteme gilt, dass sie — wenn sie iiberhaupt l6sbar
sind — niemals eindeutig losbar sein konnen: Sei Z eine Losung des Gleichungssys-
tems, also Az = b. Betrachten wir nun das entsprechende homogene System

Az = 0.

Weil m < n sind die Vektoren Ay, ..., A, € IK™ linear abhéingig, also gibt es ein
y # 0 mit Ay = 0. Dementsprechend gilt  + y # Z, aber wegen

Az +y)=Az+Ay=0+0=0>

ist auch z 4 y eine Losung des Gleichungssystems. Genauer ldsst sich die Lo-
sungsmenge durch {Z +y : y € Kern(A)} angeben.

Das Problem Ax = b heifst schlecht gestellt, wenn es nicht eindeutig losbar ist.
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Ubersicht iiber Verfahren zum L&sen von linearen Gleichungssystemen:
Man unterscheidet zunédchst zwischen direkten und iterativen Verfahren. Bei
den direkten Verfahren erhélt man nach endlich vielen Schritten eine Ldsung
des Problems. Die bekanntesten hiervon sind die sogenannten Eliminationsver-
fahren, bei denen in jedem Schritt eine der n Unbekannten eliminiert wird. Dazu
gehoren das Gauf-Verfahren (siehe Abschnitt 2.2) und das Cholesky-Verfahren
(Abschnitt 2.3). Das QR-Verfahren ist ein Orthogonalisierungsverfahren zur Lo-
sung linearer Gleichungssysteme oder zur Behandlung von linearen Ausgleich-
sproblemen. Es wird in Kapitel 4 besprochen. Iterative Verfahren starten mit
einer Naherungslosung, die in jedem Schritt verbessert wird. Sie sind vor allem
bei grofen Gleichungssystemen oder bei Gleichungssystemen mit spezieller Struk-
tur der Matrix A sinnvoll. Mit ihnen werden wir uns spéter beschéftigen.

2.2 Gauls-Verfahren und LU-Zerlegung

Idee: Betrachten wir als Beispiel ein Gleichungssystem mit

13 2 9
A=(05 4 ], b=| 14
006 6

Ausgeschrieben erhilt man das folgende gestaffeltes Gleichungssystem

1.131 + 31’2 + 21’3 =9
Sr9 +4x3 = 14

Die dritte Gleichung 6x3 = 6 enthilt nur eine Unbekannte; entsprechend ldsst
sich der Wert x3 = 1 bestimmen. Setzt man diesen in die zweite Gleichung ein
erhilt man 5xy = 10, also xo = 2. Setzt man abschliefsend die beiden gefundenen
Werte in die erste Gleichung ein, ergibt sich x; = 1.

Die Idee des Gauf-Verfahrens nutzt nun diese einfache Losbarkeit gestaffelter
Gleichungssysteme aus: Ein gegebenes Gleichungssystem wird in ein gestaffeltes
Gleichungssystem transformiert, und dann gelést. Wir formalisieren dazu zunéchst,
wie man solche gestaffelten Gleichungssysteme beschreiben und l6sen kann.

Definition 2.5 Fine quadratische Matriz A € IK"™" heifit untere Dreiecksma-
trix falls a;; = 0 fir allei < j. A heifst obere Dreiecksmatrix, falls a;; = 0 fiir
alle v > j. Eine Dreiecksmatriz heifst normiert falls a; =1 firt=1,...,n. Ist
A eine Dreiecksmatriz, so bezeichnet man Ax = b als gestaffeltes Gleichungssys-
tem.

Bemerkung: Eine n x n-Dreiecksmatrix ist regulir genau dann, wenn a;; # 0
fiiralles=1,...,n.
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Lemma 2.6 (Losen durch Riickwirts- oder Vorwirtsselimination)

o Sei A eine obere Dreiecksmatriz mit Diagonalelementen a; # 0 fiir i =

1,...,n. Die Losung von Ax = b ldsst sich dann sukzessive durch
1 - .
l’]:— bj—Zajkxk j:n,...,l
@ k=j+1
bestimmen.

o Sei A eine untere Dreiecksmatriz mit Diagonalelementen a; # 0 fir i =
1,...,n. Die Losung von Ax = b ldsst sich dann sukzessive durch

1 -
Ty = — bj— kT jzl,...,n
@jj
k=1

Beweis: Die Giiltigkeit der Formeln tiberpriift man schnell (ausgehend von j = n
bei der Riickwértselimination und von j = 1 bei der Vorwértselimination). QED

bestimmen.

Das fiir obere Dreiecksmatrizen beschriebene Verfahren heiltt Lisen durch Riick-
wdrtseinsetzen oder Rickwdrtselimination weil man mit der letzten Gleichung
beginnt. Analog nennt man das fiir untere Dreiecksmatrizen beschriebene Ver-
fahren Ldsen durch Vorwdrtseinsetzen oder Vorwdrtselimination.

Aufwand: Beim Losen durch Riickwirtseinsetzen (oder Losen durch Vorwért-
seinsetzen) bendtigt man n Divisionen, $n(n— 1) Multiplikationen und n(n—1)
Subtraktionen, also einen Gesamtaufwand von O(n?).

Definition 2.7 FEine Faktorisierung einer Matrix A € IK™" der Form A =
LU mit ewner reguliren unteren Dreiecksmatriz L und einer reguldren oberen
Dreiecksmatriz U heifit LU-Zerlegung von A.

Bevor wir uns ansehen, was fiir Eigenschaften eine LU-Zerlegung hat und wie
man sie fiir eine gegebene Matrix A bestimmen kann, beschreiben wir drei An-
wendungen.

Anwendung 1: Die wichtigste Anwendung der LU-Zerlegung betrifft das Losen
von Gleichungssystemen.

Ist eine LU-Zerlegung von A bekannt, so ldsst sich die Losung des Gleichungssys-
tems Ax = b durch das Loésen von zwei gestaffelten Gleichungssystemen effizient
bestimmen: Durch Vorwértselimination 16st man zuerst das Gleichungssystem

Lz=b»
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und anschliefend durch Riickwartselimination
Ur =z.
Die so erhaltene Losung z erfiillt dann
Ar=LUx=Lz=b

und ist somit eine Losung von Ax = b.

Anwendung 2: Bestimmung der Inversen A~! einer Matrix A.
Sei A™! gegeben durch ihre Spalten A~! = (By, By, ..., B,). Dann gilt

ABk = €k,

und By ergibt sich als Losung = von Az = e;. Kennt man die LU-Zerlegung
der Matrix A so bestimmt man also fiir £ = 1,...,n zunichst die Losung y;
des Gleichungssystems Ly, = e, und 16st anschliefsend das Gleichungssystem
Uzy = y zur Bestimmung von By := zy.

Anwendung 3: Bestimmung der Determinante von A.
Ist A = LU eine LU-Zerlegung von A, so gilt

det(A) = det(L) . det(U) = lll : l22 ot lnn cUL e Upp-

Die Determinante lasst sich also als Produkt der Diagonalelemente von U und L
direkt berechnen.

Wir leiten nun ein paar Eigenschaften der LU-Zerlegung her. Dazu brauchen wir
zunachst die folgende Aussagen.

Satz 2.8 Folgende Mengen sind Gruppen beziiglich der Matrizmultiplikation: Die
Menge der requliren oberen Dreiecksmatrizen, die Menge der oberen normierten
Dretecksmatrizen, die Menge der reqularen unteren Dreiecksmatrizen, die Menge
der unteren normierten Dreiecksmatrizen.

Beweis: Sei A eine der oben genannten Mengen. Zu zeigen ist

0) ABe A= A-BeA.

1) A-(B-C)=(A-B)-Cfiralle A, B,C € A.

2) Die Einheitsmatrix I € A

(0)
(1) A
(2)
(3) Ae A= A1teA

(1) ist fiir alle Matrizen richtig und (2) ist klar. Wir zeigen also (0) und (3) fiir
die Menge A der (normierten) oberen Dreiecksmatrizen. (Fiir untere Dreiecks-
matrizen verliuft der Beweis analog.)
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ad (0): Seien A, B € A und C = (¢;;) = AB. Dann ist

J

n
Cij = E airbr; = g aibj,
=

k=i

weil a;; = 0 fiir ¢ > k und by; = 0 fiir k£ > j. Fiir ¢ > j gilt also ¢;; = 0 und
damit ist C' eine obere Dreiecksmatrix. (Man beachte, dass die Regularitét
der Matrizen A und B hierfiir nicht notig ist.)

Sind A, B weiterhin normiert, so auch C', denn

Cii = @by = 1.

ad (3): Sei A € A reguldr und A~! = B = (b;;) die Inverse von A. Dann gilt
fiir die Spalten By, By, ..., B, von der Inversen

ABk = €.

Fiir jedes k € {1,...,n} kann By = (b, bop,...,bnux)? also als Lisung
von Az = e, aufgefasst werden. Nach Lemma 2.6 folgt dass by; = 0 fiir
jJ=nn—1,....k+1und by, = aL, also ist B eine obere Dreiecksmatrix,
die fiir eine normierte Matrix A auch wieder normiert ist.

QED

Man sieht hier schon direkt die folgende Aussage:

Lemma 2.9 Hat eine requldre Matrix A eine LU-Zerlegung mit normierter un-
terer Dreiecksmatriz L, so st diese eindeutig.

Beweis: Weil det(A) # 0 sind auch die Matrizen L,U mit A = LU reguldr. Sei
nun A = L;U; = LyU,. Das ist wegen der Regularitéit aller beteiligten Matrizen
dquivalent zu

UU; = L' L.

Wegen Satz 2.8 steht links eine obere und rechts eine untere Dreiecksmatrix. Um
Gleichheit zu gewdhren, muss also

UU; P =1=L7"L,
gelten, und dementsprechend folgern wir Ly = Ly und Uy = Us. QED

Im folgenden beschiftigen wir uns mit dem Gauf-Verfahren, mit dessen Hilfe
man die LU-Zerlegung einer Matrix A (sofern sie existiert) bestimmen kann. Die
Idee des Gauk-Verfahrens besteht darin, die Matrix durch elementare Zeilenop-
erationen in eine Matrix in Dreiecksform zu transformieren, aus der man die
LU-Zerlegung schliefslich ablesen kann. Das kann man mit Hilfe der folgenden
Matrizen formulieren:

26



Definition 2.10 Fiir einen Vektor I'®) = (0,...,0,tj1,...,t,)7 € K" mit 1 <
k < n und dem k.ten Einheitsvektor e, € IK" ist die Gaufi-Matrix M, definiert
durch

My, =1, — l(k)ez = 1

Sammeln wir zunédchst einige Eigenschaften der Gauk-Matrizen.

Lemma 2.11 Sei M, die Gauf-Matriz beziiglich eines Vektors 1% = (0,...,0, tps1, . ..

1. det(Mk) =1
2. M7t =1, + 1Ml

Beweis: Da die Gaul-Matrizen untere Dreiecksmatrizen sind, folgt der erste Teil
des Lemmas. Fiir den zweiten Teil rechnet man nach

MMY = (I, —1Wel) (T, +1Wel)

= I, +1Wef —1Wel — Wikl = 1,

wobei im letzten Schritt ausgenutzt wurde, dass e} [*) = 0 gilt. Analog erhilt
man M, 'M; = I,. QED

Multipliziert man eine Gauf-Matrix M links an eine Matrix A, so erhélt man
als Ergebnis eine Matrix A’, die aus A entsteht, indem man das ¢;te Vielfache der
kten Zeile ap von A von der jten Zeile abzieht, fiir j =k + 1,...,n. In Formeln

erhalt man also:
ai

M, A= U

41 — Lp10g

Qp — tn Qg

Man nennt diese Operation auch die Anwendung elementarer Zeilenoperationen.
Lemma 2.11 besagt dabei, dass die Anwendung von elementaren Zeilenoperatio-
nen die Determinante der Matrix nicht veréndert.

Aufgabe: Was passiert wenn man eine Gauf-Matrixz rechts an eine Matriz A
multipliziert?
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Setzt man fiir einen Vektor a = (ay,...,a,)” und eine Zahl k € {1,...,n} mit
Ay 7& 0

1) =(0,...,0, % )T

Y ay T ay
so erhalt man
Mya = (ay,as, ..., a;,0,...,0)7. (2.1)

Genau das wird im Gauf-Verfahren zur Transformation einer Matrix auf Dreiecks-
form ausgenutzt. Das folgende Verfahren ist in der angegebenen Form zur Imple-
mentierung allerdings ungeeignet, weil Matrixoperationen rechenzeitméfig einen
hohen Aufwand bedeuten. Eine effizientere Variante wird in Algorithmus 3 auf
Seite 36 beschrieben.

Algorithmus 1: Gaufs-Verfahren ohne Spaltenpivotsuche (Matrixversion)

Input: A € K"
Schritt 1: A=A
Schritt 2: For k=1,...,n—1 do

T
(k) (k)
i — o 0. JetLk @k
= o 0 T
e mal  Ckk Ak
M = In—l(k)eg
ARFD g AR
Ergebnis: LU Zerlegung von A mit
U = A"
L = MMyt MY

Wir miissen nun zeigen, dass obiger Algorithmus hélt, was er verspricht, d.h.
dass wirklich A = LU gilt, und L eine untere und U eine obere Dreiecksmatrix
ist. Auflerdem muss die Durchfiihrbarkeit des Verfahrens untersucht werden,
die nur dann gewéhrleistet ist, wenn a,i? # 0 fir alle k = 1,...,n — 1. Dazu
betrachten wir die Hauptminoren der Matrix A.

Satz 2.12 (Korrektheit des Gaufi-Verfahrens) Sei fir k=1,...,n—1:

air ... Qi
det : : # 0. (2.2)
A1 ... Qg

Dann ist Algorithmus 1 korrekt. Genauer:
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1. Algorithmus 1 ist durchfihrbar, d.h.

al® £ 0 firallek=1,...,n—1. (2.3)

2. Fir die Matrizen A, k=1,... n gilt:

al) =0 fir alle i, j mit j <k und i > j. (2.4)

Insbesondere ist U eine obere Dreiecksmatriz.
3. L st eine untere Dreiecksmatrix.
4. A=LU.
Beweis:

ad 1. und 2. Wir zeigen zuerst, dass fiir jedes feste k (2.3) aus (2.4) folgt.
Danach beweisen wir (2.4) fiir alle k£ per Induktion.

Sei also ag;) = 0 fir alle 4,y mit 7 < kund 7 > j. Wegen Lemma 2.11

wissen wir, dass

det(A®) = det(Mj_1 A%V = det(Mj;_;) det(A*~D) = det(A*~D)
... =det(A).

Wendet man die elementaren Zeilenoperationen ausschlieflich auf Subma-
trizen der Form (2.2) an, gilt diese Gleichung weiterhin, d.h.

(k) (k) (k)

a a ..oa
air ... Qg agli) e agll? o %’3) %’ICC)
0 ayy ... ay
det | : = det : : = det SN .
(k) (k) 1 R
a1 ... Qg a ... a
k1 ok 0 ... 0 a,(;;)
k k k
= . a) . a

wobei wir im zweiten Schritt ausgenutzt haben, dass die Matrix A%®) (2.4)
erfiillt. Nach Voraussetzung unseres Satzes ist

det : : # 0,

insbesondere gilt a,(c];;) # 0. Damit ist (2.3) fiir dieses k gezeigt.

Um (2.4) zu zeigen, nutzen wir diese Aussage in einem Induktionsbeweis.
Fiir den Anfang k£ = 1 ist nichts zu zeigen. Fiir den Induktionsschritt
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k — k+1 nehmen wir an, dass (2.4) fiir & richtig ist. Insbesondere gilt dann

nach dem ersten Teil dieses Beweises, dass a,(jc) £ 0. Der Vektor [®) ist also

. . . . k+1)
definiert. Anwendung von (2.1) ergibt die geforderte Eigenschaft agk =

0 fiir alle 2 > k fiir die kte Spalte. Zusammen mit der Induktionsannahme
folgt (2.4) fiir AK+D),

ad 3. L ist definiert als Produkt der M, 1. Da die M; alle untere Dreiecksma-
trizen sind, sind nach Satz 2.8 auch ihre Inversen Dreiecksmatrizen, ebenso
die Produkte ihrer Inversen, also auch L.

ad 4. Nach Algorithmus 1 gilt
U=A™ =M, (A" = M, M, _5-...- MjA,
Mit L = M- Myt M folgt L-U = A.

Aufgabe: Fine n x n Matriz heifit streng diagonal-dominant, falls fiir alle 1 =
1,...,n gilt:

n
2|CL“| > Z |Clij|.
j=1

Zeigen Sie, dass jede streng diagonal-dominante Matriz invertierbar ist und dass
Algorithmus 1 auch in diesem Fall korrekt ist. Das heifit, die Aussagen von
Satz 2.12 bleiben richtig, auch wenn man die bisherige Voraussetzung (2.2) durch
die Forderung nach strenger Diagonal-Dominanz erselzt.

Lemma 2.13 Ist Algorithmus 1 durchfiihrbar, so gilt fir die Matriz L:
n—1
L=1+ Z (Wl
k=1

Beweis: Nach Definition von L und Lemma 2.11 ist

L = MMyt MY
= ([ +1Ve)I +1®eg) - (I + 1" Ve ).
Wir beweisen, dass fiir alle m gilt:

I+ Z IWel = (I+1Vel ) (T +1Ped) .- (I +1™el).
k=1
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Fiir m = 1 sieht man die Behauptung direkt. Per Induktion leitet man sie dann
fiir beliebige m her: Gelte die Behauptung also fiir m — 1. Dann betrachte

(I + 1T +1®el) .. (1 +1mel)

m—1
= (I + Z l(k)e£> (I +1tmel)
k=1

m—1 m—1
= T+1™el ¢ Z 1Wel 4 Z W) el 1m el
k=1 k=1 ~
= I+) 1Wef.
k=1

QED

Diese Beobachtung hilft uns, das Gaufs-Verfahren effizient zu organisieren: Man
speichert die Vektoren [V 1) . . 1"~ jiber die erzeugten Nullen im unteren
Teil der Matrix A, wihrend der obere Teil die Matrix U enthélt.

Bevor wir aber die effizientere Variante des Gauf-Verfahrens angeben, mochten
wir das Verfahren so erweitern, dass wir es fiir alle reguldren Matrizen anwenden
konnen. Das ist in der Variante aus Algorithmus 1 leider nicht der Fall — sie
scheitert schon an einer so einfachen reguliaren Matrix wie

0 1

1 1)
Ein weiteres Problem besteht darin, dass bei kleinen, aber von Null verschiedenen
Elementen a,(jf) grofse Rundungsfehler auftreten kdnnen, wie das folgende Beispiel

zeigt:
Sei das Gleichungssystem

() () =()

gegeben. Die einzige nétige Umformung im Gaufs-Verfahren fiihrt zu dem System

("0 a0 ) (2) = (o)

und entsprechend zu der exakten Losung von

1000 998

= — X :—%1
17 999 T 2T 999
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Angenommen, wir arbeiten mit zweistelliger Gleitkomma-Arithmetik. Dann er-
hélt man nach der ersten Umformung das auf zwei Stellen gerundete Gleichungssys-

tem
0.10-1072  0.10- 10! T\ 0.10 - 10*
0 —0.10 - 10* xs )\ —0.10-10* /)~
dessen Losung sich (sogar bei exakter Rechnung) zu x; = 0 und 2y = 1 ergibt,
also weit von der echten Losung entfernt liegt.

Erfreulicherweise lassen sich die beiden aufgefiihrten Schwierigkeiten durch das
nun zu beschreibende Verfahren der Pivotisierung vermeiden. Im einfachsten
Fall der Zeilenpivotisierung vertauscht man wahrend des kten Schritts des Gaufs-
Verfahrens die kte Zeile mit einer darunter liegenden, und zwar mit der, die den
betragsmaifig groften Eintrag in der kten Spalte aufweist. Das Ziel dabei ist, dass
nach der Vertauschung das neue Element a,(;};) so grofs wie moglich wird. Formal
wiahlt man im kten Schritt ein j € {k,k+1,...,n} so dass

\ay,?\ > ]al(,’:)] fiir alle l =k, ... n.

In diesem Fall nennt man ay,? das Pivotelement. Zur formalen Beschreibung
dieser Vertauschungen benoétigen wir die folgenden Matrizen.

Definition 2.14 Fine bijektive Abbildung 11 : {1,...,n} — {1,...,n} heift
Permutation der Menge {1,...,n}. Eine n X n Matriz P heifst Permuta-
tionsmatrix falls es eine Permutation 11 gibt so dass

Pe; = eqy) fir allev=1,...,n.

P entsteht also durch Permutation der Spalten der Einheitsmatrix. Wir sammeln
Eigenschaften von Permutationsmatrizen.

Satz 2.15 Sei die n X n-Matriz P eine Permutationsmatriz zur Permutation I1.
Dann gilt:

1. P ist invertierbar.

2. P~V st die Permutationsmalriz, die zu der Permutation IT™' gehért. (Dabei
ist 171 die Umkehrabbildung von 11.)

3. P ist orthogonal, das heifit, es gilt P~' = PT.
Beweis: Ubung

Eine Erweiterung der zweiten Aussage des Satzes soll noch erwihnt werden: Fiir
zwei Permutationen I1;, II; mit zugehorigen Permutationsmatrizen Py, P gilt we-
gen

PiPy(e;) = Pilemq))

= €I, (Il2(i)) = CIyolla(3)
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dass P P, die Permutationsmatrix ist, die zu der Permutation II; o II, gehort,
das heift, die Verkettung von zwei Permutationen entspricht dem Produkt der
entsprechenden Permutationsmatrizen.

Um das Gaufs-Verfahren zu verbessern, bendtigen wir spezielle Permutationen,
namlich solche, die genau zwei Elemente r < s vertauschen. Zu so einer Permu-
tation

II(r) = s
I(s) = r
[I(z) = i firallei¢{r s}

gehort entsprechend die Matrix

PT'S = (617 ey €r1,€5,€6r41, 4., 651,60, €541, - 7€n)-

Solche Matrizen sind symmetrisch, das heifit P., = P, und man kann sie auch
als Py = I — (e, — e,)(e, — e5)T schreiben.

Man sollte sich das folgende einprigen:

e Die Linksmultiplikation einer Matrix A mit P,, vertauscht die rte mit der
sten Spalte.

e Die Rechtsmultiplikation einer Matrix A mit P, vertauscht die rte mit der
sten Zeile.

Formal kénnen wir nun die Matrixversion des Gaufs-Verfahrens mit Spaltenpivo-
tisierung folgendermafien beschreiben.

Algorithmus 2: Gault-Verfahren mit Spaltenpivotsuche (Matrixversion)

Input: A € K"
Schritt 1: AM = A
Schritt 2: For k=1,...,n—1 do

Bestimme einen Pivotindex r € {k,...,n} mit \dil,z)| = maX;—k,_._n ZLZ(-Z)|.

rH = p,

AR pk) fR)

e W\ "
1) = 0,...70,7’“?;)”“,...?—,;’;
p mal  Ckk Ar

My, = I, —1We]
A6 pga®
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Ergebnis: PA = LU mit

p = P . P eine Permutationsmatrix
U := A™ ist eine obere Dreiecksmatrix
n—1
L = I—I—ZG(’“)eg ist eine untere Dreiecksmatrix mit
k=1
ok .— ph=1)_ plEt)k)

Satz 2.16 Fir eine requldre n x n Matriz A existiert eine Permutationsma-
tric P € R™", eine normierte untere Dreiecksmatriz L € IK™" und eine obere
Dreiecksmatriz U € IK™" so dass PA = LU, und diese Zerlequng wird von Algo-
rithmus 2 gefunden.

Beweis: Im Beweis zeigen wir zunéchst die folgenden Eigenschaften:

1. Algorithmus 2 ist durchfiihrbar, d.h.
al) £0firk=1,...,n—1. (2.5)

2. Fiir die Matrizen A® k=1,... n— 1 zeigen wir:
(k)

a;;) = 0fiir alle 4,5 mit j < k,i > j. (2.6)
AW = p®pn  pE-D. L p@pn pLA (2.7)

3. Fiir die Matrizen A® k=1,...,n zeigen wir:
a) = 0 fiir alle i, j mit j < k,i > j. (2.8)

Insbesondere folgt aus 2.8, dass U eine obere Dreiecksmatrix ist.

Ahnlich wie im Beweis zu Satz 2.12 zeigen wir, dass fiir jedes feste k = 1,...,n—1
aus den Eigenschaften (2.6) und (2.7) die erstgenannte Aussage a,g? # (0 folgt und
beweisen anschliefend (2.6) und (2.7) fiir alle £ per Induktion.

Gelte also (2.6) und (2.7) fiir k. Wir nehmen an, dass a,(;Z) = 0. Nach der
Definition von P®) erfiillt die Matrix A® = P®) AK)

] > || fir alle L = k, ..., n.

Wegen a,(jc) = 0 folgt daraus dass die erste Spalte der Submatrix

k (k
ORI
C=| : :
NOR
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eine Nullspalte ist und entsprechend det(C') = 0 gilt. Wegen (2.6) gilt weiter dass

(k) (k)

o R
0 ayy ... ay 4
A(k) = 0 : * ’
(k)
0o ... g1 p—1
0 C
also folgt
k) (k k)
det(A®) = ol . o) . | afc 1k - det(C) = 0.

Wegen (2.7) folgt daraus det(A) = 0, ein Widerspruch zur Regularitdt von A.

Jetzt zeigen wir (2.6), (2.7) und (2.8) per Induktion.

Fiir alle drei Aussagen ist der Induktionsanfang k = 1 klar. Fiir den Ubergang
k — k + 1 nehmen wir an, dass die Aussagen fiir k£ schon gelten. Wegen dem
ersten Teil des Beweises gilt al(c]z) £ 0, also ist die Matrix A+ deﬁniert.

(2.8) gilt dann fiir A®*Y wegen der Induktionsannahme fiir A®) und wegen der
alten Aussage (2.1) auf Seite 28. Fiir (2.6) nutzen wir die Aussage fiir A*+1
zusammen mit dem Argument, dass die Transformation P**+Y die ersten k Zeilen
von A®+D unberiihrt liisst. (2.7) ergibt sich schlieflich durch Einsetzen

A+D — p) J+1) — pk) pp, AK)

und der Induktionsannahme.

Damit wissen wir, dass das Verfahren durchfiihrbar ist und U = A®™ eine obere
Dreiecksmatrix ist. L ist eine untere Dreiecksmatrix, da ©®) nur Permutationen
beinhaltet, die Zeilen mit Index ¢ > k vertauschen und damit die Eigenschaft der
unteren Dreiecksmatrix im Vergleich zu Satz 2.12 nicht verdndern.

Es bleibt noch, nachzuweisen, dass PA = LU gilt. Dazu verwenden wir (2.7) und
erhalten

U=A™ =M, A" =M, P V. . POy, PDA.

Wir nutzen, dass M;' = I+19We! (Lemma 2.11) und (P®)~! = P®) (Lemma 2.15).
Somit ergibt sich

A =PI 41V PO +1@elyp® .. p=D(1 4 (=D Ny (2.9)

Wir méchten nun beide Seiten der Gleichung von links mit P = P"=D . .

P®@ PO multiplizieren. Um den entstehenden Term zu vereinfachen, iiberlegen
wir uns zunichst, dass fiir beliebige Vektoren [ und alle 7 > i

POT 41D PY = (I + POI(PYe)T) = (I + PYIel
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gilt, weil PUe; = ¢;, falls j > i.

Diese Aussage nutzen wir, um bei der Multiplikation von (2.9) mit P = P
...-P® PWM die Permutationsmatrizen P® fiir i > 3 durch das Einfiigen von Iden-
titidten I = P® P bis zum entsprechenden Faktor (I+17~Ye! ) P® “durchrutschen”
zu lassen:

(n=1) .

POA = (IT+1WePO(T +1PelHPE) . PO 41D Ny
pRplg = p@ I+ 1(1)8’{)p(2)(1 + 1(2)eg)p(3) oo .p(n—l)(] + l(n—l)eg_l)(]
= (I+PAIWeI) (1 +1@eHpG) .. POD([ 41Dl Ny
PB p@)p) 4 P14+ PP 1M pB) pO) (1412l pO) (1 4 1®ely. .
I+PB) PR W)l I+P®) (el
. POED(T 4 Dl U
= (I+POPAIWIY T+ PRIy . PO=U(1 41Dl U

— PA = (I+0WeNI+0@el). ... (I+60rDel U
= I+ 0w,

wobei der letzte Schritt per Induktion analog zu dem entsprechenden Schritt im
Beweis von Lemma 2.13 (auf S. 30) gezeigt wird. QED

Fiir die praktische Implementierung empfiehlt es sich, auf Matrixoperationen zu
verzichten, da diese aufwandig sind. Die folgende Variante ist effizienter.

Algorithmus 3: Gauls-Verfahren mit Spaltenpivotsuche

Input: A € K"
Schritt 1: For k=1 to n—1 do

Schritt 1.1: Finde Pivotelement a,.
Schritt 1.2: Vertausche Zeilen k und r in A sowie b, und b,.
Schritt 1.3: For i =k+1 to n do

Schritt 1.3.1. a; = 4

akk

Schritt 1.3.2. For j=k+1 to n do a;; = a;; — Qi - ax;

Ergebnis: L und U sind gegeben durch

Qg fir + < ]

=14 1 fir i = 0 fiir ¢ > j

a;; fir 1>
;= {
0 fir 1 <y
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Aufwand der LU-Zerlegung nach Algorithmus 3:
Wir zéhlen hier noch einmal griindlich. Die &ufsere for-Schleife wird fiir jedes
k=1,...n—1 durchlaufen. Darin werden folgende Operationen durchgefiihrt:

e Maximumsuche bei der Bestimmung des Pivotindexes: n — 1 Vergleiche
e Vertauschungen sind Zuweisungen, die wir nicht mit zdhlen

e Innere for-Schleifen: n — k Divisionen, (n — k)(n — k) Multiplikationen,
(n — k)(n — k) Additionen

Zusammen betragt die Anzahl der bendtigten Operationen also

n—1

(n—1)(n—1)+Y (n—k)+2(n—k)?*= 0%

k=1

Aufgabe:  Rechnen Sie die Anzahl der Operationen exakt (also ohne Ab-
schatzung durch O) aus. Bestimmen Sie auferdem die Anzahl der in der Ma-
trizversion (Algorithmus 2) benétigten Operationen exakt und durch O. Vergle-
ichen Siel!

2.3 Das Cholesky-Verfahren

Wir betrachten auch in diesem Abschnitt Gleichungssysteme Az = b, allerdings
nehmen wir nun an, dass die Matrix A eine symmetrische und positiv definite
Matrix ist.

Definition 2.17 FEine Matriz A € R™" heifit symmetrisch falls A = AT. Eine
symmetrische Matriz A heifit

e positiv definit falls x7 Az > 0 fiir alle z € R™\ {0},

e positiv semi-definit falls v Az > 0 fiir alle x € R™\ {0}.

Lemma 2.18 Die folgenden Aussagen gelten:

1. Eine symmetrische Matriz ist genau dann positiv definit, wenn alle ihre
Eigenwerte echt positiv sind.

2. FEine symmetrische Matriz ist genau dann positiv semi-definit, wenn alle
thre Figenwerte gréfier oder gleich Null sind.
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3. FEine symmetrische Matrix ist genau dann positiv definit, ihre Hauptminoren
positiv sind, d.h. wenn fir alle ihre linken oberen k X k-Teilmatrizen

aip ... Qg

AW =

a1 ... Ak
gilt: det( Ak > 0.

Positiv definite Matrizen sind also regulir (weil det(A") = det(A) # 0). Wir
betrachten die folgenden beiden Zerlegungen:

Definition 2.19 Fine Faktorisierung einer symmetrischen Matriz A € R™" der
Form A = LLT mit einer reguliren unteren Dreiecksmatriz L € R™" heifst
Cholesky-Zerlegung von A .

Definition 2.20 FEine Faktorisierung einer symmetrischen Matriz A € R™" der
Form A = LDLT mit einer normierten unteren Dreiecksmatriz L und einer
Diagonalmatriz D heifit LDL-Zerlegung von A .

Im folgenden werden wir uns u.a. mit Diagonalmatrizen beschéiftigen, die wir wie
folgt bezeichnen.

Notation 2.21 Fiir einen Vektoren a € IK" mit ist die Diagonalmatrix beziiglich
a gegeben durch

a1
a2

diag(a) =

Fiir positive definite symmetrische Matrizen sind die folgenden Aussagen bekannt.

Satz 2.22 Sei A € R™" eine positiv definite symmetrische Matriz. Dann ex-
istiert eine eindeutig bestimmte LDL-Zerlequng von A.

Beweis: Zunéchst bestétigen wir, dass A eine LU-Zerlegung mit normierter un-
terer Dreiecksmatrix L hat: Nach Satz 2.12 gilt das, wenn die Teilmatrizen

air ... Qaig
Al —

arr ... Qg
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die Bedingung (2.2) erfiillen, d.h. wenn det(A") #£0, k= 1,...,n. Weil A pos-
itiv definit ist, gilt nach Lemma 2.18 sogar det(A*) > 0, die Bedingung ist also
erfilllt. (Das heift, die LU-Zerlegung von A kann ohne Pivotisierung gefunden
werden.)

Sei daher
A=LU (2.10)

mit normierter unterer Dreiecksmatrix L und oberer Dreiecksmatrix U. Wir
setzen D = diag(uyy, ..., Uy,) als die Diagonalmatrix mit den Eintrigen aus der
Hauptdiagonalen von U. Da U regular ist, ist auch D regulér, so dass wir

U:=D'U
definieren kénnen. Es gilt LDU = LU = A. Wir méchten zeigen, dass U = LT
Betrachte dazu
A=AT = (LD =0"DTLY =UT . (DTLT). (2.11)

U ist nach Konstruktion eine normierte obere Dreiecksmatrix, also ist U7 eine
normierte untere Dreiecksmatrix. Weiter ist DT L7 eine obere Dreiecksmatrix,
also ist (2.11) auch eine LU-Zerlegung von A mit normierter unterer Dreiecksma-
trix. Wegen Lemma 2.9 ist die LU-Zerlegung von A eindeutig, also folgern wir
aus dem Vergleich von (2.10) und (2.11) dass

L=U"
und haben damit die LDL-Zerlegung von A gefunden.

Sei nun A = L'D'(L')" eine weitere LDL-Zerlegung von A mit normierter unterer
Dreiecksmatrix L, so kann man wiederum

A= L' (D'(L)")

als LU-Zerlegung auffassen. Da die LU-Zerlegung nach Lemma 2.9 eindeutig ist,
folgt

L'=L und D'(L')"=DL",
wobei sich aus letzterem wegen der Invertierbarkeit von L = L' auch D' = D

ergibt. QED

Der Beweis des Satzes zeigt aullerdem, dass die LU-Zerlegung einer symmetrischen
und positiv definiten Matrix A ohne Pivotisierung gefunden werden kann. Wir
kommen nun auf die Cholesky-Zerlegung zuriick.

Satz 2.23 Sei A € R™" eine positiv definite symmetrische Matriz. Dann ex-
istiert eine Cholesky-Zerlequng von A = LLT mit positiven Diagonalelementen
von L. Unter dieser Nebenbedingung ist L eindeutig bestimmt.
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Beweis: Nach Satz 2.22 gibt es eine eindeutige LDL-Zerlegung
A=LDL"

von A. Bezeichnen wir mit A* und D wieder die linken oberen k x k Teilma-
trizen von A und D. Weil L eine untere Dreiecksmatrix ist, gilt

Al = L DI (LT (2.12)

Wegen der positiven Definitheit von A (siche Lemma 2.18) gilt det(A*) > 0.
Zusammen mit (2.12) erhalten wir

diy - ... - di, = det(D™) = det(L¥)) - det(AM) . det(LFHT = det(AM) > 0.
Diese Aussage gilt fiir alle £, also sind die Diagonalelemente von D positiv. Jetzt

setzen wir 3
L= L~diag(\/ dll,...,\/ dnn) (213)

und erhalten aus der normierten unteren Dreiecksmatrix L eine untere Dreiecks-
matrix L mit positiven Diagonalelementen, fiir die

LLY = L -diag(\/dy1, ... ,\/dpy) - diag(\/dry, ..., \/dnn) - L¥ = LDLT = A

gilt. Die entsprechende Cholesky-Zerlegung ist also gefunden.
Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei neben A = LLT

A=)

eine weitere Cholesky-Zerlegung mit Diagonalelementen Ai, Ao, ..., A\, > 0. Mit
D' :=diag()?,...,)%) und

1 1
L' =1 -di —
1ag <)\1 )\n>

erhilt man A = L'D'(L')T, also eine weitere LDL-Zerlegung von A mit normierter
unterer Dreiecksmatrix L. Aus der Eindeutigkeit der LDL-Zerlegung (nach
Satz 2.22) folgt L = L' und D = D’. Letzteres bedeutet d;; = \? fiiri=1,...,n
und wegen der Positivitit der \; also

No=dfiri=1,...,n.

Zusammen erhalt man

L' = L' -diag(\y, ..., \n)

= L-diag(v/di1,...,Vdun) Lnach (2.13)
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QED

Um eine Cholesky-Zerlegung effizient ausrechnen zu konnen, betrachten wir die
Gleichung A = LLT komponentenweise. Das ergibt ein Gleichungssystem mit
Unbekannten /;; fiir ¢ > j. Bezeichnen wir dazu im folgenden mit l;fj die Elemente
der Matrix L”. Dann ergibt sich

n n k
A, = lelﬁ = Zl”lkj = lelk] fiir k = 1,...,7’L, 1=k+ 1,...,7’L (214)
j=1 j=1 j=1

und
n n k
j=1 j=1 7j=1

Wiahlt man die Reihenfolge geschickt aus, lassen sich die Werte [;; effizient berech-
nen: Zunéchst ergibt sich l1; aus (2.15) fir k = 1 zu l1; = y/a11. Danach lassen
sich nacheinander die Werte Iy, ...,l,; der ersten Spalte von L durch (2.14)
bestimmen, dann das Diagonalelement der zweiten Spalte durch (2.15) und so
weiter. Es ergibt sich das folgende Verfahren, in dem wir nur das untere Dreieck
der Matrix A benutzen und die Elemente von L gleich iiber die Werte von A
schreiben.

Algorithmus 4: Cholesky-Verfahren

Input: A € IK™" symmetrisch und positiv definit
gegeben durch Werte a;; fir ¢ > j.

Schritt 1: For k=1 to n—1 do

Schritt 1.1: ag, = y/age — S5 Jagy

Schritt 1.2: For i=k+1 to n do
1 k—1
ajp = a(az’k — ;aijakj)

Qi fir 7 > j

Ergebnis: L ist gegeben durch [;; :{ 0 fir i < j
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2.4 Schwach besetzte Matrizen

Die bisher beschriebenen Verfahren sind bei sehr grofen Matrizen leider inef-
fizient. Daher versucht man, die LU-Zerlegung an Matrizen mit spezieller Struk-
tur anzupassen. Einen ersten Ansatz haben wir im letzten Abschnitt bei sym-
metrischen Matrizen kennengelernt. In Anwendungen treten oft schwach besetzte
Matrizen auf, in denen fiir die meisten Elemente a;; = 0 gilt. Leider sind die
bei der LU-Zerlegung von schwach besetzten Matrizen entstehenden Dreiecksma-
trizen L und U im allgemeinen nicht auch wieder schwach besetzt. Als Beispiel

sei die Matrix
0.1 0.1 0.1 0.1 0.1

011 0 0 O
A=1010 1 0 O
010 0 1 O
010 0 0 1

aus dem Skriptum von G. Lube genannt, bei der die Dreiecksmatrizen ihrer LU-
Zerlegung voll besetzt sind. Es gibt aber eine Klasse von Matrizen, bei der sich die
Struktur der Matrix A auf die Struktur der Matrizen L und U ihrer LU-Zerlegung
iibertrigt. Dazu gehdren sogenannte Bandmatrizen.

Definition 2.24 Fine Matriz A = (a;;) € IK™" ist eine (p,q)-Bandmatrix,
falls fiir alle i > j +p und fiir alle j > 14 q gilt: a;; = 0. Die Bandbreite von
A ist dann p+q+ 1.

Die folgende Matrix ist ein Beispiel fiir eine (2, 1)-Bandmatrix:

i

Il
S O kW
O = W N
=~ W~ = O
S = Ot o O

0
0
0
2
1

Jede untere Dreiecksmatrix ist eine (n — 1,0)-Bandmatrix, jede obere Dreiecks-
matrix ist eine (0,n — 1)-Bandmatrix.

Satz 2.25 Sei A = LU die LU-Zerlegung einer (p, q)-Bandmatriz A mit oberer
Dreiecksmatriz U und normierter unterer Dreiecksmatriz L. Dann ist L eine
(p, 0)-Bandmatriz und U eine (0, q)-Bandmatriz.

Beweis: Wir beweisen den Satz fiir feste p, ¢ mittels vollstdndiger Induktion nach
n. Fiir n = 1ist nichts zu zeigen. Fiir den Induktionsschritt n — n+1 nehmen wir
also an, dass die Aussage fiir Matrizen der Dimension n X n richtig ist. Betrachte
nun eine (p,q)-Bandmatrix A € IK"™"*! mit LU-Zerlegung A = LU. Wir

T
Lo )undU:(a W )mitozE]K,v,wE]K”und

partitionieren L = ( v L 0 U,
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Lq,U; € IK™", wobei L; eine normierte untere Dreiecksmatrix und U; eine obere
Dreiecksmatrix ist. Wir erhalten:

1 0 . a w’ B o wt _ 4
v Ly 0 U ) \aw vt +L,U, ) 77

Weil A eine (p, q)-Bandmatrix ist, folgt

v; = 0 fiir alle 7 > p, (2.16)
w; = 0 fiir alle j > ¢, (2.17)
vw! + LU ist eine (p, ¢)-Bandmatrix. (2.18)

Aus (2.16) und (2.17) folgt, dass vw? eine (p, ¢)-Bandmatrix ist, zusammen mit
(2.18) ist also auch B := LU eine (p, ¢)-Bandmatrix. Da B eine LU-Zerlegung
besitzt, konnen wir die Induktionsannahme anwenden und folgern, dass L, eine
(p, 0)-Bandmatrix und U; eine (0, ¢)-Bandmatrix ist. Zusammen mit (2.16) folgt
schlieflich, dass Ly eine (p,0)-Bandmatrix und analog folgt aus (2.17), dass U,
eine (0, ¢)-Bandmatrix ist. QED

Mit folgendem Algorithmus kann man die LU-Zerlegung einer (p, ¢)-Bandmatrix
bestimmen (falls sie existiert).

Algorithmus 5: LU-Zerlegung einer Bandmatrix

Input: (p,q)-Bandmatrix A € IK™", fir die eine LU-Zerlegung existiert.
Schritt 1: For k=1 to n—1, for i=k+1 to min{k+p,n} do

SChI'itt 1.1: ik = ik

Akk

Schritt 1.2: For j=Fk+1 to min{k +¢,n} do aj; = a;j — aixag;

Ergebnis: LU-Zerlegung von A wobei L und U gegeben sind durch

Qi fir + < ]

lij=14 1 fir i = 0 fiir i > j

Qij fir ¢ >3
;= {
0 fir 1 <

Natiirlich sind auch Vorwirts- und Riickwértselimination fiir Bandmatrizen ein-
facher. Abschliefsend betrachten wir noch den Spezialfall von Tridiagonalma-
trizen. Dazu fiithren wir die folgende Notation ein.
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Notation 2.26 Fir drei Vektoren a,b,c € IK"™ mit by = ¢, = 0 ist die Tridiag-
onalmatrix beziglich a, b, c gegeben durch

a
by a Co
tridiag(b, a, c) =
bnfl p—-1 Cp—1
b, a,

Nach Satz 2.25 wissen wir, dass (falls sie existieren) die Matrizen L und U der
LU-Zerlegung das folgende Aussehen haben

1 uy 6

I - U= (2.19)
ln—l 1 Up—1 Cpn-1
l, 1 Un

wobei durch einen ersten Koeffizientenvergleich schon ausgenutzt wurde, dass
die Werte ci,...,c,_1 der oberen Nebendiagonale von A in der oberen Neben-
diagonalen von U erhalten bleiben. Es sind also die Unbekannten wuq,...,u,
und [y, ...,l, zu bestimmen. Durch Multiplikation der Matrizen L und U und
erneutem Koeffizientenvergleich mit A ergeben sich die folgenden Berechnungsvorschriften:

Start: u; = a
. b;
Firi=2,....n: [; =
Ui—1
U; = a; — lZ’Cifl.

Man kommt also mit einer in n linearen Anzahl an Operationen aus. Bei n
Unbekannten ist das das beste, was man erreichen kann. Allerdings ldsst sich
nicht fiir jede Tridiagonalmatrix eine LU-Zerlegung finden. Das folgende Lemma
gibt eine hinreichende Bedingung fiir die Durchfiihrbarkeit der LU-Zerlegung fiir
Tridiagonalmatrizen.

Lemma 2.27 Fir A = tridiag(b,a,c) mit By = ¢, = 0 sei fir j = 1,...,n
le;| < laj| und |bj| + |¢;| < |aj|. Dann gibt es eine LU-Zerlegung von A mit
Matrizen wie in (2.19).

Aufgabe: Beweisen Sie das Lemma durch Induktion!
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Chapter 3

Funktionalanalytische Grundlagen:
Normierte Raume und lineare
Operatoren

3.1 Metrische und normierte Raume

Bevor wir uns mit der Fehleranalyse bei linearen Gleichungssystemen beschéaftigen
konnen, benétigen wir einige Begriffe aus der Funktionalanalysis. Dazu gehort
insbesondere, dass wir messen konnen, um wie viel sich ein Vektor z von einem
gestorten Vektor & unterscheidet. Den Unterschied

r—x

als Vektor anzugeben, hilft uns nicht weiter, da wir zwei verschiedene gestorte
Vektoren 7 und x’ mangels einer Ordnung im IK" nicht vergleichen kénnen. Wir
suchen also eine Funktion, die die Differenz zwischen zwei Vektoren durch eine
reelle, positive Zahl ausdriickt. Solche Funktionen nennt man auch Distanzfunk-
tionen. Mit beliebigen Distanzfunktionen geben wir uns aber nicht zufrieden,
sondern betrachten Metriken als spezielle Distanzfunktionen.

Definition 3.1 Sei R eine nichtleere Menge. FEine Abbildung d : R Xx R — R
heifit Metrik auf R falls sie die folgenden Bedingungen erfillt:

(M1) d(z,y) =0<=x =1y fir alle x,y € R

(M2) d(z,y) = d(y,x) fir alle z,y € R (Symmetrie)

(M3) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y) fir alle z,y,z € R (Dreiecksungleichung)
(R,d) heifit dann metrischer Raum.
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Man beachte, dass aus den Metrik-Eigenschaften sofort folgt, dass

d(xz,y) > 0 fiir alle x,y € R,

denn

d(x,z) =0.

N | —

d(e,y) = 5(d(r,y) +d(x,v) = 5(dz,y) + dly,2)) >

Eine Metrik ist z.B. der sogenannte Hamming-Abstand dy, der fir x,y € IK"
gegeben ist durch

dy(x,y) =#{i={1,...,n}: x; # y;}.

Wir wiederholen zunéchst einige Begriffe, die auf jedem metrischen Raum definiert
sind.

Definition 3.2 Sei (R,d) ein metrischer Raum.

e FEine Folge (z,) C R konvergiert beziiglich der Metrik d, falls es ein
Element x € R gqibt, das folgendes erfillt: Zu jedem € > O existiert eine
natirliche Zahl N(€), so dass

d(z,x,) < € fir alle n > N(€).

In diesem Fall nennt man & den Grenzwert der Folge (x,). Fine nicht-
konvergente Folge heifit divergent.

e FEine Folge (x,) € R heifit Cauchy-Folge falls es zu jedem ¢ > 0 eine
natirliche Zahl N(e) gibt, so dass

d(xp, Tm) < € fir alle n,m > N(e).

o Fin metrischer Raum (R,d) heifit vollstindig, falls jede Cauchy-Folge kon-
vergiert.

Lemma 3.3

o Sei (x,) eine konvergente Folge. Dann ist ihr Grenzwert eindeutig bes-
timmd.

o Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.

o Es gibt metrische Rdume, in denen nicht jede Cauchy-Folge konvergiert.
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Ubung: Beweisen Sie Lemma 3.3!

Auf metrischen Rdumen lassen sich weitere Strukturen erarbeiten. So reichen
die Begriffe Folge und Konvergenz einer Folge insbesondere aus, um offene und
abgeschlossene Mengen zu definieren. Das bedeutet, dass jeder metrische Raum
auch ein topologischer Raum ist.

Die wichtigsten Beispiele fiir metrische Rdume sind normierte Riume, fiir die wir
allerdings als Grundmenge einen Vektorraum V' voraussetzen.

Definition 3.4 Se: V' ein Vektorraum iber einem Kérper IK. Fine Abbildung
|| : V — Ry heifit Norm auf V' falls sie die folgenden drei Bedingungen erfillt:

(N1) ||z|| =0 <= 2z =0 fiir alle x € V. (Definitheit)
(N2) ||az|| = |a|||z| fir alle « € IK, 2 € V. (Skalierbarkeit)

(N3) ||z +yl| < ||=|| + ||yl fir alle z,y € V. (Dreiecksungleichung)
Die Menge

Biy={zeV:|z]| <1}
nennt man den Einheitskreis der Norm || - ||.

Der Raum (V|| - ||) heifst normierter Raum oder Minkowski-Raum. FEinen
vollstindigen normierten Raum nennt man Banachraum.

Bemerkung: Ersetzt man im Fall IK = R die Bedingung (N2) durch ||az| =
al|lz| fir alle « € R, 2 € V, so erhélt man ein reelles Minkowski-Funktional
oder einen Gauge.

Fiir Normen gilt (dhnlich wie im Fall von Metriken) dass
||z|| > 0 fiir alle x € V,
denn aus (N2) folgt fiir « = —1 insbesondere ||(—1)z|| = |||, und daraus

el = 5 (ell + llzl) = 5 (el + 1l = 2l > 5 (e + (=)} = 5ol = 0.

Wichtige Normen auf dem IK" sind die folgenden:

n

Manhattan-Norm:  ||z|; = Z |4
i=1

Maximum-Norm:  ||z]/s = m%x | ;]
1=

Buklidische Norm:  [[zfls = | > 2? = VaTx

i
\ =1

n
> falf, fiir 1 < p < oo,
=1

], = i
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wobei die p-Norm die drei erstgenannten Normen als Spezialfiille (p = 1, p = oo,
p = 2) enthilt.

Um einzusehen, dass es sich bei diesen Abbildungen tatséchlich um Normen han-
delt, sind die Bedingungen (N1),(N2) und (N3) zu zeigen. Dabei sind (N1)
und (N2) direkt klar. (N3) kann man fiir die Félle p = 1 und p = oo leicht
nachrechnen; in beiden Féllen folgt die Bedingung aus der Dreiecksungleichung
fiir Betriage. Fiir p = 2 bendtigt ergibt sich (N2) aus der Cauchy-Schwarz’schen
Ungleichung. Dazu fiithren wir Skalarprodukte ein.

Definition 3.5 Se: V' ein Vektorraum iber einem Kérper IK. Fine Abbildung
(+,-) : V xV — IK heifit Skalarprodukt auf V' falls sie die folgenden Bedingun-
gen erfullt:

(H1) (x,x) > 0 fir alle x € V. (Positivitit)
(H2) (x,x) =0 genau dann wenn x = 0 fir alle x € V. (Definitheit)
(H3) (x,y) = (y,x) fir alle x,y € V. (Symmetrie)

() (ax + By,z) = alz,2) + By, 2) fir alle z,y,z € V und alle o, € K.
(Linearitdt)

Ein mit einem Skalarprodukt versehener Vektorraum heifst heifst Pra-Hilbert
Raum. FEinen vollstindigen Prd-Hilbert Raum nennt man Hilbertraum.

Ein Skalarprodukt erfiillt die sogenannte Antilinearitat, ndmlich
(z,ay + Bz) = a(z,y) + B(x, 2) fiir alle 2,9,z € V und alle a, § € K,

was man direkt durch

(x,ay+ B2z) = (ay+ Pz,x) =a(y,z)+ 5(z, )

= a(y,z) + B(z,2) = alz,y) + B(x, 2)

sieht. Weiterhin gilt:
(0,y) =(0—0,y) = 1(0,y) — 1(0,y) = 0 und ebenso (z,0) = 0.
Das Standard-Skalarprodukt auf dem IK" ist gegeben durch

(l‘, y) = Z mzyz
i=1

Lemma 3.6 Seir V' ein Vektorraum mit einem Skalarprodukt. Dann gilt die
Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung fiir alle x,y € V', d.h.

(2, y)* < (z,2)(y, ).

Gleichheit gilt genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind.
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Beweis: Fiir z = 0 folgt die Gleichheit aus (0,y) = 0. Sein nun x # 0. Dann
rechnet man, dass

0 < (az+ By, ax+ By)
aa(z, x) + af(z,y) + @by, z) + BB(y,y)
= (2, 9) = 2/(x,y)|* + (z,2)(y,y) = (z,2)(y,y) — |(z,y)

wobei wir im letzten Schritt o := — (x(’y)) und 3 := \/(x,x) gesetzt haben.

Gleichheit gilt genau dann, wenn (ax + By, ax + fy) = 0, also nach (H2) genau
dann wenn ax+fy = 0 ist. Das kann nur eintreten, wenn x und y linear abhéngig
sind, und wird von den oben gesetzten Koeffizienten in diesem Fall genau erfiillt.

QED

Die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung angewendet auf das Standard-Skalarprodukt
ist ein Spezialfall der Holder’schen Ungleichung (fiir den Fall p = g = 2):

Lemma 3.7 (Ho6lder’sche Ungleichung) Sei x,y € IK". Dann gilt

n n
S aw <3 lailluil < Nzl - Il
=1 =1

falls entweder 1 < p,q < oo und ]13 —1—5 = 1 oder falls p = 1,q = oo oder
p=o00,q=1.

Mit Hilfe von Lemma 3.7 kann man die Minkowski-Ungleichung ableiten. Sie
lautet wie folgt.

Lemma 3.8 (Minkowski-Ungleichung) Fir z,y € V und 1 < p < oo gilt:
Iz +yllp < llzllp + lyllp

Die Minkowski-Ungleichung bestétigt, dass die p-Normen die Dreiecksungleichung
erfiillen.

Normen und Skalarprodukte haben verschiedene wichtige Eigenschaften. Dazu
zahlt insbesondere, dass man aus jedem Skalarprodukt mittels

2]} == v/ (=, z)
eine Norm definieren kann und jeder Norm durch
d(z,y) = lly — ]

eine Metrik d zugeordnet ist. Man nennt diese Metrik dann auch die von der
Norm || - || induzierte Metrik. Die Norm bzw. Metrik-Eigenschaften lassen sich
leicht durch die Eigenschaften des zugrunde liegenden Skalarproduktes bzw. der
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zugrunde liegenden Norm beweisen. FEs folgt, dass jeder Pra-Hilbert Raum ein
normierter Raum ist und jeder normierte Raum ist insbesondere ein metrischer
Raum. Mit ||z]| = /(z,z) kénnen wir die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung
auch als

(@, y) < llz|[llyll

schreiben. Eine weitere niitzlich Abschétzung ist die Dreiecksungleichung ander-
sherum.

Lemma 3.9 Sei || - || eine Norm auf V. Dann gilt fir alle x,y € V
[l = flyll | <l = yll.
Beweis: Fiir alle z,y € V gilt ||z|| = ||z — v + y|| < ||z — y|| + ||y||. Daraus folgt
[zl = llyll < llz =yl
Aus Symmetriegriinden erhilt man analog
Iyl = Nzl < [l = yll,
zusammen ergibt sich die Behauptung. QED

Wir haben erwdhnt, wie man mit Hilfe einer Norm eine Metrik und damit Kon-
vergenz beziiglich einer Norm definieren kann. Die Frage ist nun, in wie weit sich
diese Konvergenz-Definitionen fiir verschiedene Normen unterscheiden. Dazu ist
die folgende Definition hilfreich.

Definition 3.10 Zwei Normen || - ||, und || - ||y auf einem Vektorraum V heiflen
Aquivalent, wenn es positive reelle Zahlen ¢, C' gibt, so dass fir alle x € V' gilt:

cllella < llzfls < Cllzfla

Es lisst sich leicht zeigen, dass die in der Definition genannte Aquivalenz tatséich-
lich eine Aquivalenzrelation ist. Weiterhin gilt der folgende Satz:

Satz 3.11 Zwei Normen || - ||o und || - ||» auf einem Vektorraum V sind genau
dann dquivalent, wenn fir jede Folge (x,) C 'V gilt: (xy) konvergiert beziglich
der Norm || - || genau dann wenn (x,) konvergiert beziglich der Norm || - ||p-
Beweis:

e Nehmen wir zunéchst an, dass die beiden Normen ||-||, und || - ||, &quivalent
sind. Da eine Folge (z,,) genau dann gegen = konvergiert, wenn z,, — Z eine
Nullfolge ist, reicht es, die Aussage fiir Nullfolgen zu zeigen.
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Sei dazu also x,, — 0 eine Nullfolge beziiglich || - ||, , d.h. zu jedem € > 0
existiert eine natiirliche Zahl N(e) so dass ||z,|l, < € fiir alle n > N(e).
Wegen

|znlls < C - |lzn|la < Ce fiir alle n > Ne)
folgt fiir jedes €, dass ||z, < € fir alle n > N(%’), also ist x, auch
beziiglich || - ||, eine Nullfolge.

Die Umkehrung gilt analog.

Gelte nun die Aquivalenz der Konvergenz-Definitionen. Durch Widerspruch
zeigen wir zundchst, dass es eine Zahl C' > 0 gibt mit

x|, < C fiir alle z € V' mit ||z|, = 1. (3.1)

Angenommen also, eine solche Zahl C' existiert nicht. Dann existiert zu
jedem C = C(n) := n? ein z,, mit ||z,||, = 1 und ||z,||, > n?. Die Folge
Tn

Yp ‘= —
n

erfillt also .
|Ynlla = = und ||y,lly > n.
n

Das heift, (y,) konvergiert gegen Null beziiglich || - ||,, aber divergiert
beziiglich || - ||, ein Widerspruch.

Somit gibt es ein C' > 0, das (3.1) erfiillt. Damit ergibt sich fiir alle z €
VA {0}:

x
b 2l 1],
die erste Ungleichung fiir die Norméquivalenz ist also erfiillt. Die zweite
Ungleichung ergibt sich durch Vertauschen der Normen. QED

= [l < Offla,

X
lally = \ fallo 2
“Taln

Die obige Aussage gilt fiir alle Vektorraume V. Wir diskutieren nun den Fall
eines endlich-dimensionalen Raums.

Satz 3.12 Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Dann sind alle Normen
tiber V' daquivalent.

Beweis: Sei vq,...v, eine Basis von V. Jedes Element x € V lisst sich also
eindeutig darstellen durch

n
xTr = E AUk .
k=1

Wir konstruieren nun eine Norm (die Mazimum-Norm auf V) und zeigen an-
schliefend, dass jede weitere Norm auf V' zu dieser Norm dquivalent ist. Wegen
der Transitivitit der Norméquivalenz folgt daraus die Behauptung des Satzes.

ol



Man rechnet schnell nach, dass

.....

eine Norm auf V' definiert. Sei nun also || - || eine beliebige andere Norm auf V.

Definiere "
C = |ull
k=1

als die Summe der Normen aller Basisvektoren. Dann folgt:

n
E QU
k=1

< Z |ag|||vg ]| wegen (N2) und (N3)

k=1

] =

n

< D lzloollogll weil Jax] < [llloc
k=1

= O |7/l

Fiir die andere Richtung definieren wir die gesuchte Konstante ¢ durch
c:=inf{||z| : z € V und ||z||- = 1}.
Weil fiir alle z € V' \ {0} gilt, dass

x
=1
Hl‘Hoo‘ 00
folgt daraus, dass
x
e
]l

das heift ||z|| > ¢-||z]|« fiir alle  # 0. Weil fiir z = 0 nichts zu zeigen ist, ergibt
das also die Behauptung.

Allerdings bleibt noch zu zeigen, dass ¢ > 0 gilt. Dazu fiihren wir einen Wider-
spruchsbeweis. Wir nehmen also an, dass ¢ = 0. Dann gibt es eine Folge (y,,)
mit ||yl = 1 und ||ym|| — 0 fiir m — oo. Die Basisdarstellung in V' liefert fiir

jedes Folgenglied v,
Ym = Z Apm Uk,
k=1

und damit n Folgen fiir die Koeffizienten ay,,, aom, ..., apny aus dem zugrunde
liegenden Korper. Weil ||y, |l = 1 fiir alle m gelten die folgenden beiden Aus-
sagen fiir die Koeffizienten der Folgen:

Fiir alle m @ |ag,| < 1 firalle k=1,...,n. (3.2)

Fiir alle m existiert ein k£ € {1,...,n} so dass |ag,| = 1. (3.3)
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Wegen (3.3) erfiillt mindestens eine der Koeffizienten-Folgen k, dass #{m :
|ag,| = 1} = 0o, d.h. es kommen unendlich viele Einsen (oder unendlich viele
— Einsen) vor. Sei oBdA k = 1, und #{m : ay,, = 1} = oo. Wihle dann
eine Teilfolge der (yﬁ,}b)) C (Ym), in der die Koeflizienten-Teilfolge beziiglich der
Koeffizienten «ay,, des ersten Basisvektors nur aus Einsen besteht.

Weiterhin sind wegen (3.2) alle der n Koeffizienten-Folgen beschrankt. Nach dem
Satz von Bolzano-Weierstrass wéihlen wir nun eine Teilfolge (y,(ﬁ)) C (yﬁ,?) fiir die
die zweite Koeffizienten-Folge as,, eine konvergente Teilfolge ist. Aus den Indizes
dieser Folge wihlen wir wiederum eine beziiglich der dritten Koeffizienten-Folge
asm, konvergente Teilfolge und so weiter, bis wir eine Teilfolge

n
n /
U =D O
k=1

erhalten, fiir die alle Koeffizienten-Folgen konvergieren, d.h.

/ p—
oy, — o =1

/

/

Oy — Oty

Nach Konstruktion wissen wir, dass (a,,) nur aus Einsen besteht und also gegen
1 konvergiert. Fiir
Yy = Z Qg Uk
k=1

gilt dann nach Teil 1 dieses Beweises

lyin? = ol < Clly? = ylloe = max {lody = axel} = 0 fiir m — oo.

Weil ||y,,|| — 0 folgt daraus y = 0, ein Widerspruch zum Grenzwert oy = 1 der
ersten Koeffizienten-Folge. QED

Der gerade bewiesene Satz zeigt, dass es auf dem IK" nicht darauf ankommt,
beziiglich welcher Norm man von Konvergenz redet. Genauso induzieren alle Nor-
men auf dem IK" die gleiche Topologie: Begriffe wie Abgeschlossenheit, Beschrankt-
heit und Kompaktheit hdngen also nicht von der Wahl der Norm ab. Allerdings
sollte man beachten, dass die Konstanten ¢, C' nicht nur von den jeweiligen Nor-
men, sondern auch von der Dimension des Raumes n abhingen. Weiterhin darf
man nicht vergessen, dass der Satz nur fiir endlich-dimensionale Vektorraume
gilt; auf R4ume mit unendlicher Dimension (z.B. Funktionenriume) lisst er sich
im allgemeinen nicht {ibertragen.
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Als Beispiel wollen wir abschlieftend noch die p-Normen auf dem Raum der steti-
gen Funktionen Cfa, b] iiber einem Intervall [a, b] angeben. Fiir eine stetige Funk-
tion f : [a,b] — IK definiert man

(b2l [a,b] = (fab |f(x)|pd$> " ofalls 1 <p< oo
MaXgzea,b] |f($)‘ falls P =00

3.2 Normen fiir Abbildungen und Matrizen

Definition 3.13 Es seien (V.|| - ||v) und (W, || - |lw) zwei normierte Riume und
F:V — W eine lineare Abbildung. Dann heifit F' beschriankt, falls es eine
Konstante C > 0 gibt, sodass fiir alle v € V:

I1F()llw < Cllvllv.
Wir untersuchen zunéchst die Stetigkeit solcher linearen Abbildungen.

Lemma 3.14 Sei F:'V — W eine lineare Abbildung zwischen normierten Vek-
torrdumen. Dann ist F' genau dann beschrinkt, wenn F stetiq ist.

Beweis:
e [st F' beschriankt, so folgt aus
[1E(v) = F(w)llw = [|F'(v = w)llw < Cllv = wll
direkt die Stetigkeit von F.

o Ist I stetig, so gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0 so, dass ||F(v)—F(w)||w < €
fiir alle v, w mit ||[v — w||y < 4. Fiir e = 1 und w = 0 erhélt man wegen
F(0) =0 also ein 6 > 0 so, dass

IF(0)||w < 1 fiir alle [[o][y < 6.

Fiir jedes v € V '\ {0} gilt

H(s [
[ollv Il
v
= HF (5 ) <1
lollv / llw
[ollv v 1
— [1F)llw = F 05— < <[lvllv,
0 [ollv / {lw — 9
also folgt die Beschrénktheit mit C' = . QFD
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Zwischen endlich-dimensionalen Raumen stellt sich die Situation noch einfacher
dar.

Lemma 3.15 Sei F': V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei normierten
endlich-dimensionalen Vektorrdumen. Dann ist F' beschrankt und stetig.

Beweis: Sei F': V' — W linear und sei vy, ..., v, eine Basis von V. Dann gilt

v = Z AUk
k=1
= F(v)=F (Z akvk> = Z@kF(Uk)
k=1 k=1
w

Z OékF(’Uk)
k=1

< g 1Pl S ol = g 1Fa ol
< max ||F(vp)|lw - C||v]v,
&:1...71

= [[F@)llw =

<Dl F (wu)llw
k=1

7

-~
=:C"

wobei beim letzten Schritt ausgenutzt wurde, dass nach Satz 3.12 alle Normen
auf V' dquivalent sind. Damit ist F' also beschrinkt und nach Lemma 3.14 auch

stetig. QED

Auf dem Raum der beschrinkten linearen Abbildungen zwischen zwei normierten
Vektorrdumen definieren wir nun folgende Norm.

Definition 3.16 Es seien (V.| -||v) und (W, |- ||lw) zwei normierte Riume. Fir
eine beschrankte lineare Abbildung F 'V — W definiert man die zu || - ||v und
| - |lw zugeordnete Norm durch

F(v
(Flvw = sup LEWlw
venvioy  [lollv
Gilt V=W und || - |[v = || - ||w so schreiben wir auch | F|\y statt || F||v,w.
Weil F' als beschriankt vorausgesetzt wurde gilt fiir alle v € V'\ {0}
IF@lw _ Clely _
lvllv [vlly

Wir erhalten also ||[F|lyw < C < oco. Die Norm der Abbildung F' ist also die
kleinstmogliche Konstante C', mit der man die Beschrianktheit der Abbildung
abschitzen kann.

Wir erwidhnen noch, dass wir auch wirklich von Normen sprechen diirfen:
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Satz 3.17 Es seien (V.|| - ||v) und (W, || - ||w) zwei normierte Riume. Dann ist
| - [lvw eine Norm auf dem Raum der beschrinkten linearen Abbildungen von

V —-W.

Aufgabe: Beweisen Sie Satz 3.17!

Folgende Umformulierung erweist sich als niitzlich.

Lemma 3.18 FEs seien (V.| - [|v) und (W,|| - |lw) zwei normierte Riume und
F .V — W eine beschrinkte lineare Abbildung. Dann g¢ilt

[Ellvw = sup [[F(v)[lw- (3-4)

veV:v|ly=1
Beweis: Zunéchst ist klar, dass

sup  [|F(0)lw < [|F]lvw-
veV:||v|ly=1

Um sup,ey o1 1F(0)lw > |[Fllvw zu zeigen, bemerken wir, dass wegen der
Skalierbarkeit (Eigenschaft (N2)) der Norm || - ||y fiir alle v # 0, v € V gilt:

[E@)lw _ 1 v
= IE@)lw = || F | 7= ||
[ollv [ollv [ollv / flw
Es gibt also zu jedem v # 0 ein u mit ||ully = 1 so dass ”]TI(UUII)JW = || F(u)||w-.
Entsprechend folgt
F(v
supM < sup |[|F(w)|lw
vto o]y willully =1
und zusammen ergibt sich die Behauptung. QED

Betrachte nun ein beliebiges v € V'\ {0}. Dann gilt:

/
IF@lw o IE0)

[ T P
woraus wir wegen F'(0) = 0 und ||0]|y = [|0]|w =0
IF @)l < 1 Fllvay - o]l fiir alle v € V (3.5)
folgern. Wir sagen auch, || - [[v.w ist passend zu den Normen || - ||y und || - |lw-.

Diese Eigenschaft wird spater noch wichtig werden. Eine Verallgemeinerung ist
die folgende.
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Definition 3.19 FEs seien (V) ||-||v) und (W, ||-|lw) zwei normierte Riume. Eine
Norm || - || auf dem Raum der beschrinkten, linearen Abbildungen von V nach
W heifit zu den Normen || - |y und || - |w passend, oder mit den Normen
|- |lv und || - ||w vertraglich, falls fir alle v € V gilt:

1E ) lw < [E(] - [lvlv-

Gleichung (3.5) zeigt, dass die Norm || - ||y,w immer zu ihren natiirlichen oder
zugeordneten Normen || - ||y und || - ||y passt.

Aufgabe: Seien (U, ||-||v),(V, |I-Ilv) und (W, ||-|[w) normierte endlich-dimensionale
Vektorraume und seien F' : U — V und G : V. — W beschrinkte lineare Abbil-
dungen. Zeigen Sie, dass dann fir Go F: U — W gilt:

|G o Fllow < [|Gllyw | Fllov.

Wir mochten nun den Fall linearer Abbildungen zwischen den endlich-dimensionalen
Vektorrdumen

A K" —» K™

genauer untersuchen. Jede lineare Abbildung kann dann durch eine Matrix A
reprasentiert werden, so dass wir die zugehorige Norm ||Aljy,w in diesem Fall
auch Matriznorm nennen.

Im folgenden entwickeln wir Formeln fiir einige Matrixnormen, die aus den wichtig-
sten Normen auf dem IK" IK™ entstehen.

Satz 3.20 Sei A € IK™" eine lineare Abbildung vom IK" in den IK™.

1. Betrachte (IK", || - [[1) und (K™, |- ||) jeweils mit Manhattan-Norm. Dann
heifit die zugehorige Matriznorm Spaltensummennorm und sie ist gegeben
durch

m
AL = sup  [|Az[i = max Y |al.
k=1,...,n P

€K™ z||1=1

2. Betrachte (IK", || - ||oo) und (IK™, || - ||oo) jeweils mit Mazimum-Norm. Dann
heif$t die die zugehdrige Matrixnorm Zeilensummennorm und sie ist gegeben

durch

n
e = sup 2]l = max > |aul
i=1,....m =1

2€K™:||z||o=1
Beweis:
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ad 1: Fiir alle z € IK" gilt zunédchst, dass

m m n
[Az|[y = Z|(Ax)z|:z QikTg
=1 =1 | k=1
n m m n
TN E ( max w) 3o
k=1,....,m
k=1 =1 =1 k=1
n
= [ Z|aik|> o
=1

Damit gilt also
m
[ Al < kgaxnz |-
i=1
Um ||Al|1 > maxy—1, n Y s, |aix| zu zeigen, wihlen wir j so dass
m m
Z |ai;| = kgaxnz |-
i=1 i=1

Fiir den jten Einheitsvektor e; gilt dann

m m
1Aesll = 14501 = ) lay| = kI_I}aXnZ | @ik
i=1 =

Fiir die Norm von A folgt (mit (3.4)) daraus

m
Al = sup (Al > e = max D Jal.

2] =1

ad 2: Fiir die Maximums-Norm erhalten wir analog fiir x € IK"

n

g Qi Tk

k=1

|Az||.e = max |(Az);| = max

1=1,....m i=1,....m

IN

n n
max Y agllee] < max Y a2,
1=1,....m i=1,....m
k=1 k=1

also

n
[Allo < max Y .

i=1,....,m
k=1

Fiir die “>” Richtung wéhlen wir hier den Index j als den der Zeile mit
maximaler Summe, d.h. so dass

n n
E lajk| = max E ||
1=1,....m
k=1 k=1
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Weiterhin wihlen wir einen Vektor z € IK" passend zum Index j durch

{ Sk falls gy, # 0
2k —

|0‘jl€|

1 falls aj, = 0

Dann gilt

a) [2]l =1, und

. _ ajk&jk o . . ) . . ) .o
b) ajrzr = Sl = la;k| fiir aj; # 0, insbesondere ist a2 fiir alle
k=1,...,n positiv und reell.
) )

Fiir die Norm von Az erhalten wir daraus, dass

|Az|loc = max |(Az);| = max
1 i=1,....m

n
E Q41 2k
k=1

n
= max Z|aik2k| = max Z|aik|'
i=1,....,m i=1,....,m P

----------

Wie fiir die Manhattan-Norm folgern wir daraus, dass

n
Al > max 3 fal.
B k=1

1,....m

QED

Wir betrachten jetzt noch die Matrixnorm || A||y. Dazu benétigen wir den auch in
anderen Bereichen der Numerik wichtigen Begriff des Spektralradius einer Matrix.

Definition 3.21 Sei A € [K™".
o )\ € K heifst Eigenwert von A falls es ein v € IK" \ {0} gibt, so dass
Av = .
v heifst dann Eigenvektor von A beziiglich des Eigenwertes .

e Der Spektralradius p(A) einer Matriz A ist der betragsmdfig grofite Eigen-
wert von A, d.h.

p(A) = max{|\| : A € C ist Figenwert von A}.

Wir miissen zunéchst an die folgenden Begriffe aus der linearen Algebra erinnern:

Notation 3.22
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e Eine Matrit A € R™™ heifit orthogonal, falls ATA = I beziehungsweise
A~ = AT,

e FEine Matriz A € C™™ heifit unitdr, falls A= = AT

Bemerkung: Die Spalten A;,..., A, von A von orthogonalen oder unitiren
Matrizen bilden eine Orthonormalbasis des IK". Das sieht man, indem man das
Produkt B = AT A durch Produkte der Spalten von A beschreibt. Weil B die
Einheitsmatrix ist, gilt fiir das Element

o 1 fallsi=j
bij = 4; A _{O sonst,

entsprechend folgt die Behauptung.
Folgenden Satz werden wir verwenden.

Satz 3.23 (Hauptachsentransformation) Sei A € IK™" eine symmetrische
(bzw. hermitesche) Matriz. Dann gibt es eine regulire orthogonale (bzw. unitdre)
Matriz Q € R™" (bzw. @ € C™") und eine Diagonalmatriz D = diag(dy, ..., d,) € R™
s0 dass
A=QDQ".

Dabei sind dy, . .., d, die Eigenwerte der Matriz A, und die Spalten von @) bilden
eine Orthonormalbasis, die aus den zugehdrigen Eigenvektoren besteht. Das heifst,
es gilt

AQ; =d;Q; firj=1,....n

Wir beweisen folgende Folgerung aus Satz 3.23.

Lemma 3.24 Sei A € IK™" eine symmetrische (bzw. hermitesche) positiv semi-
definite Matriz, und sei \™™ ihr betragsmdfig kleinster und p(A) = ™3 jhr
betragsmdpig grofter Eigenwert. Dann gilt X™® > 0 und alle x € IK" erfiillen die
folgende Abschdtzung:

A |zl < 70 Aw < A3,

Beweis: Weil A positiv semi-definit ist, sind die Eigenwerte A, ..., A, von A nicht-
negativ (siehe Lemma 2.18 auf Seite 37). Sei nach Satz 3.23 weiter vy, ..., v, eine
Orthonormalbasis des IK", die aus Eigenvektoren von A besteht. Wir schreiben
r =) a;v; und rechnen wegen

Ax = Ai ;0 = i OéiA(Ui> = i CY,L)\iUZ'
=1 =1 =1
nach, dass

n n
ST oA - T 2
T Ar = E QAR Uy = E [CTIRPVE
j=1

J,k=1
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wobei letztere Gleichheit aus der Orthogonalitdt der v; folgt. Weiterhin gilt
|z]|3 = 2Tz = > | |i|* und entsprechend folgt

n n n
AN g <O Py <A eyl
j=1 j=1 j=1
zusammen also
Az ]|3 < 2T Aw < A3

QED

Wir kénnen nun endlich auch die Matrixnorm || A||, beziiglich der Euklidischen
Norm berechnen.

Satz 3.25 Fir A:IK" — K™, also A € IK™" gilt

Al = sup ATl _ /i

zeK™:x#£0 ||IL‘||2
Man nennt || Alls auch die Spektralnorm von A.
Beweis: Zunichst gilt, dass ATA € IK™" eine hermitesche und positiv semi-
definite Matrix ist. Daher sind alle ihre Eigenwerte groker oder gleich Null. Sei
p(ATA) = \max der grobte Eigenwert von AT A. Es gilt

| Aall} = (2] (Ax) = &7 AT Aw < A",

wobei die letzte Ungleichung aus Lemma 3.24 folgt. Die Ungleichung ergibt also

[All2 < \/p(AT A).
Um Gleichheit zu zeigen, wéhlen wir z als Eigenvektor zu A™* und erhalten

|Az||3 = 2T AT Az = g7 Amaxy = \maxgly — \max| |2,

Daraus ergibt sich analog zu dem Beweis von Satz 3.20, dass

A A
||A||2 = sup H xH2 H ZHQ \/W ATA
a0 [zl — |zl

QED

Leider ist die Spektralnorm fiir grofsere Matrizen aufwandig zu berechnen. Daher
ersetzt man sie manchmal durch eine der folgenden Normen:
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Definition 3.26

Gesamtnorm: |All¢ == nmax{]a;;| : 1 <i<m,1<j<n}

Frobenius-Norm: |A|lF =

Beides sind wirklich Normen (da sie bis auf Vorfaktoren mit ||-||, beziehungsweise

mit || - |2 auf dem IK™™ iibereinstimmen).
Lemma 3.27
1. Die Norm || - ||g ist passend zu || - ||co-
2. Die Norm || - || ist passend zu || - 2.

Beweis: Ubung!

3.3 Kondition

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir die gewonnen Erkenntnisse anwenden,
um die Kondition einer Matrix zu definieren. Diese wird uns helfen, die Ubertra-
gung von Fehlern abzuschétzen.

Betrachten wir dazu ein lineares Gleichungssystem Az = b mit folgenden Fehlern
in den Eingangsdaten:

e AA sei der Fehler in der Matrix A,
e sowie Ab der Fehler im Ergebnisvektor b.

Lasst sich anhand dieser Daten der Fehler im Ergebnis abschétzen?

Um diese Frage zu beantworten, bemerken wir zunédchst, dass
Ar =T —x

ist, wobei x als exakte Losung des Gleichungssystems Az = b und & durch die
gewonnene Losung

(A+AA)zT =0+ Ab
definiert ist. Es gilt also

(A+ AA)(x + Az) = b+ Ab.
Multipliziert man diese Gleichung aus und verwendet Az = b so ergibt sich

(A+ AA)Az = Ab— AAx.
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Nehmen wir nun zunéchst an, dass die gestérte Matrix A+ A A invertierbar wére.
Dann konnte man nach Az auflésen und dadurch die Norm von x abschétzen,
also

Ar = (A+AA)(Ab— AAzx)
= [|Az]| < [I[(A+AA)TH(lAb] + [AA]]l),

wobei wir eine submultiplikative (d.h. ||ABJ| < [|A4]|| - ||B]|) und zur Vektornorm
passende Matrixnorm gewéhlt haben. Der relative Fehler ergibt sich entsprechend
als

Az B Ab
182l a4 aa) (—“ ”+HAAH)
E Bl
) Ab| (a4
= A+ AA7 YA ( H +
It VAN AT A
) Ab| (A4
) —
< e+ any i (o + hos
) Ab| (A4
= A+ AAA H + 3.6
J(A+ A4 A] i (3.6)

Vergrokerungsfakt ot
CTBTOBETUNESIARION A Lelative Fehler der Eingangsdaten

Bevor wir den Term des Vergroferungsfaktors weiter abschétzen, beschiftigen
wir uns mit der Frage, wann die Inverse von A + AA existiert.

Lemma 3.28 Seien A, AA € IK™", A requlir und ||[A7|||AA| < 1, wobei || - ||
eine zu einer Vektornorm passende submultiplikative Matriznorm ist, die ||I]] = 1
erfillt. Dann ist A+ AA requlir, und es gilt

1A~

A+AAY < .
It V= T A

Beweis: Schreibe

r=AY A+ AA)zr — AN (AA)z
= lzl < ATHI(A + Az + A AA] |
= [l @ = [[ATAA]) < [ATTII(A + Ad)z]].

>0 nach Vor.

Also folgt aus (A 4+ AA)x = 0 dass ||z|| = 0 und entsprechend auch z = 0. Die
Abbildung A+ A A ist somit injektiv und damit auch surjektiv, also ist die Matrix
A+ AA invertierbar.
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Wir kénnen also B := (A + AA)~! definieren. Um die im Lemma genannte
Abschétzung zu erhalten, rechnen wir nach

1 = ||| = |B(A+ AA)|| = ||BA+ BAA'AA|
> | BA| = [IBA[[[AT | AA]
= | BA| (1 = |A7Y[|[|AA]) .-

>0

Daraus erhalten wir .

A= AA]

|BA| < —

und schlieflich

A
[ATNAA]

I(A+A4)TH| = [BAATH| < [ BA[]ATH| < —

Definition 3.29 Flir eine Matriz A € IK™" definieren wir
cond(A) = [|A]| A7
als die Kondition von A.

Wozu man diese Definition verwenden kann, zeigt der folgende Satz und das
anschliefsende Korollar.

Satz 3.30 Sei || - || eine Matriznorm wie in Lemma 3.28. Sei ||b|| # 0 und
|A7Y| JAA| < 1. Sei Az = b. Dann gilt fiir jede gestirte Losung & = x + Ax
des gestorten Systems

(A+AA)Z =0+ Ab

die folgende Abschditzung:

NI . Gy

1- cond(A)% | Al 6]

Zunéchst bemerken wir, dass der Ausdruck wegen

|AA]

1>1-— COIld(A)W

=1—[|A7] a4l >0

wohldefiniert ist. Man sieht hier auch schon, dass eine kleinere Kondition zu
kleineren relativen Fehlern fiithren wird.
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Beweis: Aus (3.6) und der Abschétzung aus Lemma 3.28 folgt, dass

lac) AT (18A] A
- 1—-JJATY| ||AA 14 A b

o AT IAA] FAT Tl
| _ondl) _ (IAA] 05N

1 —cond(A)% 1Al 16]]

QED

Eine einfache und oft betrachtete Anwendung dieses Ergebnisses ist das fol-
gende Korollar, das man auch direkt aus (3.6) ohne die Voraussetzungen aus
Lemma 3.28 herleiten kann.

Korollar: Hat man nur eine Stérung in b (ist also AA = 0), so iibertragen sich
die Fehler in b mit maximal der Kondition von A. Genauer:

| Abl|

Az _ |
ol

e < cond

Diese Aussage ergibt sich direkt aus Satz 3.30, da die Voraussetzung ||A™!|| [|AA|| =
0 < 1 erfiillt ist.

Abschliefsend geben wir noch zwei niitzliche Aussagen zur Bestimmung der Kon-
dition einer Matrix an.

Lemma 3.31 Flr jede zu einer Vektornorm passend gewdhlte Matrixnorm und
jede invertierbare Matriz A gilt: cond(A) > 1.

Beweis: Fiir den Beweis verwenden wir die Definition fiir passend fiir A und A~!
in folgendem Sinn. Sei x # 0. Dann gilt A~'z # 0 und entsprechend

A ]| < AT [l
|A(AT )| < [JA] (A7 )|
Zusammen ergibt sich

Az|  JJAAT A ] el
[ [ (A 12

1Al A7 > fa]

Fiir die der Euklidischen Norm zugeordnete Spektralnorm gelten die folgenden
Aussagen.

Lemma 3.32 Sei Q) eine orthogonale (unitire) Matriz. Dann gilt
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1. condy(Q) = 1, und

2. condy(QA) = condy(A) = condy(AQ) fir alle Matrizen A, das heif$t die
Multiplikation mit ) dndert die Kondition der Matriz A nicht.

Beweis:
1.
condy(Q) = [|Q[2lQ 72 = 1/ A(QTQ)\ Q" Q)
= VoD p(QQT) =1-+/p(I) =1
2.

1All: = Q" QAl2 < IQ" 12 QA2 = QA
< [1Qll2 [[All2 = 1Al

also ist || Alls = ||QA]|2. Analog ergibt sich ||A]l2 = [|AQ]|2, also erhélt man
condy(QA) = conda(A) = conda(AQ).

QED
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Chapter 4

Lineare Gleichungssysteme:
Orthogonalisierungsverfahren

4.1 Die ()QR-Zerlegung

Bisherige Losung von Gleichungssystemen:
A—L-A=

Dabei galt fiir die Kondition von (L - A):
cond(L - A) < [[L[| - [[L7H] - [JA]l - [ A7
= cond(A) - cond(L),
die Kondition vergrikert sich also um bis zu cond(L).

Idee: Die Kondition lisst sich verbessern, indem man A durch Multiplikation
mit orthogonalen bzw. unitiren Matrizen auf eine obere As-Gestalt bringt, denn
fiir orthogonale /unitire Matrizen gilt nach Lemma 3.32

cond(QA) = cond(A)
sowohl fiir die Euklidische Norm als auch fir || - || p.
Lemma 4.1 Sei Q orthogonal (bzw. unitir). Dann gilt | Qx| = ||z||2-
Beweis:
1Qz[f; = (Q2)"(Qw) = 2" Q" Qu = 2"z = ||z]|3

—~
I
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Definition 4.2 Die Zerlequng einer Matrix A € IK"™" der Form A = QR mit
etner unitiren Matriz QQ € IK"™™ und einer oberen As-Matriz R € IK"™" heifit
QR-Zerlegung von A. Dabei hat die Matriz R folgende Gestalt:

T11 * )

wobei k < min{n, m} und ri1,722, ..., "ex 7 0.

Definition 4.3 Sei h € IK" normiert, d.h. h*h = ||h||> = 1. Dann heifst

H=1—-2hh*
Householder-Matrizx.
Bemerkung:
hihi hihe -+ hihy
o hohy :
h=| : h* = (hy,....hy)  hh*= 2
R, " R
hohy <o+ oo hyhy

Lemma 4.4 Sei H eine Householder-Matriz. Dann gqilt HH* = H*H = I und
H=H*.

Beweis:

H* = (I —2hh*)* =1 —2hh* = H
HH* = (I — 2hh*)(I — 2hh*) = I — Ahh* + 4h h*h h* = I
~~

1

Beispiel: Sei

1/ 3
=5 (1)

dann gilt h”h = 1. Fiir die Householder-Matrix ergibt sich daraus:

3 1 7T —24
—T_oppT —7_9(5 3 4 _
H=1-2nh" =1 2(9(5 :) 25(_24 _7)



wobei H = HT und H? = I. Nun kann man beliebige Punkte durch Multiplika-
tion mit der Householder-Matrix auf andere abbilden, zum Beispiel:

o) =(5) 7 00) =)
m(C)=(5) (%) =)
o(1) —m()

(5)

Aufgrund des Bildes scheint H also eine Spiegelung an der Geraden durch den
Ursprung senkrecht zu h zu sein. Das wollen wir im folgenden begriinden:

Lemma 4.5 Die Abbildung H : R™ — R"™ entspricht geometrisch einer Spiegelung
an der zu h orthogonalen Ebene durch den Ursprung.

Sei x € R". Wir zerlegen x in einen Anteil in Richtung h und einen Anteil
orthogonal zu h.
x=ah+ pt mit tLh (t'h =0)
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[Der Ansatz = (hh™)x + 3 ist geeignet, da dann yLh]
0 _16 13\ 12/
4) 5 5\4) 25\ 3
H(x) = (I — 2hh") - (ah + Bt)

— . . . . —_— T R T
=a-T-h+B-T-t Qahhlh 2th0t

[m Beispiel:

Dann gilt:

= —ah+ fpt

Also ist H tatséchlich eine Spiegelung an der Ebene durch den Ursprung senkrecht
zu h.

Unser Ziel ist es jetzt, die Kondition bei der Lésung von Gleichungssystemen zu
verbessern, indem man A durch Multiplikation mit orthogonalen bzw. unitidren
Matrizen auf obere Dreiecksform bringt, also:

X
Q- A= .
0 *
wobei () eine orthogonale bzw. unitidre Matrix darstellt. Dazu verwenden wir
Householder-Matrizen H, fiir welche gilt:
H =1 — 2hh*, wobei |h*]| =1 H"-H=H-H =1 H*=H

Unser Ziel ist es, eine Householdermatrix H so zu bestimmen, dass die Anwen-
dung von H auf A zu einer Matrix fiihrt, in der die erste Spalte ein Vielfaches
des Einheitsvektors ist, also

* *
0 0],
H-A = ] =) und HA = ]
0 0

Das néchste Lemma zeigt, wie man so eine Matrix H wéhlen muss.

Lemma 4.6 Sei xz € IK"\ {0}. Fir

*

1
ui=xtx— ||zl e und H=1-2." gilt:
|21 u*u
T
|1
€K
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Beweis: Ein stringenter Beweis ldsst sich fiihren, indem man die Gleichung

lllz
1]

Hy = —x; 1

direkt nachrechnet. Dazu empfiehlt es sich, eine Fallunterscheidung fiir

1

u = x+x-— - |z|]2-e; und
|21
1

u = x—x1-— - ||z|]2- €1
|71

durchzufiihren. Stattdessen geben wir hier die “Herleitung” der im Lemma genan-
nten Aussage an:

Wir suchen v € IK" \ {0} mit Hx = ¢ - ey, das heift

*

Hr=z2-2.-227

= C- €.
u*ru

Das ist erfiillt, falls die beiden folgenden Bedingungen gelten:

2utx

=1 4.1
u=x—c-e; (4.2)

Aus (4.1) folgt:

2ur = vw'uelR
u'r e R

—
(A
o

=

4l

(x —cer)*r € R
¥z —cr; €R
cx1 € R (*
c = a-x; aeR (xx

~— —

Weiterhin gilt:

0=2u"r —u'u=u"(2z —u)

(4i2)(:z; —cey)"(x + ceq)
T

= a*r + a*ce; — el v — el e
=2'vr+cT— cr; —|c]?
~—~

€R, nach (*x)
=CT1=CT1

=[5 = |el*
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Zusammen mit (**) gilt:
o ()
[l = lel =" lallz:]
Nun folgt:

@ also a=+-——-

a =
o= @l

Daher ergeben sich als Losung:

el

|171’

1
und uw=2x Fzy-||z]s — - €.

|1
QED

Die numerisch stabilere der beiden £ Variante ist v = x + x; - |z—11| < Nlx2|| - e, weil

es dann in der ersten Koordinate von u zu keiner Ausloschung kommen kann.
Dieses funktioniert sogar, falls z = « - €.

Beispiel: Sei x = (?Z) gegeben. Gesucht sind nun w(H) und ¢, so dass folgende
Bedingungen erfiillt sind:

Es gilt:
2u*r = 60y + Sug + i - (6u; — 8iz) utu = uj + i + us + 5

Wir machen nun eine Fallunterscheidung. Im ersten Fall ist u reell, im zweiten
Fall komplex. Es ergibt sich:

1. 2u*x = w*u:

a) 6U1—8'L~L2:O
(b) 6ay + 8ug = u? + 43 + u3 + Uy

2. () = (0" = ()

(a) —cp =y
(b) 3—é& =i
(c) 4=uy

(d) 0=y
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Aus 2(c) und 2(d) folgen folgende Werte:
Uy =0 Uy = 4 aus 1(a) folgt damit u; =0
Auferdem gilt:

8

60 +8-4=0+1u]+16+0 :Mﬁ:{ )

Daraus ergeben sich fiir u die Werte:

. Y
u—(il) oder u—<4l)

Und auch nach Lemma 4.6 gilt:

|| ]2 31 ) &1 —21
= :l: . . = :i: - = d
u=2xxr 2] el 4 31 5 4 oder 4

Im ersten Fall erhélt man die folgende Householder-Matrix:

uu* 2 64 32
H_I_Qu*u_]_%'<—32i 16)

L ey (e (2
we= (7))

Satz 4.7 Fir eine Matriz A € IK™" mit dem Rang n (also m > n) existiert
eine QR-Zerlegung.

Auferdem gilt:

Beweis: Wir zeigen die folgende Aussage durch vollstindige Induktion:

Fiir jedes k = 1,...,n gibt es Householder-Matrizen H), ... H® so dass fiir
A = (agf)) =H® . . HY. A gilt: agf) =0 fiir alle j < k und i > j.

Im Fall £ = n ergibt sich daraus, dass

g™ . g® .

-
unitdre Matrix

eine obere Dreiecksmatrix ist; die Aussage des Satzes ist damit also bestétigt.
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Fiir den Induktionsanfang wahlt man in Lemma 4.6 x = A; und bestimmt an-
schliefend eine Householder-Matrix H") so, dass die Gleichung HWMz = o - ¢;
erfiillt ist. Es gilt also

HYA =

und der Induktionsanfang ist gezeigt.

Seien nun nach k < n Schritten die unitiren Matrizen H®, ..., H® so bestimmt,
dass fiir A®) ¢ IK™" gilt:

AR — gk g4 = B®) k

*

0 |C®

wobei B®) ¢ IKF"=k ynd ¢®) e IKm_k’”_k und ag?) =0 firalle j<kundi>j
gilt. Wir bemerken, dass der Rang von A®) gleich n ist, da A nach Voraussetzung
Rang n hat und die Matrizen H® alle regulir sind. Sei 2D = C; € IK™*
Zunichst gilt #*+1) =£ 0, denn wiren die ersten k + 1 Spalten linear abhiingig,
dann wire der Rang von A®) nicht n.
Nun benétigen wir einige Definitionen:

~ (k+1)

H(k—‘rl)

~(k+1) . ~(k+1 Ly k-+1)
At = gty |k+1|Hw( ||
1
~ (k+1) (7~ (k+1)
@) (B>
))*a

m—k — (alk+1 (k+1)

Durch diese Definitionen folgt nach Lemma 4.6, dass

o
~ (k41
gemew — | O it i
— : mit o = —75 IE I|2-
(') T} |

Um die Transformation auf ganz A®) statt nur auf C*) anwenden zu kénnen,
definieren wir

0
LD : k
0
aFFD bm—k
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) 2u(k+1)(u(k+1))* B I, 0
=in (u(F1) )=y (k+1) B 0 | fee+n

wobei H*+1 eine m — k x n — k-Matrix ist. Mit diesen Definitionen erhilt man
jetzt fiir die Matrix A®+D:

(k)
AR+ — k) gk B

0 k) k)

mit der geforderten Eigenschaft, dass a(k =0 fiir alle j <k +1und > j.
QED

Algorithmus 6: QR-Verfahren (Matrixversion)

Input: A € IK™" mit Rang(A) =n
Schritt 1: A® = 4

Schritt 2: For k=1,...,n do

- k-1) 1 S
d = aék Yt af A, LD ‘
O, i=k
u(k) = (O .0,d, a](ﬁi_lllz;» T agsl;l))T
WL
A(k) — H(k)A(kfl)

Ergebnis: ()R-Zerlegung mit

A = @R mit
R
Q = HWY .. .....H"™ ist unitére Matrix

A ist obere Dreiecksmatrix und

Diese Berechnungen sind aufwindig, insbesondere die Anwendung von von H®)
auf alle Spalten von A%, Wir suchen nun eine bessere Rechenvorschrift fiir die

I0)



Berechnung von dem Produkt Hv der Householder-Matrix H und einem beliebi-
gen Vektor v € IK™. Es gilt:

2
H=1-—uu" =1— fuu” mit u=x+ ﬂHngel und
uru |21]

2 1

8= = (4.3)

wulzl2(lzlz + |2)
Fiir beliebiges v € IK™ folgt:
Hv=(I—-puu*)v = v— fuuv
= v—puvu=v— su )

mit s = fu'v eIK (4.5)

Damit kann man H A, fiir die Spalten A von A also effizient berechnen. Bei
betragsmafig kleinem [ ergeben sich allerdings numerische Probleme. Sie kann
man mit Hilfe des folgenden Lemmas vermeiden.

Lemma 4.8 Sei H eine Householder-Matriz aus Lemma 4.6 zu x # 0 und H'
die Householder-Matriz aus Lemma 4.6 zu y = ax mit o € RT und z,y € IK".
Dann gilt H = H'.

Beweis: Zunéachst gelten folgende Gleichungen:

w=a+ |5’3—1|yx\|261 H=1-—uu
1| (7
ar
o =yt 2yl = oz 2o o = au
1 1
Nun folgt daraus
2
H =1- u'(u) =1- uut = H
(u')*u! a’uru

_z
[l o0

Im folgenden Algorithmus wird statt = also verwendet, um die numerische

Stabilitdt von 5 aus (4.3) zu gewahrleisten.

Algorithmus 7: QR-Verfahren (Implementations-Variante)

Input: A € IK™" mit Rang(A)=n

Schritt 1: w;; :=0 fir alle i=1,...,m und k=1,...,n
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Schritt 2: For k=1,...,n do

Schritt 2.1: Ap™* := max;—g __m |aik]
Schritt 2.2: «:=0
Schritt 2.3: For i =k,...,m do
Schritt 2.3.1. u;, := % (Normierung der k-ten Restspalte)
Schritt 2.3.2. o := o+ |uy|?> (Norm® der k-ten Restspalte)
Schritt 2.4: o=/«
Schritt 2.5: 3 := % (B aus 4.3)

a(a+|ukkl

Schritt 2.6: w, = ur, + ﬁ:: -a (1. Komponente von uj nach Lemma 4.6)

Schritt 2.7: ay, = —|Z::‘ AL o
Schritt 2.8: For i=k+1,...m do a;z :=0 (erste Spalte von HA;™*)
Schritt 2.9: For j=k+1,...,n do

Schritt 2.9.1. s:= 3, >, Wra;; (s aus 4.5)
Schritt 2.9.2. For ¢ = k,...,m do a;; = a;; — s - u;;, (Berechnung von
H A§k) nach 4.4)

Ergebnis: ()R-Zerlegung der Originalmatrix A mit

R = A
Q = HY.....H® nit H® =71 kukuz und
k
Uik
up = : fir k=1,...,n
Unk

Bemerkung:
e oft bendtigt man () nicht explizit und kann sich die Berechnung sparen

e U ist untere Dreiecksmatrix
Aufwand: Die Q R-Zerlegung einer Matrix A € IK™" mit Rang(A) = n erfordert
n?(m) + O(mn)(= O(n*m))
wesentliche Operationen.
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Zum Analysieren der Komplexitit betrachten wir den teuersten Schritt. Das ist
Schritt 2.9 mit

(Z > 2Am- k>> +0(mn) =Y " 2(n— k)(m — k) + O(mn)

k=1 j=k+1 k=1

= (Z 2nm — 2nk — 2km + 2k2> + O(mn)

k=1

= 2n’*m + 2Zk2 —k(n+m)+ O(mn)

k=1
1)(2 1 1
= 2n2m+2n(n+ )6( n+l) —2(n+m)@+0(mn)
~ Vv
> k2 >k

3
=2n’m + 22% —n*(n+m) + O(mn) + O(n?)

—0(mn)

1
=n’ (m — gn) + O(mn)
Fiir m = n ergibt sich also 2n® 4+ O(n?), das ist etwas hoher als der Aufwand von
%n?’ bei dem Gauss-Verfahren. Fiir schlecht konditionierte Matrizen lohnt es sich
aber, diesen Aufwand in Kauf zu nehmen.

Bemerkung: Im Gegensatz zur LU-Zerlegung ist bei der Q) R-Zerlegung (bei Rang(A) =
n) keine Pivotisierung nétig. Das gilt allerdings nicht im Fall Rang(A) < n. In
diesem Fall tauscht man in jedem Schritt & vor der Berechnung der w; und der

B die Restspalte mit grofter Euklidischer Norm an die k-te Position.

4.2 Lineare Ausgleichsprobleme

Beim Lé&sen linearer Gleichungssysteme bestand die Aufgabe darin, ein z zu
finden, so dass Ax = b gilt. Was passiert aber nun, wenn Ax = b nicht losbar ist?
In diesem Fall versucht man, ein = zu finden, so dass der Ausdruck Az die rechte
Seite b moglichst gut anndhert. Verwendet man zur Bewertung der Qualitit der
Annéherung die Euklidische Norm, fiihrt das zu dem Minimierungsproblem

AZL’ — bHQ,

minimiere,cg»

in dem man unter allen Vektoren x € IK" den sucht, der die Euklidische Norm
von Ax — b minimiert.
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Da es dquivalent ist, statt ||Az — b||; die quadratische Funktion ||Az — b||3, zu
minimieren, definieren wir das lineare Ausgleichsproblem wie folgt:

(AuP) minimiere,exr F(z) mit F(x) = |Azr —b||3, A € K™", be K™

Beispiel:
2 1 1
A=|1 -1 b=10
1 1 1

Zwei mogliche Losungen fiir x werden im folgenden untersucht:

1
.CEZ(i) Lésung bzgl. (? _11)=b:>F(x):H(1 0 g)T_szz(%)z
3
(N = L
r= (1) Losung bzgl. 11 =b= F(z) = (5 0 1) _52_(5)
2

Im folgenden wollen wir untersuchen, wie man die beste Losung fiir solche Aus-
gleichsprobleme findet. Zun#chst erinnern wir daran, dass

Bild(A*) = {A%z: z € IK™}
Bild(A*A) = {A"Az : 2 € IK"}.

Wir benétigen das folgende Lemma:
Lemma 4.9 Sei A € IK™". Dann gilt Bild(A*) = Bild(A*A).
Beweis: Ubung/

Nun kénnen wir die Losung des Ausgleichsproblems néher analysieren.
Satz 4.10 Sei A e IK™", b€ IK™ und b ¢ {Ax : x € IK"}. Dann gilt

1. (AuP) ist losbar.
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2. x € IK" ist Losung von (AuP) genau dann, wenn
A*Ax = A*D. (N)
Man sagt "‘x l6st die Normalengleichung (N) beziiglich A und b."’

3. (AuP) ist eindeutig losbar genau dann wenn Rang(A) = n.

Beweis:
1. Sei (zj) eine so genannte Minimalfolge, d.h.

|Azy — bl|2s = a = inf ||Az —b|2.
xelK™

Fiir jedes ¢ > 0 gibt es also ein K € IN, so dass fiir alle k£ > K gilt:
|Azy, — b]|2 < a + €. Fiir alle k > K erhalten wir somit

[Azklls = [|Azx — b+ blla < [[Azg = bll2 + [[bll2 < @+ €+ b2

Also ist die Folge (Axy) C Bild(A) beschrinkt. Vom Satz von Bolzano-
Weierstrass wissen wir daher, dass es eine konvergente Teilfolge von (Azy)
gibt, die gegen ein g konvergiert, insbesondere gilt also

[Azy, = bll2 = [|§ = bll2 = @

Aufgrund der Stetigkeit von A ist Bild(A) abgeschlossen. Daraus folgt,
g € Bild(A). Also gibt es £ mit AZ = ¢ und daher gilt

AL = bll2 = [|7 — bl|> = «
also ist & Losung des Ausgleichsproblems.
2. Fiir jede Losung xy von (N) und fiir jedes x € IK" gilt
F(z) — F(xo) = || Az — b3 — || Azo — bI3
= (Az — b)"(Ax — b) — (Azg — b)*(Azo — 1)
=" A"Ax — 2" A*b — V" Ax + b*D
— A" Axg + x{ATD + b Axg — b*D
Weil zy (N) erfiillt ist, gilt A*d = A*Azg bzw. b*A = xjA*A. Unter
Verwendung dieser Gleichungen erhilt man weiter
=" A"Ax — 2" A" Azy — 2 [AT Ax
— wo A" Az + 1y A" Ay + x5 AT Axg
=" A"Ax — 2 A" Ay — 2 AT Az + x[AT Az
= (x — )" A" A(x — x¢)
= Az — )|l > 0 (4.6)
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"=" Sei zg eine Losung von (N). Dann folgt F(x) > F(xg), Vo € K",
also ist xy eine Losung von (AuP).

=" Sei andererseits x Losung von (AuP).

Wir wéhlen zunéchst einen Punkt xy € K", der die Normalengleichung
erfiilllt: Da A*b € Bild(A*) ist auch A*b € Bild(A*A) (siche Lemma 4.9)
und daher gibt es

xo € IK" mit A*Azg = A*D. (4.7)
Wegen (4.6) folgt F(x) — F(zo) > 0. Andererseits gilt F(z) < F(xo),
weil z eine Losung von (AuP) ist. Zusammen folgt F(x) = F(zq) und
daraus (wieder wegen (4.6)) ||A(z — xo)||3 = 0, also auch ||A(z — x) = 0]
Nach dem ersten Normaxiom erhalten wir A(z — z9) = 0 und entsprechend
A*Ax = A*Azg = A*b, also erfiillt = die Normalengleichung (N).

3. Falls Rang(A) = n ist A*A € IK™" regulér. Also ist A*Ax = A*Db eindeutig
16sbar. Ist Rang(A) < n, so existiert wegen (4.7) eine Losung xo von (AuP)
sowie ein z € Kern(A) mit z # 0. Damit gilt:

F(zo +2) = [ A(zo + 2) — bllz = | Ao + Az — blf; = || Ao — 0|13 = F(x0)
und xg + z # xg, also gibt es zwei verschiedene Losungen von (AuP)
Bemerkung: Ist die Losung von (AuP) nicht eindeutig, so ldsst sich aus
Opt*™ = {x € IK" : x ist Losung von (AuP)}
ein eindeutiges Z mit minimaler Euklidischer Norm ||Z||; wéhlen. D.h.

min
z€Opt*

$||2

ist eindeutig l6sbar.

Beweis: Opt™ = {z € IK" : A*Ax = A*b} ist ein affin linearer Teilraum. Dieser
enthélt genau ein Element mit minimaler Euklidischer Lange, ndmlich die or-
thogonale Projektion von 0 auf Opt* QFED

Aufgabe: Sei L € R™ ein affin linearer Teilraum und a € R™. Zeigen Sie, dass
das Minimierungsproblem

minimiere,cy ||a — x||

eindeutig losbar ist, und zwar von der orthogonalen Projektion von a auf L.
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Opt*

Zwei Ansatze zum Losen des Ausgleichsproblems

Sei A € IK™"™ mit m > n.

Idee 1 Nutze die Normalengleichung aus Satz 4.10 und 16se das Gleichungssys-
tem ATAz = ATb (im Reellen) durch das Cholesky-Verfahren. Das ist
schnell, aber oft ungenau.

Idee 2 Fiihre eine QR-Zerlegung von A durch. Man erhélt

A=QR=0Q <][?) , R € IK™" obere Dreiecksmatrix

Ist Rang(A) = n, so ist R regulir. Es gilt

|Az — b|)5 = [|QRz — b||5 = ||Q*(QRx — b)|| (siche den Beweis von Lemma 3.32 )
= [|[Rz — Q"bl;

Re\ (e :
=1 () - () 1B = W — el + (1.9

wobei <ccl) = @Q*b eine Zerlegung des Vektors Q*b € IK™ in ¢ € K",

de K™ ist.

Lemma 4.11 Sei ||[Az — b||3 — min ein lineares Ausgleichsproblem mit A €
IK™" m > n und Rang(A) = n, und A = QR eine QR-Zerlegung von A,

R \ c
R = (O) und Qb = (d)

N

r=Rl¢c

Dann st

die eindeutige Lisung von (AuP) und ||d||3 der zugehirige Zielfunktionswert.
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Beweis: Nach (4.8) wissen wir, dass [|[Az — 0|3 = |Rz — ¢ + ||d||3. Dieser
AAusdruck wird minimal, falls ¢ = Rx. Da R regulir, existiert so ein x, namlich
R~'c. Die Zielfunktion ergibt sich als

Az — b]|5 =0+ [|d|)3
also ||Ax — b||? = ||d||3. QED

Anwendungsbeispiel (Statistik): Es seien Messdaten (a;, b;) miti =1,...,m
gegeben, bei denen ein (unbekannter) linearer Zusammenhang besteht.

bi

Gesucht sind die Parameter «, §, die diesen linearen Zusammenhang beschreiben.
Dabei soll b; durch die Gleichung aa; + 8 in Abhéngigkeit von a; mdoglichst gut
geschitzt werden konnen, d.h. aa; 4 8 soll moglichst nahe an b; sein. Wir wollen
die Qualitdt dieser Schitzung maximieren und versuchen dazu, die Summe aller
quadrierten Schatzfehler zu minimieren. Das fiihrt auf das folgende Problem:

m
minimiere, g Z laa; + B — byl

i=1
Mit
a; 1 by
A= : r= (g) b=1]:
a, 1 by,
erhilt man
ara+ B —by n
| Az —bll5 = || : 5= loa; + 8 - bil*,
ana+ B — by =1

also ein lineares Ausgleichsproblem. Man nennt dies “Methode der kleinsten
Quadrate”.
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4.3 Singularwertzerlegung

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit Orthogonalisierungsverfahren fiir
nicht quadratische Matrizen. Sei A = (a;;) € IK"™" eine solche Matrix. Wir
bezeichnen A als Diagonalmatrix falls a;; = 0 fiir alle ¢ # j mit i € {1,...,m}
und 7 € {1,...,n}. Mit dieser Bezeichnung fithren wir den Begriff der Singulér-
wertzerlegung ein.

Definition 4.12 Se: A € IK™". Fine Zerlequng der Form A = UXV™* mit
unitdren Matrizen U € IK"™™ und V € IK™" und einer Diagonalmatriz > € IK™"
heifit eine Singuldrwertzerlegung von A.

Wir benutzen die Dimensionsformel: Fir A € IK™"
n = Rang(A) + dim(Kern(A))
sowie die folgende Aussage aus der linearen Algebra.
Lemma 4.13 Se: A € IK"™"™. Dann gelten
Kern(A) = Kern(A*A)
Rang(A) = Rang(A*) = Rang(A*A) = Rang(AA")

Beweis: Ubung!

Satz 4.14 Jede Matriz A € IK™" besitzt eine Singuldrwertzerlegung.

Beweis: Seien Ay > Ay > -+ > A, die (rellen) Eigenwerte von A*A mit zugehori-
gen Eigenvektoren vy, ..., v,, so dass
1 fallsj=k

A" Avj = N\jv; und vivg, = {O falls § % &

Sei Rang(A*A) = r < min{m,n}. Dann sind genau r der Eigenwerte positiv
und die restlichen Null. Weil ebenso = Rang(AA*), hat also auch AA* genau
r positive Eigenwerte. Definiere

0 = \/)\j und U; = —A’Uj 1 < ] <r (49)
Dann gilt

1 1

Ajvj
k 1 fallsj=k
uwiup = ——v; A" Ay, = vivg =
00k 7 =~ 00 0 sonst
AUk
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Also sind uyq,...,u, ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren zu den Eigen-
werten Ay > Ay > -+ > A\, > 0 der Matrix AA*. Ergéinze {u,...,u,} zu einer
Orthonormalbasis {uy, ..., u,} aus Eigenvektoren und setze

Vi=(v1,...,0,) € K" und U := (uy,...,uy,) € K™"

Dann gilt

A ou; fiir 1<j <r wegen (4.9)
v =
’ 0 fir r+1<j<n weil v; € Kern(A*A) = Kern(A)

Also erhalt man

AV = UY mit ¥ = diag(oy,...,0, 0,...,0 ) € K™",
——

min{n,m}—r

wobei die Matrizen V, U unitér sind, weil ihre Spalten jeweils ein Orthonormal-
system bilden. Es folgt A = UXV™. QED

Bemerkung:
e Die Eintrige von ¥ sind eindeutig, wenn man Positivitdt verlangt.

o Ist A selber quadratisch und hermitesch, dann gilt o; = |p;| wenn p; Eigen-
wert von A ist.

Definition 4.15 Die positiven Werte o; > 0, die in der Singuldrwertzerlegung
der Matrix A aus Satz 4.13 auftreten, heiffen Singularwerte von A.

Eine effiziente Berechnung der Singuldrwertzerlegung wird in Kapitel 77 be-

sprochen.

4.4 Anwendung der Singularwertzerlegung auf lin-
eare Ausgleichsprobleme
Bisher hatten wir zwei Methoden kennen gelernt, um lineare Ausgleichsprobleme

zu losen. In diesem Abschnitt kommt eine weitere — namlich durch Anwendung
der Singularwertzerlegung — dazu.

(AuP) minimiere||Az — b||3
Methode 1 Lose die Normalengleichung A*Ax = A*b durch das Cholesky-Verfahren.
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Methode 2 Bestimme eine ()Q R-Zerlegung von A und lose

1Az — 03 = || Rz — ¢ll3 + |l dl3

Methode 3 Die dritte Methode beruht auf der Singulédrwertzerlegung und wird
im folgenden erlautert.

Sei fiir eine Matrix A € IK™" eine Singuldrwertzerlegung A = UXV™* gegeben.
Setze y := V*x € IK" und ¢ := U*b € IK™. Es folgt

|Az — b||2 = |[USV*2 — UUD||3

= U2y - o)z
= ISy — |3 nach Lemma 4.1 weil U unitér
= (o1y1, 0232, . . ., 044, 0, ... 0)T — |3
=Y (o -+ >
j=1 Jj=r+1

Satz 4.16 Fine Losung des linearen Ausgleichsproblems (AuP) ist gegeben durch
T CJ n
T = 2y V.
Z 0j ! * Z a]‘/}7
7j=1 j=r+1

wobet A = UXV™, o; die Singuldrwerte, V; die Spalten von V', und c = U*b sind.
Die a; kimnen beliebig aus R gewdhit werden. Fiir o; = 0 erhdlt man die Losung
von (AuP) mit minimaler Euklidischer Norm.

Beweis: Um ||Ax — b||3 zu minimieren, minimieren wir

' m

2 2
E (0; y; —c¢j)°+ E o
j=1 variabel j=r+l

Also wihle fiir beliebiges o;, 7 =7r+1,...,n

{;—7 fiirj=1,...,r
J

Y;j = .
! a firj=r+1,...,n

x ergibt sich dann aus

p=Vy=3 Vi =3 Vit 30 oy
j=1

j=1 Jj=r+1
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Die Norm von z berechnet man durch
T c 2 n
HxH% =qx'r = E | + E ajz
X g .
J=1 Jj=r+1

und dieser Ausdruck ist minimal fiir o; =0, j=r+1,...,n. QED

Zum Abschluss vergleichen wir die drei besprochenen Methoden. Sei eine Matrix
A gegeben mit Rang(A) = n und Singuldrwerten oy > oy > -+ > 0, > 0.
Wir untersuchen die Kondition der drei moglichen Verfahren fiir das lineare
Ausgleichsproblem.

Cholesky Lose A*Ax = A*D.
cond(A* A) = [| A Al - [ (A*A)
1A* Al = V/p((A*A)* (A% A)) = /p(A*AA-A)
~ Vol(AAP) = /X = ot

denn fiir eine beliebige Matrix B folgt aus Bx = Az dass B%x = \2x. Weiter
gilt:

I(A*A) M = V(A" A) 1 (A*A)71) = v p(((A*A)?) 1)

1 1
= )\—2:;7

denn aus Bz = Az folgt B~'z = +z und auferdem gilt (B?)™' = (B™1)%
Zusammen erhalten wir

2 2
cond(A*A) = J—; = <2)

o4 On

Singuldrwertzerlegung Lose Yy = ¢ und z = Vy (mit orthogonaler Matrix V')

g
cond(¥) = [ £z} 572 =

@ R-Zerlegung Lose Rz = Q*b
cond(R) = [|R[l2[| 72

Weil A*A = (QR)*(QR) = R*Q*QR = R*R ist der grokte (bzw. kleinste)
Eigenwert von A*A auch der grofte (bzw. kleinste) Eigenwert von R*R,

also folgen
[Rll2 = VA1 =01

1 1
R = = —,
“ HQ \/)\—n o
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weil (R71)*R™! = (RR*)~! Inverses von RR* mit Eigenwerten A, ..., \,.
Also o
d(R) = —
cond(R) p
Die Kondition der Cholesky-Zerlegung ist also das Quadrat der Kondition aus
@ R-Verfahren oder Singuldrwertzerlegung.
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Chapter 5

Iterationsverfahren fur
Gleichungssysteme

5.1 Das Verfahren der sukzessiven Approximation

In diesem Kapitel betrachten wir nach den Eliminationsverfahren und den Or-
thogonalisierungsverfahren noch eine dritte Klasse von Verfahren, die man zur
Losung von linearen (und nichtlinearen) Gleichungssystemen verwenden kann,
so genannte iterative Verfahren. Wir betrachten dazu gleich relativ allgemein

Funktionen fi,..., f,, mit
fiZRn%R, izl,...,m
und bezeichnen das System

f1<$1,...,$n> = 0
fg(.fll'l,...,fﬂn) = 0

fo(z1,...;xy) = 0

als nichtlineares Gleichungssystem mit den Variablen zq,...

man @) N
F(z) = f2($) LT = 332

so kann man das Gleichungssystem in Kurzform auch als
F(x)=0
schreiben.
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Gilt fiir € R™, dass F'(x) = 0, so nennt man z eine Losung des Gleichungssys-
tems. Dass wir in dem Gleichungssystem die rechte Seite zu Null gesetzt haben,
ist keine Einschrinkung, weil man ein Gleichungssystem F(x) = b mit b =
(b1, ..., bm)T € R™ jederzeit zu G(z) = F(x) — b= 0 umformen kann.

Nichtlineare Gleichungssysteme lassen sich im Allgemeinen nicht durch algebrais-
che Manipulationen exakt auflosen. Wir betrachten in diesem Kapitel daher it-
erative Verfahren bzw. Iterationsverfahren, die eine gegebene Lésung in jedem
Schritt verbessern, bis eine vorgegebene Genauigkeit erreicht ist. Dazu betrachten
wir Gleichungssysteme F'(x) = 0, die als Fixpunktgleichung vorliegen.

Definition 5.1 Sei & : R" — R" eine Funktion. Die Gleichung
O(z) ==z

wird als Fixpunktgleichung betrachtet. Jedes x € R, fir das ®(x) = z gilt,
wird als Fixpunkt von ® bezeichnet.

Der Zusammenhang zwischen Fixpunktgleichungen und linearen Gleichungssys-
temen wird im folgenden Lemma beschrieben.

Lemma 5.2

1. Sei m < n und das Gleichungssystem F(x) = 0 wie in (5.1) gegeben. Sei
M : R™ — R" eine lineare, injektive Abbildung. Definiere

O(x) = M(F(z)) + z. (5.2)

Dann ist x ein Fizpunkt von ® genau dann, wenn x das Gleichungssys-
tem lost. Die Fizpunktgleichung ®(x) = x ist also dquivalent zu dem Gle-
ichungssystem F(x) = 0.

2. Sei andererseits die Abbildung ® : R™ — R"™ gegeben. Definiere
F(z) = ®(x) — z.

Dann ist das Gleichungssystem F(x) = 0 dquivalent zu der Fizpunktgle-
ichung ®(z) = x.

Beweis:

ad 1: Es gilt ®(x) = v <= M(F(x)) = 0. Wegen der Injektivitit der linearen
Abbildung M ist das genau dann der Fall, wenn F'(x) = 0 ist.

ad 2: Es gilt F(z) =0 <= ®(z) = x. QED
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Gleichungssystem F'(z) = 0 mit m < n konnen wir also 16sen, wenn wir Fix-
punkte bestimmen kénnen. Damit werden wir uns im folgenden beschéftigen.
(Ausgleichsprobleme mit m > n behandeln wir spiter.)

Die Idee der sukzessiven Approximation ist nun die folgende. Man betrachtet fiir
ein gegebenes (¥ die Folge

2D (D(:r(k)), k=0,1,2,....

Angenommen, ® ist stetig und die Folge der () konvergiert. Dann gibt es einen
Grenzwert

y = lim z®,
k—oo

fiir den gilt y = ®(y), y ist also ein Fixpunkt von &.

Definition 5.3 Die Iterationsvorschrift
2D = (2 ®)

nennt man Verfahren der sukzessiven Approximation.
Als Beispiel betrachten wir die Gleichung

f(z) =2z — tan(z) = 0.
Wir schreiben die Gleichung als Fixpunktgleichung um.

e In der ersten Variante schreiben wir
¢(z) = f(x) + x = 3z — tan(x)
und suchen einen Fixpunkt von ¢ mittels der Folge

g® ) = 32— tan(z®)

e In einer zweiten Variante schreiben wir

tan(z)
T
und erhalten die Folge
z* D = Ztan(z®)

o Als drittes verwenden wir
x = arctan(2z),

was zu der Folge
* D — arctan(22%)

fiihrt.
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Implementiert man in allen drei Fallen das Verfahren der sukzessiven Iteration so
ergeben sich unterschiedliche Verhalten der drei Formeln: Zum Beispiel fiir den
Startwert 1.2 geht Iterationsvorschrift 1 gegen unendlich, Iterationsvorschrift 2
gegen Null und Iterationsvorschrift 3 gegen 1.1656...

Im folgenden wollen wir untersuchen, wann solche Iterationsvorschriften kon-
vergieren. Zunichst beweisen wir den folgenden Satz fiir skalare Funktionen
f:R*"— R™

Satz 5.4 Sei [ C R ein abgeschlossenes Intervall, ¢ € [0,1) und ¢ : [ — I eine
Funktion, die fir alle x,y €

[6(x) — d(y)| < qlz -y (5.3)
erfillt. Besitzt ¢ einen Fizpunkt x* € I, so konvergiert die Folge
2D = (™) k=0,1,...
fiir jeden Startwert z(®) € I gegen x* und es gilt

Beweis: Zunéchst ist die Iterationsformel fiir z*) ist wohldefiniert, weil 2% € I
fiir alle k. Die Aussage ldsst sich dann fiir alle £ € INy durch Induktion zeigen.
Der Induktionsanfang fiir £ = 0 ist klar. Fiir den Induktionsschritt & — k + 1
rechnet man

280 =t = fo(a™) = 6(a")] < gla™ — 27| wegen (5.3)
qq"|2® — 2*| wegen der Induktionsannahme
— O g,

IA

Daraus folgt die Konvergenz. QED

Mit Hilfe dieses Satzes konnen wir erkldren, warum die dritte Iterationsformel
2z = arctan(22®) in unserem Beispiel fiir jeden Startwert z(®) € I = [1,00)
konvergiert:

e Dazu iiberlegt man zunéchst, dass ¢(z) € [1,00) = [ fiir alle z € I, denn
¢(1) > 1 und ¢ ist monoton wachsend.

e Weiterhin besitzt ¢ einen Fixpunkt, denn die Funktion H(z) = = — ¢(x)
erfiillt H(1) < 0 und H(z) — oo fiir # — oo. Also hat H nach dem Zwis-
chenwertsatz eine Nullstelle in I und entsprechend hat ¢ in dem Intervall
einen Fixpunkt.
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e Jetzt muss noch die Kontraktions-Voraussetzung (5.3) nachgewiesen wer-
den. Dazu verwenden wir den Mittelwertsatz, von dem wir wissen, dass fiir
jedes x,y € I eine Zwischenstelle € € (z,y) existiert, so dass

o(x) — d(y) = ¢'(e)(x — ),

d.h. dass
|6(z) — o(y)| = & (e)]lx —yl.
Kann man nun zeigen, dass |¢/(¢)| < ¢ < 1 fiir alle € € I so ist die Kon-

traktionsbedingung (5.3) erfiillt. In unserem Beispiel rechnet man nach,

dass
¢ ()| = &
S E e

2

§¢/(1):g<17

weil ¢ monoton fallend ist.

Also sind die Voraussetzungen von Satz 5.4 erfiillt und die Konvergenz der Iter-
ationsformel ist bewiesen.

5.2 Der Banach’sche Fixpunktsatz

In diesem Abschnitt werden wir die Konvergenzeigenschaften der sukzessiven
Approximation weiter untersuchen. Unser Ziel ist eine Verallgemeinerung von
Satz 5.4 aus dem letzten Abschnitt, bei der wir die Existenz eines Fixpunktes
nicht voraussetzen miissen. Auferdem gelingt es, den neuen Satz nicht nur fiir
skalare Funktionen ¢ sondern fiir Operatoren ® in beliebigen Banach-Ridume X
zu zeigen - d.h. die Unbekannte x € X kann nicht nur ein Vektor, sondern sogar
eine Funktion sein.

Wir erinnern zunichst daran, dass jeder vollstindige und normierte Raum ein
Banach-Raum ist, d.h. also dass in einem Banach-Raum jede Cauchy-Folge
konvergiert. Weiterhin iibertragen wir (5.3) aus dem letzten Abschnitt auf normierte
Réume.

Definition 5.5 Sei X ein Banach-Raum mit Norm || - || und U C X eine
abgeschlossene Teilmenge von X. Fine Abbildung ® : U — X heiffit kon-
trahierend, falls es einen reellen Kontraktionsfaktor ¢ < 1 gibt, so dass

() — @)l < glle =yl fir alle z,y € U.

Wir konnen nun den Banach’schen Fixpunktsatz formulieren und beweisen.

Satz 5.6 (Banach’scher Fixpunktsatz) Sei X ein Banach-Raum mit Norm
|- || und U C X eine abgeschlossene Teilmenge von X. Sei weiterhin ® : U — U
eine kontrahierende Abbildung mit Kontraktionsfaktor ¢ < 1. Dann gilt:
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1. ® besitzt einen eindeutig bestimmten Fizpunkt x*.

2. Die Iterationsvorschrift der sukzessiven Approzimation x*+1 = CID(x(k)), k=
0,1,... konvergiert gegen x* fiir jeden Startwert 20 e U,

3. Es gilt die a priori Fehlerschranke

k

|2®) — 2¥| < |2® — 2O fiir alle k=1,2. .. (5.4)

4. FEs gilt die a posteriori Fehlerschranke

q

|lz® — 2@V fir alle k=1,2...  (5.5)

12 — %] <
1

Beweis: Zuniichst ist die Folge *) wohldefiniert weil (¥} € U fiir alle k € IN,,.
Fiir den Beweis nutzen wir aus, dass in einem Banach-Raum alle Cauchy-Folgen
konvergieren und zeigen daher als erstes, dass () eine Cauchy-Folge ist.

Schritt 1: ) ist eine Cauchy-Folge: Es gilt

12 — 2] [@("Y) — @(z*2)]
gllz® Y -2 < L <

qux(k—j) _ :E(k_j_l)H (5.6)

IN A

fiir alle natiirlichen Zahlen j mit 0 < j < k—1. Mit Hilfe dieser Ungleichung
rechnet man nun nach, dass

2 2@ < fla® = 20D + o) =2l 4 .+ 2l — 2]
ql—ka(k) . Ji(k_l)H + ql—k—lnx(k) . J](k_l)H 4.

+qllat - o)

IAINA

-k
[ DI
j=1

< Ja® =2t ¢
j=1
_ k) _ (k=1 _ 94 5.7
2 — 2] 2 (5.7)
< e =0 = L oo (5.8)
- l—-q 1-—gq

Weil % — 0 fiir kK — oo ist %) also eine Cauchy-Folge.
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Schritt 2: Existenz des Fixpunktes. Weil 2(®) eine Cauchy-Folge ist, gibt es
x* = limy o, ). Fiir z* gilt dann

| P(x*) — @(x(k))H < qg|lz* — x(k)H — 0 fiir & — oo,
entsprechend haben wir

®(z") = lim &™) = lim 2*) = 2
k—ro0 k—o0

Schritt 3: Eindeutigkeit des Fixpunktes. Angenommen, ¥ sei ein weiterer Fix-
punkt von ®. Dann gilt

[ = 2] = [[@(2") = ®(2)[| < gllz” — Z[].
Weil g < 1 folgt daraus, dass ||z* — Z|| = 0, also * = Z.

Schritt 4: Fehlerschranken. Wir nutzen die in Schritt 1 aufgestellte Ungleichungs-

kette fiir
lz* = 2@ = lim [l2© — 2@
l—o0
< Jla® — 2® )L wegen (5.7)
l—gq
¢
< ——||zW — 29| wegen (5.8).
lL—gq
Damit ist der Satz gezeigt. QED

Zum Nachweis der Kontraktion verallgemeinern wir noch das bereits fiir skalare
Funktionen verwendete Kriterium auf den R". Dabei bezeichnen wir fiir eine
Funktion F : R®" — R™ die Jacobi-Matrix von F' an der Stelle z € R™ mit
DF(x), das heifst

or, o oF
o0x1 02 e Oxn

DF(z) = | :
OF, OFn, OFm,
Ox1 Oxo T Oxn

Fiir ' : R — R"™ bezeichnen wir den Tangentialvektor DF'(z) auch einfach mit

/().

Lemma 5.7 Ser U C R" eine konvere Menge und ® : U — R" stetig differen-
zierbar mit |D®(x)|| < q <1 fir alle x € U (wobei die Matriznorm || - || die der
Vektornorm zugeordnete Norm sein soll). Dann ist ® kontrahierend mit Kon-
traktionsfaktor q.
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Beweis: Seien x,y € U. Wir definieren eine Abbildung f : R — R"™ durch
ft)=®(x+t(y —x)) firtelo,1].

Dann gilt

1
12(y) = @) = [lF(1) = FO)I = /0 f(t)d]|
nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
1
= | [ Do+ tly - a))(y -~ ot
0

nach der multivariaten Kettenregel

1
< / 1DS(x + t(y — )| 1y — <t
0
1
< sl [ adt=glz-yl.
0

QED

Abschliefsend untersuchen wir noch, wie wir bei der Approximation des Fixpunk-
tes eine Genauigkeit von ¢ garantieren konnen. Wir wollen also erreichen, dass

l2® — % < e

wenn k die Iteration ist, bei der wir abbrechen. Dazu kénnen wir sowohl die
a-priori als auch die a-posteriori Schranke aus Satz 5.6 nutzen.
Die a-priori Schranke sagt, dass

qk

|2 — 2O fiir alle k =1,2....

|2 — || <
1

|2 — 2*|| < ¢ ist also gewihrleistet, falls

und das lasst sich auflosen zu

1—q)e
n <||x<(1>32<0>u)
ke > .
In(q)

Ist der Kontraktionsfaktor ¢ also klein, werden weniger Iterationsschritte bendtigt
als fiir einen grofsen Kontraktionsfaktor q.
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Um wéhrend des Verfahrens ein Abbruchkriterium zu haben, nutzt man dagegen
oft die (schirfere) a posteriori Fehlerschranke aus Satz 5.6, die besagt, dass

q

|2®) — 2*|| < 2% — z®D)| fiir alle k= 1,2...

und zu dem Abbruchkriterium

Tl — oV <
1—¢q -

fithrt. Leider ist der Kontraktionsfaktor ¢ oft nicht bekannt. In diesen Fallen
behilft man sich mit folgender Abschéitzung von ¢ durch ¢y:

R Hw(k) — :U(k_l)H

B a D =t
Es gilt gx < q, denn
e ® 2 a®h) — D))
Ik [0 — 72| =D — 2= = q-

Dabei ist zu beachten, dass die Anzahl der Iterationen bei Verwendung von ¢
méoglicherweise zu klein gewihlt wird, die Fehlerschranke ||z —2*|| < ¢ kann also
bei Abbruch des Verfahrens nicht garantiert werden. In der Praxis funktioniert
das Abbruchkriterium in der Regel aber ausreichend gut.
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Algorithmus 8: Sukzessive Approximation mit heuristischem Abbruchkri-
terium

Input: abgeschlossene Menge U C R", Kontraktion & :U — U, Startwert 20 ¢
U, Toleranzwert .

Schritt 1: z1) := &(2®)
Schritt 2: £ :=1
Schritt 3: Repeat
Schritt 3.1: k:=k+1
Schritt 3.2: 2 = @ (z(+1)
. (k) _.(k—1)
Schritt 3.3: ¢, := M
Schritt 3.4: If ¢, > 1 STOP: ® ist keine Kontraktion.
Until 2|z —2*-1| <¢
1—qy

Ergebnis: approximierter Fixpunkt z* = 2(F)

5.3 Iterative Verfahren fiir lineare Gleichungssys-
teme
Wir wenden nun den Banach’schen Fixpunktsatz auf lineare Operatoren an.

Zunichst halten wir uns weiter in Banach-Rdumen auf, kommen dann aber zur
Losung linearer Gleichungssysteme (also zum endlich dimensionalen Fall) zuriick.

Satz 5.8 Sei B : X — X ein linearer beschrinkter Operator in einem Banach-

Raum (X, || - ||) mit || B|| <1 in der der Norm des Banach-Raumes zugeordneten
Matriznorm. Dann gilt

1. Der Operator I — B ist invertierbar, das heifst das System x — Bx = b hat
genau eine Lisung x* fir jedes b € X.

2. Der inverse Operator (I — B)™' ist beschrinkt mil

1
11 = B)7H < —rr-
1B
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3. Die Iterationsvorschrift der sukzessiven Approzimation z*t1) = Bz +
b, k=0,1,... konvergiert gegen x* fiir jeden Startwert 0 e X.

4. FEs gilt die a priori Fehlerschranke

B =0 i atte k=12

(k) _
R

5. FEs gilt die a posteriori Fehlerschranke

1B

Tl = etV i atle k= 1.2

(k)
2 — o) <

Beweis: Sei b € X beliebig aber fest. Definiere den linearen Operator ¢ punk-
tweise durch
®x .= Bx + b firalle x € X

Wegen ||z — &z|| = ||B(x — 2)|| < ||B]|||lx — Z|| ist ® kontrahierend mit ¢ :=
|B|| < 1. Satz 5.6 ergibt damit direkt die folgenden Aussagen:

ad 1. Es existiert ein eindeutiger Fixpunkt x*, der ®x* = x* erfiillt. Weil
br=r<= Br+b=x<= (I-B)x=5>

gibt es also eine eindeutige Losung von (I — B)x = x — Bx = bund (I — B)
ist invertierbar.

ad 3. 2tV = ®z*) = Bx® + b konvergiert gegen z* fiir jeden Startwert z(%).
ad 4. und 5. Hier folgt die Behauptung direkt mit ¢ := || B||.

Als letzter Punkt bleibt noch die zweite Aussage zu zeigen, also die Beschrank-
theit der linearen Abbildung (I — B)~!. Dazu definieren wir die Folge 2*) der
sukzessiven Approximation mit Startwert z(®) := b. Es ergibt sich

— b
M = Bz 4 b=Bb+1b
2@ = BzW 1 b=DB%+Bb+b

k
2P = "B
7=0

Deswegen gilt

IbH
120 < Z 1B7b]| < [[bll Z IB]” < 5]
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Weiter wissen wir von Aussage 3 und 1, dass ) — z* = (I — B)~'b. Daraus
folgt, dass

] 1ol
(- B) bl < .
T~ B

WEeil b beliebig war, gilt diese Aussage fiir alle b € X. Somit erhilt man

- I(1 = B)~"o|| 1
I(1 = B)~"|| = sup < :
bex ol 1B

QED

Im endlich-dimensionalen Fall sind alle Normen Aquivalent, so dass aus der Kon-
vergenz beziiglich einer Norm die Konvergenz in allen anderen Normen folgt. Da
es unhandlich sein kann, das Kriterium fiir verschiedene Normen zu testen, wollen
wir im folgenden ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die Konver-
genz der sukzessiven Approximation herleiten. Dieses Kriterium wird iiber den
Spektralradius p(B) der obigen Matrix B formuliert werden. Um das Kriterium
herleiten zu kénnen, benétigen wir das folgende Resultat aus der Linearen Alge-
bra.

Satz 5.9 (Lemma von Schur) Sei A € IK"" eine Matriz. Dann gibt es eine
unitdre Matriz () so, dass

M1 Ti12 ... Tin
Tog ... Top

Q"AQ =R =
0 Ton

Mit Hilfe des Lemmas von Schur zeigen wir nun erst die folgende Aussage.

Lemma 5.10 Sei A € IK™". Dann gilt p(A) < ||A|| fir jede zu einer Vektornorm
auf IK" passende Matriznorm || - ||.
Andererseits gibt es zu jedem € > 0 eine Norm || - || auf IK" so dass

[A]le < p(A) +e.

Beweis: Zum Beweis des ersten Teils der Aussage wihlen wir einen Eigenwert A
von A mit zugehoérigem normierten Eigenvektor v € IK". Dann gilt, dass

Al = sup [[Az] > [[Au]| = [|Aul] = |A].

wille|=1
Das gilt fiir alle Eigenwerte A, also auch fiir den betragsmifig groften.

Sei nun £ > 0 gegeben. Wir kénnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit an-
nehmen, dass A nicht die Nullmatrix ist. Wir werden nun die gesuchte Norm
| - ||s konstruieren.
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Nach dem Lemma von Schur (Satz 5.9) finden wir eine unitidre Matrix @, so dass

M Ti2 ... Tin
Too ... Top

R:=Q'AQ =
0 Ton

eine obere Dreiecksmatrix (nicht die Nullmatrix) ist. Zunéchst beobachten wir,
dass

det(A\I — A) = det(Q*)det(A] — A) det(Q) = det(Q* (M — A)Q)
= det(AM — Q*AQ) = det(A\] — R)
= ()\—7’11)(/\—T‘QQ)...()\—’I"nn),

also sind die Eigenwerte von A als Nullstellen des charakteristischen Polynoms
genau die Diagonalelemente von R. Man definiert nun

r = max|r;| >0

Z?J
0 = min{l,(n_%)r}, und
D = diag(1,8,6% ...,0" )

Weil § > 0 ist D invertierbar und D~ = diag(1,67',072,...,6 ™). Wir
berechnen nun

C: = D'RD
11 57‘12 527“13 R 5nil’f‘1n 11 (STlg 527’13 .. (Snil’l"ln
(57’22 527'23 e (Sn_ngn 7929 57"23 e 5n_27°2n
= l)_1 (527”33 . 5”_17“3n = 733 . (Sn_?)?"gn
0 " o 0 Tnn

Satz 3.20 (siehe Seite 57) liefert, dass

IClle = max eyl
n

'''''

Setze
V=D
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und definiere damit
]| == [V ]| oo

Das ist eine Norm, da V' reguldr. Um zu zeigen, dass diese Norm die gewiinschte
Eigenschaft hat, bemerken wir zunédchst, dass

VAV = D'Q*AQD = D'RD = C

gilt. Damit erhalt man

JAzl. = VA
— oVt
< CHlV e
— |Cllxlal.,
also ist
jAl = sup 122l oy = pay 1e

sekm\goy |zlle

QED

Nun kénnen wir (endlich!) das angekiindigte Kriterium fiir die Konvergenz der
sukzessiven Approximation formulieren.

Satz 5.11 Sei B € IK"". Die Folge z**V) = Baz®™ + b mit k = 0,1,2,...
konvergiert fir jedes b € IK™ und jeden Startwert (9 € IK™ genau dann wenn
p(B) < 1.

Beweis:
""" Sei p(B) < 1. Nach Lemma 5.10 existiert eine Norm || - |- so dass
| B|l: < p(B) + ¢ fiir jedes € > 0. Wihle ¢ nun so, dass
p(B)+¢e <1,
dann konvergiert z(®) beziiglich der Norm || - ||.. Da in K" alle Normen

dquivalent (Satz 3.12) sind, folgt die Konvergenz in jeder Norm.

"’="¢ Angenommen, p(B) > 1. Dann gibt es einen Eigenwert A > 1 und
einen zugehorigen Eigenvektor v # 0. Starte das Verfahren der sukzessiven
Approximation fiir b = v mit dem Startvektor z(®) = v. Man erhilt

2@ = v
e = Butuv=XI+wv
2 = Bw+ov)+v=X v+ v+

. k
z® = (ZN)U—)OO weil A > 1.

J=0
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Also konvergiert die Folge z(*) in diesem Fall nicht. QED

Wir mochten die Ergebnisse nun konkret auf die Losung linearer Gleichungssys-
teme anwenden. Sei also ein lineares Gleichungssystem

Axr =10

mit A € IK™" b € IK" gegeben. Wir bringen das Gleichungssystem mit Hilfe
einer reguliren Matrix M in Fixpunktform und erhalten die dquivalente Fix-
punktgleichung
v+ M (b— Ar) =,

die zur sukzessiven Approximation

2B = 2®) L ML — Az®)) beziehungsweise M (z*H) — 20y = — Az®)
fiihrt. Numerisch kann man z®*+
der beiden Systeme

Mw*) = b — Az® und 23D = gk 4 qyk+HD) (5.9)

in jeder Iteration durch das sukzessive Losen

ermitteln. Das klappt besonders gut, wenn M z.B. eine Dreiecksmatrix ist, die
gewéhrleistet, dass das System (5.9) effizient 16sbar ist.

Wie soll man M wihlen? Nach Satz 5.11 konvergiert die Folge *+1) = Bz(®) 4§
genau dann, wenn p(B) < 1. Weil in unserem Fall

c® D = (I — M~ A)z®™ + M1
muss also p(I — M~tA) < 1 gelten.

Fiir die folgenden Verfahren zerlegen wir die gegebenen Matrix A in

A:AD+AL+ARa

wobei Ap = diag(ai1, ass, - .., apy,) und
0 ... 0 0 CLZ'J'
AL = B ) und AR = : .
Qg5 0 0 ... 0

den Anteil des unteren und oberen Dreiecks aus A beinhalten. Weiterhin setzen
wir voraus, dass (eventuell nach Pivotisierungs-Schritten) die Inverse

A7} existiert, (5.10)

d.h. dass alle Elemente der Hauptdiagonalen von A nicht Null sind. (Wie wir vom
Gauss-Verfahren wissen, ldsst sich das bei reguléren Matrizen immer erreichen.)
Wir betrachten nun zunéchst zwei vom Konzept her sehr d&hnliche Verfahren, das
Gesamtschritt-Verfahren und das Finzelschritt- Verfahren.
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Gesamtschritt - oder Jacobi-Verfahren

Im so genannten Gesamtschritt-Verfahren (GSV) wihlt man die nach unserer
Voraussetzung (5.10) reguldre Matrix M = Ap. Als Fixpunktgleichung erhélt
man

v = v+ AN (b— Az) =2 — A Av + AL'b
= —Ap'(A—Ap)r+ AR
= —Ap (AL + Ar)x + Ap'D (5.11)

Das Verfahren der sukzessiven Approximation ergibt sich folglich zu
g® ) = ATV (AL + AR)a™ + A, E=0,1,2,...
mit der Iterationsmatrix
B=1-A A=A (AL + Ag) (5.12)

Komponentenweise kann man schreiben

g b
I’(k+1):— Z &xk_’__’Z:l"'"n'

7 J
. o Qg Qi
]6{1,...,”}\{1}

Das Konvergenzverhalten analysiert der folgende Satz.

Satz 5.12 Die Matriz A = (a;;) € IK" geniige einer der drei folgenden Bedin-

gqungen:
Zeilensummenkriterium: ¢, = max;—;,__, Zje{l i} ZL <1
Spaltensummenkriterium: ¢; = max;—;__, Zie{l n\{j} Z—] <1
i
Quadratsummenkriterium: ¢, = \/Zije{l b Z—J <1

Dann konvergiert das Jacobi-Verfahren beziiglich jeder Norm im IK" fir jede
rechte Seite b € K" und fir jeden Startwert (¥ € K", und zwar gegen die
eindeutig bestimmte Lisung x* von Ax* =0b. Weiterhin gilt fir p € {1,2,00}:

k
e A priori Fehlerschranke: ||z®) — z*||, < 13‘7% |2 — 2O,

e A posteriori-Fehlerschranke: ||z®) — z*||, < qpqp |2®) — =D,

1—
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Beweis: Wir untersuchen die Norm der Iterationsmatrix
B =—A; (AL + Ag).
Nach Satz 3.20 gilt, dass
I = AR (AL + AR)llp = gp < 1 fiir p € {00, 1},
und aus Lemma 3.27 folgt, dass
| = AR (AL + ARz < | = AR (AL + Ap)lF = @2 < L.

Wir konnen also Satz 5.8 anwenden, aus dem sich der Rest der Behauptungen
direkt ergibt. QED

Bemerkung: Die drei Konvergenzkriterien sind nicht dquivalent!

Der Algorithmus ergibt sich in kanonischer Weise:

Algorithmus 9: Jacobi-Verfahren

Input: Reguldre Matrix A € IK™" mit a; #0 fir i =1,...,n, be K", 20 ¢
K",

Schritt 1: £:=0
Schritt 2: Repeat
Schritt 2.1: For ¢ =1,...,n do: R = L (— Eje{l,.‘.,n}\{i} aijfﬁé‘k) + bj)

? (273
Schritt 2.2: k£ =k+1
Until Abbruchkriterium

Ergebnis: Approximierte Lésung z* von Ax* =Db.

Das Verfahren kann man abbrechen, wenn die a posteriori Fehlerschranke, also
lz—sza:(k) — 2* =Y, klein genug ist.

Einzelschritt - oder Gaufi-Seidel-Verfahren

Im jetzt zu besprechenden Einzelschritt-Verfahren (ESV) wihlt man M = Ap +
Ap. Nach der Voraussetzung (5.10) ist M regulir. Als Fixpunktgleichung erhélt
man

r = $—|—(AD—|—AL)_1<Z)—ALE)
= —(Ap+A) N —(Ap +AL) + A)x + (Ap + Ap) ™"
= _(AD + AL)ilAR.CL’ + (AD + A[)ilb (513)
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Das Verfahren der sukzessiven Approximation ergibt sich folglich zu
e ® ) = —(Ap + Ap) P Aga™® + (Ap + AL) 7', k=0,1,2, ...
Die Iterationsmatrix ist entsprechend
C=1-(Ap+AL) '"A=—(Ap + AL) ' Ap.

Rechnerisch nutzt man die Umformulierung zu

(Ap + Ap)ax®*Y = —Apa® 4+ b k=0,1,2,... (5.14)
Um das komponentenweise zu schreiben 16st man dieses System mittels Vorwért-
selimination auf, um die Unbekannten asgkﬂ) fiir: =1,...,n zu bestimmen. Man
erhalt
o (b 1) " ai g . b
(k+1) % ij i .
x, =— —T; — —z ' +—,1=1,...,n.
‘ Zl ai -’ Z ai; ’ Qi
J= Jj=i+1

Die Formel stimmt fast mit der entsprechenden komponentenweisen Iterations-
formel des Jacobi-Verfahrens iiberein. Der Unterschied besteht lediglich darin,
dass beim vorliegenden Gaufé—Seidel—Verfahren zur Berechnung von asgkﬂ) die
neuen (und hoffentlich besseren) Werte :c ) fiir j = 1,...,i — 1 herangezo-
gen werden anstatt der Werte x}k) wie im J acobi-Verfahren. Das ist der Grund,
warum das Gaufs-Seidel-Verfahren in den meisten Fillen schneller konvergiert als
das Jacobi-Verfahren.

Uber das Konvergenzverhalten gibt der folgende Satz Auskunft.

Satz 5.13 Die Matriz A = (a;j) € IK™" geniige dem Kriterium nach Sassenfeld:

p:= max p; <1

i=1,...n

mit den Werten

n

P CZZ

=2
-1

Di ZZZ

Jj=

alj

ai

aij

firi=2,.

pj+z

j=i+1

’L’L

Dann konvergiert das Gauf-Seidel-Verfahren fir jede rechte Seite b € IK"™ und
bei beliebigem 0 € IK™ gegen die eindeutig bestimmte Lisung x* von Azx* = b.
Weiterhin qult:

o A priori-Fehlerschranke: ||z®) — 2| < %Hx(l) — 20|

o A posteriori Fehlerschranke: ||z® — 2%||o < %Hx(k) — =D
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Beweis: Wir wollen die Zeilensummennorm der Tterationsmatrix (Ap + Ar) " 'Ag
abschétzen, also zeigen, dass

sup || — (Ap + Ar) TAgz|le < 1.

2illoo=1
Dazu betrachten wir fiir beliebiges z mit ||z]/o = 1
v :=a2(z) = —(Ap + AL) ' ARz

und berechnen im folgenden ||z|.. Wir fassen z als Losung des Gleichungs-

systems
(AD + AL)JI = —ARZ

auf. Vorwirtselimination ergibt

i—1 a n a
$z‘:—E L — E i firi=1,...,n
— Ay = Ay
j=1 j=i+1
Wir zeigen nun, dass |z;| < p; firi=1,... n:

Induktionsanfang: ¢ = 1. Weil |z;| <1 fiir alle ¢ erhdlt man:

n

n n
ayj Q1 ayj
| = —z:| < — | |zi| < — | =
| 1| Z;all il = Z; 1 | ]| = Z; . h
j= j= j=
Induktionsschritt: i — 1 — 3.
i—1 s n a
= | 2
— Qij . Q5
7j=1 J=i+1
< ]+ —| 12|
i—1 a n B
< Dm0 | =p
jzl a”L’L j:Z+1 K4
Also gilt ||z]|s < p und damit
[(Ap+AL) " Agll = sup  [[(Ap+AL) ' Arzlle = sup  [2(2)]le < p.
2€K™:| 2] 0o=1 2€K™:|| 2] 00=1
Weil p < 1 vorausgesetzt war, folgt die Behauptung nach Satz 5.8. QED

Ubung: Zeigen Sie, dass die folgende Matriz das Sassenfeld-Kriterium erfillt:
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2 -1
-1 2 -1
-1 2 -1

-1 2 -1
-1 2

Bemerkung: In Satz 5.17 werden wir zeigen, dass das Gauss-Seidel-Verfahren
bei Gleichungssystemen mit hermitescher und positiv definiter Koeffizientenma-
trix konvergiert.

Der Vollstandigkeit halber sei der Algorithmus des Einzelschrittverfahrens eben-
falls skizziert.

Algorithmus 10: Gaufi-Seidel-Verfahren

Input: Reguldre Matrix A € IK™" mit a;; #0 fir i =1,...,n, be K", 0 ¢
K".

Schritt 1: £:=0
Schritt 2: Repeat

Schritt 2.1: For ¢ =1,...,n do:

xEkH) = a%z (— 23;11 aij$§k+l) =i aijx§k) + bj>
Schritt 2.2: k:=k+1
Until Abbruchkriterium

Ergebnis: Approximierte Ldsung z* von Ax* =b.

Relaxations-Verfahren

Die Idee der Relaxations-Verfahren besteht darin, die Konvergenz des Gesamtschrittver-
fahrens beziehungsweise des Einzelschrittverfahrens zu verbessern, indem man
durch Einfiithren eines so genannten Relaxations-Parameters den Spektralradius

der Iterationsmatrix verkleinert.

Wir betrachten zunéchst das Gesamtschritt-Verfahren. Die Iterationsvorschrift
ergibt sich nach (5.11) auf Seite 104:

g ® D) = 2 L AT — Ax®),
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In jedem Tterationsschritt wird also z®) durch das Ap'-fache des Residuums

¥ = b — Az® korrigiert. Dabei ist oft zu beobachten, dass die Korrektur um
einen festen Faktor zu klein ist. Deshalb kann es sinnvoll sein, den Wert um wz*)
statt um 2(® zu dndern, wobei w ein beliebiger positiver Parameter sein darf. Das
resultierende Verfahren ist das relaxierte (Gesamtschrittverfahren.

Definition 5.14 Das Iterationsverfahren
g* ) = 2B L AT — Azx®)

heifst fiirr w > 0 Gesamtschritt-Relaxationsverfahren.

Komponentenweise berechnen sich die Werte x ) durch
(1) _ 0 @ NS a0
x; =z, +aii (bZ Zaw ),z 1,...,n
7j=1
Es gilt
g® D = M AT — Az)

(1 WAL A) 2™ + WAL
= [I—wl+w A1A+Jﬂ(“+wA§b
= [(1—wI+wB]z® +wA D, (5.15)

wobei im letzten Schritt B = I —AL' A die Tterationsmatrix des Gesamtschrittver-
fahrens aus (5.12) bezeichnet (siehe Seite 104). Die Iterationsmatrix des Gesamtschritt-
Relaxationsverfahrens mit Relaxationsparameter w bezeichnen wir im folgenden
mit

B, = (I —-wAp'A) = (1 —w)I +wB.
Wir bemerken, dass die Matrix des Gesamtschrittverfahrens gerade B = B; ist.

Satz 5.11 legt nahe, den Relaxationsparameter w so zu wahlen, dass der Spek-
tralradius der Iterationsmatrix B, mdoglichst klein wird. Der folgende Satz gibt
Auskunft dariiber, wie dieses Ziel erreicht werden kann.

Satz 5.15 Die zum Gesamtschrittverfahren gehorende Iterationsmatric B = I —
ALY A habe nur reelle Eigenwerte und einen Spektralradius p(B) < 1. Sei weiter-
hin —1 < Apin der kleinste Figenwert von B und Apax < 1 der gréfite. Fiir die
Iterationsmatriz des Gesamtschritt- Relaxationsverfahrens

B,=(1-w)l+wB

qgilt dann:

2
2— )\min - >\max .
Im Fall M\ppin # —Amax €rhdlt man auferdem p(B,) < p(B).

p(B,,) wird minimal fir w* =
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Beweis: Zunéchst bemerken wir dass fiir w # 0
Bu=M <= [(1-w)]+wBju=[1-w)+wAu

gilt. Das heift, A ist Eigenwert von B genau dann wenn (1 — w) + wA Eigenwert
von B, ist. Weil w > 0 erhilt man insbesondere, dass

(1 —w) + wAmin der kleinste Eigenwert von B,, ist, und
(1 —w) + wAnax der grofte.

Bei gegebenem w ist der Spektralradius der Matrix B,, folglich
p<Bw) = maX{_(l - CU) - W/\mina (1 - W) + W)\max}

Jetzt mdchten wir w so bestimmen, dass dieser Ausdruck moglichst klein wird.
Dazu iiberlegt man sich, dass die beiden Funktionen

—(1 — (,U) — W)\min = —1 -+ CU(l — )\min)
(1 —w) + wAnax 1+ w(Amax — 1)

Geraden sind. Das Maximum von zwei Geraden ist eine konvexe Funktion, die
aus zwei linearen Abschnitten besteht und ihr eindeutiges Minimum genau am
Schnittpunkt der beiden Geraden annimmt, falls dieser existiert. In unserem Fall
ist das gegeben, da die beiden Steigungen der Geraden aufgrund der Bedingung
Amin < Amax < 1
1 - )\min 7£ )‘max - 1

erfiillen; die Geraden sind also nicht parallel. Ihr eindeutiger Schnittpunkt er-
rechnet sich durch Auflésen der Gleichung

—(1 —w) —whnin = (1 — W) + WAnax

und liegt entsprechend bei

2
2 — )\min - /\max ‘

w* =

Fir Apin # —Amax folgt w* # 1. Weiter ist das Minimum w* eindeutig. Also folgt
in diesem Fall, dass

p(Bur) < p(B),

d.h., der Spektralradius von der Iterationsmatrix des Gesamtschritt-Relaxationsverfahrens
B, ist in diesem Fall echt kleiner als der Spektralradius der Matrix B des (un-
relaxierten) Gesamtschrittverfahrens. QED

Der optimale Relaxationskoeffizient w* liegt also im Bereich (0, 00).
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e Ist w* < 1 so spricht man von Unterrelazation. Sie tritt auf, falls —A;, >

>\max~

e Fiir w* = 1 (also wenn —Apin = Amax) erhéilt man das normale Gesamtschrittver-
fahren.

e Ist w* > 1 so spricht man von Uberrelazation. Sie tritt auf, falls — A, <

)\max-

Um w* zu berechnen sind scharfe Schranken fiir die Eigenwerte der Matrix A
(inklusive Vorzeichen) notig.

Das Gesamtschritt-Relaxationsverfahren hat noch eine andere Interpretation:
Bezeichnet man die (unrelaxierte) Iterierte aus dem Gesamtschrittverfahren mit

2D — k) AT,
dann gilt nach (5.15), dass

2D = (1 — w)a® + w2+, (5.16)

der neue Wert 2(**1 entsteht also, indem man zwischen dem letzten Wert x(®)
und dem Wert z*t1) aus dem Gesamtschrittverfahren linear interpoliert.

Wir untersuchen nun, wie man ein Relaxationsverfahren beziiglich des Einzelschrittver-
fahrens definieren kann. Im Einzelschrittverfahren (siehe (5.13)) hatten wir die
Fixpunktgleichung

r=x+ (AD + AL)_I(b - Al’),

aus der sich die Iterationsmatrix
C=1-(Ap+A)"A=—(Ap+ AL) 'Ag
ergibt. Zur numerischen Berechnung wurde die Umformulierung
(Ap + Ap)z* ) = —Apa® 4 b k£ =0,1,2...
angegeben, die wir jetzt weiter zu
ApzFtD = — Apa®tD — Apg®)

umformulieren. Wir definieren das Relaxationsverfahren jetzt dhnlich wie fiir
das Gesamtschrittverfahren, indem wir auch hier die auf der linken Seite im
Einzelschrittverfahren auftretenden z*+9 zu z*+1) umbenennen. Das heift, wir
schreiben obige Gleichung als

Apz® D — p— A g 0+D _ Az ®), (5.17)
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Wie in (5.16) wihlen wir den relaxierten Wert fiir z(**1) als
k) — (1— w)a:(k) + wz kD,

Diese Definition méchten wir nun in (5.17) einsetzen. Dazu multiplizieren wir
(5.17) mit w und substituieren wz* 1) durch z*+Y — (1 — w)z® wie in (5.16)
gefordert. Man erhélt

Apz*tD = (1-— w)ADx + wh — wAL ) — wARE®) (5.18)
was sich zu
(Ap + wAp)z* ) = [(1 — w)Ap — wAR] 2™ + wb
und schlieflich zu
c* ) — (Ap + wAL) (1 — w)Ap — wAR] 2™ + w(Ap +wAL) b

umformulieren ldsst. Daraus ergibt sich die Iterationsmatrix fiir das Einzelschritt-
Relaxationsverfahren in Abhéngigkeit von w zu

Cp=(Ap +wAL) ' [(1 —w)Ap —wAR]. (5.19)

Man sieht, dass auch hier C} = C gilt, d.h. fiir den Relaxationsparameter w = 1
erhilt man die Iterationsmatrix aus dem normalen Einzelschrittverfahren.

Um die Werte a:z(kﬂ) komponentenweise zu bestimmen, multipliziert man (5.18)
von links mit A" und formuliert die entstehende Gleichung dann folgendermafen
um:

g* ) = (1= w)a® + wARY — wAR A" — AT Apa®)
= 20 4 AT (b — Apa®tY — Apz® — Apa®)
M wARN b — Apg®t) — (Ap + Ag)x™®)

Man bestimmt dann z*tY via

T 71 (o YU AR S R
j=t

Das Verfahren nennt man auch Successive overrelazation, abgekiirzt als SOR-
Verfahren (obwohl man streng genommen nur fiir w > 1 von einer Uberrelaxation
sprechen sollte).

Als néachstes untersuchen wir, fiir welche Relaxationsparameter w wir Konvergenz
erwarten konnen. Zundchst geben wir ein negatives Ergebnis.
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Satz 5.16 Sei A € IK"™" mit a; #0 firt=1,...,n. Dann gilt
p(C) = w—1].

Insbesondere ist p(Cy,) > 1 falls w & (0,2), d.h. das SOR-Verfahren konvergiert
wn diesen Fallen im allgemeinen nicht.

Beweis: Wir schreiben die Iterationsmatrix C, um zu
C, = (Ap+wAL) TApAL (1 —w)Ap — wAR]
= [Ap'(Ap +wAL)] T [(1 - w) — wAp! Ag]
= [ +wAR AD] 7 [(1 —w)l —wAR Ag]
also dem Produkt von

e ciner nach Satz 2.8 normierten unteren Dreiecksmatrix (I + wAL Ap) ™!,
und

e ciner oberen Dreiecksmatrix (1 — w)l — wA,' A mit Diagonalelementen
(1—w).

Es gilt also
det(C,,) = det(I + wAR'Ap) " det [(1 — w)] —wAR Ag] = (1 — w)™.

Weil die Determinante einer Matrix gleich dem Produkt ihrer Eigenwerte ist, gilt
insbesondere |det(C,,)| < (p(C.))", also

11— w|" < (p(Cu))"
und damit folgt die Behauptung. QED

Abschliefsend zeigen wir, dass die Riickrichtung der obigen Aussage zumindest fiir
hermitesche und positiv definite Matrizen richtig ist: Fiir alle Werte w € (0, 2)
des Relaxationsparameters konvergiert das Verfahren.

Satz 5.17 Sei A € IK™" hermitesch und positiv definit. Dann konvergiert das
Finzelschritt- Relaxationsverfahren (SOR-Verfahren) fir jeden Relazationsparam-
eter w € (0,2).

Beweis: Wir berechnen den Spektralradius der Iterationsmatrix C,,, und zeigen,
dass p(C,) < 1 gilt. Dazu sei also A ein Eigenwert von C,, mit zugehorigem
Eigenvektor z. Unser Ziel ist, |[A\| < 1 nachzuweisen. Nach (5.19) ist C,z = Az
gleichbedeutend mit

[(1 — w)AD — wAR] T = )\(AD + QJAL).I'. (520)

Wir nutzen nun folgende beide Aussagen, die sich direkt aus A = Ap + Ap + Agr
ergeben:
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. 2—w)Ap —wA—w(Ar — AL) =2(1 —w)Ap — 2wAR
2. 2—w)Ap +wA —w(Ar — Ar) =2Ap +2WAL
Damit folgt aus (5.20), dass
[(2—w)Ap —wA —w(Ag — Ap)]x = A[(2—w)Ap + WA —w(Ar — ALz

Um diese Gleichung nach A\ aufzulosen, bilden wir das Skalarprodukt durch die
Multiplikation beider Seiten von links mit z*. Um abzukiirzen, fiihren wir die
Bezeichnungen

d = x2"Apx
a = Az

ein, und bemerken, dass a > 0 und d > 0 gilt, weil A positiv definit ist. Die
Multiplikation von links mit z* ergibt nun

(2 —w)d —wa—wzr*(Agp — Ap)r = N[(2 — w)d + wa — wz*(Ar — Ap)z] (5.21)
Zunichst machen wir uns klar, dass
(iz*(Agr — Ap)x)" = a*(A — A})xi
= z"(Ap — Ap)x(—1) weil A = A"
= " (Agp— Ap)x
gilt, und daher s :=iz*(Agr — Ar)x € R ist und wir (5.21) weiter umformulieren
konnen zu
(2—-—w)d—wa+iws=N[(2—w)d+wa+1iws|,
in der bis auf A\ alle auftretenden Werte w, d, a, s € R sind. Mit

a = 2-—w)d—waeR
a = 2—w)d+waeR
b = wseR

erhalten wir endlich
a+if = \a+iB).
Dann gilt auch fiir die Betrége, dass
la+if| = |N|a +if].
Wir nutzen noch aus, dass & > « (weil w € (0,2)) und erhalten
o’ + % = [A|(@° + 8%) > [Al(a” + %),
also |\| < 1. QED

Folge: Da das Einzelschrittverfahren ein Spezialfall des SOR-Verfahrens, nim-
lich mit w = 1 ist, haben wir mit dem vorliegenden Satz bewiesen, dass das
Einzelschrittverfahren ESV fiir hermitesche und positiv definite Matrizen immer
konvergiert.
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5.4 Iterative Verfahren fiir nichtlineare Gleichungssys-
teme

In diesem Abschnitt betrachten wir nichtlineare Gleichungssysteme
F(z)=0

mit einer reellen Funktion £ : R" — R",

F(z) =

Wir nehmen zunéchst an, dass unser Gleichungssystem bereits in Fixpunktform
G(x) = z vorliegt mit einer Funktion

Eine Fixpunktgleichung kann man z.B. durch die Funktion G mit
G(z) =2+ M~ (z)(F(x))

erzeugen. Dabei ist M ein linearer Operator, der von x abhdngen darf. Wie
wichtig es ist, die Funktion G sinnvoll zu wéihlen, zeigt das folgende Beispiel.
Wir betrachten die Funktion f(z) = x — cosz im Intervall [0, 1].

e Wibhle g(z) = cosx. Dann gilt f(x) = 0 genau dann wenn g(x) = z. Weit-

erhin gilt g : [0, 1] — [0, 1]. Jetzt wollen wir zeigen, dass g eine Kontraktion
ist. Wir wenden Lemma 5.7 an und erhalten

g= sup |¢'(x)] = sup sinz =sinl < 1,
0<z<1 0<z<1

also ist g eine Kontraktion. Nach Satz 5.6 konvergiert also das Verfahren

z* ) = cos 2. Allerdings ist die Konvergenzgeschwindigkeit unbefriedi-
gend.
e Betrachten wir nun
(1) =z — T — CoST
g 1+sinx



Auch dann gilt f(z) = 0 genau dann wenn g(x) = z, und man sieht nach
kurzer Rechnung, dass g : [0,1] — [0, 1], und dass

(1 +sinz)? — (z — cosx)cosx

/
- 1-—
g(x) (1 +sinz)?
-1+ (x—cos'a:)cosa:
(1 +sinz)?
= 1 flirxz=0.

Also ist g keine Kontraktion. Das Verfahren der sukzessiven Approximation
konvergiert dennoch. Die Konvergenz mit Hilfe dieser Fixpunktgleichung
ist sogar sehr schnell!

Um die schnelle Konvergenz zu erkléren, schreibt man die Ableitung um zu

f(x)cosx

90 = T+ smay

Weil f eine Nullstelle 2* in [0, 1] hat, gilt ¢’(2*) = 0, also gibt es eine Umge-
bung um z*, in der g eine Kontraktion ist. Der Kontraktionsfaktor in dieser
Umgebung ist nahe bei Null (also sehr klein), und das Konvergenzverhalten
daher gut.

Bevor wir diese Beobachtung im Newton-Verfahren ausnutzen, verallgemeinern
wir Satz 5.12 auf nichtlineare Funktionen und beweisen damit, dass das Verfahren
der sukzessiven Approximation unter dhnlichen Bedingungen wie im Satz 5.12
auch im nichtlinearen Fall konvergiert.

Satz 5.18 Sei U C R" eine konvexe Menge und G : U — U eine stetig differen-
zierbare Abbildung (d.h. jedes der Elemente der Jacobi-Matriz DG ist stetig in
U). Weiterhin gelte eine der folgenden Bedingungen:

Zeilensummenkriterium: ¢, = sup,.y max;—1__, Z?Zl % <1
J
Spaltensummenkriterium: ¢; = sup, .y max;—i,__, Z?ﬂ % <1
- J
n 0g; 2
Quadratsummenkriterium: g = sup,cy (/> 5o o2 <1
W J

Dann konvergiert das Verfahren der sukzessiven Approximation beziiglich jeder
Norm im R™ fiir jeden Startwert x© € R", und zwar gegen die eindeutig bes-
timmte Losung x* des nichtlinearen Gleichungssystems G(x*) = x*. Ist g, < 1
fiir p € {1,2,00} so gelten fiir dieses p auferdem die folgenden Schranken.

k
e A priori Fehlerschranke: ||z®) — z*||, < lipqp |2 — 2O,
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e A posteriori-Fehlerschranke: ||z — x*||, < ﬁ—’;pHx(k) — =D,

Beweis: Nach Satz 3.20 und Lemma 3.27 gilt, dass

sup [DG(@)ll, = g, fiir p € {00, 1}

zelU

sup [[DG(z)2 < ¢

zelU
Daher ist nach Lemma 5.7 die Abbildung G': U — U kontrahierend, falls ¢, < 1
fiir ein p € {00, 1,2}. Satz 5.6 ergibt die Behauptung. QED

Unter den Voraussetzungen des letzten Satzes konvergiert also das Verfahren der
sukzessiven Approximation auch im nichtlinearen Fall. Das Verfahren

25 = g 2P ey i=1,. 0, k=0,1,2,...

nennt man auch nichtlineares Gesamtschrittverfahren, wihrend man das
Verfahren

xgml) = g (:Cgk)7 xR
J]EIH_I) = gi<l’(1k+1), .. 71'5]1?1), xl(k)> 71:1(119)) L= 27 RN

als nichtlineares Einzelschrittverfahren bezeichnet. Die in Abschnitt 5.3
besprochenen Verfahren GSV und ESV sind Spezialfille dieser Verfahren.

Das Newton-Verfahren fiir skalare Funktionen

Wir kommen nun wieder zuriick zu dem originalen nichtlinearen Gleichungssys-
tem

F(x)=0
und entwickeln mit dem nun zu besprechenden Newton-Verfahren eine Fixpunkt-
form, die — wenn sie konvergiert — zu einem schnelleren Konvergenzverhalten
fiihrt. Wir beginnen unsere Uberlegung fiir eine reelle Funktion f: R — R.

Gesucht ist eine Nullstelle 2* der Funktion f. Haben wir schon eine Schitzung
der Nullstelle (¥ und ist f stetig differenzierbar, so besteht die Idee des Newton-
Verfahrens darin, f durch seine Tangente durch den Punkt 2(?)

f=f@?) + @)z - 2©)

(also der Taylorreihe bis zum linearen Glied) zu ersetzen. Man sucht also die Null-
stelle der Naherung anstatt der Nullstelle von f. Eine Nullstelle der Naherung
f@O) + f(2O)(z — 2©) existiert, falls f/(2(®) # 0 ist und ist in diesem Fall
gegeben durch

f()

)
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Wiederholt man das Vorgehen mit (") := z so erhilt man das Newton-Verfahren.
Erfiillt die Ableitung f’(z) # 0 so erhélt man die Fixpunktgleichung

@
A= iy

Kommen wir kurz zu dem Beispiel f(z) = x — cosz von Seite 115 zuriick: Hier
wurde mit
1 f(x)

g(r)=x— ————(z —cosx) =z — ()

1+sinz
im zweiten Versuch genau die Fixpunktform des Newton-Verfahrens verwendet.
Leider ist die Funktion g im allgemeinen keine Kontraktion auf dem gesamten zu
betrachtenden Intervall, so dass Satz 5.18 nicht anwendbar ist. Dennoch gilt die
folgende lokale Konvergenzaussage.

Satz 5.19 Sei x* eine einfache Nullstelle der f : R — R. Sei weiterhin f in
einer Umgebung von x* zwei mal stetig differenzierbar. Dann konvergiert das
Newton-Verfahren fiir jeden Startwert x(°), der hinreichend dicht bei x* liegt.

Beweis: Weil z* einfache Nullstelle ist, gilt f'(z*) # 0 und entsprechend gibt
es eine Umgebung U; := U(z*) so dass f'(x) # 0 fiir alle z € U;. Die Ver-
fahrensvorschrift g(z) = x—% ist damit fiir alle x € U; definiert. Die Ableitung
von g ist
f/fL’Q—fme.I' f”l’
Jy o1 WEE S0 e
/()] /()]
also ¢'(z*) = 0. Wegen der Stetigkeit von ¢’ gibt es eine Umgebung Us, so dass
fir alle z € U = Uy N U, gilt |¢'(z)] < ¢ < 1. Nach dem Mittelwertsatz der

Differential- und Integralrechnung erhalten wir daraus

‘g(ﬂf) - g(y)‘

r—Y

= |¢'(¢)] mit einem £ € [z,y] CU

< g<l1

das heifst, g : U — U ist eine Kontraktion. Satz 5.6 liefert die Behauptung.
QED

Das Newton-Verfahren fiir mehrdimensionale Funktionen

Wir formulieren zunachst das Newton-Verfahren fiir den mehrdimensionalen Fall.
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Definition 5.20 Se: U C R” offen und F : U — R™ eine stetig differenzierbare
Funktion mit einer fir alle x € U reguliren Jacobimatriz DF(x). Dann heifit

das Verfahren
g* ) = 2B DR TFEE®) k=0,1,2,...
mit Startwert 9 € U Newton-Verfahren.

Die Motivation fiir das Newton-Verfahren ist die gleiche wie fiir skalare Funktio-
nen: Anstatt die Nullstelle F'(x) = 0 zu suchen, ersetzt man

F =~ F(z9) + (DF(2))(z — 2(9).
Existiert [DF(2®)]7!, so kann man diese Gleichung nach z auflésen und erhilt
=29 — [DF ()1 F (@)
als néchste Iterierte. Das entspricht der Fixpunktgleichung (5.2)
Gz)=xz+ M- F(x)

mit der regulidren Matrix M = —[DF(z)] .

Um das Newton-Verfahren numerisch zu realisieren wird zur Bestimmung von
g* ) = 2™ [DF() T FE®) k=0,1,2,...
in jedem Schritt das lineare Gleichungssystem
DF(x(k))(x(kH) — x(k)) — —F(q:(k))
gelost. Das geschieht durch das Losen des Systems
DF(z")w® = —F(z®))
und anschlieffendes Berechnen von

2D ) (k)

Bevor wir auf die Konvergenzeigenschaften naher eingehen, formulieren wir das

Verfahren.

Algorithmus 11: Newton-Verfahren

Input: Offene Menge U C R", Differenzierbare Abbildung F' : U — R" mit
Jacobi-Matrix DF :U — R™". Startwert z(9) € U, Toleranzwert ¢ > 0.
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Schritt 1: k:=0
Schritt 2: Repeat
Schritt 2.1: Finde w®) als Losung des Gleichungssystems
DF(z*)w® = —F(z®).

Schritt 2.2: z(*k+1) .= £(k) 4 (k)
Schritt 2.3: ¢ = A2l

[ =]

Schritt 2.4: If ¢, > 1 oder z(**1) ¢ U STOP: Das Verfahren scheint nicht
zu konvergieren.

Schritt 2.5: k:=Fk+1

Until (2w <&

Ergebnis: Approximierte Nullstelle z(*) von F.

Leider ist die Berechnung von DF(x) fiir groke n aufwindig, so dass man die
Jacobi-Matrix in der Praxis nicht in jedem Schritt neu berechnet, sondern héufig
die folgenden Varianten verwendet:

e Frozen Newton: Es wird nur einmal die Jacobi-Matrix berechnet, fiir die
dann mittels LU-Zerlegung alle in den Iterationen auftretende Gleichungssys-
teme effizient 16sbar sind.

e Man kann die Jacobi-Matrix auch alle K Schritte neu berechnen.

e Quasi-Newton: Die Jacobi-Matrix wird in jedem Schritt (approximativ)
angepasst.

Um den Konvergenzbereich des Verfahrens zu vergrofern verwendet man auch das
so genannte gedimpfte Newton-Verfahren, in dem man die Iterationsvorschrift

2D = 2B 4\ w® Ny € [0, 1]

verwendet. In der Fixpunktgleichung (5.2) wurde also M = —\,[DF(x)]™!
gewahlt.

Das Konvergenzverhalten des mehrdimensionalen Newton-Verfahrens lésst sich
nicht ganz so einfach analysieren wie im eindimensionalen Fall. Daher ist die Ver-
allgemeinerung von Satz 5.19 etwas schwieriger zu zeigen. Wir beweisen im fol-
genden Satz aber mehr, ndmlich dass das Newton-Verfahren sogar quadratisch
konvergiert.
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Definition 5.21 Sei 2 — z* eine Folge im IK" mit 2*) % z* fiir alle k. Wenn
es eine Konstante q gibt, so dass

e @+ — 2| < qlla®™ — 2P fiir 2 — 2| = 0

so liegt eine Konvergenz der Konvergenzordnung p gegen x* vor. Den Fall
p = 1 bezeichnet man fir ¢ < 1 als lineare Konvergenz, den Fall p = 2 fir
q > 0 als quadratische Konvergenz.

Man beachte, dass sich die Anzahl der korrekt gefundenen Stellen einer Zahl
bei quadratischer Konvergenz in jedem Schritt etwa verdoppelt. Wir formulieren
jetzt den Satz zur Konvergenz des Newton-Verfahrens.

Satz 5.22 Sei U C R” offen und konvex und sei F': U — R" stetig differenzier-
bar. Sei 0 € U. Weiter erfille F und z'% die folgenden vier Bedingungen fiir
eine (beliebige) Norm || - || auf dem R":

[B1] : Es existiert eine Nullstelle z* € U der Funktion F.
[B2] : DF(z) ist requldr fir alle x € U.
[B3] : Es gibt w > 0 so dass

(a) |[DF(z)]"Y(DF(y) — DF(x))| < wl||x —y|| fiir alle z,y € U und
(b) fir p:= ||z — 2O gilt £p < 1.

[B4] : Die Kugel By(z*) == {x € R" : |z — 2*|| < p} mit Radius p um die
Nullstelle x* ist in U enthalten.

Fiir die im Newton-Verfahren definierte Folge
g* ) = &) _ [DF(z®)] 7 R ()
gilt dann:
1. 2™ € B,(z*) fir alle k =1,2,... .
2. %) konvergiert gegen x*.

3. Firk=0,1,2,... gilt die folgende a priori Fehlerschranke

) wp) 21
o™ =l < o (5F) (5.22)

4. Firk=0,1,2,... gilt die folgende a posteriori Fehlerschranke:

a0 — 2| < Sfla® — 2| (5.23)
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Beweis: Wir zeigen zunichst, dass aus *) € U die a-posteriori Fehlerschranke
(5.23) fiir k£ folgt. Danach beweisen wir, dass das Verfahren durchfiihrbar ist
sowie die Aussagen des Satzes per Induktion.

Teil 1: Wir benétigen zunéchst eine Funktion ¢ : [0, 1] — R", die wir als
g(t) = F(a™ + t(a" — 2™))
definieren. Durch die multivariate Kettenregel erhalten wir
g'(t) = DF(a® + t(a* — 2®))(a* — ),

woraus nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung wie in Lemma 5.7

folgt, dass
F(a")=F(z®) = g(1)—¢(0) = /19'(t)dt - /1 DF(a™+t(2" ) (" —a ™) dt.

Jetzt setzen wir wie oben beschrieben voraus, dass 2*) € U. Dann ist DF (z*)
reguliir und daher *+1) definiert. Wir erhalten

A = gD _ g
— x("?)—[DF( NP ") -2
= 2® — " — [DFE®Y(F W) - F(z*))

-
(o
~ (Rt >>] 1(F<x )- F<w<k>> - DF®)(a" —2®))

- / DF(a® +t(a" = a™)) (2" — a™)dt — DF (a®)(2" - x<k>>>
= / [DF (")) {DF (2™ +t(z* — 2®)) — DF(2®)} (2% — 2®))adt

Gehen wir zur Norm davon iiber, so erhalten wir

1AL = fla* = 2%

< /1 IIDF @) H{DF@™ +t(a* —2™)) = DFEW)} | a* - «|dt

Nach Voraussetzung [B3] (a) gilt mit x = 2® und y = 2® 4+ t(2* — 2®) dass

IDF @) (DF(® + t(a” =) = DF(®)) |
wlla® - @ +t(a" —2®))|

= wit]ja® — 2.

IN
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Setzen wir dieses Ergebnis in die obige Ungleichung ein, so ergibt sich

1AL = fla®* =¥

1

< /‘NDF@@U]1ﬂﬂwﬁm+¢@ﬁ—x%n%—DF@“5H!Wﬁ—x%wﬁ
0
1 1

< /wt”x(k)—x*ﬂ ||x(k)—x*||dt:/ wt||z® — z*||?dt
0 0

= Sle® —a|?
2

Damit ist also gezeigt, dass (5.23) gilt, falls z*) € U.

Teil 2: Mit Hilfe der Aussage aus Teil 1 kénnen wir nun per Induktion zeigen,
dass 2®) € U sowie die Aussagen 1,3 und 4 des Satzes.

Induktionsanfang Fiir £ = 0 gilt:

e 2(©) € U nach Voraussetzung

ke
e (5.22): Fiir k = 0 erhiilt man (%)2 ' = 1. Daher gilt ||z —2*|| = p
nach der Definition von p.

e (5.23): Weil () € U kénnen wir Teil 1 des Beweises verwenden. Wir
erhalten: "
2 — & < Slla = 2.

Induktionsschritt: & — k+1. Sei also der Satz richtig fiir k. Dann ist z*) € U
nach der Induktionsannahme. Wir rechnen

(k+1) _

2(2F—1)
<5

£ 2| < gH:E(k)—x*HQ wegen Teil 1

denn es gilt (5.22) nach Induktionsannahme
wp 2k+1_1
= <7) p < p wegen [B3], Teil (b).
Aus der letzten Zeile folgt
e die a-priori Fehlerschranke (5.22) fiir k£ + 1,
e sowie 2D € B, (2%).

e Wegen [B4] ist also 2**1) € U und entsprechend ist die Folge wohldefiniert.
Nach Teil 1 erhalten wir auch

e die a posteriori-Schranke (5.23) fiir k + 1.
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Wegen (5.22) und [B3], Teil (b) erhélt man auferdem direkt die Konvergenz gegen
x*, und damit auch die 2. Aussage des Satzes.

QED

Zum Abschluss geben wir noch einen Satz an, der zeigt, dass bei zweimal steti-
gen Funktionen im wesentlichen die Voraussetzung [B1] und die Regularitit der
Jacobi-Matrix an der gesuchten Nullstelle nétig sind, um eine lokale quadratische
Konvergenz in der Ndhe der Nullstelle zu erreichen.

Satz 5.23 SeiU C R" offen und F': U — R" eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion. Sei x* € U mit F(z*) = 0 und det(DF(z*)) # 0. Dann ezistiert ein
p > 0 so dass das Newton-Verfahren fir alle Startwerte 29 € U = B,(z*)
quadratisch konvergiert.

Beweis: Wir untersuchen die Voraussetzungen von Satz 5.22.

e Zunichst gilt [B1| nach Voraussetzung.

e Weil det(DF(x*)) # 0 und det(DF(x)) stetig ist, gibt es p! > 0 so dass
det(DF(x)) # 0 fiir alle x € B,i(z*). Dann gilt [B2] fiir U C B (z*).

e Um [B3| zu zeigen, betrachten wir die Funktion h(z) = [DF(z)]~!. Als
Matrixinversion ist sie stetig, daher gibt es fiir jedes ¢ > 0 ein p > 0 so dass
[P(2) ]| = 1A (z")]| < [[A(x) = h(z")|| < € fiir alle 2 € B,(z7).
Mit ¢ := ||[[DF(z*)]7!|| existiert also ein p* < p' so dass
I[DF ()]~ = I[DF ()] < |[DF(2")] 7| fiir alle z € By ("),
oder, dquivalent,
I[DF ()] < 2||[DF(2*)] 7" fiir alle z € B,2(z*).

Jetzt nutzten wir, dass DF nach Voraussetzung fiir x € U differenzierbar
ist. Also gibt es eine Lipschitzkonstante L > 0 so dass

I[DF(z)] = [DF(y)]]| < Lllx — yl| fir alle 2,y € By
Wihlt man w := 2L||[DF(z*)] | so gilt
I[DF(2)]"([DF(y)] = [DF(@)])] < [[[DF(2)]7|] [|([DF(y)] — [DF(x)]) |

J

< 2DF@E)H Lz -yl
= wlz =yl
also gilt [B3], Teil (a).
e Mit p := min{p? 2} folgt wegen £p < 1 Teil (b) von [B3] und mit U :=
B,(x*) auch [B4].

Damit sind die Voraussetzungen von Satz 5.22 erfiillt und es folgt die quadratische
Konvergenz. QED
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Chapter 6

Eigenwertprobleme

6.1 Grundlagen und Eigenschaften

Der Begriff des Eigenwertes einer Matrix ist in dieser Vorlesung schon ein paar
Mal vorgekommen. Das betrifft die Charakterisierung einer positiv definiten Ma-
trix, (Lemma 2.18) und den Spektralradius (Definition 3.21), der insbesondere
zum Beweis der Konvergenz von Iterationsverfahren wichtig ist (siehe Satz 5.11).
Aufserdem waren Eigenwerte bei der Singuldrwertzerlegung wichtig (siehe Ab-
schnitt 4.14) wichtig. In diesem Kapitel beschéftigen wir uns nun damit, wie man
die Eigenwerte einer quadratischen Matrix A € C™" berechnet. (Die Eigenwerte
einer reellen Matrix berechnet man genauso —- allerdings sind die Eigenwerte i.
all. nicht alle reell.) Wir wiederholen zunéchst die folgenden Bezeichnungen.

Definition 6.1 Fine Zahl X € K heiffit Eigenwert einer Matrix A € IK™"
wenn es ein v € IK"\ {0} gibt, so dass Av = Mv. v heifst dann Eigenvektor
zum Figenwert A. Weiter nennt man

NA-X):={veK": Av = v}

den Eigenraum zum Figenwert \ und bezeichnet seine Dimension als die ge-
ometrische Vielfachheit des Eigenwertes.

Weil das Gleichungssystem Av = Av oder dquivalent
(A—X)v=0

immer die Lésung v = 0 hat (die zu keinem Eigenwert fithrt), muss man A
also so bestimmen, dass A — A\I nicht regulér ist. Das ist dquivalent dazu, dass
det(A — \I) = 0, was auf das charakteristische Polynoms von A,

Xa(A) :=det(A — \),

fithrt. Die Eigenwerte einer Matrix A € IK™" sind dann genau die Nullstellen des
charakteristischen Polynoms.
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Definition 6.2 Ist A eine Nullstelle von x a(\)so bezeichnet man ihre Vielfach-
heit p; als die (algebraische) Vielfachheit des Eigenwertes \.

Ein einfaches Beispiel ist die Bestimmung der Eigenwerte einer oberen (oder
einer unteren) Dreiecksmatrix R = (r;;). Diese sind genau die Elemente auf ihrer
Hauptdiagonalen, da

Xr(A) =det(R—AN) = (ri1 = A) - oo (P — A)

als Nullstellen genau die Diagonalelemente von R besitzt.

Wie in vielen Lehrbiichern unterscheiden wir notationsmékig wie folgt:

e Die Figenwerte der Matriz A listet die Eigenwerte geméf ihrer algebrais-
1 2 3

chen Vielfachheiten mehrfach auf. Die Matrix R = 0 1 4 | besitzt
0 05

also die Eigenwerte A\ = 1, Ay = 1, A3 = 5.
e Schreiben wir andererseits die verschiedenen Figenwerte einer Matrix A, so

listen wir jeden Eigenwert (unabhéngig von seiner algebraischen Vielfach-
heit) nur einmal auf.

Das charakteristische Polynom hat als Polynom vom Grad n iiber C nach dem
Fundametalsatz der Algebra mindestens eine und hochstens n komplexe Null-
stellen. Entsprechend erhélt man den ersten Teil des folgenden Satzes. Der
zweite Teil kann durch Induktion gezeigt werden.

Satz 6.3

o Uber IK = C besitzt jede n x n Matriz mindestens einen und hichstens
n verschiedene Figenwerte. Die Summe der algebraischen Vielfachheiten
aller Eigenwerte von A ergibt n.

e Die Figenvektoren zu verschiedenen Figenwerten von A sind linear unab-
hdngig.

Wir fiihren auferdem noch das folgende Lemma an.

Lemma 6.4 Sei A € C ein Eigenwert von A € C™". Dann ist das konjugiert
kompleze \ von A ein Eigenwert von A*.

Beweis: Wir erinnern daran, dass det(A*) = det(A) gilt. Sei nun A ein Eigenwert
von A, d.h. det(A\ — A) = 0. Dann gilt

det(N — A*) = det((M — A)*) = det(M\ — A) = 0,
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also ist A Eigenwert von A*. QED

Durch die Ermittlung der Nullstellen des charakteristischen Polynoms kann man
theoretisch also die Eigenwerte einer Matrix bestimmen. Das ist aber nur fiir
kleine Werte von n sinnvoll und auferdem schlecht konditioniert. Man nutzt
daher das folgende Lemma, das besagt, dass Ahnlichkeitstransformationen die
Eigenwerte einer Matrix nicht verdndern:

Lemma 6.5 Sei A € C*" und Q € C*" regulir. Dann haben A und Q~*AQ die
gleichen Eigenwerte Ay, ..., \,.

Beweis: Es gilt
det(A—XI) = det(Q )det(A—\I)det(Q) = det(Q  (A—AI)Q) = det(Q ' AQ—NI).

Damit erhilt man: \ ist ein Eigenwert von A genau dann wenn det(A — AI) =0
genau dann wenn det(Q'AQ — M) = 0 genau dann wenn \ ein Eigenwert von

Q~1AQ ist. QED

Dieses Lemma liefert die folgende Idee zur algorithmischen Behandlung von Eigen-
wertproblemen: Man transformiert die Matrix A zu einer Matrix, fiir die man
die Eigenwerte leicht berechnen kann.

Im weiteren verwenden wir das Lemma von Schur (sieche Satz 5.9). Es besagt,
dass es zu jeder Matrix A € IK™" eine unitdre Matrix @) gibt, so dass

Q"AQ =R

eine obere Dreiecksmatrix ist.

Ubung: Sei A € C™™ eine Matriz mit den n Eigenwerten Ay, . .., An.

o Ist A requlir, so gilt: \ ist Figenwert von A genau dann wenn % Eigenwert
von A1 ist.

e Die Summe der n Eigenwerte von A ergibt die Spur von A.

e Das Produkt der n Figenwerte von A ergibt det(A). (Diese Aussage haben
wir im Beweis von Satz 5.16 verwendet.)

6.2 Der Spezialfall hermitescher Matrizen

Wir leiten nun zuerst einige Resultate her fiir den Fall von hermiteschen Matrizen,
also Matrizen A, fiir die A* = A gilt. Hierfiir wissen wir bereits aus Satz 3.23 die
folgende Aussage:
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Sei A € IK™" eine hermitesche Matrix. Dann gibt es eine unitiare Matrix ) € C™"
so dass
Q*AQ = D = diag(dy, . ..,d,) € R™"

eine Diagonalmatrix ist. Dabei sind dy,...,d, die Eigenwerte der Matrix A,
und die Spalten von @) bilden eine Orthonormalbasis, die aus den zugehorigen
Eigenvektoren besteht. Das heifst, es gilt

AQj:dej furjzl,,n

Weil (Q*AQ)* = Q*AQ folgt D* = D, entsprechend sind die Eigenwerte von A
in diesem Fall alle reell.

Ubung: Folgern Sie Satz 3.23 aus dem Lemma von Schur!

Ubung: Verwenden Sie Satz 3.23, um die folgenden beiden Aussagen iber Eigen-
werte 2u zeigen:

e Fine symmetrische Matrix A ist positiv definit genau dann wenn alle ihre
Figenwerte echt grofer als Null sind. (Diese Aussage haben wir im Beweis
von Lemma 2.18 verwendet.)

o A*A hat nur reelle Figenwerte, genauer: Ist Rang(A*A) = r, dann sind
genau r der Eigenwerte von A*A positiv und die restlichen Eigenwerte sind
Null. (Diese Aussage haben wir im Beweis von Satz 4.14 verwendet.)

Die Eigenwerte hermitescher Matrizen in einem Pré-Hilbertraum (mit dem Skalarpro-
dukt (-,-) so dass ||z|| = v/(z,2)) wollen wir im folgenden charakterisieren. Wir
benotigen zunéchst die folgende Eigenschaft von Orthonormalsystemen.

Lemma 6.6 Sei {vy,...,v,} eine Orthonormalbasis eines Pri-Hilbert-Raumes
mit Skalarprodukt ||z|| = \/(z,x). Sei v =">""_, a;v;. Dann gilt:

1. a; = (v,v), i=1,...,n
2. ||vll* = X of.

Beweis: Beide Eigenschaften lassen sich unter Ausnutzung von (v;,v;) = 0 fiir
i # 7 und (v;,v;) = 1 wie folgt nachrechnen:

ad 1: (v,01) = Q27 vy vi) = D0, aj(vy, vi) = oy
ad 2: [Jo]? = (v,v) = 22, jeqr, oy @0 (Vi v;) = D20 el
QED

Fiir die beiden folgenden Séitze betrachten wir max,cy(Ax, ) fiir kompakte Men-
gen M. Dieses Maximum existiert weil h(z) = (Az, z) eine stetige Abbildung ist.
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Satz 6.7 (Satz von Rayleigh) Sei A eine hermitesche Matriz mit den n Figen-
werten Ay > Xy > ... > \,. Seien v; die aus Satz 3.23 zugehorigen Figenvektoren

zu N, t=1,...,n, die eine Orthonormalbasis des C™ bilden. Wir definieren
W o= C"
Vi = {veC":(vu)=0,i=1,....k—1}, k=2,...,n.
Dann gilt:

A= max (Av,v), k=1,... n.
veVi:|v]l=1

Beweis: Zunéchst sieht man direkt, dass

)\k == )\k(vk, ’Uk) = ()\k?]k, ’Uk) = (A’Uk, Uk) S max (AU, ’U),
veViiloll=1

da vy, € Vi und (vg, vg) = |Jue* = 1.

Um A; > maxXyey,.|o|=1(Av,v) zu zeigen, betrachten wir ein beliebiges v € Vj
mit ||v|| = 1. Dann gibt es ay,...,a, so dass v = > | a;v;. Damit ergibt sich

zundchst . . .
Av = A(Z CMZ'Ui) = ZO{ZA(UJ = Z Cki/\ﬂ)i. (61)
i=k =1 i=1

Nach Lemma 6.6 gilt:

1. «o; = (v,v;), woraus wir fiir v € V}, insbesondere o; =0 firi =1,..., k-1
folgern, sowie

2. 1= ol = 2205, leal* = 320 (v, 0a) %

Damit erhalten wir

(Av,v) = (Z AU, V) = Z a;\i(v;, )
i=1 i=1

= Z(Uavi>>\i(viav) = Z(vai))\i<vavi)
i=k i=k

= Zki’(vavi)‘z < )‘k’z ’(’U>Ui)‘2 = X
i=k i=k

QED

Diese Aussage erlaubt (weil man i. allg. die Eigenvektoren nicht kennt) nur eine
Abschatzung fiir den groften Eigenwert. Fiir diesen erhélt man untere Schranken
durch

p(A) >\ = Jnax 1(Av,v) > (Au,u) fiir alle u mit |jul| = 1.
veCn:||v||=

Ohne Kenntnis der Eigenvektoren kann man aber den folgenden Satz verwenden.
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Satz 6.8 (Minimum-Maximum Prinzip von Courant) Sei A eine hermitesche
Matrixz mit den n Eigenwerten A\ > Ao > ... > \,. Sei weiter

My = {U : U ist Unterraum von C" mit dim(U) =n+ 1 — k}.

Dann gilt:
A= min  max (Av,v), k=1,...,n.
UeMy, veU:||v||=1
Beweis: Aus dem vorhergehenden Satz 6.7 wissen wir, dass fiir alle k =1,...,n
A= max (Av,v) > min  max (Av,v).
vEV):||v]|=1 UeMy veU:|v||=1

Es muss also noch A\, < minge, maxyey:|jv)=1(Av, v) gezeigt werden. Dazu kon-
struieren wir im folgenden fiir jeden Unterraum U € M}, einen Vektor y € U mit
|yl =1 und A\, < (Ay,y), woraus wir zunéchst

A < (Ay,y) < max  (Av,v)
veU,||v]|=1

fiir den Unterraum U folgern, woraus wir ableiten, dass

A < min - max (Av,v).
UeMy, veU,||v||=1

Zur Konstruktion des gesuchten Vektors y € U € M gehen wir wie folgt vor:
Zunéchst sei {uq,...,u,11_x} eine Basis von U. Jedes x € U lédsst sich also
schreiben als

n+l1—k
r = Z aju;. (6.2)
j=1
Sei nun {vy,...,v,} die aus Satz 3.23 bekannte Orthonormalbasis aus Eigenvek-
toren zu den n Eigenwerten Aq,...,\, von A. Die Bedingung (z,v;) = 0 fiir
i=k+1,...,nist wegen (6.2) dquivalent zu
n+1—k
Z aj(uj,v;) =0fiiri=k+1,....,n (6.3)
j=1

Das System (6.3) ist ein unterbestimmtes lineares Gleichungssystem mit n — k
Gleichungen und n — k 4+ 1 Variablen. Es gibt also eine nicht-triviale Losung
aq, ... 7dn+1—k und

n+l1—k
g = E O_éju]'
j=1
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erfiillt entsprechend (y,v;) =0, i = k+1,...,n. Wir normieren § und definieren
dadurch

1 =
Y=y

Nach Konstruktion ist y € U und ||y|| = 1. Um nachzurechnen, dass (Ay,y) > g
stellen wir y (nach Lemma 6.6) dar als

n k

y=> (wv)v=> (400

j=1 J=1
Damit kénnen wir nun nachrechnen, dass

(Ay,y) = (Z Y, v, Av],z Y, 0;)v Z) (Z (Y, v, vJ,Z(y,vi)vZ)

= /\] y7U] "U],U, Z)‘ | y7U]

> )\kz [(y v)I* = Aellyll = A

j=1

6.3 Lokalisierungssitze

Die Ergebnisse dieses Abschnitts werden Lokalisierungssdtze genannt, da sie die
Lage der Eigenwerte anhand der vorliegenden Matrixdaten abschétzten. Wir be-
ginnen mit einer Folgerung aus dem Courant’schen Minimum-Maximum-Prinzip,
und setzen dabei wieder einen Pré-Hilbert-Raum mit Skalarprodukt ||z|| = /(z, x)
voraus.

Satz 6.9 Seien A und B hermitesche Matrizen mit jeweils n Eigenwerten

AM(A) = A2(4) >

.2 M(A) und M\ (B) > Ma(B) > ... > \(B).
Dann gilt fir alle k=1,...,n
[Ak(A) = Ae(B)| < [|[A = B

Beweis: Sei v € C" beliebig. Nach der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung (siehe
Lemma 3.6) erhalten wir fiir die von || - || induzierte Operatornorm

(A= B)v,v) < [[(A= Bl - [lv]| < [|A = Bflv]]*.
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Daraus ergibt sich fir k =1,... n:

(Av,v) < (Bv,v) + ||A — BJ||jv||?* fiir alle v € C"

= (Av,v) < max 1(Bv’,v’) + ||A — B||||v"||? fiir alle v € C™ mit |lv]| = 1
v'eU:||v'||=
und alle U € My

= max (Av,v) < max (Bv,v)+ ||A— B| fir alle U € M,
veU:||v||=1 v eU:||v[|=1

— min max (Av,v) < max (Bv,v)+ ||A— B| fiir alle U € M
U’'eMy velU’:|jv]|=1 veU:||v||=1

= min max (Av,v) < min max (Bv,v)+ ||[A— B|
UeMy, veU:|v||=1 UeMj, veU:||v||=1

— M(A) < M(B)+ |A— B,

wobei fiir die letzte Folgerung Satz 6.8 verwendet wurde.
Durch Vertauschen von A und B erhilt man Ay (B) < A\;(A) + ||A — BJ|. Zusam-
men folgt fir k =1,...,n

[A(A) = A(B)| < [|[A = B

Bemerkung: Da A — B hermitesch ist, gilt
|A— Bl = p(A— B) < ||A— B fiir jede beliebige Norm || - ||

Da obiger Satz insbesondere fiir das Standard-Skalarprodukt zusammen mit der
Euklidischen Norm || - ||2 richtig ist, knnen wir also folgern, dass

|IAk(A) — Me(B)] < ||A — Bl|2 < ||A — B|| fiir alle Normen || - ||,

d.h. in Satz 6.9 darf im C" (unabhéngig von der Wahl des Skalarproduktes) jede
Norm verwendet werden.

Als einfache Folgerung fiihren wir das folgende Korollar an, mit dessen Hilfe man
abschétzen kann, wie weit sich die Eigenwerte einer Matrix von ihren Diagonalele-
menten unterscheiden.

Korollar 6.10 Sei A = (a;;) eine hermitesche Matriz und seien A\y > Xy > ... >
An thre Eigenwerte. Permutiere die Diagonalelemente von A so dass a}y > aby >
.>al,. Dann gilt

X —aly* < Z lair)?, und j =1,... n.
i keitk
Beweis: Die Aussage folgt direkt aus Satz 6.9 mit B = diag(aq1, ..., an,) und
=1 QFD

Abschliefsend geben wir noch einen wichtigen Satz an, der sich nicht mit her-
miteschen Matrizen beschéftigt, sondern auf alle Matrizen anwendbar ist. Dazu
bendtigen wir folgende Definition:
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Definition 6.11 Se: A € C™" eine Matriz. Dann bezeichnet man

K, = AeC:|A—ayl < Z lag| ¢, i=1,....n
ke{1,..mn\{i}

Kf = {AeC:|]A—ayl < Z law| ¢, i=1,...,n
ke{l,...n}\{i}

als Gerschgorin-Kreise von A. Wenn nicht klar ist, beziiglich welcher Matrix
die Mengen K;, K gebildet werden, schreibt man K;(A) bzw. K;(A*).

Lemma 6.12 Sei A € C™" und seien K;(A), K} (A) die Gerschgorin-Kreise von
A. Seien weiter K;(A*), K (A*) die Gerschgorin-Kreise der Matriz A*. Dann
folgt fiir jedes X € C:

A€ Ki(A) <= )\ € Kj(A").

Beweis: Weil fiir \,a € C gilt |\ — a| = |X — @l folgt fiir A = (@;;):j—(1,...
Weiter gilt durch Vertauschen von Zeilen und Spalten, dass

A€ Ki(A) <= \e K;(AT).

Kombiniert man beide Aussagen (unter Verwendung von A* = XT), erhilt man
die Aussage des Lemmas. QED

Was die Gerschgorin-Kreise mit der Lokalisation von Eigenwerten zu tun haben,
zeigt der folgende Satz.

Satz 6.13 (Satz von Gerschgorin) Sei A € C"" eine Matriz und sei A ein
beliebiger Figenwert von A. Dann gilt

/\e( U K,-)m( U K;).
i=1,...,n i=1,....n

konstruieren wir Indizes k,l € {1,...,n}, so dass A € K und X\ € K.

Wihle einen Eigenvektor v mit ||v||oc = 1. Sei k so dass |vg| = 1. Wir zeigen,
dass A\ € Kj:
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Es gilt Av = Av. Wir schreiben die Multiplikation fiir Zeile k aus

n

E ag;V; = AUy,

j=1
und erhalten daraus
Z QU5 = )\Uk — Ak Uk
FE€{L,.,n}\{k}
Weiter ergibt sich

A —ap] = |(A— ar)v| = Z 15 V;
Je{L,ni\{k}

< Yoo dagllul < > lawl,

FE{L,nP\{k} JE{1,...n}\{k}
also \ € Kj.

Nun mdchten wir noch zeigen, dass A € K fiir ein [ € {1,...,n}. Dazu be-
trachten wir die Matrix A*. Nach Lemma 6.4 wissen wir, dass A ein Eigenwert

von A* ist, insbesondere gibt es nach dem schon bewiesenen Teil ein [, so dass
A€ Kj(A*). Aus Lemma 6.12 folgt A € K[(A). QED

6.4 Potenzmethode zur Bestimmung des Spektral-
radius

Die folgende Methode liefert eine Abschitzung an den betragsgrofsten Eigenwert
einer Matrix. Thre Konvergenz kann man (unter weiteren Voraussetzungen) fiir
diagonalisierbare Matrizen nachweisen.

Definition 6.14 FEine Matrix A € IK™" heiffit diagonalisierbar, falls es eine
requlire Matriz Q) € IK™" gibt, so dass

Q'AQ =D
eine Diagonalmatriz ist.

Wegen Satz 3.23 ist jede hermitesche Matrix A diagonalisierbar. Wir konnten
daraus aufterdem folgern, dass die Spalten von () eine Orthonormalbasis des IK"
bilden, die aus Eigenvektoren von A besteht. Wir erweitern diese Aussage nun
fiir diagonalisierbare Matrizen wie folgt:
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Lemma 6.15 Sei A € IK™" eine Matriz und seien A1, ..., \, die n Figenwerte
von A. Dann gilt:

A ist diagonalisierbar <= Es gibt eine Basis {v1,...,v,} des IK", die aus Figen-
vektoren von A besteht.

Beweis: Sei A diagonalisierbar. Wir konstruieren eine Basis des IK", die aus Eigen-
vektoren besteht: Weil A diagonalisierbar gibt es eine regulire Matrix ), so dass
Q 'AQ = D eine Diagonalmatrix ist. Nach Lemma 6.5 ist D = diag(\1, ..., \n).
D hat also die Eigenwerte A{,...,\, und die Einheitsvektoren eq,..., e, sind
jeweils zugehorige Eigenvektoren. Wir definieren

v =Qe;, 1=1,...,n

und erhalten (weil @) regulér) daraus eine weitere Basis des IK". Wir rechnen nun
nach, dass v; Eigenvektor von A zum Eigenwert )\; ist:

Av; = AQe; = (QDQ)Qe; = QDe;
= QAie; = \iQe; = A\,

Sei andererseits {vy,...,v,} eine aus Eigenvektoren bestehende Basis des C™.
Wir definieren Q = (v;...v,) als die Matrix, deren Spalten die Eigenvektoren
sind. Dann gilt:

AQ = A(vr...v,) = (Avr... Av,) = (Mor ... Aup)
= (vy...vn)diag(\y, ..., \,) :=QD,

also Q7'AQ = D und A ist diagonalisierbar. QED

Die Idee der Potenzmethode besteht darin, mit einem Startvektor v(?) zu beginnen
und in jedem Iterationsschritt

v® = A(* V) = AF (@) (6.4)

zu berechnen. Mit Hilfe dieser einfachen Iterationsvorschrift kann man den Spek-
tralradius einer diagonalisierbaren Matrix A bestimmen, falls sie einen dominan-
ten Eigenwert hat.

Notation 6.16 Sei A € IK™" eine Matriz. Fin Figenwert A von A heif$t dom-
inanter Eigenwert falls |\| > || fir alle Eigenwerte N # X von A.

Hat eine Matrix einen dominanten Eigenwert A so ist p(A) = |A| # 0 (fallsn > 1).
Wir kénnen nun die Konvergenz der Iterationsvorschrift (6.4) untersuchen.
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Satz 6.17 Sei A eine diagonalisierbare Matrixz mit Eigenwerten A1, ..., \, und
sei A1 ein dominanter Eigenwert. Sei {vq,...,v,} eine aus den Eigenvektoren
von A bestehende Basis des C".

Sei v = Yo v € C" so dass ay # 0 und sei v = A(v*D)Y fiir alle k > 1.

Dann konvergiert die Folge
Q)
- — 1y,

M

also gegen einen Figenveklor zu \;.

Beweis: Wir berechnen

o = Ay ©® = i a; Av; = iai)\iv,-
i=1 i=1

v@ = A = Z ;N Av; = Z@M?w
i=1 i=1
v® = AvD = Aky(0) — Zai)\fvi
i=1

n )\k
i A
= )\1 . 107 + E )\—;COéiUi
i=2 ,
—0 fir k—oo
Das heifst,
pLE + 5 A s
U(k) 1 QU1 =2 )\Ilc a;v;

= — o fiir k — oo.
k k
Al M

QED

Die Folge % konvergiert also gegen einen Eigenvektor zum betragsgroften Eigen-
1

wert von A. Damit ist also % und ebenso v(*) eine Approximation an den
1
Eigenvektor v;. Um nicht nur den Eigenvektor, sondern auch den Eigenwert \;

zu bestimmen, nutzt man aus, dass fiir den (approximierten) Eigenvektor v(®)
Av® =~ A 0®

gilt, also insbesondere
[Av®] - [lu®+D]
l®{ flo®

|Ar] ~
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Der Beweis von Satz 6.17 zeigt weiterhin, dass die Konvergenz des Verfahrens
sind. Sortiert man die Eigen-

umso schneller ist, wenn die Quotiente

werte nach ihren Betrigen, so ist also ¢ : Rll der bestimmende Kontraktions-
faktor.

In der Praxis mochte man die durch die A\¥ erzeugten sehr grofen (falls |\;| >
1) oder sehr kleinen (falls |A;| < 1) Werte vermeiden. Daher verdndert man
die Iterationsvorschrift (6.4) und fiihrt in jedem Schritt noch eine Normierung
ein. Man erhélt das auf von Mises zuriickgehende Verfahren der Vektoriteration.
Obwohl man das Verfahren allgemeiner anwenden kann, ist seine Konvergenz nur
fiir diagonalisierbare Matrizen und den richtigen Startwert gesichert.

Algorithmus 12: Verfahren der Vektoriteration nach von Mises

Input: A€ C™", v € C", Schranke ¢.
Schritt 1: £:=0
Schritt 2: Repeat

Schritt 2.1: y*t .= Ap®)
: . o(kt1) . _ytY
Schritt 2.2: v = LG,
Schritt 2.3: k:=Fk+1
Until |[|[Av®]| — [ly®] <&
Ergebnis: ||y*||2 ist Approximation an den betragsgréften Eigenwert und vF—!
ist Approximation an den zugehdrigen Eigenvektor.

Die Vektoren v®) sind in obigem Algorithmus also alle normiert, unterscheiden
sich sonst aber nicht von den mit Hilfe der Iterationsvorschrift (6.4) erzeugten
Vektoren. Damit folgt die Konvergenz der Folge “—IZ) aus Satz 6.17. Der grofte
Eigenwert \; ergibt sich unter der Bezeichnung von Algorlthmus 12 aus

[Av™]
[v®]

Das Abbruckkriterium lasst sich umformulieren zu

M| ~ = [|Av®] = g™

1AV = [y [" ]| 2 [ A = Al
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und gibt somit an, wie gut die Approximation schon ist. Dabei wird in der
vorliegenden Version nur der Betrag von Ay, nicht aber sein Vorzeichen bestimmt.
Das Vorzeichen kann jedoch leicht mitbestimmt werden, siehe dazu Ubung (Blatt
11, Aufgabe 4).

Die Potenzmethode berechnet nur den betragsgrofiten Eigenwert, 1dsst sich aber
leicht modifizieren, so dass auch andere Eigenwerte bestimmt werden konnen. Sei
dazu A € C™" eine Matrix mit den Eigenwerten i, ..., \,.

e Sucht man den betragsméibig kleinsten Eigenwert von A, so nutzt man aus,
dass die Eigenwerte von A~! genau die Kehrwerte % der Eigenwerte \; der
Matrix A sind. Verwendet man also die Matrix A~! im von Mises-Verfahren,

erhilt man
1

Ai

also den Kehrwert des betragsmaifig kleinsten Eigenwertes von A. Dieses
Verfahren wird auch Verfahren der inversen Vektoriteration genannt.

1

max B ————
) mMiN;—1..n |/\z’ ’

i=1,...,n

e Mochte man einen anderen Eigenwert A; von A bestimmen, fiir den man
einen Naherungswert o kennt, so ersetzt man A im von Mises-Verfahren
durch die Matrix (A —oI)~!. Diese Matrix hat genau die Eigenwerte (\; —
o)~ ' i=1,...,n. Damit ergibt sich

1
(A — o)

B 1
ming—y,.n [A; — o’

max
i=1,...,n

d.h. ist der Output des von Mises-Verfahren ein Eigenwert y von (A—ol)™!

SO ist
1
—+o0
7

der Eigenwert von A, der am nichsten an o liegt. Diese Variation des
von Mises-Verfahrens ist auch als Inverse Iteration mit Shift nach Wielandt
bekannt.

Ubung: Sei A € C™" eine Matriz und sei o € R. Sei weiter (A — o) regulir.

Zeigen Sie: X\ ist Figenwert von A genau dann wenn /\—io_ Eigenwert st von
(A—ol)™t.

6.5 Das QR-Verfahren zur Bestimmung aller Eigen-
werte

Das im folgenden vorgestellte Verfahren ist das wohl wichtigste zur Berechnung
der Eigenwerte einer Matrix. Es beruht auf der QR-Zerlegung einer Matrix, die
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wir in Kapitel 4.1 (fiir nicht notwendigerweise quadratische Matrizen) behan-
delt haben. Zur Bestimmung der Eigenwerte wenden wir die QR-Zerlegung auf
quadratische Matrizen an. Zur Erinnerung:

Die Zerlegung einer Matrix A € IK™" der Form A = (R mit einer unitiren
Matrix @ € IK™" und einer oberen As-Matrix R € IK™" heift Q R-Zerlegung
von A.

Wir beginnen mit dem folgenden Lemma iiber die Eindeutigkeit der () R-Zerlegung.

Lemma 6.18 Se: A € IK™" eine requlire Matriz und seien A = Q1 Ry = Q2 Rs
zwet QR-Zerlegungen von A mit unitdren Matrizen QQ1, Qs € IK™" und oberen
Dreiecksmatrizen Ry, Ry € IK™". Dann gibt es eine unitire Diagonalmatriz S €

IK™"™ mit QQ = le und Rl = SRQ

Beweis: Weil alle beteiligten Matrizen regulér sind, folgt aus Q1 R; = Q2 Ry dass
Q1Q2 = R R,"'. Wir definieren

S = QTQQ = RlRQ_I.

Dann gilt zunéichst Q2 = Q1.5 und R; = SR, und S ist als Produkt von unitiren
Matrizen selbst unitidr. Entsprechend gilt S* = S~!. Als Produkt von zwei
oberen Dreiecksmatrizen ist S selbst eine obere Dreiecksmatrix, ebenso auch S—!
(siche Satz 2.8). Andererseits ist S* eine untere Dreiecksmatrix. Weil S unitér,
gilt S~ = §*, also ist S eine Diagonalmatrix. QED

Die Idee des Q) R-Verfahrens, besteht darin, eine gegebene Matrix A durch itera-
tives Vertauschen von () und R auf eine obere Dreiecksmatrix zu transformieren.
Bevor wir untersuchen, wann das funktioniert, geben wir das Verfahren an:

Algorithmus 13: (@QR-Verfahren zur Bestimmung der Eigenwerte einer Ma-
trix

Input: A C™"
Schritt 1: m:=0, A0 .= 4
Schritt 2: Repeat

Schritt 2.1: Bestimme eine QR-Zerlegung von A, also A = Q,.R,,
Schritt 2.2: A™t) .= R,.Q,,

Schritt 2.3: m:=m+1

Until Stop

(m)

Ergebnis: Approximierte Eigenwerte a;;

Hauptdiagonalen von A(™).

, t=1,...,n auf der

139



Um dieses Verfahren zu untersuchen, zeigen wir zunichst, dass A fiir alle
m € IN die gleichen Eigenwerte hat wie die Originalmatrix A. Anschliefend
untersuchen wir, wann A gegen eine obere Dreiecksmatrix konvergiert.

Notation 6.19 Mit den Bezeichnungen aus Algorithmus 13 definieren wir fiir
alle m € IN die beiden folgenden Matrizen:

Qm = QOQI te Qm—l
Rom Ry 1 R Ry

Lemma 6.20 Mit den Bezeichnungen aus Algorithmus 13 gilt fir alle m € IN:
1. A(m) = ;_lA(mil)Qm—l
2. A™ = Qr AQ,,

3. A" =9, Rn

Beweis:

1. Wir rechnen

A™ =Ry Qe = Q1 Qm-1Rm—1 Q-1 = Q;—lA(m_l)Qm—l
(m—1)
Alm—

2. Diese Aussage zeigen wir per Induktion. Der Induktionsanfang ergibt sich
wegen A©) = QyR, zu

AW = RoQo = @AY Qo = Q1AQ..
R
0

Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass A™™ Y = Q* | AQ,, ..
Dann rechnen wir

Am - = @Qf A™ Y@, mnach Teil 1 des Lemmas
= Q5 19 A9, 1Q-1 nach der Induktionsannahme
3. Auch diesen Teil zeigen wir durch Induktion. Der Induktionsanfang folgt
wegen

Al =A=AY = QuRy = QiR
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Fiir den Induktionsschritt nehmen wir an, dass A™ ! = Q,,_1R,,—1 und
rechnen

Am = AA™ = Q,, AV Qr  A™! nach Teil 2
Qm,1A<m—1>Q;_1Qm,1Rm,1 nach der Induktionsannahme
Qm—lA(m_l)Rm—l = Qm—lQm—lRm—lRm—l = QmRm

QED

Der erste Teil des Lemmas zeigt, dass im QR-~Algorithmus tatséchlich in jedem
Schritt eine Ahnlichkeitstransformation ausgefiihrt wird, und entsprechend alle
A die gleichen Eigenwerte besitzen. Um die Eigenwerte von A zu identifizieren,
kénnen wir also die Eigenwerte von A berechnen. Das hilft uns jedoch nur,
wenn A gegen eine Form konvergiert, fiir die wir die Eigenwerte auch leicht
ausrechnen kénnen. Das folgende Ergebnis zeigt, unter welchen Voraussetzungen
A™) gegen eine obere Dreiecksmatrix konvergiert, die Zerlegung

A=Q,AMQ;,
also nach Teil 2 des Lemmas gegen eine Schur-Zerlegung konvergiert.

Satz 6.21 Sei A € C™" eine diagonalisierbare Matriz mit Eigenwerten |\| >
A2 > ... > |\u] > 0 und zugehdrigen Eigenvektoren vy, ..., v,. Sei

A=VDV!

mit D = diag(\y, ..., \n) und V := (vy, ..., v,). Wir nehmen weiter an, dass V=1
eine LU-Zerlegung besitzt.

Dann konvergieren die Matrizen A"™ aus Algorithmus 18 gegen eine obere Dreiecks-
matriz. Die Diagonaleintrige al(;n) von A konvergieren dabei linear gegen die
Eigenwerte.

Beweis: In dem nun folgenden (technischen) Beweis formen wir A™ um zu einer
oberen Dreiecksmatrix S,,U,, DU 'S* und einem Restterm, dessen Norm mit
O(g™) fiir ein ¢ mit |g| < 1 gegen Null geht. Um diese Zerlegung zu erzeugen,
gehen wir in folgenden Schritten vor:

1. Zu der aus Teil 3 von Lemma 7?7 schon bekannten () R-Zerlegung von A™
erzeugen wir eine weitere:

Weil V! = LU und D = diag(\y, ..., \,) regulir ist, definieren wir
Vi := VD™ LD™™ mit einer QR-Zerlegung V,, = P,,U,,. (6.5)
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Dann ist

A™ = (VDV Hm =yvDmy !
= VD"LU =VD"LD "D"U
= V,,D"U = P,U,,D"U
= P, U,,D™U
~~ ———
unitdr obere A-Matrix

eine Q) R-Zerlegung von A™. Diese vergleichen wir mit A™ = Q,,R,, und
erhalten aus Lemma 6.18 eine unitdre Diagonalmatrix S mit

On = PnS% und R, = S,U,, D™U. (6.6)

. Daraus gewinnen wir eine neue Darstellung von A:

Wir méchten mit A™ = Q,, R,, rechnen und nutzen zunichst (6.6) um Q,,
und R,, wie folgt auszudriicken.

= Q;lngrl
= SuP ' Ppni1Ss, siehe (6.6)
Ry, = Ry ...Ry-Ry'-...-R,
= Rm—i—lR;@l
= SpiUp D™"TUUD™™U 1S siehe (6.6)
= Spy1Un DULSH

Daraus erhalten wir zunichst folgende Darstellung fiir A™):

A = QR = S Pr 1Sy 1 Sm i1 Ut DULLST,
= Su(UnUp Y PPy Up 1 DULSE,
= SpUnV Vi  DUSLSE (6.7)

. An der eben erzielten Darstellung von A™ “stért” uns der Term V- 'V,,41,
denn ohne ihn wire A™ als das Produkt von Diagonalmatrizen und oberen
Dreiecksmatrizen selbst eine obere Dreiecksmatrix. Daher beschéaftigen wir
uns nun mit der Assymptotik von V,, und V-1V, ;.

Zunéchst betrachten wir V,,, = VD™ LD~™ fiir m — oo. L ist eine normierte
Dreiecksmatrix und D enthélt die der Grofse nach sortierten Eigenwerte auf
der Hauptdiagonalen. Wir definieren

[Ail

N 1=2,..., n |Al—1|

€ (0,1).
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Sei L eine beliebige normierte untere Dreiecksmatrix. Wir berechnen die
Elemente des Produktes

0 falls © < j
(D™LD™™);; = )\mglj)\im — } - falls i = j
J Lij (%) falls i > j

AN N ey
)\j )\i—1'>\i—2'-'-'>\j

also 3 "

Lij (%) € O(q™).
D™LD~™ ist also eine normierte, untere Dreiecksmatrix, deren Nichtnull-
Eintrage linear gegen Null konvergieren.

Wihlen wir L = L und multiplizieren die “fast” Diagonalmatrix D™LD~™
von rechts mit V' so erhalten wir

Vip = VD"LD™ =V + E,, mit ||Ep]|l; € O(g™), m — .
Fiir V-1 ergibt sich mit L = L=, dass
V=D DTV =V 4 B omit |||l € O(¢™), m — 0.
Als letztes untersuchen wir noch das Produkt V, W, 41 und erhalten
VVyp = D"L D™y vpmtiLpmt
= D"L'DLD'D™™.
Mit der normierten unteren Dreiecksmatrix L = L™*DLD™! ergibt sich

VoW = I + Fy, mit ||Fll2 € O(¢™), m — oo.

. Nun setzen wir unsere Analyse fiir m — oo in die fiir A(™ hergeleitete
Formel (6.7) ein und erhalten

AT = S UV Vo a DU SY, = U DU S, + SinUn F DU ST,

Wir untersuchen die Norm des zweiten Summanden und schatzen dazu
zunachst ab:

||Sm||2 - ||S;H2 = 1 well Sm unitar

[ U2

| P Vinllz = |Vinllz weil P, unitir
IV + Emlla < [[V]l2 + [| B2

U e = IV Bl < IVl + 112
IDll2 = /p(D*D) = /AT = |\
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Damit ergibt sich

1SmUnm Fn DUL'SE N2 < [1Smllz 1Umll2 | Ell2 [1Dll2 U Iz 1157112

<
< (V2 + 1 Enl) I Fnll2 MUV 2 + £ ]12) € O(g™)

Das heifst,
A™ ~ 8. U, DULS"

konvergiert also gegen eine obere Dreiecksmatrix.

QED

Abschliefsend geben wir noch ein Kriterium fiir die Existenz einer LU-Zerlegung
von V! an.

Lemma 6.22 Fiir die Matriz V! ezistiert genau dann eine LU -Zerlegung, wenn
span{ey, ..., ext N span{vgsy,...,vo} = {0} fir allek=1,... n.

Beweis:
Ein Vektor z ist in span{es,...,ex} N span{viyi1,...,v,} genau dann, wenn es
eindeutige Koeffizienten o, 3; gibt, so dass

k n
xr = Z@j@j = Z 5]'?)]'
j=1 j=k+1
Multiplikation mit V! fiihrt zu dem dquivalenten System
k n
V71.1' = Zajvflej = Z 53‘6]‘.
j=1 j=k+1

Es liegt also ein Gleichungssystem vor mit n Unbekannten av, ..., ak, Bki1,-- -, bn
und Koeffizientenmatrix

—1

Dabei stimmt |det(C(k))| genau mit dem k.ten Hauptminor von V! iiberein.
Folglich gilt:

span{ey, ..., ex} Nspan{vgiy,...,v,} = {0} firalle k =1,...,n
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genau dann wenn das Gleichungssystem mit Koeffizientenmatrix C'(k) eindeutig
l6sbar ist. Das ist genau dann der Fall, wenn det(C(k)) # 0 gilt, und das
wiederum ist genau die Bedingung, dass der k.te Hauptminor von V! nicht
Null ist. Von Satz 2.12 wissen wir, dass das dquivalent dazu ist, dass eine LU-
Zerlegung von V! existiert. QED

Das Verfahren in der hier vorgestellten Basisvariante ist allerdings nicht son-
derlich effizient. Es kann durch verschiedene Tricks noch erheblich beschleunigt
werden. Bei dem Shift QQR-Verfahren fiihrt man in einem Reduktionsschritt die
gegebene Matrix zuerst durch Ahnlichkeitstransformationen in eine obere Hes-
senbergmatrix iiber und arbeitet in den dann folgenden Operationen mit einem
variablen Shift Parameter.

6.6 Das Jakobiverfahren

In diesem Abschnitt beschéiftigen wir uns mit der Bestimmung aller Eigenwerte
und Eigenvektoren einer symmetrischen, reellen Matrix A € R™". Das Jacobi-
Verfahren ist zwar im allgemeinen langsamer als der (optimierte) QR~Algorithmus,
es kann aber kleine Eigenwerte und die zugehérigen Eigenwerte mit einem gerin-
gen Fehler berechnen und ist daher dennoch von Interesse.

Sei A € R™*™ symmetrisch. Wir betrachten die Frobenius-Norm
n
Al = | 3 o
ij=1

und geben fiir sie zunéchst ein paar Eigenschaften an.
Lemma 6.23

1. ||Al|p = Spur(AT A) = Spur(AAT)

2. Fir jede orthogonale Matriz Q gilt: || Allr = |QTAQ||F.

3. Ist A symmetrisch und hat die Eigenwerte My, ..., A, so gilt | Al|% = >0, N>

Beweis:

1. Fiir die Spur eines Matrixproduktes AB mit A, B € R"™*"™ gilt

Spur(AB) = Z aijbji = Z bijaﬂ = Spur(BA),

ij=1 ij=1

insbesondere
n

Spur(ATA) = Spur(4AT) = Z |a;]?.

ij=1
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2. Sei Q € R™™ orthogonal. Dann gilt Q~! = Q7. Wir verwenden Teil 1 des
Lemmas und rechnen

1Q" AQlr = Spur(Q"AQQ" AT Q) = Spur(Q" AATQ) = Spur(ATQQ" A)
= Spur(ATA) = ||A|r.

3. Ist A € R™™ symmetrisch, so gibt es nach Satz 3.23 eine orthogonale
Matrix @, so dass QT AQ = diag()\y, ..., \,) eine Diagonalmatrix ist. Nach
Teil 2 des Lemmas ist dann

1Al = 1QTAQI|r = lldiag(As, - Aa)llr = Y [Nl
1=1

Definition 6.24 Die Aufiennorm einer Matriz A € IK™" ist definiert als

N(A) =" Jag P = [AIE = Jaul®
i,j=1 i=1
i#j

Vorsicht: Die Bezeichnung Auflennorm von A ist irrefiihrend, denn die Abbildung
N(A) ist keine Norm.

Sei A = diag(by,...,by,) eine Diagonalmatrix. Dann gilt N(A) = 0, die Aufen-
norm verschwindet also fiir Diagonalmatrizen. Fiir beliebige Matrizen ist die
Aufsennorm ein Mals dafiir, wie grof die Nicht-Diagonalelemente sind. Geht die
Aufsennorm gegen Null, so tendiert die Matrix zu einer Diagonalmatrix und man
kann die Fintrige auf der Hauptdiagonalen als Abschéitzung fiir die Eigenwerte
verwenden.

Die Idee des Jacobi-Verfahrens besteht darin, Nichtnull-Elemente der Matrix A
nach und nach verschwinden zu lassen. Das geschieht durch Ahnlichkeitstrans-
formationen, in denen A in GijAGiTj tiberfiihrt wird. Als Matrix G;; wahlt man
so genannte Givens-Rotationen, die wie folgt aussehen.
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Definition 6.25 Se: 1 <1i < j < n. Dann nennen wir die Matrix
1

1

mit gi; = g;; = ¢ = COS Y, gij = —S = sinp und g;; = s = —siny eine Givens-
Rotation bzw. eine Jakobi-Transformation.

Lemma 6.26 Sei A eine Givens-Rotation. Dann ist A eine orthogonale Matriz.

Beweis: Offensichtlich sind die Spalten Gy, fiir k € {1,...,n}\{i, 7} alle paarweise
orthogonal und erfiillen |G|l = 1. Weiterhin ist Spalte i (bzw. Spalte j) zu allen
ke{l,...,n}\{i, 7} orthogonal. Wir rechnen noch nach, dass

(G;,Gj) =c(—s)+ecs=0
und dass fiir [ € {7, 7} gilt
|Gi|I> = ¢ 4 s* = cos® ¢ + sin p = 1.
QED

Nun betrachten wir, was passiert, wenn man eine Givens-Transformation auf eine
symmetrische Matrix A anwendet.

Lemma 6.27 Se: A € R™" symmetrisch, 1 # j mit a;; # 0. Sei
T
1. B st symmetrisch.

2. by = ay fir k,l & {i,j}, d.h. die Givens-Rotation verindert keine Ele-
mente auferhalb der Zeilen i,j und der Spalten 1, j.

3. Speziell fir die Diagonalelemente gilt:

2 2
b“‘ = C Qi — 2CSCL1‘]‘ + s ajj
b,

b = ap, sonst

s2a; + 2csag; + 02ajj
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4. Das Element b;; = bj; erfillt: by; = cs(a; — ajj) + (¢ — s?)aij

Beweis: Die Symmetrie sieht man aufgrund der Orthogonalitit der G;; direkt
durch

BT = (G4AGL) = G, ATGE = G, AGE, = B.

Die anderen Aussagen muss man nachrechnen.

Satz 6.28 Sei B = GijAGg. Dann gilt
N(B) = N(A) — 2aZ; + 2b};.

Beweis: Etwas miithsam rechnet man zuerst anhand der Formeln in Lemma 6.27
nach, dass

Wegen Lemma 6.26 ist GZ»TJ» orthogonal, so dass nach dem zweiten Teil von Lemma 6.23
|A|lp = ||GijAGz1;‘”F = || B||r gilt. Mit

NB) = > |byP=1BIF = |bal®
1,7=1 i=1
i#j
- HAH%’_ZV)ZZF (Lemma 6.23)

=1

= A% - Z |az|* + aj; + a?j — b7 — b?j (Teil 3 aus Lemma 6.27)

=1
= A% - Z |a;|* + Zb?j — 2(1% siehe (6.8)
i=1
erhdlt man das gewiinschte Ergebnis. QED

Wenn die Givens-Rotation G;; eine Matrix B mit b;; = 0 erzeugt, minimieren
wir also die Aufsennorm der Matrix B = GijAGiTj. Wir suchen nun eine Givens-
Rotation, die genau das leistet, die nach Teil 4 von Lemma 6.27 also

bij = cs(aii — ag;) + (¢ — %)y
erfiillt. Das kann man auflosen zu

ajj — Qi

cot(2¢p) = (6.9)

26Lij

und diese Gleichung ist in dem Intervall (—7, 7] eindeutig 16sbar (wobei wir hier
keine Eindeutigkeit brauchen).
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Mit der Kenntnis dieser Ergebnisse formulieren wir das Jakobi-Verfahren:

Algorithmus 14: Jakobi-Verfahren zur Eigenwertbestimmung

Input: A € R™"
Schritt 1: k:=0, A0 =4
Schritt 2: Repeat
Schritt 2.1: Bestimme ein Indexpaar (i,j) mit i # 0 and a;; # 0 nach einer
Auswahlvorschrift.
Schritt 2.2: G, := G;; wobei ¢ nach (6.9) bestimmt wird.
Schritt 2.3: A"t =@, AMG,.T.
Schritt 2.3: k:=k+1
Until stop

(m)

Ergebnis: Approximierte Eigenwerte a;;

Hauptdiagonalen von A(™).

, t=1,...,n auf der

Es gibt verschiedene Auswahlvorschriften, die man in Schritt 2.1 des Jakobi-
Verfahrens verwenden kann. Im klassischen Jakobi-Verfahren wird die fol-
gende Regel verwendet. (Dabei bezeichne wie iiblich ag;”) das Matrixelement (3, j)
in der Matrix A™).)

Schritt 2.1: Bestimme ein Indexpaar (i, j) so dass agn) = MAaXg {1, n} kAl a;’;”.
Das Verfahren sucht also das grofste Element aus der Matrix heraus und trans-
formiert es durch geschickte Wahl der Givens Rotation auf Null. (Genauer:
a%ﬂﬂ) = 0.) Weil wir mit symmetrischen Matrizen arbeiten, miissen wir zur
Bestimmung des Indexpaares (i, j) nur eine obere Dreiecksmatrix durchsuchen.
Obwohl bei jeder Transformation einmal erzeugte Nullen wieder verschwinden
konnen, liegt Konvergenz vor.

Satz 6.29 Das klassische Jakobi-Verfahren konvergiert linear in der Auflennorm.

Sei A die von dem klassischen Jakobi-Verfahren in Schritt m erzeugte Matrix.
Da das in Schritt 2.1 gewihlte Indexpaar |al(-;n)| = max; |al™| erfiillt, kénnen

wir die AuRennorm N(A(™) durch

NA®) = 3 la” [ < n(n = Dlag”
k=1
I#k
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abschétzen und erhalten daraus

(m)
a;; >

Jetzt betrachten wir die Auennorm der Matrix A+ aus dem néchsten Itera-
tionsschritt. Nach Satz 6.28 wissen wir, dass

N(ACD = N(A™) = 2(a")” + 2(aif V) = N(A™) - 2(aff)?,

ij

weil die Givens-Rotation nach (6.9) so gewdhlt wurde, dass ag.”ﬂ) = (0. Damit
erhalten wir

Es gilt ¢ < 1 und ¢ < 0 fiir m > 3, also konvergiert die Aufennorm N(A(m) — 0
fiir m — oo. Die beobachtete Konvergenz ist linear, da der Exponent von ¢ gleich

1 ist. QED

Die Konvergenz der Auffennormen beim Jakobi-Verfahren motiviert ein Abbruchkri-
terium, das aus dem Satz von Gerschgorin (Satz 6.13) gewonnen wird. Da die
Summe der Nicht-Diagonalelemente wihrend der Tteration immer kleiner werden,
werden auch die Radien der Gershgorin-Kreise immer kleiner, so dass man diese
als Abbruchkriterium verwenden kann.

Die Konvergenz der Eintrage auf der Hauptdiagonalen untersucht das folgende
Korollar noch etwas genauer.

Korollar 6.30 Sind \; > --- > N\, die Eigenwerte der symmetrischen Matrix
A € R™™ und ist dﬁn) > 0> dm) eine Umsortierung der Diagonalelemente

von A so gilt
A — @™ < A/N(A) = 0 fiir m — oo.

Beweis: Aus Korollar 6.10 mit A = A™ und B = diag(a\7”, ..., a'%) sowie der
euklidischen Norm erhalten wir, da A und A die gleichen Eigenwerte besitzen:

N — @] = \i(An) = M(B)] < JA™ — Blls < |A™ — Bllg = \/ N(A0M.

QED
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Auf die Eigenvektoren konnen wir schliefen, da sich A schreiben lisst als
A =G AMG, T = =G G A GG = Qi AQT

wobei QU™ orthogonal ist und A*+Y niherungsweise diagonal. Also bestehen
die Zeilen von Q™ niherungsweise aus Eigenvektoren von A.

Es gibt viele Modifikationen des Jakobi-Verfahrens, insbesondere in Bezug auf
die in in Schritt 2.1 bendétigte Auswahlregel. Der Grund liegt darin, dass die
Auswahlregel des klassischen Jakobi-Verfahrens mit einem Aufwand von O(n?)
schon recht aufwindig ist. Fiir die beiden folgenden Modifikationen kann Kon-
vergenz nachgewiesen werden.

o Zyklisches Jakobi- Verfahren: Hier wird keine aufwéndige Auswahlregel berech-
net sondern die Reihenfolge der Indizes vorher festgelegt, z.B. durch (1,2), (1,2),...,(1,2), (2,3
1,n).

o Jyklischen Jakobi- Verfahren mit Schwellenwert: Die Idee entspricht zunéchst
dem zyklischen Jakobi-Verfahren in dem eine feste Reihenfolge der In-
dizes festgelegt ist. Allerdings iiberspringt man ein Element (i,7), wenn

ag-q)| < 7‘, da die Iteration in diesem Fall keine oder eine sehr geringe

Verbesserung der Aufsennorm bringt. Der Schwellenwert v wird im Laufe
des Verfahrens reduziert. Dabei priift man, ob alle Elemente der aktuellen
Matrix unterhalb des Schwellenwerts liegen, und halbiert v, sobald das der
Fall ist.
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