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Vorwort

Das vorliegende Skriptum ist anhand der von mir im Wintersemester 2006,/2007
gehaltenen Vorlesung Numerische Mathematik I entstanden. Diese Vorlesung so-
wie ihre Fortsetzung Numerische Mathematik II fiihrt in die Grundlagen der Nu-
merischen und Angewandten Mathematik ein und bietet damit einen Einstieg fiir
weiterfilhrende Vorlesungen auf diesem Gebiet. Neben Grundlagen in der Fehler-
analyse und der Funktionalanalysis werden in dem hier vorliegenden ersten Teil
lineare Gleichungssysteme, nichtlineare Gleichungssysteme und die Interpolation
von Funktionen behandelt. Die eingefiihrten Methoden beschreiben Eliminations-
verfahren, Orthogonalisierungsverfahren und iterative Verfahren sowie klassische
Verfahren der Interpolation. Diese Themen werden in Numerik II mit Integrati-
on, Approximation und der numerische Lésung von gewdhnlichen Differentialglei-
chungen fortgesetzt, es wird dort auch die Lésung von Eigenwertaufgaben und
von Optimierungsproblemen kurz gestreift.

Die Zielgruppe der Numerik I sind neben Mathematik-Studierenden ab dem drit-
ten Semester auch interessierte Horerinnen und Horer aus der Informatik und
der Physik. Es sei bemerkt, dass die Vorlesung durch theoretische Ubungen und
Programmieraufgaben (mit Matlab) ergénzt wurde. Auch beim Selbststudium des
Textes ist die eigenstindige Beschéftigung mit dem Stoff und die Implementation
des einen oder anderen Verfahrens unbedingt zu empfehlen!

Ein grofer Anteil des vorliegenden Skriptes wurde mit sehr viel Sorgfalt von Anke
Uffmann und Michael Siebert erstellt: An beide dafiir ein herzliches Dankeschon!
Frau Uffmann bin ich besonders dankbar fiir die Erstellung der Graphiken; Mi-
chael Siebert beeindruckte mich durch seine oft trickreichen Ideen, mit denen es
ihm gelang, alle anfallenden Problemen (nicht nur in IXTEX) zu lésen.

Gottingen, September 2007
Anita Schobel



Inhaltsverzeichnis

1 The name of the game: Numerik 3
1.1 Einleitung . . . . . . . .. o 3
1.2 Algorithmen . . . . . . . ... . 6
1.3 Aufwand . . . . ..o 6
1.4  Fehlerabschitzung und Gleitkommazahlen . . . . . . .. ... .. 11
1.5 Fehlerfortpflanzung, Kondition und Stabilitat . . . . ... .. .. 15

2 Lineare Gleichungssysteme: Eliminationsverfahren 19
2.1 Begriffe und Grundlagen . . . . .. .. ..o 19
2.2 Gauk-Verfahren und LU-Zerlegung . . . . . . .. ... ... ... 22
2.3 Das Cholesky-Verfahren . . . . . .. ... ... ... ... .... 37
2.4 Schwachbesetzte Matrizen . . . . . . . .. .. ... ... .. ... 41

3 Stoérungsrechnung 45
3.1 Metrische und normierte Rdume . . . . . . . ... ... ... ... 45
3.2 Normen fiir Abbildungen und Matrizen . . . . . . . ... .. ... 52
3.3 Kondition . . . ... 61

4 Orthogonalisierungsverfahren 65
4.1 Die QR-Zerlegung . . . . . . . ..o 65
4.2 Lineare Ausgleichsprobleme . . . . . . .. ... ... .. ..... 76
4.3 Singuldarwertzerlegung . . . . . . ... L Lo o 82
4.4 Anwendung der Singuldrwertzerlegung auf lineare Ausgleichsprobleme 83

5 Iterationsverfahren 86
5.1 Das Verfahren der sukzessiven Approximation . . . .. .. .. .. 86
5.2 Der Banach’sche Fixpunktsatz . . . . . . ... ... ... ..... 90
5.3 TIterative Verfahren fiir lineare Gleichungssysteme . . . . . .. .. 95
5.4 Tterative Verfahren fiir nichtlineare Gleichungssysteme . . . . . . . 112

6 Interpolation 122
6.1 Polynomiale Interpolation . . . . . .. ... .. ... ... ... 122
6.2 Abschitzung des Interpolationsfehlers und Konvergenzanalyse . . 135

2



6.3 Spline Interpolation . . . . . . . .. .. ... ... L
6.4 Trigonometrische Interpolation. . . . . . .. ... ... ... ...



Kapitel 1

The name of the game: Numerik

1.1 Einleitung
In der Wikipedia ist der Begriff Numerik folgendermafen definiert:

Die numerische Mathematik, kurz Numerik genannt, beschéftigt sich
als Teilgebiet der Mathematik mit der Konstruktion und Analyse von
Algorithmen fiir kontinuierliche mathematische Probleme.

Interesse an solchen Algorithmen besteht meist aus einem der beiden
folgenden Griinde:

e Es gibt zu dem Problem keine explizite Losungsdarstellung (so
zum Beispiel bei den Navier-Stokes-Gleichungen oder bei Inte-
gralen ohne Stammfunktion) oder

e die Losungsdarstellung existiert, ist jedoch nicht geeignet, um
die Losung schnell auszurechnen beziehungsweise sie liegt in einer
Form vor, in der Rechenfehler sich stark bemerkbar machen (zum
Beispiel bei vielen Potenzreihen).

In der angewandten Mathematik setzt man dabei noch einen Schritt friiher an:
Beschiiftigt man sich mit Anwendungen, so liegt zundchst noch kein mathema-
tisches Problem vor, sondern einzig eine von Praktikern formulierte Problem-
beschreibung. Die erste Aufgabe besteht also in der Modellierung d.h. in der
Formalisierung eines in der Natur beobachteten Phinomens oder eines 6konomi-
schen Problems durch ein sogenanntes mathematisches Modell. Mathematische
Modelle sind Systeme von Gleichungen oder Ungleichungen, durch die Bezie-
hungen zwischen bekannten und unbekannten Grofen dargestellt werden. Dabei
konnen algebraische Gleichungen (oder Ungleichungen), Differentialgleichungen
oder Integralgleichungen verwendet werden und es diirfen dabei alle Arten von
Formeln oder Grenzwerten auftreten. Gibt es zusétzlich noch ein Kriterium zur



Beurteilung der Losung (eine Zielfunktion), so liegt ein Problem der mathemati-
schen Optimierung vor und das Modell wird auch als mathematisches Programm
bezeichnet.

Klassische Disziplinen der “reinen” Mathematik wie die Algebra und Analysis
beschéftigen sich mit Fragen der Existenz und Eindeutigkeit der Losungen ma-
thematischer Modelle. Dagegen besteht das Ziel der numerischen Mathematik
darin, Verfahren zu entwickeln, mit denen sich die Losungen mathematischer
Modelle praktisch (auf derzeit verfiigharen Rechenanlagen) ermitteln lassen. Wir
veranschaulichen das an einigen Beispielen:

e Der Fundamentalsatz der Algebra besagt, dass ein reelles Polynom vom
Grad n auch n Nullstellen in der Menge der komplexen Zahlen besitzt. Der
Existenzbeweis ist jedoch nicht konstruktiv, d.h. man erh&lt kein Verfahren,
wie man die entsprechenden Nullstellen bestimmen kann. Das liefert die
numerische Mathematik.

e Die Losung linearer, nicht singuldrer Gleichungssysteme kann durch die
Cramersche Regel aufgeschrieben werden. Fiir die praktische Berechnung
ist sie aber bei mehr als drei Variablen unbrauchbar.

e Der Satz von Weierstrass liefert die Aussage, dass stetige Funktionen auf
kompakten Mengen ihre Minima (oder Maxima) annehmen. Wie aber soll
man sie berechnen?

e Fiir Anfangswertprobleme einer gewohnlichen Differentialgleichung liefert
der Existenzbeweis von Picard-Lindel6f unter bestimmten Glattheitsvor-
aussetzungen ein konstruktives Iterationsverfahren. Bei der Realisierung auf
Computern ist dieses Verfahren aber nicht sonderlich effektiv.

In der vorliegenden Vorlesung: Numerik I sollen Verfahren fiir die Berechnung
mathematischer Modelle vorgestellt und diskutiert werden. Die Vorlesung richtet
sich an Studierende der Mathematik ab dem dritten Semester, und gerne auch
an interessierte Physik oder Informatik-Studierende. Die in der Vorlesung ver-
wendeten Grundlagen sind so ausgewéhlt, dass sie auch aus der “Mathematik fiir
Informatik-Anfinger” Vorlesung bekannt sein sollten. Die Vorlesung bietet den
Einstieg in den Bereich numerische Mathematik, wissenschaftliches Rechnen und
Optimierung und ist als Grundlage der meisten Vorlesungen aus diesem Bereich
zu verstehen. Die Vorlesung kann mit Numerik II oder mit Optimierung fortge-
setzt werden.

Um die numerische Mathematik richtig zu verstehen, sollte man natiirlich auch
einiges selbst programmiert und implementiert haben. Es werden in den Ubungen
daher theoretische und praktische Aufgaben gestellt, wobei die meisten Program-
mieraufgaben mit MATLAB zu bearbeiten sind. MATLAB ist eine Skriptsprache,



in der viele numerische Verfahren, Operationen und die entsprechenden Daten-
strukturen bereits zur Verfiigung stehen. Um die Schwierigkeiten zu verstehen,
auf die man stoft, wenn man ein Verfahren von Grund auf neu implementiert,
sind bei einigen Aufgaben auch “klassische” Programmiersprachen zu verwenden.
Computeralgebrasysteme (wie MuPAD, Maple, Mathematica, Singular) werden
ebenfalls gestreift.

Es gibt zahlreiche Lehrbiicher und Skripten iiber numerische Mathematik, von
denen die folgenden Quellen erwihnt werden sollen:

e J. Stoer, Numerische Mathematik I, Springer, 1989.

e J. Werner. Numerische Mathematik 1, Vieweg, Braunschweig, 1992.

P. Deuflhard und A. Hohmann. Numerische Mathematik I. Walter de Gruy-
ter, Berlin, New York, 2nd edition, 1993.

R. Krefs. Numerical Analysis. Springer, New York, 1998.

e M. Hanke-Bourgeois. Grundlagen der Numerischen Mathematik und des
wissenschaftlichen Rechnens. Teubner, Stuttgart, 2002.

R. Schaback, H. Wendland. Numerische Mathematik. Springer, Berlin, 2004.

Skriptum Numerik I von G. Lube, siehe
http://www.num.math.uni-goettingen.de/lube /NM1-04akt.pdf

Skriptum Numerik I von T. Hohage, siehe
http://www.num.math.uni-goettingen.de/hohage/Numerikl/numerik1.html
In der Vorlesung Numerik I werden die folgenden Themen behandelt:

e Lineare Gleichungssysteme

e Ausgleichsprobleme

e Nullstellensuche (eine nichtlineare Gleichung oder ein System nichtlinearer
Gleichungen)

e Interpolation

Die ,klassische Numerik beschéftigt sich vorrangig mit kontinuierlichen Proble-
men. Dagegen sind diskrete Probleme durch eine endliche Menge an moglichen Lo-
sungen gekennzeichnet. Auch sie sind ein wichtiger Bestandteil der angewandten
Mathematik, insbesondere bei 6konomischen Fragestellungen. In diesem Skript
werden wir auf diskrete Probleme aber nicht eingehen.
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1.2 Algorithmen

Ein Algorithmus fiir ein Problem (P) ist ein durch eine Abfolge von (Rechen-)-
Vorschriften beschriebenes Verfahren, das zu einer “Lésung” des Problems (P)
fiihrt. Je nach Qualitét der erzielten Losung, unterscheidet man zwischen exakten
Verfahren, konstruktiven Verfahren und Heuristiken.

Exakte Verfahren sind streng genommen nur bei diskreten mathematischen
Aufgaben moglich, in denen unter endlich vielen Mdéglichkeiten eine Losung aus-
zuwéhlen ist. Dazu gehort beispielsweise das Gebiet der ganzzahligen Program-
mierung sowie die meisten Aufgaben in Netzwerken. Dagegen ist bei kontinuier-
lichen Problemen aufgrund der beschriankten Genauigkeit der Darstellung reeller
Zahlen durch den Computer jede Lésung eine Nidherungslosung.

Ein konstruktives oder direktes Verfahren ist eine Rechenvorschrift, mit de-
ren Hilfe die numerische Losung einer mathematischen Aufgabe in endlich vielen
Rechenschritten beliebig genau ermittelt werden kann.

Lasst sich gar keine Genauigkeit angeben oder sind dieser Genauigkeit Grenzen
gesetzt, so spricht man von einer Heuristik. Kann wie im letzteren Fall zwar ei-
ne Genauigkeit angegeben werden, diese ist aber beschrinkt, so hat die Heuristik
eine Giitegarantie; man spricht dann auch von einer Approzimation. Heuristiken
werden vor allem bei sehr schweren Problemen der diskreten Optimierung ver-
wendet und fithren dort hdufig zu empirisch sinnvollen Ergebnissen.

Neben der Wohldefiniert eines numerischen Verfahrens sollte man bei jedem Ver-
fahren die folgenden Punkte diskutieren:

e Aufwand
e Fehleranalyse

e Stabilitat.

1.3 Aufwand

Ein Verfahren kann nur dann sinnvoll eingesetzt werden, wenn es auch in prakti-
kabler Zeit eine Losung ermittelt. Daher ist es wichtig, den Aufwand verschiede-
ner Verfahren fiir die gleiche Aufgabenstellung vergleichend zu diskutieren. Man
spricht auch von der Komplexitét eines Verfahrens und bezeichnet damit den
Aufwand an wesentlichen Rechenoperationen in Abhéngigkeit einer sinnvoll ge-
wahlten Eingangsgrofse.

Als wesentliche Rechenoperationen zihlen wir Additionen, Subtraktionen,
Multiplikationen, Divisionen, Vergleiche und davon getrennt Funktionsaus-
wertungen. (Zuweisungen werden nicht gezéihlt.)

7



Die Eingangsgrofie kann meistens auf verschiedene Weise gewéhlt werden. Sie
sollte die Groke des Problems représentieren.

Beispiele:

e Bestimme das Minimum von n Zahlen x4,...,z,: Hier bestimmt man die
Anzahl der Rechenoperationen in Abhingigkeit der Zahl n. Fiir den einfa-
chen Algorithmus

Min := oo; For i := 1 to n do: If x; < Min then Min := x;; Output: Min

ergeben sich n Vergleiche, also eine Anzahl von A;(n) = n wesentlichen
Rechenoperationen.

e Bei der Addition von zwei Vektoren x und y der Dimension k bietet sich
als sinnvolle Eingangsgrofe die Dimension £ an. Das Verfahren

Fori:=1to k do: z; := z; + y;; Output: 2q,..., 2,
benotigt & Additionen, hat also einen Aufwand von As(k) = k

e Addition von zwei Matrizen A, B der Dimension k& X k (mit Elementen
aij, bijyi, 5 = 1,...,k): Hier kann man als Eingabegrofe & oder &% wihlen.
Das kanonische Verfahren ist das folgende.

Fori:=1 to k do:
FOI’ j =1to k‘ dOZ Cij = aij + bij;
Output: ¢;5, 3,7 =1,...,n

Die Anzahl der wesentlichen Rechenoperationen betrigt k2. Normalerweise
wird man den Aufwand in Abhéngigkeit der Anzahl der Matrixelemente
m = k* mit Az(m) = m als linear angeben. In vielen Anwendungen macht
es aber Sinn, die Dimension £ als Eingabegréfte zu wéahlen, was zu einem
quadratischen Aufwand A4(k) = k? fiihrt.

Bei komplizierteren Problemen sind meist verschiedene Verfahren mit jeweils un-
terschiedlichem Aufwand moglich. Hat man also z.B. einen Algorithmus A und
einen Algorithmus B zur Auswahl, und ist der Aufwand beider Verfahren durch
Funktionen A(n) beziehungsweise B(n) bekannt so wird man fiir die Problem-
groke n das Verfahren mit dem jeweils kleineren Aufwand wéhlen.

Um fiir steigende Problemgrofen den Aufwand von zwei Verfahren auf einfache
Methode zu vergleichen, bieten sich die Landau-Symbole an. Diese sind nicht nur
in der Analyse von Aufwandsabschitzungen sondern allgemeiner zur quantitati-
ven Beschreibung von Grenzprozessen ein wichtiges Hilfsmittel.

Die Landau-Symbole geben dabei an, wie sich die Grofe von zwei Funktionen
A(n), B(n) : IN — R im Verhéltnis zueinander entwickelt, wenn n — oo geht.
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Beispiel: Tabelle mit der Entwicklung von verschiedenen Funktionen in der Vor-
lesung.

Definition 1.1 Seien (ay,), (b,) reelle Zahlenfolgen. Die Landau-Symbole sind
wie folgt definiert.

1. a, = O(b,) falls es ein C € R,C > 0 und ein N € IN gibt mit

la,| < Clby,| fir alle n > N.

2. a, = Qby) falls es ein C € R,C > 0 und ein N € IN gibt mit

|a,| > C|by,| fiir alle n > N.

3. a, = o(by,) falls es zu jedem € > 0 ein N € IN gibt mit

la,| < elby| fir allen > N.
4. a, = O(by,) falls a, = O(by,) und a, = Q(by,).

Um die Bedeutung dieser Symbole zu verdeutlichen, formulieren wir die Aussagen
um, indem wir die Entwicklung des Quotienten ‘;—Z betrachten, um die Wachstums-
raten der beiden Folgen zu vergleichen. Nehmen wir dazu an, dass b,, # 0 fiir alle
n € IN. Dann erhélt man:

an = O(by) = % < C fiir alle n > N und ein C' > 0.

a, = Qb,) <~ % > C fiir alle n > N und ein C' > 0.
a’n

a, =o(b,) <= 7|~ 0

G

a, =0(,) <= ;< < (y fiir alle n > N und Cq, Cy > 0.

n

Die Bedeutung der Landau-Symbole kann hier nun abgelesen werden: Ist a, =
O(by,) so wichst a, nicht schneller als b,, im Fall a, = Q(b,) wichst a, nicht
langsamer als b,. Weiterhin bedeutet a, = ©(b,), dass beide Folgen annéhernd
gleich schnell wachsen, und bei a,, = o(b,) wéchst b, viel schneller als a,,.
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Einfache Beispiele:
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Lemma 1.2 Die folgenden Aussagen gelten:
1. Alle vier Begriffe sind transitiv, d.h.
a, = O(by,), b, = O(c,) = a, = O(cy,),
analog fir 2,0 und ©.
2. © ist eine Aquivalenzrelation
3. an = O(b,) genau dann wenn b, = Qay,).
4. a, =o(b,) = a, = O(by,).
Beweis: Lisst sich leicht nachrechnen, Ubungen!
Weiterhin sollte man sich klar machen, dass

a, = 0(b,) < a, = O(ab,) fir alle « € R\ {0}
a, = O(b,) und a,, = O(b,) = a,+a, = O(b,).

Diese Aussagen gelten auch fiir o, 2, © gilt.

Von grofer praktischer Bedeutung ist (wie in der Tabelle am Anfang gezeigt),
dass

e Logarithmisches Wachstum langsamer ist als polynomiales, in Formeln:

(logg(n))” = o(n®) fiir alle a > 0,3 > 1,7 > 0

e Polynomiales Wachstum schwicher ist als exponentielles,

n® = o(p") fir allea > 0,8 > 1
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e Exponentielles Wachstum schwécher ist als fakultatives,

" = o(n!) fiir alle g > 1

Diese Aussagen lassen sich nun auf die Analyse von Algorithmen anwenden. Dazu
betrachten wir die folgenden beiden schematischen Algorithmen-Bruchstiicke:

e Algorithmus 1:

Schritt 1: Fiithre Verfahren A aus
Schritt 2: Fiihre Verfahren B aus

Hat Verfahren A einen Aufwand von O(a,) und Verfahren B einen Aufwand von
O(by,), und gilt a,, = O(b,), so ergibt sich fiir Algorithmus 1 ein Aufwand von
O(by), das heift, bei der Hintereinanderausfithrung von Algorithmenteilen ist
immer der grofere Aufwand mafgebend.

e Algorithmus 2:

Schritt 1: Fir m =1,..., M fiihre Verfahren A aus

Hat Verfahren A einen Aufwand von O(a,), und lésst sich die Grofke der Zahl M
in Abhéngigkeit von der Eingabegrofe n durch M = O(¢,) abschiitzen, so ergibt
sich fiir Algorithmus 2 ein Aufwand von O(a,, - ¢;,).

Abschliefsend erweitern wir Definition 1.1 auf beliebige Funktionen. Vor allem
O und o werden in dieser Formulierung auch héufig fiir die Abschitzung von
Restgliedern verwendet.

Definition 1.3 Seien f,g: IK — IK. Dann definiert man
o f=0(g) firx — xy falls f(x,) = O(g(x,)) fir jede Folge x,, — xy.

e Analog fir €2, o, ©.

Es ldsst sich leicht zeigen, dass obige Definition dquivalent ist zu

e f = 0(g) falls es eine Zahl C' > 0 und eine Umgebung U = U(z() von zg
gibt, so dass | f(z)| < C|g(x)| fiir alle x € U.

e f =o0(g) falls es zu jedem € > 0 eine Umgebung U = U(xq) von xgy gibt, so
dass | f(z)| < elg(z)| fiir alle z € U.

Die Umformulierungen von 2 und © erhilt man analog.
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1.4 Fehlerabschitzung und Gleitkommazahlen

Hat man ein Verfahren zur Lésung eines mathematischen Problems entwickelt,
so sind die folgenden Fehlerquellen zu diskutieren:

e Verfahrensfehler: Dazu gehdren die folgenden beiden Typen

Abbruchfehler: Sie entstehen beim Ersetzen eines unendlichen Prozesses
durch ein endliches Verfahren, z.B. das Abbrechen beim Aufsummieren
einer konvergenten unendlichen Reihe.

Diskretisierungsfehler: Dagegen entstehen Diskretisierungsfehler, wenn
man eine kontinuierliche Menge durch eine diskrete ersetzt. Das kann
beispielsweise bei der Beschreibung einer Funktion durch endlich viele
Koeffizienten oder der Auswertung an endlich vielen Gitterpunkten
geschehen.

e Eingangsfehler sind Fehler der Eingangsgrofien (z.B. Datenfehler). Sie be-
ziehen sich auf die Qualitit der Eingabedaten, die aufgrund von Messfeh-
lern oder aufgrund statistischer Schwankungen ungenau vorliegen kénnen.
Manchmal sind Eingabegrofen auch nicht hinreichend bekannt und man ist
auf Schitzwerte (z.B. {iber Kundenverhalten) angewiesen.

e Wichtig sind aufferdem Rundungsfehler die durch die jeweilige Maschi-
nengenauigkeit bedingt werden. Rundungsfehler konnen schon bei der Uber-
setzung der (moglicherweise fehlerbehafteten) Eingangswerte auf maschi-
nenkonforme Daten auftreten.

Eingangsfehler und bei der Eingabe entstehende Rundungsfehler sind zunéchst
unabhéngig von der gewihlten Rechenmethode, aber man muss besonders fiir
konstruktive Verfahren unbedingt abschitzen, wie sich solche Fehler im Verlauf
des Verfahrens weiterentwickeln. Dabei werden schon vorhandene Fehler in jedem
Schritt des Verfahrens iibertragen; Rundungsfehler konnen zusétzlich bei jeder
numerischen Operation neu entstehen. Das Ziel ist, abzuschétzen, wie schlimm
sich Eingangsfehler und Rundungsfehler auf die Qualitdt des Ergebnisses aus-
wirken. Ein gut konditioniertes Problem liegt vor, wenn kleine Anderungen der
Ausgangsgrofsen auch nur kleine Losungsinderungen bewirken. Das Problem wird
dann auch robust genannt. Bei schlecht konditionierten Problemen muss man ge-
eignete Verfahren wihlen.

Im folgenden formalisieren wir, was man unter Fehler versteht.

Definition 1.4 Sei & = f(§j) die von einem Verfahren f bei (fehlerhaften) Ein-
gangsdaten § ermittelte Lisung. Sei x = f(y) die exakte Losung des Problems
mit exakten Eingangsdaten y. Dann bezeichnen wir mit |t — x| den absoluten
Fehler der Losung. Im Fall x # 0 heifst |%| der relative Fehler der Lisung.
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Der absolute Verfahrensfehler eines Verfahrens f ist | f(y) — f(y)|, der rela-
tive Verfahrensfehler fir f(y) # 0 ist W . Das Verfahren f nennt man
K-Approximation, wenn es fir alle maglichen Instanzen (d.h. fir alle maogli-
chen Eingangsdaten) y eine Losung ermittelt, deren relativer Fehler maximal K
ist, wenn also fir alle y gilt:

fy) = fy)
f(y)

Der durch fehlerhafte Fingangsdaten tibertragene absolute Fehler ist | f(g)— f(y)|,

der durch fehlerhafte Eingangsdaten entstehende relative Fehler ist ’M’

()

< K.

Mit dem letztgenannten Fehler werden wir uns in Abschnitt 1.5 nidher beschéfti-
gen.

Hier schauen wir uns zunéchst die Abschitzung des Abbruchfehlers am Beispiel
der Berechnung der Exponentialfunktion exp(z) = > 7%, ?—f an. Ein mogliches
Verfahren zur Berechnung von exp(z) fiir z € R besteht in der Auswerten der

n-ten Partialsumme
n

xd
Py(z) =) —.
=0/’

(In den Bezeichnungen von Definition 1.4 ist f(z) = P,(z) und f(z) = exp(z).)
Wir nehmen an, dass n > |z| gewdhlt wurde.
Fiir x < 0 erhélt man dann den absoluten Abbruchfehler

o0

xd
lexp(a) — P(o)] = |30 2
j=n+1 J:
N U B B
(n+1! (n+2)! (n+3)! (n+4)! (n+5)!
<0 <0
< |:L,|n+1
~ (n+1)!
und fiir x > 0 kann man
B A ||t
|exp(z) — Po(2)] = — =< — = exp(z)
j;l j! j;o gl (n+1)! (n+1)!

abschitzen. In einer kleinen Umgebung von Null hat man also kleine absolute

(und relative) Fehler. Das Verfahren, exp(z) durch Auswertung der n-ten Par-
_ ‘x‘n+1

(n+D)!”
Approximation. Weil |z|"™ = o ((n + 1)!), kann man die gewiinschte Zahl exp(z)
beliebig genau approximieren, indem man n wachsen l&sst.

tialsumme zu bestimmen, ist also fiir positive reelle Zahlen = eine K
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Wenden wir uns nun den in der Numerik besonders wichtigen Rundungsfehlern
und ihrer Fortpflanzung zu. Dazu miissen wir wissen, wie reelle Zahlen auf Re-
chenanlagen dargestellt werden. Ublich ist die Darstellung durch Gleitkomma-
zahlen:

Definition 1.5 Ser B > 2 eine ganze Zahl. Eine positive B-adische und m-
stellige normalisierte Gleitkommazahl hat die Form x =0 oder

-1
=B Y aB* mitecZx_y#0,2,€{0,1,...,B=1} firk=—m,...,~L

k=—m

Man bezeichnet die ganze Zahl e als Exponenten, B > 2 als Basis, die xy, k =
—m, ..., —1 als Ziffern und Z;fm x,B* als Mantisse. Fiir festes m definieren
wir rd,,(x) als die auf m Stellen abgeschnittene Gleitkommadarstellung von x und
rd™(x) als die auf m Stellen gerundete Gleitkommadarstellung von x.

Beispiel: Die Zahl 123.45 lésst sich als Gleitkommazahl beziiglich der Basis B = 10
darstellen als

12345 = 1-10°+2-10'+3-10°+4-107t+5-1072
= 10°-(1-107"+2-1072+3-10%+4-107* +5-107°)
= 10%.0.12345

Der Exponent von 123.45 ist also e = 3, die Mantisse ist 0.12345 und im vorlie-
genden Fall reichen m = 5 Ziffern, um die Zahl exakt darzustellen. Fiir m = 4
ist

rd*(123.45) = 10°-(1-107' +2-1072+3-1072 +5-107%)
= 10%-0.1235

rd,(123.45) = 10°-(1-107'4+2-1072+3-107° +4-107%)
= 10%.0.1234

die auf vier Stellen gerundete bzw. abgeschnittene Gleitkommadarstellung von
123.45.

In Rechnern verwendet man in der Regel B = 2 und eine Stellenzahl von m = 52,
um mit einem weiteren Vorzeichenbit und 11 Bits fiir die Exponentendarstellung
mit insgesamt 64 Bits pro Zahl aus zukommen. Gleitkommazahlen garantieren
eine feste relative Genauigkeit der Zahldarstellung.

Satz 1.6 Fir die nach m Stellen abgeschnittene B-adische Darstellung von x
gilt das Rundungsgesetz

|z — rd,(x)| < |z|eps

mit eps = B, d.h. der relative Fehler ist kleiner als #.
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Beweis: Sei z > 0 und
n(z

)
k=—o00
die B-adische Darstellung von x mit Ziffern b, € {0,...,B — 1}, Basis B > 2
und einer fithrenden Ziffer b,,;) # 0 mit einer ganzen Zahl n(z). Normierung wie
in Definition 1.5 ergibt

T :Bl+n(l‘) Z bn($)+1+kBk2’

k=—00
woraus wir berechnen konnen, dass
-1 -1
@ = rdn(z)] = BN by kB = BTN by 4000 B
k=—o00 k=—m
—m—1
= B N by B
k=—o00
—m—1
< B N (B—1)B" weilb; € {1,...,B—1} Vi
k=—o00
= BU@-m giehe (¥)
< lz|BTM,

weil 2 > by B"® > B"@. Um (*) zu rechtfertigen, summieren wir auf:

k_i_f;(B _)B* = (B-1) kil (é)k
- (Z6) -5 6))
- ooy ()
oG
Den Fall z < 0 behandelt man analog. QD

Heutige Rechner stellen also alle reelle Zahlen mit einem maximalen relativen
Fehler von eps = 27°! &~ 4.4409 - 10716 dar. Die 16te Dezimalstelle ist also bis auf
5 Einheiten genau. Erfreulicherweise ist auf den meisten Rechenanlagen gewéhr-
leistet, dass auch alle Einzeloperationen (+.—, -,/ aber auch sin, NS .) auf
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Gleitkommazahlen mit einem maximalen relativen Fehler eps = 27°! ausgefiihrt
werden. Deshalb bezeichnet man eps auch als Maschinengenauigkeit. Den-
noch kénnen sich die entstehenden Rundungsfehler im Verlauf eines Verfahrens
vergrofern.

Der (gesamte) Rundungsfehler eines Verfahrens entsteht

e durch die Rundung der Eingabedaten auf Gleitkommazahlen,
e durch die Rundungsfehler der einzelnen Gleitkommaoperationen, sowie

e durch Fortpflanzung der Eingabefehler und der einzelnen Rundungsfehler
bei nachfolgenden Operationen.

Im nichsten Abschnitt werden wir uns daher mit der Ubertragung von Fehlern
beschéftigen.

1.5 Fehlerfortpflanzung, Kondition und Stabilitat

In der numerischen Mathematik heift ein Verfahren stabil, wenn es gegeniiber
kleinen Storungen der Daten unempfindlich ist. Insbesondere bedeutet dies, dass
sich Rundungsfehler nicht zu stark auf die Berechnung auswirken.

Die Beziehung zwischen Kondition eines Problems und Stabilitdt ldsst sich wie
folgt beschreiben: Es sei f(y) das mathematische Problem in Abhéngigkeit einer
Eingangsgrofe y und es sei f der numerische Algorithmus, sowie § die gestor-
ten Eingangsdaten. Nach Definition 1.4 interessieren wir uns fiir den folgenden
(absoluten) Fehler:

£ (@) = f()l-
Mit der Dreiecksungleichung gilt:

@) = fWl = 1f@) = F@) + f@) — )
< 1@~ F@I+17@) — FW)l-

Hierbei sagt der erste Fehler-Term aus, wie gut sich das Verfahren f im Vergleich
mit der exakten Losung f des Problems bei gestorten Eingangsdaten gy verhilt.
Dieser Term ist klein, wenn das Verfahren stabil ist. Der zweite Term héingt
dagegen nicht von dem Verfahren ab, sondern ausschlieflich von dem Problem.
Er ist klein, wenn das Problem gut konditioniert ist. Die Stabilitéit ist also eine
Eigenschaft des Algorithmus und die Kondition eine Eigenschaft des Problems.

Im Anschluss an den letzten Abschnitt wollen wir nun den zweiten Term wei-
ter untersuchen. Wir méchten also analysieren, wie sich relative Fehler (die z.B.
durch Rundung entstanden sein koénnen) durch verschiedene Operationen fort-
pflanzen, wenn diese exakt ausgefiihrt werden. Dazu betrachten wir zunéchst die
Operationen +, -, /.

16



Lemma 1.7 Seien x,y € R\ {0} mit relativen Fehlern

T—T ’gj — y'
Ex = y Sy = T —
T Y
Fiir den relativen Fehler bei der Addition gilt
T+y—(v+
g—(+y)| ) fe |V
T4y ] r+y

Beweis: Nachrechnen zeigt, dass

THy—(@ry)| [T+ [g—yl _ [zles +lyley _ z |, |
T4y |z 4y |z + y] ety Ve +yl
QFD

Haben x und y das gleiche Vorzeichen, so ergibt sich also bei der Addition der
beiden Zahlen ein relativer Fehler von hochstens €,4-¢,. Dagegen kann der relative
Fehler bei der Subtraktion von zwei Zahlen x,y gleichen Vorzeichens (also der
Addition von x und —y) den mdoglicherweise sehr grofen Wert

erreichen.
Lemma 1.8 Seien x,y € R\ {0} mit relativen Fehlern

T —x

€p =

Y-y
y gy—T.

X

Unter Vernachlissigung von Produkten von Fehlern lisst sich der relative Fehler
bei der Multiplikation abschdatzen durch

Ty —wy
Ty

und der relative Fehler bei der Division ebenfalls durch

< e tegy

z
Y

&

< &g tey.

y

Beweis: Auch hier rechnen wir nach:

wW-ay| _ |@E-0)+re@-y)| _ |E—allgl+l=llg -yl
zy Y N |2yl
= & §'+8y:515y+6x+6y,
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wobei im letzten Schritt ausgenutzt wurde, dass

‘y‘ <ol bl e, + 1.
y lyl - 1yl
Vernachléssigen wir nun Produkte von Fehlern, erhalten wir das gewiinschte Er-

gebnis.
Es fehlt noch die Fehleriibertragung bei der Division:

<< &S

— _ |y -y oyl _|E—2)ytaly—9) 1y
Y yg oz Ty y
Yy y
< gz te :’z €z T E&y),
y' |2 = e

wobei hier im letzten Schritt verwendet wurde, dass

’g’ R el 7] S 'l B ]
g 9] lyl 9]
< 1+ ciye0q y=y:<

9
<l+e,+e M<1+€y+e +e :y||
)

Vernachléssigen der Produkte von Fehlern ergibt auch hier das gewiinschte Er-

gebnis. QED

Notation 1.9 Die Kondition eines Problems ist der im ungiinstigsten Fall auf-
tretende Vergroferungsfaktor fir den Einfluss von relativen Eingangsfehlern auf
relative Ergebnisfehler. Ist die Kondition eines Problems grofs, so spricht man
von einem schlecht konditionierten Problem.

Ist das zu betrachtende Problem die Multiplikation oder Division von zwei Zah-

len (d.h. f(z,y) = z -y oder f(z,y) = 5) so haben wir bereits gezeigt, dass

’M schlimmsten Fall ist fiir den relativen Fehler eine Ad-

flz.y)
dition der Betrédge der relativen Fehler ¢, + ¢, der Eingangsgrofen = und y zu

erwarten. Beide Probleme sind also gut konditioniert. Betrachten wir nun die Ad-
dition: Haben die beiden zu addierenden Zahlen das gleiche Vorzeichen, so sind
die Faktoren || und | 4| aus Lemma 1.7 beide durch 1 beschréinkt, so dass wir
wieder eine gute Kondltlon erhalten. Bei der Addition von Zahlen verschiedenen
Vorzeichens (also der Subtraktion von Zahlen gleichen Vorzeichens) kénnen die
beiden Faktoren |% | und |;%-| dagegen beliebig grof werden. Dieses Problem
ist also schlecht kondltlomert er demonstrieren das an einem Beispiel:
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Rechnen wir mit 6-stelliger Genauigkeit und subtrahieren die beiden 6-stelligen

Zahlen x = 1234.00 und y = 1233.99. Angenommen, der relative Fehler von z

betriagt nur e, = 0.1, also z.B. £ = 1357.40 und der relative Fehler von y ist sogar

Null (g = y). Dennoch ergibt sich ein relativer Fehler der Differenz von
T—g—(xr—y) 123.41-0.01

oy = = = 12340.00
ooy T —y 0.01

und das, obwohl wir exakt gerechnet haben!

An dem Beispiel sehen wir, dass die Subtraktion von zwei Zahlen schlecht kondi-
tioniert ist, wenn die beiden zu subtrahierenden Zahlen fast gleich grof sind. Der
Effekt wird entsprechend auch als Ausloschung bezeichnet. Er ist ein ernst-
zunehmendes Problem im wissenschaftlichen Rechnen. Man sollte daher, wenn
es irgendwie moglich ist, die Differenzenbildung von fast gleich grofsen Zahlen
vermeiden, oder zumindest mdglichst zum Schluss eines Verfahrens ausfiihren!

Genauso problematisch ist die Situation bei der numerischen Berechnung von
Ableitungen einer Funktion f : R — R: Der Ausdruck

f(x+h) = fx)
h

fithrt bei kleinen Werten von h, h > 0 immer zu einer Ausléschung bei der
Differenzenbildung. Ein relativer Fehler von maximal € in der Berechnung der
f-Werte hat bei der Differenzenbildung nach Lemma 1.7 schlimmstenfalls einen
relativen Fehler von

€ f(z+h)—f(z) < f T _'_:ZJF h?f( )'5f($+h) + 'f(:r: _|_fh()x)_ f(:l?) Ef(x)
v+ h) f()
’fwh ~ () ”'f(wh)—f(x) °
£ (o )|+ f ()]
P+ h) — @)
2| f ()]
hf ()]

zur Folge. Das Problem ist also fiir kleine Werte von A (oder betragsméfig kleine
Werte von f’(x)) schlecht konditioniert. Man ist hier in einer Zwickmiihle: Fiir
kleine Werte von h ist die Ausloschung grof, fiir grofe h ist dagegen der Dis-
kretisierungsfehler grof. Einige weitere Betrachtungen fiithren zu der Faustregel
h = /e, die z.B. in [Schaback und Wendland, 2004] nachgelesen werden kann.
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Kapitel 2

Lineare Gleichungssysteme:
Eliminationsverfahren

2.1 Begriffe und Grundlagen

Wir wollen zunéchst die notigen Notationen einfiihren und dabei einige Begriffe
und Ergebnisse aus der Linearen Algebra wiederholen.

Notation 2.1 A € IK™" bezeichne eine reelle oder komplere m x n Matrix,
d.h. eine Matrix mit m Zeilen und n Spalten. Wir schreiben

a1 a192 e Q1np aq
Q21  A22 Q2n, a2
A= (aij)i=1,..m, = . = ( Ar Ay An ) -
Jj=1l...n
Am1 Am2 ... Qmp A,

Dabei bezeichnen a;; die Elemente der Matriz A, A; die Spalten der Matriz und
a; thre Zeilen, i = 1,....,m,7 = 1,...,n. Gilt m = n so nennt man die Matriz
quadratisch.

Matrizen kann man miteinander multiplizieren, allerdings ist die Matrixmultipli-
kation nicht kommutativ. Die Einheitsmatrix beziiglich der Multiplikation von
quadratischen Matrizen ist I € IK™" mit Elementen e;; = 0 fiir alle ¢ # j,
ei; = 1,4 =1,...,n. Gibt es zu einer Matrix A eine Matrix A™! mit A- A~ =
A1 A =1, so nennt man A invertierbar.

Wir konnen jetzt definieren, was ein lineares Gleichungssystem ist:

Definition 2.2 FEin lineares Gleichungssystem
Ar=b
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ist gegeben durch eine Matriz A € IK™", einen Vektor b = (b, ..., b,)T € IK™
und n Variablen xy,...,x,, geschrieben als Vektor x = (x1,...,2,)T. Ausge-
schrieben erhdlt man m Gleichungen

1121 + a19x9 + ... + A1pnTy, = bl
a21%1 + Q22 + ... + QopTy = bQ
121 + Qoo + ...+ QT = by

Falls b =0 nennt man das Gleichungssystem homogen.
Ist m < n so heifit das Gleichungssystem unterbestimmt.

Lineare Gleichungssysteme haben ausgesprochen viele Anwendungen. Einerseits
tauchen sie direkt als praktische Probleme auf, andererseits sind sie ein wichti-
ger Baustein fiir viele numerische Verfahren, z.B. zur numerischen Losung von
Differentialgleichungen.

Wir wiederholen einige Begriffe aus der linearen Algebra. Seien A,,..., A4, € IK"
Vektoren. Dann bezeichne

p
span{A;,..., A} = {Z%‘Ai Sy € ]K}
i=1

die Menge der von Ay, ..., A, erzeugten Linearkombinationen (die lineare Hiille
von Ay, ... Ap).

Sicherheitshalber erinnern wir noch an den Begriff der linearen Unabhéngigkeit:
Die Vektoren Ay, ..., A, heifen linear unabhéngig, falls aus » 7, oy A; = 0 folgt,
dass oy = 0 fiir ¢ = 1,...,p. Die Anzahl der linear unabhéngigen Spalten ei-
ner Matrix A definiert den Spaltenrang der Matrix und dieser entspricht ihrem
Zeilenrang, d.h. der Anzahl der linear unabhéngigen Zeilen von A.

Satz 2.3 Sei A € IK™". Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) A ist invertierbar.
(i1) det(A) # 0.

(i1i) Die Spalten Ay, ..., A, von A sind linear unabhingig.

(iv) Die Zeilen aq, ..., a, von A sind linear unabhingig.
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Die Matrix A nennt man in obigem Fall auch requldr oder nicht singuldr. Eine
m X n Matrix A kann man als lineare Abbildung

A K" — K™

r — Ax
auffassen und man kann dementsprechend z.B. vom Kern
Kern(A) = {z € IK" : Az =0}

der Matrix sprechen.

Bevor wir numerische Verfahren zur Losung eines linearen Gleichungssystems
entwickeln, fassen wir einige Ergebnisse (die alle schon bekannt sein sollten) tiber
die Losbarkeit linearer Gleichungssysteme zusammen.

Satz 2.4

e Das Gleichungssystem Ax = b hat genau dann mindestens eine Ldésung,
wenn b € span{A;,..., A,}.

e Das Gleichungssystem Ax = b hat genau dann héchstens eine Lisung, wenn
Ay, ..., A, linear unabhdingig sind.

e Das Gleichungssystem Ax = b ist genau dann eindeutig ldsbar, wenn die
Matriz A nicht singuldr ist. In diesem Fall ist v = A™'b die eindeutige
Losung.

Aufgabe: Beweisen Sie Satz 2.4!

Fiir unterbestimmte Gleichungssysteme gilt, dass sie — wenn sie iiberhaupt 16sbar
sind — niemals eindeutig l6sbar sein kénnen: Sei T eine Losung des Gleichungs-
systems, also Az = b. Betrachten wir nun das entsprechende homogene System

Az = 0.

Weil m < n sind die Vektoren Ay, ..., A, € IK™ linear abhéingig, also gibt es ein
y # 0 mit Ay = 0. Dementsprechend gilt = 4+ y # =, aber wegen

Az +y)=Az+Ay=b+0=0>

ist auch x4y eine Losung des Gleichungssystems. Genauer ldsst sich die Losungs-
menge durch {Z 4+ y : y € Kern(A)} angeben.

Das Problem Az = b heifst schlecht gestellt, wenn es nicht eindeutig l6sbar ist.

Ubersicht iiber Verfahren zum L&sen von linearen Gleichungssystemen
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Man unterscheidet zunichst zwischen direkten und iterativen Verfahren. Bei den
direkten Verfahren erhélt man nach endlich vielen Schritten eine Losung des
Problems. Die bekanntesten hiervon sind die sogenannten Eliminationsverfah-
ren, bei denen in jedem Schritt eine der n Unbekannten eliminiert wird. Dazu
gehoren das Gauk-Verfahren (siehe Abschnitt 2.2) und das Cholesky-Verfahren
(Abschnitt 2.3). Das QR-Verfahren ist ein Orthogonalisierungsverfahren zur Lo-
sung linearer Gleichungssysteme oder zur Behandlung von linearen Ausgleichs-
problemen. Es wird in Kapitel 4 besprochen. Iterative Verfahren starten mit ei-
ner Naherungslosung, die in jedem Schritt verbessert wird. Sie sind vor allem bei
grofsen Gleichungssystemen oder bei Gleichungssystemen mit spezieller Struktur
der Matrix A sinnvoll. Mit ihnen werden wir uns in Kapitel 5 beschéftigen.

2.2 Gaul-Verfahren und LU-Zerlegung

Idee: Betrachten wir als Beispiel ein Gleichungssystem mit

13 2 9
A={05 4|, b= 14
00 6 6

Ausgeschrieben erhélt man das folgende gestaffelte Gleichungssystem

]_l‘l + 3[L‘2 + 2[L‘3 = 9
Sro +4x3 = 14
61‘3 = 0.

Die dritte Gleichung 6x3 = 6 enthilt nur eine Unbekannte; entsprechend lasst
sich der Wert z3 = 1 bestimmen. Setzt man diesen in die zweite Gleichung ein
erhélt man 5z, = 10, also x5 = 2. Setzt man abschliefend die beiden gefundenen
Werte in die erste Gleichung ein, ergibt sich x; = 1.

Die Idee des Gaufs-Verfahrens nutzt nun diese einfache Losbarkeit gestaffelter
Gleichungssysteme aus: Ein gegebenes Gleichungssystem wird in ein gestaffel-
tes Gleichungssystem transformiert und dann gelost. Formalisieren wir dazu zu-
néchst, wie man solche gestaffelten Gleichungssysteme beschreiben und l6sen
kann.

Definition 2.5 FEine quadratische Matriz A € IK™" heif$t untere Dreiecksma-
trix, falls a;; = 0 fiir allei < j. A heifit obere Dreiecksmatrix, falls a;; = 0 fiir
alle i > j. Eine Dreiecksmatriz heifit normiert, falls a; = 1 firi=1,...,n. Ist
A eine Dreiecksmatriz, so bezeichnet man Ax = b als gestaffeltes Gleichungs-
system.

Bemerkung: Eine n x n-Dreiecksmatrix ist genau dann regulir, wenn a; # 0
firalle:=1,...,n.
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Lemma 2.6 (Losen durch Riickwértselimination) Sei A eine obere Drei-
ecksmatriz mit Diagonalelementen a; # 0 fir ¢ = 1,...,n. Die Lésung von
Ax = b lasst sich dann sukzessive durch

1 & .
.T}j:— bj—Zajk:ck s J=n,...,
Ay

k=j+1

—_

bestimmen.

Beweis: Die Giiltigkeit der Formel iiberpriift man schnell (ausgehend von j = n).
QFED

Obiges Verfahren heifst Lisen durch Rickwdrtseinsetzen oder Rickwdrtselimina-
tion weil man mit der letzten Gleichung beginnt. Analog kann man gestaffelte
Gleichungssysteme mit unterer Dreiecksmatrix durch Vorwdrtseinsetzen 16sen:

Lemma 2.7 (Losen durch Vorwirtselimination) Sei A eine untere Dreiecks-
matriz mit Diagonalelementen a;; # 0 fir 1 = 1,...,n. Die Lisung von Az = b
lasst sich dann sukzessive durch

i—1
1 3 .
Ty = — bj— E QT | jzl,...,n
ajj 1

bestimmen.

Aufwand: Beim Losen durch Riickwértseinsetzen (oder Losen durch Vorwérts-

einsetzen) bendtigt man n Divisionen, sn(n — 1) Multiplikationen und $n(n — 1)
Subtraktionen, also einen Gesamtaufwand von O(n?).

Definition 2.8 FEine Faktorisierung einer Matriz A € IK™"™ der Form A = LU
mit einer requldren unteren Dreiecksmatriz L und einer requldren oberen Drei-
ecksmatriz U heifit LU -Zerlegung von A.

Ist eine LU-Zerlegung von A bekannt, so ldsst sich die Losung des Gleichungs-
systems Ax = b durch das Losen von zwei gestaffelten Gleichungssystemen be-
stimmen: Durch Vorwirtselimination 16st man zuerst das Gleichungssystem

Lz=1b
und anschliefend durch Riickwértselimination
Ur = z.
Die so erhaltene Losung x erfiillt dann
Ar=LUx =Lz =10
und ist somit eine Losung von Ax = b.

Bevor wir uns ansehen, wie man ein gegebenes Gleichungssystem in ein gestaffel-
tes Gleichungssystem verwandelt, zundchst noch folgende Beobachtung.
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Satz 2.9 Folgende Mengen sind Gruppen beziiglich der Matrizmultiplikation: Die
Menge der requldren oberen Dreiecksmatrizen, die Menge der oberen normierten
Dreiecksmatrizen, die Menge der reqularen unteren Dreiecksmatrizen, die Menge
der unteren normierten Dreiecksmatrizen.

Beweis: Sei A eine der oben genannten Mengen. Zu zeigen ist

0) ABe A=A -BeA.

1 -(B-C)=(A-B)-Cfiralle A,B,C € A.

2) Die Einheitsmatrix I € A.

(0)
(1) A
(2)
(3) Ac A= Ate A,

(1) ist fiir alle Matrizen richtig und (2) ist klar. Wir zeigen also (0) und (3) fiir
die Menge A der (normierten) oberen Dreiecksmatrizen. (Fiir untere Dreiecks-
matrizen verliuft der Beweis analog.)

ad (0): Seien A, B € A und C = (¢;;) = AB. Dann ist

n J
Cij = E Qikbrj = E i brj,
k=1 k=i

weil a;, = 0 fiir ¢ > k und by; = 0 fiir £ > j. Fiir ¢ > j gilt also ¢;; = 0 und
damit ist C' eine obere Dreiecksmatrix. (Man beachte, dass die Regularitit
der Matrizen A und B hierfiir nicht notig ist.)

Sind A, B weiterhin normiert, so auch C, denn
Cii = by = 1.

ad (3): Sei A € A regulér und A~' = B = (b;;) die Inverse von A. Dann gilt fiir
die Spalten By, B, ..., B, von der Inversen

ABk = €.

Fiir jedes k € {1,...,n} kann By = (b, bop,...,bux)T also als Lisung
von Axr = ek aufgefasst werden. Nach Lemma 2.6 folgt, dass bj; = 0 fiir
j=n,n— ,k+ 1 und b, = —, also ist B eine obere Dreiecksmatrix,
die fiir eine normlerte Matrix A auch wieder normiert ist.

QED
Man sieht hier schon direkt die folgende Aussage:

Lemma 2.10 Hat eine requlire Matriz A eine LU-Zerlequng mit normierter un-
terer Dreiecksmatriz L, so ist diese eindeutig.
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Beweis: Weil det(A) # 0 sind auch die Matrizen L, U mit A = LU reguldr. Sei
nun A = L1U; = LyUs. Das ist wegen der Regularitit aller beteiligten Matrizen
dquivalent zu

UU; = Lt L.

Wegen Satz 2.9 steht links eine obere und rechts eine untere Dreiecksmatrix. Um
Gleichheit zu gewdhren, muss also

UWU; ' =1=L7"L,
gelten, und dementsprechend folgern wir Ly = Ly und U; = Us. QED

Fiir Dreiecksmatrizen ist das Losen von linearen Gleichungssystemen also ein-
fach. Was aber macht man, wenn die Koeffizientenmatrix nicht in Dreiecksform
vorliegt? Die Idee des Gauf-Verfahrens besteht dann darin, die Matrix durch ele-
mentare Zeilenoperationen in eine Matrix in Dreiecksform zu transformieren. Das
kann man mit Hilfe der folgenden Matrizen formulieren:

Definition 2.11 Fiir einen Vektor I®) = (0,...,0,tjr1,...,t,)" € K" mit 1 <
k <n und dem k-ten Einheitsvektor e, € IK" ist die Gaui-Matrix M, definiert
durch

My =1, — 1Wel = 1

Sammeln wir zunéchst einige Eigenschaften der Gauf-Matrizen.

Lemma 2.12 Sei M, die Gauf-Matriz beziiglich eines Vektors (%) = (0,...,0,tpy1,. ..

1. det(M;) =1
2. M7t =1, + 10l

Beweis: Da die Gauf-Matrizen untere Dreiecksmatrizen sind, folgt der erste Teil
des Lemmas. Fiir den zweiten Teil rechnet man nach

MMt = (L, = W) (L, + 1Me])
I+ 1Wel — 0T (Wl ik T — 7

wobei im letzten Schritt ausgenutzt wurde, dass el [®) = 0 gilt. Analog erhilt
man M, ' M, = I, QED
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Multipliziert man eine Gaufk-Matrix M; von links mit einer Matrix A, so erhélt
man als Ergebnis eine Matrix A’, die aus A entsteht, indem man das t;-te Viel-
fache der k-ten Zeile a; von A von der j-ten Zeile abzieht, fiir j = k+1,... n.
In Formeln erhédlt man also:

ai

a
M, A= K
Ajy1 — b0k

ap — tnak

Man nennt diese Operation auch die Anwendung elementarer Zeilenoperationen.
Lemma 2.12 besagt dabei, dass die Anwendung von elementaren Zeilenoperatio-
nen die Determinante der Matrix nicht verdandert.

Setzt man fiir einen Vektor b = (by,...,b,)" und eine Zahl k € {1,...,n} mit

by £ 0
b b\ 7T
o — (o, 0 2L In
<07 ”bk,’ ’bk,

so erhalt man

Mib = (by,ba, ..., b, 0,...,0)T. (2.1)

Genau das wird im Gauf-Verfahren zur Transformation einer Matrix auf Drei-
ecksform ausgenutzt. Das folgende Verfahren ist in der angegebenen Form zur
Implementierung allerdings ungeeignet, weil Matrixoperationen rechenzeitméfig
einen hohen Aufwand bedeuten. Eine effizientere Variante wird in Algorithmus 3
auf Seite 35 beschrieben.

Algorithmus 1: Gaufi-Verfahren ohne Spaltenpivotsuche (Matrixversion)

Input: A € IK™"
Schritt 1: AM .= A4

Schritt 2: For £k=1,...,n—1 do

T
k) k
G- 0 0 ai(e+1,k agz,i)g
- bl gy (k) VRS (k)
v mal O O
M, = I,—1®el
Ak+1) M, A



Ergebnis: LU Zerlegung von A mit

U = AM
L = M7' Myt Mt

n—1

Wir miissen nun zeigen, dass obiger Algorithmus hilt, was er verspricht, d.h.
dass wirklich A = LU gilt, und L eine untere und U eine obere Dreiecksmatrix
ist. Aufserdem muss die Durchfiihrbarkeit des Verfahrens untersucht werden,
die nur dann gewéhrleistet ist, wenn a,ilz) # 0 fiir alle £ = 1,...,n — 1. Dazu
betrachten wir die Hauptminoren A der Matrix A.

Satz 2.13 (Korrektheit des Gaul-Verfahrens) Sei fir k=1,...,n — 1:

a1t ... Qig
det(AM) = det : : # 0. (2.2)

arr ... Qg
Dann ist Algorithmus 1 korrekt. Genauer:

1. Algorithmus 1 ist durchfihrbar, d.h.
al) 20 fir alle k=1,...,n—1. (2.3)

2. Fir die Matrizen A®, k=1,...,n—1 gilt:
agf) =0 fir alle j < k und i > j. (2.4)
Insbesondere ist U eine obere Dreiecksmatrix.
3. L ist eine untere Dreiecksmatrix.
4. A=1LU.
Beweis:

ad 1. und 2. Wir zeigen zuerst, dass fiir jedes feste k (2.3) aus (2.4) folgt, d.h.

dass gilt:
(2.4) = (2.3).
Danach beweisen wir (2.4) fiir alle k& per Induktion.
Sei also agf) = 0 fiir alle j < k und ¢ > j. Wegen Lemma 2.12 wissen wir,
dass

det(A®) = det(Mj_1 A*V) = det(M;_,) det(A*~D) = det(A*D)
... =det(A).
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Wendet man die elementaren Zeilenoperationen ausschlieflich auf Subma-
trizen der Form (2.2) an, gilt diese Gleichung weiterhin, d.h.

(k) (k)

k k a a
ayr ... Qg ag1) agk) (1)1 abz)
det | : : = det| : =det | (2)2
(k) (k) :
a1 ... Ok a ... a
k1 Kk 0 ... 0
k k k
= . a) . a®)

wobei wir im zweiten Schritt ausgenutzt haben, dass die Matrix A®) Aus-
sage (2.4) erfiillt. Nach Voraussetzung unseres Satzes ist

det | | #0,

also a,i? # 0. Damit ist (2.3) fiir dieses k gezeigt.

Um (2.4) zu zeigen, nutzen wir diese Aussage in einem Induktionsbeweis.
Fiir den Anfang k& = 1 ist nichts zu zeigen. Fiir den Induktionsschritt & —
k 4+ 1 nehmen wir an, dass (2.4) fiir k richtig ist. Insbesondere gilt dann

nach dem ersten Teil dieses Beweises, dass agz) # 0. Der Vektor {*) ist also

definiert. Anwendung von (2.1) ergibt die geforderte Eigenschaft agjﬂ) =
0 fiir alle 7 > k fiir die k-te Spalte. Zusammen mit der Induktionsannahme
folgt (2.4) fiir A®+D,

ad 3. L ist definiert als Produkt der Mk_l. Da die M, alle untere Dreiecksma-
trizen sind, sind nach Satz 2.9 auch ihre Inversen Dreiecksmatrizen, ebenso
die Produkte ihrer Inversen, also auch L.

ad 4. Nach Algorithmus 1 gilt
U=A™ =M, (A" Y =M, M, _5-...- M;A.
Wegen L = M ' Myt M gilt weiter L™' = M, M,,_5--- M, also

U=L"'A oder LU = A.

Aufgabe: Eine n x n Matrixz heifit streng diagonal-dominant, falls fiir alle 1 =
1,...,n gilt:
2|CL”‘ > Z ‘CLZ']'|.
j=1

29



Zeigen Sie, dass jede streng diagonal-dominante Matrixz invertierbar ist und dass
Algorithmus 1 auch in diesem Fall korrekt ist. Das heifit, die Aussagen von
Satz 2.13 bleiben richtig, auch wenn man die bisherige Voraussetzung (2.2) durch
die Forderung nach strenger Diagonal-Dominanz ersetzt.

Lemma 2.14 Ist Algorithmus 1 durchfihrbar, so gilt fir die Matriz L:

Beweis: Nach Definition von L und Lemma 2.12 ist

L et Ml_l.M2_1.‘Mn_—11
= (I+ l(l)elT)(I+ 1(2)6’5) (I F l("_l)e:_l).

Zu zeigen bleibt also, dass fiir alle m gilt:
I+ 1Wefl = (I +1Wel)(I +1Pel) - (I +1™el).
k=1

Fiir m = 1 sieht man die Behauptung direkt. Per Induktion leitet man sie dann
fiir beliebige m her: Gelte die Behauptung also fiir m — 1. Dann betrachte

(I +1WeI) (I +1®el) .. (1 +1mel)
m—1
= <[ + Z l(k)e;f) (I +1mel)
k=1

m—1 m—1
= T+1™el ¢ Z IWel 4 Z 1™ eL1tm eI
k=1 k=1 ~

= I+ Z 1®el
k=1

QFD

Diese Beobachtung hilft uns, das Gauf-Verfahren effizient zu organisieren: Man
speichert die Vektoren [ [ . 1"=1 jiber die erzeugten Nullen im unteren
Teil der Matrix A, wihrend der obere Teil die Matrix U enthélt.

Bevor wir aber die effizientere Variante des Gauf-Verfahrens angeben, mochten
wir das Verfahren so erweitern, dass wir es fiir alle regulédren Matrizen anwenden
konnen. Das ist in der Variante aus Algorithmus 1 leider nicht der Fall — sie
scheitert schon an einer so einfachen reguldren Matrix wie

(V1)
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Ein weiteres Problem besteht darin, dass bei kleinen, aber von Null verschiedenen
Elementen agz) grofse Rundungsfehler auftreten kdnnen, wie das folgende Beispiel
zeigt:

Sei das Gleichungssystem

() ()= ()

gegeben. Die einzige nétige Umformung im Gaufl-Verfahren fiihrt zu dem System

(0" o0 ) (22) = (o)

und entsprechend zu der exakten Losung von

1000 998

= :—%1
17 999 T 2T 999

Angenommen, wir arbeiten mit zweistelliger Gleitkomma-Arithmetik. Dann er-
hilt man nach der ersten Umformung das auf zwei Stellen gerundete Gleichungs-

system
0.10-1072 0.10- 10" Tr\ 0.10 - 10!
0 —0.1-10% ro )\ —0.10-10* /)~
dessen Losung sich (sogar bei exakter Rechnung) zu z; = 0 und x5 = 1 ergibt,
also weit von der echten Losung entfernt liegt.

Erfreulicherweise lassen sich die beiden aufgefiihrten Schwierigkeiten durch das
nun zu beschreibende Verfahren der Pivotisierung vermeiden. Im einfachsten Fall
der Zeilenpivotisierung vertauscht man wéihrend des k-ten Schritts des Gaul-
Verfahrens die k-te Zeile mit einer darunterliegenden, und zwar der, die den
betragsmifig grokten Eintrag in der k-ten Spalte aufweist. Das Ziel dabei ist,
dass nach der Vertauschung das neue Element ag? so grof wie moglich wird.
Formal wihlt man im k-ten Schritt ein j € {k,k+ 1,...,n} so dass

|a§.],?\ > |al(l,§)| firallel =k, ..., n.

In diesem Fall nennt man ag.],? das Pivotelement. Zur formalen Beschreibung
dieser Vertauschungen benétigen wir die folgenden Matrizen.

Definition 2.15 Fine bijektive Abbildung 11 : {1,...,n} — {1,...,n} heift
Permutation der Menge {1,...,n}. Fine n x n Matriz P heifft Permutati-
onsmatrix, falls es eine Permutation Il so gibt, dass

Pe; = eqy fiir allev=1,...,n.
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P entsteht also durch Permutation der Spalten der Einheitsmatrix. Wir sammeln
Eigenschaften von Permutationsmatrizen.

Satz 2.16 Sei die n x n-Matriz P eine Permutationsmatriz zur Permutation I1.
Dann gilt:

1. P ist invertierbar.

2. P71 st die Permutationsmatriz, die zu der Permutation 11" gehért. (Dabei
ist 7' die Umkehrabbildung von 11.)

3. P ist orthogonal, das heift, es gilt P~ = PT.
Beweis:

ad 1: P besteht aus einer Vertauschung von Spalten der Einheitsmatrix, ist also
regulér.

ad 2: Zu zeigen ist P~'(e;) = en-1(;: Dazu betrachten wir

P(en-1;) = enwm-1(3;)) nach Definition 2.15

€;.
Multiplikation beider Seiten von links mit P! liefert das Ergebnis.

ad 3: In den Spalten von P stehen die permutierten Spalten der Einheitsmatrix,
P = (enqy, en)s - - - €nn))- Entsprechend ist die i-te Zeile von P? durch
eﬁ(i) gegeben. Um nachzuweisen, dass P orthogonal ist, miissen wir PPT =
PTP = I zeigen. Sei Q = PTP. Dann ist

1 fallsi=y
T
Qij = @) ene) = { 0 sonst ’

also ist Q = I. Analog gilt auch PPT = I. QED

Eine Erweiterung der zweiten Aussage des Satzes soll noch erwdhnt werden: Fiir
zwel Permutationen IIy, ITs mit zugehorigen Permutationsmatrizen P, P, gilt we-
gen

PiPy(e;) = Pilemn,))

- €H1(H2(i)) = 6H10H2(’i)7

dass P, P, die Permutationsmatrix ist, die zu der Permutation II; o II, gehort,
das heifst, die Verkettung von zwei Permutationen entspricht dem Produkt der
entsprechenden Permutationsmatrizen.
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Um das Gaufs-Verfahren zu verbessern, bendétigen wir spezielle Permutationen,
namlich solche, die genau zwei Elemente r < s vertauschen. Zu so einer Permu-
tation

M(r) = s,
II(s) =
[I(z) = i firallei ¢ {r s}

gehort entsprechend die Matrix
Prs= (€1, € 1,€5,€r 11y, €5 1,Cr, Esilyenr,Cn).

Solche Matrizen sind symmetrisch, das heift P., = PL, und man kann sie auch
als Py = I — (e, — es)(e, — e5)T schreiben.

Man sollte sich das folgende einprégen:

e Die Linksmultiplikation A - P, einer Matrix A mit P,, vertauscht die r-te
mit der s-ten Spalte.

e Die Rechtsmultiplikation P, - A einer Matrix A mit P, vertauscht die r-te
mit der s-ten Zeile.

Formal kénnen wir nun die Matrixversion des Gauf-Verfahrens mit Spaltenpivo-
tisierung folgendermafen beschreiben.

Algorithmus 2: Gaufi-Verfahren mit Spaltenpivotsuche (Matrixversion)

Input: A € IK™"
Schritt 1: AD := A

Schritt 2: For £k=1,...,n—1 do

Bestimme einen Pivotindex r € {k,...,n} mit |EL£2)| = MaX;—k, . n |d§,l:)|.
Pk .= P,
AR . pk) (k)
T
k k
k) ._ agchl,k agz,l)s
l o 0,...,0,T,-..W
v mal  Ckk Al
My, = I, —1®el
ARFD . — g AR



Ergebnis: PA= LU mit

= pr=bH . . P eine Permutationsmatrix

P
U = A™ ist eine obere Dreiecksmatrix
L

n—1
= I—i—Z@(k)e% ist eine untere Dreiecksmatrix mit
k=1

ok) .— pn-1). . plk+1)k)

Satz 2.17 Fiir eine requlire n x n Matriz A existiert eine Permutationsmatri-
zen P € R™™, eine normierte untere Dreiecksmatriz L € IK™"™ und eine obere
Dreiecksmatriz U € IK™™ so dass PA = LU, und diese Zerlequng wird von Algo-
rithmus 2 gefunden.

Beweis: Im Beweis zeigen wir zunéchst die folgenden Eigenschaften:
1. Algorithmus 2 ist durchfiihrbar, d.h.

al) £0firk=1,...,n—1. (2.5)

2. Fiir die Matrizen A®, k =1,...,n— 1 gilt:

al) = 0fiiralle j < kund i > j. (2.6)
AW = p®prn  pED L PN PD A (2.7)
Ahnlich wie im Beweis zu Satz 2.13 zeigen wir, dass fiir jedes feste k = 1,...,n—1

aus den beiden letztgenannten Eigenschaften (2.6) und (2.7) die erstgenannte
Aussage a,(c]z) # 0 folgt, und beweisen anschliefend (2.6) und (2.7) fiir alle & per
Induktion.

Gelte also (2.6) und (2.7) fiir k. Wir nehmen an, dass a,i? = 0. Nach der Definition
von P®) erfiillt die Matrix A®) = Pk A*)
o) > o] fir alle I = k, ..., n.

Wegen al® =0 folgt daraus, dass die erste Spalte der Submatrix

kk
k k
g
c=| : 5
® o
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eine Nullspalte ist und entsprechend det(C) = 0 gilt. Wegen (2.6) gilt weiter,
dass

o "

a/22 ... a/2k:71
k

0 a/(c—)lk—l

0 C
also folgt
k k k)
| det(AM)] = af}) - ay) .. - ap?, - det(C) = 0.

Wegen (2.7) folgt daraus det(A) = 0, ein Widerspruch zur Regularitit von A.

Jetzt zeigen wir (2.6) und (2.7) per Induktion.

Fiir beide Aussagen ist der Induktionsanfang k& = 1 klar. Fiir den Ubergang
k — k + 1 nehmen wir an, dass die Aussagen fiir k£ schon gelten. Wegen dem
ersten Teil des Beweises gilt a,gz) £ 0, also ist die Matrix A®*Y definiert.

(2.6) gilt dann fiir A®*t) wegen der Induktionsannahme fiir A®) und wegen der
alten Aussage (2.1) auf Seite 26. Fiir A®+Y) nutzen wir die Aussage fiir A®+1
zusammen mit dem Argument, dass die Transformation P**1 die ersten k Zeilen
von A®*D) unberiihrt ldsst. (2.7) ergibt sich schlieflich durch Einsetzen

A(kJrl) — P (k+1) A (k+1) P(kJrl)MkA(k)

und der Induktionsannahme.

Damit wissen wir, dass das Verfahren durchfiihrbar ist und
U=A"™ =N, POV . . p@pr,pHa

eine obere Dreiecksmatrix ist. Weil M, = I+1@eT (Lemma 2.12) und (P®)~! =
P® (Lemma 2.16) erhilt man daraus

A=PYI +1VNPO(T 1@ P® . o= 1Dl U (2.8)
Wir mochten nun beide Seiten der Gleichung von links mit

p—=pr-1,. | p@pd)

multiplizieren. Um den entstehenden Term zu vereinfachen, iiberlegen wir uns
zunichst, dass fiir beliebige Vektoren [ und alle j >4

POT +1eNPY) = (I 4 POI(PYe)T) = (I + PYlel)
gilt, weil PWe; = ¢;, falls j > i.
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Diese Aussage nutzen wir, um bei der Multiplikation von (2.8) mit P = P™ ... .
P@ PO die Permutationsmatrizen P® fiir i > 3 durch das Einfiigen von Identi-
titen I = PWPO bis zum entsprechenden Faktor (I 4 1¢~Vel ) P® “durchrut-

schen” zu lassen:

POA = (I+1DeHPA(I4+1Pel)PO) .. PO 41Dl Ny
PAOPMA = PO +1WPO(T 41 eYPO) . . . pO=(] 41Dl U
= (I+ P(Q)l(l)elT)(I + 5(2)62T)p(3) . ,P(n—l)(I + l("_l)egfl)U
P p@) p) 4 PO (I + p(2)l(1)elT)p(3)Jp(3) (I + 1P PO(1 + 13el .
I+P(3)1;r(2)l(1)elT I+P®)12) T
o PO =Dl YU
= (I+ p(3)p(2)l(1)e’{)([ + P(3)l(2)62T) . ,p(n—l)(j— + l("’l)eg_l)U
= PA = (I+0We)(I+0Pel) ... (I+00 Vel U

I+ - oWel,

wobei der letzte Schritt per Induktion analog zu dem entsprechenden Schritt im
Beweis von Lemma 2.14 (auf S. 29) gezeigt wird. QED

Fiir die praktische Implementierung empfiehlt es sich, auf Matrixoperationen zu
verzichten, da diese aufwindig sind. Die folgende Variante ist effizienter. Wir
geben sie gleich in einer Form an, die man verwenden wiirde, um ein Gleichungs-
system Ax = b zu l6sen.

Algorithmus 3: Gaufi-Verfahren mit Spaltenpivotsuche

Input: A € IK™", be IK".
Schritt 1: For k=1 to n—1 do

Schritt 1.1: Finde Pivotelement ay, fir Zeile k

Schritt 1.2: Vertausche Zeilen k und r in A sowie b und b,.
Schritt 1.3: For i=k+1 to n do

Schritt 1.3.1. ay = Z&

Schritt 1.3.2. For j=k+1 to n do aj; = a;j — Qi - Ok

Ergebnis: Gleichungssystem LU = Pb, wobei L und U gegeben sind durch

aj; fir ¢>j
. . . aij
li; = 1 fir 1 =3 uij:{o
0 fir 1 <j
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Das entstandene Gleichungssystem LU = Pb kann man nun leicht durch Riick-
warts - und Vorwértselemination 16sen. Man kann auch direkt wihrend des Ver-
fahrens alle elementaren Zeilenoperationen auf die rechte Seite Pb anwenden, und
erhilt dann als Ergebnis das Dreieckssystem U = L~!'Pb, so dass man sich den
Schritt der Vorwartselimination spart.

Aufwand der LU-Zerlegung nach Algorithmus 3:
Wir zéhlen hier noch einmal griindlich. Die &ufere for-Schleife wird fiir jedes
k=1,...n —1 durchlaufen. Darin werden folgende Operationen durchgefiihrt:

e Maximumsuche bei der Bestimmung des Pivotindexes: n — 1 Vergleiche
e Vertauschungen sind Zuweisungen, die wir nicht mit zdhlen

e Innere for-Schleifen: n — k Divisionen, (n — k)(n — k) Multiplikationen,
(n — k)(n — k) Additionen

Zusammen betriagt die Anzahl der bendtigten Operationen also

n—1

n—=1)(n—-1)+ Z(n —k)+2(n—k)*=0(n?).
k=1
Aufgabe: Rechnen Sie die Anzahl der Operationen exakt (also ohne Abschitzung

durch O) aus. Bestimmen Sie auferdem die Anzahl der in der Matrizversion
(Algorithmus 2) bendétigten Operationen exakt und durch O. Vergleichen Sie!

Zwei einfache Anwendungen

Hat man eine LU-Zerlegung gefunden, so kann man diese fiir die folgenden beiden
Anwendungen nutzen:

Anwendung 1: Bestimmung der Inversen A~! einer Matrix A.
Sei A™! gegeben durch ihre Spalten A™' = (By, By, ..., B,). Dann gilt

ABk = €k,

und By, ergibt sich als Losung x von Ax = e;. Kennt man die LU-Zerlegung
der Matrix A, so bestimmt man also fiir K = 1,...,n zunéchst die Losung y;
des Gleichungssystems Lyr = e, und 16st anschliefsend das Gleichungssystem
Uz = yg zur Bestimmung von By, := xy.

Anwendung 2: Bestimmung der Determinante von A.

Ist A = LU eine LU-Zerlegung von A, so gilt det(A) = det(L) - det(U) = uy; -
... " Upy. Die Determinante lasst sich also als Produkt der Diagonalelemente von
U direkt berechnen.
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2.3 Das Cholesky-Verfahren

Wir betrachten auch in diesem Abschnitt Gleichungssysteme Ax = b, allerdings
nehmen wir nun an, dass die Matrix A eine symmetrische und positiv definite
Matrix ist.

Definition 2.18 FEine Matriz A € R™" heifit hermitesch falls A* = A, wobei
A* = (a@;;) die konjugiert kompleze Matriz zu A ist. Ist IK = R so nennt man A
auch symmetrisch. Fine hermitesche Matriz heif$t

e positiv definit falls 27 Az > 0 fiir alle z € R™\ {0},

e positiv semi-definit falls 27 Ax > 0 fiir alle z € R™.

Lemma 2.19 Die folgenden Aussagen gelten:

1. Eine symmetrische Matriz ist genau dann positiv definit, wenn alle ihre
Eigenwerte echt positiv sind.

2. Fine symmetrische Matriz ist genau dann positiv semi-definit, wenn alle
thre Figenwerte gréfier oder gleich Null sind.

3. FEine symmetrische Matriz ist genau dann positiv definit, wenn ithre Haupt-
minoren positiv sind, d.h. wenn fir alle ihre linken oberen kx k- Teilmatrizen

ayp ... Qg
A = : : k=1,....,n

A1 ... Qg
gilt: det( A > 0.

Positiv definite Matrizen sind also regulir (weil det(Al") = det(A) # 0). Wir
betrachten die folgenden beiden Zerlegungen:

Definition 2.20 Fine Faktorisierung einer symmetrischen Matriz A € R™" der
Form A = LLT mit einer (regquliren) unteren Dreiecksmatriz L heifit Cholesky-
Zerlegung von A .

Definition 2.21 Fine Foktorisierung einer symmetrischen Matriz A € R™" der
Form A = LDLT mit einer normierten unteren Dreiecksmatriz L und einer

Diagonalmatriz D heifit LDL-Zerlegung von A .

Im folgenden werden wir uns u.a. mit Diagonalmatrizen beschéftigen, die wir wie
folgt bezeichnen.
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Notation 2.22 Fir einen Vektor a € IK" ist die Diagonalmatrix beziglich a
gegeben durch
ay
Q2

diag(a) =

Ap—1
G,

Fiir positive definite symmetrische Matrizen sind die folgenden Aussagen bekannt.

Satz 2.23 Sei A € R™" eine positiv definite symmetrische Matrixz. Dann existiert
eine eindeutig bestimmte LDL-Zerlequng von A.

Beweis: Zunichst bestitigen wir, dass A eine eindeutige LU-Zerlegung mit nor-
mierter unterer Dreiecksmatrix L hat: Nach Satz 2.13 kann man eine LU-Zerlegung
(ohne Pivotisierung) finden, wenn die Teilmatrizen

ay ... Qik
AlF .=

Q1 ... Qg

die Bedingung (2.2) erfiillen, d.h. wenn det(A*) #£ 0, k =1,...,n — 1. Weil A
positiv definit ist, gilt das nach Lemma 2.19 und zusitzlich sogar det(AM™) > 0,
also sind A, L und U regular. Entsprechend ist L eine untere normierte Dreiecks-
matrix und die Zerlegung ist eindeutig nach Lemma 2.10.

Sei daher

A=LU (2.9)
mit normierter unterer Dreiecksmatrix L und oberer Dreiecksmatrix U. Wir set-
zen D = diag(uiy,. .., uy,) als die Diagonalmatrix mit den Eintrigen aus der

Hauptdiagonalen von U. Da U regulér ist, ist auch D regulér, so dass wir
U:=D"'U
definieren kénnen. Es gilt LDU = LU = A. Wir méchten zeigen, dass U = L7:
Betrachte dazu
A=AT = (LD =U"DTLT =0T - (DTLY). (2.10)

U ist nach Konstruktion eine normierte obere Dreiecksmatrix, also ist UT eine
normierte untere Dreiecksmatrix. Weiter ist D” LT eine obere Dreiecksmatrix, also
ist (2.10) auch eine LU-Zerlegung von A mit normierter unterer Dreiecksmatrix.
Wegen Lemma 2.10 ist die LU-Zerlegung von A eindeutig, also folgern wir aus
dem Vergleich von (2.9) und (2.10) dass

L=U"
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und haben damit die LDL-Zerlegung von A gefunden.

Sei nun A = L'D'(L')" eine weitere LDL-Zerlegung von A mit normierter unterer
Dreiecksmatrix L, so kann man wiederum

A=L'-(D'(L)")

als LU-Zerlegung auffassen. Da die LU-Zerlegung nach Lemma 2.10 eindeutig ist,
folgt
L'=L und D' (L)' =DL",

wobei sich aus letzterem wegen der Invertierbarkeit von L = L' auch D' = D
ergibt. QED

Der Beweis des Satzes zeigt auferdem, dass die LU-Zerlegung einer symmetri-
schen und positiv definiten Matrix A ohne Pivotisierung gefunden werden kann.
Wir kommen nun auf die Cholesky-Zerlegung zuriick.

Satz 2.24 Sei A € R™" eine positiv definite symmetrische Matriz. Dann ezistiert
eine Cholesky-Zerlequng von A = LLT mit positiven Diagonalelementen von L.
Unter dieser Nebenbedingung ist L eindeutig bestimmt.

Beweis: Nach Satz 2.23 gibt es eine eindeutige LDL-Zerlegung
A=LDL"

von A. Bezeichnen wir mit A* und D wieder die linken oberen k x k Teilmatri-
zen von A und D. Weil L eine untere Dreiecksmatrix ist, gilt A¥ = LIF DI Tkl
also

det(AM) = det(DF)). (2.11)

Wegen der positiven Definitheit von A (siehe Lemma 2.19) gilt det(A*) > 0.
Zusammen mit (2.11) erhalten wir

dyg ..o diy = det(D[k}) = det(A[k‘]) = 0.

Diese Aussage gilt fiir alle k, also sind die Diagonalelemente von D positiv. Jetzt

setzen wir 3
L:L~diag(\/ d117---7\/ dnn) (212)

und erhalten aus der normierten unteren Dreiecksmatrix L eine untere Dreiecks-
matrix L mit positiven Diagonalelementen, fiir die

LLT = L -diag(\/dy1, ..., \/dwy) - diag(\/d11, ..., \/dwn) - L™ = LDLT = A

gilt. Die entsprechende Cholesky-Zerlegung ist also gefunden.
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Um die Eindeutigkeit zu zeigen, sei neben A = LLT
A=L(L)"

eine weitere Cholesky-Zerlegung mit Diagonalelementen Ay, Ay, ..., A, > 0. Mit
D' :=diag()\?,...,)2) und

~ 1 1
L =1 -di —_ . —
ag <)\1’ 7)\n)

erhiilt man A = L'D'(L")T, also eine weitere LDL-Zerlegung von A mit normier-
ter unterer Dreiecksmatrix L'. Aus der Eindeutigkeit der LDL-Zerlegung (nach
Satz 2.23) folgt L = L' und D = D'. Letzteres bedeutet d;; = \? fiiri=1,...,n
und wegen der Positivitit der \; und d;; also

)\i:\/d>iifﬁri:1,...,n

Zusammen erhalt man

L' = L' -diag(\y, ..., \)
= L-diag(\/di1,...,\/dun) Lnach (2.12).

QED

Um eine Cholesky-Zerlegung effizient ausrechnen zu kénnen, betrachten wir die
Gleichung A = LL* komponentenweise. Das ergibt ein Gleichungssystem mit
Unbekannten [;; fiir 7 > j. Bezeichnen wir dazu im folgenden mit l;‘g die Elemente
der Matrix LT. Dann ergibt sich

n k
a,k_Zz,“k D il =3 Lyl fiirk=1,...n, i=k+1,....n (213)
i1 j=1

und i
j=1 j=1 7=1

Wiéhlt man die Reihenfolge geschickt aus, lassen sich die Werte [;; effizient be-
rechnen: Zunéchst ergibt sich ly; aus (2.14) fiir £ = 1 zu l;; = /a;;. Danach
lassen sich nacheinander die Werte Iy, ..., [, der ersten Spalte von L durch
(2.13) bestimmen, dann das Diagonalelement der zweiten Spalte durch (2.14)
und so weiter. Es ergibt sich das folgende Verfahren, in dem wir nur das untere
Dreieck der Matrix A benutzen und die Elemente von L gleich iiber die Werte
von A schreiben.

Algorithmus 4: Cholesky-Verfahren
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Input: A € R™" symmetrisch und positiv definit
gegeben durch Werte a;; fiir i > j.

Schritt 1: For k=1 to n do

Schritt 1.1: Akl — \/akk — Z;C;ll ]akj\z
Schritt 1.2: For i=k+1 to n do

k-1
1
ik = ik — E Qij Ak
J=1

273

a;; flir 1>

Ergebnis: L ist gegeben durch [;; :{ 0 fiir i < j

2.4 Schwachbesetzte Matrizen

Die bisher beschriebenen Verfahren sind bei sehr grofen Matrizen leider ineffizi-
ent. Daher versucht man, die LU-Zerlegung an Matrizen mit spezieller Struktur
anzupassen. Einen ersten Ansatz haben wir im letzten Abschnitt bei symmetri-
schen Matrizen kennengelernt. In Anwendungen treten oft schwachbesetzte Ma-
trizen auf, in denen fiir die meisten Elemente a,;; = 0 gilt. Leider sind die bei der
LU-Zerlegung von schwachbesetzten Matrizen entstehenden Dreiecksmatrizen L
und U im allgemeinen nicht auch wieder schwach besetzt. Als Beispiel sei die
Matrix

0.1 0.1 0.1 0.1 0.1

011 0 0 O

A=101 0 1 0 O
010 0 1 O
010 0 0 1

aus dem Skriptum von G. Lube genannt, bei der die Dreiecksmatrizen ihrer LU-
Zerlegung voll besetzt sind. Es gibt aber eine Klasse von Matrizen, bei der sich die
Struktur der Matrix A auf die Struktur der Matrizen L und U ihrer LU-Zerlegung
iibertriagt. Dazu gehdren sogenannte Bandmatrizen.

Definition 2.25 Fine Matriz A = (a;;) € IK™" ist eine (p,q)-Bandmatrix,
falls fiir alle ¢ > j + p und fiir alle j > i+ q gilt: a;; = 0. Die Bandbreite von
A ist dann p+ q + 1.
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Die folgende Matrix ist ein Beispiel fiir eine (2, 1)-Bandmatrix:

32000
41100
A=]113 1 50
04312
00401

Jede untere Dreiecksmatrix ist eine (n — 1,0)-Bandmatrix, jede obere Dreiecks-
matrix ist eine (0,7 — 1)-Bandmatrix.

Satz 2.26 Sei A = LU die LU-Zerlegung einer (p, q)-Bandmatriz A mit oberer
Dreiecksmatriz U und normierter unterer Dreiecksmatriz L. Dann ist L eine
(p, 0)-Bandmatriz und U eine (0, q)-Bandmatriz.

Beweis: Wir beweisen den Satz fiir feste p, ¢ mittels vollstindiger Induktion nach
n. Fiir n = 1 ist nichts zu zeigen. Fiir den Induktionsschritt n — n+1 nehmen wir
also an, dass die Aussage fiir Matrizen der Dimension n x n richtig ist. Betrachte
nun eine Matrix A € IK"*5" ! mit LU-Zerlegung A = LU. Wir partitionieren A

wie folgt
a w?
(0% )

wobei @ € IK und B eine (p, ¢)-Bandmatrix der Dimension n x n ist und die
Vektoren v, w € IK" erfiillen, dass v; = 0 fiir alle ¢ > p und w; = 0 fiir alle 57 > gq.

Sei weiterhin .
. 1 0 o Ui;p U
L_(lLl)’U_(O U1>'

T T
_ U1l U _f a w
LU = ( Ulll ZUT +L1U1 ) o ( v B ) ’

alsoist « = uyy, w =u, [ = év. Betrachte

Es gilt

1
B — —vw?.
o
Aufgrund der Struktur von v und w ist B ebenfalls eine (p, ¢)-Bandmatrix mit
LU-Zerlegung
1
B — —’UU}T = L1U1.
o
Nach der Induktionsannahme ist also die untere Dreiecksmatrix L; eine normierte

(p, 0)-Bandmatrix und die obere Dreiecksmatrix U; eine (0, ¢)-Bandmatrix und

es gilt
L 0\ [« wh\ o wh) A
év L1 0 U1 - v B -
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eine LU-Zerlegung von A mit der geforderten Eigenschaft ist also gefunden.
QED

Mit folgendem Algorithmus kann man die LU-Zerlegung einer (p, ¢)-Bandmatrix
bestimmen (falls sie existiert).

Algorithmus 5: LU-Zerlegung einer Bandmatrix

Input: (p,q)-Bandmatrix A € IK™", fiir die eine LU-Zerlegung existiert.
Schritt 1: For k=1 to n—1, for i=k+1 to min{k+p,n} do

Schritt 1.1: Qi = ik

akk

Schritt 1.2: For j=k+1 to min{k +¢,n} do aj; := aj; — ajpak;

Ergebnis: LU-Zerlegung von A wobei L und U gegeben sind durch

al-j fiir ¢ S j

aj; fir ¢>j
u”_{o fiir i > j

li; = 1 fir 1 =
0 fir 1 <y

Natiirlich sind auch Vorwirts- und Riickwértselimination fiir Bandmatrizen einfa-
cher. Abschliefend betrachten wir noch den Spezialfall von Tridiagonalmatrizen.
Dazu fithren wir die folgende Notation ein.

Notation 2.27 Fiir drei Vektoren a,b,c € IK" mit by = ¢, = 0 st die Tridia-
gonalmatrix beziglich a, b, c gegeben durch

ay ¢
by as C2
tridiag(b, a, c) =
bnfl Apn—-1 Cp—1
bn an

Nach Satz 2.26 wissen wir, dass (falls sie existieren) die Matrizen L und U der
LU-Zerlegung das folgende Aussehen haben

1 Uy G

L= U= (2.15)
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wobei durch einen ersten Koeffizientenvergleich schon ausgenutzt wurde, dass die
Werte ¢y, ..., c,_1 der oberen Nebendiagonale von A in der oberen Nebendiagona-
len von U erhalten bleiben. Es sind also die Unbekannten w4, ..., u, und [l,...,[,
zu bestimmen. Durch Multiplikation der Matrizen L und U und erneutem Koef-
fizientenvergleich mit A ergeben sich die folgenden Berechnungsvorschriften:

Start: u; = a
Fir:=2,...,n: [; =
Ui—1
U; = a; — licifl-

Man kommt also mit einer in n linearen Anzahl an Operationen aus. Bei n Un-
bekannten ist das das beste, was man erreichen kann. Allerdings ldsst sich nicht
fiir jede Tridiagonalmatrix eine LU-Zerlegung finden. Das folgende Lemma gibt
eine hinreichende Bedingung fiir die Durchfiihrbarkeit der LU-Zerlegung fiir Tri-
diagonalmatrizen.

Lemma 2.28 Fir A = tridiag(b,a,c) mit by = ¢, = 0 sei fir j = 1,...,n
le;| < laj| und |bj| + |¢;| < |aj|. Dann gibt es eine LU-Zerlegung von A mit
Matrizen wie in (2.15).

Aufgabe: Beweisen Sie das Lemma durch Induktion!
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Kapitel 3

Storungsrechnung

3.1 Metrische und normierte Raume

Bevor wir uns mit der Fehleranalyse bei linearen Gleichungssystemen beschiftigen
konnen, benotigen wir einige Begriffe aus der Funktionalanalysis. Dazu gehort
insbesondere, dass wir messen kénnen, um wieviel sich ein Vektor x von einem
gestorten Vektor & unterscheidet. Den Unterschied

Tr—x

als Vektor anzugeben, hilft uns nicht weiter, da wir zwei verschiedene gestor-
te Vektoren Z und a2’ mangels einer Ordnung im IK" nicht vergleichen konnen.
Wir suchen also eine Funktion, die die Differenz zwischen zwei Vektoren durch
eine reelle, positive Zahl ausdriickt. Solche Funktionen nennt man auch Distanz-
funktionen. Mit beliebigen Distanzfunktionen geben wir uns aber nicht zufrieden,
sondern betrachten Metriken als spezielle Distanzfunktionen.

Definition 3.1 Sei R eine nichtleere Menge. Fine Abbildung d : R x R — R
heifst Metrik auf R falls sie die folgenden Bedingungen erfillt:

(M1) d(z,y) =0<=z =y fir allex,y € R
(M2) d(z,y) = d(y, ) fir alle x,y € R (Symmetrie)

(M3) d(z,y) < d(x,z) +d(z,y) fir alle z,y,z € R (Dreiecksungleichung)

(R,d) heifit dann metrischer Raum.

Man beachte, dass aus den Metrik-Eigenschaften sofort folgt, dass
d(xz,y) > 0 fiir alle z,y € R,
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denn

d(e.y) = 5(d(r.y) +dz.y) = S(d(x,y) + dly.2)) >

Eine Metrik ist z.B. der sogenannte Hamming-Abstand dy, der fir x,y € K"
gegeben ist durch

d(z,z) =0.

DO | =

dy(z,y) =#{i={1,...,n} :z; # y;}.

Wir wiederholen zunichst einige Begriffe, die auf jedem metrischen Raum defi-
niert sind.

Definition 3.2 Sei (R,d) ein metrischer Raum.

e FEine Folge (x,) C R konvergiert beziiglich der Metrik d, falls es ein
Element x € R g¢ibt, das folgendes erfiillt: Zu jedem € > 0 existiert eine
natirliche Zahl N(¢€), so dass

d(Z,x,) < € fiir alle n > N(e).

In diesem Fall nennt man T den Grenzwert der Folge (z,). Eine nicht-
konvergente Folge heifit divergent.

e Fine Folge (x,) € R heifft Cauchy-Folge falls es zu jedem ¢ > 0 eine
natirliche Zahl N(€) gibt, so dass

d(xp, ) < € fir alle n,m > N(e).
e FEin metrischer Raum (R, d) heifit vollstindig, falls jede Cauchy-Folge kon-

vergiert. Einen vollstindigen normierten Raum nennt man auch Banach-
raum.

Lemma 3.3
o Sei (x,) eine konvergente Folge. Dann ist ihr Grenzwert eindeutig bestimmdt.
o Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.
e Fs gibt metrische Rdaume, in denen nicht jede Cauchy-Folge konvergiert.
Ubung: Beweisen Sie Lemma 3.3!

Auf metrischen Rdumen lassen sich weitere Strukturen erarbeiten. So reichen
die Begriffe Folge und Konvergenz einer Folge insbesondere aus, um offene und
abgeschlossene Mengen zu definieren. Das bedeutet, dass jeder metrische Raum
auch ein topologischer Raum ist.

Die wichtigsten Beispiele fiir metrische Rdume sind normierte Riume, fiir die wir
allerdings als Grundmenge einen Vektorraum V' voraussetzen.
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Definition 3.4 Sei V' ein Vektorraum dber einem Kérper IK. FEine Abbildung
| -] : V — R{ heifft Norm auf V falls sie die folgenden drei Bedingungen
erfillt:

(N1) ||z|| =0 <= 2z =0 fir allex € V.
(N2) ||az|| = |a|||z| fir alle « € K,z € V. (Skalierbarkeit)
(N3) ||z + vyl < ||z|| + ||y|| fir alle x,y € V. (Dreiecksungleichung)

Der Raum (V|| - ||) heifit dann normierter Raum. Weiterhin nennt man die

Menge
By ={z eVl <1}

den Einheitskreis der Norm || - ||.

Bemerkung: Ersetzt man im Fall IK = R die Bedingung (N2) durch |laz| =
al|z|| fiir alle « € RT, x € V, so erhilt man ein reelles Minkowski-Funktional

oder einen Gauge.

Fiir Normen gilt (dhnlich wie im Fall von Metriken) dass

||| > 0 fiir alle z € V,

denn aus (N2) folgt fiir « = —1 insbesondere ||(—1)z|| = ||z||, und daraus
1 1 1 1
lzll = 5zl + llz]l) = Slell + 1 = 2]) = S(llz + (=2)l}) = 5(0]) = 0.

Wichtige Normen auf dem K" sind die folgenden:

n
Manhattan-Norm:  ||z||; = Z ||

i=1

Maximum-Norm: ||z, = m%lx |z
1=

Euklidische Norm:

n
]|z = \ > ai=vaTla
i=1

n
> Jaf?, fiir 1< p < oo,
i=1

lllp = i

wobei die p-Norm die drei erstgenannten Normen als Spezialfélle (p = 1, p = oo,
p = 2) enthilt.

p—Norm:
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Um einzusehen, dass es sich bei diesen Abbildungen tatséchlich um Normen han-
delt, sind die Bedingungen (N1),(N2) und (N3) zu zeigen. Dabei sind (N1) und
(N2) direkt klar. (N3) kann man fiir die Félle p = 1 und p = oo leicht nach-
rechnen; in beiden Féllen folgt die Bedingung aus der Dreiecksungleichung fiir
Betrége. Fiir p = 2 ergibt sich (N2) aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung,
fiir beliebiges p € (1,00) aus der Minkowski-Ungleichung, die im folgenden be-
schrieben ist.

Lemma 3.5 Sei z,y € IK". Dann gilt

n n
S < lallul < Nzl - Il
=1 i=1

falls entweder 1 < p,q < oo und % —1—5 = 1 oder falls p = 1,q = oo oder
p=o00,q=1.

Bemerkung: Der Fall p = ¢ = 2 fiihrt ausgeschrieben zur Cauchy-Schwarz’schen
Ungleichung

n n " "
=1 =1 i=1 i=1

Normen haben verschiedene wichtige Eigenschaften. Dazu zdhlt insbesondere,
dass man aus jeder Norm durch

d(z,y) = [ly — «|

eine Metrik d definieren kann. Man nennt diese Metrik dann auch die von der
Norm || - || abgeleitete Metrik. Die Metrik-Eigenschaften lassen sich leicht durch
die Norm-Eigenschaften beweisen. Weiterhin folgt fiir alle Normen die folgende
Abschétzung.

Lemma 3.6 Sei || - || eine Norm auf V. Dann gilt fir alle x,y € V
|l =yl <l =yl
Beweis: Fiir alle z,y € V gilt ||z]| = ||z —y + y|| < ||z — y|| + ||y||. Daraus folgt
]| = [yl < [l = yl].
Aus Symmetriegriinden erhélt man analog

lyll = ll=ll < [l = yll,
zusammen ergibt sich die Behauptung. QED
Wir haben erwédhnt, wie man mit Hilfe einer Norm eine Metrik und damit Kon-
vergenz beziiglich einer Norm definieren kann. Die Frage ist nun, in wie weit sich

diese Konvergenz-Definitionen fiir verschiedene Normen unterscheiden. Dazu ist
die folgende Definition hilfreich.
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Definition 3.7 Zwei Normen || - ||a und || - ||p auf einem Vektorraum V heiflen
Aquivalent, wenn es positive reelle Zahlen c,C gibt, so dass fiir alle x € V' gilt:

cllella < llzlls < Cllzfla

Es lisst sich leicht zeigen, dass die in der Definition genannte Aquivalenz tatsich-
lich eine Aquivalenzrelation ist. Weiterhin gilt der folgende Satz:

Satz 3.8 Zwei Normen || - ||, und || - ||y auf einem Vektorraum V sind genau
dann dquivalent, wenn jede beziiglich der Norm || - ||, konvergente Folge aus V
auch beziiglich der Norm || - ||, konvergiert.

Beweis:

e Nehmen wir zunéchst an, dass die beiden Normen || - ||, und || - ||, &quivalent
sind. Da eine Folge (z,) genau dann gegen & konvergiert, wenn z,, — T eine
Nullfolge ist, reicht es, die Aussage fiir Nullfolgen zu zeigen.

Sei dazu also z,, — 0 eine Nullfolge beziiglich || - ||, , d.h. zu jedem € > 0
existiert eine natiirliche Zahl N(e) so dass ||z,||. < € fiir alle n > N(e).
Wegen

lzalls < C - ||zn]la < Ce fiir alle n > N(€)
folgt fiir jedes €', dass ||z,|[, < € fiir alle n > N(%’), also ist xz, auch
beziiglich || - ||, eine Nullfolge.
Die Umkehrung gilt analog.

e Gelte nun die Aquivalenz der Konvergenz-Definitionen. Durch Widerspruch
zeigen wir zunéchst, dass es eine Zahl C' > 0 gibt mit

|||y < C fiir alle z € V mit ||z]|, = 1. (3.1)

Angenommen also, eine solche Zahl C' existiert nicht. Dann existiert zu

jedem C' = C(n) := n? ein z,, mit ||z,||, = 1 und ||z,||, > n?. Die Folge

T

Yn ‘= —
n

erfiillt also 1
lynlla = n und [[ya|s > n.
Das heifst, (y,,) konvergiert gegen Null beziiglich || - ||,, aber divergiert be-
ziiglich || - ||, ein Widerspruch.
Somit gibt es ein C' > 0, das (3.1) erfiillt. Damit ergibt sich fiir alle z € V:
x
lllla

die erste Ungleichung fiir die Norméquivalenz ist also erfiillt. Die zweite
Ungleichung ergibt sich durch Vertauschen der Normen. QED

T

< Cllx
el |, = 1

b

= [llla
b

]la

lally = ]
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Die obige Aussage gilt fiir alle Vektorrdume V. Wir diskutieren nun den Fall eines
endlich-dimensionalen Raums.

Satz 3.9 Set V ein endlich-dimensionaler Vektorraum. Dann sind alle Normen
tiber V' dquivalent.

Beweis: Sei vy,...v, eine Basis von V. Jedes Element x € V lisst sich also

darstellen durch .
Tr = Z AV .
k=1

Wir konstruieren nun eine Norm (die Mazimum-Norm auf V) und zeigen an-
schliefend, dass jede weitere Norm auf V' zu dieser Norm dquivalent ist. Wegen
der Transitivitit der Norméquivalenz folgt daraus die Behauptung des Satzes.

Man rechnet schnell nach, dass

[l = maxJoy

IR}

eine Norm auf V' definiert. Sei nun also || - || eine beliebige andere Norm auf V.

Definiere .
C=> vl
k=1

als die Summe der Normen aller Basisvektoren. Dann folgt:

n
E (073%
k=1

< > |og|[Jogl| wegen (N2) und (N3)
k=1

el =

n
< D lzloollogl weil |ax] < [l]loc
k=1
= O[]l
Fiir die andere Richtung definieren wir die gesuchte Konstante ¢ durch

c:=inf{||z| : x € V und ||z||. = 1}.
Weil fiir alle x € V' \ {0} gilt, dass

x
=1
' H:UHoo‘ .
folgt daraus, dass
x
-
[1]loc
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das heift ||z|] > ¢-||7]| fiir alle z # 0. Weil fiir z = 0 nichts zu zeigen ist, ergibt
das also die Behauptung.

Allerdings bleibt noch zu zeigen, dass ¢ > 0 gilt. Dazu fithren wir einen Wider-
spruchsbeweis. Wir nehmen also an, dass ¢ = 0. Dann gibt es eine Folge (y,,) mit
lymlloo = 1 und ||y, || — O fiir m — oo. Die Basisdarstellung in V' liefert fiir jedes

Folgenglied y,,
Ym = Z A Vg,
k=1

und damit n Folgen fiir die Koeffizienten aq,,, @sp, - . ., apy aus dem zugrunde
liegende Korper. Weil ||y,,||oc = 1 fiir alle m gelten die folgenden beiden Aussagen
fiir die Koeffizienten der Folgen:

Fiir alle m : |ag,| <1 firallek=1,...,n. (3.2)

Fiir alle m existiert ein k£ € {1,...,n} so dass |ag,| = 1. (3.3)

Wegen (3.3) erfiillt mindestens eine der Koeffizienten-Folgen k, dass #{m :
|| = 1} = oo, d.h. es kommen unendlich viele Einsen (oder unendlich vie-
le — Einsen) vor. Sei oBdA k£ = 1, und #{m : ay,, = 1} = co. Wihle dann

eine Teilfolge der (y,(,i)) C (Ym), in der die Koeffizienten-Teilfolge beziiglich der
Koeffizienten o, des ersten Basisvektors nur aus Einsen besteht.
Weiterhin sind wegen (3.2) alle der n Koeffizienten-Folgen beschrinkt. Nach dem

Satz von Bolzano-Weierstrass wéhlen wir nun eine Teilfolge (yﬁs)) C (y%)) fiir die
die zweite Koeffizienten-Folge as,, eine konvergente Teilfolge ist. Aus den Indizes
dieser Folge wihlen wir wiederum eine beziiglich der dritten Koeffizienten-Folge
as, konvergente Teilfolge und so weiter, bis wir eine Teilfolge

n
n _2 : /
yr(n) — A Uk,
k=1

erhalten, fiir die alle Koeffizienten-Folgen konvergieren, d.h.
ay,, — a=1

/

/
Oy = Qip.

Nach Konstruktion wissen wir, dass (a},,) nur aus Einsen besteht und also gegen

1 konvergiert. Fiir
y= Z Vg
k=1
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gilt dann nach Teil 1 dieses Beweises

55 — 91l < Cllyl) = ylloo = max {Jaf, — axl} — 0 fiir m — oo.

-----

Weil ||y, || — 0 folgt daraus y = 0, ein Widerspruch zum Grenzwert a; = 1 der
ersten Koeffizienten-Folge. QED

Der gerade bewiesene Satz zeigt, dass es auf dem IK" nicht darauf ankommt,
beziiglich welcher Norm man von Konvergenz redet. Genauso induzieren alle
Normen auf dem IK"™ die gleiche Topologie: Begriffe wie Abgeschlossenheit, Be-
schrinktheit und Kompaktheit hingen also nicht von der Wahl der Norm ab.
Allerdings sollte man beachten, dass die Konstanten ¢, C' nicht nur von den je-
weiligen Normen, sondern auch von der Dimension des Raumes n abhingen.
Weiterhin darf man nicht vergessen, dass der Satz nur fiir endlich-dimensionale
Vektorraume gilt; auf Rdume mit unendlicher Dimension (z.B. Funktionenrdume)
ldsst er sich im allgemeinen nicht {ibertragen.

Als Beispiel wollen wir abschliefend noch die p-Normen auf dem Raum der steti-
gen Funktionen C/[a, b] iiber einem Intervall [a, b] angeben. Fiir eine stetige Funk-
tion f : [a,b] — IK definiert man

1N e = (ff |f(x)lpdx>5 falls 1 < p < oo
o maxgelqp | f(x)| falls p = oo
3.2 Normen fiir Abbildungen und Matrizen

Definition 3.10 FEs seien (V)| - ||v) und (W, |- ||w) zwei normierte Riume und
F V. — W eine lineare Abbildung. Dann heifit F' beschrankt, falls es eine
Konstante C' > 0 gibt, sodass fiir alle v € V:

[E(0)llw < Cllo|lv.
Wir untersuchen zunéchst die Stetigkeit solcher linearen Abbildungen.

Lemma 3.11 Sei F: V — W eine lineare Abbildung zwischen normierten Vek-
torrdumen. Dann ist F' genau dann beschrinkt, wenn F' stetig ist.

Beweis:

e [st F' beschrinkt, so folgt aus
[1F(v) = F(w)llw = [|1F'(v = w)llw < Cllv —wll,
direkt die Stetigkeit von F'.
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o Ist F stetig, so gibt es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 so, dass ||F(v) — Fw||w < €
fiir alle v, w mit ||jv — w|ly < d. Fiir ¢ = 1 und w = 0 erhdlt man wegen
F(0) =0 also ein § > 0 so, dass

| F'(v)|lw < 1 fiir alle [Jv]]y < 6.
Fiir jedes v € V' \ {0} gilt

<4

()

o

b,

= (i)
ol

v
— @) = 1Y

<1

v 1
( el L, < 5l

also folgt die Beschrénktheit mit C' = %. QED

Zwischen endlich-dimensionalen Raumen stellt sich die Situation noch einfacher
dar.

Lemma 3.12 Sei F': V — W eine lineare Abbildung zwischen zwei normierten
endlich-dimensionalen Vektorrdumen. Dann ist F' beschrankt und stetig.

Beweis: Sei F': V — W linear und sei vy, ..., v, eine Basis von V. Dann gilt

vV = Z AU
k=1
— F)=F (Z Ozkvk> = ZakF(vk)
k=1 k=1

Z Osz(’Uk)
k=1 w

n
< maxc [ F(udllw > lowl = ma 7o) v o]
=1..n Pt k=1...n

= [[F)llw =

<D lalllF (o) lw
k=1

< Clwllv,

wobei beim letzten Schritt ausgenutzt wurde, dass nach Satz 3.9 alle Normen
auf V' dquivalent sind. Damit ist F' also beschrinkt und nach Lemma 3.11 auch
stetig. QED

Auf dem Raum der beschrankten linearen Abbildungen zwischen zwei normierten
Vektorrdumen definieren wir nun folgende Norm.
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Definition 3.13 Es seien (V. ||-||v) und (W, || -|lw) zwei normierte Riume. Fiir
eine beschrinkte lineare Abbildung F :'V — W definiert man die zu || - ||y und
| - [|w zugeordnete Norm durch

F
HFHV,W ‘= sup M
venfoy  vllv

Gilt V=W und | -||lv=|"-||lw so schreiben wir auch ||F ||y statt ||[F|v.w.
Weil F als beschrinkt vorausgesetzt wurde gilt fiir alle v € V'\ {0}

IF@)lw _ Clivlly _
[vllv [vllv

Wir erhalten also ||F||y, < co. Die Norm der Abbildung F' ist also die kleinst-
mogliche Konstante C', mit der man die Beschrénktheit der Abbildung abschéitzen
kann.

Wir erwihnen noch, dass wir auch wirklich von Normen sprechen diirfen:

Satz 3.14 Es seien (V.|| - ||lv) und (W, | - |lw) zwei normierte Riume. Dann ist
Il - lvw eine Norm auf dem Raum der beschrinkten linearen Abbildungen von

V —W.

Aufgabe: Beweisen Sie Satz 3.14!

Folgende Umformulierung erweist sich als niitzlich.

Lemma 3.15 Es seien (V.| - [|v) und (W,|| - |lw) zwei normierte Riume und
F .V — W eine beschrinkte lineare Abbildung. Dann gilt
[Fllvw = sup [[F(v)]lw- (3.4)
veV:lvfly =1

Beweis: Zunéchst ist klar, dass

sup —|[E(0)[lw < [Fllvw-
veV:|v|ly =1

Um sup,ey o)1 1F(0)|lw > || Fllv,w zu zeigen, bemerken wir, dass wegen der
Skalierbarkeit (Eigenschaft (N2)) der Norm || - ||y fiir alle v # 0, v € V gilt:

[E@)w _ 1 v
= IE@)llw = || F :
[ollv vl [vllv/ llw
Es gibt also zu jedem v # 0 ein u mit ||lully = 1 so dass % = ||F(u)||w.

Entsprechend folgt

F(v
supwg sup |[F(v)||w

v#0 ||'U||V v:||v|ly =1

)



und zusammen ergibt sich die Behauptung. QED

Betrachte nun ein beliebiges v € V. Dann gilt:
F F'
IF@lw o P

ol = oSy Ty I
woraus wir
IE@)lw < [[Fllvw - llv]lv (3.5)
folgern. Wir sagen auch, || - ||yw ist passend zu den Normen || - ||y und || - ||w-

Diese Eigenschaft wird spéater noch wichtig werden. Eine Verallgemeinerung ist
die folgende.

Definition 3.16 FEs seien (V,||-||v) und (W, ||-|lw) zwei normierte Riume. Eine
Norm || - || auf dem Raum der beschrinkten, linearen Abbildungen von V' nach
W heifit zu den Normen || - ||y und | - || passend, oder mit den Normen
| - |lv und || - ||w vertraglich, falls fir alle v € V gilt:

LE)lw < IF]] - flollv-

Gleichung (3.5) zeigt, dass die Norm || - ||y, immer zu ihren natiirlichen oder
zugeordneten Normen || - ||y und || - ||y passt.

Aufgabe: Seien (U, ||-|lv),(V, ||-||v) und (W, ||-||w) normierte endlich-dimensionale
Vektorraume und seien F : U — V und G : V. — W beschrinkte lineare Abbil-
dungen. Zeigen Sie, dass dann fir Go F: U — W gilt:

|G o Fllow < ||Gllyw||Flluv-

Wir mochten nun den Fall linearer Abbildungen zwischen den endlich-dimensionalen
Vektorrdumen

A K" — K™
genauer untersuchen. Jede lineare Abbildung kann dann durch eine Matrix A

repréisentiert werden, so dass wir die zugehérige Norm ||Aljyw in diesem Fall
auch Matriznorm nennen.

Im folgenden entwickeln wir Formeln fiir einige Matrixnormen, die aus den wich-
tigsten Normen auf dem IK" IK"™ entstehen.

Satz 3.17 Sei A € IK™" eine lineare Abbildung vom IK" in den IK™.

1. Betrachte (IK", || - ||1) und (K™, | -||1) jeweils mit Manhattan-Norm. Dann
heif$t die die zugehirige Matriznorm Spaltensummennorm und sie ist gege-
ben durch

m
|All1 = sup  ||Az|; = max Z |a|.
k=1,...n p

z€K™:||z||1=1
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2. Betrachte (IK", || - ||oc) und (K™, | - ||lco) jeweils mit Maximum-Norm. Dann
heif$t die die zugehdrige Matrixnorm Zeilensummennorm und sie ist gegeben

durch

2€K™:||z]|oo=1

n
[Alle = sup  [JAz[lc = max > ag.
i=1,....m =1

Beweis:

ad 1: Fiir alle z € IK" gilt zunéchst, dass

m

Azl = Z|Aas =3

i=1

n
E Qi Tk

k=1

R TONTE ( o Dw) >l
k=1 i=1 -
n
= max 3 faul o]
k=1,...,n P

Damit gilt also
m
Al < ikl
Al < kg?};fnz; i
1=

Um ||A]|; > maxg—1, _n Y i, |aix| zu zeigen, wihlen wir j so dass

m m
Z |aij| = kgaxnz |kl
i=1 i=1
Fiir den jten Einheitsvektor e; gilt dann
m m
[Aejllr = |41l = Z |aij| = kg?{fnz | @i
i=1 i=1
Fiir die Norm von A folgt (mit (3.4)) daraus

1Al = sup [[Az[l = [[Ae;lly = max Zlaml

zif|zfli=1

ad 2: Fiir die Maximums-Norm erhalten wir analog fiir x € IK"

n
|Az||.e = max |(Az);| = max Zaikxk
i=1,....,m i=1,....,m
k=1
< max Z|alk||xk| < max Z|alk|||x||oo,
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also
n
1Al < max > |a.
i=1,....m
k=1

Fiir die “>" Richtung wéihlen wir hier den Index j als den der Zeile mit
maximaler Summe, d.h. so dass

n n
E lajk| = _max E ||
i=1,...,m
k=1 k=1
Weiterhin wihlen wir einen Vektor z € IK" passend zum Index j durch

Qik
. { Sk falls ag # 0

1 falls a;, =0
Dann gilt

a) ||zl = 1, und
ajka;k

b) airzr =
) jk~k lax

= |ajx|, insbesondere ist a;;2; positiv und reell.

Fiir die Norm von Az erhalten wir daraus, dass

n
Azl = max [(A2);| = max | apz
i=1,....,m i=1,....m =

n n n
Zajkzk = Z lajk| = i_nllaxmz ||
k=1 k=1 T k=1

Wie fiir die Manhattan-Norm folgern wir daraus, dass

>

=1,...,

n
Al > max 3™ Jau.
k=1
QED

Wir betrachten jetzt noch die Matrixnorm || A||2. Dazu benétigen wir den auch in
anderen Bereichen der Numerik wichtigen Begriff des Spektralradius einer Matrix.

Definition 3.18 Sei A € IK™".
e )\ € IK heifst Eigenwert von A falls es ein v € IK™ \ {0} g¢ibt, so dass
Av = .

v heifst dann Eigenvektor von A beziiglich des Eigenwertes \
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e Der Spektralradius p(A) einer Matriz A ist der betragsmdfig grofite Fi-
genwert von A, d.h.

p(A) = max{|\| : A € C ist Eigenwert von A}

Wir miissen zunéchst an die folgenden Begriffe aus der linearen Algebra erinnern:
Notation 3.19

e Eine Matrizc A € R™" heifit orthogonal, falls ATA = I beziehungsweise
At = AT,

e Eine Matriz A € C™" heifit unitir, falls A= = AT,

Bemerkung: Die Spalten A;,..., A, von A von orthogonalen oder unitiren
Matrizen bilden eine Orthonormalbasis des IK". Das sieht man, indem man das
Produkt B = ATA durch Produkte der Spalten von A beschreibt. Weil B die
Einheitsmatrix ist, gilt fiir das Element

- 1 fallsi=j
b = Ai 4 { 0 sonst,
entsprechend folgt die Behauptung.
Folgenden Satz werden wir verwenden.

Satz 3.20 (Hauptachsentransformation) Sei A € IK™" eine symmetrische
(bzw. hermitesche) Matriz. Dann gibt es eine requldre orthogonale (bzw. unitdre)
Matriz @ € R™" (bzw. Q € C™") und eine Diagonalmatriz D = diag(ds, ..., d,) € R™"
s0 dass

A=0QDQ".

Dabei sind dy, . .., d, die Eigenwerte der Matriz A, und die Spalten von @) bilden
eine Orthonormalbasis, die aus den zugehdérigen Figenvektoren besteht. Das heifit,
es gilt

AQ]' :dijj f’LLT‘j = 1,...,7’1,
Wir beweisen folgende Folgerung aus Satz 3.20.

Lemma 3.21 Sei A € IK™" eine symmetrische (bzw. hermitesche) positiv semi-
definite Matriz, und sei ™" ihr betragsmdipig kleinster und p(A) = A™% jhr
betragsmapig grofter Eigenwert. Dann gilt \™™ > 0 und alle x € IK" erfiillen die
folgende Abschdtzung:

Azl < 7T Az < Al
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Beweis: Weil A positiv semi-definit ist, sind die Eigenwerte A, ..., A, von A nicht-
negativ (siehe Definition 2.18 auf Seite 37). Sei nach Satz 3.20 weiter vy,...,v,
eine Orthonormalbasis des IK", die aus Eigenvektoren von A besteht. Wir schrei-
ben x = " | a;v; und rechnen wegen

Az Ziflziz(lﬂ% ::§§:(1p4(vﬂ ::jiz(liAﬂh
i=1 i=1 i=1

nach, dass
n

n
T oA _ T 2
' Ar = E QAR Vg = E || = Ay,

J,k=1 j=1

wobei letztere Gleichheit aus der Orthogonalitiit der v; folgt. Weiterhin gilt ||z]|3 =

wTx =3"" | |ai|* und entsprechend folgt

n n n
AN g <O Ay < A oyl
=1 j=1 j=1

zusammen also _
A"z < 27 Aw < A | 3.

QED

Wir kénnen nun endlich auch die Matrixnorm || A||, beziiglich der Euklidischen
Norm berechnen.

Satz 3.22 Fir A: K" — IK™, also A € IK™" gilt

A
A= sup 1A

veKrazo |lla

p(ATA)

Man nennt | Al|s auch die Spektralnorm von A.

Beweis: Zuniichst gilt, dass ATA € IK™" eine hermitesche und positiv semi-
definite Matrix ist. Daher sind alle ihre Eigenwerte groker oder gleich Null. Sei
p(ATA) = \max der grofte Eigenwert von AT A. Es gilt

| Az|3 = (Az) (Ax) = 2T AT Az < A2
wobei die letzte Ungleichung aus Lemma 3.21 folgt. Die Ungleichung ergibt also
1Al < \/p(AT ).
Um Gleichheit zu zeigen, wihlen wir z als Eigenvektor zu A™* und erhalten
|Az||2 = 2T AT Az = 2T \may = \maxzly — \max|| 4|2,
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Daraus ergibt sich analog zu dem Beweis von Satz 3.17, dass

A A
”AH2 H” 7"‘2 ”” ’]H? \/W ATA
2

QED

Leider ist die Spektralnorm fiir gréfsere Matrizen aufwéndig zu berechnen. Daher
ersetzt man sie manchmal durch eine der folgenden Normen:

Definition 3.23

Gesamtnorm: |Allg :=nmax{]a;;| : 1 <i<m,1<j<n}

Frobenius-Norm: lA|lF :=

Beides sind wirklich Normen (da sie bis auf Vorfaktoren mit [|-||, beziehungsweise

mit || - ||z auf dem IK™™ iibereinstimmen).
Lemma 3.24
1. Die Norm || - ||g ist passend zu || - ||
2. Die Norm || - || ist passend zu || - ||2.

Beweis: Nach Definition 3.16 ist fiir den ersten Teil zu zeigen, dass
[Az]loe < [|Alle - ll2]lo-
Das rechnet man leicht nach durch

n
E al-ja:j
m
Jj=1

JArfe = max

n
< Hx|!ooi£n1a>;z |aij]
~n

< Jefloe nmax{la;]: 1 <i <m, 1 <j <nj=|Ale-[l2]

Fiir den zweiten Teil miissen wir uns iiberzeugen, dass
[Azlly < [[Alle - ]2
Wieder rechnen wir

1Az3 = Z

=1,....,m
m n n

= D > gl Yl = 1A% 123
i=1 j=1 j=1

und erhalten so das gewiinschte Resultat. QED

(lijZL‘j

2 m n n
< Z (Z |a;|? Z |xj|2> siehe Lemma 3.5
j=1 j=1

J=1
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3.3 Kondition

Zum Abschluss dieses Kapitels wollen wir die gewonnen Erkenntnisse anwenden,
um die Kondition einer Matrix zu definieren. Diese wird uns helfen, die Ubertra-
gung von Fehlern abzuschétzen.

Betrachten wir dazu ein lineares Gleichungssystem Az = b mit folgenden Fehlern
in den Eingangsdaten:

e AA sei der Fehler in der Matrix A,

e sowie Ab der Fehler im Ergebnisvektor b.
Lasst sich anhand dieser Daten der Fehler im Ergebnis abschétzen?
Um diese Frage zu beantworten, bemerken wir zunéchst, dass
Ar=7%—=x

ist, wobei x als exakte Losung des Gleichungssystems Az = b und & durch die
gewonnene Losung

(A+AA)zT=b+ Ab
definiert ist. Es gilt also
(A+ AA)(x + Azx) = b+ Ab.
Multipliziert man diese Gleichung aus und verwendet Az = b so ergibt sich
(A+ AA)Az = Ab— AAx.

Nehmen wir nun zunéchst an, dass die gestérte Matrix A+ A A invertierbar wére.
Dann kénnte man nach Az auflésen und dadurch die Norm von x abschétzen,
also
Az = (A+AA) AL - AAx)
= [zl < [[(A+2A4)7 [ ([|Ad] + [|AAl|z]),

wobei wir eine multiplikative und zur Vektornorm passende Matrixnorm gewéhlt
haben. Der relative Fehler ergibt sich entsprechend als

Az B Ab
182l a4 2y (u+uAAH)
Tl el
) A aa)
= A+ AA7Y|A ( | +
It VAN e A
) NN
) —
< e+ an g (fgo + I
Ab AA
< (s anja) b Lol (3.6)

Vergréherungsfakt ™
CLETOBCIIMESIARION \ Lelative Fehler der Eingangsdaten
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Bevor wir den Term des Vergroferungsfaktors weiter abschitzen, beschiftigen
wir uns mit der Frage, wann die Inverse von A + AA existiert.

Lemma 3.25 Seien A,AA € IK"", A regulir und ||A7'|||AA] < 1, wobei || - ||
eine zu eine Vektornorm passende multiplikative Matriznorm ist, die ||I|| = 1
erfillt. Dann ist A+ AA requldr, und es gilt

A
= JATAA]

I(A+A4)7 <

Beweis: Schreibe

r=AYA+AA)zr - A (AA)z
= [l < [ATMII(A + AAd)z]l + A I(AA)] ||
=l (@ = [ATIAA]) < [ATII(A + AA)a].

>0 nach Vor.

Also folgt aus (A + AA)x = 0 dass ||z|| = 0 und entsprechend auch z = 0. Die
Abbildung A+ AA ist somit injektiv und damit auch surjektiv, also ist die Matrix
A+ AA invertierbar.

Wir kénnen also B := (A + AA)™! definieren. Um die im Lemma genannte
Abschitzung zu erhalten, rechnen wir nach

1 = ||| = ||B(A+ AA)|| = | BA+ BAA'AA|
> || BA|| — | BA[[JA||AA]
= | BA| (1 = |A7Y|[|AA]).

N

>0
Daraus erhalten wir .
1A <
T AT AA]
und schlieflich
[(A+ A4 = |BAAY < || BAYA~) < — AT
T AT A4

QED

Definition 3.26 Flir eine Matriz A € IK™" definieren wir
cond(A) = [|A]| A7
als die Kondition von A.
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Wozu man diese Definition verwenden kann, zeigt der folgende Satz und das
anschlieftende Korollar.

Satz 3.27 Sei || - | eine Matriznorm wie in Lemma 3.25. Sei ||b|| # 0 und
|A7Y| [JAA| < 1. Sei Ax = b. Dann gilt fiir jede gestirte Lésung v + Ax des
gestorten Systems

(A+AA)zT =b+ Ab
die folgende Abschdtzung:

A 1 AA Ab
8] _ iy -
El 1= cond(A)EAL \ AT " Tl

Zunichst bemerken wir, dass der Ausdruck wegen

|AA]

1>1—cond(A) T4

=1—[|A7] A4l >0

wohldefiniert ist. Man sieht hier auch schon, dass eine kleinere Kondition zu
kleineren relativen Fehlern fiihren wird.

Beweis: Aus (3.6) und der Abschétzung aus Lemma 3.25 folgt, dass

|Az]] A~ 1Al (HAAH N ||Ab||)
Il = L= flATEIAAL g Al (ol
_ cond(A) 1AA] [ A
- I Al o
1 — cond(A) I

A
QFD

Eine einfache und oft betrachtete Anwendung dieses Ergebnisses ist das folgende
Korollar, das man auch direkt aus (3.6) ohne die Voraussetzungen aus Lem-
ma 3.25 herleiten kann.

Korollar: Hat man nur eine Stérung in b (ist also AA = 0), so iibertragen sich
die Fehler in b mit maximal der Kondition von A. Genauer:

[[Az]] |Ab]|

< cond(A)——.
all 18]

Diese Aussage ergibt sich direkt aus Satz 3.27, da die Voraussetzung || A7 [|AA|| =
0 < 1 erfiillt ist.

Abschliefsend geben wir noch zwei niitzliche Aussagen zur Bestimmung der Kon-
dition einer Matrix an.
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Lemma 3.28 Flir jede zu einer Vektornorm passend gewdhlte Matriznorm und
jede invertierbare Matriz A gilt: cond(A) > 1.

Beweis: Fiir den Beweis verwenden wir die Definition fiir passend fiir A und A~!
in folgendem Sinn. Sei x # 0. Dann gilt A~'x # 0 und entsprechend

1Al < A7) Iz
[AAT )] < (Al (A7 )]

Zusammen ergibt sich

A 2] JJAGA )| [ A ]|l
[0 I S I .

LA A= = 1Al

QED

Fiir die der Euklidischen Norm zugeordnete Spektralnorm gelten die folgenden
Aussagen.

Lemma 3.29 Sei Q) eine orthogonale (unitire) Matriz. Dann gilt
1. cond(Q) =1, und

2. cond(QA) = cond(A) = cond(AQ) fir alle Matrizen A, das heifit die Mul-
tiplikation mit QQ dndert die Kondition der Matrix A nicht.

Beweis:
1.
cond(Q) = [Ql1Q 2 = 1/p(QTQ)Y QT Q)
VoD p(QQT) = \/p(D)\/p(I1) = 1
2.

1All: = 11Q"QAll2 < Q"2 QAll2 = |QA]l2
< Q2 [Allz = l[All2,

also ist || Alls = ||QA]|2- Analog ergibt sich ||A|2 = ||AQ||2, also erhélt man
cond(QA) = cond(Q) = cond(AQ).

QED
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Kapitel 4

Orthogonalisierungsverfahren

4.1 Die Q)QR-Zerlegung

Bisherige Losung von Gleichungssystemen:
A—L-A=

Dabei galt fiir die Kondition von (L - A):

cond(L - A) < [IL]| - [IL7H] - [[A] - 1A
= cond(A) - cond(L),

die Kondition vergrofert sich also um bis zu cond(L).

Idee: Die Kondition lisst sich verbessern, indem man A durch Multiplikation
mit orthogonalen bzw. unitdren Matrizen auf eine obere As-Gestalt bringt, denn
fiir orthogonale /unitire Matrizen gilt nach Lemma 3.29

cond(QA) = cond(A)
sowohl fir die Euklidische Norm als auch fir || - || r.
Lemma 4.1 Sei QQ orthogonal (bzw. unitir). Dann gilt | Qx| = ||z||2.

Beweis:
IQz1} = (Qu)' (@w) = " @ Q= x'w = |3
I
QED
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Definition 4.2 Die Zerlegung einer Matriz A € IK™" der Form A = QR mit
einer unitiren Matriz Q@ € IK™™ und einer oberen As-Matriz R € TK™" heifst
QR-Zerlegung von A. Dabei hat die Matriz R folgende Gestalt:

T11 *

wobei k < min{n, m} und r11, 799, ..., Tkx 7 0.

Definition 4.3 Sei h € IK" normiert, d.h. h*h = ||h||*> = 1. Dann heift

H=1-2hh"
Householder-Matrix.
Bemerkung:
hihi  hihs hih,
hy S5 S
h=| : h* = (hy,...,h,)  hh* = 2 o _
ho, i R
hohy -+ -+ hyh,

Lemma 4.4 Sei H eine Householder-Matriz. Dann gilt HH* = H*H = I und
H=H*.

Beweis:

H* = (I —2hh*)* =1 —2hh* = H
HH* = (I — 2hh*)(I — 2hh*) = I — 4hh* + dh h*h h* = I
—~~

1

QED
Beispiel: Sei

L/3
=5 (0),

dann gilt hTh = 1. Fiir die Householder-Matrix ergibt sich daraus:

3 1 7T =24
- . T o 5 3 4 _
H=1-2nh" =1 2(§)(5 5)_—25<_24 _7)
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wobei H = H” und H? = I. Nun kann man beliebige Punkte durch Multiplikation
mit der Householder-Matrix auf andere abbilden, zum Beispiel:

mo) <) 00) )
()6 m0G) ()

Aufgrund des Bildes scheint H also eine Spiegelung an der Geraden durch den
Ursprung senkrecht zu h zu sein. Das wollen wir im folgenden begriinden:

Lemma 4.5 Die Abbildung H : R™ — R™ entspricht geometrisch einer Spiege-
lung an der zu h orthogonalen Ebene durch den Ursprung.

Sei z € R™ Wir zerlegen = in einen Anteil in Richtung h und einen Anteil
orthogonal zu h.
r = ah+ Bt mit t Lh (tTh=0)

[x = (hh")z + y ist geeignet, da yJ_h}
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Im Beispiel:
0y 16 1/3 +g —4
4) 5 5\4 25\ 3

H(z) = (I — 2hhT) - (ah + Bt)

f— . . . . — T — T
=a-T-h+B-T-t 2ahh1h 2ﬁhh0t

Dann gilt:

= —ah+ ft

Also ist H tatséchlich eine Spiegelung an der Ebene durch den Ursprung senkrecht
zu h.

Unser Ziel ist es jetzt, die Kondition bei der Lésung von Gleichungssystemen zu
verbessern, indem man A durch Multiplikation mit orthogonalen bzw. unitiren
Matrizen auf obere Dreiecksgestalt bringt, also:

*
Q-A= :
0 *
wobei () eine orthogonale bzw. unitdre Matrix darstellt. Dazu verwenden wir
Householder-Matrizen H, fiir welche gilt:

H =1—2hh* wobei |h*|=1 H*-H=H-H*=I H'=H

Unser Ziel ist es, eine Householdermatrix A so zu bestimmen, dass die Anwendung
von H auf A zu einer Matrix fiihrt, in der die erste Spalte ein Vielfaches des
Einheitsvektors ist, also

* *

0 0
H-A = _ =)\ und HA = ]

0 0

Das néchste Lemma zeigt, wie man so eine Matrix H wéahlen muss.

Lemma 4.6 Seiz € K"\ {0}. Fir

*

1
U3=$+9€1'ﬁ-||x||2-61 und H=1-2- u*u gilt:
T uru
doe g ol
|21
€K



Beweis: Wir suchen u € IK" \ {0} mit Hx = c- e, das heifst

uu*

Hr=2-2-

=C- €.
u*u

Das ist erfiillt, falls die beiden folgenden Bedingungen gelten:

Aus (4.1) folgt:

2ux = uwueR
= uwr € R
= (x —cep)*z €R
= z*rx —cxr; €R
= cr1 € R (*)
= c = -1 a€R (xx)

Weiterhin gilt:

0=2u"r —uu=u"(2z —u)

(g)(:c —cey)*(x + cey)

= 2*z + 2*ce; —celx —Ccel e
=2z +cx, — cr; —|c]
<~
€R, nach (xx)
=CTr1=CT1
= [ll3 = lel*
Zusammen mit (**) gilt:
(x%)
[2ll2 = [e] =" |al]a]
Nun folgt:

o < Mtz e el
|1 |1]

Daher ergeben sich als Losung:

eR

G i

||

1
und uw=2x Fzy-||z)— - €.

1]
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Die numerisch stabilere der beiden £ Variante ist v = x + x; - ﬁ Nz2|| - €1, weil

es dann in der ersten