Kapitel 4

Approximations- und
Optimierungsaufgaben

Ganz allgemein versteht man unter einer Approximationsaufgabe das folgende Problem.
Gegeben sei ein linearer normierter Raum (X, || - ||) (also ein linearer Raum X, dessen
Skalarkorper grundsétzlich der Korper R der reellen Zahlen sei und eine Norm || - || auf
X), eine Menge M C X und ein z € X. Gesucht ist ein Element z* € M, welches unter
allen Elementen aus M zu dem vorgegebenen Element z beziiglich der Norm || - || den
kleinsten Abstand besitzt. Dagegen besteht eine Optimierungsaufgabe darin, eine auf
einer gewissen Menge M (der sogenannten Menge der zuléssigen Losungen) definierte
reellwertige Funktion f (die sogenannte Ziel- oder Kostenfunktion) zu minimieren.
Wir wollen versuchen, einen Eindruck {iber die Vielfalt moglicher Aufgabenstellungen
zu geben. Ferner sollen einige interessante und wichtige Resultate wenigstens motiviert
und der Einsatz mathematischer Anwendersysteme erprobt werden.

4.1 Approximationsaufgaben

Eine Approximationsaufgabe ist, wie zu Beginn schon angedeutet wurde, durch die
folgenden Daten gegeben:

1. Der lineare normierte Raum (X, || - ||): Der Raum, “in dem sich alles abspielt”.
2. Eine Menge M C X: Die Menge der Elemente, mit denen approximiert wird.
3. Ein Element z € X: Das Objekt, das approximiert bzw. angenéhert werden soll.
Die Approximationsaufgabe besteht in
(P) Minimiere ||z —z||, x € M.

Gesucht ist also ein z* € M mit ||z* — z|| < ||z — z|| fur alle x € M, die beste
Approzimierende an z beziiglich M. Man erkennt, dass es sich hier um eine spezielle
Optimierungsaufgabe handelt. Wie bisher stets wollen wir auch diesen Abschnitt mit
Beispielen beginnen, bringen aber ausnahmsweise hier schon einen grundlegenden Satz,
der nicht recht in die néchsten Unterabschnitte passen wiirde.
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Satz 1.1 Gegeben sei die Approximationsaufgabe, die durch den linearen normierten
Raum (X, || - ||), die Menge M C X und das Element z € X gegeben ist. Dann gilt:

1. Ist M C X ein endlichdimensionaler linearer Teilraum von X, so besitzt das
Approximationsproblem eine Losung.

2. Die Abgeschlossenheit von M ist eine notwendige Bedingung dafiir, dass das
Approximationsproblem fiir jedes z € X eine Ldésung besitzt.

Beweis: Fiir den ersten Teil nehmen wir an, M C X sei ein n-dimensionaler linearer
Teilraum von X. Sei etwa M = span{vy,...,v,}, also {vy,...,v,} eine Basis von M.
Fir a = (a;) € R definiere f(a) := || >7_, ajv; — 2[|. Die hierdurch auf dem R"
definierte reellwertige Abbildung f ist stetig. Bei der Suche nach einem Minimum von
f auf dem R™ kann man sich auf die Niveaumenge Lo := {a € R" : f(a) < f(0)}
beschréanken. Wegen der Stetigkeit der Funktion f ist L, abgeschlossen. L ist aber
auch beschrankt. Denn die Abbildung a + [| 377, a;v;|| ist eine Norm auf dem R™.
Da je zwei Normen auf dem R"™ &dquivalent sind, existiert eine Konstante ¢ > 0 mit
| > 5= ajvsll = cllal| fiir alle @ € R™. Fiir ein beliebiges a € Ly ist daher

n
llalle < |3 ase;
j=1

< D e = 2| + U2l = (@) + 1121 < 21120
j=1

Daher ist Lo in einer Kugel um den Nullpunkt mit dem Radius 2||z||/c enthalten und
folglich beschrankt. Insgesamt ist Ly kompakt. Daher nimmt die stetige Funktion auf
der kompakten Menge L ihr Minimum in einem a* € Ly an. Daher ist x* := Z?Zl a;v;
beste Approximierende an z beziiglich M.

Fiir jedes z € X existiere eine beste Approximierende an z beziiglich M. Wir
zeigen, dass dann M notwendigerweise abgeschlossen ist. Denn sei z € cl(M), also z ein
Element aus dem Abschluss von M. Dann ist inf ¢y ||z—z| = 0, da ja wegen z € cl(M)
eine Folge {z}} C M mit ||z, —z|| — 0 existiert. Da aber nach Voraussetzung eine beste

Approximierende an z beziiglich M existiert, existiert ein * € M mit ||z* — z|| = 0.
Folglich ist z = 2* € M. Jedes Element aus dem Abschluss von M gehort also selbst
zu M. Das ist die Abgeschlossenheit von M. O

4.1.1 Beispiele

Beispiel: Bei! einer Nivellierung sollen die Hohen 1, 22, 3, 24 von vier Niveaus be-
stimmt werden. Es wurden einerseits diese Hohen gemessen und andererseits auch die
6 Hohenunterschiede zwischen den 4 Niveaus. Man erhélt das folgende iiberbestimmte

!Dieses Beispiel haben wir
E. STIEFEL (1965) Einfihrung in die Numerische Mathematik. B. G.Teubner, Stuttgart

entnommen.
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Dieses lineare Gleichungssystem Ax = b ist nicht losbar, wie man sofort feststellt. Um
eine “moglichst gute” Losung zu bestimmen, minimiert man den Defekt Az — b, z. B.
beziiglich der euklidischen Norm. Hierdurch kommt man zum linearen Ausgleichspro-
blem, ||Az — b||2 zu minimieren. Ist A € R™*" (in unserem Beispiel ist m = 10 und
n = 4), so ordnet sich diese Aufgabe der allgemeinen Problemstellung unter, wenn man
(X, - 1) == (R™ || - |]2), M := R(A) (Range oder Wertebereich von A) und z := b
setzt?. Eine Losung mit Maple ist einfach:
> with(LinearAlgebra):
> A:=Matrix([[1,0,0,0],(0,1,0,0],[0,0,1,0],[0,0,0,1],([1,-1,0,0],[1,0,-1
> ,0],[1,0,0,-1]1,[0,1,-1,0],[0,1,0,-11,[0,0,1,-111):
> b:=<3.47,2.01,1.58,0.43,1.42,1.92,3.06,0.44,1.53,1.20>:
> x:=LeastSquares(A,b);
3.47200000000000042
2.01000000000000068

1.58200000000000029
.426000000000000101

Man vermutet zu Recht, dass der “Schmutz” in den letzten Dezimalen auf Rundungs-
fehler zuriickzufiihren sind. Dass dies wirklich so ist, erkennt man an
> b:=(1/100)*<347,201,158,43,142,192,306,44,153,120>:
> x:=LeastSquares(A,Db);
[ 434 T
125
201

100
791

500
213

L 500

> Digits:=20:

> evalf(x);

2 Allerdings ist man weniger an der besten Approximierenden y* € R(A), sondern einem Urbild z*
interessiert.
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3.4720000000000000000
2.0100000000000000000
1.5820000000000000000
.42600000000000000000

Eine Losung mit MATLAB ist natiirlich auch leicht mdéglich, wir gehen hierauf nicht
mehr ein. O

Allgemein spricht man von einem linearen Ausgleichs- oder Least Squares-Problem,
wenn eine Matrix A € R™*™ mit m > n sowie ein Vektor b € R™ gegeben sind und das
Problem

(P) Minimiere | Az —b|2, z € R",

zu losen ist. Wir werden auf dieses Problem, eines der haufigsten auftretenden mathe-
matischen Probleme in der Praxis, im folgenden Unterabschnitt noch etwas genauer
eingehen.

Beispiel: Sei I := [%, 1]. Gesucht sei ein lineares Polynom, welches die Quadratwurzel
V't auf dem Intervall 7 in dem Sinne am besten approximiert, dass der auf I betrags-
maximale relative Fehler minimal ist. Gesucht sei also eine Losung der Aufgabe

p(t) — V1]

(P) Minimiere max 7 p € Py,

wobei P; die Menge der Polynome vom Grad < 1 bezeichnet. Eine Einordnung in das
allgemeine Approximationsproblem ist auch hier einfach. Der lineare normierte Raum
(X, |- 1), in dem sich alles abspielt, ist X := C(I), die Menge der auf dem Intervall /
stetigen und reellwertigen Funktionen versehen mit der Norm ||z := max,¢; |z(¢)|/V/1.
Die Menge, mit der approximiert wird, ist M := P; und das zu approximierende
Element ist z(t) := /1.

Dies ist ein Problem, das Maple behandeln kann. Im numapprox-package steht die
Funktion minimax zur Verfiigung. In dieser ist das erste Argument die zu approximie-
rende Funktion, dann kommt das Intervall, auf dem approximiert wird, dann schliefslich
(es handelt sich um rationale Approximation) Zahlergrad und (optional) Nennergrad,
schlieklich (optional) eine Gewichtsfunktion w (in unserem Fall ist w(t) = 1/sqrtt). So
erhéilt man z. B.
with (numapprox) :

Digits:=20:
z:=proc(t) evalf(sqrt(t)) end proc:
w:=proc(t) evalf(1l/sqrt(t)) end proc:
p_rel:=minimax(z(t),t=0.5..1,1,w(t));
p_rel :=.41730759963599880980 + .59016206708659117948 ¢
> p_abs:=minimax(z(t),t=0.5..1,1);
p_abs := .42049512883458866117 + .58578643762690495120 ¢

vV V. V V

Mit dem plot-Befehl konnte man diese Funktionen oder die relativen bzw. absoluten
Fehler plotten, worauf wir verzichten wollen.
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Wir wollen nun die oben mit Hilfe von Maple erhaltenen Ergebnisse auf anderem
Wege erhalten. Fiir eine Losung machen wir jeweils den Ansatz p(t) = o+ St und defi-
nieren anschliefsend in Abhéngigkeit von den Parametern a, 8 (ohne das extra kenntlich
zu machen) den relativen bzw. absoluten Defekt:

o+ Bt —/t
\/z ’

Wir bestimmen in beiden Féllen o, 5 € R und ¢ € (%, 1) so, dass

drer(t) = daps(t) == a + Bt — V1.

d(z) =d(1),  d(t)=0, d

Aus der ersten Bedingung, dass ndmlich der Defekt an den Intervallgrenzen den selben
Wert besitzt, erhdlt man o = g/ V2 bzw. = 2 — /2. Die zweite Bedingung liefert
t=1/v2 bzw. t = 1/[4(2 — v/2)?]. Die letzte Bedingung ergibt dann schlieflich

2 3/3
- = baw -<(5v2-1).
« P11 B ZW Q@ 3 2\/_

Die Koeffizienten des linearen Polynoms p(t) = a + [t sind also gegeben durch

2 23/2
a:—) /B:—
25/4 +1++/2 25/4 +1++/2

bzw.

a:g(gﬁ—Q, B=2-12

Diese Werte stimmen mit den oben numerisch erhaltenen Werten iiberein. Wir werden
spater beweisen kénnen, dass hierdurch wirklich Losungen der entsprechenden Proble-
me gegeben sind. Diese sind sogar eindeutig, wie man ebenfalls beweisen kann. O

Bemerkung: Allgemein spricht man von einer univariaten (d.h. es gibt nur eine uni-
variate Variable) linearen Tschebyscheffschen Approximationsaufgabe, wenn die Daten
des Approximationsproblems folgendermafen gegeben sind:

1. Es ist (X, -]) := (Cla,b],]| - |l«), wobei C[a,b] den linearen Raum der auf
dem Intervall [a,b] stetigen, reellwertigen Funktionen bezeichnet und || - || die
Maximum- bzw. Tschebyscheffnorm auf Cla,b] bedeutet. Lésst man noch eine
positive Gewichtsfunktion w € Cla, b] zu, so ist also

ol 2= mase () ().

Im obigen Beispiel ist [a,b] = [%, 1] und w(t) := 1/v/t bzw. w(t) := 1.

2. Es ist M C Cla,b] ein endlichdimensionaler linearer Raum. Z.B. ist M = P,
der (n + 1)-dimensionale lineare Raum der Polynome vom Grad < n. Im obigen
Beispiel ist n = 1.
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3. Esist z € C[a, b] die zu approximierende Funktion. Im obigen Beispiel ist z(t) :=

Vi.

Ist die Menge M derjenigen Funktionen, mit denen approximiert wird, die Menge R, ,,
der rationalen® Funktionen mit Zihlergrad m und Nennergrad n, so ist dies natiirlich
(fiir n > 1) kein linearer Raum mehr. Trotzdem kann einiges analog der linearen Theo-
rie entwickelt werden, was aber den Rahmen dieser Vorlesung bei weitem sprengen
wiirde. Die minimax-Funktion in Maple kann sogar rationale beste Approximierende
berechnen. In der folgenden Abbildung 4.1 haben wir links den absoluten Fehler bei
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Abbildung 4.1: Beste Approximation von z(t) := v/t auf [1,1] beziiglich P5 und Rs»

der Approximation von z(t) := v/t auf [3,1] beziiglich P5 (Polynom-Approximation)
aufgetragen, rechts findet man das entsprechende Ergebnis fiir die Approximation be-
ziiglich R3o (rationale Approximation). Man erkennt sehr deutlich, dass der Defekt
jeweils seinen Maximalbetrag mit alternierendem Vorzeichen annimmt. O

Beispiel: Im letzten Beispiel wurde z(t) := v/t durch ein Polynom vom Grad < 1 so
approximiert, dass der maximale betragsméfige Fehler auf dem Intervall [%, 1] minimal
ist. Dagegen handelt es sich bei der Approximation im Mittel, angewandt auf das

entsprechende Problem, um die Aufgabe
1

1/2
Minimiere (/ [p(t) — V1]? dt> , pEPL
1/2

Macht man den Ansatz p(t) = a + St, so erhélt man die dquivalente Aufgabe

Minimiere f(«, 3) := %/1 (a+ Bt —Vt)2dt, (o,8) € R xR.
1/2

3Rationale Funktionen sind gerade die Funktionen, die alleine mit Hilfe der vier Grundrechenarten

ausgewertet werden kénnen.



4.1 Approximationsaufgaben 121

Bei der Berechnung von f(«, ) machen wir es uns einfach und benutzen Maple. Wir
erhalten

2 1 \F V2
fla.f) = —3a ——6 —+ a5+ 10 —62 +—5
Notwendig (und auch hinreichend) dafiir, dass f in («, ) ein Minimum besitzt, ist, dass
der Gradient bzw. die partiellen Ableitungen verschwunden. Auch bei der Berechnung
dieser partiellen Ableitungen (zur Vermeidung von Rechen- oder Fliichtigkeitsfehlern)
hilft Maple. Wir erhalten

g_f(a’ﬁ) _g+§ﬁ+1a+£
_ 0 _ 3 8 2 6
579 ) \ r5eraft

Die Bedingung V f(«, #) = 0 fiihrt also auf das lineare Gleichungssystem

1 3 2 V2
2 8 @)Y_| 3 6
3 T\ 8 2 V2|
8 24 5T 90

woraus man

2 6
= £(64-43v2),  p=(6v2-8)

erhélt. In Abbildung 4.2 haben wir links den Fehler der Approximation im Mittel
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Abbildung 4.2: Fehler bei der Approximation im Mittel bzw. der Tschebyscheff-
Approximation
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und rechts den entsprechenden Fehler bei der Tschebyscheff-Approximation iiber dem
Intervall [1, 1] aufgetragen. O

Bemerkung: Das letzte Beispiel kann wesentlich verallgemeinert werden. Man kann
sich ndmlich ein Approximationsproblem mit den folgenden Daten vorstellen:

1. Sei (X, (+,-)) ein Pré-Hilbertraum, also X eine linearer Raum und (-, -) ein inneres
Produkt auf X, die Norm auf X also erzeugt durch ||z|| := (z,7)"/2. In unserem
obigen Beispiel ist X = C([3,1]) und das innere Produkt gegeben durch

1

@)= [ o)
1/2

2. Esist M = span{vy,...,v,} ein n-dimensionaler linearer Raum.

3. Esist z € X das zu approximierende Element.

Das Problem, z im Mittel durch Elemente aus M zu approximieren, ist dquivalent zu:

2

L LI n
Minimiere f(a) := 5”2 ajv; —z|| , a€R"
j=1
Nun ist
1w 2
0 = Y3
j=1
1 n n
= 5(2 a;V; — 2, Z&ﬂ}j — Z)
i=1 j=1
=5 > (i v)aia; — > ai(vi, 2) + Szl
ij=1 i=1
1 1
= §aTVa, —bla+ §||z||2,
wobel V' := ((v;,v5))1<ij<n und b := ((vs, 2))1<i<n. Die Matrix V' € R™ " wird eine

Gramsche Matriz genannt, sie ist symmetrisch und positiv definit (Beweis?), insbe-
sondere also nichtsingulédr. Daher ist x = Z?zl a;v; genau dann eine Losung der Ap-
proximationsaufgabe, z € X im Mittel durch Elemente aus M = span{vy,...,v,} zu
approximieren, wenn Va = b bzw. a = V~!b. Aus Zeitgriinden kénnen wir auf die
Approximation in Prée-Hilbertraumen (also Rdumen, bei denen die Norm durch ein

inneres Produkt erzeugt ist) nicht ndher eingehen. Siehe aber die Aufgaben O

Bisher haben wir, wenn man einmal von der kurz erwidhnten rationalen Tschebyscheff-
Approximation absieht, nur lineare Approximationsaufgaben betrachtet, also Aufga-
ben, bei denen die Menge M C X derjenigen Elemente, mit denen approximiert wird,
ein linearer Teilraum von X ist. Natiirlich sind auch nichtlineare Approximationsaufga-
ben denkbar und sinnvoll. Auf nichtlineare Ausgleichsprobleme (nonlinear least square
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fit) gehen wir im Abschnitt iiber Optimierungsaufgaben ein, da eine solche Aufgabe am
besten als eine spezielle unrestringierte Optimierungsaufgabe formuliert wird. So wird
z.B. in der univariaten Tschebyscheff-Approximation neben der Approximation mit
rationalen Funktionen auch die Approximation mit sogenannten Exponentialsummen
betrachtet. Hierauf einzugehen wiirde den Rahmen der Vorlesung bei weitem sprengen.

4.1.2 Lineare Ausgleichsprobleme

Wie schon wiederholt gesagt, besteht ein lineares Ausgleichs- bzw. Least Squares-
Problem darin, bei gegebenen A € R™*™ mit m > n und b € R™, die Aufgabe

(P) Minimiere |[[Az —b|l2, = € |R"

zu l6sen.
Wir formulieren im folgenden Satz die wichtigsten theoretischen Aussagen zum
linearen Ausgleichsproblem.

Satz 1.2 Seien A € R™" mit m > n und b € R™ und hiermit das lineare Ausgleichs-
problem

1
(P) Minimiere f(z) := 5“1475 —bl3, xeR,

gegeben. Dann gilt:

1. Das lineare Ausgleichsproblem (P) besitzt eine Lésung, d. h. es existiert ein x* €
R™ mit f(z*) < f(x) fiir alle x € R™.

2. Ein x* ist genau dann Lésung des linearen Ausgleichsproblems (P), wenn es
Liosung des linearen Gleichungssystem AT Ax = ATb ist, des Systems der Nor-
malgleichungen.

3. Das lineare Ausgleichsproblem (P) ist genau dann eindeutig lésbar, wenn die
Spalten von A linear unabhéngig sind, also Rang (A) = n gilt.

4. Unter allen Lésungen von (P) gibt es genau eine mit minimaler euklidischer Norm.

Beweis: Fiir einen Beweis des ersten Teiles beachten wir, dass es sich bei einem linearen

Ausgleichsproblem (P) darum handelt, auf (R™, || - ||2) eine beste Approximierende

an b beziiglich des Bildraumes R(A) zu bestimmen. Nun ist aber R(A) C R™ ein

endlichdimensionaler linearer Teilraum. Wegen Satz 1.1 folgt die Existenz einer Losung.
Ist z* eine Losung von (P), so ist

0=Vf(z") = AT(Az* — b)

bzw. z* eine Losung des Systems der Normalgleichngen. Sei umgekehrt V f(z*) = 0
bzw. x* eine Losung des Systems der Normalgleichungen. Fiir ein beliebiges x € R™ ist

fo) = Fa)+ Vi) (o= o) 450 - 2)TAT A — o)

=0
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= )+ Al - )

-~

> f(z%),

also z* eine Losung von (P).

Ist Rang (A) = n, so ist ATA € R™" symmetrisch und positiv definit, daher die
Normalgleichungen und damit auch (P) eindeutig l6sbar. Ist umgekehrt Rang (A) < n,
so ist Kern(A) # {0} und daher die Normalgleungen und folglich auch (P) nicht
eindeutig losbar.

Sei £ die Menge der Losungen von (P) bzw. des Systems der Normalgleichungen.
Dies ist ein affin linearer Teilraum des R", also ein verschobener linearer Raum. In £
gibt es genau ein Element mit minimaler euklidischer Norm, ndmlich die orthogonale
Projektion des Nullpunktes auf L. Der letzte Teil des Satzes ist bewiesen. O

Auf die numerische Losung eines linearen Ausgleichsproblems waren wir in Abschnitt
2.1 im Zusammenhang mit der () R-Zerlegung einer Matrix schon eingegangen, wobei
allerdings vorausgesetzt werden muss, dass Rang (A) = n. Eine kurze Wiederholung;:

Bekannt sei eine Zerlegung
R
A=
Q < 0 ) Y

wobei () € R™*™ orthogonal und R € R™" ¢ine obere Dreiecksmatrix ist, die wegen
(nach Voraussetzung) Rang (A) = n nichtsingulér ist. Einsetzen dieser Zerlegung in die
Normalengleichung AT Az = ATb ergibt unter Benutzung von ¢ := (Q7b)(1 : n) (d.h.
der Vektor ¢ besteht aus den ersten n Komponenten von Q70), dass die (eindeutige)
Losung © aus RT Rz = RTc bzw. Rz = ¢ zu bestimmen ist. Bei sogenannten rangde-
fizienten Problemen (bei diesen ist Rang (A) < n bzw. die Spalten von A sind linear
abhéngig) oder solchen, bei denen das “fast” der Fall ist kann die QR Zerlegung in der
frither angegebenen Form nicht angewandt werden. Ein geeignetes Hilfsmittel ist dann
die sogenannte Singuldrwertzerlequng. Wir definieren:

Definition 1.3 Sei A € R"™*"™ mit m > n gegeben. Eine Darstellung

A=UxVT  mit 2:(%),

bei der U € R™™ und V € R™" orthogonal sind und ¥ = diag (01,...,0,) eine
n X n-Diagonalmatrix mit

012"'20-r>0—7"+1:"':0n:0

ist, heifst eine Singuldrwertzerlegung von A, die Zahlen oy, ..., 0, heifen die singuldren
Werte von A. Eine Darstellung A = USVT, bei der die Spalten von U € R™*" ein
Orthonormalsystem bilden, also UTU =1 gilt, und > und V wie eben sind, heifst eine
reduzierte Singuldrwertzerleqgung von A.
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Natiirlich erhélt man aus einer (vollen) Singuldrwertzerlegung von A eine reduzierte,
indem man U durch Weglassen der letzten m — n Spalten aus U gewinnt. Umgekehrt
erhélt man aus einer reduzierten Singuldrwertzerlegung A = USVT eine volle Singu-
lirwertzerlegung, indem man die Spalten von U durch weitere m —n Vektoren zu einer
Orthonormalbasis des R™ erganzt.

Bevor wir auf die Existenz einer Singuldrwertzerlegung eingehen, die Eindeutig-
keit der singuldren Werte beweisen und die Anwendung beim rangdefizienten Least
Squares Problem erldutern, wollen wir uns tiber die Mdoglichkeiten von Maple bei der
Berechnung einer Singuldrwertzerlegung informieren.

Im package LinearAlgebra von Maple, das durch with(LinearAlgebra): (kein
Output) geladen werden kann, gibt es die Funktion SingularValues. Am besten ma-
chen wir uns die Wirkungsweise dieser Funktion durch Beispiele klar. Wichtig ist hier-
bei, dass wenigstens einer der Eintrdge von A eine Gleitkommazahl sein muss, wenn
man auch die orthogonalen Matrizen U oder V berechnen will. Daher hat im folgen-
den Beispiel der erste Eintrag von A noch einen Dezimalpunkt erhalten, andernfalls
erscheint eine Fehlermeldung.

> with(LinearAlgebra):
A:=Matrix([[22.,10,2],[14,7,10],[-1,13,-1]1,[-3,-2,13]1,[9,8,111):
U,S,Vt:=SingularValues(A,output=[’U’,’S?,’Vt’]):
Sigma:=DiagonalMatrix(S[1..3],5,3):

Norm(U.Sigma.Vt-A);

vV V. V V

.621724893790087663 10~ 14
> Norm(Transpose(U) .U-IdentityMatrix(5));

.860856524953490521 10~ 15
> Norm(Vt.Transpose(Vt)-IdentityMatrix(3));

.714706072102444523 10~ 15
> S;
32.2770990745160375
15.8010822982450314
11.8538885408107380

0.
0.

Wir haben hier iiberpriift, ob mit den angegebenen Werten die Darstellung richtig
ist und ob U und V orthogonal sind. Ferner haben wir am Schluss die singuléren
Werte ausgegeben. Natiirlich hiatten wir den Output auch anders als mit U, S und
V't benennen konnen. Mit Hilfe der Funktion DiagonalMatrix wird aus einem Vektor
eine Matrix konstruiert. Oben wiére es auch moglich gewesen, nur die singularen Werte
oder nur die orthogonalen Matrizen U und V' auszugeben. Die Funktion Norm ohne ein
optionales Argument berechnet, angewandt auf eine Matrix, die Maximumnorm dieser
Matrix.

Satz 1.4 Sei A € R™*™ mit m > n gegeben. Dann gilt:

1. Es existiert eine Singulirwertzerlegung A = UXVT (mit den in der Definition
angegebenen Eigenschaften).
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2. Die singuliren Werte sind die Quadratwurzeln der Eigenwerte von AT A und daher
eindeutig bestimmt.

3. Die Anzahl r positiver Singulidrwerte ist der Rang von A.

Bewelis: Secien
)\12...2)\T>)\T+1:...:)\n:0

die Eigenwerte von AT A und {vy,...,v,} ein zugehoériges Orthonormalystem von Ei-
genvektoren. Man definiere o; := /\3 / 2, i =1,...,n, und hiermit

5 = diag (o1, ..., 00), Vi=(v -+ vy ).

Dann ist V' € R™*" natiirlich eine orthogonale Matrix. Weiter definiere man
1
u; = — Av;, i=1,...,7.

o

Dann ist {ui,...,u,} ein Orthonormalsystem von Eigenvektoren zu AAT € R™*™
mit zugehorigen positiven Eigenwerten Ay, ..., \.. Man ergénze {uq,...,u,} durch
Upgl, - .., Uy zU einem vollstindigen System von Eigenvektoren der Matrix AAT €
R™ ™ wobei t,41, . . . , Uy, notwendigerweise Eigenvektoren zum Eigenwert 0 sind. Setzt
man nun

Ui=(w - um),
so ist U orthogonal, ferner
(UTAV)y; = ul Av; = ojui uj = 0,64, 1<i,7<r.
Wegen
AATu; =0 (i=r+1,...,m), ATAv;j =0 (j=r+1,...,n)
sowie Kern (A) = Kern (AT A) und Kern (AT) = Kern (AA”), ist
(UTAV);; =0  fallsie {r+1,...,m}oderj € {r+1,...,n}

A=U ( > ) VT
0
die gesuchte Singuldrwertzerlegung gefunden. )
Ist A= UXVT eine reduzierte Singuldrwertzerlegung von A, so ist ATA = V32V7T,

insbesondere haben AT A und $2 die selben Eigenwerte. Die singuldren Werte sind also

die (nichtnegativen) Quadratwurzeln aus den Eigenwerten von AT A.
Offenbar ist

Folglich ist durch

Rang (A) = n — dim Kern (A) = n — dim Kern (A7 A) = Rang (AT A) =r,

wobei r die Anzahl der positiven Singulirwerte bezeichnet. O

4Hierbei haben wir benutzt, daf Kern (4) = Kern (AT A). Beweis?
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Kennt man eine Singulérwertzerlegung von A, so kann die Losungsmenge zum linearen
Ausgleichsproblem mit den Daten (A,b) angegeben werden. Denn sei A = UXV7T

eine Singuldrwertzerlegung von A, r := Rang (A) und U = (1w -+ up ), V =
(vy -+ v, ). Fir ein beliebiges x € R™ ist dann
[Az bl = [lU"(Az = D)3

|ATAV (VTz) — Ub||3
= |B(VTz)—U"b|3

= > [oi(VTa) —ul b+ > (u]b).
i=1 i=r+1

Hieraus folgt, dass © € R™ genau dann eine Losung des zu den Daten (A, b) gehérenden
linearen Ausgleichsproblem ist, wenn (VZx); = ulb/o;, i = 1,...,r. Hieraus erhalten
wir sofort:

Satz 1.5 Sei A € R™™ mit m > n, r := Rang (A) und A = UXV7 eine Singulérwert-
zerlegung von A. Mit u; bzw. v; seien die i-te Spalte von U bzw. V bezeichnet, weiter
seien o, > --- > o0, die singuldren Werte von A. Dann gilt:

1. Fiir jedes b € R™ ist die Menge L der Losungen des zu (A, b) gehorenden linearen
Ausgleichsproblems gegeben durch

T Tb n
EZ{Z% v; + aivi:aiER,i:r+1,...,n}.

) 0; )
=1 i=r+1

2. Es ist

i=1
die eindeutige Ldésung minimaler euklidischer Norm des zu (A,b) gehdrenden
linearen Ausgleichsproblems.

Bemerkung: Mit Hilfe der Singularwertzerlegung kann die Pseudoinverse AT € R™*™
einer Matrix A € R"™*" definiert werden, und zwar so, dass fiir eine quadratische,
nichtsingulére Matrix die Begriffe “Pseudoinverse” und “Inverse” von A zusammenfallen.
Hierauf gehen wir in Aufgabe 5 ein. O

Die numerische Berechnung der Singularwertzerlegung einer Matrix ist nicht ganz ein-
fach. Auf diese gehen wir daher nicht mehr ein.

4.1.3 Lineare Tschebyscheff-Approximation

Wir betrachten in diesem kurzen Unterabschnitt lineare Tscgebyscheff-Approximation,
wobei wir uns sogar auf die Approximation mit Polynomen spezialisieren®. Wir be-
trachten also ein Approximationsproblem mit den folgenden Daten:

5Ebenso hétten wir auch ohne Mehrarbeit sogenannte Haarsche Teilriume betrachten konnen, wir
wollen aber nicht zu viele Vokabeln einfiihren.
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1. Esist (X,] -||) = (Cla,b], || - |[s), wobei wir bei der Norm auf die Einfithrung
einer Gewichtsfunktion verzichten, so dass

0o = t)l.
ol = max [(t)

2. Esist M =P, C Cla,b], der (n + 1)-dimensionale Teilraum der Polynome vom
Grad < n, die Menge der Funktionen, mit denen approximiert wird.

3. Esist z € Cla,b] die zu approximierende Funktion.

Da P, ein endlich dimensionaler linearer Teilraum ist, besitzt das Approximations-
problem mindestens eine Losung (siehe den ersten Teil von Satz 1.1). Mit d(z,P,)
bezeichnen wir den Abstand von z zu P,, d.h. es ist d(z, P,) := mingep, || — 2| -
Der Weierstrafische Approximationssatz sagt aus, dass lim,, . d(z,P,) = 0, dass also
jede auf dem Intervall [a, b] stetige Funktion z beliebig genau beziiglich der Norm || - ||
durch ein Polynom approximiert werden kann.

Wir wollen die wichtigsten Aussagen zur Charakterisierung und der Eindeutigkeit
einer Losung bringen, wobei aber nicht alles bewiesen werden soll. Zunéchst beweisen
wir den Satz von de la Vallée-Poussin.

Satz 1.6 Gegeben sei das obige lineare Approximationsproblem. Zu x € P, mdgen
n + 2 Punkte tg, ..., t,o mita <ty <---<t, 1 <0bund

[2(t:) — z(t)] [2(tit1) — 2(tir1)] <O, i=0,...,n,

existieren. D.h. das Vorzeichen des Defektes x(-) — z(-) alterniere in den Punkten
to, ..., tpr1. Dann ist

i )= 2(8)] < <z = 2|
Z.:OIE.I’%_’_I |$(t1) Z(t1)| <d(z,Pp) < H:C ZHoo

Beweis: Zu zeigen ist hier natiirlich nur die linke Ungleichung. Angenommen, es gibt
ein & € P, mit ||& — 2|00 < mini—g__n11 |2(t;) — 2(¢;)]. Insbesondere ist dann

B(t) — 2(t)| < |e(t) — 2(t)],  i=0,....n+1.

Wir werden uns iiberlegen, dass & — x € P, \ {0} in den ¢; alternierendes Vorzeichen,
also mindestens n + 1 Nullstellen in [a, b] besitzt, was der gewiinschte Widerspruch ist.
Wir setzen zur Abkiirzung o; := sign (z(¢;) — z(¢;)). Dann ist

[2(t:) — x(t)][z(t:) — 2(t)] = [(2() — 2(t:) — (i) — 2(t:)][x(t:) — 2(t:)]

= gt — =) — la(t) — =)l [#(t:) — =(t)]
< 0. -

Da x — z nach Voraussetzung in den ¢; dem Vorzeichen nach alterniert, trifft dies auch
auf £ — x zu, womit der Satz schlieklich bewiesen ist. O
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Bemerkung: Satz 1.6 gibt einige niitzliche Informationen. Zum einen kann mit ihm
eine untere (und eine triviale obere) Schranke fiir den Minimalwert d(z, P,,) gefunden
werden. Zum anderen liefert er sofort eine hinreichende Bedingung dafiir, dass ein
x* € M beste Approximierende an z in P, ist. Alterniert ndmlich z* — z in n + 2
aufeinander folgenden Punkten ty < --- < t,41 aus [a,b] dem Vorzeichen nach und ist
lz*(t;) — 2(t;)] = ||2* = 2|00, 1 = 0,...,n+ 1, so ist d(z,P,) = ||z* — z||oc und daher x*
beste Approximierende an z in P,,. O

Beispiel: Sei speziell [a,b] := [3,1], n := 1 und z(¢) := v/t. Oben hatten wir schon

motiviert und mit der minimax-Funktion von Maple nachgepriift, dass

373
eine Losung der zugehorigen linearen Tschebyscheffschen Approximationsaufgabe ist.
Um dies mit Hilfe des Satzes von de la Vallée-Poussin bzw. der anschlieffenden Bemer-
kung nachzupriifen, setzen wir ¢, := %, ty := 1 und bestimmen t; € (to,?;) so, dass
z* — 7z in t; extremal wird. Man berechnet

_3+2V2 10 — 72

=2t lo* — 2l = ~[a*(0) = 2(t2)] =
und
[27(t0) — 2(t0)] = —[z*(tr) — 2(t)] = [27(f2) — 2(t2)].
Folglich ist z* beste Approximierende an z in P;. a

Im Anschluss an den Satz von de la Vallée Possin hatten wir in einer Bemerkung schon
eine hinreichende Bedingung dafiir angegeben, dass ein x* € P,, beste Tschebyscheft-
Approximierende an z beziiglich P, ist. Der folgende Satz heifst Alternantensatz und

sagt aus, dass diese hinreichende Optimalitdtsbedingung auch notwendig ist. Diese

wesentlich schwierigere Richtung wollen wir aber nicht beweisen®.

Satz 1.7 Es ist z* € P, genau dann beste Tschebyscheff-Approximierende an z €
Cla, b] beziiglich P,,, wenn es n + 2 Punkte ty, ..., t,+1 in |a,b] mit

(a) a <tg<: -+ <tpy <b,

(b) |x*(t;) — z(t;)| = |l* — 2||c0; 1 =0,...,n+ 1,

(c) [z*(t:) — 2(t:i)] = —[a"(tis1 — 2(tir1)], i =0,...,n
gibt.

Als Folgerung aus dem Alternantensatz erhélt man die folgende Eindeutigkeitsaussage.

Satz 1.8 Die beste Tschebyscheff-Approximierende an z € Cfa,b] beziiglich P, ist
eindeutig bestimmt.

6Einen “konstruktiven” Beweis findet man bei R. SCHABACK, H. WERNER (1992) Numerische
Mathematik. Springer, Berlin-Heidelberg-New York.
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Beweis: Seien x1,x9 € P, jeweils beste Approximierende an z € C|a, b] beziiglich P,,.
Dann ist auch $(z1 + x2) beste Tschebyscheff-Approximierende. Nach dem Alternan-
tensatz existieren n + 2 Punkte ¢;, i = 0,...,n+ 1, mit a <ty < --- < t,,41 < bund
o€ {—1,1} mit

%[:cl(ti) bt — 2(8) = o(—1id(z,Py), i=0,....n+1.

Also ist

1 1 .

§[x1(ti) —2(t:)] + §[$2(tz’) = 2(t;)] = o(=1)"d(2, Pn), 1=0,...,n+1.
Nun ist

[21(t:) — 2(6)] < |11 = 2lloe = d(2,Pn), ©=0,...,n+1,
und entsprechend |xo(t;) — 2(¢;)| < d(z,P,), i =0,...,n+ 1. Folglich ist

A= Pn) = [glea(t) — 2(00] + glwalts) — =(6)]
< lontt) — )] + lealt) - 2(8)
< d(z,Py).

Insgesamt folgt x1(t;) — z(t;) = x2(t;) — 2(t;), i = 0,...,n+ 1. Daher hat 1 — x5 € P,
n + 2 Nullstellen, so dass x1 = x5. Die Eindeutigkeit ist bewiesen. O

Der Alternantensatz ist Grundlage fiir das wichtigste Verfahren zur numerischen Be-
rechnung der besten Tschebyscheff-Approximierenden, des Remes-Verfahrens. Auch
hierauf kann nicht mehr eingegangen werden.

4.1.4 Aufgaben

1. Gegeben seien t,b € R™ (m Beobachtungen b; zu Zeiten t;, i = 1,...,m). Zur Bestim-
mung der Regressionsgeraden hat man die Aufgabe

m

1
(P) Minimiere f(z1,z2) := B Z({L‘l + zot; — by)?,  (z1,72) € R x R,
i=1

zu losen. Man gebe eine explizite Darstellung fiir die Losung.

2. In der folgenden Tabelle gibt ¢ die Lénge eines Sauglings bei der Geburt und b die
Schwangerschaftsdauer an:

t [cm] 48 | 49 | 50 | 51 | 52
b [Tage] | 277.1 |279.3 | 281.4 | 283.2 | 284.8

Hierbei kann man sich vorstellen, dass die Daten in den fiinf Gruppen schon Mittelwerte
aus zahlreichen weiteren Messungen sind. Es wird ein linearer Zusammenhang zwischen
der Léange bei der Geburt und der Schwangerschaftsdauer vermutet. Man bestimme mit
der Methode der kleinsten Quadrate die beiden Parameter bzw. 16se das entsprechen-
de lineare Ausgleichsproblem. Hierbei kann Maple (oder ein anderes mathematisches
Anwendersystem) oder Aufgabe 1 benutzt werden.
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3. Gegeben sei ein Approximationsproblem mit den Daten (X, | -]|), M C X und z € X.
Man zeige:

(a) Ist M C X konvex, so ist die Menge der besten Approximierenden an z beziiglich
M ebenfalls eine konvexe Menge.

(b) Ist M C X konvex und die Norm || - || strikt, d.h. gilt die Implikation
|z +yl| = ||| + |y]] = 2 und y sind linear abhingig,

so existiert hochstens eine beste Approximierende an z beziiglich M.

(c) Ist || -|| durch ein inneres Produkt (-,-) erzeugt, so ist die Norm || - || strikt. Ferner
gilt die sogenannte Parallelogrammgleichung, d.h. fir alle z,y € X ist

e + gl + llz = wl* = 2(lllI* + 1y 1?).

4. Man bestimme alle Losungen des linearen Ausgleichsproblems zu den Daten

— =
— =
o>
Il

Hinweis: Man wende den ersten Teil von Satz 1.5 an.

5. Sei A € R™*™ mit m > n gegeben, es sei r := Rang (A4). Sei A = UXV7 eine Sin-
guldrwertzerlegung von A (also U € R"™*™ V € R™"™ orthogonal, ¥ € R™*™ eine
Diagonalmatrix mit den singuldren Werten o1 > --- > 0, in der Diagonalen). Man
definiere AT := VETUT, wobei £, € R™™ gegeben ist durch £t := ( £+ 0 ) mit

St =diag (1/01,...,1/0,,0,...,0).
N——

n—r
Man zeige:

(a) Fiir jedes b € R™ ist ATb die eindeutige Losung minimaler euklidischer Norm des
zu den Daten (A, b) gehorenden linearen Ausgleichsproblems. Insbesondere zeigt
dies die Wohldefiniertheit der Pseudoinversen.

(b) Ist m > n und Rang (A) = n, so ist AT = (ATA)~1AT.
(c) Ist A € R™" nichtsingulir, so ist AT = A.
6. Sei z € C?%[a,b] eine Funktion, deren zweite Ableitung auf dem Intervall [a, b] nichtne-

gativ oder nichtpositiv ist, die also konvex oder konkav ist. Wegen des Mittelwertsatzes
existiert ein ¢; € (a,b) mit z(b) — z(a) = 2/(t1)(b — a). Man zeige, dass

7)== z(bl)):Z(a) <t— a;h) N %[z(a) +2(t0)]

die beste Tschebyscheff-Approximierende an z beziiglich P; ist.
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7. Bei gegebener nichtnegativer ganzer Zahl n heift die durch 7T,,(t) := cos(n arccost)
definierte Funktion T),:[—1,1] — R Tschebyscheff-Polynom (erster Art) vom Grad
n. Man beweise die folgenden Aussagen, von denen durch die erste iiberhaupt erst
nachgewiesen wird, dass es sich um Polynome handelt.

(a) Es gilt die Rekursionsformel

To(t)=1, Ti(t)=1, Thp1(t) =2tTn(t) —Th-1(t) (n=2,3,...).
(b) Esist T), € P, und Ty, (t) = 2"~ 1" + p(t) mit p € Py,_o.
(c) Die Nullstellen von T, sind

2(n—3j 1
sjzzcos<(nj)+7r>, j=1...,n.
2n

(d) Esist [Tl = 1 und Tp,(¢;) = (—1)"" mit

n—1 .
t; := cos ], 1=0,...,n.
n

(e) Bs ist Tho(—t) = (—1)"Tp(t).

(f) Es gilt
2 fir m=n=0
2 [P T ()Tt ’
/ Lg)dt: 1 fir m=mn#0,
T/ vl—t 0 fiir m # n.

Hinweis: Mache die Variablentransformation ¢ = cos ¢.

(g) Esist

To(t) = % [(t+VE 1)+ (t— VE 1)),

(h) Sei n € N und p* € P,_1 die beste Tschebyscheff-Approximierende an z(t) := t"
auf dem Intervall [a,b] := [~1,1]. Dann ist " — p*(t) = 27T}, (¢) und daher
d(z,Pn_1) = 27! der Abstand von z zu P,_1.

8. Sei (X, (+,-)) ein Pré-Hilbertraum, also (-,-) ein inneres Produkt und || - || die durch
|z|| := (2, )"/? induzierte Norm. Sei ferner M C X nichtleer, konvex und z € X. Dann

(a) Esist 2* € M genau dann beste Approximierende an z beziiglich M, wenn (z —
x*,z —x*) <0 fir alle z € M.

(b) Ist (X, (-,-)) sogar ein Hilbertraum, ist also jede Cauchy-Folge in (X, || -||) konver-
gent, und ist M zusétlich abgeschlossen, so existiert (genau eine: das folgt schon

aus den Aussagen von Aufgabe 3) eine eindeutige beste Approximierende an z
beziiglich M.
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4.2 Optimierungsaufgaben

Wie ganz am Anfang dieses Kapitels schon angedeutet wurde, besteht eine Optimie-
rungsaufgabe darin, eine auf einer gewissen Menge M, der Menge der zuldssigen Lo-
sungen, gegebene reellwertige Funktion f, die sogenannte Zielfunktion, zu minimieren.
Im néchsten Unterabschnitt wollen wir durch einige Beispiele einen Eindruck iiber die
Vielfalt der hierdurch erfassten Probleme geben. Danach gehen wir auf lineare Op-
timierungsaufgaben ein, wobei wir auf die Beschreibung des Simplexverfahrens aus
Zeitgriinden verzichten. Bei nichtlineare Optimierungsaufgaben konzentrieren wir uns
auf die Darstellung und Anwendung des Satzes von Kuhn-Tucker.

4.2.1 Beispiele

Beispiel: Die Bevolkerungszahlen von Lausanne in den Jahren 1950-1959 sind in der
folgenden Tabelle angegeben:

’ Jahr ¢, \ Bevolkerungszahl p; \ Malthus-Modell ‘

1950 107680 107 629
1951 108997 109 230
1952 111106 110 855
1953 112849 112 504
1954 114 338 114 178
1955 115476 115 876
1956 117323 117 600
1957 118968 119 349
1958 121210 121 125
1959 123 328 122 926

Mit dem Malthus-Wachstumsmodell (wir kommen hierauf im Zusammenhang mit ge-
wohnlichen Differentialgleichungen zuriick) machen wir fiir die Population zur Zeit ¢
einen Ansatz

p(a, qo;t) = qoexp(a(t — 1950)).

Die noch unbekannten Parameter a,qy werden als Losungen des nichtlinearen Aus-
gleichsproblems

10

L 1

Minimiere  f(a,a0) = 5 S (plaraoit) — pl?,  (a,q0) € B,
i=1

gewonnen. Man hat hier also eine unrestringierte Optimierungsaufgabe, namlich auf

M := R? die oben definierte Funktion f zu minimieren. Zu ihrer Losung gibt es spezielle

Algorithmen. Es wiirde zu weit fiihren, hierauf niher einzugehen”. Die Méglichkeiten

von Maple scheinen ziemlich beschrinkt zu sein. Besser sieht es bei MATLAB aber

auch vor allem bei Mathematica (siehe z. B. der Befehl NonlinearFit, der nach Laden

"Siehe z.B. Kapitel 7 von J. WERNER Numerische Mathematik 2. Vieweg, Braunschweig-
Wiesbaden.
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des entsprechenden Zusatzpakets durch «Statistics‘NonlinearFit‘ zur Verfiigung
steht, es kann aber auch der Befehl FindMinimum niitzlich sein) aus. Man erhélt als
naherungsweise Losung a = 0.0147662, gy = 107629. Die hiermit erhaltenen Werte sind
in der dritten Spalte in obiger Tabelle eingetragen. O

Auch die folgende Aufgabe ist eine unrestringierte Optimierungsaufgabe.

Beispiel: Das folgende Problem scheint 1629 zum ersten Mal von Fermat formuliert
worden zu sein:

e Gegeben seien drei Punkte in der Ebene. Man finde einen Punkt in der Ebene
derart, dass die Summe der Abstidnde dieses Punktes zu den drei vorgegebenen
Punkten minimal ist.

Die Verallgemeinerung auf m Punkte im R"™ heifst das Fermat-Weber-Problem:

e Gegeben seien m > 3 paarweise verschiedene Punkte a4, . .., a,, € R" und positive
reelle Zahlen wy, ..., w,,. Man bestimme eine Losung z* € R" von
m
(P) Minimiere f(x) := Zwi |z —a;||l auf M :=R"
i=1
wobei || - ||2 die euklidische Norm auf dem R™ bedeutet.

Die 6konomische Interpretation (man spricht in den Wirtschaftswissenschaften auch
von dem “Standortproblem”) konnte die folgende sein: Eine Warenhauskette mit Filialen
in ay,...,a; und Zulieferern in ag1, ..., a,, will den Standort eines zusétzlichen Lagers
bestimmen. Dieser soll so gewéhlt werden, dass eine gewichtete Summe der Absténde
vom Lager zu den Filialen und von den Zulieferern zum Lager minimal wird.

Beim Fermat-Weber-Problem ist der Abstand zwischen zwei Punkten durch den
euklidischen Abstand gegeben. Es liegt nicht nur an der bekannten Verallgemeine-
rungswut der Mathematiker, dass auch andere Abstandsbegriffe bzw. Normen in der
Literatur betrachtet wurden. Hierzu gehdren insbesondere die 1-Norm, die oo-Norm
(Maximumnorm) und positive Linearkombinationen dieser beiden Normen als Spezial-
fille sogenannter polyedrischer Normen (hier ist die Einheitskugel ein Polyeder).

Wir wollen hier auf das Fermat-Weber-Problem gar nicht weiter eingehen, sondern
nur einen hiibschen geometrischen Beweis dafiir angeben, dass beim eingangs genann-
ten Fermat-Problem der gesuchte Punkt (auch Fermat- oder Torricelli-Punkt genannt)
derjenige ist, von dem die drei Seiten des (spitzwinkligen) Dreiecks unter einem Winkel
von 120° gesehen werden.

Gegeben sei ein spitzwinkliges Dreieck in der Ebene mit den Ecken A, B und C.
In diesem Dreieck wihle man sich einen beliebigen Punkt P und verbinde ihn mit den
Ecken. Das innere Dreieck AAPB drehe man um 60° um B und erhalte das Dreieck
AC'P'B. In Abbildung 4.3 ist die Konstruktion angegeben. Dann sind AABC” und
A PBP' gleichseitig, die Winkel in diesen Dreiecken also jeweils 60°. Daher ist

|AP|+ |BP|+ |CP|=|C'P'| +|P'P| + |PC|,
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Abbildung 4.3: Konstruktion zum Fermat-Problem

und die rechtsstehende Summe ist die Lange eines i. Allg. gebrochenen Streckenzuges.
Dieser ist minimal, wenn er ein Geradensegment ist. In diesem Falle ist

<BPC =180° — <BPP' = 120°
und
<APB = <C'P'B =180° — <PP'B = 120°.

Der gesuchte Punkt P, fiir den |AP|+|BP|+|CP| minimal ist, ist also derjenige Punkt
P, fir den
<JAPB = <BPC = <«CPA =120°.

Diese Losung des Fermat-Problems kann man bei H. S. M. Coxeter (1969, S.21)8
nachlesen.

Zur Losung unrestringierter Optimierungsaufgaben stellt Mathematica den Befehl
FindMinimum bereit. In Abbildung 4.4 geben wir ein Dreieck und den zugehdrigen

Abbildung 4.4: Der Fermat (Torricelli) Punkt

Fermat- bzw. Torricelli-Punkt an. Diesen haben wir im konkreten Fall mit Hilfe von

8H. S. M. COXETER (1969) Introduction to Geometry. John Wiley & Sons, New York.



136 Approximations- und Optimierungsaufgaben

Mathematica (weil es in Maple offenbar, ich mag mich téduschen, keine der Mathematica-
Funktion FindMinimum vergleichbare Funktion gibt) durch

xkoord={50,95,130};ykoord={5,40,0};
flx_,y_]:=Sum[Sqrt[(xkoord[[i]]-x)~2+(ykoord[[i]l]-y)~2],{i,3}];
FindMinimum[f [x,y],{x,90},{y,20}]

gefunden, als Output erhalten wir ndmlich zum einen den minimalen Zielfunktionswert
(hier: 107.189) und die Koordinaten des Fermat-Punktes (hier: (93.7239,25.3947)).
Hierbei gingen wir von drei Punkten mit den Koordinaten (50, 5), (95,40) und (130, 0)
aus. O

Unter einer linearen Optimierungsaufgabe versteht man die Aufgabe, eine reellwertige
lineare Funktion unter (affin) linearen Gleichungen und/oder Ungleichungen zu mini-
mieren. Hier ist also die Menge M der zuldssigen Losungen ein Polyeder im R™ und
die Zielfunktion f linear, so dass sie sich mit einem Vektor ¢ € R™, dem sogenannten
Kostenvektor, in der Form f(x) = ¢’z darstellen lisst. Viele Probleme in den Anwen-
dungen fithren auf lineare Optimierungsaufgaben, in der Einfiihrung gingen wir z. B.
schon auf das klassische Diatproblem ein. Wir wollen hier als ein spezielles lineares
Optimierungsproblem das Transportproblem kennenlernen. Dieses gehort zu den ersten
ndher untersuchten Optimierungsaufgaben. Verbunden hiermit werden Namen wie L.
V. Kantorowich, T. C. Koopmans (beide erhielten 1975 den Wirtschafts-Nobelpreis)
und F. L. Hitchcock. Zunéchst geben wir ein spezielles Beispiel fiir das Transportpro-
blem an, danach formulieren wir das (allgemeine) klassische Transportproblem.

Beispiel: In® zwei Rangierbahnhofen A und B stehen 18 bzw. 12 leere Giiterwagen. In
den drei Bahnhofen R, S und T werden 11, 10 bzw. 9 Giiterwagen zum Verladen von
Waren benotigt. Die Distanzen in km von den Rangierbahnhdfen zu den Bahnhofen
sind durch

| RS T|
A5 4 9
B|7 8 10

gegeben. Die Giiterwagen sind so zu leiten, dass die totale Anzahl der durchfahre-
nen Leerkilometer minimal ist. Um dieses Problem zu l6sen, fithren wir als Variable
TAR,TAS,TAT,TBR, TBS, Tpr €in. Hierbei bedeutet z 45 z. B. die Anzahl der Giiterwa-
gen, die vom Rangierbahnhof A zum Bahnhof R gebracht werden. Die Gesamtzahl der
gefahrenen Leerkilometer ist dann

2 : =0T pr +4x 45 + 9% ar + TR + 8xps + 10T,

diese gilt es zu minimieren. Als Nebenbedingungen hat man (wir beachten, dass die
Gesamtzahl der in den Rangierbahnhdfen A und B zur Verfiigung stehenden Giiterwa-
gen gleich der Gesamtzahl der in den Bahnhofen R, S und T benétigten Giiterwagen
ist)

TAR + Tas + xar = 18, TR+ Tps + xpr = 12

9Diese Aufgabe ist ein Beispiel in dem Lehrbuch iiber Numerische Mathematik von H. R. Schwarz.
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(d.h. 18 Giiterwagen gehen von A aus auf die Reise, 12 von B) und
Tar +pr = 11, Tas + xps = 10, Tar +Tpr =9

(der Bedarf in den Bahnhofen R, S und 7" wird befriedigt), hinzu tritt auferdem die
Bedingung, dass xag,...,xpr nichtnegativ und ganzzahlig sind. Letzere Bedingung
lassen wir weg (man kann zeigen: Sind die Daten ganzzahlig, so existiert auch eine
ganzzahlige Losung) und erhalten die lineare Optimierungsaufgabe

5 r T AR

4 TAS
Minimiere ) vaT unter den Nebenbedingungen

7 TBR

8 TBs

10 BT
111000 TAR 18 TAR 0
000111 ras 12 ras 0
100100 var o f g | rar 5 [0
0100710 TBR 10 TBR 0
001001 IBs 9 rBs 0
TBT BT 0

Wir wollen diese Aufgabe mit Maple 16sen. Das kann z. B. folgendermafsen geschehen.

> with(simplex):

Warning, the protected names maximize and minimize have been redefined
and unprotected

Rangier:=[18,12]:

Bahnhof:=[11,10,9]:

Distanzen:=array([[5,4,9],[7,8,10]1):

x:=array(1..2,1..3):
restr:={seq(sum(x[i,’j’],’j’=1..3)=Rangier[i],i=1..2)}union

{seq(sum(x[’i’,j],’i’=1..2)=Bahnhof[j],j=1..3)};

vV V. V V V V

restr := {371’1 + T2+ T1,3= 18, To 1+ T2 2+ T2 3= 12, T1,1+ T2 1 = 11, T1,2+Ta 2= 10,
z1,3+ 2,3 =9}
> ziel:=add(add(x[i,jl*Distanzen[i,j],i=1..2),j=1..3);

ziel == 5:6‘171 +7l‘271 +4Z‘172 +8$272+9$1,3+10$273

> minimize(ziel,restr,NONNEGATIVE) ;
{z1,3=0,222=0,212=10, 22,1 =3, 21,1 =8, x2,3 =9}

> assign(});eval(x);

o O
—

>  ziel;
191
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Hieraus liest man ab: Die Gesamtzahl der Leerkilometer wird minimiert, wenn vom
Rangierbahnhof A zu den Bahnhéfen R und S gerade 8 bzw. 10 Giiterwagen gebracht
werden und vom Rangierbahhof B nach R und 7" genau 3 bzw. 9 Giiterwagen geletet
werden. Die minimale Anzahl der Leerkilometer ist 191. O

Nun wollen wir das letzte Beispiel verallgemeinern und kommen dadurch zum klassi-
schen Transportproblem.

Beispiel: Ein Gut, das in m Lagern vorhanden ist, soll zu n Kunden transportiert
werden. Es ist zu entscheiden, welche Menge z;; dieses Gutes vom Lager ¢ zum Kunden
7 zu transportieren ist. Hierbei sei folgendes zu beachten:

e Die Transportkosten einer Mengeneinheit des Gutes vom Lager i zum Kunden j
seien ¢;; Geldeinheiten. Ferner wird angenommen, dass die Transportkosten vom
Lager ¢+ zum Kunden j proportional zur Menge ist. Es wird also kein Mengenra-
batt gewéhrt, ferner werden auch keine Fixkosten in Rechnung gestellt.

e Die Summe der gesamten Transportkosten ™, 3% | ;x5 ist zu minimieren.

e Die in Lager ¢ vorhandene Menge [; > 0 des Gutes sowie der Bedarf k; > 0 des
Kunden sind bekannt.

e Der Bedarf jedes Kunden muss befriedigt werden.
e Negative Transportmengen (Riicktransporte) sind ausgeschlossen.

Ein Transportplan = = (x;;) ist zuldssig, wenn

n
E [L'ijgli, Z:]_,...,m,
J=1

die vom Lager ¢ abtransportierte Menge also nicht grofser ist als der Bestand [;, ¢+ =
1,...,m, und auerdem

m
ZZL’UZIC]', jzl,...,n,
i=1

der Bedarf aller n Kunden also gedeckt wird. Hinzu kommt die Nichtnegativitéatsfor-
derung
SL’UZO (Z:L,m,j:l,,n)

Offenbar existiert genau dann ein zuléssiger Transportplan, wenn

Zm:li > Zn: k;,
i=1 j=1

der Gesamtbestand also nicht kleiner als der Gesamtbedarf ist. Ist dies erfiillt, so kann
0.B.d. A. sogar angenommen werden, dass der Gesamtbestand gleich dem Gesamt-
bedarf ist. Andernfalls denke man sich einen “fiktiven Kunden” eingefiihrt, der den
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Uberschuss ohne Transportkosten aufnimmt, was natiirlich in der Praxis bedeutet, dass
dieser in den jeweiligen Lagern liegen bleibt. In diesem Falle lautet also das Transport-

problem
m n
Minimiere E E CijTij
i=1 j=1

unter den Nebenbedingungen

wazll (i:17"'7m)7 inj:kj (]:1,,71)
J=1 i=1

sowie
QZZ]ZO (’l:l,,m,j:l,,n)

Eine Matrix-Vektor-Schreibweise ist leicht moglich, indem man die “Matrix” z = (z;;)
zeilenweise liest:

CL’l Ti1

T = e R™ mit z' =

Xz Tin

Bezeichnet ferner I die n x n-Einheitsmatrix und e den Vektor des R", dessen Kom-
ponenten alle gleich 1 sind, so kénnen die Nebenbedingungen kompakt geschrieben
werden als

el of ... o7F

07 €T (0

(*) : : .o
of oT ... ¢
I I .. ]

Die Koeffizientenmatrix ist eine (m+n) x (mn)-Matrix. Die Summe der ersten m Zeilen
ist der Zeilenvektor (ef,...,eT), was auch die Summe der letzten n Zeilen ist. Daher
ist ihr Rang < m+n —1 und es ist nicht schwierig zu zeigen, dass hier sogar Gleichheit

gilt. a

Beispiel: Es sollen 400 m? Kies von einem Ort zu einem anderen transportiert werden.
Dies geschehe in einer (nach oben!) offenen Box der Léange x, der Breite y und der Hohe
z. Der Boden (xy m?) und die beiden Seiten (2zz m?) miissen aus einem Material
hergestellt sein, das zwar nichts kostet, von dem aber nur 4 m? zur Verfiigung steht.
Das Material fiir die beiden Enden (2yz m?) kostet 200 Euro pro m?. Ein Transport
der Box kostet 1 Euro. Wie hat man die Box zu konstruieren?

Die Kosten zum Bau der Box sind 400yz Euro. Die Anzahl der Transporte ist
400/ (zyz), so dass die Gesamtkosten zum Bau der Box und des Transportes der Kies-
menge durch

1
f(z,y,2z) =400 (yz + —>
TYz
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gegeben ist. Wegen der Kapazititsschranken fiir das Material des Bodens und der
beiden Seiten hat man die Restriktion

ry + 2xz < 4.

Beriicksichtigt man noch, dass die Variablen positiv sein sollten, so haben wir insgesamt
(wir lassen jetzt den Faktor 400 in der Zielfunktion fort) die Optimierungsaufgabe

Minimiere f(z,y,z2) := 1/(xyz) + yz unter den Nebenbedingungen
ry + 22z < 4, x,y, 2> 0.

Dies ist eine nichtlineare Optimierungsaufgabe. Die Moglichkeiten von Mathematica
und Maple bei nichtlinearen Optimierungsaufgaben sind eher diirftig. O

Beispiel: Ein von J. J. Sylvester (1857) gestelltes Problem lautet:

e [t is required to find the least circle which shall contain a given system of points
in a plane.

Nur leicht verallgemeinert bedeutet dies: Gegeben seien [ Punkte aq,...,a; € R",
gesucht ist die euklidische Kugel Bx;r] := {y € R" : ||y — z|]2 < r} mit minimalem
Radius r, welche die vorgegebenen Punkte enthélt, fiir die also ||a; — z||s < r, i =
1,...,1. Mit der Variablentransformation r = v/26 erhélt man die Aufgabe:

Minimiere f(d,z) :=¢ auf
M = {(5,x)€]R><]R”:%Hx—anggé, i=1,...,1}.

Dies ist also eine Optimierungsaufgabe mit einer linearen Zielfunktion und (einfachen)
quadratischen Ungleichungsnebenbedingungen. O

4.2.2 Lineare Optimierungsaufgaben: Existenz und Dualitat

Eine lineare Optimierungsaufgabe ist in Normalform, wenn sie in der Form
(P) Minimiere ¢’z auf M :={r € R":z >0, Ar = b}

vorliegt, also alle Variablen vorzeichenbeschriankt sind, die iibrigen Nebenbedingungen
in Gleichungsform auftreten und es sich um eine Minimierungsaufgabe handelt. Da-
gegen kann man von einer allgemeinen linearen Optimierungsaufgabe sprechen, wenn
gewisse Variable vorzeichenbeschrinkt sind (o.B.d. A. seien es die ersten, was durch
eine Umnumerierung der Variablen erreicht werden kann), wenn ein Teil der Restrik-
tionen in Ungleichungsform (o.B.d. A. seien diese gleichgerichtet, was notfalls durch
eine Multiplikation mit —1 erreicht werden kann), ein anderer in Gleichungsform vor-
liegt, es sich schlieflich um eine Minimierungsaufgabe handelt (was ebenfalls durch eine
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Multiplikation mit —1 erreicht werden kann). Ein solches Programm ist daher durch

n
Minimiere E c;x; auf

j=1

Zaijxj Z bz (Z: 1,...,m0),
M=¢zeR":2; >0 (j=1,...,n9), j?
Zaijxj:bi (Z:m0+1,,m)
j=1

gegeben. Hierbei ist n € N die Anzahl der Variablen, ng mit 0 < ng < n die Anzahl der
vorzeichenbeschréankten Variablen (die n — ng tibrigen heiffen frei), m € N die Anzahl
der Restriktionen und mg mit 0 < my < m die Anzahl der Ungleichungsrestriktionen.
Es kann praktisch sein, zu einer Vektor-Matrix-Schreibweise iiberzugehen. Hierzu sei
zunéchst A = (a;;) € R™", b= (b;) € R™, ¢ = (¢;) € R". Vektoren des R™ denke man
sich zerlegt in einen Anteil, der aus den ersten mgy Komponenten besteht, und einem
zweiten Anteil, in dem die restlichen m —my Komponenten zusammengefasst sind. Fiir

den Vektor b sei etwa
b

Entsprechendes kann auch fiir Vektoren aus dem R™ geschehen, so dass der Variablen-
vektor = (z;) € R™ und der Kostenvektor ¢ € R™ zerlegt werden konnen:

(D (e
=\ ;o | =\ @ |-

Zerlegt man auch die Matrix A durch
A Ag
A pu—
( Agp A ) ’

so lautet obige “allgemeine” lineare Optimierungsaufgabe in Matrix-Vektor-Schreib-
weise
L EOINAE
Minimiere ) -2 auf

(1) Az ® & Avoz® > D)
— z (D) > 1T + Apr > 00
M: { ( z? ) e 20, Apz® 4 Apz® =p@ [~

Ganz wichtig ist die Bemerkung, dass man dieses “allgemeine” lineare Programm auf
aquivalente Normalform zuriickfiihren kann. Hierzu stelle man die freien Variablen z;,
j =mno+1,...,n, als Differenz nichtnegativer Variabler z; und z; dar: z; = 2 — z7,
j =mno+1,...,n, und fithre nichtnegative Schlupfvariable y;, i = 1,...,mg, ein, um
die Ungleichungen in dquivalente Gleichungen zu transformieren:

n n
Zaijxj > b = Zaijxj —yi=0bi, y >0
j=1 j=1
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In Matrix-Vektor-Schreibweise geht man also von der Darstellung
2@ =2 — @) 22 >0, 2% >0
aus und nutzt ferner aus, dafs
Az + Apz® > 00— ApzM 4 Apz® — ¢y = 41 > .

Insgesamt erhalt man

AONT /2™
(2) (2)
e c xy
Minimiere @) e auf
0 1
Yy
7@ ey e
M, _ [Ef) . ZEEE) > 0 AH Alg —A12 —I J}(f) _ b(l)
2P 1 2 [T An An —An 0 z? b
y( ) Y 1) y(l)

als “dquivalentes” lineares Programm in Normalform. Die Anzahl der Variablen hat
sich hierbei erhoht, da Elemente aus M’ genau

no + (n —ng) + (n — ng) +moe = 2n — ng + Mo

Komponenten besitzen. Was bedeutet diese “Aquivalenz” aber genauer? Intuitiv diirfte
dies klar sein: Einem Element aus M kann ein Element aus M’ (und umgekehrt) zuge-
ordnet werden, wobei die Zielfunktionswerte {ibereinstimmen. Die Formalitdten wollen
wir nicht zu weit treiben, daher begniigen wir uns mit diesem Hinweis. Jedenfalls wer-
den wir im folgenden von einem linearen Programm in Normalform ausgehen, sind uns
aber sicher, dass entsprechende Aussagen fiir allgemeine lineare Optimierungsaufgaben
gelten.
Ist die lineare Optimierungsaufgabe (P) in Normalform gegeben, so nennt man

(D) Maximiere b’y auf N:={ycR™: ATy <c}

die zu (P) duale lineare Optimierungsaufgabe. Entsprechend kann auch die duale Op-
timierungsaufgabe zu einer sich nicht in Normalform befindenden linearen Optimie-
rungsaufgabe bestimmt werden: Man bringe diese zunéchst in dquivalente Normalform
und bilde anschlieffend die duale Aufgabe, wobei man versucht, eine moglichst einfache
Form zu erhalten.

Bemerkung: Die zu (P) duale Aufgabe
(D) Maximiere b’y auf N:={yecR™: Ay <c}
ist dquivalent zu

Maximiere (—b)'y auf N :={yecR™:(—A")y > —c}.
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Eine Uberfiithrung in Normalform liefert
T

—b Y+
Minimiere b y_ unter den Nebenbedingungen
0 z
Y+ Y+
(AT AT —I)| v | =—c, y- | >0.
z z

Das hierzu duale Problem ist

—A —b
Maximiere (—c)’2z unter den Nebenbedingungen A lz< b
—I 0

Dieses wiederum ist ganz offensichtlich dquivalent zu (P). Grob gesagt: Dualisieren von
(D) liefert wieder das Ausgangsproblem (P). O

Beispiel: Das klassische Transportproblem ist (nach eventuellem Einfiihren eines den
Uberschuss aufnehmenden fiktiven Lagers) gegeben durch

(P) Minimiere ¢’z auf M = {z = (z;;) € R™ :2 >0, Az = b},
wobei
el of ... o7
0r €T 0f
A= D oo e RUmHmpmn - — ( ilf ) ER™™, c=(c;) €R™.
OT OT . €T
I I - 7

Hierbei besitzt e € R™ nur Einsen als Komponenten und [ ist die n x n-Einheitsmatrix.
Die duale Variable y besitzt m + n Komponenten. Es liegt nahe, sie durch

zu partitionieren. Wegen

00 . o1
erhélt man als duales Problem die Aufgabe
Maximiere [Tu+ kTv auf
(D) { N :={(u,v) e R" x R" 1 u; +v; < ¢, (4,7) € {1,...,m} x{1,...,n}}.
O

Sehr einfach ist der folgende schwache Dualititssatz, den wir daher auch ausnahmsweise
beweisen wollen.
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Satz 2.1 Gegeben seien die lineare Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere ¢’z auf M :={x €R":x >0, Az = b}
und die hierzu duale lineare Optimierungsaufgabe
(D) Maximiere b'y auf N :={ycR™: ATy <c}.
Dann gilt:

1. Istx € M und y € N, so ist b7y < cl'x.

2. Ist x* € M, y* € N und bTy* = cTa*, so ist * eine Losung von (P) und y* eine
Losung von (D).

Beweis: Seien x € M und y € N. Dann ist
by = (Az)Ty = 2T ATy < 2%c = Tx,

womit der erste Teil schon bewiesen ist.

Ist * € M, y* € N und b'y* = c¢T2*, sind ferner x € M und y € N beliebig, so
erhélt man durch eine Anwendung des ersten Teiles auf die Paare (z*,y) bzw. (z,y*),
dass
was zu zeigen war. O
Der schwache Dualitétssatz liefert eine hinreichende Optimalititsbedingung: Ist ein x* €

M gegeben und existiert ein y* € N mit ¢cT2* = bTy*, so ist 2* eine Losung von (P)
(und y* eine Losung von (D)). Wir geben hierzu ein Beispiel.

Beispiel: Wir betrachten noch einmal das Problem, Giiterwagen von den Rangierbahn-
hofen A und B zu den Bahnhofen R, S und T zu leiten (siehe voriger Unterabschnitt).
Es lautete

4 5 T TAR
4 T AS
Minimiere ) var unter den Nebenbedingungen

7 TBR

8 I'BS

(P) 10 ITBT
111000 LAR 18 TAR 0
0007111 Las 12 Tas 0
100100 rar 1|, Tar | [0
0100710 TBR 10 TBR 0
001001 TBS 9 vBS 0
L BT BT 0
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Das duale Problem hierzu lautet

4 T

T 11 UR
Maximiere 18 a +1 10 Us
12 up
9 ur
us +vg <5,
(I)) us+vg < 4,
X uaA + Ur S 97
unter den Nebenbedingungen ug +vp < T,
up+vg < 8,
ug +vr < 10.

\

Mit Hilfe von Maple hatten wir

Thr Ths Tar \ (8 10 0

Thr The Thr ) U3 09
als Losung von (P) erhalten, die zugehorigen Kosten sind 191. “Per Hand” macht man
sich leicht klar, dass die von Maple ausgespuckte Losung in der Tat zuléssig fiir (P)
ist. Thre Optimalitét ist aber, da wir misstrauisch sind, streng genommen noch nicht

bewiesen. Fiir einen mathematisch strengen Beweis losen wir auch das duale Programm
(D) mit Hilfe von Maple:

> with(simplex):

> ziel:=18*u_A+12%u_B+11*v_R+10*v_S+9xv_T:

> restr:=
>  {u_A+v_R<=5,u_A+v_S<=4,u_A+v_T<=9,u_B+v_R<=7,u_B+v_S<=8,u_B+v_T<=10}:

> loesung:=maximize(ziel,restr);
loesung :={u_A =8, u B=10,v_ R=-3,v_S=—-4,v_ T =0}
> opt:=subs(loesung,ziel);
opt := 191

Als Losung (oder, da wir misstrauisch sind: Losungskandidat) gibt Maple an:

. (e -3
Ya ) — 8 Uf =| —4
up 10 )7 v; 0 ’

der zugehorige Zielfunktionswert ist 191. Die hinreichende Optimalitdtsbedingung im
schwachen Dualitatssatz gibt dann einen mathematisch strengen Beweis, dass die von
Maple augegebenen Ergebnisse wirklich Losungen von (P) bzw. (D) sind. O

Nun wollen wir noch auf den Existenzsatz und den starken Dualitdtssatz der linearen
Optimierung eingehen. Hierzu stellen wir ein berithmtes Resultat, das Farkas-Lemma,
an den Anfang. Es wird nicht vollstindig bewiesen, sondern in einer anschliefsenden
Bemerkung eine Beweisidee angegeben.
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Lemma 2.2 Das System

(I) Ax = b, x>0
besitzt genau dann keine Losung, wenn das System
(I) ATy <o, by >0
eine Losung besitzt.

Bemerkung: Ein Teil des Beweises von Lemma 2.2 ist vollig trivial. Angenommen,
(I) und (II) besitzen eine Losung = bzw. y. Dann ist

0<bly=(Ax)Ty=2TATy <0,

ein Widerspruch. Also kénnen (I) und (II) nicht gleichzeitig l6sbar sein. Nun nehmen
wir an, (I) sei nicht 16sbar. Das bedeutet, dass b ¢ K := {Ax : « > 0}. Die Menge
K C R™ ist offensichtlich konvex. Angenommen, es wéare schon bewiesen, dass K
abgeschlossen ist. Dann kann der Projektionssatz fiir abgeschlossene, konvexe Mengen
(sieche Aufgabe 8 in Abschnitt 4.1) angewandt werden. Dieser liefert die Existenz genau
einer Losung der Aufgabe

Minimiere ||u —b|2, u € K,

namlich die sogenannte Projektion von b auf K, diese bezeichnen wir mit Pk (b). Die
Projektion Pk (b) € K ist charakterisiert durch (die ebenfalls geometrisch einsichtige)
Bedingung

(%) (b— Px(d)) (u— Pg(b)) <0  fiiralleu € K.

Wir setzen y := b — Pk(b) (es ist y # 0 wegen b ¢ K) und erhalten aus (x) (setze
u :=0), dass 0 < y” Pg(b). Ferner folgt aus (x), dass

(ATy) 2 < y" Pk (b) fiir alle x > 0,
und hieraus, dass ATy < 0. Ferner ist
b7y = (b— Pu(0)"y +y" P(b) = [lyll3 + y" Prc(b) > |lyll5 > 0.
>0

Also ist y eine Losung von (II). Bis auf den Beweis der Abgeschlossenheit von K ist
dies ein vollstandiger Beweis des Farkas-Lemmas. O

Es folgen nun der Existenzsatz und der starke Dualitétssatz der linearen Optimierung,
die wir fast vollstdndig beweisen werden. Zunéchst der Fxistenzsatz.

Satz 2.3 Gegeben sei die lineare Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere ¢’z auf M :={x €R":2>0, Az =b}.

Ist M # @ und inf (P) := inf,cp e > —o0, so besitzt (P) eine Lisung, d.h. es
existiert ein x* € M mit ¢’ x* < Tz fiir allex € M.
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Beweis: Wir haben zu zeigen, dass das System

@ (?’)mz(mfb(P)>’ z20

l16sbar ist. Angenommen, dies sei nicht der Fall. Dann liefert das Farkas-Lemma die
Existenz einer Losung (y,0) € R™ x R von

wo (i) (wm) (1)

bzw.
ATy +6c <0, by + & inf (P) > 0.

Nach Voraussetzung ist M # O bzw. (P) zuldssig. Es existiert also ein z € R" mit
Az = b und z > 0. Multipliziert man die erste Ungleichung in (II) mit diesem z und
beriicksichtigt man die zweite Ungleichung, so erhélt man

by 4+ 6’z <0 < by + §inf (P),

woraus § < 0 folgt. Mit § := —y/§ ist dann AT < ¢ bzw. § zulissig fiir das zu (P)
duale Programm und b7§ > inf (P), was ein Widerspruch zum schwachen Dualitiitssatz
ist. O

Und nun der starke Dualitdtssatz.

Satz 2.4 Gegeben seien die lineare Optimierungsaufgabe

(P) Minimiere ¢’z auf M :={x €R":x >0, Az = b}
und die hierzu duale lineare Optimierungsaufgabe

(D) Maximiere b'y auf N :={yecR™: A"y <c}.
Dann gilt:

1. Ist M # @ und N # O, so besitzen (P) und (D) jeweils eine Lisung x* bzw. y*
und es ist cTz* = bly*,

2. Ist M # @ und N = @, so ist inf,epr ¢l v = —o0, die Zielfunktion von (P) ist also
auf der Menge M der zuléssigen Losungen von (P) nicht nach unten beschrankt.

3. Ist M =@ und N # O, so ist sup,cy bTy = +oo, die Zielfunktion von (D) ist also
auf der Menge N der zuldssigen Losungen von (D) nicht nach oben beschrénkt.

Beweis: Die Programme (P) und (D) besitzen wegen des Existenzsatzes der linearen
Optimierung jeweils eine Losung x* bzw. y*, da es sich hier um zuldssige Aufgaben
handelt, deren Zielfunktionen auf der Menge der primal bzw. dual zulissigen Losungen
nach unten bzw. oben beschrankt sind. Wir zeigen, dass

0 (5)e=(4y ). w20
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l6sbar ist, woraus dann mit Hilfe des schwachen Dualitétssatzes der erste Teil folgt.
Angenommen, das ist nicht der Fall. Mit Hilfe des Farkas-Lemmas folgt wie beim Beweis
des Existenzsatzes (ersetze nur inf (P) durch v7y*) die Existenz eines dual zuléssigen §
mit b7 > bTy*, was natiirlich ein Widerspruch dazu ist, dass y* eine Losung von (D)
ist.

Nun zum Beweis des zweiten Teiles des starken Dualitéatssatzes. Wegen N = () gibt
es kein y € R™ mit ATy < c. Hieraus folgt, dass (fiihre eine nichtnegative Schlupfva-
riable z ein und stelle y als Differenz nichtnegativer Vektoren dar) auch das System

Y+ Y+
1) (AT AT 1)y | =c N )
z z

nicht 16sbar ist. Aus dem Farkas-Lemma folgt die Existenz eines Vektors p € R™ mit

—A | p<O, Ip>0

bzw.
Ap=0, p<0, c'p>0.

Mit einem beliebigen z € M (ein solches existiert, da wir M # () vorausgesetzt haben)
ist 2 —tp € M fiir alle t > 0 und ¢’ (2 — tp) — —oo mit ¢ — 0o, womit auch der zweite
Teil des starken Dualitétssatzes bewiesen ist.

Den Beweis fiir den dritten Teil des starken Dualitétssatzes zu fiihren, stellen wir
als Aufgabe, sieche Aufgabe 1. O

4.2.3 Lineare Optimierungsaufgaben: Matrixspiele

Wir wollen hier nur auf Zwei-Personen-Nullsummen-Matrixspiele und insbesondere den
Hauptsatz'® der Theorie der Matrixspiele (John von Neumann) eingehen.

Zwei Personen D und P spielen ein Spiel. Jeder von ihnen hat hierbei eine end-
liche Menge von Handlungsmoglichketen, nédmlich S = {s1,...,s,,} fir D und T' =
{t:,...,t,} fiir P. Vor Beginn des Spiels ist bekannt: Wird s; von D und ¢; von P
gewdhlt, so hat der Spieler P an den Spieler D einen Betrag von a;; Geldeinheiten zu
zahlen. Dieser Betrag kann natiirlich auch negativ sein, so dass P in diesem Falle von D
in Wahrheit etwas erhélt. In jedem Fall ist der Gewinn des einen der Verlust des ande-
ren, daher der Name Nullsummen-Spiele. Durch A = (a;;) € R™*" ist die sogenannte
Auszahlungsmatriz des Spiels gegeben, sie ist beiden Spielern bekannt.

Eines der bekanntesten Beispiele hierzu ist das “Knobel-Spiel” Schere-Stein-Papier:
Stein schliagt Schere, Schere schldgt Papier, Papier schlagt Stein. “Klassischerweise”

10Bei
A. SCHRIJVER (1986, S.218) Theory of Linear and Integer Programming. J. Wiley & Sons

kann man etwas zur Geschichte dieses Satzes nachlesen.
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erhdlt man die folgende Auszahlungsmatrix:

| D\ P [Stein Schere Papier

Stein 0 1 -1
Schere | —1 0 1
Papier 1 —1 0

Bei diesem Spiel, das ja i.allg. nicht nur einmal, sondern mehrmals hintereinander

gespielt wird, weifs man intuitiv oder aus eigener Erfahrung, dass man jede der soge-

nannten reinen Strategien aus S oder T, hier fiir beide Spieler “Stein”, “Schere” und

“Papier”, mit derselben Wahrscheinlichkeit % spielen, also zu der sogenannten gemisch-

ten Strategie (3,3, 5) iibergehen sollte.
Allgemeiner werden

X={zeR":z>0,ez=1}, Y:i={yeR":y>0,cy=1}

als Mengen der gemischten Strategien fiir Spieler P bzw. D bezeichnet. Hier und im
folgenden ist e immer der Vektor des R™ bzw. R™, dessen Komponenten alle gleich
Eins sind. Wahlt Spieler P ein x € X, so besagt dies, dass er fiir j = 1,...,n seine
Handlungsmoglichkeit ¢; mit der Wahrscheilichkeit x; spielt.

Wahlt Spieler D eine gemischte Strategie y € Y und Spieler P ein x € X, so hat
D von P eine Auszahlung von y? Az Geldeinheiten zu erwarten. Der maximale Verlust
von P bei Wahl einer gemischten Strategie € X ist max,ecy y” Az, diesen wird er
versuchen zu minimieren. D. h. Spieler P 16st die Aufgabe
(P) Minimiere ¢(z) := max y' Az, x€X.
Entsprechend ist der Mindestgewinn des Spielers D bei Wahl der gemischten Strategie

y € Y durch mingcy y* Az gegeben, diesen wird er versuchen zu maximieren. Also hat
Spieler D die Aufgabe

(D) Maximiere ¢ (y) := gél)r(l yT Az, yeY

zu 16sen. Der folgende Satz, der sogenannte Hauptsatz der Theorie der (Zwei-Personen-
Nullsummen) Matrizspiele sagt aus, dass der maximale Mindestgewinn von Spieler D
gleich dem minimalen Maximalverlust von Spieler P ist. Dies geschieht dadurch, dass
die beiden Optimierungsaufgaben als dquivalent zu linearen Programmen “entlarvt”
werden, die zueinander dual sind. Der starke Dualitétssatz der linearen Optimierung
wird dann die Behauptung liefern.

Satz 2.5 Sei A = (a;;) € R™™ und
X ={zeR":2>0, elx =1}, Yi={yeR":y>0, ely=1},

wobei e der Vektor aus dem R" bzw. R™ ist, dessen Komponenten alle gleich Fins sind.
Dann ist

max min y’ Az = min max y”’ Az.
yeY zeX reX yeYy
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Beweis: Wie in obiger Motivation betrachte man die beiden Aufgaben

(P) Minimiere ¢(z) := max y'Av, r€ X
und

(D) Maximiere ¢ (y) := gél)r(l yT Az, yev.
Dann ist

77777

=1,..,

¢($) > ezTAx = (AZ’)Z, L= 17 -, M,

geeey =l,..

=1,...,

o\
Minimiere < ) <x) auf
1 «

—Ar +ae > O,}
= 1

(P)
M::{(x,a)ER"XR:xZO, T

e T

bzw.

.. 0\" Y
Maximiere ( ) ( ) auf
1
(D) ’

_AT <
N::{(y,ﬁ)eRme:yzo, ’;_pyy+5e - ?}

Diese beiden linearen Programme sind zuléssig und offenbar dual zueinander. Der starke
Dualitétssatz zeigt, dass beide 16sbar sind (was mit Kompaktheitsargumenten auch
leicht direkt gezeigt werden kénnte) und max (D) = min (P) ist. Damit ist der Satz
bewiesen. O

Bemerkung: Der Beweis des letzten Satzes zeigt, dass beide Spieler zur Berechnung
fiir sie optimaler Strategien zueinander duale (speziell strukturierte) lineare Programme
zu l16sen haben. Dies wollen wir in dem folgenden Beispiel verdeutlichen. O

Beispiel: Sei die Auszahlungsmatrix eines Zwei-Personen-Nullsummen-Spiels durch

2 1 -1
A'_<—1 —2 3)
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gegeben. Wir wollen auf sehr einfache, nicht sehr elegante Weise das primale und das
duale Programm der Spieler P und D mit Maple 16sen:

> with(simplex):
pziel:=alpha:
prestr:={x1>=0,x2>=0,x3>=0, -2*x1-x2+x3+alpha>=0,
x1+2%x2-3*x3+alpha>=0,x1+x2+x3=1}:

vV V V V

minimize(pziel,prestr);

4 1
{z T , T 7,a 7}

| w

> dziel:=beta:
> drestr:={y1>=0,y2>=0,-2*%yl+y2+beta<=0,-y1+2*y2+beta<=0,
> y1-3xy2+beta<=0,yl+y2=1}:

> maximize(dziel,drestr);

{y1=g,y2=;ﬁ=;}
Spieler P hat also die optimale gemischte Strategie z* = (0, %, %)T und den Wert
af = %, wahrend Spieler D die optimale gemischte Strategie y* = (%, %)T und den Wert
3" = 2 = a” hat. Das Spiel zwischen P und D ist also mit der obigen Auszahlungsmatrix
nicht fair in dem Sinne, dass der gemeinsame Wert von Null verschieden ist. In unserem

Fall wird der Spieler D letzten Endes immer gewinnen. O

4.2.4 Lineare Optimierungsaufgaben: Netzwerkflussprobleme

Ein Produkt (Ol oder Orangen oder ...) wird in gewissen Orten in einer bestimmten
Menge angeboten und an anderen Orten verlangt. Schlieklich gibt es Orte, die nichts
anbieten und nichts verlangen, in denen das Produkt aber umgeladen werden darf.
Gewisse Orte sind miteinander durch Verkehrswege miteinander verbunden. Die Ko-
sten fiir den Transport einer Mengeneinheit des Gutes langs eines Verkehrsweges sind
bekannt, ferner ist die Kapazitdt eines jeden moglichen Transportweges vorgegeben.
Diese gibt Obergrenzen fiir die zu transportierende Menge auf dem Weg an. Gesucht
ist ein kostenminimaler Transportplan. Wir werden gleich ein mathematisches Modell
fiir diese Aufgabenstellung angeben und danach kurz auf wenigstens einen Spezialfall
eingehen.

Gegeben sei ein gerichteter Graph bzw. Digraph (N, A). Hier steht N fiir die (endli-
che) Menge der Knoten (Nodes) und A fiir die Menge der Pfeile (Arcs), also geordneten
Paaren von Knoten. Mit jedem Knoten k& € N ist eine (i.allg. ganzzahlige) Mengen-
angabe b des im Digraphen zu transportierenden Gutes verbunden. Ist by > 0, so
sind by Mengeneinheiten dieses Gutes im Knoten k£ vorhanden und Knoten £ wird ein
Angebotsknoten genannt. Ist dagegen by < 0, so werden dort |bx| Mengeneinheiten be-
notigt, man spricht von einem Bedarfsknoten. Im Fall b, = 0 handelt es sich um einen
Umladeknoten.

Zu jedem Pfeil (i,j) € A des Digraphen gehéren die Kosten ¢;; fiir den Fluss
einer Mengeneinheit auf ihm. Mit x;; wird der Fluss auf diesem Pfeil bezeichnet, die
Kapazitit des Pfeils wird durch (i. Allg. ganzzahliges) u;; > 0 angegeben. Gesucht wird
ein Fluss im Digraphen, der unter Beriicksichtigung der Kapazitatsbeschrankungen die
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Angebote und “Bedarfe” mengenméfig ausgleicht und die dafiir erforderlichen Kosten
minimiert. Dabei ist in jedem Knoten der Fluss zu erhalten. Dies bedeutet fiir den
Knoten k& € N, dass die Summe der Fliisse auf seinen eingehenden Pfeilen plus der
in ihm verfiigharen (wenn % ein Angebotsknoten) beziehungsweise minus der von ihm
bendtigten (wenn k ein Bedarfsknoten) Menge |bg| gleich der Summe der Fliisse auf
seinen ausgehenden Pfeilen ist. Die Flusserhaltungsbedingung fiir den Knoten k lautet

daher
Z Tip, + by = Z Tj-

i:(i,k)EA ji(k,j)eA
Das kapazitierte lineare Netzwerkflussproblem lésst sich daher wie folgt formulieren:
(
Minimiere Z CijTij
(i,)eA
unter den Nebenbedingungen

Z Lrj — Z Izk:bk (keN), OSZL’W Suij ((Z,j) EA)

L Ji(kg)EeA i:(i,k)EA

Diese Aufgabe wollen wir nun in Matrix-Vektorschreibweise formulieren. Dies kann
folgendermafen geschehen. Der Fluss z = (x;;) hat so viele Komponenten wie es Pfeile
gibt, ihre Anzahl sei n := | A|. Es liegt also nahe, A durchzunummerieren. Es sei etwa
A={l,...,l,}. Dann kann x = (2;;)  )eca als Vektor & = (x4, ... ,Tp)T mit x, = 7y,
p = 1,...,n, geschrieben werden, entsprechendes gilt fiir die Kosten ¢ = (¢;;) und
Kapazititen u = (u;;). Ist ferner m := |N]| die Anzahl der Knoten, so kann man
(br)ren zu einem Vektor b = (by, ..., b,,)T zusammenfassen. Definiert man die Knoten-
Pfeil-Inzidenzmatric A = (ax,) € R™™ durch

+1, falls: Der Knoten £ ist Startknoten fiir den p-ten Pfeil [,
agp == { —1, falls:  Der Knoten £ ist Endknoten fiir den p-ten Pfeil [,

0 sonst,

so erkennt man, dass obiges Netzwerkflussproblem, das sogenannte (kapazitierte) Mini-
male-Kosten-Fluss-Problem, in der Form

(P) Minimiere ¢’z auf M :={z €R":0<z <u, Ar =b}

geschrieben werden kann.

Beispiel: Natiirlich kann auf ein gegebenes Minimale-Kosten-Fluss-Problem einfach
ein zur Verfiigung stehender “Solver” fiir lineare Optimierungsprobleme angewandt wer-
den. Dabei wird allerdings die Struktur des Problems nicht beriicksichtigt. Wir wollen
ein spezielles Problem mit Hilfe von Maple 16sen.

Gegeben sei der in Abbildung 4.5 angegebene Digraph, wobei rechts angegeben
ist, welche Bedeutung die angegebenen Zahlen haben. Z.B. sind die Knoten 2 und 3
Umladeknoten, der Knoten 1 ein Angebots- und der Knoten 4 ein Bedarfsknoten. Als
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5 0

O

3,1 14,2 1 > Jj
. (7
(2/ 2.3 @
0 =5
Abbildung 4.5: Ein Umladeproblem
Knoten-Pfeil-Inzidenzmatrix hat man
(L,2) (1,3) (2,3) (2,4) (3.4)
1 1 1 0 0 0
2| —1 0 1 1 0
3 0 -1 -1 1
4 0 0 0 -1 —1
Das zugehorige lineare Programm lautet also
1 T T12
6 T3
Minimiere 0 To3 unter den Nebenbedingungen
3 T4
2 T34
8 o g 1 1 0 0 0 o 5
13 13
-1 0 1 1 0 0
8 S $23 S ; Y O _1 _1 0 1 :C23 - O
21 0 0 0 —1 —1 T2 5
0 T34 4 T34

Eine Losung mit Maple kénnte folgendermafen aussehen:
> with(simplex):
> ziel:=x12+6*x13+3%x24+2%x34:
> restr:={x12<=3,x13<=5,x23<=2,x24<=2,x34<=4,x12+x13=5, -x12+x23+x24=0,
>  -x13-x23+x34=0,-x24-x34=-5}:
> loesung:=minimize(ziel,restr,NONNEGATIVE) ;
loesung :={x24 =1, 218 =2, x12 =3, 228 = 2, z3} =4}
> kosten:=subs(loesung,ziel);

kosten := 26
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Als kostenminimalen Fluss erhalt man also

Ty 3
T3 2
ZL‘;?) = 2 )
Ty 1
T3y 4
die zugehorigen minimalen Kosten sind 26. O

Wir wollen nun noch auf das Mazimaler-Fluss-Problem (mazimum flow problem) ein-
gehen. Hierbei ist ein gerichteter Graph (N, A) gegeben, in dem zwei Knoten s (Quelle,
source, kein Pfeil endet in s) und ¢ (Senke, terminal, kein Pfeil startet in ) ausgezeich-
net sind. Langs der Pfeile sind wieder Kapazitiaten festgelegt. Es wird angenommen,
dass es eine die Quelle s und die Senke ¢ verbindenden (Vorwérts-) Pfad gibt. Es wird
nach dem maximalen Fluss von s nach ¢ gefragt, also nach der maximalen Anzahl der
Mengeneinheiten, die bei s losgeschickt werden kénnen und in ¢ ankommen, wobei na-
tiirlich die Kapazitatsbeschrankungen zu beriicksichtigen sind. Es ist moglich, dieses
Problem als ein Minimale-Kosten-Fluss-Problem zu formulieren. Hierzu fassen wir al-
le Knoten als reine Umladeknoten auf, die Kosten ldngs jeden Pfeils werden auf Null
gesetzt, es ist also ¢;; := O fiir alle (4,j) € A. Ferner fithre man einen Pfeil (¢, s) von
der Senke zur Quelle ein und definiere ¢;; := —1 und ;s := 400. Dieser Pfeil kann also
beliebig viel aufnehmen. Die Aufgabe konnte also formuliert werden als:

Minimiere — x4

unter den Nebenbedingungen

Z Tgj — Z i = 0, ke N\ {s,t},

J:(k,j)eA i:(i,k) €A

(alles was in einem Knoten k € A\ {s,t} ankommt, fliefit dort auch weg),

E Tsj = E Tjt = Tis,

ji(s,5)EA i:(i,t) €A

(alles was bei s wegfliefit, kommt bei ¢ an und fliefst schlieflich wieder (iiber den kiinst-
lichen Pfeil) nach t) sowie

0 <@y < wyy, (4,7) € A

Offenbar ist dann ein kostenminimaler Fluss ein Maximalfluss.

Etwas natiirlicher ist es aber vielleicht, direkt die zum Maximaler-Fluss-Problem
gehorende lineare Optimierungsaufgabe aufzustellen. Die Knoten seien so nummeriert,
dass die Quelle s der erste und die Senke ¢ der letzte bzw. der m-te Knoten ist. Mit
A = (ag,) € R™ " bezeichnen wir wieder die Knoten-Pfeil-Inzidenzmatrix. Es ist also
arp = +1, wenn der k-te Knoten Startknoten fiir den p-ten Pfeil ist, ax, = —1, wenn der
k-te Knoten Endknoten fiir den p-ten Pfeil ist, und ax, = 0 in allen anderen Féllen. Ist
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= (z1,...,2,)" (hierbei bedeutet z,, den Fluss auf dem p-ten Pfeil), so ist (Az); =
ZZ:1 a1pr, der an der Quelle austretende Fluss. Diesen gilt es unter Berticksichtigung
der Kapazititsbeschrankungen auf den Pfeilen und der Flussbedingung (Ax), = 0,

k=2,...,m—1, zu minimieren. Weiter ist (Ax),, = —(Az); (Beweis?). Definiert man
daher noch den Vektor d € R™ durch
—1 fir k=1,
dy == 0 fir k=2,....m—1,

+1 fir k£ =m,
so erkennt man, dass das Maximaler-Fluss-Problem als lineare Optimierungsaufgabe
Maximiere v auf {(z,v) eR"xR:Az+dv=0,0<z<u}

formuliert werden kann. Wieder ist es einleuchtend, dass zur Losung dieses linearen
Programms die spezielle Struktur ausgenutzt werden sollte.

Beispiel: In der folgenden Abbildung geben wir einen Digraphen mit 8 Knoten und
15 Pfeilen an, eingetragen sind ferner die Kapazitdaten lings der Pfeile. Was ist der

Abbildung 4.6: Ein Digraph mit 8 Knoten und 15 Pfeilen

maximale Fluss? Klar ist, dass dieser nicht grofler als 6 sein kann, da die drei Pfeile
weg von der Quelle nur eine Gesamtkapazitit von 6 besitzen.

In der Abbildung 4.7 geben wir einen Fluss mit dem Wert 5 an. Gibt es auch einen
mit dem Wert 67 Das obige lineare Programm ist in diesem Falle eine Aufgabe mit
16 Variablen und 8 Gleichungsrestriktionen. Es gibt hier auch eine nichtganzzahlige
Losung, siehe z. B. die in Abbildung 4.8. O

Wir wollen jetzt noch die Moglichkeiten von Maple zur Losung des Maximaler-Fluss-
Problems untersuchen. Im networks package von Maple gibt es die Funktion flow, mit
welcher der maximale Fluss von einer Quelle s in eine Senke ¢ berechnet werden kann.

Beispiel: Gegeben sei der gewichtete Digraph in Abbildung 4.6. Zunéchst wird das
networks-package geladen, anschliefsend der Digraph G erzeugt. Danach wird die f1low-
Funktion aufgerufen. Es wird der maximale Fluss ausgegeben, ferner eine Menge sa-
turierter Pfeile (auf diesen ist der Fluss gleich der Kapazitéit) und eine gewisse Menge
von Ecken:
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Abbildung 4.8: Ebenfalls ein Fluss mit dem Wert 5

> with(networks):

> new(G):

> addvertex({s,t,1,2,3,4,5,6},G):

> GewPfeile:=[[s,1,2],[s,2,2],[s,3,2],[2,1,1],(3,2,1],[1,4,1],

> [1,5,1],([2,5,1],(3,5,1],(3,6,1],[4,5,1],[4,t,2],[5,t,2],[5,6,1],

> [6,t,2]]:

> for i from 1 to nops(GewPfeile) do

> addedge([GewPfeile[i] [1],GewPfeile[i] [2]] ,weights=GewPfeile[i] [3],G):
> end do:

> flow(G,s,t,’satpfeile’,’comp’);

> satpfeile;

{{1, s}, {3, s}, {1, 4}, {1, 5}, {2, 5}, {3, 6}, {5, 6}, {3, 5}, {5, t}, {6, t}}

> comp;

{1, 2, s}
In Abbildung 4.9 geben wir den hiermit erhaltenen Fluss wieder. Man erkennt, dass er
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Abbildung 4.9: Ein maximaler Fluss

mit dem in Abbildung 4.7 angegebenen Fluss nicht {ibereinstimmt. An der Nichteindeu-
tigkeit liegt es, dass es auch nichtganzzahlige Losungen gibt, da die Konvexkombination
von zwei Losungen natiirlich auch eine Losung ist. O

Bemerkung: Sehr kurz wollen wir das beriihmte Max-Flow Min-Cut Theorem von
Ford-Fulkerson schildern. Gegeben sei wieder ein Digraph (N, A), in dem eine Quelle
s und eine Senke t ausgezeichnete Knoten sind. Die Pfeile (i,5) € A haben jeweils
gewisse Kapazitéten u;;. Durch diese Daten ist das Maximaler-Fluss-Problem (Max-
Flow Problem) gegeben.

Jetzt schildern wir das Minimaler-Schnitt-Problem (Min-Cut Problem). Ein Schnitt
ist eine Partition der Knotenmenge A in zwei (disjunkte) Mengen N7 und N, mit
s € Ny und ¢t € Ny. Zu einem Schnitt (N7, N2) definieren wir die zugehorige Kapazitit
C(N1,N3) als die Summe aller Kapazititsschranken iiber Pfeilen, die in N; starten
und in N; enden, also in der oben eingefiihrten Notation durch

C(Nl,NQ) = Z uij.
(ij)eA
1€NT, JEN2
Unter dem Minimaler-Schnitt-Problem (min-cut problem) versteht man die Aufgabe,
einen Schnitt mit minimaler Kapazitdt zu bestimmen.

In Abbildung 4.10 geben wir einen Schnitt an. Die zu N; := {s,1,2} gehorenden
Knoten sind durch o, solche zu N, := {3,4,5,6,t} durch e gekennzeichnet. Hier gibt es
vier Pfeile, die Knoten aus A} mit Knoten aus N, verbinden, die zugehorige Kapazitét
ist 5.

Das Max-Flow Min-Cut Theorem von Ford-Fulkerson sagt unter Benutzung obiger
Bezeichnungen aus:

e Ist z = (i) e ein zuldssiger Fluss mit dem Wert v =37, ., z,; und ist

(N1, N3) ein Schnitt mit Kapazitit C'(N;,Ns), so ist v < C(N7, Na).

e [st z* eine Losung des Maximaler-Fluss-Problems mit dem Wert

* *
vt = E T,

Ji(s,j)eA
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Abbildung 4.10: Ein Schnitt mit der Kapazitat 5

so existiert ein Schnitt (N7, N5) mit der Kapazitat C(N7,N5) = v*. Dieser
Schnitt ist eine Losung des Minimaler-Schnitt-Problems.

o Ist (N, V) eine Losung des Minimaler-Schnitt-Problems (da es nur endlich vie-
le Schnitte gibt, und mindestens einen, wenn es eine die Quelle und die Senke
verbindende Pfeilfolge gibt, hat das Minimaler-Schnitt-Problem trivialerweise ei-
ne Losung), so gibt es einen zulassigen Fluss z* mit dem Wert v* = C' (N7, N5).
Dieser Fluss ist eine Losung des Maximaler-Fluss-Problems.

Dir Situation erinnert an die beim schwachen bzw. starken Dualitdtssatz der linearen
Optimierung. Man kann zeigen, dass das kein Zufall ist. O

Beispiel: Am kapazitierten Digraphen in Abbildung 4.6 wollen wir die mincut-Funk-
tion im networks-package von Maple erlautern. Leider ist die Beschreibung ziemlich
diirftig. Wir nehmen an, der Graph G sei wie oben erzeugt. Dann erhalten wir:
> M:=mincut(G,s,t,cap);
M :={e3, eb, e7, e8}

> cap;

> ends(M,G);
{11, 4], [1, 5], [s, 3], 2, 5]}
Die minimale Kapazitat ist also 5, ferner sind in M die Pfeile aufgefiihrt, die einen
Beitrag zur Kapazitiat des Schnittes liefern, siehe Abbildung 4.10. O

4.2.5 Der Satz von Kuhn-Tucker
Wir betrachten in diesem Unterabschnitt eine Optimierungsaufgabe der Form
(P) Minimiere auf M :={z e R":g(z) <0, h(z) =0}.

Hierbei sind die Zielfunktion f: R"® — R und die Restriktionsabbildungen ¢g: R® — R
sowie h: R" — R™ gegeben, sie werden als “hinreichend glatt” (das wird im Einzelfall
spezifiziert) vorausgesetzt. Wir nennen z* € M eine (globale) Lisung von (P), wenn
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f(z*) < f(x) fiir alle z € M. Naheliegenderweise nennt man z* € M eine lokale Lisung
von (P), wenn es eine Umgebung U* von z* mit f(z*) < f(x) fiir alle x € M NU* gibt.

Nun geben wir den wichtigen Satz von Kuhn-Tucker an, in dem notwendige Opti-
malitdtbedingungen erster Ordnung formuliert werden. Wenigstens in einem Spezialfall
(ndmlich dem, dass keine Gleichungen als Restriktionen vorkommen) wollen wir diesen
auch beweisen.

Satz 2.6 Sei x* eine lokale Lisung von
(P) Minimiere f(z) auf M :={x e R":g(z) <0, h(z) =0}.

Hierbei seien die Zielfunktion f:R™ — R und die Restriktionsabbildungen g: R" —
R! sowie h: R"* —s R™ auf einer Umgebung von z* stetig differenzierbar. Mit

I(z"):={ie{l,...,1l}: gi(z") =0}

wird die Indexmenge der sogenannten aktiven Ungleichungsrestriktionen bezeichnet.
Es existiere ein p € R™ mit Vg;(2*)Tp < 0 fiir alle i € I(x*) und W' (z*)p = 0, ferner sei
Rang h/(z*) = m. Dann existiert ein Paar (u*,v*) € R! x R™ mit

u* >0, Vi(*) + g () v + k(") v =0, g(z*)Tu* = 0.

Bemerkung: Bevor wir Satz 2.6 wenigstens in einem Spezialfall beweisen, wollen wir
uns seine Aussage an hand von Spezialféllen klar machen. Mit

g1(x) hy ()
oo =| | hw=|
a(z) o (2)

sind die Funktionalmatrizen ¢'(z*) bzw. h'(z*) durch

Vg (z*)T Vhy(z*)T
g/(IL‘*) = ) h,(l’*) -

Vg (z*)T YV hp ()T

gegeben. Zunichst betrachten wir die Aussage des Kuhn-Tucker Satzes, bei der keine
Ungleichungsrestriktionen auftreten.

e Sei x* eine lokale Losung von
(P) Minimiere f(z) auf M :={x € R":h(z)=0}.

Hierbei seien f:R™ — R und h:R" — R™ auf einer Umgebung von x* ste-
tig differenzierbar. Es sei Rang h'(z*) = m bzw. {Vhy(z*),..., Vh,(z*)} linear
unabhéngig. Dann existiert v* € R™ mit

Vf(z") + Zv;‘Vhi(x*) =0.
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Diese Aussage heifit auch Lagrangesche Multiplikatorenregel. Sie wird héufig schon
in einer Vorlesung Analysis I (als Anwendung des Satzes tiber implizite Funktionen)
bewiesen.

Nun betrachten wir den Spezialfall, dass nur Ungleichungen als Restriktionen auf-
treten.

o Sei x* eine lokale Losung von
(P) Minimiere f(xz) auf M :={zx € R":g(zx) <0}.

Hierbei seien f:R" — R und ¢:R* — R! auf einer Umgebung von x* stetig
differenzierbar. Mit

I(z*):={ie{l,...,l}: g:(z") =0}

wird die Indexmenge der aktiven Ungleichungsrestriktionen bezeichnet. Es existie-
re ein p € R™ mit Vg;(z*)'p < 0 fiir alle i € I(x*). Dann existiert ein u* € R’

mit
!
ut >0, V") + Zu:‘ng(x*) =0, g(@*) u* = 0.
i=1
Diese Aussage werden wir im Anschluss mit Hilfe des Farkas Lemmas beweisen. O

Beweis von Satz 2.6 (wenn keine Gleichungen auftreten): Angenommen, die Aussage
sei nicht richtig. Dann existiert keine Losung w}, i € I(x*), von

> uVgi(a) =-Vf*), u =0 (i€l(x"))

el (x*)

(denn andernfalls setze man u} := 0,4 & I(z*), und hat ein gesuchtes u* € R! gefunden).
Das Farkas-Lemma 2.2 liefert die Existenz eines Vektors ¢ € R™ mit

Voi(a)'q <0 (i€I(@”), (=Vf(")q¢>0.

Nach Voraussetzung existiert ein p € R™ mit Vg;(z*)'p < 0, i € I(z*). Nun bestimme
man ein so kleines s > 0, dass V f(z*)T (¢ + sp) < 0 und setze anschliefend p := ¢+ sp.
Dann ist

Voi(")'p <0 (i€l(a"), Vf(a)'p<0

und folglich z* + tp zuldssig und f(z* + tp) < f(z*) fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0,
ein Widerspruch dazu, dass z* eine lokale Losung von (P) ist. O

Bemerkung: Ist die Restriktionsabbildung ¢ affin linear (und tritt keine oder nur eine
affin lineare Gleichungsrestriktion auf), so zeigt der obige Beweis, dass keine Zusatzbe-
dingung (auch Constraint Qualification genannt) notig ist. Dies gilt aber i. Allg. nicht
fiir nichtlineare Restriktionen, wie man durch Beispiele nachweisen kann. O
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4.2.6 Beispiele zum Satz von Kuhn-Tucker

Beispiel: Gegeben sei die Optimierungsaufgabe (siehe Kies-Transport in einem friihe-
ren Beispiel)

(P)

Minimiere f(z,y,z) := 1/(xzyz) + yz unter den Nebenbedingungen
g(x,y,z) = axy + 222 —4 <0, x,y,z > 0.

Sei (z*,y*, z*) eine lokale Losung. Der Satz von Kuhn-Tucker ist anwendbar (Begriin-
dung?) und liefert die Existenz einer nichtnegativen reellen Zahl u* mit

1 1/z* 0 y* + 22"
—— | Uy |+ |+ x* =0
Yz 1/z* y* 2z*

und
uryt 4+ 222" — 4] = 0.

Zur Losung benutzen wir Maple:

> solve({-1/(x"2*y*z)+u* (y+2*z)=0, -1/ (x*y~2*z) +z+u*x=0,
> -1/ (xky*z"2) +y+2*ukx=0, u* (x*y+2*x*z-4)=0},{x,y,z,u}) ;

1 1 1 1
{ly=1L,z=2,u= ,2:5}, {x:7272%1,u:7771%1,y:%l,z:i%l}

4

|

%1 := RootOf(_Z*+ Z +1, label = L1)
Aso erhalten wir
(x*,y*, 2") = (2,1, %), ut =1
als eine reelle Losung bzw. genauer als einen reellen Losungskandidaten und einen
zugehorigen Lagrange-Multiplikator. Denn auch wenn durch (z*,y*, 2*) und u* ein
sogenanntes Kuhn-Tucker-Paar gefunden ist, ist damit natiirlich noch nicht bewiesen,

dass in (z*,y*, 2*) eine lokale oder gar globale Losung von (P) gegeben ist. a

Beispiel: Gegeben seien [ Punkte ay,...,a; € R", gesucht ist die euklidische Kugel
Blz;r] :={y € R" : ||y — z||2 < r} mit minimalem Radius r, welche die vorgegebenen
Punkte enthélt, fiir die also ||a; —z||s < 7,4 =1,...,l. Mit der Variablentransformation
r = /28 erhilt man die Aufgabe:

Minimiere f(d,z) :==¢ auf

P

() {M::{(é,x)ERXR”:%Hx—ai”%gé,izl,...,l}.

Mit g;(6,z) := =& + ||z — a;||3 ist die Zusatzbedingung im Satz von Kuhn-Tucker
erfiillt. Ist also (6*,2*) die Losung von (P) (es ist nicht schwierig, die Existenz und
Eindeutigkeit einer Losung von (P) nachzuweisen), so erhilt man die Existenz eines
Vektors u* € R™ mit

l
. 1 =1 (0
e20 (o) r ()= (o)
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sowie
wilte* — a3 —0=0, i=1,...,L

Aus den ersten Gleichungen folgt z* = Zizl ua; mit nichtnegativen u}, deren Summe
1 ist, man erhdlt also (was intuitiv klar ist), dass 2* eine Konvexkombination der
vorgegebenen a;, i = 1,...,1, ist. Fiir [ = 3 und n = 2 sowie a; = (50,5), as = (95, 40)
und a3 = (130,0) berechnen wir aus den notwendigen Optimalitdtsbedingungen mit
Hilfe von Maple die Losung. Wir erhalten sieben Losungskandidaten:

>  solve({x1=50*%ul+95*xu2+130*u3,x2=5%ul+40*u2,ul+u2+u3=1,

> ulx((1/2)*((x1-50)~2+(x2-5)"2) -delta)=0,

> u2*((1/2)*((x1-95) ~2+(x2-40) ~2) -delta) =0,

> u3x((1/2)*((x1-130) ~2+x2"2) -delta)=0},{x1,x2,ul,u2,u3,deltal});

{u8 =0, 22 =40,6 =0, 21 = 95, u2 = 1, ul =0},
{u8=0,=0,22=5, 21 =50, u2 =0, ul =1},

45 1625 145 1 1

{u8 =0, 22 2,5 1" 2,u2 5 U 2},
(u3=1,0=0,22 =0, 21 = 130, u2 = 0, ul =0},

1 5 6425 1
{u3f§,m2f§,:1:1 f90,5fT, u2 =0, ul 75}’

1 225 2825 1
{u3—§, 932—20, zl —7, 6= T7 u2 = 5, ul —0},

7800 15481 45 21745 47191625 —1799

;0= }

— sl =

(w9 = e ™ = 20082 % = om0 242 58564 ' 7T 29282

Die letzte hiervon ist

« _ 47191625 « %) _ (45 21745 w0k o\ _ (15481 _ 1799 7800
0" = “gser > (01 w3) = (53 5w )y (U1 us,u3) = (39385 — 20983 Taea1)-
Da der zweite Multiplikator negativ ist, ist diese Losung fiir uns irrelevant. Davor
werden aber noch die offensichtlich fiir (P) nicht zuldssigen Losungen

0" = 0, (xilé) = (5075)7 (U’Lu;u;) = (17
o = 0, (IT,I;) - (95740)7 (uiauzauy - (07
or = 0, (27,23) = (130,0), (uj,uzu3) = (

sowie
o= 1B ey = (8 (e = (3,3,0)
0t = B (af,23) = (3,20), (uiugug) = (0,3,5),
o= OB (gran) = (90,3), (uhupwy) = (4,0,1)

ausgegeben. Um die Zuléssigkeit dieser drei Losungen nachzuweisen, geniigt es, die
dritte, die erste bzw. die zweite Ungleichung zu betrachten (da der dritte, erste bzw.
zweite Multiplikator verschwindet). Hierdurch erhélt man, dass

or =58, (a1,23) =(90,3), (u,u3,u5) = (3,0,3)

hiervon die einzige zuléssige Losung ist. In Abbildung 4.11 ist diese eingezeichnet. Der
minimale Radius eines die Punkte ai, as, a3 enthaltenden Kreises ist r* = /20* =



4.2 Optimierungsaufgaben 163

ai
a3

Abbildung 4.11: Losung des Sylvester-Problems

5v/257/2 ~ 40.078. Man konnte vermuten, der optimale Kreis sei gerade der, auf dem
die Punkte aq, as, ag liegen. Der Mittelpunkt und der Radius dieses Kreises ist

(z1,22) = (89.8554,0.18595), 7 ~ 40.1451.

Der Radius dieses Kreises ist hier also nur unwesentlich gréfser als der des optimalen
Kreises, die Vermutung ist aber trotzdem falsch. a

Beispiel: In einer'! (z,y)-Ebene gehe ein Lichtstrahl vom Punkt (0,a;) zum Punkt
(b, —ay) mit ay,as > 0, was in Abbildung 4.12 verdeutlicht werde. In den Halbebenen
y > 0, y < 0 sei jeweils ein konstantes Medium vorhanden, in welchem die Licht-
geschwindigkeit v; bzw. vy betrage. Der Lichtstrahl beschreibe einen gebrochen ge-
radlinigen Weg, und zwar unter dem Winkel 3; in der oberen und (5 in der unteren
Halbebene gegeniiber der ,lotechten Richtung (parallel zur y-Achse). Sind die Langen
der Lichtwege in den beiden Halbebenen s; bzw. s, so betriagt die Lichtzeit

S1

Q=2+

aq a2
— + ,
V1 Uy v1CoSfl;  UyCos o

Damit gentigen die Variablen 8; bzw. x; = tan 3; der Nebenbedingung

171 + asxry = b,

"Dieses Beispiel haben wir wortlich

L. CorLraTz, W. WETTERLING (1971) Optimierungsaufgaben. Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-
New York

entnommen.
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A

S1

ai

a2
52

S

Abbildung 4.12: Kiirzeste Lichtzeit

wahrend die Zielfunktion in den Variablen x, x5 die Form
Q=2(1+2)"2+ 2(1 4 22)?
0 V2

annimmt. Bei vorgegebenen positiven ai, as, v, v, und b hat man also die Optimie-
rungsaufgabe

a2
—(

Minimiere f(z) := ﬂ(1 +22)V2 4 Z2(1 4+ 22)?  unter der Nebenbedingung

U1 (%)
121 + Aoy = b.

Da die Nebenbedingung (affin) linear ist, kann der Satz von Kuhn-Tucker angewandt
werden ohne dass gepriift wird, ob die Zusatzbedingung erfiillt ist. Hiernach existiert
zu einer Losung (z7, x3) eine reelle Zahl v* mit

u1 (1 *)2\1/2 a
(%) v (1+ (953) ) 4ot _0
@2 T2 as
vy (1+ (25)%)'/2
Hieraus folgt
1 x] 1 x5

o (T+ @)D v (14 (23)2)0

Mit x} = tan 3 (Brechungswinkel) erhilt man das Brechungsgesetz

sin 37 v

sinf85 v

Z.B. erhilt man fir (ay,a9) = (1,3), (v1,v2) = (2,1) und b = 5 aus den beiden

Gleichungen
T )
0.5 = 3xe =5
A+ 202 Q1o rom
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mittels
> fsolve({0.5*x1/sqrt (1+x1°2)=x2/sqrt (1+x2"2) ,x1+3*x2=5},{x1,x2}) ;
{z1 = 3.361881094, 22 = .5460396354}

das Ergebnis
(x7,2z3) = (3.361881094, .5460396354),

danach kénnen 35 := arctan(z}) und s} := a;/ cos(8;), j = 1,2, berechnet werden. O

4.2.7 Aufgaben

1. Man beweise den dritten Teil des starken Dualitétssatzes 2.4, also: Gegeben seien die
lineare Optimierungsaufgabe

(P) Minimiere ¢’z auf M:={z € R":z>0, Az =b}
und die hierzu duale lineare Optimierungsaufgabe
(D) Maximiere bTy auf N:={ycR™: ATy <c}.

Man zeige: Ist M = O und N # O, so ist sup,ey by = +o0, die Zielfunktion von (D)
ist also auf der Menge N der zuléssigen Losungen von (D) nicht nach oben beschrankt.

2. Die!? Spieler P und D haben je 3 Karten auf der Hand, und zwar P die Karten Pik As,
Karo As und Pik Zwei, D die Karten Pik As, Karo As und Karo Zwei. Beide Spieler
legen jeweils zugleich eine ihrer Karten auf den Tisch. D gewinnt, wenn die hingelegten
Karten die gleiche Farbe haben, andernfalls P. Ein As hat den Wert 1, eine Zwei den
Wert 2. Die Hohe des Gewinnes ist gleich dem Wert derjenigen Karte, die der Gewinner
hingelegt hat. Das Spiel hat also die Auszahlungsmatrix

DIP[ S & &4
& 1 -1 =2
[ -1 1 1
OO 2 -1 =2

Man hat den Eindruck, das Spiel sei unfair, weil die Auszahlungsmatrix 5 negative
Elemente gegeniiber 4 positiven enthélt. Das gibt Anlass zur Formulierung der

Zusatzregel: Wenn beide Spieler ihre Zweierkarte hinlegen, so soll keiner an den anderen
etwas zahlen, d. h. das Element —2 in der rechten unteren Ecke der Auszahlungsmatrix
wird durch 0 ersetzt.

Man berechne fiir das Spiel ohne und mit Zusatzregel mit Hilfe von Maple jeweils
optimale gemischte Strategien fiir P und D und entscheide damit, welches der beiden
Spiele fair ist.

12Gjehe

L. CorLaTz, W. WETTERLING (1971) Optimierungsaufgaben. Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-
New York.
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3. Seien «, 8 und v Winkel in einem (spitzwinkligen) Dreieck mit 90° > a > >~y >0
und natiirlich o+ 84~ = 180°. Unter allen solchen Winkeln bestimme man diejenigen,
fiir die

g(avﬁa'y) = min{775 -0 = B7900 - a}

maximal ist. Hierzu formuliere man diese Aufgabe als ein lineares Programm und 16se
es mit Hilfe eines mathematischen Anwendersystems.

Hinweis: Die obige Aufgabenstellung steht im engen Zusammenhang mit einem (sehr
witzigen) Aufsatz von B. TERGAN (1980)!3, in dem gezeigt wird, dass es (bis auf
Ahnlichkeit) genau ein allgemeines, spitzwinkliges Dreieck gibt, dessen Winkel durch
o :=75° B* :=60° und v* := 45° gegeben sind.

4. In einer Molkerei'* werden zwei Sorten Kise hergestellt, etwa Gouda und Edamer. Die

Fabrik hat Vertrdge, bis zu bestimmten Daten eine gewisse Menge (gemessen in einer
bestimmten Einheit) von Kése mindestens herzustellen, namlich

’ Zeitpunkt ‘ Gouda ‘ Edamer
30. Juni 5000 3000

31. Juli 6000 | 3000
31. August | 4000 5000

Zur Produktion stehen zwei Typen von Maschinen zur Verfiigung. Die Anzahl der zur
Verfiigung stehenden Produktionsstunden fiir die beiden Maschinen wahrend der Som-
mermonate sind:

Monat | Maschine A ‘ Maschine B

Juni 700 1500
Juli 300 400
August 1000 300

Die Produktionsraten (Stunden pro Mengeneinheit Kése) auf den beiden Typen von
Maschinen sind

’ Typ ‘ Maschine A ‘ Maschine B ‘
Gouda 0.15 0.16
Edamer 0.12 0.14

Unabhéngig von den benutzten Typen und dem produzierten Kése kostet eine Arbeits-
stunde 100 Euro. Das Material fiir eine Mengeneinheit Gouda kostet 52.50 Euro, das
fiir Edamer 41.50 Euro. Pro Mengeneinheit Kise kommen noch 4 Euro hinzu. Uber-
schiissiger Kése kann in den ndchsten Monat (also von Juni in den Juli und von Juli

13Siehe den Anhang 2 bei

F. WILLE (1982) Humor in der Mathematik. Vandenhoek & Ruprecht, Géttingen.
14Die Aufgabe ist im wesentlichen

M. ASGHAR BHATTI (2000) Practical Optimization Methods. With Mathematica Applications. Sprin-
ger-Verlag, New York-Berlin-Heidelberg

entnommen. Dort handelt es sich allerdings um eine Reifenfabrik (statt einer Molkerei), in der Sommer-
und Winterreifen produziert werden. Da die Produktion eines Bruchteils eines Reifens keinen Sinn
macht, handelt es sich bei dem dort geschilderten Problem aber um eine ganzzahlige lineare Opti-
mierungsaufgabe. Um dies zu vermeiden (es kommen némlich nicht ganzzahlige Werte heraus) haben
wir die Aufgabenstellung ein wenig veréndert. Inwiefern diese Aufgabenstellung sinnvoll ist, sei dahin
gestellt. Es kommt letzten Endes darauf an, das mathematische Modell aufzustellen.



4.2 Optimierungsaufgaben 167

in den August) ibernommen werden, die Lagerkosten sind 1.50 Euro pro Mengenein-
heit Kése. Eine Mengeneinheit des produzierten Kéases wird fiir 200 Euro (Gouda) bzw.
150 Euro (Edamer) verkauft. Wie sollte die Produktion organisiert werden, um einer-
seits den Lieferbedingungen nachzukommen und andererseits den Gewinn der Molkerei
zu maximieren?

Hinweis: Als Variable fithren man ein:

x1 | Menge des im Juni auf Machine A produzierten Gouda

2 | Menge des im Juli auf Maschine A produzierten Gouda

x3 | Menge des im August auf Maschine A produzierten Gouda
x4 | Menge des im Juni auf Machine A produzierten Edamer
x5 | Menge des im Juli auf Machine A produzierten Edamer

x¢ | Menge des im August auf Machine A produzierten Edamer
x7 | Menge des im Juni auf Machine B produzierten Gouda

xg | Menge des im Juli auf Maschine B produzierten Gouda

g9 | Menge des im August auf Maschine B produzierten Gouda
x10 | Menge des im Juni auf Machine B produzierten Edamer
x11 | Menge des im Juli auf Machine B produzierten Edamer
x12 | Menge des im August auf Machine B produzierten Edamer

5. Man beweise den ersten Teil des Max-Flow Min-Cut Theorems von Ford-Fulkerson,
also: Gegeben sei ein Digraph (N, A), in dem zwei Knoten s (Quelle) und t (Senke)
ausgezeichnet sind. Auf den Pfeilen seien nichtnegative Kapazitéiten gegeben. Ist dann
z = (2ij)(i,j)ea ein zuldssiger Fluss mit dem Wert v = 3. e 4 @55 und ist (N7, N2)

EN)IS
ein Schnitt mit Kapazitiat C'(N1,N2), so ist v < C (N1, N2).

6. Eine Gruppe von 11 Personen trifft sich in San Francisco. Mdéglichst viele von ihnen
sollen nach New York geschickt werden. Es gibt keine Direktfliige, sondern es muss
umgestiegen werden, wobei der Anschluss jeweils gesichert ist. In der folgenden Tabelle
sind diese Fliige und die jeweils noch vorhandenen freien Sitze aufgelistet.

Von Nach Zahl freier Sitze
San Francisco Denver 5
San Francisco Houston 6
Denver Atlanta 4
Denver Chicago 2
Houston Atlanta 5
Atlanta New York 7
Chicago New York 4

(a) Man formuliere die Aufgabe als Maximaler-Fluss-Problem in einem geeigneten
Digraphen.

(b) Man rate einen maximalen Fluss und beweise seine Optimalitét mit dem Max-
Flow Min-Cut Theorem.

7. Fir die Aufgabe

(P)

Minimiere f(z) := 2% + 423 + 1623 unter der Nebenbedingung
h(z) :=x129023 — 1 =0



168 Approximations- und Optimierungsaufgaben

bestimme man mit Hilfe von Maple alle zuldssigen Punkte, in denen die notwendigen
Optimalitatsbedingungen erster Ordnung erfiillt sind.

8. Bei einer ganzzahligen linearen Optimierungsaufgabe handelt es sich um eine lineare
Optimierungsaufgabe, bei der die Variablen ganzzahlig sind.

In der x1-z9-Ebene veranschauliche man sich die folgende ganzzahlige lineare Optimie-
rungsaufgabe

1 T2

5 7 . 45 N 0
-2 1 <1>§ 1|, (1)2(0>, z1,20 €7
1 -5 2 5 2

und gebe die Losung an. Zum Vergleich bestimme man die Losung des relaxierten
Problems, also des Problems, bei dem die Ganzzahligkeitsforderung gestrichen wird.

T
Minimiere < -2 ) ( 1 ) unter den Nebenbedingungen



