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Kapitel 1

Einfiihrung, Beispiele, Ubersicht

1.1 Einfiihrung

Eine Approximationsaufgabe ist durch die folgenden Daten gegeben:

1. Einen (reellen) linearen normierten Raum X, dessen Norm mit || - || bezeichnet
wird (der Raum, in dem sich alles “abspielt”),

2. ein Element z € X (das zu approximierende Element),
3. eine Menge M C X (Menge der Elemente, mit denen approximiert wird)

und besteht in der Aufgabe
(P) Minimiere f(x):= ||z — z||, =€ M.

Eine (globale) Losung z* von (P), also ein z* € M mit |z* — z|| < ||z — z|| fir
alle x € M, heift (global) beste Approximierende an z in M. Entsprechend ist eine
lokal beste Approzimierende definiert als ein x* € M mit der Eigenschaft, dass eine
Umgebung U von z* gibt mit ||z* — z|| < ||z — z]| fir alle x € M NU. Mit

d(z, M) = inf [lz —z||

bezeichnet man den Abstand (oder auch den Minimalabstand) von z € X zu M. Wie bei
den (allgemeineren) Optimierungsaufgaben stellen sich naheliegenderweise bei konkret
gegebenen Approximationsaufgaben Fragen nach der Existenz sowie der Eindeutigkeit
einer Losung, nach notwendigen sowie hinreichenden Optimalitdtsbedingungen, nach
der numerischen Behandlung. Ist { M} C X aufsteigend, also My C My, k=0,1,...,
und schreibt man zur Abkiirzung FEy(z) := d(z, M}), so gilt Epi1(2) < Ej(z). Falls
limy 00 Fi(2z) = 0 (eine Aussage vom Weierstrafs-Typ), versucht man noch zu unter-
suchen, wie schnell {Fj;(z)} gegen Null konvergiert und wie diese Konvergenz von der
“Glattheit” von z abhéngt (Aussagen vom Jackson-Typ).

Man sieht, dass sich hier ein grofes Programm auftut. Wir werden bei den meisten Fra-
gen bzw. Problemen einen funktionalanalytischen Zugang verfolgen, d. h. die Probleme
werden zundchst in einem mdglichst allgemeinen Rahmen behandelt. Dies kann man
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vergleichen mit dem aufstieg auf einen Aussichtsturm, von dem man sich einen besse-
ren Uberblick und eine Orientierung erhofft. Wenn man allerdings zu hoch steigt, so ist
man in den Wolken und sieht gar nichts mehr. Aufserdem wollen wir auch immer wieder
von dem Turm herabsteigen, um uns die Dinge aus der Nahe anzusehen (Beispiele!).
Fiir den Aufstieg benotigen wir Hilfsmittel und zwar solche, die die Funktionalanalysis
bereithélt. Wir werden uns diese Treppen zum Teil selber bauen, d. h. die benotigten
Hilfsmittel selbst entwickeln, oder sie einfach benutzen oder noch einfacher: mit dem
Fahrstuhl fahren.

Der Zusammenhang zwischen Approximations- und Optimierungsaufgaben ist offen-
sichtlich. Approximationsaufgaben sind spezielle Optimierungsaufgaben, bei denen die
Zielfunktion f im wesentlichen durch eine Norm gegeben ist, ndmlich durch f(z) :=
||x — z||. Diese Zielfunktion hat den grofsen Vorteil, eine konveze Funktion zu sein, aber
auch den groften Nachteil, i. Allg. nicht im klassischen Sinne differenzierbar zu sein.
Trotzdem wird die Vorgehensweise oft &hnlich wie in der Optimierung sein.

1.2 Beispiele von Approximationsaufgaben
Es folgt eine Sammlung von Beispielen fiir Approximationsaufgaben.

Beispiel 1.2.1 (Lineare Regression, Prinzip der kleinsten Quadrate) Im ein-
fachsten Fall liegen zu Zeiten ¢; (diese seien nicht alle gleich) Beobachtungen z;, i =
1,...,m, vor. Es wird ein linearer Zusammenhang zwischen den ¢; und den z; vermu-
tetet, dass also z; =~ at; +b,7=1,...,m, mit Konstanten a¢ und b und man sucht nach
den “besten” Konstanten. Z. B. gibt ¢; die Linge eines i-ten Sauglings bei der Geburt
und z; die zugehorige Schwangerschaftsdauer an. In Tabelle haben wir spezielle
Werte angegeben. Nach dem Prinzip der kleinsten Quadrate (auf dessen statistische

t lem|] | 48 | 49 | 50 | 51 | 52
z [Tage] | 277.1|279.3 | 281.4 | 283.2 | 284.8

Tabelle 1.1: Schwangerschaftsdauer und Lénge bei der Geburt

Grundlagen wir nicht eingehen wollen), werden a, b als Lésung von

(P) Minimiere f(a,b) := i(ati —2z)%  (a,b) € R?

=1

bestimmt. Wieso ist dies eine Approximationsaufgabe? Hierzu setze man X := R™ und
withle als Norm die euklidische Norm || - ||z, 2 := (21, ..., 2,)" und

t1 1
M:=<a : +b| ¢ |:a,beR
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Man erkennt, dass die Aufgabe (P) dquivalent zu der Approximationsaufgabe mit den
Daten X, z und M ist. Bekanntlich kann die eindeutige Losung (a*,b*) von (P) aus
der notwendigen und hinreichenden Optimalitdtsbedingung

%(a 7b ) i1 0
%(a ) ) QZ(CL ti+0b —Zi)
bestimmt werden. Mit den Mittelwerten
1 & R
= E g Z = E ; Zi

erhalt man

* sz 1 Lizi — miz Z:L (ti =) (2 — 2)

a* = = - -
Do ti — mi’ Do (ti —1)?
und
b =7z — a*t.
Die sogenannte Regressionsgerade ist dann durch z( ) = a*(z — t) + Z gegeben. In
Abbildung[I.T]geben wir zu den Daten aus Tabelle[I.T]die zugehorige Regressionsgerade
an. |

Beispiel 1.2.2 (Nichtlineare diskrete Approximation im Mittel) Es wird an-
genommen, z = (21,...,%,). € R™ sei ein bekannter Vektor, der z. B. durch m Beo-
bachtungen gewonnen ist. Mit n < m wird allgemeiner als in Beispiel ein i. Allg.
nichtlinearer funktionaler Zusammenhang

Z%gi(ylv'--vyn)y Z.:].,...J’I’L7

vermutet. Bei der diskreten Approximation im Mittel bzw. einem nonlinear least square
fit bestimmt man die gesuchten Parameter als Losung der Aufgabe

m

(P) Minimiere  f(y) := Z(Qz‘(yh ) —2) Yy ER

i=1

Im obigen Beispiel ist z. B.

Gy, y2) =wnti+y, i=1,...,m

Ein spezielles Beispiel zielt schon auf die spéater im kontinuierlichen Fall genauer zu
untersuchende Fzponentialsummenapproximation. Beim radioaktiven Zerfall eines Ge-
misches zweier radioaktiver Substanzen werden zu Zeiten 0 < t] < ty < -+ < 1,
Intensitéten I;, ¢ = 1,...,m, der emittierenden Strahlung gemessen. Gesucht sind Zer-
fallskonstanten by, by fiir die beiden Stoffe, die im Mischungsverhéltnis a/as vorliegen
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Lineare Regression
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Abbildung 1.1: Die Regressionsgerade zu den Daten in Tabelle

mogen. Die Intensitit ist dann proportional zu a;e~"* + ase~2! und man versucht, die
Aufgabe
m
(P) Minimiere f(aq,as,by,bs) := Z(ale_blt" + age 2t — L)% (ay,as,b,by) € R,
i=1

zu l6sen. Allgemeiner hat man Ansétze der Form

p
gi(a,b) :== Zaje’bjti
j=1

bei Abklingvorgéngen oder
p
gi(a,b,c) == Z a;sin(b;t; — ¢;)
j=1

bei periodischen Vorgidngen. Denkbar ist aber auch ein rationaler Ansatz

P J

=0 451;

g,-(ao, . ,(Ip,b(), e bq) = ;—W,
j=0 Y5t

wobei nur solche Koeffizienten sinnvoll sind, fiir die der Nenner nicht verschwindet.
Hier handelt es sich um eine diskrete Approximation durch rationale Funktionen mit
vorgeschriebenem Zéhler- und Nennergrad.



1.2 Beispiele von Approximationsaufgaben 5

Typisch an vielen Approximationsaufgaben ist, dass die Menge M, mit der approxi-
miert wird, in parametrisierter Form vorliegt, also etwa als

gm‘(?J)

mit einer Teilmenge Y des R™. Man ist nicht nur an der besten Approximierenden aus
M interessiert, sondern vor allem an den Parametern, die diese erzeugen.

Auch bei der diskreten Approximation kann es sinnvoll sein, beziiglich einer anderen
Norm als der euklidischen zu approximieren. Bei der diskreten L..-Approximation bzw.
der diskreten Tschebyscheff-Approximation legt z.B. die Maximumnorm im R™ zu
Grunde, wihrend bei der diskreten L,-Approzimation die Betragssummennorm im R™
benutzt wird. Wir werden spiter sehen, dass trotz der scheinbaren Ahnlichkeit der
Probleme véllig unterschiedliche Phénomene auftreten. O

Beispiel 1.2.3 (Lineare Tschebyscheff-Approximation) Sei B ¢ R" kompakt
und X := C(B) der lineare Raum der auf B stetigen reellwertigen Funktionen. Auf X
wird die Mazimumnorm (oder auch Tschebyscheff-Norm) definiert durch

= t)|.

l]]oo := max|a(t)]

Ferner sei M C C(B) ein endlichdimensionaler linearer Teilraum, etwa
M :=span{vy,...,v,}

mit linear unabhéngigen vy, ..., v,. Die Aufgabe, ein vorgegebenes z € X durch Ele-
mente aus M beziiglich der Maximumnorm zu approximieren nennt man eine lineare
Tschebyscheffsche Approzimationsaufgabe. Fur den Spezialfall B := [a, b] und M := 11,
(linearer Raum der Polynome vom Grad < n) hat P. L. Tschebyscheff diese Aufgabe be-
handelt. Hierbei hat man sich die zu approximierende funktion z als “kompliziert” etwa
in dem sinne vorzustellen, dass sie nicht durch endlich viele elementare arithmetische
Operationen berechnet werden kann, wihrend die Elemente von M “einfach” berechen-
bar sind. Da bei der Tschebyscheff-Approximation die maximale Betrags-Abwerichung
zur gegebenen Funktion z minimiert wird, wird sie z. B. zur Berechnung der elemen-
taren Funktionen (Wurzel-Funktion, trigonometrische Funktionen usw.) benutzt. Wie
dies fiir die Wurzelfunktion z(t) := v/t geschehen kann, wird ausfiihrLich bei J. WER-
NER (1992, S. 2ff.) beschrieben.

Beispiel 1.2.4 (Rationale Tschebyscheff-Approximation) Wie im letzten Bei-

spiel sei X := C(B) versechen mit der Maximumnorm || - ||«. Diesmal sei allerdings
die Menge M der Funktionen, mit denen approximiert wird, gegeben durch

2aj=1 YY) J
ZIZ:I Brvk "B eER (k

P o, . —
M;:{Zi—l % oy e R( i""’zi’ Ezzlﬁkvk(t)#OfﬁralleteB}.
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Hierbeisind u;, j =1,...,p,und vy, k = 1,..., g, vorgegebene “einfach” zu berechnende
Funktionen aus C'(B). Ist z. B. B := [0, 1] und z(¢) := €', so ist die beste Tschebyschefl-
Approximierende beziiglich I, der Polynome vom Grad < 2, gegeben durch

2*(t) ~ 1.008757 + 0.854740 ¢ + 0.846029 2

und Minimalabstand ist & 8.75 - 1073, Approximiert man beziiglich R; 1, der Menge
der rationalen Funktionen mit Zédhler- und Nennergrad < 1, so ist die beste Approxi-
mierende gegeben durch

(1) ~ 0.995705 + 0.668203 t
T 1-0.388848¢

und der Minimalabstand ist ~ 4.37 - 1073, also nur etwa halb so grof wie im linearen
Fall (siche G. MEINARDUS (1967, S. 167)). In beiden Fillen hat man drei Parameter zu
speichern (der konstante Term im Nenner der rationalen Funktion sei auf 1 normiert).
Im ersten Fall bendtigt man zur Auswertung zwei Additionen und zwei Multiplika-
ten (man verwende das Horner-Schemal!), im zweiten braucht man zwei Additionen,
zwei Multiplikationen und noch eine Division. In Abbildung [1.2] stellen wir den Defekt
bei linearer und bei rationaler Approximation der Exponentialfunktion dar. Eine ra-
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Abbildung 1.2: Defekt bei linearer bzw. rationaler Approximation von z(t) := exp(t)

tionale Approximation ist u.a. dann sinnvoll, wenn die zu approximierende Funktion
z auferhalb von B eine Singularitit besitzt (die sozusagen in B “hereinstrahlt”) und
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die offenbar durch eine rationale Approximation besser als durch eine lineare erfasst
werden kann. O

Beispiel 1.2.5 (Approximation mit Exponentialsummen) In Beispiel sa-
hen wir, dass es bei Abkling- oder Zerfallserscheinungen sinnvoll sein kann, eine gege-

bene Funktion z € C[a, 5] durch Elemente aus

EY = {Zaje_bjt:aj,bj eER(j= 1,...,7‘)}

J=1
zu approximieren. Dies kann beziiglich verschiedener Normen geschehen, also etwa im
Tschebyscheffschen Sinne beziiglich der Maximumnorm || - || oder auch im Lo-Sinne,

also beziiglich der Norm
B 1/2
x|z = (/ x(t)? dt) .

Allerdings braucht nicht zu jedem z € Cla, 3] eine beste Approximierende aus E° zu
existieren. Hierzu geben wir ein Beispiel an (siche G. MEINARDUS (1967, S.178)). Sei
z € C[0,1] definiert durch z(t) := te'. Wir zeigen, dass es eine Folge {x} C FEY gibt,
die gleichméfig auf [0, 1] gegen z konvergiert, fiir die also limy_,« ||2x — 2|l = 0. Da
z & EY ist gezeigt, dass es keine beste Approximierende an z in ES gibt. Hierzu definiere
man z; € EY durch

T (t) = —ke! + kel TR k=1,2,....
Fiir t € [0,1] ist
0 < x(t) — 2(¢)
= el(ket’t —k —1t)

IN
x| =
o)
L[]
| —

= —e(e—2).

Hieraus folgt limy . ||z — 2]|cc = 0 und damit die Nichtexistenz einer besten Appro-
ximierenden an z in Ey. Daher ersetzt man E? durch “verallgemeinerte” Exponential-

summen . .
E,:= {ij(t)ebjt :pj € I, mit Z(mJ +1) < 7‘}.
j=1

=1
Hierin wird schliefslich die Existenz einer besten Approximierenden nachgewiesen wer-
den konnen.

Bei Anwendungen kann es sinnvoll Oder sogar notwendig sein, die Menge M, mit
der approximiert wird, durch weitere Nebenbedingungen einzuschréanken. Dies kénnen
Interpolationsbedingungen, Vorzeichenbedingungen an die Koeffizienten oder dhnliches
sein. O
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1.3 TUbersicht

Eine gewisse Einteilung der Vorlesung ist schon durch die Angabe der Problemstel-
lungen in Abschnitt vorgegeben, wobei wir uns allerdings nicht genau an die an-
gegebene Reihenfolge halten werden. Das didaktische Konzept besteht (nach einigem
Schwanken) darin, einen funktionalanalytischen Zugang an den Anfang zu stellen und
zumindest Existenz, Eindeutigkeit und notwendige Optimalitdtsbedingungen in einem
allgemeinen Rahmen zu behandeln, wobei natiirlich méglichst viele konkrete Beispiele
die theoretischen Ergebnisse anreichern sollen. Der Nachteil bei diesem Zugang besteht
darin, dass wir schon am Anfang der Vorlesung einige funktionalanalytische Hilfsmittel
ohne Beweis bringen miissen, da wir es nicht fiir sinnvoll halten, etwa den Trennungssatz
fiir konvexe Mengen, den Satz von Hahn-Banach und dhnliches in dieser Vorlesung noch
einmal zu beweisen. Ein “alternativer” Zugang wire, eine Einteilung nach Problemklas-
sen vorzunehmen, also etwa zunéchst iiber lineare Tschebyscheff-Approximation, dann
iiber Lo-Approximation, rationale Approximation usw. zu sprechen.

Das zu der Vorlesung im WS 1984 /85 angefertigte handschriftliche Manuskript wurde
von mir seit September 2014 zu einem KITEXManuskript verarbeitet, wobei moglichst
viel aus dem fast 30 Jahre alten Manuskript iibernommen werden soll. Insbesondere
werden wir uns auch in dieser Ausarbeitung einer verhéltnisméfig alten Vorlesung auf
die univariate Approximation, also die Approximation von Funktionen einer Veran-
derlichen beschranken.



Kapitel 2

Steilkurs: Lineare Funktionalanalysis

Wir kénnen fiir diese Vorlesung leider kaum Vorkenntnisse aus der Funktionalanalysis
voraussetzen und bringen daher in den néchsten Abschnitten die fiir die Approxima-
tionstheorie wichtigsten funktionalanalytischen Hilfsmittel, zum grofsen Teil natiirlich
ohne Beweis.

2.1 Lineare normierte Raume, Hilbertraume

In dem Raum, in dem “sich alles abspielt” ben6tigt man, um Approximationsaufgaben
formulieren und behandeln zu koénnen, eine Abstandsbegriff. Metrische Rdume sind
uns zu allgemein, sie haben i. Allg. keine lineare Struktur, daher sind lineare normierte
Réaume und Pra-Hilbert- bzw. Hilbertrdume der angemessene Rahmen.

Definition 2.1.1 (a) Ein Paar (X, ||-||) heifst ein (reeller) linearer normierter Raum,
falls X ein linearer Raum (iiber R) isflund ||-||: X — R eine Abbildung (Norm)
ist mit

1. ||z|| > 0 fiir alle z € X und ||z|| = 0 genau dann wenn z = 0 (Definitheit).
2. ||azx| = |af||z|| fur alle « € R, 2 € X (Homogenitét).
3. |z +y| < |l=|| + ||y| fir alle z,y € X (Dreiecksungleichung).

(b) Ein Paar (X, (-,-)) heifst ein (reeller) Prd-Hilbertraum, falls X ein linearer Raum
(iiber R) ist und (-,-): X x X — R eine Abbildung (inneres Produkt) ist mit

1. (z,z) > 0 fiir alle z € X und (z,2) = 0 genau dann wenn x = 0.
2. (z,y) = (y,x) fir alle z,y € X.

3. (az,y) = a(z,y) fir alle « € R, z,y € X.

4. (x+y,2) = (z,2)+ (y, 2) fur alle z,y, 2z € X.

!Das Nullelement in X wird mit 0 bezeichnet. Eine Verwechslung mit der skalaren Null kann nur
durch Boswilligkeit eintreten.
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Bemerkung 2.1.2 Ist (X, (-,-)) ein Pra-Hilbertraum, so ist auf X durch

lz]| = (2, 2)"2

eine Norm definiert, (X, (-, -)) wird als in kanonischer Weise zu einem linearen normier-
ten Raum. Die ersten beiden Eigenschaften einer Norm sind trivialerweise erfiillt. Um
die Dreiecksungleichung einzusehen, beweist man zunéchst die Cauchy-Schwarzsche
Ungleichung:

o |(z,y)| < |lz| ||y|l fir alle z,y € X.

Denn: Seien z,y € X vorgegeben. O.B.d. A. ist y # 0. Dann ist

(z,y) (z,y) )

0 S T — y7x y
\1/( (y,y) (y,y)

_(@y)? | (2y)?
(,2) =2 (v, y) " (yvy)Q(y’y)

(z,y)?
(v, y)’

o
f’°<|l
=

(l’ ) 'T) -
woraus die Behauptung folgt. Fiir beliebiges z,y € X ist daher

le+yll> = (z+yz+y)

(z,2) +2(2,y) + (¥,9)
z]” + 2(z,y) + [ly]|?

< =l 4+ 2zl gl + llyl?
= ([lzll + llwlD?,

woraus die Dreiecksungleichung folgt.

Ist (X, | -]|) ein linearer normierter Raum, so gibt es genau dann ein inneres Produkt
(-,-) auf X X X mit ||z||* = (z, z) fiir alle x € X, wenn die sogenannte Parallelogramm-
gleichung

2+ yll* + llo = ylI* = 2(l|«]* + [lyl*) fiir alle 2,y € X

gilt. Diese veranschaulichen wir uns in Abbildung [2.1} Dass die Parallelogrammglei-
chung in einem Préhilbertraum gilt, weist man durch einfaches Nachrechnen nach.

Gilt umgekehrt die Parallelogrammgleichung, so definiere man (-,-): X x X — R
durch

1
(. y) = (lz+yl* = llz = y[*)

und weise nach, dass hierdurch ein inneres Produkt auf X definiert ist. O

Beispiele: Die wichtigsten Normen im R" sind die Mazimumnorm

-----
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r+y

1yl

Y

Abbildung 2.1: Die Parallelogrammgleichung

die euklidische Norm )
n 2
felli= (3 2)
j=1
(diese wird durch das innere Produkt (z,y) := 2Ty erzeugt, mit diesem inneren Produkt
ist der R™ also ein Pré-Hilbertraum), sowie die Betragssummennorm oder Li-Norm

n

Izl = layl.

i=1

Allgemeiner kann man fiir 1 < p < oo die L,-Norm durch

n 1/p
lall, = (Z m-\p)
j=1

definieren. Um einzusehen, dass dies in der Tat eine Norm ist, hat man lediglich noch
die Dreiecksungleichung nachzuweisen. O.B.d. A. ist p > 1.

(a) Seien a,b >0 und p,q € (1,00) mit 1/p+ 1/q = 1 gegeben. Dann ist

a? bl
ab < — 4+ — (Youngsche Ungleichung).
p q

Denn: O.B.d. A. sind a, b > 0. Die Exponentialfunktion ist auf R strikt konvex, da
ihre zweite Ableitung auf ganz R positiv ist. Wegen 1/p € (0,1) und 1/p+1/q =1
ist daher

ab = 6ln(a) eln(b)
e(1/p) In(a?)+(1/q) In(b?)

leln(ap) + leln(bq)

D
al b

p q

IN
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(b) Seien x,y € R™ sowie p,q € (1,00) mit 1/p+ 1/q =1 gegeben. Dann ist

Z |25y < |1=]lp [yl (Holdersche Ungleichung).
j=1

Denn: O.B.d. A. ist x,y # 0. Man setze

Ile !yjl .
T2 T Tl o

Eine Anwendung von (a) und Summation liefert die Behauptung.
(c) Seien x,y € R™ und p € (1,00). Dann ist

lz+yll, < llzll, + llyll,  (Minkowskische Ungleichung)).

Denn: Sei ¢ :=p/(p — 1). Dann ist
lz+yllp = > |z +yl”
j=1

= D |z +yl o + oyl
=1

> gl y P+ Lyl e+ g
P =1

n 1/q
(el + ll,) (Z 2+ yjr@”q)
j=1

(zweimalige Anwendung der Holderschen Ungleichung)

n 1-1/p
_ <r|:cup+uyup>(z rxj+yjrp)
j=1

= (llzll, + lyllp)llz + yllp™ >

[l + yllp

= Uzl + llyllp) =7
’ z+yl,

IN

IN

woraus die Behauptung folgt.

X := Cla, (] sei der lineare Raum der auf dem kompakten Intervall [«, 5] C R reellwer-
tigen stetigen Funktionen. Die fiir die Approximationstheorie und viele Anwendungen
wichtigste Norm ist die Mazimum- oder Tschebyscheff-Norm, definiert durch

Tl := max |z(t)].
Il = mmacs (1)

Um kontinuierliche und diskrete Approximation gleichzeitig zu erfassen, kann es zweck-
miéRig sein, zu verallgemeinern und von einer kompakten Menge B C RY auszugehen,
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den linearen Raum C'(B) der auf B definierten reellwertigen stetigen Funktionen zu
betrachten und diesen zu einem linearen normierten Raum zu machen, indem man als
Norm

|2[loc = max | (t)]

definiert. Hierbei schreiben wir mit gutem Gewissen max statt sup, da eine stetige
Funktion, hier |z(-)|, auf einer kompakten Menge, hier B, ihre Extrema, hier Maximum,
annimmt. Auch auf C|a, ] kann man fiir p € [1,00) eine Lp-Norm definieren durch

et = ([t |pdt) "

Hierbei sind vor allem die Félle p = 1,2 von Interesse.

Auf weitere wichtige Beispiele von linearen normierten Rdumen, vor allem sogenannten
Sobolev-Raumen, werden wir erst spater bei Anwendungen eingehen. O

Im Weiteren benutzen wir die folgende Bezeichnung. Ist (X, ||-||) ein linearer normierter
Raum, z € X und r > 0, so sei

Blzir] :={y e X :[ly — =l <r}
die “abgeschlossene” Kugel um x mit dem Radius r und
B(z;r) :={ye X :|ly—zf <r}
die “offene” Kugel um = mit dem Radius r. In Abbildung [2.2] veranschaulichen wir uns

Einheitskugeln (Kugeln mit dem Mttelpunkt 0 und dem Radius 1) beziiglich verschie-
dener Normen im R". In Abblldung 3 ist ein x € C|0, 27| gestrichelt vorgegeben.

2\
NE

Abbildung 2.2: Einheitskugeln im R? beziiglich || - ||1, || - |- und || - ||

Jedes y € C[0,2n] mit z(t) — 1 < y(t) < z(t) + 1 fur alle ¢ € [0,27] bzw. aus dem
angegebenen “Schlauch” liegt in der (abgeschlossenen) Kugel um = mit dem Radius 1.

Nun werden kurz verschiedene wichtige Begriffe der Funktionalanalysis angegeben.
Stets ist (X, || - ||) ein linearer normierter Raum.
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Abbildung 2.3: Die Kugel B|z; 1] beziiglich der Maximumnorm

1. Sei A C X, Dann heiftt

int (A) := {a € A : Es existiert ein € > 0 mit Bla;e] C A}

das Innere von A. A heilt offen, wenn A = int (A). Z.B. ist mit einem =z € X
und r > 0 die Kugel B(z;r) offen (Beweis?)

. Die Norm || - || definiert einen Konvergenzbegriff auf X. Eine Folge {z;} C X

konvergiert gegen ein x € X, was wir mit £y — = oder limy_,, z = = bezeichnen,
falls limy o0 ||z — || = 0. Es gelten die iiblichen Rechenregeln.

. Sei A C X. Dann heifdt

cl(A) :={a € X : Es existiert {ax} C A mit ay — a}
der Abschluss von A. Offensichtlich ist
cl(A) ={a € X : Bla;e]N A # O fiir alle € > 0}.

A heifst abgeschlossen, wenn A = cl (A). Z. B. ist mit einem z € X und r > 0 die
Kugel B[z;r] abgeschlossen. Die Menge A heift dicht in X, falls cl (A) = X.

. Seien (X7, ||-]]1) und (Xa, ||||2) zwei lineare normierte Rdume, T: D C X; — X,

eine Abbildung mit dem Definitionsbereich D C Xj.
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(a) T heilst ein linearer Operator (oder Abbildung, Transformation), falls D C
X ein linearer Teilraum ist und T'(ax + By) = oT(z) + BT (y) fiir alle
a,f € R und alle z,y € D. Bei einem linearen Operator schreibt man
haufig Tz statt T'(x).

(b) T heiltt stetig in & € D,
{zx} C D, 1z — 3,= T(x) = T(2)
bzw. es zu jedem € > 0 ein 6 = d(€) > 0 mit
x € Blz;0|ND = T(x) € B[T(2);¢€

gibt. T heifst stetig auf D, wenn T in jedem x € D stetig ist.

(¢) Mit L(X;, Xy) wird die Menge der linearen stetigen Operatoren von X; nach
X, bezeichnet. Also ist L(X, R) die Menge der linearen stetigen Abbildungen
(auch Funktionale genannt) des linearen normierten Raumes X nach R. Wir
schreiben X* statt L(X,R) und nennen dies den Dualraum von X.

Bemerkungen: 1. Ist X := Cla, ] und || - || := || - ||oo, so konvergiert eine Folge
{zx} C X genau dann (der Maximumnorm nach) gegen ein x € X, wenn die Folge
{zk} gleichmdfig auf (o, B] gegen = konvergiert.

2. Fiir jeden endlich dimensionalen linearen Raum, speziell den R", gilt: Konvergiert
eine Folge {x;} C X beziiglich einer Norm gegen ein x € X, so auch beziiglich jeder
anderen Norm. Dies liegt daran, dass alle Normen auf einem endlichdimensionalen
linearen Raum dquivalent sind, was heifsen soll, dass zu je zwei Normen || - ||, und || - ||,
auf X Konstanten ¢,C > 0 existieren mit c||z||, < [|z]p < C||z|, fir alle z € X
existieren. Z. B. ist ||zl < [|z]|l2 < /1 ||7]|s fiir alle x € R™.

3. Ist L C X ein linearer Teilraum, so auch cl (L). in Kiirze werden wir einsehen, dass
endlichdimensionale lineare Teilrdume eines linearen normierten Raumes abgeschlossen
sind. Das ist fiir beliebige lineare Teilrdume nicht richtig. Der lineare Teilraum II der
Polynome (in einer Variablen) liegt nach dem Weierstrafischen Approzimationssatz (auf
ihn kommen wir spater zuriick) dicht in (Cla, f], -||e), €s ist aber I # Cla, f].

4. Die Normabbildung || - [|: X — R ist stetig, da |||z]| — ||y|l| < ||lx — y|| fiir alle
z,y € X.
5. Seien (X1, | - [J1) und (Xa, || - ||2) lineare normierte und 7': X; — X5 ein linearer

Operator. Dann ist 7' € L(X;, X3) genau dann, wenn

T
|T]| := sup —H (@)l < 400
w0 ||z

Denn: Ist T' € L(X;, X3), so existiert zu € := 1 ein § = 6(1) > 0 mit
lally <6 — 7@ < 1.

Fiir jedes z # 0 ist also [|T(d x/||z[]1)|l2 < 1 und daher sup,, [|T(2)|l2/[|x]; < 1/4.
Ist umgekehrt ||T']] < 400, so ist | T(z)]]2 < ||T||||z]: fir alle x € X;. Daher ist T
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in 0 stetig, wegen der Linearitdt von 7' auch auf ganz X;. Die Menge L(X7, X5) der
stetigen, linearen Abbildungen von X; nach X5 ist in kanonischer Weise ein linearer
Raum. Dieser lineare Raum wird zu einem linearen normierten Raum, indem man
H . || L(Xl,Xg) — Rfur T e L(Xl,Xg) durch

||T|| ‘= sup HT<:U)H2
=20 |zl

definiert (Beweis?).

6. Jede lineare Abbildung zwischen endlichdimensionalen linearen normierten Raumen
ist (automatisch) stetig. Zu jedem [ € (R")* existiert genau ein y € R” mit I(x) = y'z
fiir alle z € R™. Definiert man umgekehrt fiir ein gegebenes y € R™ durch i(x) := y'z
eine Abbildung [: R" — R, so ist [ € (R™)*. Die Abbildung I: (R™)* — R" definiert
durch I(l) := y ist eine bijektive lineare Abbildung zwischen (R™)* und R™. Daher
konnen (R*n)* und R™ identifiziert werden.

7.5ei X :=Clo, Bl und || - || := | - |lc- Man definiere {: Cle, ] — R durch

Dann ist | € (Ca, 8])*, denn offenbar ist { linear und

B8
1(2)] < / () dt < (8 — o) 7]l

und daher ()]
x
7]l = sup < (B—a),
20 [0
also [ stetig. O
Definition 2.1.3 Sei (X, || - ||) ein linearer normierter Raum.

1. Eine Folge {z;} C X heikt eine Cauchy-Folge, falls es zu jedem € > 0 ein K(e€) €
N mit ||zy — a]| < € fiir alle k,1 > K(e) gibt.

2. Eine Teilmenge A C X heifst vollstindig, wenn zu jeder Cauchy-Folge {z} C A
ein x € A mit x, — x existiert.

3. Ist ein linearer normierter Raum vollsténdig, so heifst er ein Banachraum.

4. Ist ein Pra-Hilbertraum (X, (+,-)) vollstandig, so heikt er ein Hilbertraum.

Bemerkungen: 1. Jede konvergente Folge in einem linearen normierten Raum ist eine
Cauchy-Folge. Daher ist jede vollstéindige Teilmenge eines linearen normierten Raumes
abgeschlossen.

2. Jeder endlichdimensionale lineare Teilraum eines linearen normierten Raumes ist
vollstandig und daher auch abgeschlossen. Zur Begriindung geben wir uns einen end-
lichdimensionalen linearen Teilraum V' = span{vi,...,v,} C X mit linear unab-
héngigen vy, ..., v, vor. Sei {xx} C V eine Cauchy-Folge. Jedes x € V besitzt ei-
ne eindeutige Darstellung 7, = > 77| ayjv;. Wir zeigen, dass auch {a;} C R" mit
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ay := (Qg1, ..., ax,)" Cauchy-Folgen und daher wegen des Cauchyschen Konvergenz-
kriteriums konvergent sind. Hierzu definiere man

n

E :%'Uj

J=1

c:= ,

min
a=(a;)€ER™:[a||2=1

wobei wir ausnutzen, dass das Minimum einer stetigen Funktion auf einer Kompakten
Menge angenommen wird. Offenbar ist ¢ > 0. Wegen |z, — ;]| > c|lax — a;f|2 ist
auch {a;} eine Cauchy-Folge und folglich konvergent gegen ein a = (;) € R"™. Daher
konvergiert die Folge {z} C V gegen z := 7, ajv;, V ist also vollstindig. O

Beispiele: 1. Der R" ist beziiglich jeder Norm vollstandig.

2. Der lineare normierte Raum (C[a, 5], || - ||« ) ist ein Banachraum. Denn sei {z;} C
Cla, B] eine Cauchy-Folge. Fiir ein beliebiges t € [a, (] ist |xk(t) — z1(t)| < ||z — 1] -
Daher ist {xy(t)} C R fir jedes t € [a, ] eine Cauchy-Folge. Da R vollstiandig ist,
ist {xx(t)} konvergent. Sei x(t) := limg_,o0 x(t). Wir zeigen, dass {zx} gleichmésig
auf [a, f] gegen z konvergiert. Hierzu sei € > 0 vorgegeben, t € [«, 3] beliebig. Da
{zx} C Cla, 5] eine Cauchy-Folge ist, existiert ein K (¢) € N mit

|z (t) — ()| < ||z — 2| < € fiir alle k,1 > K(e).
Mit [ — oo folgt wegen x;(t) — x(t), dass
|z (t) — 2(t)] < e fur alle k > K(e) und alle ¢ € [«, 5].

Dies bedeutet, dass die Folge {x} gleichméRig gegen = konvergiert. Der gleichméRige
Limes einer Folge stetiger Funktionen ist bekanntlich stetig, der Beweis erfolgt mit
einem €/3-Argument. Damit ist die Behauptung bewiesen.

3. Man betrachte den linearen normierten Raum (Cle, f], || - ||1) mit der Norm

B
[E41R ;:/ |x(t)| dt.

Dann ist (Cla, f], || - ||1) nicht vollstandig! O.B.d. A. ist [«, 5] = [0, 1]. Man betrachte
die Folge {z}}, die fiir k > 2 mit a; := 3 + ¢ durch

\.O
o= O
VAIAN
~
ARIAN

\.H
Q
Pl
A
A
—_

definiert ist, sieche Abbildung 2.4l Wir zeigen, dass die Folge {z} eine Cauchy-Folge in
(C[0,1], || - |l1) ist. Hierzu sei k > I. Dann ist a;, < a; und zx(t) > x;(t) fir alle ¢ € [0, 1]
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N

Abbildung 2.4: Eine Cauchy-Folge in (C[0,1], || - ||1)
und daher

|z —aili = /0($k(t>—$l(t)>dt
= [ @ —a@de+ [ - a)

k

_ [ak(k:—l)(t—%) dt+/a:l{1—l(t—%>}dt

_ (;l)%(t%y N +(al—ak)—zl<t—1)2

ap

1 2 2
ag
1 1 1 /1 1

S .

F=D3 7175 2<z2 k2)
111
o2\l k

1
< —.
- 2]

Hieraus liest man ab, dass {zj }eine Cauchy-Folge in (C[0, 1], - ||1) ist. Angenommen,

es existiert ein x € C[0, 1] mit ||z — ||y — 0. Wegen
1 1
|l —x|p = / |x(t)] dt + / ag|zi(t) — z(t)| dt +/ |1 —z(t)] dt
0 % ag

~ /0é |m(t)|dt+/; |1 —a(t)] dt.

1 1
/ |x(t)|dt+/ |1 —x(t)|dt =0,
0 3

Daher ist
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so dass = notwendigerweise die Gestalt

besitzt, was ein Widerspruch zur Stetigkeit von z ist.
4. Entsprechend sind (Cla, ], || - [|p), 1 < p < 0o, mit

el = ([ o ar)”

zwar lineare normierte Raume, aber keine Banachraume. Erst eine “Vervollstandigung”
von Cla, (] beziiglich ||-||, fiihrt zu Banachrdumen. Dies sind die Rdume L[« 5] der auf
[, 5] messbaren Funktionen z, fiir dir |z|P im Lebesguesche Sinne auf [« 5] integrierbar
sind. Der Beweis hierfiir kann noch nicht einmal angedeutet werden. Entsprechend ist
L?|a, 8] mit dem inneren Produkt

B8
(2,y) = / £(t)y(t) dt

ein Hilbertraum. O

2.2 Konvexe Mengen in linearen normierten Raumen

Konvexe Mengen (und Funktionen) spielen in der Optimierung und daher auch in
der approximationstheorie eine sehr grofe Rolle. Die notigen funktionalanalytischen
Hilfsmittel werden in diesem Abschnitt bereitgestellt. Im folgenden sei (X, || - ||) stets
ein linearer normierter Raum.

Definition 2.2.1 Eine Menge A C X heifit konver, falls aus x,y € A und A € [0, 1]
folgt, dass (1 — A\)x + Ay € A, wenn also mit zwei Punkten aus A auch die gesamte
Verbindungsstrecke zu A gehort.

Beispiele: 1. Offene bzw. abgeschlossene Kugeln B(z;7( bzw. Blz;r] sind konvex.
2. Sei M C X konvex und z € X. Gegeben sei die konvexe Approximationsaufgabe

(P) Minimiere f(z) = ||z —z||, z € M.
Dann ist die sogenannte metrische Projektion von z auf M, ndmlich die Menge
Py(z) :={x* € M : 2* ist beste Approximierende fiir z in M}

konvex. O

Fiir das folgende Lemma geben wir nur einen kurzen Beweis an.

Lemma 2.2.2 Sei A C X konvex. Dann gilt:
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Abbildung 2.5: Veranschaulichung des Beweises von Lemma

1. Sei xz € int (A) und y € cl(A). Dann ist
[z,y) ={(1=Nx+Ay: A€ [0,1)} Cint(A).
2. cl(A) ist konvex.
3. int (A) ist konvex.
4. Ist int (A) # O, so ist cl (int (A)) = cl (A).

Beweis: Wir zeigen nur den ersten Teil des Satzes. Die anderen Teile sind sehr einfach
zu beweisen oder folgen hieraus. In Abbildung veranschaulichen wir den Beweis.
Wir geben uns ein A € (0, 1) vor, setzen z := (1 — A)x + Ay und zeigen z € int (A).
Wegen x € int (A) existiert ein € > 0 mit B[x;e] C A. Wir haben zu zeigen, dass es um
z eine ganz in A gelegene Kugel gibt. Genauer zeigen wir, dass B|z; 5(1 — A)e] C A.
Hierzu sei 2 € Bz; 3(1 — A)e] beliebig. Wegen y € cl (A) existiert in jeder Kugel um y
ein Element von A. Insbesondere gibt es ein § € Bly; 3(1 — A)e/A] N A. Nun definiere
man

1 A

b=t
Aus
z=(1-XNz+ \y, 2=(1-Nz+ Xy
folgt
N 1 A N
r—t=g—(=-8 -7 -9

und hieraus

NN e

|z — 2| < I 2|l + A ly — 3l < < +
T — 2\ — 2 — ||y — —
< A 1_)\1/ Yy =9

1—-A
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Also ist € Blz;e] € A. Wegen der Konvexitét von A ist 2 = (1 — \)z + Ay € A,
womit der erste Teil des Satzes bewiesen ist. O

Der Durchschnitt konvexer Mengen ist konvex (Beweis?). Da ferner der ganze Raum
X trivialerweise konvex ist, macht die folgende Definition einen Sinn.

Definition 2.2.3 Sei A C X. Die kleinste konvexe Menge, die A enthélt, also der
Durchschnitt aller konvexen Mengen, die A enthalten, heifst die konvexe Hiille von A
und wird mit co (A) bezeichnet.

In Abbildung[2.6]links besteht A aus fiinf Punkten in der Ebene, die zugehdrige konvexe
Hiille ist offenbar ein Viereck. Rechts in derselben Abbildung geben wir ebenfalls eine

Abbildung 2.6: Eine Menge A und ihre konvexe Hiille co (A)

Menge A und ihre zugehorige konvexe Hiille co (A) an.

Das folgende Lemma dient dazu, die Elemente von co (A) durch die von A beschreiben
zu konnen.

Lemma 2.2.4 Sei A C X. Dann ist

co(A) = {Z)\iai:)\izo, a; € A(i=1,...,m), Z)‘izl’ mEN}.
i=1

i=1

Beweis: Die in der Behauptung rechtsstehende Menge werde mit K bezeichnet. Tri-
vialerweise ist A C K. Weiter ist K konvex (Beweis?) und daher co (A) C K. Fur die
umgekehrte Inklusionsbeziehung zeige man durch vollstdndige Induktion, dass fiir alle
m € N Elemente der Form > ", Nja; mit \; >0, a; € A, i =1,...,m, Y " N\ =1
zu co (A) gehoren.Fir m = 1,2 ist dies trivial. Angenommen, es sei fiir Elemente mit
m > 2 Summanden richtig. Fiir den Induktionsschritt von m nach m + 1 setzen wir
zur Abkiirzung A, := >, Ai. Wegen A, = 1 — A4 ist dann unter der Benutzung
der Induktionsvoraussetzung

m+1

Z )\iai = Am Z()\Z/Am)az +)\m+1am+1 € Cco (A)
i=1

=1

€co (A)
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Damit ist das Lemma bewiesen. O

Sehr wichtig in der Optimierung und damit auch in der Approximationstheorie ist die
Trennung konvexer Mengen durch Hyperebenen. Im R™ haben Hyperebenen die Form

H={zeR":y'z =1~}

mit (y,v) € (R*\ {0}) x R. Entsprechend definieren wir eine (abgeschlossene) Hyper-
ebene in X durch
H={zxe X :l(z)=1}

mit (I,7) € (X*\ {0}) x R. Diese definiert Halbrdume
H ={z e X :l(x) <~} H:={xe X :l(z) >~}

und man sagt, dass Mengen A, B C X durch die Hyperebene H getrennt wird, wenn
ACH ,BCHT (oder AC H", B C H™). Nichtdisjunkte Mengen oder disjunkte,
nichtkonvexe Mengen haben i. Allg. keine Chance, durch eine Hyperebene getrennt zu
werden. Daher ist der folgende Satz schon fast das optimale Ergebnis. Dessen Beweis
kann man z. B.bei J. WERNER (1984, S.71) finden.

Satz 2.2.5 (Eidelheit) Seien A, B C X nichtleer, konvex, int (A) # @ und int (A) N
B = (. Dann kénnen cl (A) und ¢l (B) durch eine (abgeschlossene) Hyperebene in X
getrennt werden, d. h. es existiert (I,7) € (X*\ {0}) x R mit

l(a) <~ <I(b) firallea€cl(A),becl(B)

und es gilt sogar
l(a) <~ fiir alle a € int (A).

Fir einen endlichdimensionalen linearen normierten Raum kann man auf die Voraus-
setzung int (A) # O verzichten. Einen Beweis findet man z. B. bei J. WERNER (1984,
S.64). Einen elementaren Beweis findet man auch bei O. L. MANGASARIAN (1969,
S.49).

Satz 2.2.6 Seien A, B C R" nichtleer und konvex, ANB = (). Dann existiert ein Paar
(y,7) € (R"\{0}) x R mit

yla<~y<y'b firalleac A, be B.

Einen Beweis der letzten beiden Sétze konnen wir hier noch nicht einmal andeuten. Fiir
die ndchsten Folgerungen wollen wir aber wenigstens die Idee zum Beweis angeben, sie
sollte als Ubung vollstdndig ausgefiihrt werden.

Satz 2.2.7 (Strikter Trennungssatz) Sei B C X nichtleer, konvex und abgeschlos-
sen. Sei x € X \ B. Dann konnen {x} und B durch eine abgeschlossene Hyperebene
strikt getrennt werden, d. h. es existiert (I,7) € (X*\ {0}) x R mit

l(x) <~y <l(b) firallebe B.
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Abbildung 2.7: Strikter Trennungssatz: Veranschaulichung des Beweises

Beweis: In Abbildung 2.7| veranschaulichen wir uns den Beweis. Sei § := infyep ||z —b||
(der Abstand von = zu B). Da B abgeschlossen ist, ist § > 0 (Beweis?). Sei A := B(x;0)
die offene Kugel um z mit dem Radius 0. Dann ist A nichtleer, konvex, offen und
AN B = @. Der Satz von Eidelheit ergibt die Existenz von (I,7) € (X*\ {0}) x R mit

lly) <4 <I(b) firalleye B(x;0),be B.

Mit v := £ (I(x) + 7) folgt die Behauptung. O
Als Anwendung des strikten Trennungssatzes beweisen wir (mit einer “kleinen” Liicke)
das beriihmte Farkas-Lemma.

Lemma 2.2.8 Sei B € R¥" d € R¥. Dann gilt genau eine der beiden folgenden
Aussagen.

1. Bx =d, x > 0 besitzt eine Losung x € R™.

2. BT2>0, d"z < 0 besitzt eine Lésung z € R¥.

Beweis: Die Aussagen 1. und 2. kénnen nicht beide wahr sein (Beweis?). Angenommen,
1. sei falsch. Dann ist
d¢ K :={Bx:x>0}.

Offenbar ist K nichtleer und konvex. K ist aber auch abgeschlossen (die Liicke im
Beweis besteht darin, dass wir dies nicht beweisen. Wegen des strikten Trennungssatzes
existiert ein Paar (z,7) € (R*\ {0}) x R mit 27d < v < 27 Bz fiir alle > 0. Hieraus
folgt BTz >0, d"z < 0, d. h. 2. ist wahr. O

Fiir einen Beweis ohne Liicke sei auf J. WERNER (1984, S.37ff.) verwiesen. Aus dem
Trennungssatz sollen weitere Folgerungen gezogen werden. Hierzu definieren wir zu-
néchst

Definition 2.2.9 Sei A C X. Eine (abgeschlossene) Hyperebene
H={zxeX:l(z)=1}
mit (I,7) € (X*\ {0}) x R heifst eine Stiitzhyperebene fir A, falls
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1. ANH # 0,

2. A ganz in einem der Halbraume H* oder H~ liegt, wobei

H" ={xe X :l(z) >}, H ={re X :l(zx) <~}

Ein Punkt a € A heifit Stitzpunkt von A, wenn es eine Stiitzhyperebene H fiir A mit
a € AN H gibt.

In Abbildung veranschaulichen wir uns die eingefiihrten Begriffe. Ein Punkt des
\H Stiitzhyperebene

A

Abbildung 2.8: Stiitzhyperebene und Stiitzpunkt

Inneren int (A) einer Menge A kann kein Stiitzpunkt von A sein. Daher ist das folgende
Ergebnis schon fast optimal.

Satz 2.2.10 Sei A C X nichtleer, konvex und abgeschlossen. Ferner sei int (A) # O
oder X endlichdimensional. Dann ist jeder Randpunkt von A, d. h. jedes a € A\ int (A)
ein Stiitzpunkt von A.

Beweis: Ist int (A) # @ und a € A\ int (A), so kénnen {a} und int (A) wegen Satz
dem Satz von Eidelheit, durch eine (abgeschlossene) Hyperebene getrennt werden
und dies ist offenbar die gesuchte Stiitzhyperebene. Ist dagegen int (4) = @ und X
endlichdimensional, so liegt A selbst schon in einer Hyperebene (Beweis?). O

Fast zum Schluss des allgemeinen Teils dieses Abschnitts bringen wir noch Folgerungen
aus den Trennungssétzen, die mit dem Namen Hahn-Banach verbunden sind.

Satz 2.2.11 (Fortsetzungssatz von Hahn-Banach) Sei L C X ein linearer Teil-
raum und ly € L*, also ly: L — R linear und

[lo()]

ol :== sup ——— < 40
ze€L\{0} ||

Dann existiert eine Fortsetzung | € X* von [ (also l(z) = lo(z) fiir alle x € L) mit
121 = [lZoll -
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Beweis: O.B.d. A. ist [y # 0. Wir definieren
A:={(z,t) € X xR : ||llo||z ||z]] < t}, B :={(y,lo(y)) e X xR:y € L}.

Dann sind A und B konvex (B sogar ein linearer Teilraum von X x R) und A offen in
X X R (wobei als Norm in X xR z.B. [|(z, )] := max(||z]|, |t|) genommen wird). Es ist
AN B = @, denn andernfalls gibt es ein € L mit ||ly]| ||z|| < lp(x), ein Widerspruch.
Wegen Satz[2.2.5, dem Satz von Eidelheit, konnen A und B durch eine (abgeschlossene)
Hyperebene in X xR getrennt werden. Daher (man benutze (X xR)* = X*xR) existiert
((I,s),7) € (X* xR\ {(0,0)}) x R mit

lz)+s-t<y<Iy)+sloy)
fir alle (z,t) € A, y € L.

(*)

Da L ein linearer Teilraum von X und [(-) 4+ s - ly(-) auf L nach unten beschrinkt ist,

ist [(y) +s-lo(y) =0 fiir alle y € L. Da (0,1) € A, ist s <y < 0 und daher 0. B.d. A.

s = —1. Also ist [ eine Fortsetzung von ly. Ferner ist [(x) < ||lp]|z ||z| fiir alle z € X.

Denn gébe es ein x € X mit I(z) > ||lo||L ||x]|, so wire (z,l(z)) € A und daher wegen

(%) (unter Benutzung von s = —1) {(x) — [(x) < v < 0, ein Widerspruch. Vertauschen

von z mit —x liefert |I(z)| < ||lo] [|z|| fiir alle z € X bzw. ||I|| < ||lo]|r. Andererseits ist
()] ()| [lo ()|

|l]] = sup > sup = sup = |llo]|z-
ze\{or 1zl zenvgoy 12l zenngor 2l

Insgesamt ist [ die gesuchte Fortsetzung von [y und der Satz von Hahn-Banach ist
bewiesen. O

Eine einfache Folgerung ist
Korollar 2.2.12 Sei z € X. Dann gibt es ein | € X* mit [(z) = ||z| und ||l|| = 1.
Beweis: Zunichst sei  # 0 und L := span (z) = {az : a € R}. Sei [y € L* durch

lo(ax) = a||z|| definiert. Dann ist lo(x) = ||z|| und
lo(ax
HZOHL:SUP|O( >| _
oo o]

Eine Fortsetzung [ von [y nach Hahn-Banach ist das gesuchte Element. Ist dagegen
x = 0, so gibt es (zumindestens dann, wenn X nicht nur aus dem Nullelement 0
besteht) ein | € X* mit [|I|| = 1 (und {(x) = ||z]]). O
Bemerkung: Ist z € X und [ € X* mit [|/|| < 1, so ist natiirlich

) < i) < el )l < ]l
Die Aussage von Korollar [2.2.12| kann daher auch als die Aussage

lz|| = max I(x) fir alle x € X
lex,|i<1

formuliert werden. a
Zum Schluss dieses Abschnitts iiber konvexe Mengen in linearen normierten Raumen
geben wir noch zwei Satze liber konvexe Mengen im R™ an. Die erste Aussage werden

wir nicht beweisen, obwohl der Beweis nicht schwierig ist, siehe z. B. J. WERNER (1984,
S.43).
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Satz 2.2.13 (Carathéodory) Sei A C R™ und = € co(A). Dann ist x© eine Konvex-
kombination von héchstens n + 1 Punkten aus A. Genauer lasst sich x in der Form
r = Y. ua; darstellen, wobei m < n+1,a; € A, u; > 0,4 = 1,...,m und
2211 pi = 1.

Eine Folgerung ist
Satz 2.2.14 Ist A C R™ kompakt, so ist auch die konvexe Hiille co (A) von A kompakt.

Beweis: Sei
n+1
S = {)\: (A) € R X >0, Z)‘i: 1}.
i=1

Dann ist S C R"™! kompakt. Man definiere die Abbildung

P Sx Ax---x A —co(A)
N————
n + 1 Faktoren

durch
n+1

¢(A7 agy . .- 7an+1) = Z Azaz
i=1
Wegen des Satzes von Carathéodory ist
P(S X Ax - xA)=co(A).

Da ) stetig ist, ist co (A) als stetiges Bild einer kompakten Menge selbst kompakt. O

2.3 Kompaktheit in linearen normierten Raumen.
Schwache Konvergenz. Reflexive Raume

Existenzaussagen bei Optimierungsaufgaben und daher auch in der Approximations-
theorie beruhen i. Allg. auf Kompaktheitsaussagen (und der Tatsache, dass eine stetige
reelwertige Funktion auf einer kompakten Menge ihre Extrema annimmt).

Im folgenden sei weiter (X, || -||) ein linearer normierter Raum. Eine Menge A C X
heifst kompakt (bzw. folgenkompakt), wenn es zu jeder Folge {ax} C A eine Teilfolge
{ar;} C {ar} und ein @ € A mit lim;_, ax; = a. Die weiteren iiblichen Definitio-
nen von kompakt (endliche Uberdeckungseigenschaft usw.) sind mit obiger Definition
aquivalent.

Lax gesprochen gibt es in unendlichdimensionalen linearen normierten Rdumen nicht
allzu viele kompakte Mengen. Das zeigt der folgende

Satz 2.3.1 Die Einheitskugel B[0;1] := {x € X : ||z|| < 1} in einem linearen normier-
ten Raum (X, || - ||) ist genau dann kompakt, wenn X endlichdimensional ist.
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Beweis: Ist X endlichdimensional, so ist die Einheitskugel B|0;1] als beschréinkte
und abgeschlossene Menge in einem endlichdimensionalen Raum kompakt. Umgekehrt
nehmen wir an, X sei unendlichdimensional und zeigen, dass B[0; 1] nicht kompakt ist,
da eine Folge {zx} C B[0;1] mit ||z — x| > % fiir alle k # [ existiert (und aus dieser
kann offensichtlich keine konvergente Teilfolge ausgewdhlt werden). Zur Konstruktion
der Folge {x}} benutzen wir die folgende Aussage, die auch Lemma von Riesz genannt
wird:

e Sei L C X, L # X, ein echter linearer Teilraum des linearen normierten Raumes
(X, || - ||) und § > 0 eine reelle Zahl. Dann gibt es ein x5 € X mit ||zs|| = 1 und

d(xzs, L) := inf ||z — zs|| > 1 =4.
zel

Denn: Fiir § > 1 ist die Aussage trivial, so dass wir § € (0,1) annehmen kénnen. Da
L ein echter linearer Teilraum von X ist, existiert ein y € X \ L. Da L abgeschlossen
ist, ist d(y, L) = inf,er ||z — y|| > 0. Es existiert ein z € L mit

L

1—0

Nun setze man
_ Y¥y—=
ly — 2|

Dann ist ||zs|| = 1. Fiir beliebiges « € L ist ferner

TIs -

z 1
|z —asl| = |||+ - y
ly ==z lly — =l
1
= ———lllv—=zllz+z—yl
||y ZH ~—
eL
d(y, L)
|y — ||
> 1-0.

Damit ist das Lemma von Riesz bewiesenl

2In (X, || - |]) :== (||R™,] - ||2) ist obige Aussage auch noch fiir § = 0 richtig. Man wiithle néimlich
ein beliebiges von 0 verschiedenes Element senkrecht zu L und gewinne zy durch Normieren dieses
Elementes auf die Lange 1. In unendlichdimensionalen Rdumen ist dies i. Allg. nicht moglich. Sei z. B.

X ={ze€C0,1]:2(0) =0}, ||-:=1"lloos L::{xeX:/Ox(t)dt.

Offenbar ist L ein abgeschlossener echter linearer Teilraum von X. Angenommen, es existiert ein
xo € X mit ||zo]lcoc =1 und ||z — xo|lec > 1 fiir alle z € L. Definiert man x € X durch

1
x(t) :=xo(t) — n; ! /0 xo(t) dt - t/™,



28 Steilkurs: Lineare Funktionalanalysis

Dieses Lemma wenden wir nun zur Konstruktion eine Folge {z)} mit ||| = 1, k =
1,..., aus der sich keine konvergente Folge auswéahlen lasst, wiederholt mit § := % an.
Sei 1 € X mit ||z1]| = 1 beliebig gewéhlt, setze L, := span {x;}. Eine Anwendung des
Lemma von Riesz liefert die Existenz von 25 € X mit [|z]| =1 und |z — 2| > & fiir
alle z € Ly. Angenommen, 1, ...,z mit [|z;]] = 1 und ||z;— ;]| >  fir 1 <i< j <k
seien schon gefunden. Setze Ly, := span{zy,...,z;}. Da X unendlichdimensional, ist
L ein echter linearer Teilraum von X, als endlichdimensionaler linearer Teilraum ist
Ly, ferner abgeschlossen. Eine Anwendung des Lemmas von Riesz auf Lj liefert die

Existenz von 41 € X mit [|z541] = 1 und ||z — zy44]| > 5 fiir alle € Ly. Also ist die
Existenz einer Folge {z;} C B[0; 1] mit ||z, — z;|| > % fiir alle k # j und die Aussage
des Satzes bewiesen. O

Aus einer beschrinkten Folge in einem unendlichdimensionalen linearen normierten
Raum lésst sich also i. Allg. keine konvergente Teilfolge auswéhlen. Beziiglich eines
schwiicheren Konvergenzbegriffs kann dies aber sehr wohl moglich sein.

Definition 2.3.2 Eine Folge {z} C X heifit schwach konvergent gegen ein x € X
(hierfiir schreiben wir auch w-limy_, xx = x oder z;, — x), falls limy_,o [(x) = ()
fiir jedes [ € X*.

Bemerkungen: 1. Es gelten die iiblichen Regeln:
Tp =T, Y =Yk, «, B ER= az,+ By — az + Py.

2. Der schwache Limes einer schwach konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt. Denn
sind x! und 2% schwache Limiten einer Folge, so ist I(z! — 2?) = 0 fiir alle | € X*. Aus

Korollar [2.2.12] folgt 2! — 2% = 0 bzw. 2! = 2%
3. Eine schwach konvergente Folge ist beschrankt, d. h. es gilt die Implikation

x — x = {||z||} ist beschrinkt.

Der iibliche Beweis hierfiir ist nicht trivial und beruht auf dem Prinzip der gleichmdfsi-
gen Beschranktheit, siehe z. B. F. HIRZEBRUCH, W. SCHARLAU (1971, S.61). Dieses
Prinzip (wir werden es nicht beweisen) sagt aus:

e Sei (X,| - ||) ein Banachraum, sei (Y,|| - ||) ein linearer normierter Raum und
{T\}kex C L(X,Y) eine punktweise beschrankte Menge linearer, stetiger Abbil-
dungen von X inY, d.h. es ist

sup || Txz|| < +oo  fiir allexz € X.

keK
1
/ l’o(t) dt
0

/01 xo(t) dt’.

Andererseits folgt aus ||zo|lcc = 1, (0) = 0 und der Stetigkeit von z, dass \fol xo(t)dt| < 1, ein
Widerspruch.

so ist « € L und folglich
1< +1

, n=12....

n

Mit n — oo folgt also

1<
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Dann ist {T},} C L(X,Y) (gleichmiéfig) beschrénkt, d. h. es ist

sup || T[] < +o0.
keK

Jetzt beachten wir, dass sich der lineare normierte Raum X kanonisch in den Bidual-
raum X** := (X*)* einbetten ldsst. Man definiere die Abbildung i: X — X** :=
(X*)* von X in den Bidualraum X** durch i(z)(l) := I(z). Dann ist i(x) fiir jedes
x € X eine lineare und stetige Abbildung von X* nach R, also ein Element des Bi-
dualraums X**. Die Linearitdt von i(x) bei gegebenem x € X ist fiir oy, s € R und
l1,lo, € X* aus

i(x)(arly + asly) = (aqly + asly)(x) = agly(x) + asls(z) = aqi(z)(lh) + azi(z)(l2)

ersichtlich. Daher ist i(X) ein linearer Raum. Fiir z € X und beliebiges | € X* ist
li(x)(D)] = |l(x)| < ||| |lz|| und folglich i(x): X* — R linear und stetig, also i(z) €
X**. Weiter liest man aus [i(x)| < ||z|| [|I|| auch ||i(z)|| < |lz|| ab. Wegen Korollar [2.2.12]
existiert zu x € X einl € X* mit ||l|| = 1 und I(z) = ||=||. Folglich ist ||i(x)| > ||| und
insgesamt ||i(z)|| = ||z|| fiir alle € X. Nun ist es einfach, die Aussage 3. mit Hilfe des
Prinzips der gleichméfigen Beschréanktheit zu beweisen. Schwache Konvergenz x, — x
bedeutet limg oo [(xy) = (x) bzw. limy . i(zx) (1) = i(z)(l) fir alle [ € X*. Dies
impliziert supyey ||7(zx) ()] < +oo fiir alle I € X*. Es ist {i(x)} C L(X*,R) = X**
und X* ist ein Banachraum (Beweis?). Das Prinzip der gleichméfigen Beschrianktheit
ist daher anwendbar und liefert

sup [|i(z)|| = sup [|l]| < 400,
keN keN

und das ist die Behauptung.

4. Die starke Konvergenz x; — x impliziert die schwache Konvergenz x; — z. Denn
fiir ein beliebiges [ € X ™ ist

k) = U(z)| =[x — 2)] < U} ]2 — |-

Ist X endlichdimensional, so gilt auch die Umkehrung (Beweis?). a

Im giinstigsten Fall kommt bei spateren Anwendungen der Begriff der schwachen Kon-
vergenz nur in Beweisen von Aussagen vor (und nicht in den Voraussetzungen oder der
Behauptung). Es ist aber trotzdem wichtig den Dualraum der wichtigsten Rdume, und
dies sind vor allem Funktionenrdume, zu kennen. Hierzu bendtigt man Integrations-
bzw. Mafstheorie und daher kénnen wir die folgenden Ergebnisse im wesentlichen nur
ohne Beweis angeben.

Beispiele: 1. Sei X := span{x,...,z,} ein endlichdimensionaler linearer Raum mit
linear unabhéngigen {zy,...,z,}. Jedes v = 77 ajx; € X kann mit dem Koordi-
natenvektor a = (o) € R"™ identifiziert werden. Der Dualraum X* der linearen (und
automatisch stetigen) linearen Funktionale kann mit dem R™ identifiziert werden. Denn
die Abbildung i: X* — R", definiert durch i(l) := (I(z;)) € R", bildet offensichtlich
X* linear und bijektiv auf den R™ ab.
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2. Auf S. hatten wir schon kurz die LP-Réume L[« 3] angesprochen. Noch einmal:
Fir 1 < p < o0 sei LP[a, 5] die Menge der auf [a, ] messbaren Funktionen z(-),

fiir die f |z(t)|P dt im Lebesgueschen Sinne existiert, wobei zwei fast tiberall gleiche
Funktionen, die sich also nur auf einer Nullmenge aus [a B] unterscheiden, identifiziert

werden. Mit ||z||, := fﬁ lz(t)? dt)'? ist (LP[ev, B], || - |l,) ein Banachraum. Ferner gilt:

(a) Fir 1 < p <ooist (LPle, B])* = La, 5] mit 1/p+1/qg = 1.
Genauer: Zu jedem [ € (LP[a, f])* gibt es genau ein y € L« 5] mit

B
[(z) = / y(t)z(t)dt fur alle z € LP|a, (]

und es ist ||I H = |lyll4- Bei vorgegebenem y € L%, f] ist umgekehrt durch die

Vorschrift [(x fﬁ t)dt ein Element | € (LP[a, £])* mit [|I| = ||y|l, gege-
ben. Man beachte dass 1nsbesondere (L2, B])* = L*a, A] ist.

(b) Es ist (L', B))* = L*[a, 5]
Genauer gilt: Zu jedem [ € (L'[a, 3])* gibt es genau ein y € L>[«, 8] mit

B
() = / y(B)z(t) dt fiir alle 2 € L, 4]

und es ist ||| = ||y||OO Bei vorgegebenem y € L*®[a, ] ist umgekehrt durch

die Vorschrift {(x f y(t)z(t) dt ein Element [ € (LYo, 8])* mit ||I]| = |yl
gegeben. Hlerbel 1st L™« B] dle Menge der auf [, 5] messbaren Funktionen z(-),
die im wesentlichen beschrankt sind, fiir die also eine Konstante ¢ > 0 existiert
mit |z(t)| < ¢ fir fast alle t € [a, ], wobei wiederum zwei fast iiberall gleiche
Funktionen identifiziert werden. Mit der Norm

|z]| oo :=inf{c > 0: |z(t)] < c fiir fast alle ¢ € [a, §]
ist (L*°[c, 8], ]| - ||) ein Banachraum.

Diese Aussagen konnen hier noch nicht einmal andeutungsweise bewiesen werden. Wir
verweisen nur auf F. HIRZEBRUCH, W. SCHARLAU (1971, S.80).

3. Fiir 1 < p < oo sind die Folgenrdume [P definiert durch

= {x = {23} : g 24P < oo},

wéhrend
[ = {w = {xp} :sup|ay| < oo}.
keN

Mit den Normen

oo 1/p
<Z|$k|p> ;1< p<oo,
2l := k=1
sup |z, p=

keN
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sind (17, - ||,) fir 1 < p < oo Banachrédume. Entsprechend den Ergebnissen in 2. gilt
hier:
(a) Firl <p<ooist (I")*=1mit 1/p+1/¢=1.

Genauer: Zu jedem [ € (IP)* gibt es genau ein y € 7 mit I(z) = >~ yxy und
12 = 1lylls-

(b) Esist (I')* =1i~.
Genauer: Zu jedem [ € (I*)* gibt es genau ein y € {* mit [(z) = >~ ypry und
12 = N[yl co-

3. Die Berechnung des Dualraums von (C|a, 8], - ||o) gehort in jede verniinftige Vor-
lesung liber Funktionalanalysis. Wir kénnen das Ergebnis hier nur skizzieren.

(a) Sei D die Menge der Zerlegungen A : o =ty < t; < --- < t,, = 3, k € N. Eine
Funktion v: [o, ] — R heiflt von beschrinkter Schwankung auf [a, (], falls

—supZ|v ) —v(tj1)| < oo.

AED

Hierbei heifst TV (v) die Totalvariation von v. Die Menge der Funktionen von
von beschrénkter Schwankung (bounded variation) auf [«, 8] wird mit BV [«, f]
bezeichnet]

(b) In der Analysis wird bewiesen:

— Sei z € Cla, f], v € BV|a, f]. Ist {Ax} C D eine Folge von Unterteilungen
A®) :a:ték) <t§k) < <t,(€k) = [ mit

Ferner sei s*) = (s,(k) ,s,(C )) mit tg-k_)l < sg-k) < t;k), j=1,...,k und
k
k k k
AW, 50y =3 () () — oK)
j=1

3Ist v: [a, B] — R monoton, etwa v(s) < v(t) fiir @« < s <t < B, so ist v € BV|a, 8]. Denn ist
A:a=ty<--- <ty = [ eine Zerlegung von [a, 3], so ist

k k
Z lo(ty) —v(tj—1)| = Z(U(tj) —v(tj—1)) = v(B) — v(a),

also TV (v) = v(B)—v(a). Ebenso leicht sieht man ein, dass C*[«, 8] C BV [« 8], wobei C[a, A] fiir die
auf [, (] stetig differenzierbaren Funktionen steht und es ist TV (v) < ||[v/||o (8 — @) fiir v € Cl|a, A].
Ferner iiberlegt man sich leicht, dass Treppenfunktionen von beschrankter Schwankung sind.
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Dann existiert das sogenannte Riemann-Stieltjes-Integral

B
/ x(t) dv(t) = klim S(A® 5k

und ist von der Wahl von {A®} und s} unabhingig.

(c) Ist v € BV]a, 5] und definiert man {: Cf«, 5] — R durch

B
() = / (1) du(t),

so ist [ natiirlich linear. Weiter ist offenbar (Beweis?) |i(z)| < TV (v) ||2|c0, also
ist [ € (Clo, 8])* und ||I|| < TV (v). Umgekehrt existiert zu jedem [ € (Cla, 5])*
ein v € BV |, B] mit

— U(z) = [72(t) do(t) fiir alle z € Cla, §],
— [l =TV (v).

Dies ist nicht trivial (benutzt wird der Fortsetzungssatz von Hahn-Banach) und
soll hier nicht bewiesen werden. Man beachte, dass v nicht eindeutig durch [
bestimmt ist. Daher kénnen wir (Cla, f])* und BV|a, 8] nicht identifizieren.

O

Oben haben wir gesehen, dass (L?[a, 8])* = L?*|«, 8] und (I?)* = [?. Etwas entsprechen-
des ist allgemein fiir Hilbertraume richtig.

Satz 2.3.3 (Rieszscher Darstellungssatz) Sei (X, (-,-)) ein Hilbertraum. Dann ist
die Abbildung j: X — X*, definiert durch j(y)(x) := (y,x), ein isometrischer Iso-
morphismus, d. h. j: X — X* ist linear und bijektiv und es ist ||j(y)|| = ||y|| fiir alle
y e X.

Beweis: Fiir jedes y € X ist die Abbildung j(y): X — R (offensichtlich) linear und
stetig, da wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung [j(y)(z)| = |(y,z)| < ||yl ||zl
fir alle z € X. Also ist j(y) € X* und ||7(v)|| < ||ly|l- Fir y # 0 ist ferner einerseits
i)W/ yll) = (. y/llvll) = llyll, andererseits j(y)(y/llyl) < i -1 = il
insgesamt also [|j(y)|| = [|y|| fiir alle y € X. Dass j: X — X* linear ist, ist klar,
ebenso, dass j injektiv ist (Beweis?). Zu zeigen bleibt also die Surjektivitat von j, dass
es also zu jedem [ € X* ein y € X mit I(z) = (y,z) fur alle x € X gibt.

Sei N :={z € X : [(x) = 0}. Dann ist N ein abgeschlossener linearer Teilraum von X.
O.B.d. A.ist N # X (andernfalls ist [ = 0 und es kann y = 0 gewéhlt werden). Man
wahle zp € X \ N und definiere § := inf,en ||© — 20]|. Da N abgeschlossen ist, ist § > 0.
Wir zeigen, dass das Infimum bei der Definition von ¢ angenommen wird. Sei hierzu
{zx} C N eine Minimalfolge, also ||zy — z|| — 0. Es wird gezeigt, dass {zx} C N eine
Cauchy-Folge ist und folglich gegen ein zq € N mit ||zg — 29|| = 0 konvergiert. Fiir
k,p € Nist

—_

Tk + Ty

1
0 < < Qka_ZUll—i__ﬂxp_ZOU:

Vv TV
—6 —4
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woraus wir
. T+
lim 2%l =0
k,p—o0

ablesen. Wegen der Parallelogrammgleichung (siche Seite ist

2

T+ T
Ik — 2pll? = 2 Jloi — 20l 42 Jla, — 2ol —4 || 2272 — || =0,
e P LI
—82

also {x} eine Cauchy-Folge. Daher existiert xy € N mit
lwo = 20]l = = inf [z — 2.

In Abbildung veranschaulichen wir uns die Situation. Sei yg := xo — 2¢. Wir zeigen,
N

X

Abbildung 2.9: Beweis des Rieszschen Darstellungssatzes

dass (yo,z) = 0 fiir alle z € N (dass also yo senkrecht zu N ist). Fiir z = 0 ist dies
trivial, sei also x # 0. Dann ist

2
) - (yo’x)x—z
= T e T
eEN
Yo, T Yo, T
@r‘ﬁﬁ%%-wafﬂ
(o, )2 (v, 2)?
ol — +
TR
5_ (yo,ZL’)2

(s

und folglich (yp,z) = 0 fiir alle x € N. Nun konnen wir das gesuchte y angeben, und
zwar setzen wir
L(yo)

= Yo.
190l
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Hierbei ist I(yo) # 0 und folglich auch I(y) # 0, da yo € N. Um I(z) = (y, ) fiir alle
x € X zu zeigen, geben wir uns x € X beliebig vor. Dann ist

()Y, la)
x‘( 1<y>y)+1<y>y
——

eEN

und daher

(v,2) = %Hyw ~ (),

der Satz ist bewiesen. O

Bemerkungen: 1. Ohne es extra auszusprechen, haben wir einen ersten Existenzsatz
fiir beste Approximierende bewiesen:

e Ist M ein abgeschlossener linearer Teilraum in einem Hilbertraum (X, (-,+)), so
existiert zu jedem z € X eine beste Approximierende in M.

2. Aus dem Darstellungssatz von Riesz folgt:
e Sei (X, (-,-)) ein Hilbertraum.

(a) Es ist x; — x genau dann, wenn (y,x) — (y,x) fiir alley € X.

(b) Es ist ), — x genau dann, wenn x — x und ||zx|| — |||

O

Nun sei (X, || - ||) wieder ein linearer normierter Raum. Aufbauend auf dem Begriff der
schwachen Konvergenz definieren wir:

Definition 2.3.4 Eine Teilmenge A C X heifst
(a) schwach folgenabgeschlossen, falls

{zp} CA, 2y =z € A,

(b) schwach relativ folgenkompakt, falls jede Folge {x;} C A eine schwach konver-
gente Teilfolge enthalt,

(c) schwach folgenkompakt, falls jede Folge {x;} C A eine gegen ein x € A schwach
konvergente Folge enthalt.

Bemerkung: Offenbar ist eine schwach folgenabgeschlossene Menge abgeschlossen und
eine (folgen)kompakte Menge auch schwach folgenkompakt. 0

Eine hiibsche Anwendung des strikten Trennungssatzes ist

Satz 2.3.5 A C X sei nichtleer, abgeschlossen und konvex. Dann ist A schwach fol-
genabgeschlossen.
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Beweis: Sei {z;} C A und z;, — x. Angenommen, es ist © ¢ A. Aus dem strikten
Trennungssatz folgt die Existenz von (I,7) € (X*\ {0}) x R mit I(z) < v < l(a)
fir alle a € A. Insbesondere ist I(z) < v < I(xy), wegen zp — z ist [(x) < v < [(x),
ein Widerspruch. O

Insbesondere ist die Einheitskugel B|0;1] schwach folgenabgeschlossen. 1. Allg. ist sie
aber nicht schwach folgenkompakt: Denn sei z. B. (X, ||-||) := (Cle, B8], || ||o). Definiert

man
(t) = t ' k S N
T . ﬂ 5 y

so ist {wx} C B[0;1]. Angenommen, es existiert eine Teilfolge {74} C {xx} und ein
v € Cla, f] mit z, — 2. Fiir t € [a, 8] definiere man I, € X* durch [;(2) := 2(t). Dann
gilt

£(t) = l(w) + l(aw) = { 5 ii[g; 8).

ein Widerspruch zur Stetigkeit von x. Wegen dieses Beispiels ist die abgeschlossene
Einheitskugel also nicht in jedem linearen normierten Raum schwach folgenkompakt.
Andererseits ist diese Aussage in einigen wichtigen Raumen richtig. Hierzu bendtigen
wir:

Definition 2.3.6 Ein linearer normierter Raum (X, || - ||) heift refleziv, falls die soge-
nannte kanonische Abbildung i: X — X** von X in den Bidualraum X** := (X*)*,
definiert durch i(x)(l) := I(z), surjektiv ist.

Bemerkung: 1. Sei (X, || -||) ein linearer normierter Raum und i: X — X** die
durch i(z)(l) := l(x) definierte kanonische Abbildung. Dass i linear und isometrisch ist
(d.h. ||i(z)]] = ||z|| fir alle x € X), hatten wir uns friither schon iiberlegt. Daher kann

man X mit dem linearen Teilraum (X)) von X** identifizieren. Ist X reflexiv, so kann
man X mit X™** identifizieren.

2. Da der Dualraum (X*,|| - ||) eines linearen normierten Raumes vollstindig ist (Be-
weis?), ist ein reflexiver linearer normierter Raum ein Banachraum. a

Beispiele: 1. Jeder endlichdimensionale lineare normierte Raum ist reflexiv.

2. Jeder Hilbertraum (X, (-,-)) ist reflexiv, da ja wegen des Rieszschen Darstellungs-
satzes schon X = X™*.

3. Fir 1 < p < oo ist (LP[a, B])™* = (L9, B])* = LP|ev, B] mit 1/p+1/q = 1. Also
sind LP[a, 8] und entsprechend [P fiir 1 < p < oo reflexiv. L'[a, 8] und L*[a, 3] sind
dagegen nicht reflexiv, ebenso wenig wie (Cla, 5], || - ||co)- 0

Den folgenden Satz, gelegentlich benannt nach Eberlein-Smulian, kénnen wir hier nicht
beweisen. Einen Beweis kann man z. B. bei F. HIRZEBRUCH, W. SCHARLAU (1971,
S.68) finden.

Satz 2.3.7 Die abgeschlossene Einheitskugel B|0;1] ist in einem reflexiven Banach-
raum schwach folgenkompakt.
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Insbesondere ist jede beschrinkte Menge, d.h. eine Menge, die in einer hinreichend
grofsen Kugel enthalten ist, in einem reflexiven linearen normierten Raum schwach
relativ folgenkompakt.

Zum Schluss wollen wir noch auf die schwach-*-Konvergenz in X* eingehen. Auf dem
Dualraum X* eines linearen normierten Raumes kann man némlich neben der starken
und der schwachen Konvergenz einen weiteren Konvergenzbegriff erkléren.

Definition 2.3.8 Sei (X, || - ||) ein linearer normierter Raum. Eine Folge {l;} C X*
heifst schwach-x-konvergent gegen | € X*, wofiir wir auch w-* limy_,, [ = [ oder
Iy . [ schreiben, falls

lim ly(xz) =(z) fiir alle z € X.

k—o0
Bemerkungen: 1. Natiirlich gelten die iiblichen Rechenregeln fiir Limiten. Ferner ist
der schwach-*-Limes einer schwach-*-konvergenten Folge eindeutig bestimmt.

2. Seien {l;} C X* und [ € X*. Dann gelten die Implikationen

Denn die erste Implikation ist sowieso klar. Zur zweiten beachte man, dass man X
mittels der kanonischen Abbildung i: X — X** i(x)(l) := l(x), in X** einbetten
kann. Aus I, — [ folgt i(x)(lx) — i(x)(l) fir jedes z € X bzw. [ . LoIst (X, - 1D

reflexiv, so ist ¢ surjektiv und jedes Element aus X** ist durch i(z) mit einem gewissen
x € X gegeben. Hier gilt also auch die Umkehrung, dass nédmlich [ 2 [ die schwache

Konvergenz [, — [ impliziert. O

Unser letztes Ergebnis in diesem Abschnitt ist ein tiefer Satz, den wir nur in einem
Spezialfall beweisen wollen, siche z. B. F. HIRZEBRUCH, W. SCHARLAU (1971, S. 64).

Satz 2.3.9 (Banach-Alaoglu) Sei (X, | - ||) ein linearer normierter Raum. Dann
ist die abgeschlossene Einheitskugel B*[0;1] = {l € X* : ||l|| < 1} schwach-x-
folgenkompakt, d.h. aus jeder Folge {l} C B*[0;1] ist eine gegen ein | € B*[0;1]
schwach-x-konvergente Teilfolge {xy,} auswéhlbar.

Beweis: Wir setzen (unnétigerweise) voraus, dass X separabel ist, d. h. dass in X eine
abzihlbare, dichtdl| Teilmenge {z;} existiert. Sei {lt} C B*[0;1] beliebig. Die Folge
{lx(z1)} C R ist beschrankt, da |lx(z1)|] < ||z1]|, und enthélt daher eine konvergente
Teilfolge {lx1(x1)}. Ebenso ist {lx1(x1)} beschrankt, enthélt also eine konvergente Teil-
folge {ly2(z1)}. So fahre man fort und bilde die Diagonalfolge {l;;} C B*[0;1]. Nach
Konstruktion existiert limy_,o Iy (2;) fiir alle j € N. Nun zeigen wir, dass limy,_,o0 lpx(2)
sogar fiir alle z € X existiert. Sei hierzu z € X beliebig, e > 0 vorgegeben. Da {z;} C X
dicht ist, gibt es ein j € N mit ||z —z;|| < €/3. Da {l;x(z;)} als konvergente Folge eine
Cauchy-Folge ist, gibt es ein K (¢) € N mit

e () — Lpp ()] < fiir k,p > K(e).

4Zur Erinnerung: Eine Teilmenge A C X heift dicht, in X, wenn cl (4) = X.

Wl ™
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Fiir alle k,p > K(e) ist daher

ek () = Lpp(@)| < |lew(z — 25) | + |k — Lpp(25) | + [Tpp (2 — 7))
€ € €
< S 4k
- 3 + 3 + 3
= €.

Also ist {lgx(z)} C R fiir jedes x € X eine Cauchy-Folge und als solche konvergent.
Nun definiere man /: X — R durch

[(x) := lim ().

Offenbar ist [ € B*[0; 1] und Iy = l. O

Bemerkung: Mit obigem Beweis haben wir fiir separable Hilbertraume auch Satz
2.3.7 bewiesen. O
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Kapitel 3

Approximationstheorie in linearen
normierten Raumen

In diesem Kapitel wollen wir noch nicht auf konkrete Approximationsaufgaben einge-
hen, sondern Approximationstheorie in einem funktionalanalytischen Rahmen betrei-
ben. Wir wollen uns also z. B. fragen, unter welchen Voraussetzungen an den Raum
(X, || - ||) und die Teilmenge M C X fiir jedes z € X mindestens (oder genau) eine
beste Approximierende z* € M existiert. Hierbei werden moglichst allgemeine Konzep-
te verfolgt, die erst spéter auf so interessante Spezialfille wie rationale Approximation
und Approximation durch Exponentialsummen angewandt werden, wobei die Konzepte
i. Allg. geeignet modifiziert werden.

3.1 Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen

Grundsétzlich sei in diesem Abschnitt (X, || - ||) ein (reeller) linearer normierter Raum,
M C X und z € X. Wir haben in der Einleitung schon definiert, was eine beste Appro-
ximierende an z in M ist. Wir wollen dies wiederholen und einige weitere grundlegende
Definitionen anfiigen.

Definition 3.1.1 (a) Ein z* € M mit ||2* — 2| < ||z — z]| fir alle z € M bzw.

(2, M) = inf [l — 2] = [lo" — 2]

heifst beste Approximierende an z in M, d(z, M) der (Minimal) Abstand von z zu
M.

(b) Die Teilmenge M C X heilt Existenzmenge (oder proziminal), wenn es zu jedem
z € X (mindestens) eine beste Approximierende an z in M gibt.

(c) Die Teilmenge M C X heifst Tschebyscheff-Menge oder kurz T-Menge, wenn es
zu jedem z € X genau eine beste Approximierende an z in M gibt.

(d) Die Abbildung Py;: X — 2% (=Menge der Teilmengen von X ), definiert durch

Py (z) == {:c* eM:|z*—z|| = inf ||z — zH}
zeM
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heifst metrische Projektion von X auf M.

Die Menge M ist also proximinal, falls Py/(z) # O fiir alle z € X. Ferner ist M eine
T-Menge, falls Py/(z) fiir alle z € X einpunktig ist.

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, unter welchen voraussetzungen an (X, ||-||)
und M die Menge M eine Existenzmenge oder sogar eine T-Menge ist. Um nicht gleich
am anfang zu viele Begriffe einfiihren zu miissen, beginnen wir mit den einfachsten, und
wahrscheinlich schon bekannten Ergebnissen. Diese werden spéter zum Teil wesentlich
verallgemeinert. Wir sammeln zunéchst einige triviale Ergebnisse, die so einfach sind,
dass wir sie noch nicht einmal als Lemma oder Satz formulieren.

(a) Ist M kompakt, so ist M eine Existenzmenge.
Denn: Die Abbildung x + ||z —z|| ist fiir jedes z € X stetig (Beweis?) und nimmt
daher auf der kompakten Menge M ihr Minimum an.

(b) Ist M C X eine Existenzmenge, so ist M abgeschlossen.

Denn: Sei z € cl(M). Dann ist inf,ecps || — z|| = 0. Andererseits existiert nach
Voraussetzung eine beste Approximierende z* € M an zin M. Dann ist ||z*—z|| =
0 und folglich z € M.

Andererseits existiert die Abgeschlossenheit und Beschrénktheit von M in unendlichdi-
mensionalen linearen normierten Rdumen nicht, dass M eine Existenzmenge ist. Hierzu
geben wir ein Beispiel an.

Beispiel: Sei (X, || -||) ein unendlichdimensionaler linearer normierter Raum. Wie wir
beim Beweis von Satz (Folgerung aus dem Lemma von Riesz) gezeigt haben,
existiert eine Folge {z)} C X mit [|ax| =1 und ||z, — z;|| > 3 fiir k # j. Sei

e { (1))

Dann ist M offenbar beschréankt (es ist ||z|| < 2 fiir jedes x € M) und auch abgeschlos-
sen (Beweis?). Es gibt aber keine beste Approximierende an 0 in M. O

(c) Ist M C X abgeschlossen, so ist Py (z) fiir jedes z € X abgeschlossen.

Denn: Sei {z}} C Puy(z) eine Folge bester Approximierender an z in M und
x; — x*. Dann ist wegen der Stetigkeit der Norm

* * — .
la* = 2l ¢ llaf = 2l = ind Jla— |,

Also ist ||z* — z|| = inf enm ||z — 2||. Wegen {z}} C M und der Abgeschlossenheit
von M ist z* € M und daher z* € Py(2).

(d) Ist M C X konvex, so ist Py(z) fiir jedes z € X konvex.
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Denn: Seien z*,y* € Py(z) und A € [0,1]. Dann ist auch (1 — \)z* + \y* € M
und

11 = A)z™ + Ay™ — =]

(1= A) (" = 2) + Aly" = 2]
(1= Mlz" = 2] + Ally™ = ]|

= inf ||z — z||.
zeM

IN

Also ist (1 — N)z* 4+ A\y* € Pp(2) und Py (z) konvex.
Es folgen zwei einfache Existenzsétze.

Satz 3.1.2 Fin endlichdimensionaler linearer Teilraum M C X ist eine Existenzmen-
ge.
Beweis: Sei z € X beliebig. Dann ist My := M N B[0;2||z||] kompakt (Beweis?), es
existiert also eine beste Approximierende x* € My an z in My. Ist x € M \ B[0;2]|z]|],
so ist

le = zll = flzll = llzll > 2]zl = [zl = 0 = 2]| = [|l=* — =],
also ist x* auch beste Approximierende an z in M, die Behauptung ist bewiesen. O

Bemerkungen: Durch die letzte Aussage ist die Existenz einer Losung der meisten
wichtigen linearen Approximationsaufgaben gesichert. Ist z.B. X := Cfa, ] verse-
hen mit der Maximumnorm ||z|/o = maxicp g |z(t)], und M := II, der (n + 1)-
dimensionale lineare Raum der Polynome vom Grad < n, so ist M eine Existenzmenge
(sogar eine Tschebyscheff-Menge, wie wir spater sehen werden).

Die Voraussetzung endlichdimensional in der letzten Aussage darf man nicht weglassen,
wie das Beispiel (X, | - |) := (Cla, B], | * ||oo) mit M := II der Menge aller Polynome
zeigt. I. Allg. kann man auch nicht endlichdimensional durch abgeschlossen ersetzen.
Hierzu geben wir ein Beispiel an (siehe D. BRAESS (1986, S.25)). Sei

co :={r ={zx} CR: lim z; =0}
k—o0
der lineare Raum der reellen Nullfolgen. Auf ¢y definiere man eine Norm durch

[£]loo := sup |zx].
keN

Dann ist (¢, || - ||oo) €in lineare normierter Raum (sogar ein Banachraum). Nun defi-
nieren wir [: ¢cg — R durch
oo
l(x) = Z 27 .
k=1

und anschlieend
M :={x €cy:l(x)=0}

Da [ linear und wegen

()] < (Z 2_’““)||$|Ioo = [|zfloc; 7 € o,

k=1
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auch stetig ist, ist M eine linearer, abgeschlossener Teilraum von ¢q. Wir wollen uns
tiberlegen, dass Py(z) = O fiir jedes z € ¢y \ M. Hierzu gebe man sich ein beliebiges
z € ¢g \ M vor und setze A :=1(z). Wegen z € M ist X\ # 0. Zunéchst zeigen wir, dass
d(z, M) < |\|. Hierzu definiere man

uf =2 — (1=27F)7Y(\,...,X,0,0,...).

k

Dann ist u* € ¢y und
(W) =1(z) — (1—27F 1)\22 T=XA—(1-=2"H"x1-2"=0

und folglich u* € M. Daher ist
d(z, M) < [[u* = z]|oe = (1 = 27%) YAl

Mit k& — oo folgt d(z, M) < |A\|. Wir machen einen Widerspruchsbeweis und nehmen
an, dass eine beste Approximierende x* € M an z in M existiert. Da auch z* — 2
eine Nullfolge ist, gibt es ein K € N mit |z} — 2z < 3|A| fiir alle & > K. Unter
Beriicksichtigung der schon bewiesenen Ungleichung ||z* — z|| = d(z, M) < || erhalten
wir

Al = 1@ = 2)]

A
7N
MW
N———
>
_|_
7N
Mg
=
[\

ol
N——
|
>

\‘,_/ ——
1=(1/2)K=1 =(1/2)Kt
1 K
- )
2
< [AL

ein Widerspruch. Damit ist gezeigt, dass ein abgeschlossener linearer Teilraum eines
linearen normierten Raumes i. Allg. keine Existenzmenge ist.

Unter den Voraussetzungen von Satz kann man nicht erwarten, dass M sogar eine
Tschebyscheff-Menge ist. Die Abbildung soll dies verdeutlichen. Hier ist

0D =@ o), M= {(z1,22) € R® 21 =0}
und z := (z1,0) mit z; > 0. Hier ist

Pu(2) = {(0,1) - [t] < [zl }-
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M

[12]]oo

o N

P]\[(Z}

T B[z [|2l]

—llzllee

Abbildung 3.1: Ein endlichdimensionaler Teilraum ist i. Allg. keine T-Menge

Man ahnt, dass Eindeutigkeitsaussagen etwas mit der “Kriimmung” von Kugeln in
(X, ]| - ||) zu tun haben konnten. 0

Der folgende Satz ist der wohlbekannte Projektionssatz fiir abgeschlossene konvexe
Mengen in einem Hilbertraum. Auch wenn dies die Zielsetzung dieses Abschnitts iiber-
schreitet, ist in ihm fiir einen speziellen Fall fast alles an Aussagen enthalten, was man
sich in diesem Zusammenhang nur wiinscht, namlich:

1. Existenz und Eindeutigkeit einer Losung,
2. Charakterisierung einer Losung,

3. Stetige Abhéingigkeit der Losung von dem zu approximierenden Element.

Satz 3.1.3 (Projektionssatz) Sei (X, (-,-)) ein Hilbertraum, M C X eine nichtleere,
abgeschlossene, konvexe Menge. Dann gilt:

1. M ist eine T-Menge.

Fiir jedes z € X gibt es also genau eine beste Approximierende x* = Py(z) an
z in M. Hierbei wird die metrische Projektion auf eine T-Menge sinnvollerweise
als eine Abbildung von X nach M und nicht nach 2M aufgefasst.

2. Es ist x* = Py(z) bzw. o* die beste Approximierende an z in M genau dann,
wenn
(z—a",x—2") <0 fiirallex e M.

3. Fiir beliebige y,z € X ist

1P (y) = Pur ()| < lly = =],

insbesondere ist die metrische Projektion Py;: X — X stetig.

Beweis: 1. Sei z € X. Wir zeigen zunéachst die Existenz einer besten Approximierenden
an z in M, anschliefsend die Eindeutigkeit.
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(a)

Sei {xr} C M eine Minimalfolge, d. h. es ist ||z — z|| — d(z, M). Dann ist {x}}
eine Cauchy-Folge, denn wegen der Parallelogrammgleichung ist

2
Tp+x
g =l = 2|ap — 2] + 2|z — 2> — 4 k2 l—ZH
< 2l — 2?4+ 2|2 — 2P — 4d(z, M)?
— 0.

Wegen der Konvexitét von M ist némlich §(zx +2;) € M und || (2 +2) — 2| >
d(z, M). Da X nach Voraussetzung vollstandig ist, konvergiert die Folge {x\}
gegen ein ¥ € X, wegen der Abgeschlossenheit von M ist 2* € M und wegen der
Stetigkeit der Norm ist ||z* — z|| = d(z, M), also z* eine beste Approximierende
an z in M.

Seien z7, x5 € M zwei beste Approximierende an z in M. Wir definieren die Folge

{z}} durch

x5, k ungerade.

{ x7, k gerade,
T =

Wegen ||z — z|| = d(z, M), k € N, ist {zx} eine Minimalfolge, wegen (a) eine
Cauchy-Folge und damit konvergent. Hieraus folgt ] = z3.

2. Der Beweis fiir die Charakterisierung der besten Approximierenden zerfillt in zwei

Teile.

(a)

(Notwendige Optimalitdtsbedingung).

Sei x* € M die beste Approximierende an z in M und z € M beliebig. Wegen
der Konvexitiat von M ist x* 4 t(z — 2*) € M fiir alle ¢t € (0, 1]. Fiir ¢t € (0, 1] ist
daher

1 * * *

llla” + it —27) = 2] = a” = 2|
= 2" —z,2 —2") +t|x — ¥

0 <

Mit ¢ — 0+ ist also
(z—a",x—2") <0 firallexz € M.

(Hinreichende Optimalitdtsbedingung).

Sei z* € M und
(z—z", 2 —2") <0 fiirallex € M.

Fiir beliebiges x € M ist dann

Iz —z)* = l(z—2") + (" - 2)|
= llz—2"*+2 (2" — 2,2 — 2") +[|=" — 2|*
- 7
>0
> o — a2+ 2" — 2|
> " = 2|,

also z* eine beste Approximierende an z in M.
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3. Seien y, z € X, Py(y) bzw. Py(2) seien die zugehdrigen besten Approximierenden.
Wegen 2. (a) gelten die Ungleichungen

(Y = Pr(y), Prr(2) = Pu(y)) <0, (2 = Pu(2), Pu(y) — Pu(z)) <0.

Eine Addition dieser beiden Ungleichungen ergibt

(Pyu(y) — Pu(2) — (y — 2), Pu(y) — Pu(2)) <0

bzw.

1P (y) — Par(2)]* (y — 2, Pu(y) — Pu(2))

<
< ly = 2l 1Pa(y) — Pu(2)]

und hieraus folgt
1Pu(y) = Par(2)]] < lly — 2],
die Behauptung. O

Bemerkung: Teile des letzten Satzes werden wir im folgenden noch wesentlich verall-
gemeinern und uns vor allem von der Voraussetzung losen, dass X ein Hilbertraum ist.
Die Charakterisierung 2. einer besten Approximierenden lésst sich sehr schon geome-

trisch veranschaulichen, siche Abbildung[3.2] Die Bedingung (z— Py(2), 2—Py(2)) < 0

Projektionssatz

X

Pyu@

Abbildung 3.2: Charakterisierung einer besten Approximierenden

sagt aus, dass der cos des Winkels zwischen z — Py/(2) und x — Py/(z) nichtnegativ ist
bzw. der Winkel zwischen /2 und 37/2 liegt. Fiir affin lineares M (bzw. einen verscho-
benen linearen Teilraum) bedeutet 2., dass Pys(z) durch (z — Py(z),2 — Py(z)) =0
fir alle © € M charakterisiert ist. Ist dagegen M ein (abgeschlossener) linearer Teil-
raum, so ist Pys(z) dadurch charakterisiert, dass z — Pys(z) auf M senkrecht steht bzw.
(z — Py(2),z) = 0 fiir alle x € M gilt. In Abbildung veranschaulichen wir beide
Fille. Die Konsequenzen dieser Beziehung sind in Spezialfillen sicher bekannt, es sei
nur das Stichwort “Normalgleichungen” genannt. 4

Beispiel: Eine chemische Mischung A werde wihrend eines festen Zeitintervalls [0, T
einer Fliissigkeit in einem Tank zugefiihrt. Ein gewisser kritischer Wert x der hierdurch
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Abbildung 3.3: Die Projektion auf einen (affin)linearen Teilraum

entstehenden Mischung werde bestimmt durch die Stérke u einer Komponente von A,
die zeitlich gedndert werden kann. Die zeitliche Anderung von x sei linear in x und u,
genauer gelte

(%) T = ax + Bu
mit «, f > 0. ZurAnfangszeit 0 sei der kritische Wert bekannt:
(xx) z(0) = xo.

Als Nebenbedingung kénnte noch sinnvoll sei, dass im ganzen Zeitintervall der kritische
Wert ein gewisses Plateau p nicht unterschreitet:

z(t) > p firalle t € [0,T].

Ferner stehe u nur bis zu einer gewissen Maximalstarke zur Verfiigung, es sei also
0 < u(t) <« fiir t € [0,T]. Schlieflich seien die Kosten proportional zu fOT u(t)? dt und
diese seien unter den angegebenen Nebenbedingungen zu minimieren. Die Losung von
(%), (#x) ist gegeben durch

t
x(t) = g +/ =9 Bu(s) ds.
0

Als Ausgangsraum nehme man den Hilbertraum L?[0,7] mit dem iiblichen inneren
Produkt und der zugehorigen Norm. Dann hat man also die Aufgabe

Minimiere ||ully = (fOT u(t)?dt)'/?  auf

(P) xo + 5f0t e Su(s)ds > e p firt e [0,7] }

M :=<ue L?0,T): 3
0 <wu(t) <+ fast iiberall auf [0, 7].

Die Menge M ist offensichtlich konvex, aber auch abgeschlossen (Beweis?, nicht ganz
einfach). Ist also M # ), so besitzt das angegebene Problem (P) eine eindeutige
Losung. O
Der folgende Satz ist eine Verallgemeinerung der Existenzaussage in Satz [3.1.3] dem
Projektionssatz.
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Satz 3.1.4 Sei (X,|| - ||) ein reflexiver Banachraum. Eine nichtleere, abgeschlossene,
konvexe Menge M C X ist eine Existenzmenge.

Beweis: Sei z € X und {z;} C M eine Minimalfolge, also ||z — z|| — d(z, M). Dann
ist {x)} beschrénkt, wegen Satz kann aus {z;} eine schwach konvergente Teilfolge
ausgewéhlt werden: xy, — x*. Als abgeschlossene, konvexe Menge ist M nach Satz
schwach folgenabgeschlossen. Also ist #* € M. Zu zeigen bleibt ||z* — z|| = d(z, M).
Auch hierzu wenden wir auf geschickte Weise Satz an. Bei festem € > 0 ist zy, €
Blz;d(z, M) + €] fiir fast alle j. Da x;;, — 2* und B|z;d(z, M) + €] als abgeschlossene,
konvexe Menge schwach abgeschlossen ist, ist * € B[z;d(z, M) + ¢€]. Dies gilt fiir jedes
e >0, also ist ||z* — z|| < d(z, M) bzw. ||z* — z|| = d(z, M). O
Wenn man sich die Existenzbeweise zu Satz[3.1.3] dem Projektionssatz, und Satz
noch einmal ansieht, erkennt man eine Gemeinsamkeit: man geht bei festem 2z € X aus
von einer Minimalfolge {x;} C M, also ||z — z|| — d(z, M), und zeigt, dass diese eine
konvergente Teilfolge enthélt (im Beweis von Satz konnte sogar die Konvergenz
der ganzen Folge bewiesen werden) bzw. eine schwach konvergente Teilfolge enthélt.
Hieraus folgt jeweils, dass der entsprechende Limes beste Approximierende an z in M
ist. Daher liegt die folgende Definition nahe.

Definition 3.1.5 Eine Menge M C X heilst approximativ kompakt bzw. approximativ
schwach kompakt, wenn es zu jedem z € X und jeder Minimalfolge {z} C M, also
|z — z|]| = d(z, M), eine gegen ein x* € M konvergente bzw. schwach konvergente
Teilfolge {zx,} C {zx} gibt.

Offenbar gilt dann, wir wollen dies gar nicht als Satz formulieren, weil es offensichtlich
ist: Eine approximativ kompakte bzw. approximativ schwach kompakte Menge M C X
ist eine Existenzmenge.

Bevor wir Beispiele und Gegenbeispiele zu approximativer Kompaktheit geben, zeigen
wir im folgenden Satz einen interessanten Zusammenhang zwischen Existenz, Eindeu-
tigkeit und der Stetigkeit der metrischen Projektion.

Satz 3.1.6 Die metrische Projektion P,; auf eine approximativ kompakte T-Menge
M C X ist stetig.

Beweis: Sei {2} C X und z;, — z. Zu zeigen ist Py(z;) — Py(2). Nun ist

d(z, M) | Py
| Pas
| Pas
[1Pa(2) — 2| + 2|2 — 2]

)
d(z, M) + 2|z — z|.

zk) — 2|
2k) = 2| + [z — 2|
z) — 2| + |l — 2|

VAN VAN VANRVAN

/N~

Daher ist {Py(z;)} eine Minimalfolge. Da M approximativ kompakt ist, kann aus
{Py(xy)} eine konvergente Teilfolge ausgewahlt werden, deren Limes wegen der Ein-
deutigkeit der besten Approximierenden notwendig Py, (z) ist. Wir iiberlegen uns, dass
dann auch die gesamte Folge {Py(zx)} gegen Pys(z) konvergiert. Denn wére dies nicht
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der Fall, so giibe es ein € > 0 und eine Teilfolge { Pas(2,)} mit || Pas(2x;) — Pa(2)]| > €
fiir alle j. Auch {Py(zx,;)} ist eine Minimalfolge, auch aus ihr ist eine konvergente
Teilfolge auswihlbar, die notwendig gegen Pys(z) konvergiert, ein Widerspruch. O

Beim Beweis des ersten Teiles des Projektionssatzes haben wir gezeigt, dass eine
abgeschlossene, konvexe Menge in einem Hilbertraum eine approximativ kompakte T-
Menge ist. Dieses Ergebnis kann man etwas allgemeiner fassen. Hierzu bendétigen wir

Definition 3.1.7 Ein linearer normierter Raum (X, || - ||) heifit

(a) strikt konvez, falls
Izl =yl =1, 2 #y = llz( + )] <1,

(b) uniform konvexr (oder auch gleichmaf$ig konvez), falls es zu jedem ¢ > 0 ein

d = 0(€) mit
[z =yl =1, [z —yll >e= |5z +y)| <1-0
gibt.
Bemerkungen und Beispiele: 1. Offenbar gilt: Eine konvexe Existenzmenge in einem

strikt konvexen Raum ist eine T-Menge.

2. Jeder uniform konvexe Raum ist offenbar strikt konvex. Ein endlichdimensionaler
strikt konvexer Raum ist auch uniform konvex. Zur Begriindung definiere man zu
vorgegebenen € > 0 die Menge

Ser={(z,y) € X x X : ||z|| = [lyl = 1, ||z — y[| > €}

Als abgeschlossene, beschréankte Menge des endlichdimensionalen Raumes X x X ist S,
kompakt. Die Abbildung ¢: S. — R, definiert durch ¢(z,y) := ||5(z + y)||, ist stetig
und nimmt auf S, ihr Maximum an. Es existiert also (z*,y*) € S, mit

I3+ )l < 502" +y*)|l fir alle (2,y) € Se.
Wegen der strikten Konvexitit ist ¢ := ||3(z* + y*)|| < 1. Mit § := 1 — ¢ folgt die
Behauptung.

3. Wichtige Beispiele uniform konvexer Rdume sind pra-Hilbertrdume. Zur Begriin-
dung sei € > 0 vorgegeben, ferner sei ||z|| = [|y|| = 1 und ||z — y|| > €. Wegen der
Parallelogrammgleichung ist

I3+ Yl =1-llz -yl <1 - 1€

und daher
Iz +yll<(1—3e)?=1-4
mit
§:=1—(1-1e2)1/2
4. Weitere interessante Beispiele uniform konvexer Rdume sind die Rdume [P, LP fiir
1 < p < 00. Zum Nachweis unterscheidet man die Félle p > 2 und 1 < p < 2.
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(a) Seip > 2.
Zunéchst zeigen wir: Fiir alle x € [0, 1] ist
1+ x\” 1—2\" 1
——(1 Py <0.
0 ) e

Fiir den Beweis folgen wir E. HEWITT, K. STROMBERG (1965, p. 223). Fiir z = 0

ist () richtig, da
1\” N 1 1
- o R R
(3) +(5) 2-3er-ns
wegen p > 2. Fiir z € (0, 1] definieren wir
2 /14+z\" 1—2\?" 1
P = — — (1 D
o = 5(57) +(57) a0
1 P 1 P 1
= (—+1) +(——1> —zpl(—+1).
T T P

Zu zeigen ist ®(z) < 0 fir x € (0, 1]. Offenbar ist ®(1) = 0. Wir sind daher fertig,
wenn wir ®'(x) > 0 fiir x € (0, 1) zeigen kénnen. Nun ist

$p+1 J/

o'(z) = L Lu Fap (- 2p—1].

=: U(x)

Wir zeigen nun, dass ¥(z) < 0 fir z € (0, 1] bzw. ®'(z) > 0 fir z € (0,1) und
¢(z) <0 fur z € (0,1]. Es ist U(1) =0 und

V()=@p-D[1+2)P 2= 1 -2 >0 firzec(0,1]

wegen p—2 > 0, damit ist die Ungleichung (*) bewiesen. Aus (*) kann man leicht
die Clarksonsche Ungleichung fiir p > 2 herleiten, namlich

P

r+y P
< Slleliz + IIylli

2

r—y
2

()

p

fir x,y € LP[a, 8] (bzw. [P). Zum Nachweis von (k%) zeigen wir, dass fir p > 2
und alle z,y € R die Ungleichung

J:—l-yp P

2

r—y
2

1
_ p _ p
< 2\:6! + 2!1/\

(k)

gilt. Hier kann man offenbar annehmen, dass 0 < |z| < |y|. Ersetzt man = durch
|z|/y| € (0,1] in (x), so erhélt man nach Multiplikation mit |y|?, dass

1 1 2+ y1\" | (1l —l=[\"
P R AT S ind MR CA)

x+yp+ x—yl”

>
- 2 2

)
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womit auch (%% %) bewiesen ist. Ersetzt man in (% *) nun  durch x(¢), y durch
y(t) bzw. x durch z;, y durch y; und integriert iiber [, 8] bzw. summiert, so
erhédlt man die Clarksonsche Ungleichung in LP[c, §] bzw. in [P. Aus dieser erhélt
man leicht, dass die LP- bzw. [P-Rdume uniform konvex sind fiir 2 < p < oco. Sei
hierzu ein € > 0 und z,y mit ||z||, = ||lyll, = 1 und ||z — y||, > € vorgegeben.
Wegen der Clarksonschen Ungleichung (k) ist

P P
<1- <5>
- 2

P

und folglich || (z+y)||, < 1—8(e) mit 6(e) := 1—(1—(¢/2)?)/?. Die Clarksonsche

Ungleichung ersetzt also die fiir Pra-Hilbertrdume geltende Parallelogrammglei-
chung.

2

Hl(:Hy)

Ahnlich wie in (a) kann man fiir 1 < p < 2 vorgehen. Allerdings ist der Beweis der ersten
Ungleichung, die wir gleich angeben werden, merkwiirdigerweise sehr viel komplizierter
als im Fall p > 2.

(b) Sei 1l <p<2.
Mit 1/p+1/q = 1 gilt fiir alle z € [0, 1], dass

(%) (14 2)7+ (1 —2)? < 2(1 4 2P)Y/ =D,

Den Beweis fiir diese Ungleichung wollen wir nicht fithren. Wir verweisen lediglich
auf E. HEWITT, K. STROMBERG (1965, p. 225). Hieraus erhélt man dann, dhnlich
wie in (a), leicht die Clarksonsche Ungleichung fiir 1 < p < 2, némlich

q 1 1 1/(p—1)
< |3l + 31

p

T +vy 1

2

L=y
2

p

fir x,y € LP[a, B] (bzw. [?). Hieraus wiederum erhélt man wieder leicht, dass die
LP- bzw. [P-Raume auch fiir 1 < p < 2 uniform konvex sind.

5. Natiirlich gibt es auch wichtige Rdume, die nicht strikt konvex, geschweige denn
uniform konvex sind.

(a) (R™,|| - ||oo) ist fiir n > 2 nicht strikt konvex (Beweis?).

(b) (Cla, 5], || - llso) ist nicht strikt konvex (Beweis?).

6. Ein interessanter Satz von Milman sagt aus, dass ein uniform konvexer Banachraum
reflexiv ist, siehe z. B. F. HIRZEBRUCH, W. SCHARLAU (1971, S.78). a

Als letzten Existenz- und Eindeutigkeitssatz formulieren wir einen Satz, der die ent-
sprechenden Aussagen des Projektionssatzes fiir konvexe, abgeschlossene Mengen in
einem Hilbertraum verallgemeinert.

Satz 3.1.8 Eine abgeschlossene, konvexe Teilmenge M eines uniform konvexen Ba-
nachraumes (X, || - ||) ist eine approximativ kompakte T-Menge.
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Beweis: Im ersten Teil des Beweises zeigen wir, dass M eine approximativ kompakte
Existenzmenge ist. Sei z € X beliebig. O. B. A.ist 2z ¢ M. Wegen der Abgeschlossenheit
von M ist daher der Abstand von z zu M positiv: d := d(z, M) > 0. Sei {x} C M
eine Minimalfolge, also ||z — z|| = d. Wir wollen mit Hilfe der uniformen Konvexitét
zeigen, dass {x;} eine konvergente Folge ist, wegen der Stetigkeit der Norm und der
Abgeschlossenheit von M also gegen ein Element z* € M mit ||x* — z|| = d konvergiert.
Damit wird gezeigt sein, dass M eine approximativ kompakte Existenzmenge ist. Die
Eindeutigkeit einer besten Approximierenden im zweiten Teil des Beweises zu zeigen
wird dann einfach sein.

Nun zeigen wir die Konvergenz der Minimalfolge {x}. Sei

1 Ty — 2

= gloe =2 =

und daher z; — y, — 0. Sei € > 0 vorgegeben und 6 = §(e) wie bei der Definition der
uniformen Konvexitit bestimmt, als:

Izl =llyll =1, [lz =yl = e = llz(@ + ) <1-0.

Es ist yi]l = [lyy ]l = 1 und

1
15z + 2)|l = p |5k +ap) —2[ > 1
—_——
eM
und daher
15k +up)ll = 1150+ 25) + 50 — 21) + 53 — 2]l
> 1= gllyr — 2zl = 5llvp — 2ll-

Wegen yi, — 2z, — 0 existiert K(e¢) € N mit ||yx — 2x|| < 0(¢) fiir alle & > K(¢). Fiir
k,p > K(e) ist daher || (yx+y,)|| > 1—6(¢) und daher ||yx—y,|| < e. Alsoist {yp} C X
eine Cauchy-Folge. Da X ein Banachraum ist, ist {yx} gegen ein y € X konvergent
und wegen |lyx|| = 1 ist |ly|| = 1. Ferner ist

v = ok — 2|y + 2 = dy + 2.

Insgesamt ist im ersten Teil des Beweises gezeigt, dass M eine approximativ kompakte
Existenzmenge ist.

Im zweiten Teil des Beweises zeigen wir, dass eine beste Approximierende an z in M
eindeutig ist. Seien x7, x5 € M zwei beste Approximerende an z in M, also

l27 — 2]l = [la5 — 2]l = d
bzw.
[(z] — 2)/d| = |I(«5 — 2)/d|| = 1.
Ferner ist 1
I3[(e1 = 2)/d+ (@5 = 2)/d]l| = ll[5 (] + 23) —2]/d]| > 1.
—_——

eM
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Aus der strikten Konvexitét folgt (27 —2)/d = (25— z)/d und damit x] = 5. Insgesamt

ist alles bewiesen. O
Bemerkung: Wegen Satz und Satz ist die metrische Projektion auf eine
abgeschlossene, konvexe Menge in einem uniform konvexen Banachraum stetig. O

Die Begriffe approximativ kompakt und approximativ schwach kompakt ergeben sich
im Zusammenhang mit Existenzmengen auf ganz natiirliche Weise und man koénnte
hoffen, moglichst alle Existenzaussagen hierauf zurtickzufiithren. Das ist leider nicht so,
wie das folgende Beispiel von F. DEUTSCH (1980) zeigt.

Beispiel: Sei (X, |- |) := (C[0,1],] - ||oo und

T 1tat

M = {x(t) a> o} U{0}.

Wir wollen die folgenden Aussagen nachweisen:

1. M ist eine Existenzmenge.

Denn: Sei z € C[0,1], 0.B.d. A. ist z # 0. Sei {xx} C M mit z4(t) = 1/(1 + axt)
eine Minimalfolge, also ||z — z||cc — d := d(z, M). Wir unterscheiden zwei Fille.

Im ersten Fall ist {a,} C R beschrénkt. Dann existiert eine Teilfolge {ax; } C {ax}
und ein ¢ € [0, 00) mit ag, — a*. Wir definieren 2* € M durch

B 1
14 att’

x*(t) :

Fiir t € [0, 1] ist dann

lar, —a*|t
(14 ag,t)(1 + a*t)

o, (8) — (1) = S —
Also ist ||y, — 2% ||oe < |ax; — a*|, folglich xy, — 2" € M und ||z* — z|| = d(z, M)
und damit x* eine beste Approximierende an z in M.

Im zweiten Fall ist {ay} C R nicht beschriankt. Dann existiert eine Teilfolge
{a,} € {ax} mit a; — oo. Offenbar ist

. 1, t=0,
i, (2) —{ 0, te(0,1].

Wir wollen zeigen, dass * = 0 beste Approximierende an z in M ist, dass also
|z|lec = d. Angenommen, es wire d < ||z||oo. Nun definiere man die positive Zahl

1
2= 212l — d).
Mit einem ¢y € [0, 1] mit |2(to)| = ||2||eo ist dann

|Z(t0)| > ||Z||oo — 60 =d+ 3.
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Da z auf [0,1] stetig ist, gibt es ein ¢; € (0,1] mit |2(t1)] > d + 26. Wegen
wg,(t1) — 0 ist |zg, (t1) — 2(t1)| > d + 26 fiir alle hinreichend groken j und daher
auch

2k = 2lloo = |, (1) — 2(E2)] > d + 6

fiir alle hinreichend groken j. Da {x,} eine Minimalfolge ist, folgt d > d + 4, ein
Widerspruch zu 6 > 0.

2. M ist nicht approximativ schwach kompakt.
Denn: Sei z(t) := 1. Fiir belicbiges z € M ist

o = 2l > J2(0) — 2(0)] = 5.

da x(0) = 0 oder #(0) = 1. Folglich ist d := d(z; M) > %. Hieraus erkennt man,
dass z* =0 und z*(t) =1 =1/(1 + 0 - t) beste Approximierende an z in M sind
und d = % ist. Man definiere {x;} C M durch

1
t) ;= .
wlt) = 17
Dann ist . ‘1 kt\
) —2(t) == —1
2e(®) = (0] = - s

In Abbildung [3.4] veranschaulichen wir uns fj fir £ = 1,3,5. Man zeigt leicht,

T
g w =

0.2r b

0.15[ 7

0.1 4

Abbildung 3.4: Der Defekt |zx(z) — 2(t)| fir k =1,3,5

dass ||zx — z||c = %, insbesondere ist {z)} eine Minimalfolge. Angenommen, es
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existiert eine Teilfolge {7y, } C {z)} und ein 2* € M mit x;, — 2*. Die schwache
Konvergenz auf C[0, 1] impliziert die punktweise Konvergenz (Beweis?). Daher

wiirde
an ) 1L, =0,
‘”(t)_{o, t e (0,1]

folgen, ein Widerspruch zu x* € M.

3. M ist nicht approximativ kompakt.
Dies folgt sofort aus 2.

O

Das letzte Beispiel war insofern ein negatives Beispiel, als es zeigte, dass man nicht
jede Existenzaussage auf den Nachweis der approximativen Kompaktheit zurtickfiihren
kann. Um diesen Abschnitt aber noch mit einem positiven Resultat (siehe F. DEUTSCH
(1980, p. 146)) abzuschliefen, zeigen wir, dass die Menge der rationalen Funktionen in
LP[a, 5] filr 1 < p < oo approximativ kompakt, also eine Existenzmenge ist.

Satz 3.1.9 Sei I := [a, 3] ein kompaktes Intervall, m,n nichtnegative ganze Zahlen
und

)

Ron = {E :p €1, g € R, q(t) >Oaqu}.
q
Dann ist R, , fir 1 <p < oo in LP(I) approximativ kompaktﬂ.

Beweis: Sei z € LP(I) vorgegeben und {u;} C R,,, eine zugehorige Minimalfolge,
also ||uy — 2|, — d = d(z, Ryn). Als Minimalfolge ist {u;} beschrénkt, es existiert
also ein ¢ > 0 mit |Jugl|, < ¢ fiir alle k. Es ist uy = pr/qr mit py € 11,,,, ¢ € 1I,, und
qx(t) > 0 fiir t € I. Bei dieser Darstellung kénnen wir o. B.d. A. annehmen, dass

191 loc = max gi(t) = 1.

Dann ist aber

1/p p 1/p
pell, = ( [imor dt) < ( / dt) — el < c.
I I

Also ist {px} eine beschriankte Folge in dem endlichdimensionalen linearen normier-
ten Raum (IL,,| - ||,). Da in diesem Raum alle Normen &quivalent sind, ist {py}
auch in (IL,,, || - ||o) eine beschrankte Folge. Ebenso ist {gx} eine beschrinkte Folge in
(IL,, || - loo)- Indem man notfalls zu Teilfolgen iibergeht kann man o. B. d. A. annehmen,
dass pr — p* € I, und g, — ¢* € II,, gleichméfig auf I. Es ist ||¢*||oc = 1, insbeson-
dere ist ¢* nicht das Nullpolynom. Die Schwierigkeiten, mit denen wir uns jetzt noch
herumschlagen miissen, riithren daher, dass wir natiirlich nicht a priori sichern kénnen,
dass ¢*(t) > 0 fur alle t € I. Selbstversténdlich ist ¢*(t) > 0 fiir alle ¢t € I. Ferner kann

pr(t)
qr(t)

n der Formulierung dieses Satzes kommt p in zweierlei Bedeutung vor. Das sollte aber nicht zu
Verwirrungen fiihren!
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q* als (nichttriviales) Polynom vom Grad < n héchstens n Nullstellen in I besitzen. Es
geniigt daher zu zeigen: Besitzt ¢* eine Nullstelle tg € I mit der Vielfachheit v, ist also

q(t) = (t —t0)"q(t) mit g € 1L, q(to) # 0,
so hat p* in ¢y eine Nullstelle der Vielfachheit > . Angenommen, dies sei nicht richtig.
Dann ist

p*(t) = (t - to)“p(t) mit p € Hm—w p(to) #0
mit einer nichtnegativen ganzen Zahl p mit p < v. Mit A := v — p > 1 gibt es dann
eine Umgebung Uy von %y in [ und ein § > 0 derart, dass

P (t) p(t) 'p(t)

25 ﬁiI‘tEUo.

g (t)  (t—to) q(t)’ q(t)
Fiir jedes t € I, welches keine Nullstelle von ¢* ist, gilt

pe@®|" P (0]
qx(t) g (t)|
ferner ist 0
Dk
/1 ar(t) =

Aus dem Lemma von Fatou (man informiere sich iiber dieses!) folgt
*(t t

/p (*) dt:/liminf Pi( )‘dtgliminf/

I I k—o0 I

Insbesondere ist
*(t dt
p()’dtzap/ — -t
Ug

&ZZ3¥N“ZLJW> = to]¥

wegen Ap > 1, ein Widerspruch. Man kann also im Ausdruck p*/¢* durch die Null-
stellen von ¢* kiirzen und erhélt, indem man notfalls noch Zahler und Nenner mit —1
multipliziert, dass p*/q¢* € R,,. Es bleibt zu zeigen, dass

pr(t) »
qk—(t)‘ dt < cP.

N A LP(1).

Qx q*

Hierzu tiberlegen wir uns zunéchst, dass ||u, —z||, = ||u* —z||,, was insbesondere impli-
ziert, dass u* beste Approximierende an z in R, , und damit R,,, eine Existenzmenge
in LP(I) ist. Denn wegen des Lemmas von Fatou ist

Ju* — 2|2 =(Am%w—zwww

= /lim inf |ug(t) — 2(t)|P dz
7 k—oo

U,

< liminf / g (t) — () dt
k—o0 I
= d(z,Rnn)’

<l = 2l
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folglich ist
tim g 2ll, = d(z, M) = [Ju ~ ],

Aus |lug — z||, = ||u* — z||, und wg(t) — w*(t) fast tiberall auf I folgt ||u, — u*||, — 0,
siche E. HEWITT, K. STROMBERG (1965, p. 209). Damit ist der Satz bewiesen. 0
Zusammenfassend kann man zu diesem Abschnitt sagen, dass wir verschiedene Konzep-
te zum Nachweis der Existenz bester Approximierender angegeben haben. Wir haben
die wichtigen Begriffe Eristenzmenge und Tschebyscheff (T)-Menge kennengelernt. Die
Existenz bester Approximierender ist auch fiir einige konkrete Aufgaben bewiesen wor-
den, z. B. Approximation beziiglich endlichdimensionaler linearer Teilrdume (z. B. II,,)
eines linearen normierten Raumes (z.B. (Cla, 8], - ||o) oder (LP[e, B, ] - ||p)) und
rationaler Funktionen in L[, ], 1 < p < oo. Fiir weitere nichtlineare Aufgaben, et-
wa T-Approximation beziiglich rationaler Funktionen und 7- und LP-Approximation
beziiglich verallgemeinerter Exponentialsummen werden wir spiter Existenzbeweise
nachholen. Auferdem haben wir einfache Eindeutigkeitsaussagen erhalten, die mit dem
Begrift strikt konvexr im Zusammenhang stehen.

3.2 Charakterisierung bester Approximierender

In diesem Abschnitt sei (X, || - ||) ein (reeller) linearer normierter Raum, M C X und
z € X. Die zu diesen Daten gehorende Approximationsaufgabe heifst konvex, falls M
konvex und entsprechend linear, falls M ein linearer Teilraum von X ist. Dass die
Verhiéltnisse bei konvexen Approximationsaufgaben angenechmer als im allgemeinen
Fall sind, zeigt schon das folgende einfache

Lemma 3.2.1 FEine lokale beste Approximierende einer konvexen Approximationsauf-
gabe ist sogar eine (globale) beste Approximierende.

Beweis: Sei x* € M eine lokale beste Approximierende an z in M, wobei M C X
konvex ist. Dann existiert eine Umgebung U von z* mit ||z* — z|| < ||u — z]| fiir alle
uw e MNU. Sei nun x € M beliebig. Dann ist u, := (1 —t)z* +tx € M NU fiir alle
t € [0,¢*] mit hinreichend kleinem ¢* € (0, 1]. Insbesondere ist also

la* =2l < Jlwe = =]
= (=" = 2) +t*(z = 2)||
< @=)fa" =zl + " [l — =],

woraus ||z* — z|| < ||z — z|| folgt. O
Bemerkung: Wir wollen uns iiberlegen, dass fiir die verallgemeinerte rationale Tsche-
byscheff-Approximation eine Aussage gilt, die der von Lemma [3.2.1] vollstandig ent-

spricht, obwohl es sich hierbei i. Allg. um keine konvexe Approximationsaufgabe han-
delt.

Sei B C RY kompakt, (C(B), ||-||s) der Banachraum der auf B definierten reellwertigen
stetigen Funktionen versehen mit der Maximumnorm || - ||, definiert durch

|2 [loc == max |z(t)]-
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Seien P, C C(B) lineare Teilrdume und
Q+:={qeQ:q(t)>0furallet € B} # 0.
Schlieflich sei
R:{%peRqe@}CC@)
die zugehorige Menge der verallgemeinerten rationalen Funktionen. Wir wollen zeigen:

e Ist p*/q* € R eine lokal beste Approximierende an ein z € C(B) in R, so ist p*/q¢*
auch eine global beste Approximierende an z in R.

Denn: Nach Voraussetzung existiert eine Umgebung U von p*/¢* mit
Ip"/q" — 2|0 < |Ju — 2||o fiir allew € RNU.
Sei p/q € R beliebig. Fiir ein hinreichend kleines Ay € (0, 1] ist

(1 —=Xo)p* + Aop
= e RNnU.
YO T TN + g

Daher ist

p_*_ZH H(l—/\o)P*‘i‘Aop_Z’

o A= Xo)g* + Aog 00

‘ (1 = Xo)p* (o) + Aop(to) 2(to)

(1= Ao)g*(to) + Aog(to) ’

[(1— Xo)(p*(to) — q"(to)2(t0)) + Ao(p(to) — q(to)2(t0))]
(1= Xo)g*(to) + Aoq(to)

mit einem ¢ty € B nach Definition der Maximumnorm. Hieraus folgt

UL

q*(to)
)

)
q(to) (fo)

*

%—z < (1= ) (to)

(1T = Xo)g"(to) + Aog(to)) ‘

o0

+ Aog(to)

< (T=2o)q(to) || = — =
+ Aog(to) ’— -z
[e.e]
und dann .
s e s
q 0 q o0
womit die Behauptung bewiesen ist. a

Nun kommen wir zu notwendigen Optimalitdtsbedingungen bei konvexen Approxima-
tionsaufgaben. Gegeben sei also die Aufgabe

(P) Minimiere f(z) := ||z — z|| auf M,
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wobei M C X konvex ist. Sei * € M eine Losung von (P) bzw. eine beste Approxi-
mierende an z in M (lokal oder global, das spielt wegen Lemma keine Rolle). Fiir
beliebiges x € M ist

|lo* —z|| < || 2" + t(z — 2") —z| furt e [0,1]
~——_———
eM
und daher

0< —[lla* +t(x —a*) — z|]| — ||l=" — z||] furt e (0,1].

S

Wenn man in dieser Ungleichung rechts den Grenziibergang ¢t — 04 machen konnte,
hétten wir eine erste notwendige Optimalitdtsbedingung. Wir werden zeigen, dass man
diesen Grenziibergang ganz allgemein fiir konvere Funktionen machen kann. Es folgt
daher zunéchst ein Exkurs {iber konvexe Funktionen, einseitige Richtungsableitung und
das Subdifferential konvexer Funktionen.

Definition 3.2.2 Eine Abbildung f: X — R heifst konvezr (auf X), falls
z,ye X, tel0,1] = f((1 -tz +ty) < (1 —1)f(x) +1f(y).
Bei unseren Anwendungen wird i. Allg. f(z) = ||x — z|| sein. Wegen

fA=tz+ty) = [(1=1t)(c—2)+ty—2)|
< (=)o =zl +t]y - 2|
= (A=0)f(x) +tf(y)

ist f konvex.Anschaulich sehen konvexe Funktionen bekanntlich wie in Abbildung
aus.

__________
-----------
_____________
__________
““““““
_____

[ XS
NS

Abbildung 3.5: Eine konvexe Funktion
Sehr wichtig ist nun der folgende Satz, in dem die Existenz der einseitigen Richtungs-
ableitung (auch Gateaux-Variation genannt) fiir konvexe Funktionen gezeigt wird.

Satz 3.2.3 Sei f: X — R konvex. Fiir jedes v € X, p € X existiert dann

Flop) = lim LEED) = (@)

t—0+ t ’
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die sogenannte einseitige Richtungsableitung von f in x in Richtung p. Die Abbildung
f'(x;): X — R, die Gateauz-Variation bzw. G-Variation von f in x, besitzt die
folgenden Figenschaften:

1. Es ist
f@) = fle—p) < f(aip) < flz+p) — f(z) fiirallep € X.
2. Die Abbildung f'(x;-): X — R ist positiv homogen, d. h. es ist
f(z;ap) = af(x;p) firallea >0, p e X.

3. Die Abbildung f'(z;-): X — R ist subadditiv, d. h. es ist

f@p+aq) < f(zp) + fl(asq) firallep g e X.
4. Die Abbildung f'(z;-): X — R ist konvex.
5. Esist —f'(x;—p) < f'(z;p) fiir allep € X.

Beweis: Fiir feste x,p € X definieren wir ¢: (0,00) — R durch

[z +1tp) — f(x)
'

¢(t) =
und zeigen
(a) Esist f(z) — f(z —p) < ¢(t) fur alle t > 0.
Denn: Fiir ¢t > 0 ist

1 t
l—thf( )+1—+tf() = f(z)
= f( x+tp)+1it(x—p))
< ol )+ - p)
und daher .

141
woraus (a) folgt.

(b) ¢ ist nicht fallend auf (0,00) und ¢(s) < f(z + p) — f(x) fir alle s € (0, 1].
Denn: Fir 0 < s < t ist

fatsn) = f) = 55w+ o) - s

< L+ + 20w - )
o+ tp) — (o)

und damit ¢(s) < ¢(t). Fur s € (0,1] ist insbesondere
¢(s) < o(1) = flx+p) — flz).

S VAR S VA
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Aus (a) und (b) folgt die Existenz der Richtungsableitung von f in Richtung p sowie
die Eigenschaft 1. Die Eigenschaft 2. gilt offensichtlich. Zum Nachweis von 3. beachte
man, dass

flx+tlp+q) = f(%(x + 2tp) + %(w + 2tq))

IN

%f(x+2tp) + %f(x+2tq).

Fir ¢t > 0 ist daher

flattp+q) - flz) _ f(x+2tp)—f($)+f(x+2tQ)—f(fv)
t - 2t 2t ’

Mit t — 0+ folgt die Subadditivitéat von f'(z;-). Die Eigenschaft 4., also die Konvexitét
von f’(x;-) ist eine unmittelbare Folgerung aus 2. und 3. Schlieflich ist

0= f'(x;0) < f'(z;p) + f'(x; —p),

womit auch 5. bewiesen ist. O

Nun konnen wir schon eine erste, ganz einfache notwndige und hinreichende Optima-
litdtsbedingung fiir die konvexe Optimierungsaufgabe (P) angeben.

Satz 3.2.4 Gegeben sei die konvexe Approximationsaufgabe

(P) Minimiere f(x) := ||z —z||, = € M.

Dann ist x* € M genau dann eine beste Approximierende an z in M, wenn
(%) 0< f(z*2x—2%) firallexe M.

Beweis: Zunichst nehmen wir an, x* € M sei eine beste Approximierende an z in M.
Aus

0<

~ | =

[f(x® +t(x — %)) — f(z")] firt e (0,1]
folgt (%) mit ¢ — 0+. Umgekehrt gelte (%) und es sei x € M. Dann ist
0< flae—a") < fl@" + (x—a7)) = fa7),

folglich f(z*) < f(z). Daher ist 2* € M eine beste Approximierende an z in M. a

Nun will man die Bedingung (*) im konkreten Fall nattirlich “ausschlachten”. Dazu muss
man die Gateaux-Variation der Norm kennen. Diese wollen wir in einigen Beispielen
ausrechnen.

Beispiele: Es sei stets f(x) := ||z — z||. Offenbar ist

R [ EE]
t—0+ t

f'(zp) = = [lpll,

wir brauchen f'(z;p) also nur fir x # 2 auszurechnen. Im folgenden sei also x # z.
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1. Sei (X, (-,-)) ein Pra-Hilbertraum und || - || die durch ||z| := (x,2)Y? definierte
zugehorige Norm. Fiir x # z ist dann
1
f(x;p) = th%%r Z{[(x —z,x —2) + 2tz — 2,p) + E(p,p)]? — (x — 2,2 — 2)/?}
—
_ (x — z,p)
l ==’

wobei wir die Regel von de L’Hospital angewandt haben.

2. Sei X := R". Die G-Variation der euklidischen Norm haben wir schon in 1. ausge-
rechnet.

(a) Sei |- [l =11~ [l llly == 325y sl
Sei Jo:={j € {1,...,n}:x; = z;}. Bei vorgegebenem p € R" und fiir j & Jy ist
sign (z; + th; — z;) = sign (z; — #;) fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0 und daher

fl(x;p) = ;tl_lg}r ;(|I‘j +tpj — zj| — |z — 2)
. 1
= hr(%g(|xj+tpj—zj|—\:cj—zj])

) 1
+ 1_1}gl+;(|37j+tpj—2j|—|xj—zj|)

(b) Sei [ [|:= [ - lloos [[]loo := maxjzy, _nfz;].

Sei B(x —z):={je{l,....,n}:|z; — 2| = ||z — 2||s}. Fiir z # 2 ist dann

"(z:p) = max sign(x; — z;)p;.
f'(@;p) P i gn (z; — 2)p;

Dies wollen wir hier nicht beweisen, da es sich in Kiirze als Spezialfall erweist.
() Sei [ [l =1l [lps llelly == (325 |y P)'/? mit 1 < p < oo
Fiir x # 2 ist
n . —
iy sign (x5 — 25) |z — 2P~ 'p;
(Xt s — 2[P) e

mit 1/p+ 1/qg = 1, wie man nach leichter Rechnung erhélt.

f'(x:p) =

3. Sei (X, -) = (C(B), |l - llc), wobei B C R™ eine kompakte Menge ist (eigentlich
geniigt: B ist ein kompakter metrischer Raum) und ||z || := maxcp |2(t)|. Wir zeigen:
Fir z # z ist

Flwip) = max sign (x(t) — 2(t)p(t)
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mit

Bz —z):={te B:|z(t) — 2(t)] = ||z — 2||}.

Zum Beweis miissen wir zeigen, dass

Nz +tp = 2l — llz = 2]l :
1 = t) — z(t t
S_l)r& S te%l(?_(z) sign (z(t) — 2(t))p(t),

wobei uns die Existenz des links stehenden Limes schon bekannt ist.

(a)

Sei sy — 0+. Nach Definition der Maximumnorm existiert eine Folge {t;,} C B
mit
|+ skp — 2loo = [z (tk) + skp(tr) — 2(te)], k=1,2,....

Da B kompakt ist, besitzt {t;} eine konvergente Teilfolge. O.B.d. A. ist {tx}
selbst schon konvergent: ¢, — ¢t € B. Offenbar ist ¢t € B(x — z) und wegen x # z
ist x(t) — 2(t) # 0. Fiir alle hinreichend groften k ist daher

sign (x(tx) + spp(ty) — 2(tr)) = sign (z(ty) — 2(tx)) = sign (z(t) — z(t)).
Fiir alle hinreichend grofsen k£ ist folglich

|z + sk — 2lloo — |z — 2|0
sign (x(t) — z(t))(@(tx) + sep(tr) — 2(tk)) — |2 — 2]l

f(z;p) =

< sign (x(t) — 2(1))p(tx)-

Mit k — oo folgt

f(asp) < sign (a(t) = (0)p(t) < _max_sign (a(t) = =()p(t).

Sei t € B(x — z) und sy — 0+. Fiir alle hinreichend grofen k ist dann
sign (z(t) + spp(t) — 2(1)) = sign (z(t) — 2(2))
und daher

o+ 50 = 2l = llo = 2l [2(8) + 5up(t) = 2(0)] = [a(t) = =(0)
— sign («(t) — 2(£)p(0).

Mit k — oo folgt f'(x;p) > sign (x(t) — 2(t))p(t) und damit auch

flwip) 2 max sign (x(t) — 2(£))p(2).

Aus (a) und (b) folgt die Behauptung. O

Als Folgerung aus dem letzten Beispiel und dem in Satz [3.2.4 gewonnenen Ergebnis
erhalten wir
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Satz 3.2.5 (Kolmogoroff-Kriterium) Sei (X, ||-||) := (C(B), ||||c), M C X konvex
und z € X \ M. Dann ist * € M genau dann eine beste Approximierende an z in M,
wenn

teg(lzaj‘}iz)(x*<t> —z(t))(z(t) —z*(t)) > 0 fir allex € M

bzw.

teér(lgﬁip_z)(z(t) —2*(t))(x(t) —2*(t)) <0 fiir allex € M.

Ist M C X sogar ein linearer Teilraum, so ist x* € M genau dann eine beste Approxi-
mierende an z in M, wenn

max (z"(t) — z(t))x(t) > 0 fiir allex € M
teB(z*—z)

bzw.

min (z(t) — 2*(t))z(t) <0 fiir allex € M.
teB(z*—z)

Hierbei ist stets B(z* — z) :={t € B : |2*(t) — 2(t)| = ||2* — 2|/ }-

Beweis: Aus Satz und dem obigen Beispiel 3. erhélt man als Kriterium fiir die
Optimalitat von z* € M, dass

0< g(lax )sign (x*(t) — 2(t))(z(t) — x*(t)) fur alle x € M.
teB(x*—z
Eine Multiplikation dieser Beziehung mit ||2* — z||oc = |z*(t) — 2(t)|, t € B(z* — 2),
liefert unter Beriicksichtigung von

sign (z7(1) — 2(1))[2"(t) — 2(O)] = 2" (1) — 2(¢)

die erste Behauptung. Der Rest ergibt sich in trivialer Weise. a

Auf die Anwendung des Kolmogoroff-Kriteriums in der T-Approximation kommen wir
spater zu sprechen.

Ausfiihrlich sind wir auf den Begriff der einseitigen Richtungsableitung bzw. der G-
Variation eingegangen. Ein weiterer wichtiger und niitzlich Begriff wird nun definiert.

Definition 3.2.6 Sei f: X — R konvex und x € X. Dann heifst
Of(z) ={le X" : l(ly—z) < fly) — f(z) fur alley € X}
das Subdifferential von f in x, ein Element [ € 0f(x) heifst Subgradient von f in x.

Bemerkungen: 1. Wir setzen hier stets voraus, dass der Definitionsbereich von f der
ganze Raum X ist, aulerdem kommen als Elemente des Subdifferentials nur stetige
lineare Funktionale in Frage. Hierin unterscheidet sich obige Definition von anderen.

2. Um die anschauliche Bedeutung des Subdifferentials zu erldutern, bilde man den
sogenannten Epigraphen

epi (f) =={(y,t) € X xR: f(y) <t}
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R

A

Abbildung 3.6: Der Epigraph einer konvexen Funktion

von f, siche Abbildung [3.6] Dann gilt offenbar: Es ist [ € 9f(z) genau dann, wenn
H:={(y,t) e X xR:l(y) -t =l(z) - f(z)}

eine Stiitzhyperebene fiir epi(f) in (z, f(z)) ist, d. h. es ist (z, f(x)) € epi(f) N H und

epi(f) C H™.

3. Das Subdifferential 0f(x) einer konvexen Funktion f in einem Punkt x € X hat
offenbar die folgenden Eigenschaften:

(a) Of(x) C X* ist konvex und abgeschlossen.

(b) Of(z) ist schwach-*-folgenabgeschlossen, d. h. ist {lx} C df(x) und I = [ (bzw.
l(y) — l(y) fir alle y € X)), so ist | € Of(z).
(c) Ist f in x stetig, so ist Of(x) beschrankt, d.h. in einer Kugel um 0 mit einem
hinreichend groffen Radius enthalten.
Denn: Da f in z stetig ist, gibt es ein § > 0 mit |f(y) — f(z)| < 1 fiir alle
y € Blx;0]. Sei | € 0f(x) und p € B[0;4]. Dann ist
I(#p) =lx+p—a) < flz+p) — flx) <1
——
€ Blx;0]
und folglich |I(p)| < 1/4 fiir alle p € B[0;d] bzw. ||I|| < 1/6. Also ist df(x) C
BJ[0;1/4] und damit Of(x) beschrankt.

(d) Wegen (b), (c) und des Satzes von Banach-Alaoglu (Satz [2.3.9)) ist das Sub-
differential Of(x) einer konvexen Funktion f, die in z stetig ist, schwach-x-
folgenkompakt.

O

Wir fassen zusammen und ergénzen.

Satz 3.2.7 Sei f: X — R konvex und stetig. Dann ist das Subdifferential Of(x) von
f in x eine nichtleere, konvexe, schwach-x-folgenkompakte Teilmenge von X*.
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Beweis: Zu zeigen bleibt lediglich noch, dass df(x) # @. Wir betrachten den Epigra-
phen

epi (f) == {(y,1) € X xR f(y) <t}

von f. Wegen der Stetigkeit von f ist epi (f) abgeschlossen. Ferner ist int (epi (f)) # O,
da z.B. (y, f(y) + 1) € int (epi(f)) fiir alle y € X (Beweis?). Ferner ist (z, f(x)) ein
Randpunkt von epi (f). Wegen Satz existiert durch (z, f(z)) eine Stiitzhyper-
ebene an epi (f), es existiert also ein (nichttriviales) Paar (lg,t5) € X* x R\ {(0,0)}
mit

lo(y) —to -t <lo(x) —to- f(x) firalle (y,t) € epi(f).
Dann ist notwendig ¢y > 0 (Beweis?) und daher ist { := (1/to)ly € Of(z). O

Bemerkung: Zum Nachweis fiir f(z) # O geniigt es, die Stetigkeit von f in x
vorauszusetzen (siehe z. B. J. WERNER (1984, S.83)). Ist ferner X = R", so folgt aus
der Konvexitit von f die Stetigkeit von f (siche z.B. J. WERNER (1984, S.83)). O

Beispiel: Die konvexe Funktion f: X — R sei definiert durch f(x) := ||z — z|| mit
z € X. Was ist df(z)? Wir wollen uns {iberlegen, dass

{leX |l =1 lz—2)=z—z2[}, x#z
Of(x) =
BJ[0; 1], T =z
Zum Beweis nehmen wir zunédchst x # z an.

(a) Seil e X*, ||l|| =1 und i(z — 2) = ||z — z||. Fiir ein beliebiges y € X ist dann

y—x) = ly—2)—Il(r—=2)
< ly =zl = llz — 2|

= fly) = f(2),
also | € 0f(x).
(b) Seil € 9f(x). Dann ist
(%) y—2) < fly) = fl@) =lly =2 = llz — 2| fiir alley € X.

Setzt man y = x £ p in (x), so erhdlt man
+l(p) <llz+p -zl = [z = 2] < pll,

folglich [{(p)| < ||p|| bzw. ||I|| < 1. Setzt man andererseits y = z in (%), so erhélt
man [(z —x) < —||z — z|| bzw.

lo =2l <z —2) < ([l [l = 2|l <[le— =]

Also ist I(z — 2) = ||z — z|| und ||I|| = 1 wegen z # z.
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Offenbar ist
Of(z) ={le X" :l(y—z) < |ly — z|| fiir alle y € X} = BJ0; 1].

Damit haben wir obige Aussage verifiziert. O

Der folgende Satz stellt eine Verbindung zwischen der Richtungsableitung und dem
Subdifferential einer konvexen Funktion her. Hierdurch kann in einem darauffolgenden
Satz neben Satz eine weitere Charakterisierung einer besten Approximierenden
einer konvexen Approximationsaufgabe angegeben werden.

Satz 3.2.8 Sei f: X — R konvex und stetig. Fiir jedes x € X ist dann

(2:p) = I(p) fiir allep € X.
f'(x:p) ax, (p) fiir alle p

Beweis: Seil € 0f(z) und p € X. Fir t > 0 ist

Y+ tp) - 7).

1
I(p) = ;l(Htp—x) <<

Mit t — 0+ folgt I(p) < f'(x;p), folglich ist

sup I(p) < f'(x;p).
ledf(x)

Zu zeigen bleibt daher die Existenz eines [ € 0f(z) mit [(p) > f'(x;p). Hierzu definiere
man die beiden Mengen

A = {(y,s) e X xR: f(y) <s},
B = {(x+tp, f(x)+tf'(x;p) € X xR:t >0}

Dann sind A und B nichtleer, konvex, int (A) # @ und AN B = O, denn andernfalls
gibe es ein ¢ > 0 mit

flx+1tp) < flx)+tf'(x;p) = f(x)+ f(z;tp) < f(x)+ [f(z+tp) — f(x)] = f(z+1tp),

ein Widerspruch. Hierbei haben wir die ersten beiden Aussagen von Satz iiber Ei-
genschaften der Gateaux-Variation ausgenutzt. Aus Satz[2.2.5] dem Satz von Eidelheit,
folgt, dass sich A und B durch eine (abgeschlossene) Hyperebene in X x R trennen
lassen. Es existiert also ein Paar (Ip, \g) € X* x R\ {(0,0)} mit

lo(y) = Xo-s <lo(z+tp) — Xo- [f(x) +tf (x;p)] firalle (y,s) € A, t > 0.
Notwendigerweise ist A\g > 0 (Beweis). Mit | := (1/Ao)lp ist
ly) = fy) < Uz +tp) = [f(x) +tf(w;p)] fiir alley € X, ¢ >0.

Setzt man hier ¢ = 0, so erhélt man [ € 0f(x). Setzt man dagegen y = x und ¢ = 1, so
folgt f'(z;p) < l(p). Insgesamt ist der Satz bewiesen. O
Nun geben wir die schon angekiindigte weitere Charakterisierung einer besten Appro-
ximierenden einer konvexen Approximationssaufgabe an. Diese wird bei D. BRAESS
(1986, S.8) ein verallgemeinertes Kolmogoroff-Kriterium genannt.
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Satz 3.2.9 Gegeben sei die konvexe Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(x) := |z —z||, z € M.

Dann ist x* € M genau dann eine beste Approximierende an z in M, wenn es zu jedem
xr € M einl € X* mit

(%) [l =1, I(z" = 2) = ll2" — 2|, 0<l(x—=z7)
gibt.

Beweis: Sei * € M eine beste Approximierende an z in M, ferner sei x € M beliebig.
Aus den Satzen 13.2.4] und 13.2.8 erhalten wir

< flatia—a) = max i(r —)

Fir o* # z ist
Of (@) ={l e X" : [l =1, I(z" — 2) = [l2" — =]}

(siehe obiges Beispiel), so dass fiir z* # z zu jedem x € M die Existenz eines [ € X*
mit (*) gesichert ist. Ist dagegen z* = z, so ist 0f(z*) = B[0;1] und man erhélt die
Behauptung leicht aus dem Korollar zum Satz von Hahn-Banach. Umgekehrt sei
x* € M und x € M. Zu diesem x € M gebe es ein [ € X* mit (x). Dann ist

lz* = 2] = l(z" = 2) = [(a" —2) +l(x — z) <[l [z = =[] < [l = =],
———

<0

also z* € M eine beste Approximierende an z in M. a

Zum Schluss dieses Abschnitts geben wir einen weiteren Charakterisierungssatz an,
siche z. B. D. BRAESS (1986, S.6).

Satz 3.2.10 Gegeben sei die konvexe Approximationsaufgabe
(P) Minimiere f(x):= |z —z||, =€ M.

Es sei z € X \ M. Dann ist z* € M genau dann eine beste Approximierende an z in
M, wenn es ein [ € X* mit

=1, Uz*—2)=|2"—z||, 0<I(z—2a") firalexze M
gibt.
Beweis: Sei x* € M eine beste Approximierende an z in M. Wegen z € M ist

0<0:=|a"—z|| = inf ||z — 2|
zeM

Wegen der Optimalitit von z* ist ferner B(z;0) N M = . Der Trennungssatz [2.2.5)
von Eidelheit impliziert die Existenz von [ € X*\ {0}, v € R mit

(%) [(z£0p) <~ <l(z) firallepe B[0;1], x € M.
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Wegen [ # 0 ist 0.B.d. A. ||l|] = 1. Wir wollen zeigen, dass wir mit diesem [ das
gesuchte Element gefunden haben. Setzt man x = z* in (), so erhdlt man

+l(p) < l(z* —2) < ||a* — z|| =0 fiir alle p € B[0;1].
daher ist

(" —2z)  (a" — z)
1=l = sup |l(p)| <
i pEB[O;”| (p)] R P

also ist I(z* — z) = ||z* — z||. Wegen (x) ist schlieklich

l(z*) = l(z + ||z — z||

<1,

g) <l(z) firallexe M
[l = =]

bzw.
0<Il(zx—2z") firallexe M.

damit geniigt [ € X™* den geforderten Bedingungen. Sei umgekehrt x* € M und ein
[ € X* ein Element mit

[ =1, Uz"=2) =" —=z|, 0<l(z—2") firallexe M.
Fiir ein beliebiges x € M ist dann
|z* —z|| =l(z" —2) = (2" —2) +l(z — 2) < ||l — 2|
<0

und folglich x* € M eine beste Approximierende an z in M. O

Beispiel: Sei (X, ||-||) := (C]-1,1],] - [[1), M = II; (Menge der Polynome vom Grad
< 1) und z € C[—1,1] \ II; eine konvexe Funktion. Was ist die beste Approximierende
an z in IT; (beziiglich der 1-Norm)? Wir werden zeigen: Ist z* € II; diejenige lineare

A

A 2(t)

&—>
>

1

N~ @

Abbildung 3.7: Beste Approximierende beziiglich 1-Norm an konvexes z in Iy
Funktion, die z in den Punkten —% und % interpoliert, so ist * beste Approximierende
an z in II;, sieche Abbildung 3.7l Beim Nachweis beachten wir zunéchst, dass

<0, te€ [—1 -1,
v'(2) —2(t)§ >0, te[-i1]
<0, tels,1]
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wegen der Konvexitét von z. Nun definieren wir {: C[—1, 1] — R durch

I(2) ;:—/:%m)dw/% x(t)dt—/lx(t) dt:/1 w(t)a(t) dt

3 3 1
mit
-1, te[-1,-1],
w(t) = ]-? te [_%7%]7
-1,  teli 1]

Offenbar ist [ linear, wegen

1

i)l < [ Je@lle]d < [ o) de = o],

1 -1

ist [ auch stetig und ||{|] < 1. Wegen

o =2 = [ wt) @O - =) dt= [ Jo0) - 0] dt = la" ~ 2],

1 -1

und z* # z (wegen z ¢ I1;) ist ||I|| = 1. Um Satz3.2.10|anwenden zu kénnen, miissen wir
noch nachweisen, dass [(x —2*) > 0 fiir alle x € II;. Um [(x) fir « € II; auszurechnen,
setzen wir zo(t) := 1 und z1(¢) := t ein. Es ist

1

1

=4 (3-1)+3(32) 303 -0

Also ist I(z) = 0 fiir alle z € TI; und damit auch 0 = [(x — z*) fur alle x € II;. Satz
3.2.10| liefert die Optimalitat von z*. O

und

3.3 Eigenschaften von T-Mengen

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Frage, welche Eigenschaften T-MengenP| not-
wendig haben miissen. So soll z. B. gezeigt werden, dass unter bestimmten zusétzlichen
Bedingungen T-Mengen in glatten Rdumen (Definition folgt gleich) konvex sein miis-
sen. Untersuchungen dieser Art stehen im Zusammenhang mit der beriihmten Frage
von V. Klee: Ist eine T-Menge in einem Hilbertraum notwendig konvex? Diese Pro-
blemstellung ist sicherlich hauptsachlich von theoretischem Interesse, weil sie aber die
Approximationstheorie in linearen normierten Rdumen stark beeinflusst hat, gehen wir
hierauf in diesem Abschnitt ein.

2Zur Erinnerung: Die Teilmenge M eines linearen normierten Raumes X heifit Tschebyscheff-Menge
oder kurz T-Menge, wenn es zu jedem z € X genau eine beste Approximierende an z in M gibt.
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4 N

N /

Abbildung 3.8: Einheitskugeln im R? beziiglich geeigneter Norm

Definition 3.3.1 Ein linearer normierter Raum (X, ||-||) heifst glatt, wenn jeder Rand-
punkt der Einheitskugel B[0; 1] in X Stiitzpunkt genau einer Stijtzhyperebendﬂ ist.

Beispiel: In Abbildung geben wir drei (abgeschlossene) Mengen A, B und C im R?
an, die jeweils (abgeschlossene) Einheitskugel einer geeigneten Norm auf R? sind. Fiir
die Mengen A und B ist das klar, die zugrunde liegende Norm ist die euklidische Norm
bzw. die Maximumnorm. Natiirlich ist (R?, | - [|2) sowohl strikt konvex!| als auch glatt,
wihrend (R?, ||+ || ) weder strikt konvex noch glatt ist. Beziiglich welcher Norm ist aber
C' die abgeschlossene Einheitskugel? Hierzu definieren wir die Abbildung (sogenanntes
Minkowski-Funktional) pc: R*> — R durch

po(z) :==1inf{\ > 0: 2 € \C}.

Dass pc wohldefiniert ist bzw. {\ > 0: x € A\C'} # O fiir alle x € R? gilt, liegt daran,
dass 0 ein innerer Punkt von C' ist. Wir wollen uns davon tiberzeugen, dass pc(-) eine

Norm ist und
C={reR*:po(r) <1}

gilt. Natiirlich ist pc(z) > 0 fiir alle z € R? und po(x) = 0 genau dann wenn z = 0.
Zum Nachweis der Homogenitédt beachte man, dass C' symmetrisch ist, also x € C
genau dann, wenn —z € C. Fiir a # 0 und A > 0 ist daher offenbar ax € AC' genau
dann, wenn x € (A/|a])C und folglich

polax) = inf{A >0:az € \C}
= inf{A\>0:2z € (\/|a|)C}
= |ofinf{\/|a] > 0:2 € (\/|a])C}
= |a|inf{y>0:2 € uC}
= lalpc(x).

3In Definition sind die Begriffe Stitzhyperebene und Stitzpunkt eingefiihrt worden.
4Zur Erinnerung, siche Deﬁnition Ein linearer normierter Raum (X, || -||) heilt strikt konvez,
falls

Izl =llyll =1, 2 #y = ll3(x +y) <1.
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Beim Nachweis der Dreiecksungleichung fiir po(+) ist die Konvexitdt von C' entschei-
dend. Seien z,y € R? beliebig und s,t reelle Zahlen mit s > po(z), t > po(y). Wir
tiberlegen uns, dass dann z € sC, y € tC. Denn: Nach Definition von pc(z) existiert
ein A € [0,s) mit x = Ac € AC mit ¢ € C. Daher ist

w:s[éc—i-(l—é) -O} € sC,
s s

-~

eC

wobei wir die Konvexitét von C' und 0 € C ausgenutzt haben. Entsprechend ist y € tC.
Daher ist

S
C
s+t +s+t

x+y€sC’+tC:(s+t)( C’)C(s-l—t)C,

wobei wir wieder die Konvexitdt von C' benutzt haben. Daher ist po(x +y) < s + t.
Da dies fiir alle s,t mit s > pc(x), t > pe(y) gilt, ist die Dreiecksungleichung

po(z +y) < po(x) + pely)
bewiesen. Also ist po(+) eine Norm auf R?. Aus x = 1.2 € C folgt pc(x) <1, d. h. es
ist

C C{reR?*: po(x) <1}
Ist po(x) < 1, so ist (sieche obige Uberlegung) x € C. Wir haben also bewiesen, dass

{r €eR? i pe(z) <1} Cc O C {z € R?*: po(x) < 1}.

Wegen der Abgeschlossenheit von C folgt C' = {z € R? : pc(x) < 1}. Damit haben
wir eine Norm gefunden beziiglich der C' gerade die abgeschlossene Einheitskugel ist.
Offenbar ist (R?,po(+)) zwar glatt, aber nicht strikt konvex] O

Als kleine Fingeriibung beweisen wir die folgenden Aussagen (siehe z.B. V. BARBU,
T. PRECUPANU (2012, S. 35)).

Satz 3.3.2 Sei (X, | - ||) ein linearer normierter Raum. Dann gilt:
1. Ist (X*, || - ||) strikt konvex, so ist (X, || - ||) glatt.
2. Ist (X*, || - ||) glatt, so ist (X, ]| - ||) strikt konvex.
3. Ist (X, || - ||) reflexiv und glatt, so ist (X*, || - ||) strikt konvex.

4. Ist (X, || - ||) reflexiv und strikt konvex, so ist (X*,|| - ||) glatt.

®Man gebe eine abgeschlossene, konvexe Menge D C R? an, die 0 im Innern enthilt und fiir die
(R%,pp(+)) zwar strikt konvex, aber nicht glatt ist.
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Beweis: Zum Beweis der ersten Aussage des Satzes sei x € X mit ||z|| = 1 ein Rand-
punkt der Einheitskugel B[0;1] in X. Wir haben zu zeigen, dass = Stiitzpunkt genau
einer Stiitzhyperebene fiir B[0; 1] ist. Wegen {2} N B(0;1) = @ und dem Trennungssatz
2.2.5| von Eidelheit (bzw. dem Satz ist - Stiitzpunkt von BJ0; 1], es existiert also
eine Stiitzhyperebene fir B[0; 1] mit Stiitzpunkt z. Mit einem [ € X*\ {0}, 0. B.d. A.
Il =1, ist

H:={yeX:l(y) =)}

genau dann eine Stiitzhyperebene fiir B[0; 1] mit Stiitzpunkt x, wenn [(y) < I(z) fiir
alle y € B|0; 1]. Dies wiederum ist gleichwertig mit

L=l = sup [i(y)] < U(x) < [lUf =] = 1.
yE€B[0;1]

Zu zeigen ist also, dass genau ein ! € X* mit ||l|| = 1 und [(x) = 1 existiert. Die Existenz
ist gerade bewiesen worden, die Eindeutigkeit folgt aus der strikten Konvexitdt von
(X*,|I-|]). Denn angenommen, /; und [5 sind zwei Elemente aus X* mit ||l1|| = ||l2]| = 1
sowie Iy (z) = lo(z) = 1. Ist [ # Iy, so ist |3 (l1 +12)| < 1 wegen der strikten Konvexitét
von X*. Aus 1 = 1(I; + lo)(x) folgt

L< 30+ Bl = 11500 + )],

ein Widerspruch.

Nun sei (X*, | - ||) glatt, weiter seien x1, 29 € X mit ||z1]| = ||z2|| = 1 und x; # 9
gegeben. Wir haben zu zeigen, dass ||3(z1 4 22)|| < 1. Angenommen, das sei nicht der
Fall, es sei also ||3(z1 4+ 22)|| = 1. Wegen des Korollars [2.2.12 zum Satz von Hahn-

Banach existiert ein [p € X* mit
lo(3(x1 +22)) = || (21 +22)|| = 1.

Hieraus folgt lo(x1) = lo(x2) = 1 (da lp(z1) < ||lo|| ||z1]] = 1 und entsprechend lo(xs) <
1). Durch

Hi ={le X" :l(x) =1}, Hy ={le X" :l(xg) =1}

sind dann zwei verschiedene Stiitzhyperebenen der Einheitskugel in X* mit dem Stiitz-
punkt [y gegeben, was ein Widerspruch zur Glattheit von (X*, || - ||) ist.

Die beiden restlichen Aussagen folgen aus den beiden ersten, indem man beriicksichtigt,
dass fiir reflexives (X, || - ||) dieser Raum mit ((X*)*, || -||) identifiziert werden kann. O

Grundlage der folgenden Ausfiihrungen, vor allem aber auch Motivation fiir die Defi-
nition einer Sonne, ist eine Beobachtung, die als ein einfaches Lemma formuliert wird.

Lemma 3.3.3 Ist M C X und z* € M eine beste Approximierende an z € X \ M
in M, so ist x* auch beste Approximierende an zy := x* + A(z — z*) in M fiir jedes
A € [0, 1], also jeden Punkt der Verbindungsstrecke von z* und z.
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Beweis: Sei z € M beliebig, A € [0,1]. Dann ist

[z =zl = o=zl =z =2l
> fle" =zl =z =zl
= 2" =2l = |1 = M) (z = 27|
= Az — 2]
= [lz" =z,
und dies ist die Behauptung. O

Definition 3.3.4 Eine Existenzmenge M C X heifst eine Sonne, wenn es zu jedem
z & M eine beste Approximierende z* € M an z in M gibt, die fiir jedes A > 0 auch
beste Approximierende an zy := z* + A\(z — z*) in M ist, also jeden Punkt der von z*
ausgehenden Geraden durch z. Eine solche beste Approximierende heifst Sonnenpunkt
fiir z. Gilt dies sogar fiir jede beste Approximierende an z, so heifst M eine strikte
Sonne.

In Abbildung [3.9] veranschaulichen wir uns die Definition einer Sonne.

ZX
]

Abbildung 3.9: Veranschaulichung der Definition einer Sonne

Bemerkungen: 1. Es gilt:
e Fine konvexe Existenzmenge ist eine strikte Sonne.

Denn: Sei z ¢ M und z* € Py(z) eine beste Approximierende an z in M und z) :=
4+ Nz —ax*). Ist 2 € M, so ist ||z — zp|]| > ||x* — 2, fiir A € [0, 1] schon in Lemma
[3.3.3 bewiesen worden. Fiir A > 1 ist

1 A—1
|lx — 2z)]] = A H—m+ )\ ¥ —z

A

> Az" = 2] = [[2" = 2.
eM

Daher ist z* fiir jedes A > 0 eine beste Approximierende an z, in M und daher eine
strikte Sonne.
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2. Ist M eine T-Menge, so ist M natiirlich genau dann eine Sonne, wenn M eine strikte
Sonne ist. I. Allg. ist dies nicht richtig, denn es gibt Sonnen, die keine strikten Sonnen
sind. Man iiberlege sich hierzu ein Beispiel.

3. Eher beildufig (weil es so einfach ist) haben wir im Anschluss an die Definition [3.1.7]
des Begriffes “strikt konvex” erwéhnt, dass eine konvexe Existenzmenge in einem strikt
konvexen Raum eine T-Menge ist. Es gilt sogar:

e FEine Sonne in einem strikt konvexen Raum ist eine T-Menge.

Denn: Sei z ¢ M. Da M nach Voraussetzung eine Sonne ist, gibt es einen Sonnenpunkt
xy € Py(z), also eine beste Approximierende an z, die auch noch beste Approximie-
rende an jeden Punkt z), des von z} ausgehenden Strahls durch z ist, insbesondere
an

29 =] +2(z —a]) =22 — a].

Sei x} # 7 eine weitere beste Approximierende an z in M. Wegen der strikten Konve-

xitét ist ||3 (2] + 23) — 2z]| < é mit § := ||z} — z|| = ||z} — z||. Dann ist aber
lz3 = 2z —a)| = 2ll5(a] +23) — ]|
< 20
2y — =]

= =1 = 2z —a7)ll;

ein Widerspruch dazu, dass x] beste Approximierende an 2z — z7 ist.
4. Es gilt (siche D. BRAESS (1986, S. 32)):

e Ist M C X eine strikte Sonne und z & M, so ist eine lokal beste Approximierende
x* € M an z in M sogar eine (global) beste Approximierende an zin M.

Denn: Da z* € M eine lokal beste Approximierende an z in M ist, existiert ein r > 0 mit
" € Pynplasy(2). Sei A :=r/(2|z*—2||), indem man r notfalls kleiner wihlt kann man
0.B.d. A. annehmen, dass A € (0,1]. Anschliefiend definieren wir z) := 2* + A\(z — z*).
Wir wollen uns iiberlegen, dass x* € Py(zy). Da z auf dem von z* ausgehenden Strahl
durch z, liegt und M eine strikte Sonne ist, ist dann x* € Py(2), die Behauptung also
bewiesen.

(a) Sei z € M N Blz*;r].
Dann ist

|z =21 = [lz =" = Alz =27

= llz=2=(1 =X -2

> o=z =@ =A)fz" — 2|
= l|ac —zl| = ||l=* — ZU+A |z* — z||
>0
AMz® = 2|

L
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(b) Sei x € M \ Blz*;r].

Dann ist
[z =2l = [le =2 = Alla™ — 2|

> r— r

- 2

_r

2

= Az — 2]
27 = 2]l

Damit ist obige Aussage bewiesen. O

Es gibt viele interessante Sétze iiber T-Mengen und Sonnen, insbesondere dariiber,
unter welchen Bedingungen diese konvex sind. Wir kénnen und wollen nur eine kleine
Auswahl angeben. Ziel ist ein Satz der folgenden Art:

e Unter “gewissen Voraussetzungen” ist eine T-Menge konvex.
Hierzu wird gezeigt:

1. Unter “gewissen Voraussetzungen” ist eine T-Menge eine Sonne.

2. Charakterisierung von Sonnen.

3. Unter “gewissen Voraussetzungen” ist eine Sonne konvex.
Der tiefste Satz wird der erste sein. Hierzu benotigen wir eine Definition.

Definition 3.3.5 Eine Menge M C X heilst beschrankt kompakt, wenn der Durch-
schnitt von M mit jeder abgeschlossenen Kugel kompakt ist.

Offenbar gilt (siehe Definition [3.1.5):

M kompakt = M beschrankt kompakt,
—> M approximativ kompakt,
—> M approximativ schwach kompakt,
—> M Existenzmenge,
—> M abgeschlossen.

Z.B. sind abgeschlossene Mengen in einem endlichdimensionalen Raum und endlichdi-
mensionale Teilrdume eines linearen normierten Raumes beschriankt kompakt.

Dass der folgende Satz nicht ganz trivial ist, sieht man daran, dass zu seinem Beweis
das folgende klassische Ergebnis benutzt wird, das wir jetzt ohne Beweis angeben.

Schauderscher Fixpunktsatz: Sei (X, || - ||) ein Banachraum, A C X nichtleer,
abgeschlossen und konvex und W: A — X stetig. Ferner gelte

1. W(A) C A, d.h. U bildet A in sich ab,
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2. cl(V(A)) ist kompakt (bzw. W(A) relativ kompakt.

Dann besitzt A mindestens einen Fixpunkt in A, es existiert also ein x € A mit V(z) =
x.

Ist X = R” und A = BJ0;1] die abgeschlossene Einheitskugel, so erhélt man aus
dem Schauderschen den Brouwerschen Fixpunktsatz, dass also eine stetige Abbildung
der Einheitskugel in sich mindestens einen Fixpunkt besitzt. Andererseits wird der
Brouwersche Fixpunktsatz zum Beweis des Schauderschen Fixpunktsatzes benétigt.

Nun kommt der angekiindigte erste Satz (siche D. BRAESS (1986, S.40), dort findet
man auch genauere Literaturhinweise).

Satz 3.3.6 Jede beschriankt kompakte T-Menge M in einem Banachraum (X, ||-||) ist
eine (strikte) Sonne.

Beweis: Eine beschrankt kompakte Menge ist approximativ kompakt (denn jede Mi-
nimalfolge ist beschrénkt). Die metrische Projektion Py;: X — M C X auf die
approximativ kompakte T-Menge M ist nach Satz stetig. Wir machen einen Wi-
derspruchsbeweis und nehmen an, M sei keine Sonne. Dann gibt es ein z € X mit
der Eigenschaft, dass es auf dem von z* := Py(z) ausgehenden Strahl durch z einen
Punkt gibt, fiir den z* nicht die beste Approximerende ist. Da dieser Punkt wegen
Lemma nicht zu der Strecke zwischen x* und z liegen kann, existiert ein Ay > 1
mit 2* # Py(zy,), wobei zy fiir A > 0 durch z) := 2* + A(z — z*) definiert ist. Wegen
Lemma ist * = Py(2y) fiir A € (0, 1]. Daher ist die folgende Definition sinnvoll:

A r=sup{A > 0: 2" = Py(z))}.

Wiederum wegen Lemma ist * = Py(2y) fir alle A € (0, A1) und daher A\; < .
Wegen der Stetigkeit der metrischen Projektion ist

= /\h/‘I{\ll Pr(2)) = Py(2y,)-

Daher ist 1 < A\ < )\g. Zur Abkiirzung setzen wir z! = Zy,- Dann ist x* beste
Approximierende an z', aber kein 2} := x* + A(2! — 2*) mit A > 1 besitzt z* als beste
Approximierende. Da z! € M und M als beschrinkt kompakte Menge insbesondere
abgeschlossen ist, haben z!' und M einen positiven Abstand voneinander und r > 0
kann so klein gewéhlt werden, dass M N B[z';2r] = ). Zur Abkiirzung setzen wir
B := B[z';7] und definieren ®: M — B durch

2t —x
O(x) = A
|21 — =]

sowie ¥: B — B durch ¥ := ® o Py;. In Abbildung machen wir uns die Kon-
struktion der Abbildung ® klar. Wir wollen die Voraussetzungen des Schauderschen
Fixpunktsatzes nachpriifen. Als Komposition stetiger Abbildungen ist W eine stetige
Abbildung. Die Menge B ist nichtleer, abgeschlossen und konvex, ferner ist ¥/(B) C B.
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Abbildung 3.10: Die Konstruktion von ®

Zu zeigen bleibt, dass cl (¥(B)) kompakt ist. Hierzu zeigen wir zunéchst, dass Py (B)
beschrankt ist. Denn ist y € B, so ist

[P ()l 1yll + [1Par (y) = wll

[yl + ll=* =yl

ly = 2+ 112+ ll™ = =M+ 112t =yl
2r + |2 + [l — 2]

C.

VAN VAN VANRVAN

Also ist Py (B) C M N B[0;¢]. Da M beschrinkt kompakt ist, ist M N B[0; ¢] und
damit auch ®(M N BJ0;¢]) kompakt. Wegen VU (B) C ®(M N B[0;c]) ist cl (¥ (B))
kompakt. Aus dem Schauderschen Fixpunktsatz erhélt man die Existenz von h € B mit
U(h) = ®(Py(h)) = h. Nach Konstruktion ist ® eine Abbildung mit der Eigenschaft,
dass 2! fiir jedes x € M auf der Verbindungsstrecke zwischen x und ®(z) liegt, siche
Abbildung Insbesondere liegt 2! auf der Verbindungsstrecke von Py (h) zu h. Also
ist

[1Par(h) = Al 1Par(h) = 2| + [|2" = A
> |lz* = 2+ [l=" = Al
(da z* beste Approximierende an z')

> =" = hl.

Aus der Eindeutigkeit der besten Approximierenden folgt z* = Py (h). Damit ist
O (z*) = h bzw.

”
h = 1 I % SR
z 4 Hzl—x*H(z ™)

T
= 2"+ 1+—>(z1—x*)
( [l
—— —

=:A>1

1
= 2.
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Also ist z* auch fiir 2z} mit einem A > 1 eine beste Approximierende, was einen Wider-
spruch zur Definition von z! bedeutet. Der Satz ist damit schlieflich bewiesen. a

Als einfaches Korollar zum vorigen Satz notieren wir:

Korollar 3.3.7 Eine T-Menge M in einem endlichdimensionalen linearen normierten
Raum ist eine Sonne.

Beweis: Eine T-Menge ist als Existenzmenge abgeschlossen. Abgeschlossene Mengen
in einem linearen normierten Raum sind beschréankt kompakt. Da auferdem endlich-
dimensionale Rdume vollstdndig sind, liefert Satz die Behauptung. O

Auf unserem Weg zu einer Aussage der Form
e Unter “gewissen Voraussetzungen” ist eine T-Menge konvex

geben wir nun eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir an, dass M C X eine
strikte Sonne ist. Der Giiltigkeitsbereich des verallgemeinerten Kolmogoroff-Kriteriums
(Satz [3.2.9)) wird damit von konvexen Mengen auf strikte Sonnen ausgedehnt.

Satz 3.3.8 Sei (X, ||||) ein linearer normierter Raum und M C X eine Existenzmenge.
Dann sind die folgenden beiden Bedingungen dquivalent:

(a) M ist eine strikte Sonne.

(b) Fiir jedes z ¢ M ist x* € Py(z) (bzw. x* eine beste Approximierende an z in M)
genau dann, wenn es zu jedem x € M ein | € X* mit

(*) [l =1, U(z" = 2) = [la" — 2|, 0<l(x—2a7)
gibt.

Beweis: Sei M eine strikte Sonne, die Bedingung (a) also erfiillt. Sei z ¢ M und
x* € Py(2). Nach Definition einer strikten Sonne ist z* € Py (z* 4+ A(z — 2*)) fiir jedes
A > 0. Fiir jedes x € M und alle A > 0 ist also

Ma® =zl = 2" = (" + Az = 27)) ||
< ="+ A= = 2)l

1
= A2+ —(z—2") — 2|

A
Mit f(x) := ||z — z|| und t > 0 ist daher (setze t = 1/))

St = a) — )]

und folglich

0< !/ *; _ *: l _ *7
< flatie—at) = max la =)

wobel wir Satz benutzt haben. Wegen z ¢ M ist x* # z und folglich (siehe das
Beispiel auf S.[65)

Of (@) ={le X"l =1, I(z" = 2) = [l2" — =]}
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Folglich existiert zu jedem x € M ein [ € X* mit (x). Existiert umgekehrt zu jedem
x € M ein | € X* mit (%), so ist * € Py(2*), wie wir am Schluss des Beweises von
Satz gezeigt haben (hier wird die Konvexitat von M nicht benutzt). Damit ist
gezeigt, dass aus (a) die Bedingung (b) folgt.

Nun sei die Bedingung (b) erfiillt. Sei z ¢ M und z* € Py(z). Sei weiter A > 0 und
zy = " + Mz — x%). Zu zeigen ist x* € Py(z,). Hierzu sei x € M und | € X* ein
stetiges lineares Funktional, das (x) geniigt. Dann ist

[ =2l = Alle® = =]
= ANz —2)
= l(z" —xz)+l(x — (2" + Xz — 2")))
—— ——_—
<0 =z
< Uz — zy)
< Ul = =
= Hl’ - Z)\H>

also z* € Py(z,). Damit ist gezeigt, dass M eine strikte Sonne ist bzw. die Bedingung
(a) erfiillt ist. O

Mit Hilfe des folgenden Satzes erhalten wir ein erstes Ergebnis der gewiinschten Art
(siche D. BRAESS (1986, S.34)).

Satz 3.3.9 Die folgenden beiden Aussagen sind in einem linearen normierten Raum
(X, || - |) dquivalent:

(a) (X, - 1)) ist glatt
(b) Jede Sonne in X ist konvex.

Beweis: Um (a)==(b) zu zeigen, nehmen wir an, M sei eine Sonne in dem glatten
Raum (X, ||-||). Seien z1, 29 € M und o € (0,1). Angenommen, 2z := (1 —a)z; +axs &
M. Da M eine Sonne ist, gibt es ein z* € Py(z) mit 2* € Py(z,) fiir alle A > 0, wobei
wieder zy := z* + A(z — z*) gesetzt wurde. Wie im ersten Teil des Satzes m gezeigt
wurde, folgt hieraus mit f(z) := ||z — z||, dass

0< fl(z*2—2")= max l(z—2*) firallexze M.
1€0f (z*)

Das Subdifferential df(z*) von f in z* ist wegen x* # z wieder durch
Of (@) ={le X" : [l =1, I(z" — 2) = [l" — 2| }

gegeben. Wendet man dies mit x = 1, 9 an, so erhalt man die Existenz von [y, [, € X*
mit

1l =1, L@ —2) = [la" = 2|, 0<li(xi—2%) (i=1,2).
Da z ¢ M ist (z* — z)/||la* — z|| ein Punkt der Einheitskugel B[0,1], der auf den
Hyperebenen H; := {y € X : [;(y) = 1}, i = 1,2, liegt, welche wegen ||l;]| =1, 1= 1,2,



80 Approximationstheorie in linearen normierten Raumen

Stiitzhyperebenen fiir B[0; 1] sind. Da (X, || - ||) glatt ist, ist I = 5. Mit [ :=[; =I5 ist
daher

[l = 2]l = U(z" = 2)
(" — (1 — a)r; — axs)
= —(1l—-a)l(x; —2)—al(xy — 2)
—— ——
>0 >0
S 07

ein Widerspruch zu der Annahme z ¢ M. Damit ist (a)==(b) nachgewiesen.

Zum Nachweis von (b)==-(a) zeigen wir: Wenn (X, || - ||) nicht glatt ist, so existiert
in X eine nichtkonvexe Sonne. Da X nicht glatt ist, existiert ein Randpunkt x der
Einheitskugel mit zwei verschiedenen Stiitzhyperebenen Hy, H, mit x als Stiitzpunkt,
also l1,ly € X* mit ly(z) = la(z) =1, ||l1]]| = ||l2]] = 1 und [; # l5. Nun definiere man

My:={ye X :l(y) =0, y) >0}, My:={ye€ X :l(y) =0, Ly >0}

und
M = Ml U Mz.

Die Konstruktion der Menge M wollen wir uns anhand von Abbildung deutlich
machen. Hierbei sei (X, || -]|) = (R% | - |l«). Wir haben die Einheitskugel und den

 Hi={y:Ly) =1}

t M, ///{y:ll(y)zo}

~

M, /
/
/
Hy={y:l(y) =1} {y:l(y) =0}

Abbildung 3.11: Die Konstruktion einer nichtkonvexen Sonne

Randpunkt x mit zwei verschiedenen Stiitzhyperebenen eingetragen. Wir werden jetzt
zeigen, dass M eine nichtkonvexe Sonne ist. Um nachzuweisen, dass M nichtkonvex
ist, nehmen wir an, es seien y; € (M; \ My) C M bzw. l;(y;) = 0, lo(y;) > 0 und
Yo € (Mo \ My) C M bzw. lo(y2) = 0, l1(y2) > 0 und zeigen, dass ein Punkt auf
der Verbindungsstrecke zwischen y; und g nicht zu M gehort. Mit A € (0,1) sei
y = (1 — A)y1 + Ayo. Dann ist

Li(y) = Mi(y2) > 0, la(y) = (1 = N)la(y1) > 0,
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also y € M, womit gezeigt ist, dass M nichtkonvex ist. Nun zeigen wir, dass M eine
Sonne ist. Sei z € X \ M. Wir werden ein z* € Py(2) mit 2* € Py (z* + t(z — %))
fiir alle t > 0 angeben, womit bewiesen sein wird, dass M eine Sonne ist. O.B.d. A. ist
l1(2) < la(2) (andernfalls vertausche man [ und ly). Sei 2* := z — [4(2) - . Dann ist

h(e) =h(z) ~h(2)h(@) =0, b(") =lb(z) —~ h(z)b(r) 2 0,

=1 =1

also * € M; C M. Ferner ist d(z, M) < ||z* — z|| = |li(2)|. Um z* € Ppy(z) zu
beweisen, unterscheiden wir zwei Félle. Im ersten Fall ist [;(z) > 0. Ist y € My, so ist

ly — 2l = =hi(y — 2) = h(2) = [|l=" — 2],
ist dagegen y € M, so ist
ly —2ll = —la(y — 2) = l2(2) = li(2) = |27 — 2].
Im zweiten Fall ist [1(z) < 0. Fiir alle y € M ist {1(y) > 0 und daher
ly =2l = by — 2) = —l(2) = [L(2)] = [l2" — z]|.

Also ist x* € Py(2). Zu zeigen bleibt, dass z* € Py (x* 4+ t(z — «*)) fur alle t > 1 (fir
t €[0,1] ist dies wegen Lemma sowieso klar). Zur Abkiirzung sei

zi=a"+tz—2")=z— (1 —1t)li(2)-x.
Dann ist [1(z;) = tl;(2) und
lg(Zt) — ll(zt) = ZQ(Z) — (1 — t)ll(Z) — tll(Z) = ZQ(Z) — ll(Z)

und z* € Py(2;) kann ganz genau so bewiesen werden wie oben x* € Pys(z). Damit ist
alles bewiesen. O

Fiigt man Satz und Satz zusammen, so erhilt man (siche D. BRAESS (1986,
S.41))

Satz 3.3.10 FEine beschrankt kompakte T-Menge in einem glatten Banachraum ist
konvex.

Beriicksichtigt man ferner, dass ein strikt konvexer endlichdimensionaler linearer nor-
mierter Raum ein uniform konvexer Banachraum (siehe eine Bemerkung im Anschluss
an Definition , beriicksichtigt man auferdem Satz so erhélt man leicht die
folgende Aussage.

Satz 3.3.11 In einem glatten, strikt konvexen endlichdimensionalen linearen normier-
ten Raum (X, | - ||) sind folgende Aussagen gleichwertig:

(a) M C X ist eine T-Menge.

(b) M C X ist abgeschlossen und konvex.
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Beweis: Es gelte (a), M C X sei also ein T-Menge. Als Existenzmenge ist M abge-
schlossen. Nach Korollar ist die T-Menge M in dem endlichdimensionalen linearen
normierten Raum X eine Sonne. Da weiter (X, || - ||) als glatt vorausgesetzt wurde, ist
nach Satz die Sonne M konvex und damit (b) erfiillt. Umgekehrt sei (b) erfiillt,
also M C X abgeschlossen und konvex. Nach Satz ist M eine (approximativ
kompakte) T-Menge, also (a) erfiillt. O

Ohne Beweis geben wir an (siche D. BRAESS (1986, S.45)):

e FEine approximativ kompakte T-Menge in einem uniform konvexen linearen nor-
mierten Raum ist eine Sonne.

Da Hilbertraume uniform konvex und glatt sind, ferner Sonnen in einem glatten Raum
notwendig konvex sind, gilt:

e Fine approximativ kompakte T-Menge in einem Hilbertraum ist konvex.

3.4 Untere Schranken fiir den Minimalabstand, Dua-

litat bei konvexen Approximationsaufgaben

Wiederum sei generell (X, || -||) ein linearer normierter Raum, M C X eine Teilmenge
und z € X. Wir betrachten die (primale) Approximationsaufgabe

(P) Minimiere f(z) = ||z —z||, z & M.
Der Abstand bzw. Minimalabstand von z zu M ist bekanntlich definiert durch

d(z, M) := xlél]\f;IHZIZ—ZH

Obere Schranken fiir d(z, M) zu gewinnen ist trivial, da d(z, M) < ||z — 2| fir alle
x € M. Sehr viel schwieriger ist es dagegen, untere Schranken zu erhalten. Weshalb ist
dies ein wichtiges Problem? Durch untere Schranken und trivialerweise erhéltliche obere
Schranken fiir d(z, M) sind Einschlieffungen des Minimalabstandes moglich. Wird eine
obere Schranke durch eine Naherungslosung © € M gefunden und ist eine bekannte
untere Schranke nur “unwesentlich” kleiner als ||# — z||, so wird man in der Praxis
eventuell mit & zufrieden sein.

In der Optimierung erhilt man untere Schranken fiir den Wert einer Optimierungs-
aufgabe (dieser entspricht dem Minimalabstand bei approximationsaufgaben) durch
den schwachen Dualitdtssatz bzw. durch den Wert der dualen Zielfunktion in einem
dual zuléssigen Punkt. Wir wollen nun zeigen, dass man bei Approximationsaufgaben
ganz ahnlich vorgehen kann und diese Ergebnisse dann auf T-Approximationsaufgaben
anwenden.

Zur Herleitung der dualen Approximationsaufgabe definieren wir die Menge
A={(z—y,|lze—z||+r) e X xR:ze X, ye M, r >0}

und beachten:
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1. Esist (0,0) € M genau dann, wenn ein z € M mit ||z — z|| < § existiert.

Das Approximationsproblem, z durch Elemente aus M zu approximieren ist also
dquivalent damit, $ unter der Nebenbedingung (0, 3) € A zu minimieren.

2. Ist M konvex, so ist auch A konvex.

Denn: Seien P, := (x; — i, ||oi — 2| + 1) € A, i = 0,1 und XA € [0,1]. Zur
Abkiirzung setze man

oy = (L= Nzo+Az1, Y= (1—=Nyo+ Ay, 7a:=(1—A)ro+ Ary.
Dann ist

(1 =XN)P + AP,
= (1=XN(z1 =y, ||z — 2] + 1)
+ Mx2 — ya, |12 — 2[| +12)
= (@x— i, (L= AN[lzy — 2| + Alfza = 2[[ + 72 )
<~ ~—
eM >0
= (ox =yl =zl +ra+ (1= Mllwy = 2f] + Ml — 2]l = [lzy — 2]))

~—
>0

e A

Genau wie in der Optimierung stellt man zu der (primalen) Approximationsaufgabe
(P) Minimiere f(x) := ||z — z||, =€ M.
das duale Problem auf:

(D) Unter allen abgeschlossenen Hyperebenen in X x R, die nicht parallel zu R sind
und A im nichtnegativen Halbraum enthalten, ist diejenige zu bestimmen, deren
Schnitt mit der R-Achse maximal ist.

Diese bisher rein verbale Definition des dualen Problems muss nun mathematisch genau
gefasst werden.

Die nichtvertikalen abgeschlossenen Hyperebenen in X x R konnen dargestellt werden
durch

H(l,a):={(z,q) € X xR :l(z) +q = a}.

Hierbei ist « der Schnitt von H(l, «) mit der R-Achse in X x R. In Abbildung
verdeutlichen wir uns die Situation. Ferner ist A C H*(l, a) genau dann, wenn

a<l(z—y)+|lx—z||+r firallexe X,ye M und r > 0.
Dies wiederum ist genau dann der Fall, wenn

(%) a<lx—y)+|x—=z| firaleze X, ye M.
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Abbildung 3.12: Primale und duale Approximationsaufgabe

Man weist leicht nach, dass (%) genau dann gilt, wenn

sup l(y) < +oo, [l <1, a<I(z)—supl(y).
yeM yeM

Als duale Approximationsaufgabe erhélt man daher

Maximiere ¢(l) :=1(z) — supl(y) auf

yeM
(D)
N = {l eX" I <1, supl(y) < +oo}

yeM

Bemerkung: Ist M C X ein linearer Teilraum, so ist sup,¢,,[(y) < +0o genau dann,
wenn [(y) = 0 fiir alle y € M bzw. wenn [ ein Element von

M*:={le X*:l(y)=0 fiiralley € M}
ist. Das duale Problem ist in diesem Fall also durch
(D) Maximiere ¢(I) :=1(z) auf N:={le X*: || <1, 1€ M*}
gegeben. O
Aufgrund der Herleitung der dualen Aufgabe ist die folgende Aussage evident.
Satz 3.4.1 (Schwacher Dualitétssatz) Gegeben sei die Approximationsaufgabe
(P) Minimiere f(z):= |z —z|, ze€M
und die hierzu duale Aufgabe

Maximiere ¢(l) :=1(z) — supl(y) auf
yeM

(D)
N := {l e X"l <1, supl(y) < —l—oo}
yeM

Dann gilt:
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1. Ist x € M und | € N, so ist ¢(l) < f(x). Insbesondere ist ¢(l) < d(z, M) fiir
jedesl € N.

2. Sindx € M, 1 € N und ¢(I) = f(x), so ist x beste Approximierende an z in M
und [ Losung von (D).

Beweis: Seien x € M und | € N. Dann ist

¢(l) = 1(2) —supl(y) <U(z —z) <[l — 2| = f(2).

yeM

Die tibrigen Behauptungen folgen hieraus sofort. a

Man beachte, dass in Satz keinerlei Konvexititsvoraussetzungen gemacht wurden.
Anschaulich ist aber klar, dass man ohne Konvexitiat von M (bzw. von A) mit einer
Dualitdtslicke bzw.

sup ¢(1) < inf f(z)

leN

rechnen muss. Hierauf werden wir erst spater eingehen. Jetzt wollen wir als Anwendung
einige bekannte Aussagen iiber untere Schranken des Minimalabstands auf das obige
allgemeine Prinzip zuriickfiihren.

Zunéchst betrachten wir eine lineare Tschebyscheffsche Approzimationsaufgabe beziig-
lich eines Haarschen Teilraumes. Der zugrunde gelegte Raum ist im folgenden stets

(X 01D = (Clas BL ] - floo)-

Definition 3.4.2 Ein n-dimensionaler linearer Teilraum M C Cla, ] heift ein n-
dimensionaler Haarscher Teilraum (oder auch Haarsches System oder gentigt der Haar-
schen Bedingung), falls jedes © € M \ {0} hochstens n — 1 Nullstellen besitzt.

Das bekannteste und wichtigste Beispiel eines n-dimensionalen Haarschen Teilraumes
ist natiirlich M =1II,,_, die Menge der Polynome vom Grad <n — 1.

Fiir den folgenden Satz werden wir zwei Beweise angeben. Zunéchst einen direkten
und spéter einen, der den Zusammenhang mit dem schwachen Dualitatssatz deutlich
macht.

Satz 3.4.3 (de La Vallée Poussin) Sei M C Cla, (] ein n-dimensionaler Haarscher
Teilraum, z € Cla, B]. Ferner sei v € M und o <t < -+ <ty < [ mit

[2(t;) = 2(@)[z(t0) = 2(10)] <0, j=1,...,m,

d. h. der Defekt bzw. genauer das Vorzeichen des Defekts x— z alterniert in den Punkten
tj. Dann ist
_min x(t;) — z(t)] < d(z, M) < [lz = 2|

Beweis: Zu zeigen ist natiirlich nur die linke Ungleichung. Angenommen, es existiert
ein £ € M mit

= 2l < _poin_ Ja(t) = 2(45)]
Insbesondere ist dann |Z(t;) — z(¢;)| < |z(t;) — 2(¢;)], 7 = 1,...,n+ 1. Wir werden
uns gleich iiberlegen, dass & — x € M \ {0} in den ¢; alternierendes Vorzeichen hat,
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also mindestens n Nullstellen besitzt, was einen Widerspruch dazu ergibt, dass M ein
n-dimensionaler Haarscher Teilraum ist. Zur Begriindung machen wir eine Fallunter-
scheidung. Ist z(t;) — z(t;) > 0, so ist |2(¢t;) — 2(¢;)| < z(t;) — 2(¢;), also

B(ty) = 2(t) = 2(t;) — 2(t;) = (2(t;) — 2(t;)) < |2(t;) = 2(8;)] = (x(t;) = 2(¢5)) < 0.
Ist dagegen z(t;) — z(t;) <0, so ist |Z(t;) — 2(t;)| < —(z(t;) — 2(t;)), also

E(ty) —x(ty) = 2(t;) — 2(t;) — (x(ty) — 2(t;)) > 2(t;) — 2(t;) +12(t;) — 2(t;)] > 0.

Da x — z nach Voraussetzung in den ¢; dem Vorzeichen nach alterniert, trifft dies auch
auf £ — x zu und der Satz ist bewiesen. O

Dieser einfache und natiirliche Beweis ist natiirlich nicht zu schlagen. Trotzdem ge-
ben wir noch einen Beweis mit Hilfe des schwachen Dualitétssatzes an. Der schwache
Dualitatssatz liefert das gewiinschte Ergebnis, wenn wir ein

le N:={leCla,f]" |l £ 1, I(y) =0 fir alle y € M}

mit
i ti)—z2(t;)| <1
pninfa(ty) — 2(8)] < 1(z)
finden konnen. Nun liegt dieser Konstruktion ein allgemeines Prinzip zugrunde, das
wir spater beim Alternantensatz und auch beim Remez-Algorithmus wieder antreffen
werden und das wir daher als Satz formulieren. Anschliefend kommen wir auf den
Beweis des Satzes von de La Vallée Poussin zuriick.

Satz 3.4.4 Sei M :=span{z,...,z,} C Cla, 5] ein n-dimensionaler Haarscher Teil-
raum von Cla, ] und a <ty < -+ < tp41 < . Dann gilt:

1. Das Gleichungssystem

n+1 n+1
(%) Y alt)g =0 (i=1....n), > |gl=1

j=1 j=1
besitzt eine bis auf einen Faktor +1 eindeutige Losung q = (qi,...,qn1)" und
es ist gjqj+1 <0, j = 1,...,n, die g; alternieren also im Vorzeichen.

2. Definiert man | € C|a, 5]* durch

n+1

(y) =0 quy(tj),

wobeio € {+1,—1} und q = (q1,...,qu11)" eine Losung von (x) ist, so ist ||I|| < 1
und I(y) = 0 fiir alley € M.
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Beweis: Die n x n-Matrix (x;(t;))1<ij<n ist nichtsinguldr, denn andernfalls konnten
die Zeilen nichttrivial zu 0 kombiniert werden, d.h. es es existierten cy,...,c,, nicht
alle gleich 0, mit

O:ZCZ.%@(t]) = <ZC7’$Z> (tj), ] = 1,...,77,.
=1 i=1

Mit z := " | ¢;z; € M\ {0} hiitte man ein nichttriviales Element des n-dimensionalen
Haarschen Teilraums M mit den n Nullstellen ¢;, 7 = 1,...,n, ein Widerspruch. Das

Gleichungssystem
n+1

22%@»%20 (i=1,...,n)

ist aquivalent zu

q1 1 (tni1) yai
= —quia(zi(t;) : =@t | |
In T (tnt1) Pn
wobei
D1 o1 (tny1)
= —(wi(ty)) ™ :
Pn T (tnt1)

Durch die Zusatzbedingung

n+1

1= g = iqnm(l +Z\m)
j=1 j=1

st
1

Qnt1 = £ n
1+ Zj:l D]
bis auf einen Faktor +1 festgelegt, was dann auch fiir ¢ = (g1, ..., ¢ns1)? gilt. Zu zei-
gen bleibt im ersten Teil des Beweises, dass ¢;jq;+1 <0, j = 1,...,n. Hierzu beachten
wir, dass Z?;l y(t;)g; = 0 fiir alle y € M = span{xzy,...,z,}, da Z?;Lll z;(t;)g; = 0,
i=1,...,n. Nunsei k € {1,...,n} fest. Ein y;, € M ist durch die n Interpolationsbe-
dingungen

0, Je{l...on+1}\{kk+1},
y(t;) = .
1, j=k

eindeutig festgelegt, da M ein n-dimensionaler linearer Teilraum von C|a, 8] ist. Dann
ist

0= Zyk(tj)%’ = qr + Ur(tes1)qrrr-
j=1
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Nun ist aber yx(tg+1) > 0, denn andernfalls hatte v, wegen yi(tx) = 1 aufer den n — 1
Nullstellen in ¢;, j € {1,...,n+ 1} \ {k,k + 1}, noch eine Nullstelle in (¢, t;+1]. Also
ist qr = —yk(tks1)qre1 mit yg(tpr1) > 0, daher grgry1 < 0. Damit ist der erste Teil des
Satzes bewiesen. Der zweite Teil des Satzes ist nach dem schon bewiesenen fast trivial.
Fir y € Cla, f] ist z. B.

n+1 n+1 n+1
) =D aut)| <D lail ly(ty)] < (Z\%I)Hyl\
j=1 =1 j=1
=1
und daher ||I|| < 1. Damit ist das Satz bewiesen. 0

Bemerkung: Im ersten Teil des letzten Satzes wurde gezeigt, dass das Gleichungssy-
stem

n+1 n+1
le(tJ)QJZO (1217771)7 Zlqj|:1
j=1 j=1
eine bis auf einen Faktor +1 eindeutige Losung ¢ = (qi, . .., ¢n+1)” besitzt und gjq11 <

0, 7 =1,...,n, gilt. Der Faktor sei so gewé&hlt, dass sign (¢;) = sign (z(t1) — z(t1)).
Dann ist ¢; = A\;sign (z(t;) — 2(¢;)) mit A; >0, j =1,...,n+ 1, und Z;jll Aj =1
Anschliefsend definiere man [ € Cla, ]* durch

n+1

I(y) == — Z qy(t;)-

Dann ist [ dual zuléssig (siehe zweiter Teil des obigen Satzes), wegen des schwachen
Dualitatssatzes ist also

d(z,M) > 1(z)

n+1
= - Z q;2(t;)
j=1

n+1

= Z q;[x(t;) — 2(;)]

n+1

= Z Assign (z(t;) — 2(t))[z(t;) — 2(1;)]

n+1

- Z Al (ty) — 2(t5)]

(§ & ) jonin | e(t) — 2(t)]

.....

v
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Damit haben wir einen zweiten Beweis zum Satz von de La Vallée Poussin erhalten.
Die zusétzliche Arbeit, die wir eben in einen zweiten Beweis des Satzes von de La
Vallée Poussin hineingesteckt haben, ist nicht umsonst. Z. B. haben wir eine konstruk-
tive Methode gefunden, um den Abstand d(z, M) von z € C|a, 8] zu dem Haarschen
Unterraum M nach unten abzuschétzen. Durch Variation der Referenz {ti,...,t,1}
kann man hoffen, diese Abschitzung zu verbessern. O

Jetzt wollen wir noch untere Schranken fiir den Minimalabstand bei der rationalen
T-Approxzimation in Cla, 5] angeben bzw. herleiten. Wie gerade eben sei der zugrunde
liegende Raum wieder durch (X, | - ||) = (Cla, 5], ]| - ||) gegeben. Mit II bezeichnen
wir die Menge aller (reellen) Polynome in einer Variablen. Fiir p € II bezeichne dp den
Grad von p (wir vereinbaren 00 = —o0). Sei II,, die Menge der Polynome vom Grad
< n. Weiter sei

Royn = {]—) :pell,, qgell,, b irreduzibel, ¢(t) > 0 fiir alle ¢ € [a,ﬁ]}.
q q

Ist 7 = p/q € Ry n, so heilst d(r) := min(m—0p,n—0q) der Defekt von r. Die rationale
Funktion r heift ausgeartet, falls d(r) > 0, andernfalls nichtausgeartet oder normal.
Die irreduzible Darstellung der 0 sei 0/1.

Beispiel: Sei [a, 5] = [0,1] und r(¢) := 1/(1 4+ t). Als Element von Ry; ist r normal.
Als Element von Ry 3 ist d(r) = 2 und r ausgeartet. O
Wir werden spéter die Existenz und Eindeutigkeit bester T-Approximierender in R,, ,
beweisen und Charakterisierungen angeben. Jetzt interessiert uns lediglich ein dem
Satz von de La Vallée Poussin entsprechender Satz fiir rationale T-Approximation.

Satz 3.4.5 Sei z € Clo, B8], r = p/q € Ry und N := m +n+1—d(r). Wenn es
Punkte a <t <--- <ty <tyy1 <P mit

[r(t;) — 2(@E))r(tj41) — 2(tj41)] <0, j=1,...,N,

gibt, so ist
i ) — < < —
_min[r(t) = 2(t)| < d(z R < 7= 2l
Beweis: Angenommen, es gibt ein 7 € R, ,, mit

I = 2lloe < _uinIr(t;) = =)

Wortlich wie beim Beweis von Satz [3.4.3] dem Satz von de La Vallée Poussin, folgt
dann, dass 7(-) — r(-) in den t;, ¢ = 1,..., N + 1, alternierendes Vorzeichen hat, also
mindestens N = m +n + 1 — d(r) Nullstellen in [a, 8] besitzt. Wir wollen zeigen, dass
dies mindestens eine Nullstelle zu viel ist! Sei 7 = p/§. dann ist

~ .

p_ Pq—pq
q qq

Nun ist aber

9(pq — pq) < max(d(pq), d(pq)) < max(m + dq,n + dp) = m +n —d(r),



920 Approximationstheorie in linearen normierten Raumen

wobei die letzte Gleichung sich durch genaueres Hinsehen ergibt. Daher besitzt 7 — r
hochstens m + n — d(r) Nullstellen und wir haben einen Widerspruch erhalten. O

Beispiel: Sei [a, 5] = [0,1], 2(t) =e™", m =n =1 und

t) 1.002 — 0.4t
r(t) = ——
1+ 0.64¢
Dann ist d(r) = 0, wir benétigen also vier Punkte ¢;, ¢ = 1,...,4, in denen der Defekt

r — z im Vorzeichen alterniert. In Abbildung [3.13]ist der Defekt dargestellt. Wegen

25 X10-3 T T T T T T T T T
Defekt bei rationaler Approximation von exp(-t) mit m=n=1
2F 4
1.5 —
1k 4
05 4
0
-05 -
-1+ -
15 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t
Abbildung 3.13: Der Defekt r(t) — exp(—t)
110 0.0020
210.2 —0.0014
310.7 0.0020
411 —0.0008
ist 0.002 S d(Z, Rl,l)' a

Wenn man versucht, Satz [3.4.5] auf den schwachen Dualitdtssatz zuriickzufiihren, so
hat man Schwierigkeiten. Diese liegen vor allem daran, dass das oben angegebene duale
Problem fiir rationale Approximationsaufgaben nicht adédquat ist. Das “richtige” duale
Problem ist bei L. CoLLATZ, W. KRABS (1973.S.125ff.) angegeben. Hierauf wollen
wir aber nicht naher eingehen.
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Wenn man iiber untere Schranken fiir dem Minimalabstand spricht, muss man auch
etwas iiber die von L. Collatz eingefithrten H-Mengen bei der T-Approximation sagen.
Bevor wir dies tun, wollen wir noch einmal auf die geometrische Interpretation des
dualen Problems eingehen.

Das primale Problem ist
(P) Minimiere f(x) := ||z — z||, x € M,
die hierzu duale Aufgabe ist

Maximiere ¢(l) :=1(z) — sup l(y) auf
yeM
(D)
N := {l eX I <1, supl(y) < —i—oo}.

yeM

Sei [ € N\ {0} und v := sup,¢,, I(y). Die Hyperebene

H(l,y) ={z e X :l(x) =~}

enthalt M im nichtpositiven Halbraum H~([,v) und “stiitzt” M. Wir nehmen ferner
an, dass z im M gegeniiberliegenden Halbraum liegt, dass also ¢(I) = (z) —~v > 0. Wir
werden uns gleich tiberlegen, dass ¢(l) = d(z, H(l,7)). In Abbildung verdeutlichen

wir uns die Situation. Das duale Problem kann man dann folgendermafsen formulieren:

Hl,y)={re X:l(x)=7
Abbildung 3.14: Veranschaulichung des dualen Problems

e Unter allen (abgeschlossenen) Hyperebenen, die M stiitzen und z im gegeniiber-
liegenden Halbraum enthalten, ist diejenige zu finden, deren Abstand zu M ma-
ximal ist.

Nun tiberlegen wir uns, dass ¢(l) gleich dem Abstand d(z, H(l,7)) von z zur Hyper-
ebene H(l,) ist, falls ||l|| = 1. Denn ist x € H(l,v) bzw. I(z) = 7, so ist

e = 2]l = U(z) = U(z) = 1(2) =7 = o(0),
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also ist
Az HILY) = inf o —z|| > 6(0).

xze€H(l,y)
Zum Nachweis der umgekehrten Ungleichung geben wir uns ein € € (0, 1) vor. Wegen
L=l = sup [i(x)]

aille|=1

existiert ein & € X mit ||Z|| = 1 und |I(Z)| > 1—e¢. Da man notfalls & durch —& ersetzen
kann, konnen wir /() > 1 — € annehmen. Nun definiere man

o)
[(2)
Dann ist {(z) = v bzw. x € H(l,v) und daher

= Z —

o) _ o)
() — 1—e¢
Mit € — 0+ folgt d(z, H(l,7)) < ¢(l), insgesamt also die Behauptung,.

Ohne die Voraussetzung, dass z im M gegeniiberliegenden Halbraum liegt und fiir
beliebiges [ € N \ {0} ist offenbar

d(z, H(l,7)) < ||z — 2|l =

o(l
e, 11, ) = 50
Hieraus kann man ein allgemeines Prinzip zur Gewinnung unterer Schranken fiir den
Minimalabstand herleiten:

Lemma 3.4.6 Sei (X, || -||) ein linearer normierter Raum, M C X und z € X. Ferner
sei I eine Indexmenge mit der folgenden Eigenschaft:

Zu jedem i € I gibt es eine Hyperebene
Hi = H(li, i) == A{z € X : li(z) = v}
mit
g H = {r € X : (z) < 7}
und M C J,c; Hy .
Dann ist inf;c; d(z, H;) < d(z, M).

Beweis: Wegen M C |
li(z) < ;. Dann ist

er Hi existiert zu jedem x € M ein ¢ € I mit z € H;, also

Wil [l = 2]l = 1i(2) = li(z) = li(2) — i

und daher
|z — 2| > d(z, H;) > in;d(za H;).
1€
Hieraus folgt inf,c; d(z, H;) < d(z, M), die Behauptung. O
Bemerkung: Der schwache Dualitétssatz ergibt sich als Spezialfall, wenn die
Indexmenge [ in Lemm einpunktig ist. O

Die folgende Definition findet man bei L. CoLLATZ, W. KRABS (1973, S.101).
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Definition 3.4.7 Sei (X, - |) := (C(B),| - |lo) mit kompaktem B C RY, ferner
sei M C C(B). Eine Teilmenge D C B heifst eine H-Menge (bezliglich M), wenn D
die Vereinigung zweier nichtleerer Mengen D;, Dy ist derart, dass kein Paar z,2 € M

existiert mit
. < 0, t e Dy,
z(t) — (1)
> 0, te D,.

Durch Kombination mit Lemma|3.4.6] dem allgemeinen Prinzip zur Gewinnung unterer
Schranken fiir den Minimalabstand, erhéalt man

Satz 3.4.8 Sei (X,| - ||) :== (C(B),] - |leo) mit kompaktem B C RY, ferner sei M C
C(B) und z € C(B). Die Menge D = Dy U Dy C B sei eine H-Menge und & € M ein
Element mit

> 0, t € Dy,

<0, t € Ds.

() — 2(t) {

Dann ist
inf [2(t) — 2(t)| < d(z, M).

teD

Beweis: Wir wollen Lemma [3.4.6| anwenden, setzen hierzu I := D und definieren fiir
t € D die stetigen linearen Funktionale [, € C'(B)* durch

mit

-1, t € D,
e(t) :=

t e Dy

und 7, € R durch 7, := €(t)z(t). Fiir die zugehorigen (abgeschlossenen) Hyperebenen
Hy:={x € C(B):li(zx) =} ={x e C(B):et)x(t) =e(t)z(t)}

miissen die Voraussetzungen von Lemma nachgewiesen werden. Fiir t € D ist
zundchst z ¢ 7,7, also li(z) > v bzw. €(t)z(t) > e(t)z(t), da e(t)(z(t) — 2(¢)) < O fiir
t € D. Zum Nachweis der zweiten Voraussetzung M C |J:t € DH, geben wir uns ein
x € M beliebig vor. Da D eine H-Menge ist, gibt es zum Paar (z, %) ein t € D; mit
x(t) — z(t) > 0 oder ein t € Dy mit z(t) — z(t) < 0. In jedem Fall gibt es ein t € D
mit €(t)(x(t) — 2(t)) < 0 baw. ly(z) < v. Alsoist « € H; und M C [J,p H; - Eine
Anwendung von Lemma liefert

: < . B .
inf d(z, Hy) < d(z, M) = inf [lz = 2[|
Offenbar ist ||l;]| = 1 und daher, wie wir oben bemerkt haben,

d(z, Hy) = lt(zn)l—tﬂ% = e()(2(t) — 2(t)) = |2(t) — 2(t)].

Damit ist der Satz schliefllich bewiesen. O
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Weiter wollen wir auf das Konzept der H-Mengen nicht eingehen, sondern verweisen
nur auf L. Corrarz, W. KRABS (1973, S. 100 {f.).

Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir noch den starken Dualitdtssatz fiir konvexe
Optimierungsaufgaben formulieren und beweisen.

Satz 3.4.9 (Starker Dualtétssatz) Sei (X, ||-||) ein linearer normierter Raum, M C
X sei nichtleer, konvex und z € X. Gegeben sei die konvexe Approximationsaufgabe

(%) Minimiere f(x) := ||z —z|| auf M
und das hierzu duale Problem
Maximiere ¢(l) :=1(z) — sup l(y) auf
yeM
(D)
N := {l e X ||l <1, supl(y) < +oo}.
yeM

Dann ist (D) lésbar und es tritt keine Dualitétsliicke auf, d. h. es existiert ein [* € N
mit

d(z, M) = ¢(I") = max ¢(0).
Besitzt (P) eine Losung x* € M, so ist
—l(z* —2) = [|lz* — 2.

Beweis: Der einfachste und vielleicht auch natiirlichste Beweis besteht darin, auf die
urspriingliche geometrische Interpretation des dualen Problems zuriickzukehren und
die Menge

AN={(z—yllz—z|+r)eXxR:xe X, ye M, r >0}
zu betrachten. Mit M ist auch A konvex. Zunéchst iiberlegen wir uns:

e Esist
{z—y,llxe—z||+r)e X xR:ze X, ye M, r >0} Cint(A),
insbesondere besitzt A ein nichtleeres Inneres.

Denn: Sind & € X, g € M und 7 > 0, so ist (T — g, ||Z — z|| +7) € int (A), da noch eine
ganze Kugel um diesen Punkt zu A gehort. Hierzu zeigen wir, dass

(& —9,]|& — || + 7) + B[0; 37] x [-17, 17] C A

Denn fiir (h,q) € B[0; 37] X [—37, 37| ist
@ =g 12 —2+7)+(hg = @—-g+h|2—-=2[+7+q)
= @+h=gl2+h—z]+9
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mit
G = |[[z—z2||-|lz+h—2|+7+q
> [z =zl =z =2 = Al +7+q
> —lrtr-1p

0.

Damit ist die angegebene Behauptung bewiesen. Weiter gilt offensichtlich:
e Esist (0,d(z, M)) & int (A).

Aus dem Satz von Eidelheit (Satz [2.2.5)) folgt, dass {(0,d(z,M))} und A durch eine
abgeschlossene Hyperebene in X xR getrennt werden konnen. Es existiert also ein Paar

((I*,A%),7) € (X* xR\ {(0,0)}) x R mit
(x) Ndz, M) <~y <I'(x—y)+X(|lx—=2||+7r) firallexze X,ye M,r >0,
und
(xx) ANd(z,M) <~y <l'(z—y)+ X (]t —z]|+r) firallexe X,ye M, r>0.
Wahlt man y € M beliebig und setzt x = y, so sagt (xx) aus, dass
Nd(z, M) <~y < X(||z—z| +r) furaller >0,
woraus offenbar \* > 0 folgt. O.B.d. A. ist A* = 1, so dass (*) mit r = 0 aussagt, dass
diz,M) <l*(x —y)+ |z —z| firalleze X, ye M.
Fir festes z € X ist also

sup I*(y) < ||z — z|| + " (x) — d(z, M) < 400
yeM

und daher

d(z, M) < ||z — z|]| + I"(z) — sup I"(y) fiir alle z € X.
yeM

Insbesondere ist
1n)f([||x —z|| + I"(z)] > —o0.
€

Hieraus folgt ||I*]] < 1 (Beweis?). Ferner ist

infllle =z + ()] = I"(2) + inf[|lo — 2] + (@ = 2)] = T(2).

Insgesamt ist [* € N dual zuldssig und

Az M) < §(I°) = (=) — sup I'(y) < d(z, M),

yeM

wobei die zweite Ungleichung aus dem schwachen Dualitétssatz folgt. Also ist [* € N
eine Losung von (D) und d(z, M) = ¢(I*). Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen.
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Im zweiten Teil des Satzes nehmen wir an, x* € M sei eine Losung von (P), also eine
beste Approximierende an z in M. Dann ist

la* = 2| = d(z, M) = $(I") = U'(2) — sup < I"(z — ") < [l — 2",

yeM
also ist [*(z — z*) = ||z — z*|| baw. —I*(z* — 2) = ||z* — z||. Damit ist der starke
Dualitatssatz fiir konvexe Optimierungsaufgaben bewiesen. O

Bemerkung: Besitzt (P) eine Losung x*, so existiert wegen Satz ein [* € N mit
||lx* — z|| = ¢(I*). Hieraus folgt

Lol <1,
2. I*(z—a*) = ||z — z¥,
3. I*(x* —z) > 0 fiir alle z € M.

Man vergleiche diese Aussage mit der von Satz [3.2.10] O



Kapitel 4

Lineare Tschebyschefl-Approximation

4.1 Kolmogoroftf-Kriterium, Alternantensatz, Eindeu-
tigkeit und starke Eindeutigkeit

Wir betrachten Approximationsaufgaben, bei denen (X, | - ||) = (C(B),] - ||eo) mit

kompaktem B C RY, ||z]s = maxiep|z(t)] und M C C(B) ein n-dimensionaler

linearer Teilraum ist, etwa
M =span{xy,...,z,}.

Schlieklich sei das zu Approximierende Element z € C'(B) \ M vorgegeben. Zunéchst
geben wir fiir diesen Fall noch einmal das Kolmogoroff-Kriterium (siehe Satz|3.2.5)) an.

Satz 4.1.1 (Kolmogoroft-Kriterium) FEin z* € M ist genau dann eine beste Ap-
proximierende an z in M, wenn

g(lax )sign (x*(t) — 2(t)) z(t) > 0 fiirallex € M,
teB(z*—z

wobel B(x* — z):={t € B: |z*(t) — 2(t)| = ||2* — 2|/ }-

Dieses Kolmogoroff-Kriterium steht in einem engen Zusammenhang mit dem néchsten
Charakterisierungssatz.

Satz 4.1.2 Ein x* € M ist genau dann eine beste Approximierende an z in M, wenn
0 € co(K) mit

l’l(t)
K = {sign (2*(t) — 2(1)) : :te B(x" —2)},
T (t)
wobei wieder B(z* — z) := {t € B : |x*(t) — 2(t)| = ||lz* — 2|0 }-

Beweis: Als stetiges Bild der kompakten Menge B(z* — z) ist offenbar K C R" und
wegen Satz [2.2.14] auch co (K) kompakt.
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Im ersten Teil des Satzes nehmen wir an, * € M sei eine beste Approximierende an
z in M. Angenommen, es sei 0 ¢ co (K). Wegen des strikten Trennungssatzes [2.2.7]
lassen sich {0} und co (K) strikt durch eine Hyperebene im R” trennen, es existiert
also ein y = (y;) € R™ mit

y'k <y"0=0 fir alle k € co(K).

Insbesondere ist also

sign (x*(t) — 2(t)) Zijj(t) <0 firallet e B(z* — z).

Da z := Z;L:1 y;x; € M, ist dies ein Widerspruch zum Kolmogoroff-Kriterium.

Im zweiten Teil des Satzes nehmen wir an, es sei 0 € co (K'). Wegen Satz existieren
meN, X\, >0,i=1,...,mmity ;" N\, =1und t; € B(z*—z),i=1,...,m, mit

0= Asign (°(t;) — 2(t;)) :
i=1 xn(t;)

Mit einem beliebigen » = 377 y;x; ist dann

0 = Z Aisign (27 * (t;) — 2(;))w(t;)

‘max sign (27 () — 2(t:)z(t:)

<

i=1,....m
< i () — z(t t).
< maxsign ((0) ~ 2(0)a(t)

Aus dem Kolmogoroff-Kriterium (dem hinreichenden Teil) folgt, dass x* € M eine
beste Approximierende an z in M ist. a

Fiir Eindeutigkeitsaussagen und Alternanteneigenschaften bei linearer T-Approxima-
tion werden spezielle Eigenschaften des linearen Teilraums M C C(B) bendétigt. Die
folgende Definition begegnete uns schon in (3.4.2

Definition 4.1.3 Ein n-dimensionaler linearer Teilraum M = span{zy,...,z,} C
C(B) heifst ein Haarscher Teilraum der Dimension n, wenn eine der drei folgenden
dquivalenten Bedingungen erfiillt ist.

1. Jedes © € M \ {0} besitzt hochstens n — 1 Nullstellen in B.

2. Sind n paarweise verschiedene Punkte t; € B sowie yq,...,y, € R gegeben, so
existiert ein x € M, welches der Interpolationsbedingung z(t;) = y;, i = 1,...,n,
geniigt.

3. Sind t; € B, 1 =1,...,n, paarweise verschieden, so ist die n x n-Matrix

(zi(tj))1<ij<n € R™"

nichtsingulér.
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Bevor wir Beispiele von Haarschen Teilrdumen angeben, wollen wir den Zusammenhang
mit der Eindeutigkeit bei linearer T-Approximation deutlich machen. Der folgende Satz
wird auch Haars Findeutigkeitssatz genannt, siehe z. B. E. W. CHENEY (1966, S. 81).

Satz 4.1.4 Sei M C C(B) ein n-dimensionaler Teilraun{l| Dann ist M genau dann
eine T-Menge, wenn M ein Haarscher Teilraum ist.

Beweis: Im ersten Teil des Beweises nehmen wir an, M sei eine T-Menge. Ange-
nommen, M sei kein Haarscher Teilraum. Um einen Widerspruch zu erreichen wollen
wir eine Funktion z € C(B) konstruieren, die mehr als eine beste Approximierende
in M besitzt. Wegen unserer zum Widerspruch zu fiihrenden Annahme existiert ein
xg € M \ {0} mit n paarweise verschiedenen Nullstellen ¢;,...,t, € B. O.B.d. A. ist
| Zol|oo = 1. Ist M = span{zy,...,z,}, so besitzt also das lineare Gleichungssystem

Z(ijﬁj(ti)zo, izl,...,n,
j=1

eine nichttriviale Losung o = (¢;). Dann besitzt auch das homogene lineare Glei-
chungssystem

> Bt =0, j=1,....n,
=1

eine nichttriviale Losung § = (f;). Wir konnen annehmen, dass ., [3;| = 1. Nun
definieren wir zo: {t1,...,%,} — R durch
sign i)y i 07
20(t;) == en () bi# i=1,...,n.
07 /81 = 07

Man kann zy zu einer auf B stetigen Funktion zy € C(B) mit ||29]| = 1 fortsetzen.
Denn als kompakte Menge ist B normal, d. h. eine auf einer abgeschlossenen Teilmenge
A C B definierte stetige Funktion zp: A — R kann so stetig auf B fortgesetzt werden,
dass maxiep |20(t)| = maxgea |20(t)| (Fortsetzungssatz von Tietze). Sei z := zy(|zo| —1).
Wir werden zeigen, dass

{azy : o] <1} C Py(2),

also insbesondere mehr als eine beste Approximierende an z in M existiert und daher M
keine T-Menge ist, ein Widerspruch zur Annahme. Hierzu wenden wir die hinreichende
Optimalitdtsbedingung in Satz an, indem wir nachweisen, dass das durch [(y) :=
> Biy(t;) definierte Element [ € C'(B)* den Bedingungen

|1l =1, l(azg — 2) = ||axy — 2], I(y) =0 fiiralley e M

gentigt, wobei o € R mit || < 1 beliebig ist. Fiir beliebiges y € C(B) ist

1< 3 18 bl < (Y161 ol
=1 'L:l:l

"'Wegen Satz ist M eine Existenzmenge.
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und daher [|I|| < 1. Wegen I(29) = 1 = ||z|| ist ||l|| = 1. Zum Nachweis der zweiten
Eigenschaft beachten wir, dass

lazg—2) = =1(2) = > _ Bizo(t:)(1 = |zo(t:)]) = 1 < [Jawo — 2]
= =0

Fir ¢t € B und |a| < 1 ist andererseits

oo (t) — 2(8)] < laf [xo(t)] + [2(8)] <

a| |zo(t)] + |20()[(1 = |zo(t)]) < 1,
— =

<1 <1

o{

insgesant also
lazg—2) =1=||axy — z|

fir alle & € R mit o < 1. Wegen
Zﬁlzj(tl):(), jzl,...,n,
i=1

ist {(y) = 0 fiir alle y € M. Damit haben wir den gewiinschten Widerspruch erhalten.

Nun sei M C C(B) ein Haarscher Teilraum. Es wird die Eindeutigkeit einer besten
Approximierenden in M an jedes z € C(B) bewiesen. O.B.d. A. ist z € C(B) \ M.
Wir zeigen zunéchst:

o Ist x* € Py(z), so enthélt
B(z* —z):={t € B: [2"(t) — 2(1)] = [|2" — 2|}
mindestens n + 1 Punkte.

Denn andernfalls existiert ein x € M mit z(t;) = z(t;) — 2*(¢;) fiir alle ¢; € B(z* — 2).
Dann ist aber

max sign (z*(t) — z(¢))z(t) = —||z" — 2|l <O,
teB(x*—z)

ein Widerspruch zum Kolmogoroff-Kriterium. Nun kommen wir zum Eindeutigkeits-
beweis und nehmen an, es seien x, x5 € Pp(z). Wegen der Konvexitit von Py(z) ist
auch 2* := (2} + 23) € Py(z). Wegen der gerade eben bewiesenen Aussage gibt es
paarweise verschiedene ty,...,t,41 € B(a* — 2). Sei 0 := d(z, M) der Minimalabstand
von z zu M bzw. der Abstand von z*, x] bzw. a3 zu 2. Firi=1,...,n+ 1 ist dann

|2 (t:) — 2(t:)] = |51(@1(8:) — 2(8:) + (23(t:) — 2(8:))]] = 8

sowie
|21 (ti) — 2(t)| <6, |5(t) — 2(t:)] < 6.

Da (R,| - |) strikt konvex ist, ist

xi(t;) — z(t;) = x3(t;) — 2(t;), i=1,...,n+1
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Daher besitzt 7 — 25 € M mindestens n 4+ 1 Nullstellen. Also ist #7 = 2% und das ist
die Eindeutigkeit einer besten Approximierenden. O
Beispiele: 1. Sei B = I ein reelles Intervall und II,, die Menge der Polynome vom

Grad < n. Dann ist II,, ein (n + 1)-dimensionaler Haarscher Teilraum von C'(I). Denn
jedes z € I1,, \ {0} besitzt hochstens n Nullstellen in 1.

2. Sei .
T, = {x(gf)) Z ay cos ko + Z bisinko : ay, by, € R}
k=0
der Raum der trigonometrischen Polynome vom Grad < n.Sei B := 0, ] mit § < 2.

Dann ist 7, ein (2n + 1)-dimensionaler Haarscher Teilraum von C(B). Denn: Mit

1 =+—11ist
Y i . b |
g (ay cos k¢ + by sinke) = E : l%@m& +emk) 4 _k'(ezlw) _ 67,k:¢)):|

21
k=0 k=0

" [1 U | .
= Z |:§(ak — ibk)em’ + §(Clk + ibk)elk¢:|

k=0
2n
— 671n¢> E :Cka
k=0

mit 2 = €. Hieraus liest man ab, dass ein nicht identisch verschwindendes Element von
T, hochstens 2n Nullstellen in [0, 27) besitzt. Etwas natiirlicher ist es, 7, als Teilraum
von Cy,, dem linearen Raum der 27-periodischen stetigen Funktionen in C[0, 27] zu
betrachten, wobei 0 und 27 zu identifizieren sind.

3. Seien ¢y, ..., q, nichtnegative ganze Zahlen und \,...,\, paarweise verschiedene
reelle Zahlen. Dann ist

A) = {Zpk(t)e’\’“t cpp €1, k= 1,...,n}
k=1

auf jedem (reellen) Intervall I ein N := (3, _, gx)+n-dimensionaler Haarscher Teilraum
von C(I).

Denn: Man hat zu zeigen, dass jedes nichttriviale Element aus FE, (g, A) hochstens
N — 1 reelle Nullstellen besitzt. Dies geschieht durch vollstindige Induktion nach n.
Fiir den Induktionsanfang ist n = 1. Offenbar besitzt p;(t)eM! mit p; € II, hoch-
stens g1 = ¢ + 1 — 1 reelle Nullstellen. Die Induktionsannahme besteht darin, dass
E,_1(q,\) fiir beliebige nichtnegative ganze Zahlen ¢,...,q,_1 und paarweise ver-
schiedenene Aq,...,\,_1 ein Haarscher Teilraum der Dimension ZZ;} qr +n — 1 ist.
Im Induktionsschluss sei z(t) := > ,_, pr(t)e* ein nichttriviales Element aus E, (g, \).

Sei
y(t) = a(t)e™™" = po(t +Zp e An)t

Differenziert man y genau (g, + 1)-mal, so verschvvlndet der erste Summand. Daher
besitzt y®™*Y nach Induktionsannahme hochstens ZZ: qx + n — 2 + 1 Nullstellen.
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Jetzt wenden wir sukzessive den Satz von Rolle an. Nach diesem liegt zwischen je zwei
Nullstellen von y(%) mindestens eine Nullstelle von ¢4+ Daher besitzt y(4) héchstens
S gk +n — 2+ 1 Nullstellen, @~ hochstens S27—1 gx +n — 2 + 2 Nullstellen, bis
man schlieflich erhilt, dass y = ¢4 ~%) und damit auch z hochstens

n—1 n
qu+n_2+Qn+1:ZQk+n—1
k=1 k=1
Nullstellen besitzt. O
Bemerkung: Sei B := [—1,1] x [~1,1] C R? Die Polynome ;" > " aps't in

zwei Variablen bilden fiir m,n > 1 keinen Haarschen Teilraum von C(B), da z. B. das
Polynom s—t langs einer Geraden, also sogar in unendlich vielen Punkten verschwindet.
Der Satz von Mairhuber-Curtis sagt aus, dass dies “kein Wunder” ist. Genauer gilt (siche
D. BRAESS (1986, S.12)):

e Ist B C RY kompakt und enthiilt C(B) einen n-dimensionalen Haarschen Teil-
raum mit n > 2, so ist B homoéomorph zu einer abgeschlossenen Teilmenge der
Kreisperipherie.

Daher beschrénken wir uns im folgenden auf kompakte Intervalle B = [a, 3. O

Unser néchstes Ziel ist es, den folgendes Satz zu beweisen.

Satz 4.1.5 (Alternantensatz) Sei M = span{x,...,x,} ein n-dimensionaler Haar-
scher Teilraum von Clo, B]. Dann ist * € M genau dann eine beste T-Approximierende
an z € Cla, 8], wenn es n + 1 Punkte t; € [o, (], j =1,...,n, gibt mit

(a) a§t1<t2<---<tn+1§ﬁ,
(b) |2*(t;) — 2(t)| = |2 — 2|, G =1,...,n+ 1,
(c) z*(t;) — z(t;) = (=1 (a*(t1) — 2(t1)), =1,...,n+ L.

Beweis: Sei 2* € M eine beste T-Approximierende an z in M. O.B.d. A. ist z ¢ M.
Wegen Satz ist

1 (1)
0 € co ({sign (z*(t) — 2(¢)) : :t€ B(x"—2)})
T (1)
mit
B(z* —z):=A{t € [a,f] : [7(t) — 2()] = []2" — 2l }-
Wegen des Satzes von Carathéodory (Satz existieren eine natiirliche Zahl m <

n+lund A\; >0, =1,...,m,mit | \; = 1 sowie t; € B(z* —2),j =1,...,m,
mit

0= Z )\jsign ($*<tj) - Z(t]))Iz(tj)7 1= 17 Lo, n.
j=1
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Die t; konnen als der Grofe nach geordnet angenommen werden, so dass also av < ¢ <
ty <--- <ty <. Nach Satz besitzt das Gleichungssystem

n+1 n+1

sz(t])quO, Zzl,,n, Z|qj|:].

j=1 j=1
eine bis auf einen Faktor &1 eindeutige Losung ¢ = (q1, - - -, ¢nt1)” und es gilt ¢jg11 <
0,7 =1,...,n, die g; alternieren also im Vorzeichen. Hieraus folgt m = n + 1 und

sign (@ (1) — 2(t,)) = —sign (¢" (1) — 2(t21)), j=1,....m.

Insgesamt gentigen die n + 1 Punkte ¢; € [a, ] den Bedingungen (a), (b) und (c).

Gibt es n + 1 Punkte ¢; € [a, /], die den Bedingungen (a), (b) und (c) geniigen,
so folgt aus Satz [3.4.3] dem Satz von de La Vallée Poussin, dass z* eine beste T-
Approximierende an z in M ist. Insgesamt ist der Alternantensatz bewiesen. a

Erste konkrete Anwendungen des Alternantensatzes werden wir im néchsten Abschnitt
kennenlernen. Es sei hier schon darauf hingewiesen, dass der Alternantensatz Grundlage
des wichtigsten numerischen Verfahrens der linearen T-Approximation ist, ndmlich des
Remez-Verfahrens. Hier wollen wir nur ein Beispiel angeben.

Beispiel: Sei [, 8] := [3,1] und M := span{1/v/t,/t}, z(t) := 1. Die entsprechende
T-Approximationsaufgabe besteht dann darin, die Quadratwurzel /¢ in [%, 1] so durch
eine lineare Funktion zu approximieren, dass der maximale relative Fehler minimal
wird. M ist ein 2-dimensionaler Haarscher Teilraum von C [%, 1], man bendtigt also
drei Alternantenpunkte % < t; < ty < t3 < 1. Fiir die beste Approximierende machen

wir den Ansatz

' (t) = a% + bVt

Nimmt man ¢; = %, t3 = 1 an, so ist notwendig z*(t1) — z(t1) = z*(t3) — z(t3) und

daher !
a(ﬁ—l)—b(l—ﬁ) =0
bzw.
a 1
b2
Aus

4
dt

der notwendigen Bedingung fiir ein Extremum in ¢, im Innern von [%, 1], erhélt man

(@7 (t) = 2(t))1=1, = 0,

und hieraus
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Aus
a+b—1=a"(ts3) — 2(ts) = —(z*(tz) — 2(t2)) = —aty > —bt)* +1 = —2Vab + 1
erhalt man /a + Vb = \/5, zusammen mit b = v/2a folgt

2 ) 23/2
a= (1 +21/4)2> - (1 +21/4)2'

Durch z*(t) = a + bt ist dann diejenige lineare Funktion gegeben, die den maximalen
relativen Fehler bei der Approximation von v/t auf [%, 1] minimiert. In Abbildung
geben wir den relativen Fehler d(t) := (a + bt — +/t)/+/t und den absoluten Fehler

8 %1073 Approximation der Quadratwurzel
T T T T T T T T T

Relativer Fehler
Absoluter Fehler

6 | -

-8 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.5 0.55 0.6 0.65 0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1
t

Abbildung 4.1: Relativer und absoluter Fehler

dy(t) := a-+bt—+/t an. Will man den maximalen absoluten Fehler bei der Approximation
der Quadratwurzel durch eine lineare Funktion auf [%, 1] minimieren, so erhélt man als
beste Approximierende z*(t) = a + bt mit

a:§(§\/§—1>, b=2—2.

8\ 2

Siehe auch Abschnitt 41 in [Merkwiirdige Mathematik! O
Zum Schluss dieses Abschnitts gehen wir noch auf die starke Findeutigkeit und die
Stetigkeit der metrischen Projektion ein.

Wir definieren fiir ein allgemeines Approximationsproblem in einem linearen normierten
Raum:


http://num.math.uni-goettingen.de/werner/schmankerl.pdf
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Definition 4.1.6 Sei (X, || - ||) ein linearer normierter Raum und M C X eine nicht-
leere Menge. Ein 2* € M heifst stark (oder streng) eindeutige beste Approximierende
an z € X, falls eine positive Konstante ¢ > 0 existiert mit

|z —z|| > ||z" — 2| + c|lx — 2| fur alle z € M.

Offenbar ist eine stark eindeutige beste Approximierende auch eine eindeutige beste
Approximierende.

Beispiel: Sei (X, (+,-)) ein Hilbertraum und M C X ein abgeschlossener linearer Teil-
raum, ferner z € X. Dann existiert genau eine beste Approximierende x* an z in M
und diese ist charakterisiert durch x* — z L M. Fiir beliebiges x € M ist dann wegen
des Satzes von Pythagoras

o —z[I* = itz —a") + (a" = 2)|
= Jla” = 2|* + [z — 2"
Hieraus erkennt man sehr leicht, dass keine starke Eindeutigkeit vorliegt. Dies wiirde

namlich bedeuten, dass der Abstand von x zu z linear mit dem Abstand von z zu x*
wachst, wiahrend er hier nur von zweiter Ordnung wéchst. a

Den folgenden Satz findet man z. B.auch bei E.W.CHENEY (1966, S.80).

Satz 4.1.7 Sei (X, ]]) = (C(B),| - ll=), B € RN kompakt und
M =span{zy,...,x,} C C(B)

ein n-dimensionaler Haarscher Teilraum. Dann ist die beste Approximation x* € M an
ein z € C(B) stark eindeutig.

Beweis: O.B.d. A. ist z € M und daher ¢ := d(z, M) > 0. Wegen Satz ist

ZIZl(t)
0 € co ({sign (z*(¢t) — z(t)) it € B(z" —2)})
T (1)
mit
B(z* —z):={te€ B:|z"(t) — z(t)| = ||z" — 2]l }-

Wegen des Satzes von Carathéodory (Satz [2.2.13]) existieren m < n + 1, A\; > 0,
j=1,...,m,mit 370 A\j =1und t; € B(z* — 2), j = 1,...,m, mit

D Ajsign (7(t) — 2(t))xi(t;) =0, i=1,...,n.
7=1

Da M ein Haarscher Teilraum ist, ist m = n + 1. Denn wiare m < n + 1, so wahle
man paarweise verschiedene t,,.1,...,t, € B, die auch noch von t,...,t,, verschieden
sind. Dann hat das lineare Gleichungssystem Z?Zl yjzi(t;) = 0,7 = 1,...,n, eine
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nichttriviale Losung. Also ist (z;(¢;))1<i j<n singuldr und daher existiert ein x € M\ {0}
mit den n Nullstellen tq,...,t, € B, ein Widerspruch. Daher ist

n+1
Z )\jsign ($*<tj) — Z(tj))l'z(tj) = 07 1= 17 oy,
j=1

und folglich

n+1
Z Ajsign (2% (t;) — 2(t;))x(t;) =0, fir alle x € M.
j=1

Fir z € M \ {0} ist dann

Y(z) == max sign(z*(t;) — 2(t;))z(t;) > 0.

J=1,emt1
Denn wiére sign (x*(t;) — 2(¢;))z(t;) < 0,7 = 1,...,n+ 1, fiir ein z € M, so wire
z(t;) =0,7=1,...,n, und damit = = 0. Definiere

c .= min .
YEM,||yllco=1 w<y)

Dann ist ¢ > 0, da die stetige Funktion ¢ auf der kompakten Menge M N{y : ||y|lc = 1}
positiv ist. Nun wollen wir zeigen, dass die eben definierte Konstante ¢ als Konstante
bei der starken Eindeutigkeit verwandt werden kann. Sei x € M, 0. B.d. A. x # z*. Sei
y:=(z—2")/||lz — 27|[cc. Wegen

c<yP(y) = max  sign(a”(t) — 2(t))y(t;)

gibt es ein j € {1,...,n+ 1} mit

c <sign (z*(t;) — 2(t;))y(t;).

Dann ist aber

[ = zlle = sign (27(t;) — 2(2;))(2(t;) — 2(1;))
= sign (7(t;) — 2(4;))[(w(t;) — 2" (;)) + (27(t;) — 2(2;))]
2" = 2lloo + sign (z7(4;) — 2(t;))(x(t;) — =*(4;))
= [lo" = 2llo + sign (&7 () — 2(1;))y(t;) [|v — 2%l
Z 2" = 2l + ez — 27|
und dies ist die Behauptung. O

Zum Schluss dieses Abschnitts gehen wir noch kurz auf die Stetigkeit der metrischen
Projektion auf Haarsche Teilraume ein. Wir wissen bisher: Haarsche Teilrdume von
(C(B),] - |loo) sind T-Mengen. Als endlichdimensionale Rédume sind sie beschrankt
kompakt und erst recht approximativ kompakt. Die metrische Projektion auf eine ap-
proximativ kompakte T-Menge ist stetig (Satz . Mit Hilfe der starken Eindeutig-
keit konnen wir mehr zeigen, ndmlich die Lipschitz-Stetigkeit der metrischen Projektion
in jedem Punkt. Genauer gilt:
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Satz 4.1.8 Sei (X, - |) = (C(B),| - ll~), B € RY kompakt und M C C(B) ein n-
dimensionaler Haarscher Teilraum. Zu jedem zy € C(B) existiert dann eine Konstante
co > 0 derart, dass

|1 Prs(2) — Par(20)]|oe < o]z — 20|l fiir alle z € C(B),
wobei Py : C(B) — M die metrische Projektion auf M ist.

Beweis: Nach Satz ist Py(20) stark eindeutige beste Approximierende an zy, es
existiert also eine Konstante ¢ > 0 mit

|z — 20l|co = || Pr(20) — 20l|co + €|z — Pr(20)||0e  flir alle z € M.

Setzt man hier x = Py(2), so erhdlt man

1
[Py (2) = Pu(zo)lloo < E[HPM(Z) — 20loo — [[Par(20) — 2ol

1

< —llIPar(2) = 2lloo + Iz = 2olloo = [1P21(20) — 20lloc]
1

= “lIPa(z) — 2lloo — || Par(20) — 2lloc +llz = 20l

<0
+ [[Pa(z0) = 2lloo = | Prr(20) = Zolloc]
<llz~z0lleo

2

< =z = 20/l
c

die Behauptung ist also mit ¢q := 2/c bewiesen. O

Ganz zum Schluss dieses Abschnitts iiber (allgemeine) lineare T-Approximation for-
mulieren und beweisen wir noch das Invarianzprinzip von Meinardus.

Satz 4.1.9 Sei (X,] - |) = (C(B),| - ll«), B € RY kompakt und M C C(B) ein
endlichdimensionaler linearer Teilraum, ferner sei z € C(B) . Sei T: B — B stetig
und A: C(B) — C(B) linear und stetig mit ||A|| < 1. Ferner gelte

1. AzoT = z, also Az(Tt) = z(t) fiir alle t € B (Symmetrieeigenschaft der zu
approximierenden Funktion z),

2. AxoT € M fiir alle x € M.
Dann existiert ein * € Py(z) mit Ax* o T = z*.

Bevor wir in den Beweis einsteigen, wollen wir andeuten, in welchen Fallen der Satz
anwendbar ist. Sei z. B. B := [—1,1]. Die Abbildung T': B — B sei definiert durch
T(t) := —t. Die Abbildung A: C(B) — C(B) sei definiert durch Axz(t) := —xz(t).
Dann ist offenbar A linear, stetig und ||A|| = 1. Die Bedingung 1. besagt dann, dass
—z(—t) = z(t), dass also z ungerade ist. Die Bedingung 2. besagt: Ist x € M und y
definiert durch y(t) := —x(—t), so ist auch y € M. Die Aussage des Invarianzprinzips
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besteht darin, dass auch eine beste ungerade Approximierende existiert. Ist etwa M =
span {1,1 —t*}, z(t) = t3, so ist die beste Approximierende zwar nicht eindeutig, aber
es existiert eine ungerade beste Approximierende an z in M. Denn definiert man den
Defekt

dian(t) == a+b(1l—1*) — 1%,

s0 ist d(gp)(1) = a — 1 und dgp)(—1) = a + 1 und folglich
d(ap)lloo > max(ja —1|,Ja+1]) > 1 fiir alle (a,b) € R?.

Also ist d(z, M) > 1. Wegen |[|d(o,0)||oc = 1 ist 2 = 0 eine (ungerade) beste Approximie-
rende. Weiter ist auch ||d( )|/ = 1 fiir jedes b € [—1, 1] und daher x}(t) = b(1—t*)—¢t?
fiir jedes b € [—1, 1] eine beste Approximierende an z in M. In Abbildung geben

0.8 | e

0.6 [ -

04 - .

0.2 -

-0.2 | -

0.4 .

-0.6 | -

Abbildung 4.2: Optimaler Defekt fiir b=0,b=1und b = —1

wir den Defekt do = d(070), d1 = d(071) und d2 = d((),_l) uber [—1, 1] all.
Beweis von Satz Die Menge P/(z) der besten Approximierenden an z in
M ist konvex, abgeschlossen und beschrénkt, als Teilmenge des endlichdimensionalen

linearen normierten Raumes (M, || - ||«) also kompakt. Wir definieren die Abbildung
S: Py (z) — M durch S(x) := Az o T und zeigen

1. S bildet Py(z) in sich ab, d.h. es gilt S(Py(2)) C Puy(2),

2. S ist stetig.

Aus dem Brouwerschen Fixpunktsatz folgt die Existenz eines Fixpunktes von S in
Py(2) und dies ist genau die Behauptung. Zu zeigen bleiben also die Aussagen 1. und
2.
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1. Firx € P]V[(Z) ist

d(z, M)

[ = 2[loo
looT = 20T
Az o T — Az o Tl
Linearitdt von A und |4 <1

| Az o T —2|| 0o
=Sz

(AVARAY

und daher ist Sx € Py(2).

2. Wir zeigen, dass S sogar lipschitzstetig auf Py;(z) und damit insbesondere stetig
ist. Seien hierzu z,y € Py(z). Dann ist

|5z — Sylloc = [|[AzoT — Ay o T
< JlzoT —yoT| s
< |z = Ylloos

und damit ist auch 2. und der ganze Satz bewiesen.

O

Zusammenfassung: Ziel dieses Abschnitts war es, die klassischen Charakterisierungs-
sitze und Eindeutigkeitsaussagen bei linearer T-Approximation zu présentieren. Es
wurde noch nicht auf die Approximation durch spezielle Teilrdume eingegangen. so wer-
den in den Anwendungen neben Polynomen und trigonometrischen Polynomen auch
lineare Rdume aus Splines betrachtet. Hierzu sei

Oé:t()<t1<"'<tk<tk+1:5
eine feste Zerlegung von [«, 5]. Dann nennt man Elemente von
Sng = {x € C" Mo, Bl : x| tj, tjs1) €My, 5=0,...,k}

Splines vom Grad n. Die Dimension von S, ist n + k + 1. Der lineare Teilraum S,
ist kein Haarscher Teilraum von C|a, f]. O

4.2 Spezielle T-Approximationsaufgaben. T-Polyno-
me

In diesem Abschnitt sollen die Ergebnisse des letzten Abschnitts zur Losung speziel-
ler Aufgaben angewandt werden. Es sei hier schon betont, dass wir auf den wichtigen
Themenkreis, asymptotische Aussagen fiir E,(z) := d(z,1I,) zu machen, erst spéter
ausfiihrlich eingehen werden. Es wird dann zwischen sdtzen verschiedenen Typs unter-
schieden. Bei den Jackson-Sdtzen wird aus der Glattheit von z auf das asymptotische
Verhalten von {E,(z)}nen geschlossen. Bei den Bernstein-Sdtzen wird umgekehrt aus
dem asymptotischen Verhalten von {E,(z)},en auf die Glattheit von z geschlossen.
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Wir geben zunéchst die Definition der Tschebyscheff (T)-Polynome an und zeigen dann,
dass diese (im wesentlichen) Losungen einer speziellen T-Approximationsaufgabe sind.
Definition und einige Eigenschaften der T-Polynome 7T,, geben wir im néchsten Lemma
an.

Lemma 4.2.1 Fiir nichtnegatives ganzes n sei T,,: [—1,1] — R definiert durch
T, (t) := cos(narccost).
Dann gilt:
1. {T,(t)} geniigt der Rekursionsformel
To(t) =1, Ti(t)=t, Tup1(t)+ Tho1(t) = 2tT,(1).
2. T, €ll, und T,,(t) = 2" %" +p(t) mit p € Il,, 5, n=1,2,....

3. T,(—t) = (—=1)"T,(t) (Symmetrieeigenschaft).

4. Es ist
2 (LTt 5 m=n=0
—/ —m()"(>dt: 1, m=n#0,
mJ) 1 V1—1t2
0, m # n.
5. Es ist

T (t) = %[(t +VE 1)+ (t—VEE—1)"].
Beweis: Offenbar ist To(t) = 1, T1(t) = t. Aus dem Additionstheorem fiir den Cosinus
cos(a £ b) = cosacosb F sinasinb
folgt durch Addition
cos(a + b) + cos(a — b) = 2cosacosb.
Setzt man hier a = n¢, b = ¢, so ist
cos(n + 1)¢ + cos(n — 1)¢ = 2 cos ng cos ¢.

Mit ¢ = arccost folgt
Toia(t) + T (t) = 2T,(1) t,

also die behauptete Rekursionsformel. Die zweite Behauptung, dass namlich 7,,(¢) =
21" 4+ p(t) mit p € T, fiir n € N ist, beweisen wir durch vollstindige Induktion
nach n. Fiir n = 1 und n = 2 ist die Behauptung wegen T1(t) =t und Th(t) = 2t — 1
richtig. Angenommen, die Aussage ist fiir natiirliche Zahlen < n richtig. Dann ist

Ty () = 2tT, (1) — Tr—1(t) = 2t(2" 1™ 4+ p(t)) — (272" + q(b))
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mit p € I1,,_» und ¢ € I1,,_3 und folglich T}, (¢) = 2"¢" "' +r(¢) mit r € II,,_;. Damit ist
auch die zweite Aussage bewiesen. Die dritte Aussage erhélt man ebenfalls leicht durch

vollsténdige Induktion aus der Rekursionsformel. Mit Hilfe der Substitution ¢ = cos ¢,
die dt = —sin¢pd¢p = —+/1 — t2 dt nach sich zieht, erhalten wir

2 (1T, (O)TL(t) 2 [0
%/11—_152(115 = —%/ﬂ cos meo cos ng do

= l/ cos meo cos ng do
™

—T

_ 1 /7r 1[cos(m —n)¢ + cos(m + n)¢] dg.

) .2

Wegen
/ coskodp =0, keZ\{0}

—Tr

folgt die vierte Behauptung. Zum Beweis der fiinften Behauptung beachten wir, dass

cosng £1i sinng = e = (eX9)" = (cos ¢ £ i sin )"

und daher
1
cosng = 5[(cos ¢ +1ising)" + (cos ¢ — i sing)"].
Mit t = cos ¢, i sin ¢ = /t? — 1 folgt die letzte Behauptung. O

Die Polynome Tp, T4, . .. nennt man T'schebyscheff (T)-Polynome (erster Art). Offenbar
besitzt T,, die n Nullstellen

2(n—7)+1

t; := cos
J 2n

, j=1...,n,

in (—1,1) und es ist

—“l<ti<ty<---<t, <Ll
In Abbildung [4.3| haben wir die ersten T-Polynome iiber dem Intervall [0, 1] (Symme-
trieeigenschaft!) aufgetragen.

Nun kommen wir zu dem angekiindigten Zusammenhang zwischen T-Approximation
und T-Polynomen.

Satz 4.2.2 Sein € N und p* € I1,,_; die beste T-Approximierende an z(t) := t" in
I1,,_; tiber dem Intervall B := [—1,1]. Dann ist

t" —p*(t) = 27", (1)

und daher
E, (") = d(z,1L,;) = 27"
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Abbildung 4.3: Die ersten Tschebyscheff-Polynome auf [0, 1]

Beweis: Wir wenden die hinreichende Bedingung im Alternantensatz [4.1.5) an und
zeigen, dass p* € 11,1, definiert durch

pr(t) =" — 27", (1),

(die eindeutige) beste T-Approximierende an z(t) := t" in II,,_; ist. Da T,, € II,, den
hochsten Koeffizienten 27! hat, ist p* € II,,_;. Offensichtlich ist ||p* — z[|oc = 27"
und die Punkte

tj = cos M, 7=0,...,n,

bilden eine Alternante der Lange n + 1, da
(a) —l=tg<th < ---<t, =1,
(d) |p*(t;) — z(t;)] = 27" = |p* = 2]|ocy =0, ..., 7,
(c) p*(t;) — 2(tj) = =27 "M T, (t)) = (=) +27" j =0, n.

Aus dem Alternantensatz folgt die Behauptung. O

Bemerkung: Gelegentlich wird der letzte Satz etwas anders gewendet. Stellt
man namlich die Aufgabe, dasjenige Polynom n-ten Grades mit hochstem Koeffizienten
gleich 1 zu bestimmen, dessen Maximumnorm iiber dem Intervall [—1, 1] moglichst klein
ist, so ist diese Aufgabe dquivalent dazu, z(t) := ¢" durch Elemente aus II,,_; iiber dem
Intervall [—1, 1] nach Tschebyscheff zu approximieren. Aus Satz erhalten wir die
Antwort. Denn 27T, ist dasjenige Polynom n-ten Grades mit hochstem Koeffizienten
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1, das minimale Maximumnorm {iber [—1, 1] besitzt bzw. die Nullfunktion am besten
approximiert. O

Man kann und sollte sich natiirlich fragen, wozu die T-Polynome gut sind, weshalb z. B.
die Extremaleigenschaft der T-Polynome wie sie in Satz oder der anschliefsenden
Bemerkung deutlich wird, niitzlich ist. Hierzu geben wir in Form von Bemerkungen
verschiedene Antworten.

Bemerkungen: 1. Aus der Numerischen Mathematik (siehe z.B. J. WERNER (1992,
S.140)) ist die folgende Aussage iiber den Fehler bei der Polynominterpolation bekannt:

e Sei xz € C"[«, 8] und L, _1(x) € II,,_; das durch paarweise verschiedene Knoten
tj €, B],j =1,...,n, festgelegte Interpolationspolynom. Dann gibt es zu jedem
t € [a, 5] ein &(t) € (o, B) mit

) n
o(t) ~ La() () = S T -y

n!
j=1
Mit .
wit) =T~ 1)
j=1
ist also
o= Lo@)loe < 12 g

Diese Fehlerabschétzung wird optimal, wenn die Knoten ¢; so gelegt werden, dass ||w||
minimal ist. Anders gewendet: Die ¢; sind die Nullstellen desjenigen Polynoms n-ten
Grades mit hochstem Koeffizienten 1, dessen Minimalabweichung von der Nullfunktion
minimal ist. Fiir [o, ] = [—1, 1] kennen wir die Antwort. Denn 27T}, ist das gesuchte
Polynom, dessen Nullstellen

2(n—j)+1

t; = cos
J 2n

, j=1...,n,
die gesuchten Knoten sind. Ist [a, §] # [—1, 1], so transformiere man [«, 5] mittels

5= ﬁ_%[zt—(mﬁ)]

auf [—1,1]. Aus

2(n —j) +1 1 ,
cos 5 W:ﬁ_a[%j—(a—i-ﬁ)], j=1,...,n,

erhalt man die gesuchten Knoten

— 2n—7)+1
a+6+ﬁ aCOS (n—j)+ m, j=1,...,n.
2 2 2n
In dem bekannten Runge-Beispiel (siche z. B. J. WERNER (1992, S. 144) oder M. J. D.

POWELL (1981, S.371f.)) ist z(¢) := 1/(1 + ¢*) und [a, 3] = [-5,5]. In Abbildung [4.4

tj =
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2 T T T T T T T T T )

Aquidistante Knoten
Tschebyscheff-Knoten

Abbildung 4.4: Das Runge-Beispiel mit &dquidistanten Knoten und Tschebyscheff-
Knoten

geben wir zu 11 vorgegebenen #quidistanten Knoten bzw. Tschebyscheff-Knoten das
zugehorige Interpolationspolynom 10-ten Grades an.

2. Im néchsten Abschnitt gehen wir auf den Remez-Algorithmus zur numerischen Be-
rechnung der besten T-Approximierenden an eine vorgegebene Funktion z € Cla, f]
in einem n- oder n + 1-dimensionalen Haarschen Teilraum M an. Sei etwa M = II,,.
Wegen des Alternantensatzes ist eine beste Approximierende z* € II,, charakterisiert
durch die Existenz einer zugehorigen Alternante {to,...,t,1} mit

(a) a<tg<-- <ty <P,
(b) [z*(t;) — 2(t;)| = 2" = 2l 5 = 0,...,n+ 1,
(c) sign (z*(t;) — 2(t;)) = e(=1)7, 5 =0,...,n+ 1, mit e € {—1,1}.
Das Remez-Verfahren startet mit einer Ausgangs-Referenz
To:a<ty<---<th  <pB

Eine Verwechslung der Start-Referenz Tj mit dem T-Polynom 7§ sollte vermieden wer-
den! Anschliefsend wird ein diskretes Problem, ndmlich

(Py) Minimiere fo(x) :== ||z — 2||com, = jfpax |(t7) — 2(7)] auf I,

gelost. Dieses Problem besitzt wegen Satz eine eindeutige Losung xo, da II,, ein
(n + 1)-dimensionaler Haarscher Teilraum von C(7Tp) ist. Anschliefsend wird getestet,
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ob z( schon beste Approximierende auf [a, (] ist. Ist dies nicht der Fall, so wird die
Ausgangs-Referenz T zu T; verdndert und das (Pg) entsprechende Problem (P;) ge-
16st. Auf die Einzelheiten wollen wir hier nicht eingehen, sondern uns nur die folgende
naheliegende Frage stellen: Wie sollte Tp in [«, 5] platziert werden? Giinstig wére es
offenbar, wenn die durch Losung des diskreten Problems (Pgy) gewonnene Néherung zg
“moglichst nahe” bei der Losung z* liegt. Durch den néchsten Satz wird begriindet,
weshalb es giinstig ist, als Ausgangs-Referenz die Extremstellen des T-Polynoms T},
zu nehmen, jedenfalls dann, wenn [a, 3] = [—1, 1] (andernfalls muss man auf dieses
Intervall transformieren). O

Satz 4.2.3 Sei .
j = COS ————7 = cooon+ L
J n 1 ) J ) )

Ist z € I1,,11 und xzy € 11,, die Losung der Aufgabe

t

(Po) Minimiere  fo(v) := 5nax+1\x(tj) —z(t;)| auf Il,,
7=0,...,n

so ist kg = x* auch beste Approximierende an z in 11, auf dem Intervall [—1,1].
Beweis: Zunéchst zeigen wir:

o Es existiert p € R mit
.Ig(t]) —Z(t]) = (—1)Jp, j :O,,n+1

Dennf} Wir wenden Satz mit B = {tg,...,tp11} und M := II, an. Sei etwa
{po,-..,pn} eine Basis von M und daher M = span{py,...,p,}. Hiernach ist

po(t;)
0 € co(fsign ity — =) | : |t € B2}
pn(tj)
mit
B(zog — 2z) == {t; : |zo(t;) — 2(t;)| = i:(I]I’.l.E.L’iL{Jrl lxo(t;) — z(t:) |}

Der Satz von Carathéodory (Satz [2.2.13) und die Tatsache, dass II, ein (n + 1)-

dimensionaler Haarscher Teilraum ist, liefern B = B(xy — z) und die Darstellung

n+1

O:Z\)\JSlgn(xO(tJ)_Z(t]))pl(tj>7 1=0,...,n,
J=0 _

J/

:q;

mit

2Eigentlich beweisen wir jetzt unnétigerweise den Alternantensatz noch einmal fiir diskrete Appro-
ximationsaufgaben.
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Nach Satz besitzt das Gleichungssystem

n+1 n+1

Zq]pl<t]):0, ZZO,,TL, Z‘q]|:1
7=0 7=0

eine bis auf einen gemeinsamen Faktor € € {—1,1} eindeutige Losung (qo, .. ., gny1)?,
deren Komponenten im Vorzeichen alternieren. Daher ist

sign (7o(t;) — 2(t;)) = e(=1)7, j=0,...,n+1,
und folglich

zo(t;) — 2(t;) = (=1)’p mit p:=e€ max |zo(t;) — 2(t;)|.

i=0,...,n+1

Bisher ging weder z € II,,4; ein, noch dass die ¢; Extremstellen von 7}, sind. Wegen

xo — 2 € Il 41, Jfo(tj) — Z(tj) = (—1)jp, 7=0,...,n+1,

sowie

Tn+1 € Hn+1; Tn+1(tj) = (_1)](_1)n+17 ] :O7~--7n+17
ist 1o — 2 = (—=1)""'pT,,;1 und damit |p| = ||zo — 2||ec. Die vhinreichende Richtung
aus dem Alternantensatz liefert, dass o = z* beste Approximierende an z in IT,,
(beziiglich des Intervalls [—1, 1] ist). O

Bemerkung: Den allgemeinen Fall [a, §] # [—1,1] filhrt man wiederum durch eine
Transformation auf den speziellen zuriick und erhélt, dass man

n+l—y
—

1 1
tj = §(a+b)+§(b—a)cos |

, 3=0,...,n4+1,

als Start-Referenz wahlen sollte. O

4.3 Die Numerische Behandlung linearer T-Approxi-
mationsaufgaben

In diesem Abschnitt sei eine Approximationsaufgabe gegeben, bei der (X, | - ||) =
(Cle, 8], ]| - ]loo) der zugrunde liegende lineare normierte Raum ist, mit Elementen
eines (n + 1)-dimensionalen Haarschen Teilraums M = span{z,...,z,} von Cla, f]
approximiert wird und z € Cla, 5] die zu approximierende Funktion ist.

Ein (n+2)-Tupel T = (tg, ..., tyy 1) € R2 mitﬂ a<ty<t;<- - <tpy1 <[ nennen
wir eine Referenz (der Lénge n + 2). Die Menge aller Referenzen bezeichnen wir mit
7. Entscheidend fiir die numerische Behandlung ist die folgende Aussage, in der wir
lediglich frithere Ergebnisse zusammenfassen.

3Gelegentlich werden wir das (n + 2)-Tupel T auch als Menge auffassen und z. B. ¢t € T schreiben.
Das sollte zu keinen Verwirrungen fithren.
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Lemma 4.3.1 (a) Sei T = (ty,...,tn+1) € T eine Referenz. Dann besitzt die dis-
krete Approximationsaufgabe

(Pr) Minimiere fr(z) = ||z — 2|10 = max |z(t) — 2(t)| auf M
€
genau eine Losung x7. € M und diese ist charakterisiert durch

1. ‘x;’@]) - Z(t]) = H.’E; - ZHT,OCM .7 =0,... ;v 17
2. sign (x7(t;) — 2(t;)) = —sign (#7(¢j41) — 2(tj41)), J =0,...,n.

Es ist
|2 — 2||[1700 < d(z,M) (de La Vallée Poussin)
< [lor = 2o
Ist daher ||zh — z||7.00 = ||2} — 2|00, SO ist x}. die beste Approximierende an z in
M.

(b) Ist x* € M die beste Approximierende an z in M, so gibt es eine Referenz
T = (to,. . tpsr1) €T mit
L |ap(t) = 2(t)] = 27 = 2l 5 = 0,...,n+ 1,
2. sign (w5 (t;) — 2(t;)) = —sign (5 (t;11) — 2(t21)), = O,....m,
also mit o* = % und ||2* — 2||c = |25 — 2||7.00-
Nun liegt es nahe, wie man im Prinzip vorgeht. Einzelne Bausteine im folgenden Al-

gorithmus werden wir spater noch naher beschreiben miissen. Wir geben jetzt das
allgemeine Remez-Verfahren an.

e Waihle eine Start-Referenz T € T.
o Firk=0,1,...
— Setze T' := T}, und berechne die Losung z7, von

(Pr) Minimiere fr(x) := max |z(t) — 2(t)] auf M.

Setze pr = fr(zk).
— Berechne ||27 — 2||co = maxicpa, g |27 () — 2(1)].
— Falls pr = ||z} — 2|0, dann:
* 27 ist die beste Approximierende an z in M, STOP.

— Andernfalls:

* Bestimme eine neue Referenz T}, = (tékﬂ), . ,t,(llfll)) € 7 mit
L. |xp(t) — 2(t)| > pr fir t € Tiq,

2. Es existiert s € Tjy1 mit |245(s) — 2(s)| = |25 — 2||cos
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3. sign (25 () — 2% = ¢(=1)7, j = 0,...,n + 1 mit ¢ €
T

J J

{-1,1}.
Spéater werden wir auf die folgenden Fragen naher eingehen miissen.

(i) Wie berechnet man bei vorgegebenem 7" € T die Losung % von (Pr)?

(ii) Wie berechnet man ein Maximum einer gegebenem Funktion (hier: |24 — z|) auf
einem Intervall?

(iii) Welche Auswahlregel T, — Ty, geniigt den Bedingungen 1.-3.7

Zunéchst gehen wir nur auf (i) ein und geben im folgenden Lemma u.a. an, wie die
Koeffizienten ar = (a;r) der Losung =i = Y " a;rz; von (Pr) berechnet werden
konnen. Danach werden wir schon einen Konvergenzsatz fiir das oben angegebene all-
gemeine Remez-Verfahren (ohne Spezifikation der Auswahlregel) beweisen. Schliefslich
werden wir noch ausfiihrlich auf die Frage (iii) eingehen.

Lemma 4.3.2 Sei T' = {to,...,tps1} € T und % =" a;rx; € M die Lésung von
(Pr) Minimiere ||z — z||700 = max |z(t) — 2(t)] auf M

€
sowie pr := ||k — z||7.00. Dann gilt:

(a) Das Gleichungssystem

I
I
—~
~

<

~—

.

I

=
S
_l_
[S—y

(*) Zam(tj) +(—1)p

besitzt eine eindeutige Losung (a, p) und es ist a = ar und |p| = pr.

(b) Sei o := sign (25 (tns1) — 2(tns1)) und Ap == Moz, .., Auy1.7)? die eindeutige
Losung von

n+1 n+1
(**) Z /\j(—1>n+1_jl‘i(tj) = 0, 1= O, e, n, Z )‘j =1
j=0 j=0

Dann ist \jr >0,7=0,...,n+1, und

n+1

pr = Or Z N (=1)" 7 2(t)).
=0

Beweis: Der erste Teil des Satzes folgt aus Lemma Denn hiernach besitzt (Pr)
eine (eindeutige) Losung x4 = > a; 7x;. Mit pr = ||z} — 2|1, geniligt diese Losung
den Bedingungen
|27 (t;) — 2(t)| = pr, j=0,....n+1,
und
sign (z7(t;) — 2(t;)) = —sign (23.(tj41) — 2(tj+1)), Jj=0,...,n.
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Dann ist aber
vp(ty) —2(t;) = sign(27(t;) — 2(4))pr
(—1)sign (ah(to) — z(to))pr, 7 =0,...,n+1.
Mit
p = —sign (z}(to) — 2(to))pr
ist also

() + (=1 p = Zawxi +(=1Yp=2(t;), j=0,....,n+1.
i=0

Damit ist gezeigt, dass () eine Losung besitzt. Da dies fiir beliebige rechte Seiten
gilt ist das lineare Gleichungssystem (%) mit n + 2 Gleichungen und ebenso vielen
Unbekannten auch eindeutig 1osbar.

Das Gleichungssystem

n+1 n+1

Yoailty) =0, i=0,..n Y lgl=1
=0 7=

besitzt nach Satz m genau eine Losung (qo, ..., guy1)? mit g1 > 0. Ferner alter-
nieren die ¢; im Vorzeichen. Daher ist auch (xx) eindeutig 16sbar und fiir die Losung
(Nors oy M)t gilt ¢ = Ajr(—=1)" " mit A\ >0, =0,...,n+ 1. Ferner ist

n+1
pPr = ZAj,TpT
§=0

n+1

= Z Az (t) — 2(t5)]

= Z Ajrsign (7 (t;) — 2(8)) (27 (8;) — =(t5))
j= . |

— op Z (=) (2 (ty) — 2(t5)

= or > Nr(=1)"7z(t),
=0

da

n+1 n+1 n
S Nr(=D)"an(ty) = =D g ( ai,Tﬂfi(tj)>
=0 i=0

n n+1
= —) air (Z qﬂ?i(tj))
i=0 =0

—_——
=0
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Damit ist das Lemma bewiesen. O
Beispiel: Sei [a, 3] := [0,1], M :=Tl, 2(t) := t3. Sei ferner

T :=(0,0.3,0.8,1} =: {to, 11,12, t3).
Zu bestimmen sei die Losung 7. € M der diskreten Optimierungsaufgabe
(Pr) Minimiere fr(z) == ||z — 2|10 = max |z(t) — z(t)| auf M.

Durch Lésen des linearen Gleichungssystem () in Lemma[4.3.2] (wir haben die Monome
1, t und ¢? als Basis von Il gewéhlt, was i. Allg. nicht empfehlenswert ist) erhalten wir
24 (t) = 0.03 — 0.56t + 1.50t%, pr = ||oh — 2|70 = 0.03.

In Abbildung 4.5/ geben wir den Defekt 2% — z auf dem Intervall [0, 1] an. Man erkennt,

0.04 T T T T

0.038 ¢ 4

0.02 4

0.01 .

-0.01 -

-0.02 | 4

-0.03 3

-0.04 : : : :

Abbildung 4.5: Defekt x4 — 2z mit T'= (0,0.3,0.8,1)

dass ||z} — 2|| nur unwesentlich grofer als ||z} — 2|7« ist und damit schon eine gute
Approximation fiir die beste Approximierende an z in Il sein diirfte. Wegen Satz [4.2.3]
und der anschlielfenden Bemerkung wissen wir, wie wir diese berechnen kénnen. Und
zwar haben wir das diskrete Problem beziiglich der Referenz T' = (0,0.25,0.75,1) zu
l6sen. Diesmal erhalten wir

w(t) = 0.03125 — 0.5625t + 1.50¢2, pr = |25 — 2||ee = 0.03125.
In Abbildung [4.6] geben wir wieder den Defekt x% — z an. O

Fiir den Konvergenzsatz benotigen wir das folgende Lemma.
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004 T T T T T T T T T

-0.01 —

-0.02 | .

-0.03

-0.04 1 1 1 1 1 1 1 1 1

Abbildung 4.6: Defekt x4 — z mit 7" = (0,0.25,0.75, 1)

Lemma 4.3.3 Fir T € T seien ar, pr und Ap eie in Lemma definiert. Dann
sind die Abbildungen a: T — R p: T — R und \: T — R""2 mit a(T) := ar
usw. stetig. Ist ferner d > 0, so ist

Kdiz{TETipTZd}
kompakt.

Beweis: Die Stetigkeit von a, p und A diirfte klar sein, da z. B. (ar, pr) im wesent-
lichen Losung eines linearen Gleichungssystems ist, dessen Koeffizientenmatrix und
rechte Seite stetig von T' abh'angenﬁ, siehe die Teile (a) und (b) von Lemma m Da
K, eine Teilmenge der beschrinkten Menge 7 C R™*?2 ist, bleibt zu zeigen, dass K, ab-
geschlossen ist. Sei hierzu {T}} C K, eine Folge mit T}, — T € R"™2. Dann ist natiirlich
T ec(T). Ist T € T, so folgt aus pr, > d und der Stetigkeit von p, dass pr > d und
damit 7' € K. Daher bringen wir jetzt die Annahme 7" € ¢l (7)) \ 7 zum Widerspruch.
Offenbar besteht 1" wegen 17" € ¢l (7)) \ T aus hochstens n + 1 paarweise verschiedenen
Komponenten. Da M ein (n + 1)-dimensionaler linearer Teilraum von Cle, 3] ist und
T hochstens n + 1 paarweise verschiedene Komponenten besitzt, existiert ein x € M
mit x(t) = z(t) fir t € T. Nun ist

d < pr, = |27, = 21100 < M2 = 2]l700

4pp ist eigentlich der Absolutbetrag der letzten Komponente des entsprechenden Gleichungssystems.
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und
Jim [|2 — 2[l7 00 = lim max|o(t) — 2(t)| = max|s(t) - 2(t)] =0,
womit wir den gewiinschten Widerspruch erreicht haben. O

Nun folgt der Konvergenzsatz.

Satz 4.3.4 Sei M C Cla, ] ein (n + 1)-dimensionaler Haarscher Teilraum und z €
Cla, 8]\ M. Dann bricht das oben angegebene allgemeine Remez-Verfahren zur Losung
der T-Approximationsaufgabe entweder nach endlich vielen schritten mit der Lésung
x* ab oder es liefert Folgen {Ty} C T, {wx} C M und {py} C Ry, wobei 1} := z7, ,
Pk = pr,, mit folgenden Eigenschaften:

(a) Es existiert g € (0,1) mit
d(’z?M)_pk’-i-lSq[d(’Z?M)_pk]? k:()alw"a

d. h. die Folge {py} konvergiert wenigstens linear gegen den Minimalabstand
d(z, M).
(b) Die Folge {x} C M konvergiert gleichméfig gegen die beste Approximierende

x* an z in M.

Beweis: Das Verfahren breche nicht vorzeitig ab, liefere also Folgen {7} } von Referen-
zen, {x;} von diskreten besten Approximierenden und {p;} von diskreten Minimalab-
stédnden.

Da das Verfahren nicht vorzeitig abbricht, ist
e = 1Tk — 2||1p00 < [Tk — 2||c0s kE=0,1,....
Wegen Teil (a) von Lemma ist daher
e = |2k — 2||100 < d(2, M) < |21 — ZHOO, E=0,1,....

Unter Beachtung des Teiles (b) von Lemma“ Se]I AR = = Ap, und oy, := o7,. Wegen
Lemma m (b) mit 7" = T4 ist

n+1

Prt1 = O'k+1Z)\g‘kﬂ)(—l)nﬂz(ékﬂ))
=0
n+1
— Z /\(k—l—l 1yr+i= j[xk(tgkﬂ)) B Z(t§-k+1))]
n+1

— Oea Z I\ k+1 k+1)) z(t§k+1))|

n+1

k+1 k+1 k+1
= ZA§*>|xk<t§-“>—z<t§-“>|,

J=0

SHier schreiben wir den Iterationsindex nach oben, da wir auch auf die Komponenten zugreifen
werden.
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denn wegen Austauschregel 3. ist

sign (w,(t{) — 2(tY)) = e(—1)mH1

mit € € {—1,1}. Wegen Z?:& )\gkﬂ) =1ist
n+1

prer = i+ 3 A o) — 2 ()] = pe).

J/

— -~
’ >0 wegen Austauschregel 1.

Nach Austauschregel 2. fiir die Referenz Ty, existiert jp € {0,...,n + 1} mit
k+1 k+1
(™) = 28 = llok = 2l
Daher ist

prrr > e+ AT |y — 2l — o
> pp + AV, M) —
N’

>0
> Pk-

Als monoton wachsende, nach oben durch d(z, M) beschrinkte Folge ist {px} konver-
gent und folglich limg_,(prr1 — pr) = 0. Angenommen es existiert eine Konstante
¢ > 0 mit )\;k) >cfiralle j€{0,...,n+1} und k =1,2,.... Dann wére

Pr41 > pr +cld(z, M) — pg]

und folglich
d(Z, M) = Pr+1 < (1 - C)[d(zv M) - Pk]
t?/
und der erste Teil des Konvergenzsatzes wire bewiesen. Nun ist 0 < pg < p; < --- und
daher (Lemma [4.3.3)) ist
Ky ={T €T :pr = pi}
kompakt. Fiir alle k > 1 ist T, € K,,. Da A\: T — R""? stetig, jede Komponente
von A(T'), T € T positiv und K,, kompakt ist, existiert ein ¢ > 0 mit )\gk) > c fiir
j€{0,...;,n+1} und k = 1,2,.... Damit ist die lineare Konvergenz von {p;} gegen
d(z, M) bewiesen.
Die Abbildung a: T — R"! ist stetig auf der kompakten Menge K, , folglich ist
{a(Ty)} und damit auch die Folge {zx} = {>_I, agk)xi} beschrankt. Daher ist aus
{z} C M eine konvergente Teilfolge auswéhlbar. Wir tiberlegen uns, dass jede konver-
gente Teilfolge {xy,} C {zx} notwendig die eindeutige beste Approximierende z* € M
an z in M als Limes besitzt. Denn angenommen, & € M (als endlichdimensionaler
linearer Teilraum ist M abgeschlossen) sei Limes der Folge {xy, }.Wegen p — d(z, M)
gilt insbesondere py, — d(z, M). Nun gilt aber

(%) lim (||lzx — z[lec — o) =0,
k—o0
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woraus dann [|Z — z||o — d(z, M) = 0, wegen der Eindeutigkeit der besten Approximie-
renden also xj, — z* folgt. Zum Nachweis von (%) beachten wir, dass mit der obigen
Konstanten ¢ > 0 gilt:

k
c(lox = 2lloo = p1) < AGT (o = 2lloo — 1)
< Pkl — P
— 0.

Damit ist gezeigt, dass jede konvergente Teilfolge von {x;} denselben Limes, ndmlich
x* besitzt. Hieraus folgt aber sehr einfach die Konvergenz der gesamten Folge {xj}
gegen x*, womit dann auch Teil (b) des Konvergenzsatzes bewiesen ist. O

Mit dem letzten Satz wurde unter verhéltnisméfig allgemeinen Austauschregeln fiir die
Referenzen ein globaler Konvergenzsatz fiir das Remez-Verfahren zur Losung linearer
T-Approximationsaufgaben beziiglich Haarscher Teilrdume bewiesen.

Jetzt wollen wir auf Austauschregeln eingehen, die die Bedinungen 1.-3. des allgemei-
nen Remez-Verfahrens erfiillen. Zunédchst geben wir die Regeln noch einmal an. Sei

T = (t(()k), . ,tfﬂl) € T. Ferner sei x, := 27, die Losung von
(Py) Minimiere ||z — 2|7, 00 = max |z(t) — 2(t)] auf M
€1y
und py, := || — 2|/, 00- Zu bestimmen ist eine neue Referenz )4 = (t(kﬂ), . ,tgfll))
mit

Lo () = (1) > pr, G =0, 0+ 1.

2. Es existiert j; € {0,...,n + 1} mit |z (¢07") — 2(¢5)] = [l — 2|

3. sign (:vk(t;kﬂ)) - z(t§k+1))| = —sign ($k(t§k:;1)) — z(tﬁtl))), j=0,...,n.D.h. der
Defekt x; — z alterniert nicht nur in den Punkten der alten Referenz T}, sondern

auch in denen der neuen Referenz T} .

Zunichst betrachten wir den 1. Remez-Algorithmus mit Ein- Punkt- Austausch. Hierbei
wird ein beliebiger Punkt s* € [a, 5] mit |z (s*) — 2(s*)| = ||z — 2|l zu Tk hinzuge-
nommen und dafiir ein gewisser anderer Punkt aus 7} herausgeworfen. Welcher Punkt
dies ist, hédngt von der Lage von s* ab. muss natiirlich gewéahrleistet sein, dass der
Defekt x;, — 2z auch in den Punkten der neuen Referenz im Vorzeichen alterniert. Wir
definieren o* := sign (zx(s*) — z(s*)) und unterscheiden drei Fille, ndmlich ob s* links

(k)

von t,’, zwischen té ) und tgfl ) oder rechts von tfﬂl

liegt.
1. Sei s* € [a, t).

Wir setzen

* k k * . k k
. ._{ (s, 87 ), ot = sign (a(t)) — 2(8)7),
kt+l -— v Lk k . . k k
(s, 1, 1), o* #sign (an(t) — (1)
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2. Sei s* € (17,1,
Wir setzen

k k) x4k k « .

Tk+1 — { (t(() )? s 7t§'—)178 7t§‘+)1,- .. ,tf—H)_l)a g = Slgn (.ka(t
k k) o« 4(k k % . k

@t s ), o # sign (e (8) — (1)

(A I

—_~ .~
S
=

N—
N
—
~
oL~ L~
ES
=
N—
N—

<

3. Sei s* € (tgle,ﬁ].

Wir setzen
k) L(k k) . . . k k
7 __{<¢>¢gx”.¢;xs% o = sign (wa(tily) = ()
k+1 k) (k k) . ) k k
(9,0, 0 s, o #sign (a(t)) — 2(890).

Bemerkungen: 1. Man sollte moglichst davon Gebrauch machen, dass sich bei dem
Gleichungssystem

> axi(ty) + (~1p==2(t;), j=0,....n+1,
1=0

von Schritt zu Schritt nur eine Zeile andert.

2. Approximiert man beziiglich M = TII,, auf dem Intervall [a, 3], so sollte man die
Ausgangs-Referenz T = (téo), . ,tffjl) mit

n+1-y
—7

n+1

49 = (0 B) + 5(5 — a) cos

wahlen , also die Extremstellen des (n + 1)-te T-Polynoms. Die Begriindung hierfiir
liefert Satz [4.2.3] denn dieser impliziert, dass das Remez-Verfahren fiir z € II,,.; mit
dieser Ausgangs-Referenz in einem Schritt fertig ist.

3. Es ist zweckmaéfig, als Basis von II,, die T-Polynome T;, ¢ = 0,...,n, zu nehmen.
Die Auswertung von

palt) = 5+ > i)

bei gegebenen ay, . . ., a, und t sollte nach dem folgenden “Horner-dhnlichen” Verfahren
erfolgen.

e Setze b, : =0, b, := a,.
e Firt=n—-1,n—-2,...,0:
— Berechne b; := 2tb; 1 — b2 + a;.

o Esist p,(t) = (bop — b2)/2.
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Zur Begriindung beachte man, dass
a n—1
pa(t) = 50 + Z(bz — 2tbiy1 + bi2) Ti(t) + 0, T,(2)
i=0

- 3 zi; biT3(t) = 24T, 1 (8) + Tia(1)) + 0T (1) — boTo(1)

J/

-

=0

1

== 5(()0 - 2tb1 + b2) + blt - b2
1

- §(b0 - b2)a

wobei wir die Rekursionsformel in Lemma [4.2.7] benutzt haben. O
Beispiel: Sei [a, f] = [0,7/2], M :=1I3 und 2(t) := sin(¢). Wir nehmen als Ausgangs-
referenz

Ty = (£, ¢ 10 9+ .= (0,0.2300, 0.7854, 1.3408, 1.5708)

die Extremstellen des T-Polynoms 7). Der Defekt zo—z ist in Abbildung[4.7]dargestellt.
Es ist pp = 0.0013586698. In Abbildung [4.7 erkennt man, dass man schon eine ziemlich

-3
10
1.5 X T T T T T T T
1F 4
05 4
N
0 X K X
205 | 4
- 4
15 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Abbildung 4.7: Erster Schritt des Remez-Verfahrens. Der Defekt xq — 2.

gute Naherung erhalten hat, da py nur unwesentlich kleiner als ||xg — z||o ist. Nun
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miissen wir ein s* € [a, f] mit |zo(s*) — 2(s*)| = ||xo — 2|/ bestimmen. Wir suchen
in der Néhe der inneren Referentpunkte von Ty und sehen uns den Defekt zq — z dort
wie mit einer Lupe an. Dies geschieht in Abbildung [4.8] Man stellt fest, dass man

1362 (10 1388 (10
N 1.365 — —~
rass [\
\ 1364
1,368 \
\ 1363
N\
1,368 \\ a2
1364 / / N\
/ o 161 / \
/ \
13682 / 136 /
/ 1072
1350
1t/ - /
- 1358
1358 1a78 1287
(53 02 024 025 3 0255 0z 79 oms 08 ows wes om (Fn

Abbildung 4.8: Der Defekt in der Nihe innerer Referenzpunkte von Tj

s* = 0.8160 wahlen kann, so dass man als neue Referenz
Ty = (", 6V 40 9 1My = (0,0.2300, 0.8160, 1.3408, 1.5708)

erhélt. Den Defekt x; — z geben wir in Abbildung[£.9)an. Es ist p; = 0.0013628656 und

-3
10
15§ T T T T T T T
1_ -
| /\ /\ _
0 X X X
205 | _
A _
15 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6

Abbildung 4.9: Der Defekt z; — 2

To(t) = —0.0014 + 1.0253¢ — 0.0707¢* — 0.1125¢
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eine Néherung an die beste Approximierende an z in I3 auf dem Intervall [0, 7/2]. O

Beim Stmultan-Austausch bzw. dem 2. Remez-Verfahren wihlt man die neue Referenz
Tpy1 = (t[()kﬂ), . ,tfjﬁ”) so, dass bei tg-kﬂ) ein lokales Extremum von z, — z bzw. ein
lokales Maximum von |z — z| liegt. Man muss sich nur iiberlegen, dass dies so moglich
ist, dass die Forderungen 1.-3. an die neue Referenz T}, erfiillt sind. Hierauf wollen
wir aber nicht naher eingehen.

4.4 Diskrete lineare T-Approximation

In diesem Abschnitt wollen wir kurz gesondert auf die diskrete T-Approximation einge-
hen. Zwar sind fast alle Ergebnisse schon in Abschnitt [4.1] enthalten, aber es lohnt sich
hoffentlich trotzdem, diesen Fall noch einmal gesondert zu betrachten. Als Literatur
sei G. A. WATSON (1980, S. 25ff.) empfohlen.

Sei B = {ty,...,tx} C RY. Eine Approximationsaufgabe in C(B) ist eigentlich eine
Aufgabe im R*, da z € C(B) durch den Vektor z = (2(t1),...,2(t))? gegeben ist.

Ist M = span{zy,...,x,} C C(B) ein n-dimensionaler linearer Teilraum, so kénnen
T1,...,%, als Vektoren des R* aufgefasst werden und daher ist notwendig n < k.
Das diskrete T-Approximationsproblem besteht darin, bei gegebenen z € RF, X =
(z1 -+ m, )€ R mit Rang (X) = n (und damit n < k) die Aufgabe
(P) Minimiere f(a):= || Xa — z||oo, a € R",
zulosen. Ist z.B. N =1, M =11,,_; = span {1,¢,..., "'} so ist

Lt 3 ... !

X=1: :
Loty t2 ... !

Die Ezistenz mindestens einer Losung von (P) ist gesichert. Um etwas iiber die Cha-
rakterisierung einer Losung a* von (P) auszusagen, definieren wir fiir gegebenes a € R”
die Indexmenge

I{a):={ie{l,....k}:|(Xa)i — z] = [Xa = 2]}
Das Kolmogoroff-Kriterium (siehe Satz [4.1.1)) besagt:
e Ein a* € R" ist genau dann eine Lésung von (P), wenn

Ir}(ax) sign ((Xa*); — 2z;) (Xa); >0 fiir alle a € R™.
i€l (a*

Auch die Charakterisierungsaussage in Satz kann tibertragen werden:
e Ein a* € R" ist genau dann eine Lésung von (P), wenn
Ti1
(%) 0 € co ({sign ((Xa*); — 2) i€ I(a")}),
Tin

wobei x; = (21, ...,2n;)" die j-te Spalte von X ist, j=1,...,n.
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Diese Aussage kann geringfiigig umformuliert werden. Denn wegen des Satzes von Ca-
rathéodory (Satz [2.2.13) gilt (*) genau dann, wenn eine Indexmenge I* C I(a*) mit
|I*| < n+1sowie A\; > 0, i € I*, mit

O:Z)\isign((Xa*)i—zi)xij, j=1,...,n, 1:2/\1-.

iel* iel*

Definiert man A = (\;) € R¥, indem man )\; = 0 fiir i ¢ I* setzt, definiert man ferner
p = (p;) € R* durch

M 2= AzSIgn((Xa*)l_Zl)7 L= 17"'7k7
so erhélt man (sieche G. A. WATSON (1980, S.27)):

e Ein ¢* € R" ist genau dann eine Losung von (P), wenn eine Indexmenge I* C
I(a*) mit [I*| < n+ 1 und ein Vektor g € R¥\ {0} mit p; = 0,7 & I*, XTpu=0
und p; sign ((Xa*); — z;) > 0, 7 € I*, existiert.

Die Ubertragung des Begriffes “n-dimensionaler Haarscher Teilraum von C(B)” ist fast
offensichtlich:

e Die Matrix X € R*¥*" geniigt der Haarschen Bedingung, falls jede n x n-Unter-
matrix von X nichtsingular ist.

Offenbar geniigt X € R¥*" der Haarschen Bedingung genau dann, wenn jedes nichttri-
viale Element von M := {Xa : a € R"} hochstens n — 1 verschwindende Komponenten
besitzt bzw. M ein n-dimensionaler Haarscher Teilraum des R ist. Es gilt dann (siehe
Satz [£.1.4 bzw. G. A. WATSON (1980, S. 32)):

e Geniigt X der Haarschen Bedingung, so ist eine Losung a* von (P) eindeutig.

Denn: Wir kénnen £ > n + 1 annehmen, da X fiir £ = n nichtsinguldr und damit
a* = X'z die eindeutige Losung von (P) ist. Sei a* € R" eine Losung von (P). Wie
wir gerade eben gesehen haben, existiert eine Indexmenge I* C I(a*) mit |[I*| <n+1
und ein Vektor x4 € R*\ {0} mit

w; =0, gl &I, XTu =0, wisign (Xa*); —z;) >0, el

Da X der Haarschen Bedingung geniigt, ist |I*| = n + 1. Denn andernfalls koénnte
I* (notfalls) zu einer n-elementigen Indexmenge aus {1,...,k} erginzt werden. Die
aus diesen Zeilen von X gebildete n x n-Matrix ware wegen der Haarschen Bedingung
nichtsingulér und insbesondere die zu I* gehérenden Zeilen von X linear unabhéngig,
ein Widerspruch dazu, dass der Nullvektor eine nichttriviale Linearkombination gerade
dieser Zeilen ist. Nun sei a** € R" ebenfalls eine Losung von (P). Fiir ¢ € I* ist

pi ((Xa*); —2z) = pisign ((Xa®); — 2z) [(Xa"); — 2]
pisign (Xa*); — z) || Xa" — 2lle, i€ I".

J/

-~

>0
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Daher ist
IXa" =zl D il = D pi(Xa™); — z)
S el*
= Z,uizi
iel*
= D ml(Xa™); - z)
iel*
< DIl l(Xa™) = =
iel*
< 1Xa™ =zl > Il
iel*
= [IXa" = zlloe > |l
el

Also gilt in dieser Gleichheits-Ungleichungskette durchgehend das Gleichheitszeichen
und folglich (Xa*) —z; = (Xa™); —z;, i € I*, bzw. (X (a* —a**)); = 0,7 € I*. Da X der
Haarschen Bedingung geniigt, folgt a* = @™ und das ist der Beweis fiir die behauptete
Eindeutigkeitsaussage.

Weiter gilt:

e Geniigt X der Haarschen Bedingung, so ist die Losung a* von (P) stark eindeutig,
d. h. es gibt eine Konstante v > 0 mit

| Xa — z]loo > || Xa" — z]|oo + 7 ||a — a®|| fiir alle a € R™.

Denn: Wegen Satz gibt es eine Konstante ¢ > 0 mit n
| Xa — z||oo > || Xa" — 2||oc + || Xa — Xa*||» fiir alle a € R™.
Da Rang (X) = n ist 6 := miny|=1 || Xb||c > 0 und folglich
| Xa — Xa™||w > ||Ja — || fur alle a € R™.

Mit v := ¢é folgt die Behauptung.

Bemerkung: Aus der Eindeutigkeit einer Losung von (P) folgt ihre starke Eindeu-
tigkeit, die Haarsche Bedingung muss hierbei nicht erfiillt sein (sieche G. A. WATSON
(1980, S.34)). Denn sei a* € R" eine (eindeutige) Lésung von (P). Offenbaifl| konnen
wir 0. B.d. A. annehmen, dass || Xa* — z|| > 0. Man definiere

v:= min max sign ((Xa"); — z) (Xc);.
lello=1 i€ (a*)

6Aus der Eindeutigkeit einer Losung von (P) folgt die lineare Unabhiingigkeit der Spalten von X
bzw. Rang (X) = n. Wie oben ist § := miny_—1 || XDl > 0 und folglich

| Xa = zljoo = | X(a — a")||oo = || Xa" — 2|loc +6]la —a™||oo fiir alle a € R™
—_————
=0

und das ist die starke Eindeutigkeit von a*.
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Wir wollen uns iiberlegen, dass v > 0. Angenommen, es ware v < 0. Dann existiert ein
c¢* € R"\ {0} mit

sign (Xa*); — z;) (Xc¢™); <0, i€ I(a").
Wir wollen uns iiberlegen, dass || X (a* +tc*) — z||oo < || Xa* — 2| fiir alle hinreichend

kleinen ¢ > 0 ist, was dann ein Widerspruch dazu ist, dass a* eindeutige Losung von
(P) ist. Zu zeigen ist, dass fiir allei =1, ..., k gilt:

(X (a® +tc"))i — zi| < || Xa" — z]|o fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0.

Dies ist fiir ¢ € {1,...,k} \ I(a*) trivialerweise richtig. Sei daher i € I(a*). Fiir alle
hinreichend kleinen ¢ > 0 ist dann

(X (a* +tc); —zi| = [(Xa*); — 2z + (X

[sign ((Xa"); — z) | Xa* — 2]l + (X )]

= ||| Xa" — z||oo + tsign ((Xa"); — 2z;) (X )
—_———

>0

= || Xa" — 2| + tsign ((Xa"); — z) (Xc7)

<0

7
J/

< || Xa* — 2o

Durch einen Widerspruchsbeweis haben wir damit 7 > 0 nachgewiesen. Nun kénnen
wir die starke Eindeutigkeit der eindeutigen Losung a* nachweisen. Sei a € R™ beliebig.
Wir zeigen, dass

[Xa = zllo = [[Xa" = 2[loc +7[la — 07|

O.b.d. A. ist a # a*. Man definiere

a—a*
cCi=—.
la —a*||

Nach Definition von ~ ist

v < max sign ((Xa"); — 2) (Xc)i,

i€l(a*)
so dass ein ¢ € I(a*) mit v < sign ((Xa*); — z) (X¢); existiert. Dann ist aber

[Xa—zllee = sign((Xa®); — z) (Xa)i — z)
= sign ((Xa"); — 2z;) (Xa"); — 2) +sign ((Xa®); — 2z) (X(a —a"));
= [(Xa")i — zi| +sign (Xa")i — z) (Xe)i [la — a”[|

[ Xa" — 2]l + sign (Xa®)i — ) (X¢)i [la — 07|

[Xa"™ = z[loc +7]la — 0"l

v

und das ist die starke Eindeutigkeit von a*. O

Einige wenige Bemerkungen wollen wir noch zur numerischen Behandlung des diskre-
ten linearen T-Approximationsproblems (P) machen. Weitergehende Aussagen werden
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bei G. A. WATSON (1980, S.34ff.). Wir wollen nur einige wenige Bemerkungen zum
Zusammenhang von (P) mit linearen Optimierungsaufgaben machen.

Die diskrete T-Approximaionsaufgabe (P) ist dquivalent zu
Minimiere ¢ auf M :={(a,0) e R" xR : || Xa — 2|« < 0}.

Diese Aufgabe wiederum kann als eine lineare Optimierungsaufgabe geschrieben wer-
den:

T
Minimiere ( (1) ) ( Z ) unter der Nebenbedingung

X —e a z
<
(=) (5)=(2)
wobei e := (1,...,1)T € R
Wenn man die Moglichkeit dazu hat und ein konkretes diskretes T-Approximations-

problem l6sen will, so kann man die Optimization Toolbox von MATLAB benutzen.
Dies wollen wir anhand zweier Beispiele demonstrieren.

Beispiele: 1. Zu l6sen sei ein diskretes lineares T-Approximationsproblem mit (siehe

G. A. WATSON (1980, S.36))

NN =
O = W N
N
I
— = =

Das folgende MATLAB-Programm

X=[1 2;2 3;2 4;1 0] ;z=ones(4,1) ;e=ones(4,1);
A=[X -e;-X -e];b=[z;-z];c=[zeros(2,1);1];
x=linprog(c,A,b);a=x(1:2);delta=a(3);

liefert das verhéltnisméfig schlechte Ergebnis

_ [ 0.666666666502920
~\ 0.000000001707576

) , 0 = 0.333333331748690.

Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass linprog per default eine Innere-Punkt-Methode
(was immer das ist, darauf wollen wir nicht eingehen) benutzt, eine Methode, welche
fiir sehr hochdimensionale Probleme (was obige Aufgabe nicht ist) anderen Methoden
vorzuziehen ist. Zwingt man linprog, das Simplex- bzw. das duale Simplexverfahren
zu benutzen, so sind die Ergebnisse sehr viel besser. So ergibt

X=[1 2;2 3;2 4;1 0] ;z=ones(4,1) ;e=ones(4,1);

A=[X -e;-X -€e];b=[z;-z];c=[zeros(2,1);1];
options=optimoptions(@linprog,’Algorithm’,’dual-simplex’);
x=linprog(c,A,b,[1,[1,[],[],[],options); a=x(1:2);delta=x(3);
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das Ergebnis

0 — < 0.666666666666667

0 ) : 0 = 0.333333333333333.

Statt >dual-simplex’ hétte man auch >simplex’ eingeben kénnen, wobei MATLAB
dariiber informiert, dass diese Funktion kiinftig wegfallen kénnte.

2. Die Funktion f(t) := cos((m/2)t) soll im Intervall [0, 1] durch ein Polynom vierten
Grades im Tschebyscheffschen Sinne approximiert werden beziiglich der elf dquidistan-
ten Abszissen t; := (i —1)/10, i =1,...,11. Gesucht ist also eine Losung der Aufgabe

5
1 > ati™t —cos((r/2)t:)|, a€RP

J=1

Minimiere f(a) := _max

Mit X := (£7") € R"™ und 2z := (cos((n/2)t;)) € R™ ordnet sich dieses Problem
der obigen Aufgabenstellung unter. Wir berechnen die Losung und plotten den De-
fekt zwischen dem gewonnenen Polynom vierten Grades und der zu approximierenden
Funktion f. Hierbei benutzen wir wieder MATLAB sowie die Funktion linprog. Als
Ergebnis von

i=(1:11)7;t=(i-1)/10;z=cos ((pi*t)/2) ;e=ones(11,1) ;X=e;
for j=1:4

e=e.*t;

X=[X el;
end;
e=ones(11,1);
A=[X -e;-X -e];b=[z;-z];c=[zeros(5,1);1];
options=optimoptions(@linprog,’Algorithm’,’dual-simplex’);
x=linprog(c,A,b,[]1,[]1,[],[],[],options);
a=x(1:5) ;delta=x(6);a=a(5:-1:1);
s=linspace(0,1) ;defekt=polyval(a,s)-cos((pi*s)/2);
plot(s,defekt,’r’);hold on;
disdef=polyval(a,t)-z;plot(t,disdef, ’b*’,’MarkerSize’,12);
plot(t,0%t);
hold off

erhalten wir (Koeffizienten in aufsteigender Reihenfolge! Eine Umkehrung der Koeffi-
zienten im obigen Programm haben wir nur durchgefiithrt, um polyval anwenden zu
kénnen)

0.999896084731383
0.004960107066475
a= | —1.271044520660073 |, 0 = 1.039152686165926e — 04.
0.093307119901566
0.172985124229266

In Abbildung haben wir den Defekt gezeichnet. a
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Abbildung 4.10: Defekt bei diskreter T-Approximation

Die obige zu der diskreten T-Approximationsaufgabe dquivalente lineare Optimierungs-
aufgabe hat nicht die Simplex-Normalform. Durch Ubergang zur dualen linearen Op-
timierungsaufgabe kann dies weitgehend erreicht werden. Weiter wollen wir auf die
Anwendung von Methoden der linearen Optimierung auf die Aufgabe (P) nicht einge-
hen.



Kapitel 5

Rationale T-Approximation

5.1 Existenz, Eindeutigkeit und Charakterisierung ei-
ner besten Approximierenden

In diesem Kapitel soll die Approximation stetiger Funktionen durch rationale Funk-
tionen beziiglich der Maximumnorm untersucht werdeb. Rationale Funktionen bieten
sich an, da ihre Funktionswerte alleine durch die Grundrechenarten berechnet wer-
den kénnen und da man zu Recht hofft, dass eine Approximation mittels rationaler
Funktionen gegeniiber der mit Polynomen fiir gewisse Funktionenklassen wesentliche
Genauigkeitsverbesserungen mit sich bringt.

Zunéchst formulieren wir ein Ergebnis, das wir in Form einer Bemerkung im Anschluss
an Lemma [3.2.T] schon bewiesen haben.

Lemma 5.1.1 Sei B C RY kompakt, (C(B),| - ||) der Banachraum der auf B de-
finierten reellwertigen stetigen Funktionen versehen mit der Maximumnorm || - ||co,
definiert durch

]loo := max|a(t)].
Seien P,) C C(B) lineare Teilrdume und
Q+:={qeQ:q(t) >0 firallet € B} # Q.
Schlieklich sei
R:= {g:pEP, qu+} c C(B)

die zugehdrige Menge der verallgemeinerten rationalen Funktionen. Ist dann p*/q* € R
eine lokal beste Approximierende an ein z € C(B) in R, so ist p*/q* auch eine global
beste Approximierende an z in R.

Bemerkungen: 1. Fiir welche endlichdimensionalen linearen Teilrdume @) C C'(B) ist
die Menge @), definiert durch

Q+:={qe€Q:q(t)>0 firallet e B},

nichtleer? Es gilt:
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e Ist Q C Cla, ] ein n-dimensionaler Haarscher Teilraum, so ist Q4 # O.

Denn: Sei z := 1 die Funktion, die auf [a, 8] konstant gleich 1 ist und z* € @ die
(eindeutige) beste Approximierende an z in Q). Es ist * # 0, denn z* — z muss ja im
Vorzeichen alternieren. Fiir alle ¢ € [a, (] ist also

j27(t) = 2() | < [la" = 2[loe < 10 = 1floc = 1,
=1

also —1 < 2*(t) — 1 < 1 und damit 0 < z*(¢) fir alle ¢t € [, 8] , also z* € Q5.

2. Die Aussage von Lemma [5.1.1|ist nicht mehr verwunderlich, wenn man sich tiberlegt,

dass die Menge R der verallgemeinerten rationalen Funktionen in (C'(B), || - ||e) €ine
strikte Sonne bilden (siche Bemerkung 4. im Anschluss an Definition [3.3.4)), sofern sie
eine Existenzmenge ist. Dies ist der Inhalt des nédchsten Satzes. O

Satz 5.1.2 Sei (X,| -]) = (C(B),|| - |l«) mit kompakter Menge B C RY. Seien
P,Q C C(B) lineardl] Teilriume und

Qy:={qe@Q: q(t) >0 firallet € B+# Q.

Ferner sei

R::{g:pEP,quJr}.

Dann gilt: Ist r* € R eine beste Approximierende an z € C(B)\ R, so ist r* auch beste
Approximierende an zy := r* + \(z — r*) fiir jedes A > 0, d. h. R ist eine strikte Sonne
(sofern R eine Existenzmenge ist).

Beweis: Sei z € C(B) \ R und r* € Py(2).
o Ls giltﬂ das Kolmogoroff-Kriterium, d. h. mit f(r) := ||r — z||o ist
f'(r*;r—r*) >0 firaller € R.
Denn: Sei 7* = p*/¢* und r = p/q € R. Fiir s € [0, 1] definiere man

1_ *
re = —( S+ 5P €eR

(1—s)g* +sq
Dann ist ) sq )
A e P A
und daher
re—1"— si(r —r*) = salg” —q) = o(s).

q* ¢ ((1 = s)g* + sq)

'Hier wiirde sogar die Konvexitit geniigen!
2Man beachte, dass Satz nicht anwendbar ist, da R nicht konvex ist.
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Hierbei benutzen wir das Landau-Symbol o(-), d.h. wir schreiben g(s) = o(s), wenn
lims 04 g(s)/s = 0. Da r* € Pg(2) ist ||r* — 2z|lc < |75 — 2|l fiir alle s € [0,1] und
daher

I =zl < lrs ==

< rs—r*—si(r—r*) + r*—i—si(r—r*)—z.
qr q
Fiir s € (0,1] ist daher
1 q 1 q
— =|lr, — *_ g d (™| <« 2 * oy ek )
Sr r sq*(r ) _S[ —l—sq*(r ) —z |7 zH]
=0

Mit s — 0+ folgt
0 < f (T*; L~ 7‘*))
q*

- teér(l%?iz) sign (r*(t) — Z(t))q* 0

mit

B(r*—z):={te B:|r({t) —z@t)| = ||r" — 2|}
(siche Beispiel 3. im Anschluss an Satz [3.2.4). Wegen ¢(t)/q*(t) > 0 fir alle t € B ist
dann auch

0< F(%r—r) = max_sign (' () = (0)(r(t) = (1)),

Damit ist obige Zwischenbehauptung bewiesen.

Nach Satz B.2.8ist

"(r*;r —r*) = max I(r —r"),
POt =) = mas 10— )

ferner ist (siehe Beispiel im Anschluss an Satz [3.2.7))
Of(r*) ={le CB) [l =1, I(r" = 2) = ||r* = 2|},

Wegen der oben bewiesenen Hilfsaussage existiert zu jedem r € R ein | € 0f(r*) mit
0 < I(r — r*). Hieraus folgt aber unmittelbar die Behauptung (siehe Satz [3.3.8)): Sei
A >0, 2y =714+ ANz —1") und r € R beliebig. Hierzu existiert [ € Jf(r*) mit
0 <I(r —r*) und daher ist

I = 2alle = Allr" =zl
L(A(r" — 2))
lr—r"4+Ar*—2z2))
= I(r—=z))
127 = 2allo

HT - Z>\||007

IN

IN
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also ist r* € Pg(z,) fir alle A > 0 und genau das sollte bewiesen werden. O

Nun gehen wir auf die eigentliche rationale Approximation ein und betrachten die
Approximation in (Cfa, 5], || + ||oo) mittels Elementen aus

Rynla, ] == {g :p €l g€ ll,, q(t) >0 fiir alle t € [04,5]}.

Die Darstellung r = p/q von Elementen aus R, ,[a, §] kann als irreduzibel angenom-
men werden. Die irreduzible Darstellung der Null sei durch 0/1 festgelegt. Wie tiblich
bezeichnen wir mit dp den Grad eines Polynoms p, es sei 00 = —oc.

Zunéchst beweisen wir den folgenden Existenzsatz (siehe z. B. E. W. CHENEY (1966,
S.154), D. BRAESS (1986, S.109)).

Satz 5.1.3 R,,.[a, 8] ist eine Existenzmenge in (Cla, 8], - ||oo)-

Beweis: Sei z € Cla, ] die zu approximierende Funktion und {r;} = {p;/¢;} C
Ry, [, B] eine Minimalfolge, also ||r; — z||eec — d(z, Rimnle, §]). Die Polynome pj,
¢; werden als irreduzibel angenommen und o.B.d. A. ist ||¢;||l.c = 1. Daher besitzt
{q;} C 1I,, eine konvergente Teilfolge und da {r;} als Minimalfolge beschrénkt ist, ist
Ip;(t)] < clg;(t)] < cfiir alle t € [a, 5] mit einer Konstanten ¢ > 0. Also ist auch {p;}
beschrankt und besitzt daher ebenfalls eine konvergente Teilfolge. O.B. d. A. ist also
p; = p € I, ¢ — ¢ € 11, gleichmikig auf [o, B]. Aus |p;(t)| < clg;(t)| auf [o, F]
folgt |p(t)| < clq(t)]| fiir alle t € |« 8], so dass jede Nullstelle von ¢ in [a, 8] auch eine
Nullstelle von p ist. Sei r* = p*/¢* die irreduzible Darstellung von p/q. Offenbar ist
r* € Rynla, 5] und

(T
hm p]( ) — T*(t)
52 g;(1)
fiir alle ¢ € [«, 5] bis auf, moglicherweise die hochstens n Nullstellen von ¢ in [a, f]. Bis
auf endlich viele ¢ € [a, f] ist also

() — 2(t)] = lim

Jj—o0

o )
<t I, - 2l
= d(z, Rnlc, A]).
Da 7 — 2z € Cla, 8] ist [r*(t) — 2(t)| < d(z, Rmulev, B]) fiir alle t € [, 5], also
I = 2[| < d(z, Bp.nlev, B]).

Daher ist r* € R, ,[c, 5] eine beste Approximierende an z in Ry, ,[c, (] O

Bemerkung: Allgemeine rationale Approximationsaufgaben kénnen nicht auf die glei-
che Art behandelt werden, da ganz entscheidend einging, dass man durch gemeinsa-
me lineare Faktoren in Zédhler und Nenner kiirzen kann. Sei etwa P := span {{*},
Q = span {1,t}, [o, 5] :=[0,1] und z(t) := t. Dann existiert keine beste Approximie-
rende an z in

t2
R;:{ a ca,b,ceR, b+ct>0fiiralle[t€[0,1]},
b+ ct
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denn d(z, R) = 0 (setze a = b = ¢, b — 0+), aber z € R. Also ist R nicht abgeschlossen
und das ist ja eine notwendige Bedingung dafiir, dass R eine Existenzmenge ist. a

Die Existenzfrage beziiglich der gewthnlichen rationalen T-Approximation ist also po-
sitiv beantwortet. Bei der Charakterisierung bester Approximationen werden wir mog-
lichst Lange den allgemeinen Fall betrachten. Seien P,Q C C(B) also (m + 1)- bzw.
(n 4+ 1)-dimensionale lineare Teilrdume und

R::{Z—D:pEP,qu mitq(t)>0fﬁrallet€B}.
q

Im Beweis von Satz haben wir zu Beginn nachgewiesen: Ist r* € Pg(2), so ist

0< fl(rsr —r") = teg’(lr%‘}iz) sign (r*(t) — 2(¢))(r(t) — r*(t)) fiir alle r € R.

Da die Umkehrung trivialerweise richtig ist, gilt insgesamt das folgende Kolmogoroff-
Kriterium fiir die rationale T-Approximation:

Satz 5.1.4 Sei (X,||-]) = (C(B),]| - ||lso) mit kompaktem B C RY und R C C(B)
wie oben die Menge verallgemeinerter rationaler Funktionen, ferner sei z € C(B) \ R.
Dann ist r* € R genau dann eine beste Approximierende an z in R, wenn

0< ]gr%ax )Sign (r*(t) — z(t))(r(t) — r*(t)) fiir aller € R,
teB(r*—=z

wobei
B(r*—z):={teB:|rt) —z(t)| = || — z|]|ec }-

Bemerkung: Das Kolmogoroff-Kriterium kann auf diverse dquivalente Weisen formu-
liert werden, z. B.

r € Pr(z) <= 0< max )sign (r(t) — 2(1))(r(t) — r(t)) fiir alle r € R,
teB(r*—z

= 0> teé?i*nf )(z(t) —r*(t))(r(t) —r*(t)) fiir alle r € R.

Eine weitere dquivalente Version wollen wir als Satz formulieren.

Satz 5.1.5 Unter den Voraussetzungen von Satz ist r* € R genau dann eine
beste Approximierende an z in R, wenn

0< Jrgr(lax )sign (r*(t) — z(t))x(t) fiir alle xz € P 4+ r*Q,
teB(r*—=z
wobel
P+rQ:={p+r'qg:pe P, g€ Q}.

Beweis: Sei r* = p*/q* eine beste Approximierende an z in R, ferner seien p € P,
q € @ beliebig und z := p + r*q. Fiir alle hinreichend kleinen s > 0 ist
(1 —s)p*+sp

ry = —— € R.
(= s)q —sq
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Dann ist
re—1* = ;(pjtr*q)
R Gy
und )
5°(q* 4 q)

ES S * *
rs—T —Equ): (p+1"q) = o(s).

(1= s)g* — sq)q”
Wie beim Beweis von Satz erhdlt man nun mit f(z) := ||z — 2| aus 7* € Pg(2),
dass

0o < f (7’*; q—l*(p + T*Q)>

= f (T*; l*m)
q

- ign (r*(t) — 2(t
e lnax | sign (r(t) — 2( ))q* )

wegen ¢*(t) > 0 fiir alle ¢ € B ist daher auch

0< ]rgr(lax )Sign (r*(t) — z(t))z(t) fir alle z € P+ r*Q.
teB(r*—=z

Umgekehrt nehmen wir an, es sei 7 = p*/¢* € R und

0< g(laX )Sign (r*(t) — z(t))z(t) firalle z € P+ 1*Q.
teB(r*—=z

Sei 7 = p/q € R beliebig. Dann ist (setze x := p + r*(—q))

0< max sign (r(t) = 2(t))(p(t) — r*(t)q(t))

und daher auch
0 < max sign(r*(t) — z(t))(r(t) — r*(t)).
teB(r*—z)
Wegen Satz ist r* eine beste Approximierende an z in R. O

Entscheidend fiir eine weitere Charakterisierung einer besten Approximierenden r* ist
der lineare Raum P + r*@. Ist dim(P) = m + 1, dim(Q) = n + 1, so ist

dim(P+r*Q) <m+n+ 1.
Denn: Ist etwa

P:Span{p07"'7pm}7 Q:Span{q07"'7qn}7

so ist
P+ T*Q = Span {p07 <oy Pmiy T*q07 HE ar*qn}-
Aber {po, ..., Pm,T*qo, - - -, ¢} sind linear abhéngig, da aus

x _ Zgo a;pi
Z?:o b; 4;

r
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folgt, dass
Z a;pi — Z bir*q; = 0.
i=0 i=0

Wir sind jetzt in einer Position, dass wir wie in der linearen T-Approximation vorgehen
konnen.

Satz 5.1.6 Gegeben sei ein Approximationsproblem mit (X, || - ||) = (C(B),] - lloo)
mit kompaktem B C RY gegeben, bei welchem mit Elementen aus

R::{B:pEP, q€Q, q(t)>0fl'irallet€B}
q

approximiert wird. P bzw. ) seien hierbei (m + 1)- bzw. (n + 1(-dimensionale lineare
Teilrdume von C(B) und z € C(B) \ R das zu approximierende Element. Sei 7* € R,
k= dim(P +r*Q) und P 4+ r*Q = span{xy, ...,z }. Dann gilt:

1. Es ist r* genau dann eine beste Approximierende an z in R, wenn
$1(t>
(%) 0 € co ({sign (r*(t) — z(t)) : :t € B(r*—1t)}),
l’k(t)

wobel

B(r*—=z)={teB:|r{t)—z(t)| = |r" — z||o }-

Wegen des Satzes von Carathéodory (Satz ist (%) gleichwertig mit der
Existenz vonl € {1,....k+1}, \; >0,t; € B(r* —2),j=1,...,[, mit

I
0= Z Ajsign (r*(t;) — 2(t;))x(t;) fiir alle v € P+ 1*Q).
j=1

2. Ist P4+r*Q ein k-dimensionaler Haarscher Teilraum von C(B), so ist in 1. notwen-
digl =k + 1. In diesem Fall ist also r* genau dann eine beste Approximierende
an z in R, wenn \; >0, t; € B(r* —z), j=1,...,k + 1, existieren mit

0= Z Ajsign (r°(t;) — 2(t5))x(t;) fiir allex € P+ r*Q.
j=1

3. Ist P+ r*Q ein k-dimensionaler Haarscher Teilraum von C(B) und r* € R eine
beste Approximierende an z in R, so ist r* die einzige beste Approximierende an
z in R.

Beweis: 1. Sei r* € R eine beste Approximierende an z in R. Ware
T (t)

0 & co ({sign (r*(t) — z(t)) : :t€ B(r—1t)}),
l’k<t)



142 Rationale T-Approximation

so wiirde wie im Beweis von Satz die Existenz eines y € P + r*() mit

i () — z(t t) <0
 ax  sign (r(t) — 2(t))y(t)

folgen, ein Widerspruch zu Satz [5.1.5] Gilt umgekehrt (x), so ist

0< g(lax )sign (r*(t) — z(t))z(t) fir allez € P+ r*Q
teB(r*—=z

bzw. r* € Pr(z), denn andernfalls existiert y = (y1,...,yr)? € R* mit

xl(t)
sign (r*(t) — z(t)) y* : <0 furallete B(r*—z),

ein Widerspruch zu (). Der Rest von 1. ist evident.

2. Sei P + r*@ ein k-dimensionaler Haarscher Raum. Angenommen, in 1. sei [ < k.
Man ergénze (notfalls) {¢,...,%} durch t;44,...,t € B so, dass die t;, j = 1,...,k,
paarweise verschieden sind. Da P + r*(@) ein Haarscher Teilraum von C(B) ist, ist die
Matrix (z;(t;))i =1, x+1 nichtsinguldr. Dies ist ein Widerspruch zu

-----

l
D Ajsign (r(ty) — 2(t) wi(ty;) =0, i=1,... .k
=1 >
Damit ist auch 2. bewiesen.

3. Sei r* € R eine beste Approximierende an z in R und P 4 r*() ein k-dimensionaler
Haarscher Teilraum von C(B). Sei auch r{ = pi/qf € Pr(z). Wegen 2. existieren
N >0,t; € B(r*—=z2),j=1,...,k+1, mit

k+1
0= Z Ajsign (r*(t;) — 2(t;))x(t;) fir alle v € P +1*Q,
j=1

insbesondere ist

k+1

(%) 0= Z Agsign (r(t;) — 2(t5)) (=p1(t;) + r* () a1 (&;))-

Fir t € B(r* — z) ist aber

sign (7 (1) — 2(0))(r1(t) — 2(t)) < [Ir] — 2ll
= |r* =zl
= | () = 2(1)]
= sign (r(t) — 2())(r (1) — 2(1)).
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Fir t € B(r* — z) ist daher

0 < sign(r(t) — 2(2))(r*(t) = ri(t))
= sign (" (t) — 2(1))

und daher
0 <sign (r*(t) — z(t))(—pi(t) +r*(t)¢i (t)) fur alle t € B(r* — z).

Aus (x) folgt

—pi(t;) +r(t;)di () =0, j=1,....k+1
Da P + r*(@) nach Voraussetzung ein Haarscher Teilraum ist, ist —pj + r*¢7 = 0, also
ri = r*, und damit ist die Eindeutigkeit einer besten Approximierenden bewiesen. O

Nun kehren wir zuriick zu der uns vor allem interessierenden speziellen rationalen
Approximation auf einem Intervall B = [«, f]. Sei also P = 11,,,, @ = II,, und

Ry = {g :p€EP qeQ, q(t) >0 firallet € [a,ﬁ]}.

Die Elemente r = p/q € R, »|cv, ] werden als irreduzibel angenommen. Wir erinnern
an eine Definition, die schon Abschnitt [3.4] vorkam.

Definition 5.1.7 Ist r = p/q € Ry,.[o, (], so heit d(r) := min(m — dp, m — Jq)
der Defekt von r. Wir nennen r ausgeartet, falls d(r) > 0, andernfalls normal oder
nichtausgeartet.

Die Menge Ry, n.[c, ] ist nicht nur eine Existenzmenge (Satz [5.1.3)), sondern sogar
eine T-Menge, falls I, 4+ r*I1,, fiir jedes r* € R ein Haarscher Teilraum von Cla, (] ist.
Genau dies wird im néchsten Satz bewiesen (siehe z. B. E. W. CHENEY (1966, S. 162)).

Satz 5.1.8 r* € R,,,|a, ] habe die irreduzible Darstellung r* = p*/q*. Dann ist
I1,, + r*I1, ein Haarscher Teilraum der Dimension k := m +n — d(r*) + 1.

Beweis: Ist 7* = 0 = 0/1, so ist d(r*) = min(m + co,n —0) = n und II,, ist in der Tat
ein Haarscher Teilraum der Dimension m + 1 = m+n —d(r*) + 1. Sei daher 0. B.d. A.
r* # 0. Der Beweis zerfillt in zwei Teile. Im ersten zeigen wir:

o Es ist IT,, N 7*II,, = p*lgq+) und dim(IL,, + r*II,) = m +n — d(r*) + 1.

Denn: Wegen der Dimensionsformel fiir die Summe zweier endlichdimensionaler Teil-
rdume eines Vektorraums gilt

dim(IT,, 4+ r*11,) = dim(IL,) + dim(r*II,,) — dim(IL,, N r*IL,)
= m+1+n+1-—dim(IL, Nr*Il,).
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Wir zeigen, dass I1,,,Nr*1I,, = p*Il4,+), daher gilt dim(I1,,N7*IL,,) = d(r*)+1 und damit
die Zwischenbehauptung. Sei r*q € I, N r*II,. Da p*/q¢* eine irreduzible Darstellung
von r* ist, wird ¢ durch ¢* geteilt, es ist also ¢ = ¢’¢*. Folglich ist n > dq = d¢' + dq*
und daher 9¢' < n — dq¢*. Andererseits ist r*q = p*¢’ € II,,, also

9¢' < min(m — dp*,n — dq*) = d(r").

Also ist r*q = p*q¢’ € p*llj,+). Damit ist I, N 7*II, C p*Ilz,+) nachgewiesen. Sei
umgekehrt ¢' € Ily,+). Wir zeigen, dass p*q’ € 1L, N r*I1,,. Wegen

A(p*¢) < Op*+0q <p* +d(r*) <m
ist p*¢' € I1,,,. Andererseits ist p*¢' = (p*/q*)d'q* = r*(¢'q) € r*11,,, da
d(qd'q) < d¢* +d(r*) <n.

Insgesamt ist die Zwischenbehauptung dim(Il,, +r*II,) = m +n — d(r*) + 1 bewiesen.

Nun kommen wir zum Schluss des Beweises. Sei © = p 4+ r*q € Il,,, + r*I1,, nichttrivial.
Angenommen, x besitzt k = m+n —d(r*) + 1 (paarweise) verschiedene Nullstellen in
[, B]. Das gilt dann auch fiir x¢* = pg* + p*q und dies ist ein Polynom vom Grad

(pq" +p*q) < max(m+09q",n+dp") =m+n —d(r"),

welches hochstens m+n—d(r*) Nullstellen besitzen kann. Damit ist der Satz vollstandig
bewiesen. O

Als Folgerung aus Satz[5.1.3] (Existenzsatz fiir rationale T-Approximation), Teil 3. von
Satz und Satz halten wir fest:

Satz 5.1.9 R,,,[«, 8] ist eine T-Menge in (Cla, f], || - ||c0)-

Bemerkung: Fiir die allgemeine rationale Approximation in (C(B), || ||«) gilt i. Allg.
nicht, dass P+ r*(@) ein Haascher Teilraum von C'(B) ist, wenn P, () C C(B) Haarsche
Teilrdume sind und 7* € R. hierzu geben wir ein Beispiel (siche E. W. CHENEY (1966,
S.169)) an. Sei B := [0,3], P := span{1,t*}, r*(¢t) := (1 + t*)/(1 + ¢), ferner sei
z(t) := 6 + t* — 6r*(¢t). Dann ist x € P + r*Q nichttrivial mit drei Nullstellen in [0, 3],
namlich 0,2, 3. Andererseits ist P + r*(Q) ein 3-dimensionaler Teilraum von C10,3]. O

Es folgt der Alternantensatz fiir die rationale T-Approximation.

Satz 5.1.10 Sei z € Clo, 8]\ Rimula, 5]. Dann ist r* € R, [, 8] mit der irreduziblen
Darstellung r* = p*/q* genau dann die beste T-Approximierende an z in R, ,[c, 8],
wenn 7* — z eine (m + n — d(r*) + 2)-punktige Alternante besitzt, wenn es also genau
m +n — d(r*) + 2 Punkte t; gibt mit

(a) (0% S to < e K tm+n—d(r*)+1 S 57
(b) |r*(t;) — z(t;)| = ||7* = 2]|oc, 5 =0,...,m+n —d(r*) + 1,

(c) r*(t;) — 2(t;) = (—=1)7(r*(to) — 2(t0)), 7 =0,...,m+n—d(r*) + 1.
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Beweis: Der Beweis besteht lediglich in einem Zusammenfiigen fritherer Ergebnisse.
Wegen der Teile 1. und 2. von Satz ist 7 € R,,nlo, B] genau dann eine beste
Approximierende an z in Ry, [, ], wenn \; >0, t; € B(r* —2),j=0,....,m+n—
d(r*) 4+ 1, existieren mit

m+n—d(r*)+1
Z Ajsign (r7(t;) — z(t;))z(t;) = 0 fiir alle x € 1L, + r*1L,.

Jj=0

Ist 7* € Ry, |, O] beste Approximierende an z in R,, ,[«, 5], so sind (a) und (b) erfiillt,
da die t; als der Grofse nach angeordnet angenommen werden konnen. Die Eigenschaft
(c) folgt aus dem ersten Teil von Lemma [3.4.4] Existieren zu r* € R, , [, 5] umgekehrt
m+n —d(r*) + 2 Punkte ¢; mit den Eigenschaften (a)—(c), so ist r* wegen Satz [3.4.5
dem Satz von de La Vallée Poussin, beste Approximierende an z in R, ,[a, f]. O

Bemerkung: Man hat also bei der rationalen T-Approximation eine weitgehende Ana-
logie zur linearen T-Approximation. Der einzige, allerdings unangenehme Unterschied
besteht darin, dass man die Zahl der Alternantenpunkte nicht a priori kennt, da man
mit Ausartung der besten Approximierenden rechnen muss. 4

Wir haben bisher die Existenz, Eindeutigkeit und eine Charakterisierung bester ratio-
naler T-approximierender bewiesen. Es fehlt noch die starke Eindeutigkeit. Diese ist
allerdings nur fiir normale beste Approximierende richtig. Auch hier zeigt sich also ein
Unterschied zur linearen T-Approximation.

Satz 5.1.11 Sei z € Cla, ] und r* € Ry, [, ] die beste T-Approximierende an z in
Ry nle, B]. Ist v* normal bzw. d(r*) = 0, so ist r* stark eindeutig, d. h. es existiert eine
Konstante ¢ > 0 mit

|7 = 2lloo = [Ir" — 2lloo + c||r" — 7|l fiir alle r € Ry, n]ev, f].

Beweis: O.B.d. A. ist z € R, [, 8], denn andernfalls ist 7* = z und es kann ¢ = 1
gewdhlt werden. Wegen der Normalitdt von »* ist II,, + 7*II,, mit [ ;= m +n + 1 ein
l-dimensionaler Haarscher Teilraum (siehe Satz [5.1.8). Wegen des zweiten Teiles von
Satz [5.1.6) existieren \; > 0, t; € B(r* — z), j =0,...,1, mit

!
Z Ajsign (r*(t;) — 2(¢;))x(t;) =0 fiir alle 2 € I1,,, + r*I1,.
=0

Fir z € (II,,, + r*I1,,) \ {0} ist also

Y(w) = max sign (r(t;) — 2(t;))z(t;) > 0.

Angenommen, die Behauptung sei falsch. Dann existiert eine Folge {ry} C Ry.n[c, 8]\
{r*} mit
Cp 1= 7 = 2llee = L‘T = 2l — 0.
7 = 7*[|oo
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Die Folge {7} ist beschrénkt, denn

e = r*lloe = 17" = 2lloo < Ik = 2lloo

= I = zlloo + i llrn = 7[00

1
< 7 = 2lloo + 5 llre = llec

fiir alle hinreichend grofsen k. Hieraus folgt ||ry—7*|| s < 4 ||7* —2|| fiir alle hinreichend
grofsen k und das ist die Beschranktheit von {ry}. Sei ry, = py/qx, r* = p*/q*. O.B.d. A.
ist [|gklloc = ||¢*|loc = 1. Da {r;} beschrankt ist, konnen wir o.B.d.A. annehmen
(notfalls gehe man zu Teilfolgen iiber), dass pr — p, ¢ — ¢.

Nun zeigen wir, dass ¥(p —r*q) < 0 und folglich p — r*q = 0 gilt. Denn fiir j =0,...,1
1st

cllre =1 lloe = e — 2lle = 7" = 2|00
sign (r*(t;) — 2(t;)) (re(t;) — 2(t5))
—sign (r"(t;) — 2(;)) (r" (t;) — 2(1;))

~~
=lr* =zl

sign (r*(t;) — 2(t;)) (re(t;) — r7(¢5))

Vv

Hieraus erhalten wir

ar(tj)ck Ime — 1" |loo > sign (r*(t;) — 2(¢;)) (px(t) — 7™ () a(t5))-

Mit k — oo folgt

0 = sign (r*(t;) — 2(t;))(p(t;) — r*(t;)a(t;)), j=0,...,1L

Also ist

Up— 1) = max sign (1) — 2(t)p(t) — " (t)at)) < 0

und damit p = r*q.

Im néchsten Teil des Beweises zeigen wir, dass p = p* und ¢ = ¢*. Da r* € R, ,[«, (]

normal ist, ist d(r*) = 0. Folglich ist (erster Teil von Satz |5.1.8)
p=r"q € ll, Nrll, = p* i~ = p*ll.

Daher existiert eine Konstante ¢y mit p = p*cy. Dann ist p*q = pq* = p*coq*. Jetzt
machen wir eine Fallunterscheidung. Ist p* # 0, so ist ¢ = coq*. Wegen ¢* > 0 und
q >0 |¢"ec = ||q]loc = 11ist ¢g = 1, also p = p*, ¢ = ¢*. Ist dagegen p* = 0, so
ist 7* = 0 = 0/1 und folglich 0 = d(r*) = n — 0, damit n = 0. Also sind ¢ und ¢*
Konstanten, ¢* = 1 = ¢ und damit wieder p = p*, ¢ = ¢*.

Im letzten Teil des Beweises zeigen wir, dass dass die Folge {c;} durch eine positive
Konstante nach unten beschrankt ist, was einen Widerspruch zu der Annahme ¢, — 0
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liefert. Wegen ¢ — ¢* > 0 kann die Existenz eines ¢ > 0 mit gx(t) > € fiir alle t € [«, f]
und alle £ € N angenommen werden. Man definiere

§:= min ().

xGHerT*HmeHoo:l

Wegen des ersten Teils des Beweises ist 6 > 0. Sei nun k£ € N fest. Wegen
w( PE Tk ) > 5
existiert ein j € {0,...,l} mit

sign (17 (¢;) — 2(t;)) (P (t;) — 7°(t5)ax(t5)) = 3 Ik — 77k || oo-

Aus (siehe oben im Beweis)

e e — 17 loo sign (r*(t;) — 2(t;)) (pr(t;) — 77 (t;)qx(t;))

>
()
Qk(tj) ||pk QkH
O [lpr = " quloo

(wegen 0 < qx(t;) < 1)
del|re — ™| oo

(wegen € < g (t) fiir alle t € [a, f])

v

v

v

folgt ¢ > de fiir alle k, ein Widerspruch zu ¢, — 0. Damit ist die starke Eindeutigkeit
einer normalen besten Approximierenden bewiesen. O

Aus der starken Eindeutigkeit nicht ausgearteter bester Approximierender erhélt man
nun dhnlich wie bei der linearen T-Approximation (siehe Satz [4.1.8)) die lokale Lip-

schitzstetigkeit der metrischen Projektion.

Satz 5.1.12 Sei 2y € Clo, B]. Die zugehorige beste T-Approximierende rj in Ry, [, (]
sei nicht ausgeartet bzw. normal. Dann existiert eine Konstante cq > 0 mit

[ PRy 0,61 (2) = PRyl (20)|loo < o [z = 20[l00  filr alle z € Cla, B,
wobei Pg,, 10,8 Cla, B] — Ry, B] die metrische Projektion auf Ry, ,[c, 3] ist.
Beweis: Der Beweis ist vollig analog dem von Satz Wir wiederholen ihn trotz-

dem. Nach Satz [5.1.11|ist r; = Pg,, .[a,5(20) stark eindeutige beste Approximierende
an zp, es existiert also eine Konstante ¢ > 0 mit

7 = 20lloc > | PRoy.nja8)(20) = 20lloc + €| PRppnfa1(20) = 7lloo
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fiir alle r € Ry, [, B]. Sei z € Cla, B] beliebig, setze r := Pg,, .[a,5(%). Dann ist

| PRy nlc8)(2) = PRy e8] (20) |0

1
PR nfe,)(2) = 20llo0 = [1 PRl (20) = Z0loc]

IN

AN
Ol ~O

U PR,, ni081(2) = Zlloo + 12 = 20llc0 = 1 PR nla1(20) — 20l 0]
PRl 5)(2) = 2lloo = 1 PRl (20) = 2llo0 + 112 = 20l
20
+ 1 PRy nla5)(20) = 2lloo = | PRy nfor)(20) = 2000

~~
<llz=zolloo

2
<~z = 2ol
c

die Behauptung ist also mit ¢y := 2/c bewiesen. a

Bemerkung: Elemente von

Nl B] :={z € Cla, p] : d(PRmna,B( ) =0}

heiffen normale Funktionen beziiglich R, ,[«, 8]. Also heifst z € C|a, /beta] normal,
wenn die zugehorige beste Approximierende an z in R, ,[a, 5] nicht ausgeartet bzw.
normal ist. Es stellt sich nun natiirlich die Frage, wie “wahrscheinlich” es ist, dass ein
vorgegebenes z € C[a, 5] normal ist, bzw. wie “grok” die Menge N, »[c, (] ist. Von E.
W. CHENEY, H. L. LOEB (1964) ist gezeigt worden, dass N,, [, 5] eine offene und
dichte Menge in (Cla, 8], || - [|oo) ist. O
Als Ergénzung zu Satz[5.1.12 kann gezeigt werden, dass die metrische Projektion in ei-
nem zy € Cla, B]\ (Nmnlev, B]JURn[a, 5]) nicht stetig ist (siehe z. B. D. BRAESS (1986,
S.115)). Dies wollen wir nicht beweisen, sondern nur an einem Beispiel demonstrieren.

Beispiel: In R [0, 1] definiere man
A

=0, K=y A>0)

;5 1, fiir die

20)=3  alk) =G+  al)=r1) -3
Dann ist 7y € Pg,,p.1](2)) fiir alle A > 0. Dies ist fiir A = 0 offensichtlich, siche
Abbildung 5.1} Denn wegen des Alternantensatzes ist rf = 0/1 € Ro1[0,1], wenn es zu

ry — 2o eine 0 + 1 — 1 + 2 = 2-elementige Alternante gibt. Durch {0, 1} ist eine solche
gegeben. Denn offenbar ist

r5(0) = 20(0) = —(r5(1) — 20(1)) = 3.

ferner ist offensichtlich ||rf — 20|/ = 2. Insbesondere ist z nicht normal, da die zuge-
hérige beste Approximierende ausgeartet ist. Um nachzuweisen, dass r§ = Pg, ,[0,1)(2x)

Fiir A > 0 sei 2, die stiickweise lineare Funktion mit Knoten in 0, 1

N[ =
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N[ —=

o0 |—
o—

Y

® 20

N[

Abbildung 5.1: Es ist 7 = Pr,0,1(20)

fiir A > 0 hat man die Existenz einer 0+1—0+2 = 3-elementigen Alternante zu r} — 2,
nachzuweisen. Eine solche Alternante ist durch {0, 3,1} gegeben. Denn offenbar ist

r3(0) — 2(0) = —=(r3(3) — ax(3) = ri(1) — ax(1) = 3,

so dass nur noch ||} — z)||c = 3 zu zeigen ist. Wir verweisen lediglich auf Abbildung
, in der wir 2, r} und 7} — zy fiir A = £ eingetragen haben. O
Zum Schluss dieses Abschnitts {iber die rationale T-Approximation in Cf«, 5] wollen
wir einige wenige Bemerkungen zur diskreten rationalen T-Approximation machen.
Wiéhrend man bei der kontinuierlichen rationalen T-Approximation eine fast vollstéan-
dige Analogie zur kontinuierlichen linearen T-Approximation vorfindet (“fast”, da man
mit ausgearteten besten Approximierenden rechnen muss), so ist dies bei der diskreten
rationalen T-Approximation nicht mehr der Fall. Denn schon die Existenz einer besten
Approximierenden ist im diskreten rationalen Fall i. Allg. nicht gesichert. Hierzu geben
wir gleich ein Beispiel an, ein weiteres Beispiel findet man bei G. A. WATSON (1980,
S.1931f.).

Beispiel: Sei B := {0,1} und z € C'(B) gegeben durch z(0) = 1, 2(1) = 0. Dann gilt:

(a) Es ist
ey O =201 =0

Denn: Fiir r € R0, 1] mache man den Ansatz r(t) = a/(1 4 bt) mit 1 +b > 0.
Dann ist

max |r(t) — 2(t)] = max(\a_ p, )

teB 1406
Mit @ = 1 und b — oo erhalten wir die Behauptung.

(b) Es existiert kein r € Ry 1[0, 1] mit max;ep |r(t) — 2(t)| bzw. r(t)

Denn: Ein r € Ry4[0, 1] hat die Form r(t) = a/(1+bt). Aus (1)
a = 0. Dann ist aber 0 = r(0) # z(0) = 1.

z(t) fir t € B.
z(1) = 0 folgt

O
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0.5 J

_05 1 1 1 1 L 1 1 1 1

Abbildung 5.2: z,, r} und fiir A = %

5.2 Bemerkungen zur numerischen Behandlung ratio-
naler T-Approximation

Wir wollen uns in diesem kurzen abschnitt nit Bemerkungen zum Differential Correc-
tion Algorithmus und zum Remez-Verfahren begniigen.

Bei der Schilderung des Differential Correction Algorithmus kénnen wir von einer ver-
allgemeinerten rationalen T-Approximationsaufgabe ausgehen. Seien also P, Q C C(B)
endlichdimensionale lineare Teilraume und

R:= {Z—j:peP, q€Q, q(t)>0ﬁ'1rallet€B}.
q
Ferner sei z € C(B) \ R vorgegeben. Wir geben das Verfahren (siche E. W. CHENEY

(1966, S.171)) im folgenden Satz an und machen aukerdem eine Konvergenzaussage.

Satz 5.2.1 Man betrachte den folgenden Algorithmus zur Losung der verallgemeiner-
ten rationalen T-Approximationsaufgabe.

e Wihle einen Startwert ro = po/qo € R.

o Fiirk=0,1,...:
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— Berechne Ay, = ||1% — 2| 0o-

— Berechne eine Losung (pgs1, qrr1) € P x @ der Aufgabe
(P { Minimiere 6&(p,q) := r?eaBX(\p(t) — z(t)q(t)] — Agq(t))
3
auf {(p,q) € Px Q: gl = 1}.
— Falls minge g qr+1(t) <0, dann: STOP, es ist 1, € Pr(z).
— Falls 8k(prs1,qrs1) = 0, dann: STOP, es ist r, € Pr(z).
— Setze Tpy1 1= Prr1/qri1
Dann gilt (siehe z. B. E. W. CHENEY (1966, S.171)):
1. Das Vertahren ist durchfiihrbar.

2. Bricht das Verfahren nicht vorzeitig mit einer Lésung ab, so liefert es eine Folge
{ri} C R mit der Eigenschaft, dass Ay = ||ry — z||c \( d(2, R).

3. Ist Pr(z) # O, existiert also eine beste Approximierende an z in R, so ist die
Konvergenz von {A} gegen d(z, R) mindestens linear, es existiert also eine Kon-
stante ¥ € (0,1) mit

Api1 —d(z,R) <I9(A, —d(z,R)), k=0,1,....
Beweis: 1. Um die Durchfiithrbarkeit zu zeigen, miissen wir nachweisen, dass (Py)

l16sbar ist und die im Algorithmus gemachten Aussagen zum Abbruch des Verfahrens
zu Recht bestehen.

(a) Die Aufgabe (Py) ist losbar.
Denn: Wihle (p, ¢) € P x @ mit §||.c = 1 beliebig und definiere die Niveaumenge

Dann ist Wy, offensichtlich abgeschlossen, aber auch beschrénkt. Ist ndmlich (p, ¢) € Wk,

SO ist
Ip(t) — 2()q(t)| — Awq(t) < 0x(p,q) fir allet € B

und daher
p)| = [I2[le < |p@)| = [2()] q(?)]
< |p(t) — 2(t)q(t)|
< Agq(t) + 0r(p, )
also
[Plloo < [12]lo0 + Ak + 0k(p, ), lglles = 1.

Damit ist W, abgeschlossen und beschréinkt in dem endlichdimensionalen Raum P x @),
also kompakt. Die stetige Funktion (-, -) nimmt auf Wy ihr Minimum an, womit (a)
bewiesen ist.
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(b) Ist mingep qesi(t) < 0, so ist 74 € Pr(z).

Denn: Es wird hierbei natiirlich angenommen, dass v, = py/qr € R, dass also qx(t) > 0
fir alle t € B. Angenommen, die Behauptung sei nicht richtig, es wiirde also ein
r=p/q € R mit ||¢|c =1 und

Ir(t) — z(t)] < |Ir — z]loo < |1k — 2]l = A fiir alle t € B
existieren. Dann ist

0k (Pr+1, Ge1) < 6k(p,q)
= max([p(t) — 2()a(t)]| — Awq(?))
= max[([r(t) = 2(8)] — Ax) (t)]
€B "\ N

-~

<0 >0

< 0.
Nimmt g1 ein Minimum auf B in ¢y € B an, ist also
Qr+1(to) = thélél Qo1 (t) <0,
so ist

Ok(Drt1, Gh1) = I?EaBXUPkH(t) — 2()qry1 (1) — Drgrya(t))

> |pks1(to) — 2(to)qe+1(to)| — Ak qrr1(to)
<0

v

0.
Wir haben einen Widerspruch erhalten, womit (b) bewiesen ist.
(c) Es ist 0 (prs1, Ger1) < 0. Ist Op(prs1, grs1) = 0, so ist 7, € Pgr(z).

Denn: Wir brauchen nur wie beim Beweis von (b) vorzugehen. Denn es ist

Ok (P41, Tes1) < Or(Pr, Gr)
= maxl(re(t) = ()] = Ay) gu(t)
eB N

-~

<0 >0

< 0.

Ist ry & Pgr(2), so ist 0k(pr+1, @rs1) < 0, wie wir im ersten Teil des Beweises von (b)
nachgewiesen haben. Damit ist auch (c) bewiesen.

2. Das Verfahren breche nicht vorzeitig ab, liefere also eine Folge {ry} = {px/qx} C R
mit Ok (Prt1, Ger1) < 0, K =0,1,.... Dann ist

0 > Or(Prs1r Qrt1)
= max[([rea(t) = 2(0)] = Ax) gria (1))
€B ——"

€(0,1]

Vv

max(|ry1 () — 2(8)] — Aw)
= A1 — A
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Also ist {Ax} eine monoton fallende, nach unten durch d(z, R) beschrénkte Folge,
daher konvergent. Es sei etwa Ay — L > d(z, R). Ware L > d(z, R), so existiert ein
r=p/q € Rmit ||r — z|o < L, wobei 0.B.d. A. ||¢|]|[cc = 1. Dann ist

Ir(t) — 2(t)] < ||Ir — 2|0 < L < Ag  fiir alle t € B.
Mit o := minsep q(t) ist daher

Or(Pre1, 1) < 0k(p,q)

max|(|r(t) — 2(t)] — Aw)q(?)]
a max(|r(t) — 2(t)] — Ax)
a(llr = z[lec — Ag)

IN

und folglich

Apt1 Ok (Pht1s Q1) + D

a(llr = 2l = Ak) + A

IA A

Mit k — oo ist
L< a (r =zl —Ar) + L,
N~ U vl

~~

>0 >0

ein Widerspruch. Damit ist Ag \, d(z, R) nachgewiesen.

3. Sei r* = p*/q* € Pr(z), 0.B.d. A. ist wieder ||¢*||.c = 1. Wie gerade eben erhalten
wir

Ok (Pra1, Grr1) < 0k, ¢7) < o (d(2, R) — Ay)
mit o := mingep ¢*(t) € (0, 1]. Hieraus folgt
Apr1 — D < 0u(Prg1s Gor1) < o (d(z, R) — Ay)
und damit
Ak+1 — d(Z, R) = Ak+1 - Ak + Ak - d(Z, R)
< o (d(z,R) — Ag) + Ap — d(z, R)
V(A —d(z, R))

mit ¥ := 1 — o* € (0,1). Damit ist die lineare Konvergenz von {Ax} gegen d(z, R)
bewiesen. a
Bemerkungen: 1. Der Name “Differential Correction”™Algorithmus sollte erkléart bzw.
die Vorgehensweise des Verfahrens motiviert werden. Es wird sich herausstellen, dass
das Differential Correction Verfahren, wie viele gute Verfahren, mit dem Newton-Ver-
fahren verwandt ist. Die Aufgabe, r = p/q € Pgr(z) zu bestimmen, schreibe man als
Optimierungsaufgabe:

Minimiere f(A,p,q) := A auf

—Aq(t) < p(t) — 2(t)q(t) < Aq(t) V t € B, }

M = A, P R x P :
{( PQ)ERXPxQ lq(t) >0V te B, [qlle =1
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Dies ist eine nichtlineare Optimierungsaufgabe (der Term A - ¢ ist nichtlinear). Es liegt
also nahe, die “Philosophie” des Newton-Verfahrens zu iibernehmen und das Problem in
einer aktuellen Naherung (Ay, px, gx) zu linearisieren. Linearisiert man die Restriktion

p(t) — 2(H)a(t)] < Aq(?)
in (Ag, P, gi), 50 erhilt man
p(t) — 2(t)q(t)] < Aq(t) = Argr(t) + (A — Ar)ar(t) + (a(t) — a(t)) Ak + - -
Umordnen ergibt
Ip(t) — 2()q(t)] — Awq(t) < (A = Ap)a(t) + - .
Daher liegt es nahe, (pps1, rs1) € P X Q als Losung der Aufgabe
Minimiere 0 (p, ¢) := max(|p(t) — 2(£)¢(t)] — Axq(?))
{ auf {(p.q) € PxQ:|qllc =1}

zu bestimmen. Unter der Voraussetzung, dass qx(t) > 0 fiir alle t € B ist, bietet es sich
aukerdem an, (pri1,qxr1) € P X @ als Losung von

@) { Minimiere 1 (p, q) := r%aBX(|p(t) — 2(t)q(t)| — Axq(t))/ax(t)
' auf {(p.) € Px Q: [lallo = 1}

zu berechnen. Dies ist das “originale” differential correction Verfahren von Cheney-Loeb
(siche E. W. CHENEY, H. L. LOEB (1961)). Konvergenzaussagen zu diesem Verfahren
findet man bei E. W. CHENEY, M. J. D. POWELL (1987).

2. Unklar ist natiirlich, wie das Hilfsproblem im obigen Algorithmus gelost werden
kann. Ist B diskret, so fiihrt das Hilfsproblem auf eine lineare Optimierungsaufgabe,
andernfalls auf ein sogenanntes semiinfinites Programm. Hierauf wollen wir aber nicht
mehr eingehen. O

Sei nun B := [o, (], P = 1I,,, Q := II, und daher R = R,,,[a, §]. Wir nehmen
an, r* € Pg,, .a,3(%) sei normal und daher wegen Satz [5.1.11|stark eindeutig, d.h. es
existiert eine Konstante ¢ > 0 mit

(Px)

|7 = zlloo = [|r" — 2lloo + ||r" — 7|l fiir alle r € Ry, ], B].

Wir nehmen an, das Verfahren (genauer: modifiziertes differential correction Verfahren)
aus Satz breche nicht vorzeitig ab und liefere daher eine Folge {ry} C R,..[a, 5].
Mit Ay, := ||ry — 2|0 und einer Konstanten 9 € [0, 1) ist

Ak—H - d<z7 Rm,n[aa 6]) S ﬁ(Ak - d(z, Rm,n[aa B]))
wegen Satz [5.2.1] 3. Dies ergibt

Ay — d(za Rmyn[aa ﬂ]) < ﬁk(AO - d(z7 Rm,n[a: 5]))
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Wegen der starken Eindeutigkeit von r* ist daher

(e = 2lloe = lIr" = 2llo0)
(Ak — d(Z, Rm,n[av 6]))

(Ao — d(z, Rpn.ule, B]))0F.

lre =" lloe <

<

ORI, |~

Wir haben also den folgenden Satz (siche auch E. W. CHENEY (1966, S. 172)) bewiesen:

Satz 5.2.2 Sei r* € Ppg,, (a5 (2) normal. Bricht das Verfahren aus Satz nicht
vorzeitig mit der besten Approximierenden r* an z in R, ,[a, 5] ab, so liefert es eine
Folge {ri} C Rpnla, 8] mit ||ry — 2]|ee < AV, k=0,1,..., wobei A >0 und ¥ € [0,1)
Konstanten sind.

Einige Bemerkungen wollen wir nun noch zum Remez- Verfahren fiir rationale T-Appro-
ximationsaufgaben machen. Der Alternantensatz der rationalen T-Approximation (sie-
he Satz suggeriert ein Verfahren, das dem Remez-Verfahren der linearen T-
Approximation analog ist. Es besteht allerdings die Schwierigkeit, dass die Lénge der
Alternante nicht a priori bekannt ist. Wir werden uns das Leben hier aber verhéaltni-
mékig einfach machen und annehmen, dass r* = Pg,, (a5 (%) normal ist. Dann wissen

wir (Satz [5.1.10):

e Einr* € R, »]cv, ] ist genau dann die beste Approximierende an z in R, ,[a, 5],
wenn t; € [, 8], 1 =0,..., N := m+n+ 1, existieren mit

(a) a<ty<--- <ty <p,
(b) |r*(t;) — 2(t;)| = ||Ir* — 2|00, : =0, ..., N,
() 7™ (tiz1) — 2(tiv1) = —(r*(t;) — 2(t;)), i =0,...,N — 1.

Der zweite Remez-Algorithmus (Simultan-Austausch) zur Losung rationaler T-Appro-
ximationsaufgaben sieht dann im Prinzip folgendermafen aus:
o Setze N :=m + n + 1. Wihle Startreferenz T; = (t(()o), . ,tgs)) mit

a<t® <t <. <0 <p.

e Firk=0,1,...

— Bestimme p; € R und r, € Ry, [, 5] mit
() + (=g = 2(¢®),  i=0,...,N.

— Falls pr = ||rx — 2||o0, dann: STOP. Es ist 1, = Pg,, ,[a,8(2)-
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: : k k :
— Bestimme eine neue Referenz Tj, 1, = (t(() . ,thH)) mit
o< t(k+1) < t(k—i—l) i k+1) <8
und
1. Bei t§k+1) ist ein lokales Extremum von 7, — 2.
2. Es existiert ein t(kH) mit |7y (t(k+1)) - (t(k+1))| =||rx — 2||oo-

(k+1
3. 1, — z alterniert im Vorzeichen in den t ),

Wihrend die Bestimmung einer neuen Referenz Ty, im Prinzip keine Schwierigkeiten
macht und genau wie im linearen Fall durchgefiihrt werden kann, ist die Bestimmung
von Py und Ty = pk/Qk € Rm,n[aa 6] mit

() 4 (=1)ip, = 2(t%),  i=0,... N,

sehr viel schwieriger, denn dies fiihrt nicht mehr wie im linearen Fall auf ein lineares
Gleichungssystem, sondern, wie wir sehen werden, auf eine Eigenwertaufgabe. Dies
wollen wir ndher untersuchen, lassen dabei natiirlich den Iterationsindex k weg und
gehen daher von einer Referenz T' = (to, ..., ty) aus, wobei nach wie vor N := m+n+1
gesetzt ist. Wir folgen im wesentlichen der Darstellung bei M. J. D. POWELL (1981,
S.113ff.). Mit dem Ansatz

p(t) = a;t!,  q(t) = Z bt!

Jj=0

sind (a,b, p) € R™ x R™ x R so zu bestimmen, dass

( m n
> agtl +(=1)p Y bit! = (thﬂ) i=0,...,N,
j=0 Jj=0

Z bit! >0 fiir alle t € [a, A].

\ J=0

(%)

Nun zeigen wir:

e Es ist

Denn: Sei f: [a, 5] — R. Das Lagrangesche Interpolationspolynom p € Ily, das f an
den Stellen t, ..., ty interpoliert, hat die Darstellung

> Nt
_ _ j _
p(t)zoﬂti)li(t) mit 1;(t) H)tz_tj, i=0,...,N.
i= j=
i#i
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Fiir f(t) := t*, k = 0,..., N, stimmen f und das zugehérige Interpolationspolynom
iiberein, es ist also

N Ny
=Nl —= k=0,...,N.
Sl ko
1=0 ]:0
J#i
Fir £k = 0,..., N — 1 vergleiche man in dieser Gleichung nun links und rechts die

Koeffizienten von t%. Man erhilt
N N

1
Ozzt?Hti_t,
i=0  j=0 J
JF

eine Multiplikation mit (—1)% liefert die Behauptung.
Nun multipliziere man die Gleichung

(2(t:;) = (=1)'p) Z bit! = " ajt!

j=0

mit ¥ [[N1/(t; — t;), i = 0,..., N, und summiere anschlieRend iiber 7 von 0 bis N.
SF£1
Dann erhélt man

N n N 1 N m N 1
St - o (Lot it = L e Tl
i=0 §=0 s=0 ° ¢ i=0 j=0 s=0 ° "
Ss7#1 s#1
m N ' N 1
DL
=0 =0 s=0 ts =1
SF£1
=0, kZO, n
Also ist

s#£1

bzw
n N N 1 n N N 1

j+k _ i3tk _
Z(Zzwz Hts—t,;)bj—p, (Z( 1)t ts—tl)bj’ k=0,....n
7j=0 “i=0 s=0 J=0 *i=0 s=0

. SF#1L B . s#£1 ,
:Xk] :?E?kj

Fithrt man dann die (n+1) x (n+ 1)-Matrizen A := (Ay;), B := (By;) ein, so hat man
also die Aufgabe (b, p) € R"™! x R zu bestimmen mit

(%) Ab=pBb, > bit! >0 fiiralle t € [a, 8].
=0
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Offensichtlich sind A und B symmetrisch. Weiter ist B positiv definit. Denn sei ¢ =
(coy-. . cn)T € R™™. Dann ist

¢'Be = chkcﬂB’W

k=0 7=0
n n N
= 2.2 a6 (-1 J“‘Ht 7,
k=0 j=0 i=0
s;ﬁz
N N 1
_ ZZZJ_O” (crt™) (e;t7)( 1)2Ht —
=0 k=0 s=0 $ v
s#£i
N n A 2 N 1
— Z(chtg) (-1)@Ht —
i=0 \j=0 i;:é? 5 !
N n A 2 N 1
- (e I
i=0 \j=0 s=0 [ts — il
s#i
> 0 firc#0,

also ist B positiv definit. Die verallgemeinerte Eigenwertaufgabe Ab = pBb ist also
dquivalent zu der Eigenwertaufgabe B~1/2AB~1/2b = pb. Da die Matrix B~/2AB~1/?
symmetrisch ist, sind die n+ 1 Eigenwerte p reell. Zu jedem p gibt es einen zugehorigen
Eigenvektor b, hiermit kann man ¢(t) = Z?:o b;t’ bilden. Angenommen, man hat einen
Eigenwert p und einen zugehorigen Eigenvektor b so bestimmt, dass Z?:o b;t! > 0 fiir
alle t €]a, A]. Dann kann man den Vektor a = (ag, . . ., a,)" und damit p(t) = 377 a;t’
aus dem linearen Gleichungssystem

Zm% ajt] = (z(t;) — (=1)'p) (Xn% bﬁ{), i=0,...,m,

bestimmen. Also ist p dajenige Polynom aus II,,, das durch die Interpolationsbedin-
gung, an der Stelle ¢; den Wert (z(t;) — (—=1)ip)q(t;) zu haben, festgelegt ist. Nun stellt
sich die Frage: Gibt es einen oder mehrere Eigenwerte p von B~Y/2AB~'/2 derart, dass
fiir einen zugehdrigen Eigenvektor b gilt, dass Y7 bt > 0 fiir alle ¢ € [, 5]? Nun
gilt:

e Sind r,7* € Ry, n[er, B] mit r = p/q, r* = p*/¢*, und ist

so ist r = r* und p = p*.



5.2 Bemerkungen zur numerischen Behandlung rationaler
T-Approximation 159

Denn: Es ist
r(t) —r*(t;) = (=1)(p — p*), i=0,....,m+n+1
Daher besitzt r — r* mindestens m + n + 1 Nullstellen. Andererseits ist

« P P pg—qp”
r—r == =—=——
qg g qq*

Y

wobei pg* — qp* € 11,4, das Nullpolynom ist oder héchstens m +n Nullstellen in [«, ]
besitzt. Folglich ist » = r* und dann auch p = p*. Daher gibt es hdchstens ein Paar
(r,p) € Rpnlcv, B] X Rmit r(¢;) — (—1)'p = 2(t;), i =0,...,m+n+1. Leider kann man
nicht zeigen, dass es genau eine Losung liegt, was daran liegt, dass diskrete rationale
T-Approximationsaufgaben nicht 16sbar zu sein brauchen.

Beispiel: Sei [, 5] := [-1,1], 2(t) :==t, m := 0, n := 1 und (to,t1,t2) := (—1,0,1).

Dann ist
0 1 20
A_(l O)’ B_(O 1)'

Zu bestimmen sind also die Eigenwerte von
1
— 0 01 — 0 NG
V2 vzol=l g, V2
AN 1 0

und dies sind p; = 1/v/2, p, = —1/v/2 mit zugehorigen Eigenvektoren b, = (1,1)7,
by = (1,—1)T. Aber 1+t und 1 — ¢ haben jeweils eine Nullstelle in [—1, 1]. O
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Kapitel 6

T-Approximation mit
Exponentialsummen

6.1 Der Existenzsatz fiir die Exponentialapproxima-
tion

Die rationalen Funktionen und die Exponentialsummen gehoren zu den am meisten in
der nichtlinearen Approximationstheorie untersuchten konkreten Funktionenfamilien.

Bei der Untersuchung von Abklingvorgiangen versucht man, eine gegebene Funktion z
durch reine Exponentialsummen bzw. Elemente aus

EY = {u cu(t) = Zaie’\it, a, i €R(i=1,... ,n)}
i=1

zu approximieren, in der T-Approximation natiirlich beziiglich der Maximumnorm |||/«
auf einem Intervall [, 3]. Nun stellt man aber leicht fest, dass E9 keine Existenzmenge

in (Clov, B, [| - []oo) ist.
Beispiel: Wir geben ein z € C[0,1] \ EY mit d(z, EJ) = 0 an (siche G. MEINARDUS
(1967, S.178)). Dies zeigt, dass EY keine Existenzmenge ist.
Sei z(t) := te'. Definiere uj, € EY durch
up(t) == —ket + ke tt/0t k=1,2,....

Fiir t € [0, 1] ist

Il
Q]
~
—~
™
]
~
~
ko
I
T
I
~
~—

AN
> o
]

| —




162 T-Approximation mit Exponentialsummen

Also ist limy o [|[ug — 2|le = 0 und daher d(z, E9) = 0. Da z ¢ EYJ ist EY keine
Existenzmenge. O
Es wird die Menge der erweiterten (extended) Exponentialsummen oder nur Exponen-
tialsummen betrachtet:

l I
E, = {u cu(t) = sz-(t)e)‘it, pell, eR@E=1,...,1), Z(l +0p;) < n}
i=1

=1

Fiir v € E, mit u(t) = Y.\_, pi(t)e’* kann angenommen werden, dass A\; < --- < A,
Dann heift [ = I(u) die Linge von u, k = k(u) = S.._,(1 + dp;) die Ordnung von u.
Unser Ziel in diesem Abschnitt wird es sein nachzuweisen, dass F,, eine Existenzmenge
in (Cla, 5], |||leo) ist, eine Aussage, die von H. WERNER (1969) als erstem bewiesen und
dessen Beweis von E. SCHMIDT (1970) vereinfacht wurde. Trotzdem wird der Beweis
dieses Existenzsatzes immer noch ziemlich aufwendig sein und daher ist es niitzlich,
eine Art Fahrplan durch den Beweis aufzustellen.

1. Sei z € Cla, ] vorgegeben. Eine Minimalfolge {uy} C E, (d.h. [|ux — 2| —
d(z, E,)) ist natiirlich beschrankt, d.h. es existiert eine Konstante K > 0 mit
l|uklloo < K fiir alle k € N. Hierbei ist || - ||o stets die Maximumnorm beziiglich
des Grundintervalls [« J].

2. Sei {ux} C Bk :={u € E, : |Julloo < K}. Dann existiert eine Teilfolge {ug,} C
{uy} und ein u* € E, mit der Eigenschaft, dass {u, } auf jedem Teilintervalll| [a, ]
mit a« < a < b < B gleichméfig gegen u* konvergiert. Insbesondere konvergiert
{ug,} punktweise auf (o, 5) gegen u*.

3. Man wende 2. auf die Minimalfolge {u;} aus 1. an. Hiernach existiert insbeson-
dere eine Teilfolge {ux,} C {ux}, die punktweise auf («, 5) gegen ein u* € E,
konvergiert. Bei festem ¢ € («, /3) ist also

() = 2] = lim g (8) - =(0)

< lim fJug, — 2|00
12— 00
= d(z, E,).

Da u* — z € Cla,f], ist |u*(t) — 2(t)| < d(z,E,) fir alle t € [a,p], also
|lu* — z|| < d(z, E,) und folglich ||[u* — 2|l = d(z, E,). Daher ist u* eine be-
ste Approximierende an z in F,,.

Die Arbeit beim Existenzbeweis steckt also im Nachweis von 2. Hierzu sind einige
Vorbereitungen noétig, die zum Teil auch fiir sich von Interesse sind und mit der Expo-
nentialsummenapproximation zunédchst gar nichts zu tun haben.

'Man kann nicht erwarten, dass eine auf dem ganzen Intervall [, 3] gleichméRig konvergente Teil-
folge auswihlbar ist. Sei z. B. [a, 8] = [0, 1] und uy(t) = e *1 =Y. Dann gilt
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Satz 6.1.1 (Vergleichssatz der Interpolation) Seien y,z € C""{a, 8] mit
|20V ()] <y () fiir alle t € [, 5]

Zu vorgegebenen n + 1 Punkten ty < t; < --- < t, in [a, ] seien L,(z) bzw. L,(y) aus
I1,, die zugehorigen Interpo]ationspolynome. Dann ist

2(t) = La(2)(1)] < [y(t) — Lu(y) ()] fiir alle t € [, f].

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass y™+Y(t) > 0 fiir alle ¢ € [a, 8]. Angenommen,
es gibt einen Punkt ¢ € [a, 8] mit|z(t) — Ln(2)(t)| > /y(t) — Ln(y)(t)|. Definiere

Dann ist [A| < 1. Die Hilfsfunktion
h:=y-— Ln(y) - /\(Z - Ln(z))

hat die n + 2 Nullstellen t,...,t, und ¢ (notwendig von den f; verschieden). Eine
wiederholte Anwendung des Satzes von Rolle zeigt, dass h("™Y) eine Nullstelle besitzt.
Andererseits ist

RD (1) = g (1) — A () > (1 — [A)y™ V() > 0 fiir alle ¢ € [a, 5],

ein Widerspruch. Ohne die Voraussetzung y™*1) > 0 erhélt man die Behauptun% durch
ein Stérungsargument. Definiere y.(t) = y(t) + et mit ¢ > 0. dann ist ye =
y™ ) + e(n+1)! > 0 und

12D ()] <y () < y ™D (4) i alle ¢ € [a, 5]
Nach dem ersten Teil ist
|2(t) = Ln(2)(1)] < [ye(t) — Ln(ye)(t)| fiir alle t € [a, A].

Da L,(y.) stetig von e abhéngt, folgt die Behauptung mit e — 0+. a
Eine leichte Folgerung ist der folgende Satz.

Satz 6.1.2 (Vergleichssatz der T-Approximation) Seien y, 2z € C""[«, 8] mit
|2V ()] <y (t)  fiir alle t € [, 5]
Dann ist d(z,11,,) < d(y,1IL,).

Beweis: Da zu Pj, (y) eine Alternante der Lénge n + 2 existiert, besitzt Py, (y) — v
mindestens n + 1 Nullstellen in [o, 8]. Daher ist Py, (y) Interpolationspolynom be-
ziiglich n + 1 dieser Nullstellen. Sei L, (z) das zu z und diesen Nullstellen gehorende
Interpolationspolynom. Nach dem Vergleichssatz der Interpolation ist

2(t) — Ln(2)(t)| < |y(t) — P, (y)(t)] fiir alle ¢ € [o, B].
Dann ist aber
d(z,11,) < ||z = Lu(2)[loe < Iy = Prn,, (9]0 = d(y,11,,),

womit die Behauptung bewiesen ist. O
Eine wichtige Folgerung ist
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Satz 6.1.3 (Bernstein) Sei z € C"*'[—1,1]. Dann gibt es ein ) € [—1,1] mit

1

d(z,1I,) = ——— (n+1) .
Bewelis: Sei
tn+1
t) =
y() C(n +1)!
mit noch unbestimmter Konstante ¢. Dann ist
||
d(y,11,) = ——,

wie sehr leicht aus Satz folgt. Nun definiere man

a:= min 2"V (1), b:= max z"V(1).
te[—1,1] te[—1,1]

Wir machen eine Fallunterscheidung.

1. a<0<b.

Sei ¢ := max(—a, b). Dann ist
12D (1) = max (=2 (1), 2D (1)) < max(—a, b) = ¢ = y™ I (¢t).

Aus Satz [6.1.2] folgt

0 c
O:—<d Hn <d ,Hn - *
i = 4 ) s dly 1) = soomy;

Da 2" wegen des Zwischenwertsatzes alle Werte zwischen 0 und ¢ annimmt,
folgt die Behauptung.

2.0<a<h.

Indem man zunéchst ¢ := b setzt, erhélt man

b
d(z,11,) < ————.
(= 1h) < oo
Aus Satz folgt aber auch
a
— < I1,,).
o(n+ 1)1 = Az, M)

Eine Anwendung des Zwischenwertsatzes liefert wieder die Behauptung.

3.a<b<O.

Man ersetze z durch —z und wende 2. an.
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Damit ist der Satz bewiesen. O
Die fiir uns wichtige Folgerung aus diesen Vergleichssétzen ist der folgende Satz, siehe
auch D. BRAESs (1986, S.171).

Satz 6.1.4 Sei I ein abgeschlossenes reelles Intervall der Lange d > 0 und y € C™(I),
m > 1. Dann gibt es ein ¢ € I mit

22m—1m!
dm

Hier ist || - ||o die Maximumnorm beziiglich des Intervalls I, also ||y||s := maxes |y(t)].

ly™ ()] < [Yl]oo-

Beweis: Sei I = [a, a + d]. Man mache die Variablentransformation

2
S:;Z(t_a)_l

und setze p
z(s) == y(i(s +1)+ a).

Dann ist z € C™[—1, 1] und

o= (2) 4 (o4 )

Da das Nullpolynom zu II,,_; gehort, ist d(z,11,,—1) < ||2|loc = ||¥|lo- Hierbei hétten
wir eigentlich genauer ||z||o [—1,1] statt ||z||o und [Jy[/o,r statt ||yl schreiben miissen.
Wendet man Satz mit n :=m — 1 an, so erhilt man die Existenz von n € [—1, 1]
mit

L Lo | om (4
d(2,1L,,-1) = ] |2 ()] = Sam 17|V 5(77 +1)+a |
N ———
=
Beriicksichtigt man d(z,I1,,—1) < ||y||oo, so erhélt man die Behauptung. O

Die letzten vier Séatze haben mit Exponentialsummen nichts zu tun. Dies wird nun
langsam anders. Zunéchst geben wir ein Ergebnis an, das wir im Zusammenhang mit
Beispielen zu Haarschen Teilraumen schon einmal kennengelernt haben.

Satz 6.1.5 Ist u € E,, also
I
u(t) = Z pi(t)elt
i=1
mit k(u) := 32! (14 dp;) < n, so besitzt u hochstens k(u) — 1 reelle Nullstellen oder

verschwindet identisch.

Beweis: Im Anschluss an Satz hatten wir in Beispiel 3. gezeigt, dass bei vorge-
gebenen nichtnegativen ganzen Zahlen ¢y, ..., q und paarweise verschiedenen reellen
Zahlen \q,...,\; der lineare Raum

Ei(q, ) = {u cu(t) = Zpi(t)e)‘it, piell, (t=1,..., l)}
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cin 2'_ (1 + ¢;)-dimensionaler Haarscher Teilraum von C(I) ist, wobei I C R ein
kompaktes Intervall ist. Hieraus folgt die Behauptung. O

Der technisch schwierigste Beitrag zum Existenzbeweis fiir die T-Approximation mit
Exponentialsummen ist der Beweis des folgenden Satzes, siche D. BRAESS (1986,
S.1711ff.). Der Deutlichkeit halber gebrauchen wir jetzt die Bezeichnung || - ||oc,fa, fiir
die Maximumnorm auf dem Intervall [a, b].

Satz 6.1.6 Sei n € N. Dann existiert eine nur von n abhidngende Konstante ¢ > 0
derart, dass

c
1w/ lloo ot d.5-d) < S llulloo (a6
fiir allew € E,, und alled € (0, (8 — «)/2], o < .
Beweis: Wir iiberlegen uns, dass es geniigt, folgendes zu zeigen:

e Es existiert eine nur von n abhdngende Konstante ¢ > 0 mit

fa+0b 2c
<
o (50)| < gl

fir alle w € E,, und alle a < b.

(1)

Denn angenommen, (1) sei bewiesen. Seien o < 3, d € (0, (5 — «)/2] beliebig, ferner
seit € [a+d,B —d] und u € E, beliebig. Wir machen eine Fallunterscheidung.
e Esist 3(a+ /) <t.
In Abbildung verdeutlichen wir die Situation. Es ist ¢ = £[(2t — ) + ).

2t — 3 s(a+p)

« a+d t b—d

= ¢

Abbildung 6.1: Der Fall %(a +0) <t

Wendet man daher (1) mit a := 2t — 3, b := 3 an, so erhélt man
c
B —t
und damit die Behauptung.

WO € = lullooiopg < Slulloofas firallet € o+ d,5—d
d

o Esistt < i(a+p).

Man vergleiche Abbildung Diesmal ist t = $[(2t — @) + a]. Nun wende man
(1) mit @ := @ und b := 2t — @ an. Man erhalt

W' (1)) <

[l fazi-a) < sznuuoo,[aﬁ] fiir alle ¢ € [a + d, 8 — d]

und hieraus die Behauptung.
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(a+p) 2t — a

5-d B

4
~ ¢ WNI=

a+d

Abbildung 6.2: Der Fall ¢ < 1(a+ 3)

Nun kommt ein weiterer Reduktionsschritt. Es geniigt namlich zu zeigen:

e Es existiert eine nur von n abhéngende Konstante ¢ > 0 mit

(2) 1W'(0)] < c|lulloo-1,1 fiir alle u € E,.

Denn angenommen, die Existenz einer Konstanten ¢ > 0 mit (2) sei bewiesen. Seien
a < bund v € E, beliebig, etwa v(t) = S_\_, p;(t)eN* mit paarweise verschiedenen \;
und Polynomen p; mit >'_, (1 4 dp;) < n. Man definiere die Funktion u durch

b—a a+b
t) .= -t .
u(t) v( 5 + 5 )

Offensichtlich ist auch u € FE,, und wegen (2) ist

(b—a) a+b
5 v : = |u'(0)| < cllullso 1,1 = ¢ l|]|oofa];

woraus (1) folgt.
Wegen der Homogenitét in der Ungleichung (2) gentigt es schlieflich zu zeigen:

e Es existiert eine nur von n abhdngende Konstante ¢ > 0 mit
(3) W' (0)] < ¢ fir alle u € B, mit ||ul|oo—11] = 1.
Nun kommt ein letzter Reduktionsschritt. Da ja II,,_; C F, liegt es nahe, die Polynome

gesondert zu behandeln. Zunéchst zeigen wir die Giiltigkeit von (3) sogar fiir alle u €
I1,,, anschliefsend fiir alle u € E,, \ II,,.

e Es existiert eine nur von n abhéngende Konstante ¢y = c¢o(n) mit

W' (0)] < ¢ fiir alle w € II,, mit [|ulje -1, = 1.

Denn: Dies folgt sofort aus der Markoffschen Ungleichung
4 oo -1,1) < 1 ||ulloo,-1,1)  fiir alle u € 1T,

(siche z. B. E. W. CHENEY (1966, S.91)). Ein direkter Beweis ist naheliegenderweise
der folgende: Die Abbildung {: (IL,, || - [|oc,i—1,1]) — (;|-), definiert durch I(u) := u'(0),
ist eine lineare Abbildung zwischen endlichdimensionale linearen normierten Rdumen,
daher auch stetig, und folglich

()] = [u/(0)] < ||| lufloo o1y fiir alle u € IL,.

Nun zeigen wir schlieflich:
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e Es existiert eine nur von n abhingende Konstante ¢ = ¢(n) > 0 mit

[u'(0)| < ¢ firalle u € B, \ II,, mit |uso—1,1 = 1.

Denn: Wir definieren die Intervalle

‘ 1 1
I; = [—l,—(‘] q, I = [] l}, j=1...,n,

j )
n n n n

der Léange d := 1/n. Man definiere
rj =227 5ind j=1,...,n,

und anschlieflend .
Cj::Zri, j=1,...,n.
i=j

Wir wollen zeigen, dass obige Behauptung e mit ¢ = ' gilt. Angenommen, dies ware
nicht der Fall. Dann gibt es ein u € E, \ II,, mit ||u|ls, -1 = 1 und [«/(0)| > C4.
O.B.d. A. kénnen wir u/(0) > €} annehmen (notfalls ersetze man u durch —u). Wir
werden zeigen, dass u("*!) mindestens n Nullstellen in [—1, 1] besitzt. Zusammen mit

u™ € B, und u"V #£ 0 (da u & I1,,) ergibt dies einen Widerspruch zu Satz
denn nach diesem hat u € FE,, \ {0} hochstens k(u) — 1 < n — 1 Nullstellen.

Wegen Satz [6.1.4) angewandt auf I; bzw. I], gibt es Punkte & € Iy, & € I}, mit

el | e )
{ [u/(€1)] } S W s G<ul(0)

Daher ist & < 0 < &]. Aus dem Mittelwertsatz folgt die Existenz von (; € (&,0),
¢; € (0,)) mit
u'(0) — /(&) = —u"(G1)§ > C1r — 11 = Oy,

u'(§1) — u'(0) = u"(()€ < — Gy = —Ch

1

1
1 S|

u'(G1) > ( : )(JQ > Oy, u"(()) < —(

Also besitzt u” eine Nullstelle in ({3, (}), wobei

>02 < —(C,.

1 1
——<O<0< (< —.
n n
Wir zeigen nun:
o Fiir j =2,...,n+1 gibt es Punkte (;_1, ¢;_; mit

(a) = =1)/n<Ga <0<, <(G—1/n,
(b) u? (1) > Cj, (=1) D (Gy) > O
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(¢) ul9) besitzt mindestens j — 1 Nullstellen in (¢; i, G1)-

Denn: Fiir j = 2 sind die Aussagen (a)—(c) richtig, wie wir gerade gesehen haben.
Angenommen, die Aussagen (a)—(c) seien fiir j € {2,...,n} richtig. Wegen Satz
angewandt auf I; bzw. I’ statt I, u statt y und j statt m, existieren §; € I;, & € I
mit

WD EN <rjy [ <
Hierbei ist §; < —(j —1)/n < ;-1 und entsprechend ¢} ; < (j —1)/n < &. Wegen des
Mittelwertsatzes existieren (; € (§j,(;-1) und ¢} € (¢j_y,&;) mit

u(Gor) = u(&) = uD(G) (G = &) > G =15 = Gy
——

€(0,1)
und damit w9 (¢;) > Cj 1 sowie

(=) (@ (Gy) = u(€) = (=D GG — Goy) > € =1 = Ci
~——

€(0,1)

und damit (—1)7u@*(¢}) > Cj11. Damit sind (a) und (b) fiir j + 1 statt j nachge-
wiesen. Bleibt also der Nachweis von (c) fiir j + 1 statt j, um den Induktionsbeweis
abzuschliefsen.

Nach Induktionsannahme besitzt u/) mindestens j — 1 Nullstellen in (¢;_,, Gi_1) Seity
die kleinste und ¢;_; die grofste dieser Nullstellen. Wegen des Satzes von Rolle besitzt
uU*Y) mindestens j — 2 Nullstellen in (#,¢;_;). Ferner ist u")(¢) > 0 fiir ¢ € ({;_1,11),
u9(t;) = 0 und folglich uU*V(¢;) < 0. Zusammen mit «9+(¢;) > Cjq > 0 folgt
aus dem Zwischenwertsatz, dass u*!) auch noch eine Nullstelle in ((j,#] besitzt.
Entsprechend ist (=1} u@(t) > 0 fir ¢ € (t;_1,¢_,), u¥(t;-1) = 0. zusammen
mit (—1)7uUt((}) > Cji1 > 0 folgt auch noch die Existenz einer Nullstelle von
uUt) in [t;_y,¢}). Insgesamt hat u+Y also mindestens j Nullstellen in (¢j, ¢}). Der
Induktionsbeweis ist abgeschlossen. Daher besitzt u™*") ¢ E, \ {0} mindestens n
Nullstellen in (—1,1), ein Widerspruch zu Satz [6.1.5] O

Jetzt ist das Ziel nicht mehr fern.Vor der Formulierung und dem Beweis des letz-
ten entscheidenden Hilfssatzes (dies ist genau die Aussage 2. in dem ganz am Anfang
angebenen “Fahrplan” zum Beweis des Existenzsatzes fiir die T-Approximation mit Ex-
ponentialsummen) miissen wir noch an ein funktionalanalytisches Hilfsmittel erinnern,
das wir ohne Beweis (einen Beweis findet man in jedem Funktionalanalysis-Lehrbuch)
zitieren.

Satz von Arzela-Ascoli Sei {z} C C|a, f]. Es gelte:

(a) Die Folge {xy} ist beschrankt in (Cla, 8], - ||s), d. h. es existiert eine Konstante
C > 0 mit ||zg||e < C fiir alle k € N.

(b) Die Folge {x;} ist gleichgradig stetig, d.h. es existiert zu jedem € > 0 ein § =
d(e) > 0 mit

s,t €la, B, |s—t| <0 = |og(s) —xx(t)| < e fiirallek e N.
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Dann kann aus {x;} eine auf [«, 5] gleichmékig konvergente Teilfolge ausgewéahlt wer-
den. D. h. es existiert eine Teilfolge {zy,} C {xx} und ein x € Cla, ] mit

lim [lzg, — zfle = 0.
i—00

Der folgende Satz stammt von E. SCHMIDT (1970) und ist das entscheidende Hilfsmittel
zum Beweis des Existenzsatzes.

Satz 6.1.7 Sei{u,} C E, einein (Cla, f],|||ls0,[a,8) beschréankte Folge. Dann existiert
eine Teilfolge {uy,} C {uy} und ein u* € E, mit der Eigenschaft, dass {uy,} auf jedem
Teilintervall [a,b] mit o < a < b < [ gleichméfig gegen u* konvergiert.

Beweis: 1. Man wahle 2n + 2 Punkte a;, b;, t = 1,...,n+ 1, mit
a<a < <appg <bg <o <b<p.

Eine wiederholte Anwendung von Satz liefert, dass die Folge {u,(cl)} in Cla;, bil,
i=1,...,n+1, beschriankt ist, insbesondere also in C[a;,+1, by+1]. Es existiert also eine
Konstante K > 0 mit

s | sofan s bnen] < K fiir alle k € Nund i = 0,1,...,n+ 1.
Fir¢=0,1,...,n gilt dann: Ist s,t € [a,41, bpy1], SO ist
7 7 +1
i (5) — u ()] < 0l o fansaionen) 15 — ] < K |s — 1.

Daher ist {u](f)}, i=0,...,n,in Clayi1,byy1] beschrankt und gleichgradig stetig. Eine
wiederholte Anwendung des Satzes von Arzela-Ascoli liefert die Existenz einer Teilfolge
{ur,} C {u} sowie von uj € Clani1,bpqr], i =0,...,n, mit

=0, 1=20,...,n.

fim [[uf” — uf | o a0

j—o00 nt1]

Wir werden zeigen, dass {uy, } die gesuchte Teilfolge ist. Um Schreibarbeit zu sparen,

nehmen wir im folgenden allerdings an, dass kein Ubergang zu einer Teilfolge nétig ist,
dass also schon

lim ||ul(j) — U} |0 0, i =0,...,n.

feel ant1,bn41] —

Sei u* := . Dann ist offenbar v} = (u*)¥, i=1,... n.

2. Nun zeigen wir, dass u* € F,,. Als Exponentialsumme hat u; € F,, die Form

Uk Uk

ug(t) = Zpi,k(t)e)‘iv’“t mit Z(l + Opi k) < n.

i=1 i=1

Fiir das Weitere muss der Zusammenhang zwischen Exponentialsummen und Lésungen
von Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten gekléart werden. Einem u € E,
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der Ordnung k ordnen wir einen Differentialoperator L der Ordnung k zu, und zwar
auf die folgende Weise. Hat u die Darstellung

l

l
u(t) = Zpi(t)ex\it mit k= Z(l + Jp;) < n,
i=1

i=1
so sei der Differentialoperator L definiert durch

l d 14-0p;

=1

Ist z.B. n := 2 und u(t) := te', so ist u € Ey und die Ordnung von w ist k = 2. Der
zugehorige Differentialoperator ist

bzw.

d dy d*y  _dy
Ly=(S - 1)(Y _y) =22 Y 1y
Y <dt ) (dt y) a a Y

Lu(t) = (% — 1) (e +tet —te') = (% — 1) e = 0.

Nun wollen wir uns iiberlegen, dass die letzte Gleichung kein Zufall ist, dass also eine
Exponentialsumme v € E,, der Ordnung k einer linearen, homogenen Differentialglei-
chung k-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten geniigt, also

u® + qp_u* Y 4 a4 agu = 0,
deren zugehoriges charakteristisches Polynom
X)) =N +a N+ ad +ag

gerade die \; als Wurzeln der Vielfachheit 1+0p;, 1 = 1,...,[, besitzt. Dies liegt daran,
dass

<i—Ai)Ham<pi<t>e*”> - (@—Ai)m(p;(t)mpi(t) - D)

dt
d 1+0p;—1
- (G-»)  wlee

d 1+0p;—2
- (G-») e
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Die Frequenzen ); in der Darstellung von v € FE,, sind stets als paarweise verschieden
und der Grofe nach geordnet angenommen:

AL < Ay < o0 <AL

Schreibt man jedes A; entsprechend seiner Vielfachheit 1 + Op; als Wurzel des charak-

teristischen Polynoms
!

) = [T = nyeen

auf, so erhalt man

Dann geniigt
!
u(t) = Z pi(t)elit
i=1

der Differentialgleichung k-ter Ordnung

k

H(% — ui)u(t) = 0.

i=1
Jetzt kehren wir zum eigentlichen Beweis zuriick. Die Ordnung

s

k(ug) = Z(l + Ipix) <n

i=1

kann als konstant angenommen werden (notfalls gehe man zu einer Teilfolge iiber),
etwa maximal gleich n (andernfalls ersetze man n durch n — 1 usw.). Also gilt

(*) le(% — ui,k) u, = 0.

Die Folgen {f;}ren sind beschrinkt oder unbeschriankt. Indem man zu Teilfolgen
iibergeht und notfalls umnummeriert, kann man annehmen, dass

klim Hike = i, i=1,...,¢, ({pir} beschrinkt)
— 00
und

1
lim =0, i=q+1,...,n, ({wix} unbeschrinkt).
k—o0 i K

n
i=q+1

T rd - 1 d
3 () (e

i=q+1

Dividiert man die Differentialgleichung () durch ] (—pix), so erhédlt man
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Mit k& — oo folgt wegen der gleichméfigen Konvergenz von {u,(;)} gegen (u*)® auf

[a'n-l—la bn+1]7dass
T d
0= H(E — Mi>U*7 falls ¢ > 1

i=1
bzw. u* = 0, falls ¢ = 0. Oben haben wir uns iiberlegt, dass ein u € E,, der Ordnung &
einer linearen Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten k-ter Ordnung gentigt,
deren charakteristisches Polynom nur reelle Nullstellen besitzt. Wie aus der Theorie
linearer Differentialgleichungen bekannt ist, gilt aber auch die Umkehrung. Damit ist
nachgewiesen, dass u* € £, C F,,.

Wir halten fest, was wir bisher bewiesen haben (wir sind némlich leider noch nicht
fertig):

o Sei {u} C E, beschrankt in (Cla, ], || -|/oc,fa,6))- Seien api1, by mit a < apqq <
bny1 < [ gegeben. Dann existiert eine Teilfolge {ux,} C {ux} und ein u* € E,
derart, dass {uy,} gleichmékig auf [an,1,bny1] gegen u* konvergiert.

Zu zeigen bleibt, dass {uy,} nicht nur auf [a,41, bpy1] sondern auf jedem Teilintervall
la,b] mit & < a < b < [ gegen u* konvergiert. Hierbei konnen wir natiirlich annehmen,
dass [a,41,bny1] eine echte Teilmenge von [a, b] ist. Angenommen, die Behauptung sei
nicht richtig. Dann existiert eine Teilfolge von {uy, }, wiederum mit {uy,} bezeichnet,
und ein € > 0 mit [|ug, — u*||ocjap) > € fiir alle j. Durch Wiederholung des obigen
Beweises mit [Gn41, bps1] = [a, b] erhélt man die Existenz einer Teilfolge von {ug, }, die
gleichméfig auf [a,b] gegen ein ™ € K, konvergiert und es ist [|u* — u*||o jap) = €.
Da aber notwendig u* = u** auf [a, 41, bpy1], ist auch u* = u** auf [a, b]. Man hat einen
Widerspruch zu ||u™* — u*[|o,[ap) = € erhalten und der Satz ist schlieklich bewiesen. O

Nach den Vorbemerkungen vor Beginn aller Hilfssdtze ist damit bewiesen:

Satz 6.1.8 Die Menge E,, der Exponentialsummen der Ordnung < n ist eine Existenz-
menge in (Cla, B, || - [|)-

Durch ein Beispiel am Anfang dieses Abschnitts haben wir gezeigt, dass die Menge E°
der reinen Exponentialsummen der Ordnung < n keine Existenzmenge in (C[a, ], || -
||so) ist. Erstaunlicherweise gilt aber:

Satz 6.1.9 Die Menge

Ef = {Zaie’\it:)\i € R, q 20(@':1,...,71)}

i=1
der reinen nichtnegativen Exponentialsummen der Ordnung < n ist eine Existenzmenge
in (C[O{,B], H ’ HOO)

Beweis: Es geniigt offenbar zu zeigen:

o Ist {ux} C E;f beschrinkt in (Cla, 8], - [|o), s0 existiert eine Teilfolge {uy,} C
{ux} und ein v* € E derart, dass {ug, } auf jedem Intervall [a, b] C (a,b) gleich-
mékig gegen u* konvergiert.
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Denn: Sei
n

u(t) = Zai,ke’\i”“t mit a; >0,i=1,...,n, ke N.
i=1
Aus der Beschrénktheit von {u} folgt die von {v;x}tren, @ = 1,...,n, wobei v; x(t) :=
a; e+t O.B.d. A, ist also n = 1 und ui(t) = are™?, aj, > 0. Nach Satz existiert
eine Folge {uy,} C {ux} und ein v* € E; derart, dass {uy,} auf jedem Teilintervall
[a,b] C (a, B) gleichmifig gegen u* konvergiert. Ist {\x;} unbeschrénkt, so ist u* = 0,
im anderen Fall ist u*(t) = ae™ und notwendig a > 0. Insgesamt ist also u* € E, der
Satz ist bewiesen. O

6.2 Charakterisierung und Eindeutigkeit
bester T-Approximierender in E°, E" und E,

Wie im letzten Abschnitt sei
Eg = {U : U(t) - Zaie/\ita Qg )\Z eR (?‘ = 17 cee 7n)}
i=1

die Menge der reinen Exponentialsummen der Ordnung < n,

Ef = {Zaie’\it:/\i € R, q ZO(izl,...,n)}

=1

der reinen nichtnegativen Exponentialsummen der Ordnung < n,

! l
E, = {u cu(t) = Zpi(t)e’\it, pellb eR@GE=1,...,1), Z(l +0p;) < n}
i=1

=1

die Menge der Exponentialsummen der Ordnung < n. Vorgegeben sei stets ein z €
Cla, B8], 0.B.d.A. ist z € E? (bzw. EY, E,). Ist w € E? (bzw. E}, E,), so heifen
N + 1 Punkte

a§t0<t1<"‘<t]\[§6

eine Alternante der Linge N + 1 zu u — z, falls
(1) |u(t;) — z(t;)| = ||lu — 2]]oc, i = 0,..., N,
(2) SigIl (u(tz) — Z(tz)) = —Sign (U(tl+1) - Z(ti_;,_l)), 1= 0, .. ,N — 1.

Uns interessieren in diesem Abschnitt notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir,
dass ein u* € EY (bzw. E, E,) beste Approximierende an z beziiglich EY (bzw. E;,
E,) ist.

Wir erinnern an die Definition der Lénge [(u) und der Ordnung k(u) von u € E,. Ist
u =0, 50 ist I(u) = k(u) = 0. Ist dagegen u(t) = S2'_, ps(t)e** mit p; € 1\ {0}, i =
1,...,,und A\ < -+ < N\, soist l(u) := [ die Linge von u und k(u) := 22:1(1 + Op;)
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die Ordnung von w. Offenbar ist k(u) > I(u) und k(u) = Il(u) fiir v € EY. Unser
Ziel wird es zunéchst sein, eine Charakterisierung einer besten Approximierenden (al-
so notwendige und hinreichende Bedingungen) in E° mittels Alternanteneigenschaften
nachzuweisen, sowie die Eindeutigkeit bester Approximierender in E? zu beweisen (man
beachte jedoch, dass EY keine Existenzmenge in (C|a, 8], || - ||s) ist). Hierzu werden
wir jeweils einen direkten Beweis angeben und danach die Einordnung in eine wesent-
lich allgemeinere Theorie von Meinardus-Schwedt und varisolventer Familien von Rice
andeuten. Anschliefend werden wir die gleichen Aufgabenstellungen in £, betrachten,
wobei schon darauf hingewiesen sei, dass wir dort keinen Eindeutigkeits- und keinen
Charakterisierungssatz haben, sondern nur notwendige und hinreichende Bedingungen
mit Liicke.

Wir beginnen mit dem angekiindigten Charakterisierungssatz beziiglich EV.

Satz 6.2.1 Ein u* € E° mit u*(t) = SF") areMt (hier ist af # 0,7 = 1,..., k(u*),

=1
AT <o < )\z(u*)) ist genau dann beste Approximierende an z € Cla, 8], wenn es eine

Alternante der Lange n + k(u*) + 1 zu u* — z gibt.

Beweis: 1. Wir zeigen zunéchst durch ein Argument vom de La Vallée Poussin-Typ,
dass die angegebene Bedingung hinreichend ist. Sei also

(a <)ty < <ty (£ 5)

eine Alternante zu u* — z. Angenommen, es gibt ein u € E? mit ||u— 2||s < ||u* — 2| co-
Firi=0,...,n+ k(u*) ist insbesondere

0 < fu™(t:) = 2(t:)] = u(ts) — 2(t:)|
< sign (u' () — 2(8:)) (W () — 2(8:)) — sign (u* () — 2(8:)) (u(ts) — 2(t:))
= sign (v (t:) — 2(t:) (W (t:) = u(t:))

und daher

—Z
-z

sign (u*(t;) — 2(t;)) = sign (u*(t;) — u(t;)), i=0,...,n+ k(u").

Daher alterniert das Vorzeichen von u* — u in den n + k(u*) + 1 Alternantenpunkten,
u* — u besitzt also mindestens n + k(u*) Nullstellen in [a, 8]. Andererseits hat u* — u

die Form
k(u*)+

W) —ult) = > @,
i=1

folglich ist u* — u € E,S(u*Hn. Da u* — u # 0, besitzt u* — u nach Satz m hochstens
n + k(u*) — 1 Nullstellen, ein Widerspruch, und der erste Teil des Satzes ist bewiesen.

2. Notwendige Optimalitdtsbedingungen sind immer schwieriger zu beweisen als hinrei-
chende Bedingungen. Aber wir wissen ja zum Gliick ziemlich genau, wie wir vorzugehen
haben. Der reinen Exponentialsumme u € E? mit u(t) = > | a;e* ordnen wir den
Parametervektor

= (a,...,0p0,A1,..., )" € R™
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zu, wobei etwa ay,...,ap #0,a; =0, i=k+1,....,n,und A\; < -+ < A\, Apit, -5 An
beliebig, aber sdmtliche \; paarweise verschieden. Hierbei ist k& = k(u) die Ordnung
von u. Hiermit definieren wir

F(z,t) := Z a;eMt.
i=1

Sei u*(t) = F(z*,t) eine (globale) beste T-Approximierende an z in E°, also
|F(x*,) = 2|0 < ||F(2,) — 2]|o fiir alle x € R?".

Sei
*

ot =(al,...,a, N5 )T p=(by,. .. bo, i1, pn)?

Dann ist
n

F(z* 4 sp,t) — F(2*,t) = s Z(b’ +alpit)ett + o(s).
i=1
Wegen (wir verdndern jetzt die Schreibweise ein wenig, indem wir z. B. ||u(t)]|« statt
der korrekteren Schreibweise ||u(-)||o oder ||u|o benutzen)

[E(@"8) = 2(D)]ec < [F (2" +sp,1) = 2(1) oo
< 1P +sp) = F(a*,t) — s 3200, (b + afpit)e ||
+IF (@ 1) + s 350 (b + ajpit)e' — 2(8)l|o

ist fiir alle s > 0 (bei einer lokal besten Approximierenden: fiir alle hinreichend kleinen
s> 0)

1 n *
- g”f(x* + sp, t) - F({L'*,t) - SZi:1<bi + a;(uit)e)\it

. J/
-~

=o(s)
1 n * x *
< CUF@ ) + 5300 0+ ajuat)e = () oo — [P, 8) = 2(8) ],

[e.9]

Mit u*(t) = F(z*,t) und s — 0+ folgt (siehe Beispiel 3 im Anschluss an Satz |3.2.4])

0< ign (u*(t) — 2(t bi + a;j pit)e,
_te]gr(lggz)SIgn(U() 2( ));( a;pit)e

wobel wieder

B(u" —z):=A{t € o, f] : [u"(t) = 2(8)] = [lu” = 2]l }-

Definiert man also

so ist
0 < max sign(u*(t) — z(t))h(t) furalle h € W(z*).

" teB(u*—=2)

In Beispiel 3. auf Seite im Anschluss an Satz hatten wir nachgewiesen:
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e Seien qi, ..., q, nichtnegative ganze Zahlen und \y, . .., )\, paarweise verschiedene
reelle Zahlen. Dann ist

E.(q,\) = {Zpk(t)e’\’“t pprell,, k=1,... ,n}
k=1

auf jedem (reellen) Intervall I ein N := (}_,_, qx) + n-dimensionaler Haarscher
Teilraum von C(I).

Wegen dieses Ergebnisses ist W (z*) ein (n 4 k(u*))-dimensionaler Haarscher Teilraum
von Cla, B]. Hieraus folgt in der iiblichen Weise die Existenz von Punkten ¢;, ¢ =
0,...,n+ k(u*), mit

1. a§t0<t1 <"' <t’l’b+k§(’u,*) SB,
2. Ju*(t;) — z(t;)| = ||u* — 2||oo bzw. t; € B(u* — 2),i=0,...,n+ k(u"),
3. Es existieren \; > 0,7 =0,...,n+ k(u*), mit

n+k(u*)

0= > Nsign(u'(t;) — 2(t:)h(t;) fiir alle h € W (z*).

Berticksichtigt man nun noch den ersten Teil von Lemma|3.4.4] so erhdlt man, dass die

ti,i=0,...,n+ k(u"), eine Alternante fiir u* — z bilden. Der Satz ist bewiesen. O
Bemerkungen: 1. Im letzten Satz haben wir eigentlich sogar bewiesen: Ist u* € E°
eine lokal beste Approximierende an z in E?, so existiert eine Alternante der Linge
n + k(u*) + 1 fir u* — z und hieraus folgt (hinreichende Bedingung), dass u* sogar
eine global beste Approximierende an z in EY ist. Insbesondere ist eine lokal beste

Approximierende in E? auch eine global beste Approximierende.

2. Den ersten Teil des Beweises konnen wir zu einem Satz vom de La Vallée Poussin-Typ
ausbauen:

e Sei v € E? und k = k(u) die Ordnung von u. Gibt es dann n + k + 1 Punkte ¢,
mit

(1) a§t0<t1<"'<tn+k§ﬁ,
(ii) Mit o € {—1,1} ist sign (u(t;) — 2(t;)) = o(=1)", i =0,...,n+k,

So 1st

i N —z2(8)] < )
minfults) — 2(t)] < d(z, )

3. Im Laufe des durchsichtigen Beweises zum letzten Satz schimmerte ein allgemeines
Prinzip durch. Hierauf wollen wir aber erst spéater eingehen. O

Zuniichst folgt der Eindeutigkeitssatz fiir E°.

Satz 6.2.2 Zu jedem z € C|a, 3] existiert hochstens eine beste T-Approximierende in
ED.
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Beweis: Seien u und v zwei beste Approximierende an z in E2. Wir benutzen Bezeich-
nungen wie im zweiten Teil von Satz [6.2.1] Sei also

n

u(t) = F(z,t) = Zaie)‘it, v(t) = F(y,t) = Zbie“it.

=1

O.B.d. A. ist k(u) < k(v), die Ordnung von u also nicht grofer als die von v. Nach
Satz gibt es eine Alternante der Lange n + k(u) + 1 zu u — 2, also Punkte ¢;,
i=0,...,n+ k(u), mit:

Loa<ty < <tlpyrw <06,
2. |Flx,t;) — 2(t:)| = d(z, E®), i = 0,...,n+ k(u),
3. sign (F(z,t;) — 2(;)) = o(=1), i = 0,...,n + k(u), wobei o € {—1,1}.
Firi=0,...,n+ k(u) ist dann
o(—1) [Fly, t;) — 2(t:)] < |F(a,t)) — 2(t)] = o(~1)[F(x, ;) — =(t,)]
und folglich
(%) 0 < o(=1)"[F(x,t;) — F(y,t;)], i=0,...,n+k(u).

Ist F(z,t;)—F(y,t;)) =0,i=0,...,n+k(u), soist F(x,t) = F(y,t) fiir alle t bzw. u =
v. Denn F(z,-)—F(y,-) € E2+k(u) (siehe erster Teil des Beweises von Satz[6.2.1]). Daher
wird nun angenommen, dass F'(x,t;)—F(y,t;) # 0 firein j € {0,...,n+k(u)}. Wegen
(x) ist sign (F(z,t;)— F(y,t;)) = o(—1)7. Wir setzen p = (c1,...,Cn, V1, .., V)" . Dann
ist

n

F(Q?,t) o F(y — Sp, t) = F(.T,t) - Z(bl - SCi)e(Misui)t

i=1
= F(z,t) =Y bie"' +5) (ci+ bwit)e™" + o(s)
=1 =1

-~

(®)

= F(x,t) — F(y,t) 4+ sP(t) + o(s).

Hierbei ist
N . €L (=1, k()
PeW(y) = {X;qz(t)e g el (i=k(w)+1,...,n [
Da W (y) ein Haarscher Teilraum von Cla, 8] der Dimension n + k(v) > n + k(u)
ist, existiert ein P € W(y) und damit ein p € R?*" mit P(t;) = o(—1)" fiir alle ¢ €
{0,....,n+ Ek(u)} \ {j}. Dann ist
o(=1)[F(z,t) = Fly —sp.t;)] = o(=1)'[F(x(t:) = Fly.t:)]

(. J

~—
>0

+ 50(=1)"P(t;) + o(s).
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Firie {0,...,n+ k(u)}\ {j} ist daher

o(=1)'[F(x,t:) = F(y — sp, t)] > sa(=1)'P(t;) +o(s) = s+ o(s) > 0
T

fiir alle hinreichend kleinen s > 0. Fiir i = j ist dagegen

o(=1)'[F(x,t;) = Fly = sp.t:)] = o(=1)[F(x.t;) = F(y.t))] +sP(t;) + o(s)

> (0 fir alle hinreichend kleinen s > 0.

Also besitzt F(x,t)—F(y—sp,t) € EY, k(u fir alle hinreichend kleinen s > 0 mindestens
n + k(u) Nullstellen, verschwindet also identisch. Aus Stetigkeitsgriinden folgt mit
s — 0+, dass F(z,t) = F(y,t) fir alle t bzw. u = v. Damit ist die Eindeutigkeit

bewiesen. O

Bemerkung: Oben behaupteten wir, dass bei den Beweisen der letzten beiden Sétze
ein allgemeineres Prinzip durchschimmert. Wir wollen hier den Zusammenhang mit
der Theorie von Meinardus-Schwedt (siche G. MEINARDUS (1967, S.1411f.)) beleuch-
ten. Hierzu sei X C R™ offen (z.B. X = R*") und M := {F(z,-) : * € X}, wobei
F € C(X x [a,8]) (und damit F(z,-) € Cla,f] fiir alle z € X). Uns interessie-
ren Charakterisierungs- und Eindeutigkeitsaussagen fiir die Approximationsaufgabe,
z € Cla, f] im T-Sinne durch Elemente aus M zu approximieren. Oben, bei der Ap-
proximation mit reinen Exponentialsummen, ist z. B.

n

r=(ay,...,a0, M, .. \)7, F(x,t):Zaie)‘it.

i=1

Entscheidend haben wir benutzt, dass wir F' nach den Parametern x differenzieren
kénnen. Daher setzen wir jetzt voraus:

(a) Die partiellen Ableitungen 0F/0x;, j = 1,...,m, existieren und sind auf X X
[, (] stetig. Mit

OF OF g
Fx(x,t) = <8—x1<l’,t)7 RPN aT(x,t))

bezeichnen wir den Gradienten von F' beziiglich z. Im obigen Fall der reinen
Exponentialsummen ist

Fx(fﬂ, t) - (e)qt’ e 76)\nt7 tale)\lta e ,taneA"t)T.

Fir x € X sei
W(x) = {F(z,)'p:pcR™}.

Dies ist offenbar ein endlichdimensionaler linearer Teilraum von Cla, f].

(b) Die lokale Haarsche Bedingung sei erfiillt, d. h. fiir jedes z € X sei W (x) ein Haar-
scher Teilraum von Cla, |betal, etwa der Dimension d(z).D. h. jedes nichttriviale
Element von W (x) besitzt hochstens d(z) — 1 Nullstellen in C|a, f].
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(c) Die Nullstellenbedingung sei erfiillt: Fir x,y € X verschwindet F(z,-) — F(y,-)
identisch oder besitzt hochstens d(x) — 1 Nullstellen in [, f].

Man iiberlege sich, dass die letzten beiden Sétze unter diesen Voraussetzungen verall-
gemeinert werden kénnen (sieche G. MEINARDUS (1967, S. 142-147)). O

Nun studieren wir die T-Approximation beziiglich der Menge E der nichtnegativen
reinen Exponentialsummen. Eines unserer Ziele wird es sein, nachzuweisen, dass E;
eine T-Menge in (C[a, (], - ||) ist. Der néchste Satz wird ein wichtiges Hilfsmittel
sein (siehe z.B. D. BRAESS (1986, S.170)).

Satz 6.2.3 (Descartes-Regel) Sei u € E2\ {0}, u(t) = Y7, a;e™* mit \y < -+ <
Ay a; # 0,4 = 1,...,n (andernfalls wire u € E°_ ). Sei N die Anzahl der reellen
Nullstellen von u und W die Anzahl der Vorzeichenwechsel in (ay, as, . . ., a,). Dann ist
N < W. Ist N =W und ty die groste Nullstelle von u, so ist signu(t) = sign a,, fiir
allet > ty.

Beweis: Der Beweis wird durch Induktion nach W, der Anzahl der Vorzeichenwechsel
in (ai,...,a,), erbracht. Ist W = 0, so sind alle a;, i = 1,...,n, positiv oder negativ,
so dass u keine reelle Nullstelle besitzt und es ist N = 0. Der Induktionsanfang ist
damit gelegt. Sei nun W > 0, die Aussage sei fiir W — 1 richtig. Dann gibt es ein j < n
mit ajaj41 < 0. Man wéhle A € (A, A\j41. Dann ist

d n
v(t) == %(e_’\tu(t)) = Z bV mit by = ai(\ — N).
i=1

Firi=1,...,jist \; <\; < A und daher signb; = —signa;. In (by,...,b;) treten also

so viele Vorzeichenwechsel wie in (aq,...,a;) auf. Entsprechend ist signb; = signa;
fir i = j+1,...,n, in (bj41,...,b,) treten also so viele Vorzeichenwechsel wie in
(@jt1,...,a,) auf. Ferner ist signb;, = —signa; = signa;; = signb,+1. In (by,...,b,)

treten also W — 1 Vorzeichenwechsel auf. Nach Induktionsannahme besitzt v also héch-
stens W — 1 Nullstellen und daher e *u bzw. u hochstens W Nullstellen. Damit
ist der Induktionsschluss erfolgt. Rechts von ¢ty ist u von einem Vorzeichen. Wegen
limy_o e~ u(t) = a,, ist signu(t) = sign a,, fiir alle t > ty. Der Satz ist bewiesen. O
Bevor wir den Alternantensatz fiir die T-Approximation beziiglich E" formulieren und
beweisen, filhren wir noch eine Bezeichnung ein. Ist u € E?, also u(t) = > | a;e*’
mit A\; < --- < A, so bezeichne k% (u) die Anzahl der positiven a;, £~ (u) die Anzahl
negativer a;. Offenbar ist

T (u) + k7 (u) = k(u),

wobei k(u) die Ordnung von u ist.

Satz 6.2.4 Sei z € Cla, f] und u* € E;F. Dann ist u* genau dann eine beste Approxi-

mierende an z in E, wenn

(i) u* — z eine Alternante der Linge 2n + 1 besitzt

oder
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(ii) u* — z eine Alternante o < tg < -+ < topu+) < B der Liange 2k(u*) + 1 mit
(u* — 2)(tar(u=)) > 0 besitzt.

Beweis: O.B.d. A. ist natiirlich z ¢ E. Wir zeigen zunéchst, dass die Bedingungen
(i) oder (ii) hinreichend dafiir sind, dass u* eine beste Approximierende an z in E; ist.
Hierzu machen wir eine Fallunterscheidung und nehmen im ersten Fall k(u*) = n an.
Wegen (i) (oder (ii)) besitzt u*—z dann eine Alternante der Lange n+k(u*)+1 = 2n+1.
Aus dem Alternantensatz folgt, dass u* beste Approximierende an z in E° und
damit (wegen u* € E) erst recht in EF ist. Im zweiten Fall ist k(u*) < n. Wir kénnen
annehmen, dass (ii) erfiillt ist. Der (hinreichende Teil in) Satz liefert, dass u*
beste Approximierende an z in Eg(u*) und damit wegen u* € E,j(u*) auch in E,j(u*) ist.
Zu zeigen bleibt, dass u* auch beste Approximierende an z in E ist. Angenommen,
dies sei nicht der Fall, es existiere also ein v € Ef mit ||[u — 2||s < ||u* — z||oo. Dann ist

(=D'ult) = 2(t)] < [lu— 2]
<l = 2l
= (=) ur(t) — 2(8)], i=0,... 2k(u).

Hieraus folgt ‘
(=D)fu*(t;) —u(t)] >0,  i=0,...,2k(u").

Folglich besitzt u —u* mindestens 2k(u*) Nullstellen in (o, tok(u=)), d. h. es ist 2k(u*) <
N(u—u*), und es ist (v —u*)(tops)) < 0. Daw—u* =" biet’ mit g < -+ < fi,
m < n + 2k(u*), eine von der Nullfunktion verschiedene reine Exponentialsumme ist,
folgt aus der Descartes-Regel in Satz auch noch N(u —u*) < W(u — u*), wobei
W(u — u*) die Anzahl der Vorzeichenwechsel in (by, ..., b,,) ist. Insgesamt ist also

2k(u*) < N(u—u") < W(u —u").

Wir unterscheiden zwei Fille. Im ersten Fall ist 2k(u*) = W(u — u*). Dann ist also
2k(u*) = N(u — u*) = W(u — u*). Wegen (der letzten Aussage in) Satz und
(u — u*)(top@ur)) < 01ist by, < 0. Dann ist

E(u ) +1 <k (u—u) <k (u) + kT (u*) = k(u*),
-0
ein Widerspruch. Im zweiten Fall ist 2k(u*) < W(u—u*), also 2k(u*)+1 < W(u—u*).
Dann ist wieder k(u*) + 1 < k™ (u — u*), was wie gerade eben zu einem Widerspruch
fithrt. Damit ist gezeigt, dass die Bedingungen (i) oder (ii) hinreichend dafiir sind, dass
u* € ET eine beste Approximierende an z in E; ist.

Sei u* € E eine beste Approximierende an z in E; ist. Wir machen eine Fallun-
terscheidung. Im ersten Fall ist k(u*) = n. Dann sind alle Koeffizienten a} von u*
positiv. Eine kleine Storung in den Parametern liefert nach wie vor Elemente von E'.
Genau wie beim Beweis von Satz folgt die Existenz einer Alternante der Lénge
n+k(u*)+1=2n+1 fiir u* — z. In diesem Fall ist also die Bedingung (i) erfiillt. Im
zweiten Fall ist k(u*) < n. Zur Abkiirzung sei k := k(u*(. Dann ist u* € Py (2) N E;
und damit u* € PE;(Z). Wegen des ersten Falls existiert zu u* — z eine Alternante der
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Lange 2k + 1. Wir zeigen, dass es sogar eine Alternante der Lénge 2k + 2 fiir u* — 2
gibt. Indem man die ersten 2k + 1 oder die letzten 2k + 1 Punkte dieser Alternante
nimmt, erhélt man eine, fiir die (u* — 2)(t2r) > 0 ist, fur die also Bedingung (ii) erfiillt
ist. Angenommen, es gibt keine Alternante der Lénge 2k + 2 fiir u* — 2. Wegen Satz
ist u* dann keine beste Approximierende an z in E}_,, es gibt also ein u € E}_,
mit [|u — zl|eo < [[u* — 2]joo. Sel a <ty < -+ <t < [ eine Alternante zu u* — z mit
(u* — 2)(tag) < 0 (wére (u* — 2)(t2x) > 0, so wiren wir schon fertig). Wegen (siehe den
zweiten F all im ersten Teil des obigen Beweises)

(=) ults) = 2(t)] < lu— 2]l
< lut = 2l
(=) Hu(t) — 2(t)], i=0,...,2k,

ist

(—1)"[u(t;) — u*(t;)] > 0, i=0,...,2k.
Daher besitzt © —u* mindestens zwei Nullstellen in (%o, to5) und es ist (v —u*)(t2r) > 0.
Bezeichnet man wie oben mit N(u — u*) die Anzahl der Nullstellen von v — v* und
mit W (u — u*) die Anzahl der Vorzeichenwechsel in (b1, ..., b,,), wobei u(t) — u*(t) =
o bietit mit g < - < i, m < 2k + 1, so liefert die Descartesche Regel zunéchst

2k < N(u—u") < W(u—u").

Auch hier machen wir eine Fallunterscheidung. Im ersten Fall ist 2k = W (u — u*).
Wegen Satz ist b,, > 0. Daher ist

E+1<k™(u—u") <k'(u).

Die Anzahl positiver Koeffizienten von u € E} 1 1st also mindestens gleich k + 1. Da
die Ordnung von u aber gleich k+ 1 ist u € Elj+1 C E, ein Widerspruch dazu, dass u*
beste Approximierende an z in E ist. Im zweiten Fall ist 2k < W (u — u*). Wiederum
folgt

E+1<kt(u—u*) <kt(u).

Wie gerade eben ergibt sich ein Widerspruch und der Satz ist bewiesen. a

Mit Hilfe des letzten Charakterisierungssatzes und der Eindeutigkeit bester T-Appro-
ximierender in E? erhélt man leicht:

Satz 6.2.5 E ist eine T-Menge in (Cla, 5], - ])-

Beweis: Wegen Satz ist B eine Existenzmenge in (Cla, 8], -+ [|oo). Zu zeigen
bleibt also die Eindeutigkeit bester T-Approximierender in E. Seien uy, us € ET zwei
beste Approximierende an z in Ef. O.B.d. A. ist k(u;) > k(uz). Wegen Satz
existiert zu u; — z eine Alternante der Lange 2k(u)+1. Wegen Satz ist u; die nach
Satz eindeutige beste T-Approximierende an z in Eg(m). Wegen k(ug) < k(uq) ist
auch uy € Eg(ul). Da uy,us € E beides beste T-Approximierende an z in E; sind, ist
lur — 2||oo = |Jua — 2||oo- Also sind wuy,us € Eg(ul) beide beste T-Approximierende an
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zZ in Eg(ul). Wegen der Eindeutigkeit bester T-Approximierender in E,g(ul) ist u; = uog,
womit der Satz bewiesen ist. O

Nun untersuchen wir noch die T-Approximation beziiglich der (erweiterten oder verall-
gemeinerten) exponentialsummen. Durch ein Beispiel (siche D. BRAESs (1986, S. 195))
machen wir uns zunéchst klar, dass wir keine Eindeutigkeit erwarten konnen. Bei der
Argumentation wird allerdings der gleich folgende Alternantensatz schon benutzt.

Beispiel: Sei z € C[—1,1], 2(t) = z(—t) fir t € [-1,1] (bzw. z symmetrisch), z(t) > 0
fiirt € [—1,1] und z fiir ¢ > 0 monoton fallend. Z. B. sei z(t) = 1/(1+¢?). Angenommen,
u* € Fs sei die einzige beste Approximierende an z in E. Dann ist * notwendig selbst
gerade, hat also die Form u*(t) = a cosh At mit @ > 0. Die Funktion u* — z ist monoton
wachsend in [0, 1], besitzt dort also hochstens eine Nullstelle. Daher besitzt u* — z in
[—1,1] hochstens zwei Nullstellen, kann also nur eine Alternante von hochstens der
Lange 3 besitzen. Notwendig fiir eine beste Approximierende ist aber, wie wir gleich
sehen werden, die Existenz einer Alternante der Lange n +l(u* +1 > 2+ 1+ 1 = 4.
Daher gibt es mindestens zwei beste Approximierende an z in Fs. O

Es folgt nun der angekiindigte Alternantensatz fiir Exponentialsummen. In etwas all-
gemeinere Form, Bemerkungen hierzu machen wir spéter, findet man diese Aussage bei
D. BRAESs (1986, S.196).

Satz 6.2.6 Sei u* € E,, l(u*) die Lidnge und k(u*) die Ordnung von u*. Ferner sei
z € Cla, B]. Dann gilt:

(a) Besitzt u* — z eine Alternante der Lédnge n + k(u*) + 1, so ist u* eine beste
T-Approximierende an z in E,.

(b) Ist u* eine Iokal beste T-Approximierende an z in E,, so besitzt u* — z eine
Alternante der Lange n + l(u*) + 1.

Beweis: Im wesentlichen muss der Beweis von Satz nur kopiert werden. Wir {iber-
lassen dies als eine Ubungsaufgabe. Man beachte hierbei, dass die Nullstellenbedingung
und die lokale Haarsche Bedingung erfiillt sind. a

Wie wir in einem Beispiel zeigten, ist E, keine T-Menge in (Cla, ], - ||), da die
Eindeutigkeit einer besten Approximierenden i. Allg. nicht gesichert ist. Es gilt aber
(sieche D. BRAESS (1986, S.196)):

Satz 6.2.7 Sei z € Cl«, f] und u* € E beste Approximierende an z in E_. Dann ist
u* die einzige beste T-Approximierende an z in E,,.

Beweis: O.B.d.A. ist z ¢ E°. Es ist k(u*) = I(u*), da v* € E°. Nach Satz
existiert zu u*—z eine Alternante der Lénge n+k(u*)+1. Wegen Satz[6.2.6](a) ist u* eine
beste Approximierende an z in E,. Sei u € FE,, eine weitere beste T-Approximierende
an z in E,, also ||u— 2|l = ||u* — 2||oc. Sind o, . . ., tnik(+) die Alternantenpunkte von
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u* — z, so ist also

sign (u*(t;) — 2(t:))[u(ts) — 2(t)] < |u(ts) — 2(t:)]
< u— 2o
[u* — 2|00

[u*(t:) — 2(t:)]
sign (u*(t;) — 2(t:))[u"(t:) — 2(t:)]

firi=0,...,n+ k(u*) und folglich
0 <sign (u*(t;) — z(t;))[u" (t;) — u(t;)], i=0,...,n+k(u").

Daher besitzt v* —u € E, @) mindestens n 4 k(u*) Nullstellen. Wegen Satz
folgt u* = w. O
Bemerkung: Ein grofser Teil der Aussagen dieses Abschnitts kann auf sogenannte -
Polynome verallgemeinert werden. Hierbei sei A C R und v € C(A x [«, 8]). Dann heiftt
u(t) = Zle a;y(Ai,t) mit a; € R, Ay € A, i = 1,...k, ein y-Polynom der Ordnung
k, wenn sich u nicht als eine entsprechende summe mit £ — 1 Summanden darstellen
lisst. Die reinen Exponentialsummen erhélt man, indem man (), t) := e* und A := R
setzt. Man kann untersuchen, unter welchen Voraussetzungen eine Descartes-Regel fiir
v-Polynome (siehe Definition 1.1 bei D. BRAESS (1986, S. 182)) gilt. Reine v-Polynomr,
fiir die das der Fall ist, nennt man dann eine Descartes-Familie, sie wird z. B. mit
G bezeichnet. Weiter kann man G;} und G,, als Verallgemeinerung von E und E,

definieren, worauf wir aber nicht mehr eingehen wollen, sondern nur auf D. BRAESS
(1986, Chapter VII) verweisen. O

6.3 Varisolvenz

Zum Schluss dieses Kapitels wollen wir noch, allerdings ziemlich kurz, auf den von J.
R. Rice eingefiihrten Begriff der Varisolvenz eingehen (siche J. R. RICE (1969) und
auch D. BRAESs (1986, S.661t.)).

Definition 6.3.1 Sei M C C|a, (] nichtleer.

1. M heit lokal solvent in ug € M vom Grad m = m(ug) > 1, falls es zu jedem € > 0

und beliebigen m paarweise verschiedenen Punkten ¢; € [o, 5], i = 1,...,m, ein
d = 0(ug, €,t1,...,ty,) > 0 gibt mit: Zu jedem y = (y;) € R™ mit |uo(t;) —yi| <9,
i=1,...,m, existiert ein u € M mit ||u—ug|looc < eund u(t;) =y;, 1 =1,...,m.

2. M besitzt die Eigenschaft Z vom Grad n = n(ug) in uy € M, falls u — vy fur
jedes u € M hochstens n — 1 Nullstellen besitzt oder identisch verschwindet.

3. M heift eine varisolvente Familie, falls M in jedem Punkt v € M sowohl lokal
solvent ist als auch die Eigenschaft Z besitzt und die Grade {ibereinstimmen:
m(u) = n(u).
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4. M besitzt die Dichte-Figenschaft, falls es zu gegebenen ug € M und ¢ > 0 zwei
Elemente uy,us € M mit ||u; — ugl|loo < €, 1 = 1,2, und uy(t) < up(t) < ug(t) fur
alle t € [a, 5] gibt.

Beispiele: 1. Sei M C Cla, 5] ein n-dimensionaler Haarscher Teilraum.

(a) Seien paarweise verschiedene t¢1,...,t, aus [a, 5] vorgegeben. Zu beliebig vorge-
gebenem y = (y;) € R" existiert genau ein v € M mit u(t;) = y;, i = 1,...,n.
Die Abbildung y + u ist stetig. Daher ist M in jedem ug € M lokal solvent vom
konstanten Grad n.

(b) Offensichtlich besitzt M die Nullstelleneigenschaft Z vom Grad n in jedem ug €
M.

(¢) Aus (a) und (b) folgt, dass M varisolvent vom Grad n ist.

(d) Die Dichte-Eigenschaft ist erfiillt, da es in jedem Haarschen Teilraum von Cla, ]
ein positives Element gibt (siehe die Bemerkung im Anschluss an Lemma |5.1.1)).

2. Sei M = E; = {u(t) = ae* : a,\ € R} (siche D. BRAESS (1986, S.66)). Wir
iiberlegen uns, dass F; varisolvent vom Grad

mw={1 W20

ist. Denn:

(i) Wir zeigen, dass M lokal solvent in jedem wy € FEj ist. Zunéchst sei uy # 0
und t; # to. Ferner seien y, 2 von Null verschiedene reelle Zahlen vom gleichen
Vorzeichen, etwa dem von wug. Das Interpolationsproblem

ae/\ti = Y, L= 1727
kann explizit gelost werden:

1
In %, a=ye M.

\ —
to—11 w1

Weiter sind die Parameter a und A stetige Funktionen von ¥y, ys. Daher ist ist
E; lokal solvent vom Grad 2 in ug # 0. Nun sei uy = 0. Dann hat v — ug keine
Nullstelle, wenn € FEy, u # ug. Da E; den eindimensionalen linearen Raum der
konstanten Funktionen enthélt, ist F; lokal solvent vom Grad 1 in ug = 0. Man
beachte, dass eine globale Interpolationseigenschaft unangemessen ist. Denn fiir
y1 = —Yo # 0 existiert kein v € Ey mit u(t;) = y;, i = 1,2.

(ii) Fir ug # 0 und w € E; ist u — ug € Ey, besitzt also hochstens eine Nullstelle
oder verschwindet identisch. Fiir ug = 0 besitzt u — ug € 4 keine Nullstelle oder
verschwindet identisch. Also besitzt F; die Eigenschaft Z vom Grad n(u) = m(u),
insgesamt ist Fy varisolvent.
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Offensichtlich ist auch die Dichte-Eigenschaft erfiillt. O

Gegentiber der Vorgehensweise, die wir oben verfolgt haben (lokale Haarsche Bedin-
gung usw.) ist der wesentliche Unterschied der, dass bei varisolventen Familien keine
Differenzierbarkeitsvoraussetzungen eingehen. Da wir aber trotzdem zwischen einfa-
chen und doppelten bzw. mehrfachen Nullstellen unterscheiden miissen, definieren wir
(sieche D. BRAESS (1986, S.68)):

Definition 6.3.2 Sei t; € (a, 3) eine Nullstelle von u € C[a, §]. Dann heift ¢y eine
mehrfache Nullstelle von u, falls es eine Umgebung U von ty in [«, 8] gibt mit f(¢) > 0
oder f(t) < 0 fiir alle t € U und f(t) # 0 fir ¢t aus dem Rand von U. Mehrfachen
Nullstellen wird die Vielfachheit 2 zugeordnet. Alle anderen Nullstellen haben die Viel-
fachheit 1.

Das folgende Lemma dient dazu nachzuweisen, dass die Nullstelleneigenschaft 7 richtig
bleibt, wenn man die Nullstellen entsprechend ihrer Vielfachheit (im obigen Sinne)
zahlt.

Lemma 6.3.3 Sei M C C|a, 8] varisolvent. Zu u,uy € M gebe es m + 1 = m(u) + 1
Punkte

(Q{ S)to <t <. <tm<§6)
mit
o(=1)"Tuy (t;) — u(t;)] >0, i=0,...,m,

wobei o € {—1,1}. Dann ist u = ;.

Beweis: O.B.d. A. ist m(u) < m(uy). Ist uy(¢t;) —u(t;) =0, =0,...,m, so hat u; —u
mindestens m(u) + 1 Nullstellen, verschwindet also wegen der Nullstelleneigenschaft
Z identisch. Fiir ein j € {0,...,m} sei daher o(—1)7[u;(¢;) — u(t;)] > 0. Da M lokal
solvent vom Grad m(uq) in u; ist, gibt es zu € := |u;(t;) —u(t;)| > 0 ein § > 0 mit: Zu

-----

ug € M mit ||ug — ug|] < e und us(t;) = 5,0 =0,...,m, i # j. Insbesondere setze man

yi = w(ti) + (=1)'0d, i€{0,...,m}\{j}.
Daher existieren ein 6 > 0 und ein uy € M mit
(1) ua(t;) = wi(t;) + (—1)'0d,4i € {0,...,m}\ {5},
(i) Jlur = wolloo < fur(t;) — ulty)]
Hieraus wollen wir schliefen, dass us; — v mindestens m(u) Nullstellen besitzt, was
wegen up # u (siehe (ii)) ein Widerspruch ist. Nun ist

(=1 'olua(ts) — u(ts)] = (=1)'olus(ts) — u(t:)] + 0 _ >0

J

>0
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firi € {0,...,m}\ {j} und

o(=1) [u(t;) — ua(t;)] [us (t;) — ua(ty)|
Jur =zl
lur (ty) — u(ty)|

- U(—l)j[ul(tj) —u(t;)],

AR VANRVAN

folglich .
o(=1)[ua(t;) — u(t;)] > 0.

Insgesamt ist also
O-(_]')Z[UQ(tl) - u(tl)] > 07 1= 07 s, M,

woraus die Existenz von mindestens m = m(u) Nullstellen von us — u # 0 folgt, ein
Widerspruch. O

Lemma 6.3.4 Sei M C Cla, 5] varisolvent und u,u; € M, w # uy. Dann besitzt u—uy
héchstens m(u) — 1 Nullstellen, wobei mehrfache Nullstellen doppelt gezéhlt sind.

Beweis: Im Widerspruch zur Behauptung werde angenommen, u —u; habe m = m(u)
Nullstellen, wobei jede Nullstelle entsprechend ihrer Vielfachheit (1 oder 2) zu zéahlen
ist. Seien s; < - -+ < s die Nullstellen von v — u;. Man fiige nun noch gewisse Punkte
hinzu, so dass man insgesamt m+1 Punkte ty < - -+ < t,,, mit o(—1)"[u(t;) —ui(t;)] > 0,
1 = 0,...,m, erhalt. Dies mache man auf die folgende Weise: Zunéchst gehoren alle
Nullstellen sq, ..., s; zu den gesuchten ty, . . ., t,,. Fiir jede mehrfache Nullstelle wird ein
weiterer Punkt hinzugefiigt. Ist s; eine mehrfache Nullstelle, so nehme man einen Punkt
aus (S;, Si+1) bzw. (sk, 8) hinzu, ferner einen Punkt links von der ersten mehrfachen
Nullstelle. Die erweiterte Menge enthélt m + 1 Punkte, diese seien (nach Umordnung)
to < -+ < tm, esist o(=1)u(t;) —uy(t;)] > 0,4 =0,...,m, mit 0 € {—1,1}. Wegen
Lemma [6.3.3] ist u = u;, was aber gerade ausgeschlossen war. Damit ist das Lemma
bewiesen. O

Die hinreichende Bedingung in einem Alternantensatz wird i. Allg. durch ein Argument
vom de La Vallée Poussin-Typ nachgewiesen. Den Beweis des folgenden Satzes (siehe
z.B. D. BRAESS (1986, S.69)), den man eine nichtlineare Version des Satzes von de
La Vallée Possin bezeichnen konnte, konnen wir weglassen, da wir den entsprechenden
Beweisschluss schon wiederholt gemacht haben.

Satz 6.3.5 M C Cla, 5] habe die Eigenschaft Z vom Grad m in uy € M, ferner sei
z € Cla, B]. Es gebe m + 1 paarweise verschiedene Punkte ty < t; < --- < t,, in |o, (]
mit

sign (ug(t;) — 2(t;)) = o(—1)", i=0,...,m,

wobei o € {—1,1}. Dann ist

Aiminm lup(t;) — z(t;)| < d(z, M).

1=0,...,
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Schwieriger ist der Beweis des folgenden Alternantensatzes, fiir den wir auf D. BRAESS
(1986, S.69) verweisen.

Satz 6.3.6 Sei M C Clo, 8] varisolvent, z € Cla, 5] und v* € M. Es sei u* — z nicht
konstantﬂ. Dann ist u* genau dann eine beste Approximierende an z in M, wenn u* — z
eine Alternante der Lange m(u) + 1 besitzt.

Als letzter Satz in diesem Zusammenhang wird der Eindeutigkeitssatz fiir varisolvente
Familien angegeben.

Satz 6.3.7 sei M C C|a, 5] varisolvent, die Dichte-Eigenschaft sei erfiillt. Dann gibt
es zu jedem z € C|a, ] hichstens eine beste Approximierende in M.

Beweis: Sei u* € Py(z). Wegen des Alternantensatzes gibt es zu u* — 2 eine Alternante
to <ty < -+ <ty Ist auch u; € Py(z), so folgt in bewéhrter Weise

o(=1) [u*(t;) — ui(t;)] >0, i=0,...,m(u"),

mit o € {—1,1}. Wegen Lemma folgt die Eindeutigkeit. O

Bemerkung: Der Vorteil des zuletzt geschilderten Ansatzes ist es, dass nicht iiber
eine Parametrisierung der Menge M, mit der approximiert wird, vorgegangen wird,
sondern nur im Funktionenraum argumentiert wird. Will man fiir konkrete Félle etwa
die lokale Solvenz von M nachweisen, so wird man i. Allg. doch auf die lokale Haarsche
Bedingung zuriickgreifen miissen. wegen des Satzes iiber implizite Funktionen impliziert
diese nimlich lokale Solvenz. Insbesondere ist E° varisolvent, E,, aber nicht. O

2 Auf die Voraussetzung, dass u* — z nicht konstant ist, kann verzichtet werden, wenn M der Dichte-
eigenschaft geniigt.



Kapitel 7

Verschiedenes

7.1 Der Satz von Stone-Weierstralfs

Der beriithmte Weierstrafssche Approximationssatz sagt aus, dass sich jede auf einem
kompakten Intervall stetige Funktion auf diesem Intervall gleichméfig durch eine Folge
von Polynomen approximieren ldsst. Eine weitreichende Verallgemeinerung stammt
von M. H. Stone (1937, 1948). Dieser Satz von Stone-Weierstrafs ist fiir mich einer der
erstaunlichsten Sétze der Mathematik. Ich horte als Student das erste Mal von diesem
Satz in einer Vorlesung von Hel Braun iiber Topologie an der Universitdt Hamburg. In
dieser speziellen Vorlesung wurde Hel Braun krankheitshalber von Emil Artin vertreten!

Satz 7.1.1 (Stone-Weierstrafl) Sei B C R" kompakt und C(B) die Menge der auf
B definierten, stetigen und reellwertigen Funktionen. Auf C'(B) definieren wir die Ma-
ximumnorm || - ||« durch ||z]|s := maxep |z(t)|. Sei A C C(B) eine Teilalgebra, d. h.
ein linearer Teilraum mit der Eigenschaft, dass mit z,y € A aucll|z -y € A. Es gelte:

1. Esist 1 € A, wobei 1(t) := 1 fiir alle t € B, d.h. A enthalt die konstanten
Funktionen.

2. Zu s,t € B mit s # t existiert ein v € A mit x(s) # x(t), d. h. A trennt Punkte
von B.

Dann ist A dicht in C(B), d. h. zu jedem x € C(B) existiert eine Folge {zy} C A, die
auf B gleichméfig gegen x konvergiert, fiir die also limy_ .« ||z — x1||cc = 0.

Beweis: Mit cl(.A) bezeichnen wir den Abschluss von A in C(B) beziiglich gleichmé-
kiger Konvergenz auf B. D.h. es sei

cl(A) :={x € C(B) : Es existiert {z}} C A mit limy_, || — 2|l = 0.}
Wir haben zu zeigen, dass cl(A) = C(B). Der Beweis erfolgt in mehreren Schritten.

(a) cl(A) ist eine Teilalgebra von C(B), d.h. mit z,y € cl(A) sowie o € R, sind
x+y, x -y sowie ax € cl(A).

IFiir 2,y € C(B) ist natiirlich z - y € C(B) durch (z - y)(t) := x(t)y(t) definiert.
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Der Beweis hierfiir ist offensichtlich.
(b) Sei a > 0 gegeben. Dann gibt es eine Folge {px} von Polynomen mit
lim max |[t| — px(t)| =0,

k—o00 t€[—a,a]
welche also gleichmékig auf [—a, a] gegen die Betragsfunktion konvergiert.

Denn: O.B.d. A. ist a = 1. Definiere die Folge {px} von Polynomen durch py(t) := 0
sowie ppi1(t) = pi(t) + 2(t* — pr(t)?), k = 0,1,.... In Abbildung [7.1| haben wir die
Betragsfunktion sowie py, ps und ps dargestellt. Durch vollstandige Induktion nach k

0.9

0.8

0.6 ,

0.4 1

0.2f ,

0.1 N

Abbildung 7.1: Approximation der Betragsfunktion durch Polynome

zeigt man, dass pi(t) < [t| und 0 < pg(t) < pry1(t) fiir alle ¢ € [—1,1]. Denn fiir k£ =0
sind diese beiden Aussagen offenbar richtig. Sei dies auch fiir £ der Fall. Wegen
[t = presa(t) = ([t = pe(0) (1 = 5([t] + pi(t))) = 0

-~

Vv
>0 >0

ist die erste Aussage auch fiir k + 1 richtig, was fiir die zweite Aussage wegen der
Rekursionsformel evident ist. Also konvergiert {p,} auf [—1, 1] punktweise und ist mo-
noton nicht fallend. Der Limes ist die Betragsfunktion, insbesondere ist diese stetig.
Aus dem Satz von DiniE| folgt die auf [—1, 1] gleichméfkige Konvergenz von {px} gegen
die Betragsfunktion.

2Der Satz von Dini sagt aus: Eine auf einem kompakten Intervall I monoton nicht fallende oder
monoton nicht wachsende, punktweise konvergente Funktionenfolge mit stetiger Grenzfunktion ist auf
I sogar gleichméfig konvergent.
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(c) Ist z € cl(A), so ist auch |z| € cl(A), wobei |z|(t) := |z(t)| fur alle t € B.
Denn: Wegen (b) existiert eine Folge {p;} von Polynomen mit

lim max ||¢] —pe(§)] =0.

k=00 [¢]<||z]| o

Da cl(A) nach (a) eine Teilalgebra von C'(B) ist und die konstanten Funktionen enthélt,
ist pr oz € cl(A) (wobei natiirlich (py o z)(t) := pr(z(t))). Wegen

el =prozlle = max|fa(t)] - pr(a(t))]
max | [€] — pi(E)]

€<zl
— 0 mit £ — o0

IA

ist |z| € cl(A).
(d) Mit x,y € cl(A) sind auch max(x,y), min(z,y) € cl(.A), wobei
max(z,y)(t) := max(z(t),y(t)), min(z,y)(t):=min(z(t),y(t)).

Denn: Dies folgt sofort aus

1 _ 1
max(z,y) = 5(1’ +y+ |z —yl), min(z,y)= 5(93 +y— |z —y|)

sowie (a) und (c).

(e) Zu s,t € Bmit s # t und o, € R existiert ein zy4 € A mit z4(s) = a und
I'St(t) = B

Denn: Da A nach Voraussetzung Punkte trennt, gibt es ein x € A mit z(s) # z(t).
Dann setze man

08 prls) —aal),
x(s) — z(t) x(s) — z(t)

Nach diesen Vorbereitungen kommt jetzt der eigentliche Beweis des Satzes. Dieser
erfolgt in den néchsten beiden Schritten (f) und (g).

Tst - —

(f) Seien x € C'(B) und € > 0 beliebig. Dann existiert zu jedem ¢ € B ein z; € cl(A)
mit z4(t) = z(t) und x4(b) < x(b) + ¢/2 fiir alle b € B.

Denn: Zu jedem Paar (s,t) € B x B existiert wegen (e) fir s # ¢ ein xy € A mit
Tst(s) = x(s), xg(t) = x(t). Fiir s € B setze man x4 := z(s)1. Nun definiere man

Os :={b€ B:xy(b) <x(b)+¢€/2}.

Dann ist O offen und s € Oy, daher hat man durch B = [J .5 Oy fiir beliebiges
t € B eine offene Uberdeckung von B. Da B kompakt ist, existiert eine endliche
Teiliiberdeckung
B - U Osit-
i=1



192 Verschiedenes

Hierbei sind n und die s; i. Allg. von ¢ abhéngig. Man setze
Ty o= min(Tg g, ..oy Tsp)-

Wegen (d) ist z; € cl(A). Wegen z,:(t) = z(t), i = 1,...,n, ist auch z:(t) = z(t).
Ein beliebiges b € B ist in Og,;; mit einem gewissen i € {1,...,n} enthalten, so dass
x1(b) < 5,1(b) < 2(b) + €/2. Damit ist der Beweisschritt (f) beendet.

(g) Es existiert ein y € cl(A) mit x(b) — ¢/2 < y(b) < z(b) + ¢/2 fiir alle b € B bzw.
mit ||z —y|| < e/2.

Denn: Man definiere

Fir jedes t € B ist O; offen und ¢ € O, wegen x(t) = xz(t) (siche (f)). Dann ist
auch B = |J;c5 O; eine offene Uberdeckung von B. Wiederum kann eine endliche
Teiliiberdeckung B = (JiL, O;; mit {t,...,t,} C B ausgewéhlt werden. Nun setze
man

y = max(xy, ..., 2y, ).

Bei gegebenem b € B ist einerseits y(b) = xy,(b) fiir ein gewisses j € {1,...,m} und
daher y(b) < x(b) + €/2. Andererseits ist b € Oy, mit einem gewissen k € {1,...,m}.
Dabher ist y(b) > x,(2) > x(b) —€/2. Auch der Beweisschritt (g) ist beendet und damit
der Satz von Stone-Weierstrafs bewiesen. O

Folgerung Sei B C RY kompakt und P die Menge der reellwertigen Polynome in N
Variablen. Dann ist P eine Teilalgebra von C'(B), die die konstanten Funktionen enthélt
und Punkte von B trennt. Wegen des Satzes von Stone-Weierstrak ist cl(P) = C'(B),
jede auf B stetige, reellwertige Funktion kann also auf B gleichméfig durch Polynome
approximiert werden. Dies gilt insbesondere fiir B := [a,b] C R, womit auch der
klassische Weierstraksche Approximationssatz bewiesen ist.

Nun soll eine dem Satz von Stone entsprechende Aussage fiir C¢(B), die Menge der auf
der kompakten Menge B C R¥ stetigen komplezwertigen Funktionen bewiesen werden.
Die direkte Ubertragung vom Reellen ins Komplexe ist falsch. Denn sei B := {z € C :
|z| <1} und II C C¢(B) die Menge der (komplexen) Polynome. Ein Element von cl (IT)
ist dann analytisch auf einer offenen Obermenge von B und daher cl(II) C C¢(B),
cl (IT) # Cc(B), obwohl II die konstanten Funktionen enthélt und Punkte trennt. Aber
es gilt:

Satz 7.1.2 Sei A C C¢(B) eine Teilalgebra, d. h. ein linearer Teilraum (iiber C) mit
x-y € A, falls x,y € A. Es gelte:

1. Esist 1 € A, wobei 1(t) := 1 fiir alle t € B. Also enthélt A die konstanten
Funktionen.

2. Zu s,t € B mit s # t existiert ein x € A mit x(s) # z(t). Also trennt A Punkte
von B.

3. Ist x € A, so ist T € A. Hierbei ist T(t) := x(t), wobei der Querstrich natiirlich
den Ubergang zum konjugiert komplexen bedeutet.
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Dann ist cl (A) = Cc(B).

Beweis: Sei Ay die Unteralgebra der reellwertigen Funktionen aus A. Dann enthéalt Ar
die reellwertigen konstanten Funktionen und ist punktetrennend. Denn sind s,t € B
mit s # ¢, so existiert nach Voraussetzung ein x € A mit z(s) # z(¢). Dann sind der
Realteil R(z) = $(x + ) und der Imaginérteil $(z) = 5 (z — T) Elemente aus Ag
und es ist R(x(s)) # R(x(t)) oder I(z(s)) # I(x(t)). Wegen des (reellen) Satzes von
Stone ist also cl (Ar) = Cr(B), wobei Cr(B) natiirlich die Menge der auf B stetigen
reellwertigen Funktionen bedeutet. Wegen A = Ar+iAg und C¢(B) = Cr(B)+iCr(B)
ist dann

el (A) = cl (Ag) + icl (Ag) = Ce(B) + iCx(B) = Ce(B),
was zu beweisen war. O

Anwendung Als Anwendung des letzten Satzes wollen wir den zweiten Weierstraf-
schen Approximationssatz beweisen, dass ndmlich die Menge der reellwertigen trigono-
metrischen Polynome

T = {u:u(t) = %+Z(akcoskt+bksinkt), ag, by €R, (k=0,...,n), neN}
k=1

dicht (beziiglich gleichméfiger Konvergenz) im Raum C2" der 27-periodischen, reell-
wertigen stetigen Funktionen ist. Sei B := {z € C : |z| = 1} und CZ" der lineare
Raum der 27-periodischen, stetigen, komplexwertigen Funktionen, normiert durch die
Maximumnorm auf [0, 27]. Definiert man ¢: Cc(B) — C2™ durch ¢(z)(t) := x(e™),
so ist ¢ linear und bijektiv, ferner ||¢(z)]|cc = ||Z||lc0. Also ist ¢ auch isometrisch. Als
lineare normierte Riume konnen daher (Cc(B), || - [|oo) und (CZ™, || - ||lo) identifiziert
werden. Nun definiere man

T = {u:u(t)— cheikt, ctk €C(k=—n,...,n), nEN}

und setze A := ¢~ (7¢). Dann geniigt A C Cc(B) den Voraussetzungen von Satz
7.1.2} also ist cl(A) = C¢(B) und dann auch cl(7¢) = CZ". Da aber leicht einzuse-
hen ist, dass Tc = T + 4T und C¥F = CF + iCZ", folgt der zweite Weierstrafsche
Approximationssatz.

7.2 Der Satz von Korovkin

In diesem kurzen Abschnitt stellen wir einen weiteren schonen Beweis des Weierstrafs-
schen Approximationssatzes vor. Dieser benutzt den jetzt folgenden Satz von Korovkin.

Satz 7.2.1 (Korovkin) Sei {K,} eine Folge linearer, stetiger Operatoren des linearen
normierten Raumes (Cla, 8], || - ||e) in sich, die auferdem noch monotorf| sind. Sei

3In Cla, B] sei eine Halbordnung < dadurch eingefiihrt, dass man x < y fiir 2,y € C[a, 3] schreibt,
falls z(t) < y(t) fir alle ¢ € [a, 5] gilt. Ein Operator K : Cla, 8] — C|a, 8] heifst dann monoton, falls
aus x < y folgt, dass K(x) < K(y).
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1y € Cla, B] durch xy(t) := t* definiert. Es gelte

lim || K, (zx) — Zkl|oo = 0, k=0,1,2.
n—oo

Dann gilt
lim ||K,(z) — x|l =0 fiir alle x € C|a, f].
n—oo

Beweis: Seien = € Cla, ] und € > 0 vorgegeben. Da x auf dem kompakten Intervall
[, 5] gleichméfRig stetig ist, existiert ein 6 = d(€) > 0 mit

s,t € la, b, |s =1 <6 = |z(s) —2(t)] <

DO ™

Weiter gilt

s—t\?
st € Bl Js—t] > 8 = la(s) — a(0)] < 2l < 2l (*5)
und folglich

2
—1
st o) = [o(6) =201 < £ + 2l (50
Fiir alle s,t € [a, 3] ist daher

S —

)= 2(6) 5~ 2l (S50) <20 20+ § 20l (751) =00

Da K,, monoton ist, ist K, (ps) < K,(x) < K,(qs) fiir alle s € [a, 8]. Weiter ist

¢s(t) = a(s) + % + 27| (5 - t)2

— (ot o P gy Al 2l

2 92 —— 52 02
I .

= a(s)xo(t) + b(s)x1(t) + cxa(t).

Da K, linear ist und lim,, . || K, (2x) —2k||oo = 0, k = 0, 1, 2, vorausgesetzt ist, erhalten
wir fiir alle hinreichend grofsen n:

15(gs) = gslloo = llals)[En(w0) = Zollloc + b(8)[Kn(21) = 21 + c[Kn(22) = 22]l|o

a |[Kn(20) = Tolloo + b [ (1) = 1floo + ¢ || Kn(22) = 22[o0
€

2

A

IN

fir alle s € [«, ). Hierbei haben wir

a = max |a(s)|, b := max |b(s
Jnax Jafs)| Jnax [b(s)]
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gesetzt. Entsprechend ist auch
€
|1 K0 (ps) — Pslloe < 3 fir alle s € [«, f]
und alle hinreichend grofsen n. Daher existiert ein Ny € N mit
€ €

LS K@) —at) S5 5 S Kalp)(®) — polt) < 5

und damit auch

Pa(t) = 5 < Kalp)(t) < Ka@)(t) < Knlg)(t) < () + 5

fiir alle n > Ny und alle s,t € [a, (]. Insbesondere ist

pal) = 5 < Kna)(t) < au(t) + 5

fiir alle n > Ny und alle s,t € [a, f]. Mit s =t € [a, (] ist also

DO |

pt) = § = alt) — e < Ko(@)(t) < at) + € = ault) + 5

fir alle n > Ny und alle t € [«, 5]. Damit ist gezeigt, dass
| Kn(z) — 2]|oo <€ fiir alle n > Ny.

Der Satz von Korovkin ist bewiesen. O

Bemerkung: Den ersten Weierstralschen Approximationssatz erhdlt man aus dem
Satz von Korovkin, indem als K, die Bernstein-Operatoren B,,: C[0,1] — II,, nimmt,

welche durch § |
B =3 (1) (L) o

i=0

definiert sind. Hierbei wird angenommen, dass [a, f] = [0, 1], was man durch eine
einfache Variablentransformastion erreichen kann. Offensichtlich sind die Bernstein-
Operatoren linear und monoton. Man definiere x;, € C[0,1], k = 0, 1,2, durch zx(t) :=
t*. Dann ist

Buwo)(t) = 3 (”) BOL= 0 = (£ (1= )" = 1 = a(0)

1
1=0

Man kann leicht zeigen, dass

Bo(21)(t) = ; (”> (i)m St — (1)
und

B, (22)(t) = 'n (n> (1)2ti(1 — )" =12 4 =1 _ zo(t) + M.

n n n

Die Voraussetzungen des Satzes von Korovkin sind also erfiillt und man erhélt die
Aussage des Weierstrafsschen Approximationssatzes. a
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7.3 Die Muntzschen Satze

In diesem wiederum kurzen Abschnitt wollen wir auf die klassischen Miintzschen Sét-
ze hinweisen. Eine ausfiihrliche Darstellung findet man bei E. W. CHENEY (1966,
S.1931t.).

Das abstrakte Problem, das durch die Miintzschen Sétze in einem Spezialfall gelost
wird, ist das folgende:

e Sei (X,|| - ||) ein linearer normierter Raum und S C X eine Teilmenge. Mit
span (S) werde der von S erzeugte lineare Teilraum bezeichnet, also der kleinste
S enthaltende lineare Teilraum von X. Unter welchen Voraussetzungen an S ist
dann cl (span (5)) = X7

Beispiel: Sei (X, || ]]) = (Cla, B, ]| - [|oo) uns S = {1,¢,¢*,...}. Dann ist span (S) = II
und cl (span (5)) = X wegen des Weierstraftschen ASpproximationssatzes. O
Teilmengen S C X mit cl(span (S)) = X heifen fundamental in X. Da man leicht
zeigen kann, dass

span (S) = {Zaisi o, €R, ;€5 (i=1,...,n), n€ N}
i=1
die Menge der endlichen Linearkombinationen aus Elementen von S ist, ist also eine
Menge S genau dann fundamental, wenn man jedes Element von X durch eine Folge
aus endlichen Linearkombinationen von Elementen aus S beliebig genau approximieren
kann.

In den (beiden) Miintzschen Séitzen ist

(@) (X[ -1 = (COAL - fl2), 8= {2772, - } mit 0 < py <pp < -
bzw.

(b) (X, [+ 1)) = (Cl0, 1], [ - [loo), 5= {1,271, 27, ..} mit T < py <pp <---.

Verbliiffend an den Miintzschen Satzen ist, dass eine Verbindung zwischen zwei schein-
bar unkorellierten Tatsachen aufgezeigt wird, nadmlich

S ={1,t,t ...} ist fundamental in (C[0,1], ] - ||c0)

und

j=1
Die beiden Miintzschen Satze sagen ndmlich aus, dass in den oben angegebenen Féllen
(a) und (b) die jeweilige Menge S genau dann fundamental in (C[0,1],]| - ||2) bzw.
(C[Oa 1]7 || ’ ||oo) ist, wenn

o0

1
— = +o00.
=2 Pi

Wir formulieren und beweisen (mit kleineren Liicken) nun den ersten Miintzschen Satz.
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Satz 7.3.1 S = {t",t*,...} mit 0 < p; < py < --- ist genau dann fundamental in
(C[0, 1], 1]+ [[2), wenn » =72, 1/p; = 400 (wir summieren erst ab j = 2, da py = 0 mdglich
ist).

Beweis: Man definiere M,, := span {tP*, ..., t""}, einen endlichdimensionalen Teilraum
in dem Pré-Hilbertraum (C[0, 1], (-, -)), wobei das innere Produkt natiirlich durch

() = / £(t)y(t) dt

gegeben ist. Die zugehorige Norm ist

lalls = (2,2)"* = ( / 2 dt> "

Ist z € C]0, 1], so ist der Abstand von z zu M,, (beziiglich || - ||2) definiert als

(hier hétten wir auch min statt inf schreiben kénnen, da ein Approximationsproblem
beziiglich eines endlichdimensionalen linearen Teilraums stets l6sbar ist) und es gilt
offenbar:

e S ist genau dann fundamental in (C[0,1],|| - ||2), wenn lim,,_, d(z, M,,) = 0 fiir
alle z € C0, 1].

Dies gilt natiirlich viel allgemeiner. Wichtig ist nun der erste Schritt im Beweis:

(a) Es ist
lim d(z,M,) =0 furalle z € C[0,1]

n—oo

genau dann, wenn

lim d(z,M,) =0 firalle z € C[0,1] mit z(¢) =t™, m=0,1,2,....

n—oo

Denn: Zu zeigen ist natiirlich nur die Richtung <. Diese folgt aber sofort aus dem
Weierstrafischen Approximationssatz. Nach diesem ist II dicht in (C10, 1], - ||s) und
daher trivialerweise auch in (C[0,1], | - ||2)-

Die Hauptarbeit beim Beweis steckt im Nachweis der folgenden Aussage:

(b) Mit z(t) :=t™, m=0,1,..., ist

R —p \°
d*(z, M) = H( nL )
2m +1 N m+p;+1
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Denn: Zur Abkiirzung sei z;(t) := t%. O.B. d.A.ist m ¢ {p1,...,pn}. Wir wissen, dass
genau eine beste Approximierende an z in M, existiert (beachte: (C[0, 1], ||-||2) ist strikt
konvex und M, C C]0,1] ein endlichdimensionaler linearer Teilraum, sei dies etwa
r* = Z;;l a;xj. Diese beste Approximierende ist durch z* — z L M,, charakterisiert.
Insbesondere ist

(" — z,2;) =0, i1=1,...,n.

Dies ergibt die Normalgleichungen

n

Z(xiaxj)aj = (Z,ZL’Z'), 1=1,...,n.

J=1

Mit d := d(z, M,,) ist ferner

& = |la" = 2|5 = (" — 2,0 — 2) = (2 — a7, 2)
bzw. .
(2%, 2) + d* = Z(xj, 2)a; +d? = (2, 2).
j=1
Insgesamt hat man damit fiir die n + 1 Unbekannten ay, ..., a,,d?* das lineare Glei-
chungssystem

n

Z(xl’xj)a3+0d2 = (ZVI@')J i:].,...’n,

J=1
n

Z(mj, Do+ 1-d* = (2,2).

=1

Aus der Cramerschen Regel erhélt man

(z,21) -+ (21,70) (21,2)
det : :
Gy o Gy G
= (enon) (o 2n)
det
(Tp, 1) - (@n,Tp)

Beriicksichtigt man

1

1 1
i, i) = | x;(t)x(t dt:/ it = ———
(@) = [ ey = [ e

und
1

1 1
. 2) = (t)z(t)dt = | Pt dt = ———
(@2 = [ aseya= [ -
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so erhalt man

1 1 1
2p1 +1 mtpntl prt+m+1
det 1 1 1
pnt+p1t+1 2pn+1  pntm+1
1 1 1
22— pr+m+1 Pn+m+1 2m+1
1 1
2pr+1 p1t+pn+1
det : . :
1 1
pnt+p1t1 2pn + 1
Nun benutzt man eine Identitét, die auf Cauchy zuriickgeht:
1 1
w0 ab, H (aj —a;)(bj — b;)
dot . , . _1<i<j<n
1 ' 1 I (ai+0b)
an, + by o a, + b, tshysn
Diese Identitdt wollen wir nicht beweisen, sondern nur auf E. W. CHENEY (1966,
S.195) hinweisen. Setzt man a; = b; = p; + %, 1 =1,...,n, so erhilt man
1 1
R )
2p1 + 1 p1+pn+1 H (pj — pi)
dot : . : _I<i<j<n
1 1 H (pi + Pj + 1)
... 1<i,5<n
pnt+p1+1 2pn +1
Entsprechend ist
1 1 1
2p1 +1 pitp+1l pr+m+1
det 1 1 1
p1+pp+1 2p, +1 DPnt+m+1
1 1 1
pr+m+1 Pn+m+1 2m +1
H (P —pz')zn(m—pj)Q
1<i<j<n i=1

(m+p; +1)*(2m + 1).

—
)
_l’_
S
_l’_
=
—=
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Damit erhalten wir, wie in (b) behauptet, die Beziechung

n

1 (m — p;)?
d*(z, M .
(2 Mn) = 2m—|—1j1:[1 (m+p; +1)%

(c) Sei 0 < aj # 1 und a; — 0. Dann gilt
Hl—aj —O<:>Zaj +oo.
Jj=1 j=1

Denn (siehe E. W. CHENEY (1966, S.196)): Man wihle m so groR, dass a; < 3 fiir alle
7 > m. Fiir alle solche j ist dann

2 3
ln(l—aj)+1‘ _ ‘—aj—aj/Z—aj/3—---+1'
a; a;
2 3
_ %Y Y
= |Ft5 5+ '
INCERAR
< —_ — oo
() (2)
1
= 35
Fiir 7 > m ist daher
3  In(1-—aqy) 1
— ¥
2 aj 2
Hieraus folgt, dass die beiden Reihen Zj; In(1 — a;) und Z;; a; entweder beide
konvergieren oder beide divergieren. Daher gilt Z;’;l a; = —+00 genau dann wenn

> oiIn(l —a;) =W [, (1 - a;) = —oo bzw. [T7Z,(1 — a;) = 0.

(d) Mit z2(t) == t™, m = 0,1,..., gilt lim, ,, d(z, M,,) = 0 genau dann, wenn
> ;2o(1/p;) = 0o. Wegen (a) ist dann der Satz bewiesen.

Denn: Wegen

n

d(z, M,) = ! H

2m + 1 -
7=1

m —pj
m—+p;+1

gilt lim,,_,, d(z, M,,) = 0 genau dann, wenn

) Ju 11

m=—p; H m=—p;
Hm+pi+1 m+p]+1
Um dies nachzuweisen, machen wir eine Fallunterscheidung (siehe A. SCHONHAGE

(1971, S.501f.)). Im ersten Fall ist die Folge {p,} beschrinkt, etwa p; < o fiir alle j.
Dann ist

— = 00,
=2 Pi
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und auch (%) ist erfiillt. Denn es gilt

m—p| _ m+p, _ mito
m+p;+1 - m+p;+1 7~ m+o+1

und damit
m b ‘S( mto ) — 0 mit n — oo.
1m—l—quLl m+o+1
Im zweiten Fall kommen alle m = 0,1,2,... unter den p; vor, d.h. es ist {0,1,...} C

{p1,p2,...}. Dann ist einerseits d(z, M,,) = 0 fiir alle hinreichend grofen n und damit
(*) erfiillt, andererseits > °,(1/p;) divergent, da diese Reihe die harmonische Rei-
he als Teilreihe enthélt. Im dritten Fall ist {p;} nicht beschrdnkt bzw. p, — oo (da
die p; aufsteigend angeordnet sind) und es existiert ein m mit m & {py,ps,...}. Da
lim,, o0 d(2, M,,) = 0 dquivalent zu (x) ist und p; > m + 1 fir fast alle (d. h. bis auf
endlich viele) j gilt, ist (x) aquivalent zu

|m — pj| p;—m 2m + 1
0= MBI _bizm p__smrl )
H m+p;+1 H m+pj+1 H m+p;+1
—_—

Jipj>m+1 Jipj=>m+1 Jipj=>m+1
€(0,1)
Wegen (c) ist dies wiederum dquivalent zu
(%) Z L =
oz P
Fiir alle j mit p; > m + 1 ist
1 1 1
_ Z R
pi m+p;+17 2p;
und daher ist (%) dquivalent mit
1
Z — =00 bzw. Z — = 0.
Jipj=zm+l p; Jj= 2]?3
Damit ist der erste Miintzsche Satz bewiesen. O

Fiir einen Beweis des zweiten Mintzschen satzes verweisen wir auf die zahlreiche lite-
ratur, etwa E. W. CHENEY (1966, S.197ff.) und A. SCHONHAGE (1971, S.491f.).

7.4 Die Jackson-Satze

Durch die Jackson-Sétze wird der T-Minimalabstand E,,(z) = d(z,I1,,) in Abhéngigkeit
von der Glattheit der zu approximierenden Funktion z und n abgeschatzt. Hierbei
betrachtet man das Intervall [—1, 1], so dass

n

z(t) — Z cit!].

E,(z) = piEIhf |2 = Plloc,—1,1) = inf max

€0;---,Cn t€[—1,1]
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Man beginnt mit entsprechenden Abschéitzungen in (Csyy, || - ||) und 7, statt I, wobei
Cs, die Menge der 2m-periodischen reellwertigen Funktionen bedeutet und

Tn = {u cu(t) = % + Z(ak cos kt + by sin kt)}
k=1

die Menge der trigonometrischen Polynome vom Grad < n ist. Fiir z € Cy, definieren
wir wie oben
E.(2) = inf ||z — ul|-
o(2) = inf 2~ ull

Erstes Ziel ist der Beweis des ersten Jackson-Satzes (siche z. B. E. W. CHENEY (1966,
S.142)).

Satz 7.4.1 (Jackson I) Fiir jedes z € C3_ ist

E,(2) < m

wobei die Konstante w/(2(n + 1)) bestméglich ist.

/
12" oo

Zum Beweis werden einige Hilfssdtze benotigt, die wir zundchst beweisen (siche z. B.

E. W. CHENEY (1966, S.1391f.)).
Lemma 7.4.2 Fiir k € {0,...,n} ist

/ sin kt - sign (sinnt) dt = 0.

0

Beweis: Da der Integrand eine gerade Funktion ist, geniigt es
/ sin kt - sign (sinnt) dt = 0

zu zeigen. Da sin kt eine Linearkombination von e®** und e~ ist, braucht man nur

I:= / e . sign (sinnt) dt = 0

fir jm| < n nachzuweisen. Macht man die Variablentransformation ¢ = s + 7/n, so
erhalt man

T—m/n
I = / e+ L sion (sin(ns + 7)) ds
—m—m/n ——

=—sinns

' T—m/n
= —e’m”/"/ e - sign (sinns) ds
—m—m/n

— _ezmﬂ/nI’

da der Integrand 2m-periodisch ist und das Integrationsintervall daher durch [—7, 7]

ersetzt werden kann. Also ist '
(1+ ™™ /mI =0.

Wegen |m| < n ist 1 + ™™™ % 0 und daher I = 0. Das Lemma ist bewiesen. O
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Lemma 7.4.3 Es ist

n—1

T
t— Zaksinkt’ dt = —.
— 2n

Beweis: Im ersten Teil des Beweises zeigen wir, dass

™
inf
CY]_,...,CYH,]_ER 0

Hierzu seien oy, ..., a,_1 € R beliebig vorgegeben. Dann ist

n—1
T
t— Zaksinkt‘ dt > o
k=1

™ n—1 T n—1
/ t— Z ay, sin kt‘ dt > / (t — Z Q. sin k;t) - sign (sin nt) dt'
0 k=1 0 k=1

= / t - sign (sinnt) dt
0

(Anwendung von Lemma [7.4.2))

n—1 (k+1)7/n
- Z/ t - sign (sin nt) dt’
k

k=0 km/n

n—1 (k+1)7/n
= D (-1* / tdt

k=0 krm/n
A Ay
B — 2 n n

2 n—1
= 53 (—1)’“(2k+1)‘

k=0

_ =
o

Fiir den letzten Schritt benutze man, dass

n—1

Y (k1) = (=1,

k=0

was man leicht durch vollstédndige Induktion beweist. Damit ist nachgewiesen, dass

vy
inf
a1,..,an-1€R [q

Nun muss gezeigt werden, dass die untere Schranke 72 /(2n) fiir eine spezielle Wahl von
Qi,...,q, 1 angenommen wird. Hierzu sieht man sich im ersten Teil des Beweises an,

n—1 2
. T
t— E aksmkzt‘thQ—.

n
k=1
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wo bei der Berechnung der unteren Schranke Ungleichungen eingingen, wo man also
eventuell etwas verschenkt hat. Man erkennt, dass

n—1
t):=t— Zaksinkt
k=1

sein Vorzeichen in (0, 7) genau dort wechseln muss, wo es sign (sinnt) tut, also in

s
ti = —, 1=1,...,n—1
n
Daher sollten aq, ..., a,_1 so bestimmt werden, dass

Zaksink‘ti:ti, 1=1,....,n—1.

Dass dies in eindeutiger Weise moglich ist, ist eine Konsequenz der Tatsache, dass
{sint,...,sin(n — 1)t} ein (n — 1)-dimensionales Haarsches System auf (0, 7) isf] Sind

aq, ..., o, auf diese Weise bestimmt, so besitzt ® auf (0, 7) genau in den Punkten ¢;,
1 =1,...,n — 1, eine Nullstelle. Dass die so definierte Funktion ® in den Punkten ¢;,
1 =1,...,n— 1, das Vorzeichen wechselt, {iberlegen wir uns indem wir das Gegenteil
annehmen. Dann verschwindet ®’ in jedem der Intervalle (¢;,t;41), i = 1,...,n — 2,

einmal in (0,¢;) und in mindestens einem der Punkte ¢;, also in mindestens n Punkten
n (0, 7). Die Ableitung @' besitzt andererseits die Form ®'(t) = 147! 3, cos kt und
hat daher hochstens n — 1 Nullstellen in (0, 7). Damit ist das Lemma bewiesen. O

Bei festem n € N und festen Ay, ..., A,, an denen spéter “gedreht” wird, definiere man
den Operator
L: Cgﬂ- — Cgﬂ-

durch .
a :
L(z)(t) := ?0 + kgl Ay (ay cos kt + by sin kt).

Hierbei seien ay, by, Fourier-Koeffizienten zu z, d. h.

1 s 1 K
ag = —/ x(s) cos ks ds, by := —/ x(s) sin ks ds.

—/pi TJ
Dann gilt
Lemma 7.4.4 Ist x € C;_, so ist
1
(L(x) — :—/ Z(t+m—s)ds
7r
mit

Z

k=

Ak sin ks.

4Denn angenommen, ZZ;% ay sin kt besitze n—1 Nullstellen ¢; in (0, ), also 2(n—1)+1 Nullstellen
n (—m, 7). Andererseits ist 7,1 ein 2(n — 1) 4+ 1-dimensionaler Haarscher Teilraum auf [0, 27) bzw.
[—m,m) (siehe Seite [101)). Daher ist oy = --- = a,—1 = 0 und folglich {sint,...,sin(n — 1)t} ein
(n — 1)-dimensionales Haarsches System auf (0, 7).
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Beweis: Es ist

! /7T P(s)a'(t+m — s)ds

™ -

1 s=+m
—=d(s)z(t+7m—5)
@ s=—7
/",
+— O'(s)x(t+m—s)ds
T™J-n

(partielle Integration)

_% Bm(t) n %Wx(t n 2@]

1 ™
+ —/ '(s)x(t + 1 — s)ds
T J_x

(wegen ®(£m) = +3m)
—x(t)

L < A
—1—%/#[5—1—;(—1) Akcosk‘s}x(t—l—ﬂ—s)ds

(wegen = € Cy, und der Definition von @)
—x(t)
+ l/w F +§:Akcosk(t —T):|ZL'(T) dr
T J_x2 —
(Mache Variablentransformation 7 = ¢+ 7 — s)
% /_7; B + ; Ay (cos kt cos kT + sin kt sin k:T)] x(T)dr
—x(t)
(Additionstheorem fiir den Cosinus)
(L(z) — )(t)

(Definition von L und der Fourier-Koeffizienten).

Damit ist das Lemma bewiesen. O

Nun kénnen wir Satz [.4.1] beweisen.
Beweis von Satz [7.4.1} Nach Lemma [7.4.4] ist, egal wie Ay, ..., A, gewahlt werden:

E.(2) =

IN

IN

£
Jnf Iz - ulloo

Iz = L(2)]oo

1 T
Iy [

—T

1 T
170 /
™ Jo

%-i—z( k) Aksinkzt‘dt
k=1
"L 2(=1)k

t—l—z (k;) Aksinkt‘dt.
k=1

Wegen Lemma konnen Ay, ..., A, so gewahlt werden, dass

E,(2) < m

12"l co-
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Fiir den Beweis, dass die Konstante bestmdglich ist, verweisen wir auf E. W. CHENEY
(1966, S. 142). O

Die Jackson-Séatze verlaufen nun sozusagen in zwei Richtungen: Einerseits betrachtet
man weiter die Approximationsgiite beziiglich trigonometrischer Polynome und veran-
dert die Glattheitsvoraussetzungen an die zu approximierende Funktion z, andererseits
geht man (durch eine Variablentransformation) zu Aussagen zur Approximationsgiite
beziiglich algebraischer Polynome iiber.

Das folgende Korollar findet man z. B. bei E. W. CHENEY (1966, S. 145).

Korollar 7.4.5 Ist z € C§_und n > k, so ist[]

Bule) < (5 >k\lz(’“’|!oo-

2n + 2

Beweis: Sei

en(z) = i€n7f0 |z — ul|oos

wobel

70 = {u cu(t) = Z(ak cos kt + by sin kt), a, by € ]R}.

k=1

Wir werden zeigen, dass die folgende Ungleichungskette gilt:

E.(z) <

T
<
- (2n+2

IA
OEERS
DO
3
2 1A
[\
SN—— ~~— N—
>
L
o
=
I
=
L
=

womit das Korollar bewiesen sein wird.

Im ersten Schritt zeigen wir

(a) Es ist

Eo(2) < —
2n + 2

en(2').

5Die Konstante kann man sogar verkleinern zu %W(n +1)7%, was aber nicht gezeigt werden soll.
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Denn: Sei u® € Pro(z'). Man definiere U° € T, durch U°(t) := [} u®(s) ds. Wegen Satz

[CATist y

Uo)
51z = Ul

= 12" — |
2n + 2

En(z -

IN

Im néchsten Schritt zeigen wir:

(b) Es ist
en(2) < 2n72r 7o)

, v=1,....k—2.

Denn: Wir erinnern an den Operator L: Cy, — Oy, der vor Lemma 4lin Abhan-

gigkeit von Konstanten Ay, ..., A, definiert ist. Offenbar ist L(2*)) € TO v=1,.

da der konstante Term in der Fourler Entwicklung von z*) wegen

™ ™

—Tr

verschwindet. Nun sei v’ € Pro(z*V) und U”(t) := ft

o U’ (s)ds. Dann ist

en(z") < 2 - (U”+L( —U"))ll
67;9

(=) ”)—L(z(”>—U”)!|oo
UI// ~

et (Gl

T
(v+1)
2l

IN

v
o0

Z(V—f—l))‘

Im letzten Schritt zeigen wir

(c) Esist
en(27Y) < 12 oc.
2n+2
Denn: Die Behauptung folgt aus
(k=1)y < || ,b=1) _ ], .
en(z7D) < 2070 = L) g < oW
€T

Damit ist der Satz bewiesen.

2 [T 2
= [ = 2 -] =0, v=1k

K,

O

Bevor wir auf Abschétzungen fir F,(z) = d(z,1I,) auf [—1,1] eingehen, folgen noch

der zweite und der dritte Jackson-Satz.
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Satz 7.4.6 (Jackson II) Sei z € Cy, mit
|2(s) — z(t)| < N|s —t| fiir alle s,t € R.

Dann ist

A
E,.(2) < .
G <52
Gegentiber Jackson I wird also lediglich ||z'||« durch die Lipschitzkonstante \ ersetzt.

Beweis: Sei § > 0 fest und

1 t+0
Bs(t) ::%/ s(s)ds.
t_

Dann ist 1
V%@Nziydﬁ+®—Z@—5N§A

Also ist @5 € Cy, und [|Pflc < A. Aus Jackson T folgt

T
B, (®s) < .
(®5) < om + 2

Ferner ist
1 t+0

20 )15
A t+9

26 )i,

A
= .
2

|2(s) — z(t)| ds

|s —t| ds

Ist nun p € Pr, (Ps), so ist

En(2) lp = 2]l

Ip— Dslloc + @5 — 2]

=En(®s) <(A/2)6
TA A

2n+2+2 '

IAIA

IN

Mit 6 — 0+ folgt die Behauptung. O
Schlieflich folgt noch

Satz 7.4.7 (Jackson III) Fiir alle z € Cy, ist

En(2) < ;w<nil>
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Hierbei istﬁ der sogenannte Stetigkeitsmodul w von z definiert durch

w(d) := sup |z(s) — z(t)].

|s—t|<d
Beweis: Wie beim Beweis von Satz [7.4.6], dem Satz Jackson II, definiere man
1 [t
Os(t) := 2_5/t—5 z(s)ds
bei vorgegebenem ¢ > 0. Dann ist

w(20)

|©5(8)] = %|z(t+6) —2(t=0) < =5

Ferner ist

00— =01 < g [ 1et) = 2] s

= ([ R —snass [ - =01 as)
(6

< w(d).

Dann erhélt man, genau wie im Beweis von Satz [7.4.6]

T w(29) T
E. < . <w(20) |1+ ——=|.
) S o g T sl 5>[ +45(n+1)}
Setzt man § := 1/(2n + 2), so erhélt man die Behauptung. O
Nun sei der Ausgangsraum (C[—1,1], || - ||o) und

En(2> = d(zaﬂn) = plerll_[f ”p - ZHOO,[—L”'

In dem folgenden Satz (siehe z.B. E. W. CHENEY (1966, S.1471f.)) werden die den
bisherigen Jackson-Sétzen entsprechenden Aussagen zusammengefasst.

Satz 7.4.8 (Jackson IV) Sei z € C[—1,1]|. Dann gilt:

(a) Es ist

En(2) < ;w<nj—1)

(b) Ist |z(s) — z(t)| < \|s —t| stir alle s,t € [—1,1], so ist

A
E,(2) < il )
2n + 2

SEs kann gezeigt werden, dass in der Abschitzung % durch 1 ersetzt werden kann und dass die
abschétzung dann optimal ist.
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(c) Ist z € CW[—1,1] und n > k, so ist

m\* ||Z(k)||00
E,.(2) < (§> m+n-(n—k+2)

Beweis: ODefiniere y(t) := z(cost). dann ist y eine
gerade, 2m-periodische stetige Funktion.Man wende mit geringen Zusatziiberlegungen
die bisherigen Sétze an. Genaueres findet man bei E. W. CHENEY (1966, S. 147 ff.).
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