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Kapitel 1

Einfiihrung

Eine Optimierungsaufgabe (statt von einer Optimierungsaufgabe werden wir spéter
auch oft von einem Programm sprechen) ist durch zwei Daten gegeben, ndmlich durch
die Menge der zuldssigen Losungen M und die Zielfunktion f: M — R. Man kann sich
M als eine Menge zugelassener Strategien zur Losung einer Planungsaufgabe vorstellen.
Jedem Element 2 € M sind hierdurch auftretende Kosten f(z) zugeordnet, diese gilt es
zu minimieren. Daher wird die Zielfunktion auch manchmal Kostenfunktion genannt.
Die durch M und f gegebene Aufgabe schreiben wir in der Form

(P) Minimiere f(z) auf M

und nennen z* € M eine (globale) Losung von (P), wenn f(z*) < f(x) fir alle z € M.
Naheliegenderweise nennt man z* € M eine lokale Losung von (P), wenn es eine Um-
gebung U* von z* mit f(z*) < f(z) fir alle x € M NU* gibt. Eine triviale Bemerkung
besteht darin, dass das Maximieren einer Funktion g: M — R auf M, wenn also
jeder zuldssigen Strategie ein hierdurch eintretender Gewinn zugeordnet ist, auf die
Minimierungsaufgabe (P) durch Einfithren von f := —g zuriickgefiihrt werden kann.

Wir werden uns darauf beschranken, endlichdimensionale bzw. finite Optimierungs-
aufgaben zu betrachten. Hier ist M eine Teilmenge des R™, die typischerweise durch
endlich viele Ungleichungen und Gleichungen gegeben ist. Die Optimierungsaufgaben,
die wir betrachten werden, haben daher i. Allg. die folgende Form:

(P) Minimiere f(z) auf M :={x € R":g(z) <0, h(x)=0}.

Hier sind die Zielfunktion f:R" — R und die Restriktionsabbildungen ¢g: R® — R
sowie h: R" — R™ gegeben, die <-Bezichung zwischen Vektoren ist stets komponen-
tenweise zu verstehen. Im Gegensatz hierzu spricht man von unendlichdimensionalen
bzw. infiniten Optimierungsaufgaben, wenn M Teilmenge eines (unendlichdimensiona-
len) linearen normierten Raumes ist bzw. der Ausgangsraum R” (in dem eine Losung
gesucht wird) oder die Bildriume R’ bzw. R™ der Restriktionsabbildungen g bzw. h
durch (unendlichdimensionale) lineare normierte Réume ersetzt sindl} Natiirlich ist
auch der Fall moglich, dass M = R", also keine Restriktionen auferlegt werden. Man

Unfinite Optimierungsaufgaben werden z. B. ausfiihrlich bei

LUENBERGER, D. G. (1969) Optimization by Vector Space Methods. John Wiley & Sons, New York-
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spricht dann von einer unrestringierten Optimierungsaufgabe. Auf die numerische Be-
handlung unrestringierter Optimierungsaufgaben werden wir nicht eingehenﬂ. Der Fall,
dass M offen ist, ist (zumindestens theoretisch) nur unwesentlich schwieriger, da eine
Aufgabe dieser Art sozusagen lokal unrestringiert ist.

1.1 Beispiele

Dadurch, dass wir eben erlauterten, was eine “allgemeine” Optimierungsaufgabe ist,
haben wir gegen einen Rat verstofsen, den R. P. BoasE| gegeben hat:

Suppose that you want to teach the “cat” concept to a very young child. Do
you explain that a cat is a relatively small, primarily carnivorous mammalﬁ with
retractileﬂ claws, a distinctive sonic output, etc.? I'll bet not. You probably show
the kid a lot of different cats, saying “kitty” each time, until it gets the idea.
To put it more generally, generalizations are best made by abstractions from
experience.

Wir geben daher gleich einige Beispiele von Optimierungsaufgaben an. Es mangelt na-
tiirlich nicht an Beispielen, denn eigentlich immer (in- und auferhalb der Mathematik)
versucht man, etwas moglichst gut zu machen, wobei i. Allg. gewisse Restriktionen zu
beachten sind.

Beispiel: Eine der éltesten Optimierungsaufgaben in der Geschichte der Mathematik
findet sich in Euklid’s Elementen, Buch VI, Theorem 27:

* Finde einen Punkt F auf der Seite BC eines Dreiecks AABC derait, dass @
Parallelogramm ADFEF mit Eckpunkten D bzw. F' auf den Seiten AB bzw. AC
maximalen Flacheninhalt besitzt.

Die Losung ist offensichtlich dadurch gegeben, dass man E als Mittelpunkt von BC
wahlt. In Abbildung wird dies verdeutlicht. Denn ist F beliebig auf BC' und

_ Lénge(BE)
" Lénge(BC)’

London-Sydney-Toronto.

WERNER, J. (1984) Optimization. Theory and Applications. Vieweg, Braunschweig-Wiesbaden.
WERNER, J. (1989) Optimierung. Fernuniversitit-Gesamthochschule Hagen.

JAHN, J. (1994) Introduction to the theory of nonlinear optimization. Springer, Berlin

untersucht.
2Siehe hierzu

DENNIs, J. E. AND R. B. SCHNABEL (1984) Numerical Methods for Unconstrained Optimization and
Nonlinear Equations. Prentice-Hall, Englewood Cliffs.

WERNER, J. (1992b) Numerische Mathematik 2. Vieweg, Braunschweig-Wiesbaden.

3R. P. Boas, Can we make mathematics intelligible? American Mathematical Monthly 88, 1981,
727-731.

“fleischfressendes Siugetier

Seinziehbar
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A D B

Abbildung 1.1: Die Losung des dltesten Optimierungsproblems

SO ist

g(x) := Flacheninhalt(ADEF') = 2x(1 — z)Flacheninhalt(AABC),

und diese Funktion g wird offenbar auf M := [0, 1] maximal fiir 2* := 3. O

Beispiel: Das folgende Problem scheint 1629 zum ersten Mal von Fermat formuliert
worden zu sein:

e Gegeben seien drei Punkte in der Ebene. Man finde einen Punkt in der Ebene
derart, dass die Summe der Abstédnde dieses Punktes zu den drei vorgegebenen
Punkten minimal ist.

Die Verallgemeinerung auf m Punkte im R"™ heiftt das Fermat-Weber-Problem:

e Gegeben seien m > 3 paarweise verschiedene Punkte aq, ..., a,, € R™ und positive
reelle Zahlen wy, ..., w,,. Man bestimme eine Losung z* € R" von

(P) Minimiere f(z) := Zwi |z —a;l| auf M :=R",

i=1
wobei || - || in diesem Abschnitt die euklidische Norm auf dem R™ bedeutet.

Verglichen mit den spéater zu untersuchenden Optimierungsaufgaben ist das Fermat-
Weber-Problem einfach in der Hinsicht, dass es sich hierbei um eine unrestringierte,
konvexe Optimierungsaufgabe handelt. Schwierig ist es es vor allem deshalb, weil die
Zielfunktion nicht iiberall differenzierbar ist.

Die 6konomische Interpretation (man spricht in den Wirtschaftswissenschaften auch
von dem “Standortproblem”) konnte die folgende sein: Eine Warenhauskette mit Filialen
in ay,...,a, und Zulieferern in a1, .. ., a,, will den Standort eines zusétzlichen Lagers
bestimmen. Dieser soll so gewéahlt werden, dass eine gewichtete Summe der Abstédnde
vom Lager zu den Filialen und von den Zulieferern zum Lager minimal wird.

Beim Fermat-Weber-Problem ist der Abstand zwischen zwei Punkten durch den
euklidischen Abstand gegeben. Es liegt nun nicht nur an der bekannten Verallgemeine-
rungswut der Mathematiker, dass auch andere Abstandsbegriffe bzw. Normen in der
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Literatur betrachtet wurden. Hierzu gehdren insbesondere die 1-Norm, die oo-Norm
(Maximumnorm) und positive Linearkombinationen dieser beiden Normen als Spezial-
falle sogenannter polyedrischer Normen (hier ist die Einheitskugel ein Polyeder).

Wir wollen hier auf das Fermat-Weber-Problem gar nicht weiter eingehen, sondern
einen hiibschen geometrischen Beweis dafiir angeben, das beim eingangs genannten
Fermat-Problem der gesuchte Punkt (auch Fermat- oder Torricelli-Punkt genannt) der-
jenige ist, von dem die drei Seiten des (spitzwinkligen) Dreiecks unter einem Winkel
von 120° gesehen werden.

Gegeben sei ein spitzwinkliges Dreieck in der Ebene mit den Ecken A, B und C.
In diesem Dreieck wihle man sich einen beliebigen Punkt P und verbinde ihn mit den
Ecken. Das innere Dreieck AAPB drehe man um 60° um B und erhalte das Dreieck
AC'P'B. In Abbildung ist die Konstruktion angegeben. Dann sind AABC’ und

Abbildung 1.2: Konstruktion zum Fermat-Problem

APBP' gleichseitig, die Winkel in diesen Dreiecken also jeweils 60°. Daher ist
AP+ BP+CP=C'P'+ P'P+ PC,

und die rechtsstehende Summe ist die Lénge eines i. Allg. gebrochenen Streckenzuges.
Dieser ist minimal, wenn er ein Geradensegment ist. In diesem Falle ist

/BPC =180° — /BPP' = 120°
und
/APB =/C'P'B =180° - /PP'B = 120°.

Der gesuchte Punkt P, fiir den AP + BP + C'P minimal ist, ist also derjenige Punkt
P, fiir den
/ZAPB = /BPC = ZCPA =120°.

Diese Losung des Fermat-Problems kann man bei H. S. M. Coxeter (1969, S.21)
nachlesen. O

Beispiel: Ein von J. J. Sylvester (1857) gestelltes Problem lautet:

SH. S. M. COXETER (1969) Introduction to Geometry. John Wiley & Sons, New York.
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e [t is required to find the least circle which shall contain a given system of points

in a plane.
Nur leicht verallgemeinert bedeutet dies: Gegeben seien m Punkte aq,...,a,, € R",
gesucht ist euklidische Kugel Blz;r| := {y € R" : ||y —z||2 < r} mit minimalem Radius
r, welche die vorgegebenen Punkte enthélt, fir die also ||la; — z|s < r,i=1,...,m.

Mit der Variablentransformation r = v/20 erhilt man die Aufgabe:

Minimiere f(d,z) :=¢ auf
M:={(6,z) eERxR": f|lx — a3 <6, i=1,...,m}.

Dies ist also eine Optimierungsaufgabe mit einer linearen Zielfunktion und (einfachen)
quadratischen Ungleichungsnebenbedingungen. a

Das folgende Beispiel kann, zumindestens dann, wenn man es in eine unrestringierte
Optimierungsaufgabe umwandelt, schon mit Methoden der Schulmathematik behandelt
werden.

Beispiel: Man konstruiere eine moglichst billige Dose (mathematisch: Kreiszylinder)
mit Radius » und Hohe h, welche ein vorgegebenes Volumen V' > 0 besitzt. Die Kosten
des Bodens und des Deckels seien ¢; Geldeinheiten (etwa Euro) pro Quadrateinheit
(etwa cm?), entsprechend die des Mantels ¢, Geldeinheiten. Die Gesamtkosten sind
gegeben durch

f(r,h) :=2mr%c; + 2arhes,

diese gilt es unter der Nebenbedingung
arih =V

(sowie r > 0, h > 0) zu minimieren. 0

Beispiel: Auf lineare Optimierungsaufgaben (hier sind die Zielfunktion f sowie die Re-
striktionsabbildungen ¢g und h affin linear) wollen wir nur als Spezialfall allgemeinerer
Aufgabenstellungen eingehen. Trotzdem wollen wir hier ein (lineares) Netzwerkflusspro-
blem schildern[| und es als eine lineare Optimierungsaufgabe “entlarven”.

Die zugrundeliegende Aufgabe kann man sich folgendermafsen vorstellen: Ein ge-
wisses Gut, sagen wir Orangen, wird in gewissen Orten in einer bestimmten Menge
angeboten und an anderen Orten verlangt. Schlieflich gibt es Orte, die nichts anbie-
ten und nichts verlangen, in denen aber umgeladen werden darf. Gewisse Orte sind
miteinander durch Verkehrswege miteinander verbunden. Die Kosten fiir den Trans-
port einer Mengeneinheit des Gutes ldngs eines Verkehrsweges sind bekannt, ferner
ist die Kapazitit eines jeden moglichen Transportweges vorgegeben. Diese gibt Unter-
und Obergrenzen fiir die zu transportierende Menge auf dem Weg an. Gesucht ist ein
kostenminimaler Transportplan.

7Als Literatur wird

D. P. BERTSEKAS (1998) Network Optimization: Continuous and Discrete Models. Athena Scientific,
Belmont

empfohlen.
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Wir werden zunéchst einige Grundbegriffe kldren. Ein Netzwerk (der Sprachge-
brauch ist nicht ganz einheitlich: man spricht auch von einem gerichteten Graphen
oder einem Digraphen) (N, .A) besteht aus der endlichen Menge N der Knoten und
der Menge A der Pfeile (hdufig auch Bdgen oder gelegentlich auch gerichtete Kanten
genannt) E], wobei A C N x N. Jeder Pfeil (i,7) € A ist also ein geordnetes Paar von
Knoten i und j. Hierbei heifst ¢ der Startknoten und j der Endknoten des Pfeils (i, j).

Mit jedem Knoten k& € N ist eine Mengenangabe b, des im Netzwerk zu trans-
portierenden Gutes verbunden. Ist b, > 0, so sind b, Mengeneinheiten dieses Gutes
im Knoten k& vorhanden und Knoten k wird ein Angebotsknoten genannt. Ist dagegen
br < 0, so werden dort |bx| Mengeneinheiten benétigt, man spricht von einem Bedarfs-
knoten. Im Fall b, = 0 handelt es sich um einen reinen Umladeknoten. Weiter heifst
ein Angebotsknoten reiner Angebotsknoten, wenn er nicht Endknoten eines Pfeils ist.
Analog werden Bedarfsknoten ohne ausgehende Pfeile als reine Bedarfsknoten bezeich-
net. Es wird angenommen, dass ), br = 0, also das Gesamtangebot gleich dem
Gesamtbedarf ist.

Zu jedem Pfeil (i,j) € A des Netzwerks gehoren die Kosten c¢;; fiir den Fluss
einer Mengeneinheit auf ihm. Mit z;; wird der Fluss auf diesem Pfeil bezeichnet, die
Kapazitatsgrenzen des Pfeils sind durch /;; und u;; angegeben. Gesucht wird ein Fluss
im Netzwerk, der unter Beriicksichtigung der Kapazitatsbeschrankungen die Angebote
und “Bedarfe” mengenmaéafig ausgleicht und die dafiir erforderlichen Kosten minimiert.
Dabei ist in jedem Knoten der Fluss zu erhalten. Dies bedeutet fiir den Knoten k € NV,
dass die Summe der Fliisse auf seinen eingehenden Pfeilen plus der in ihm verfiighbaren
(wenn k ein Angebotsknoten) beziehungsweise minus der von ihm bendtigten (wenn
k ein Bedarfsknoten) Menge |by| gleich der Summe der Fliisse auf seinen ausgehenden
Pfeilen ist. Die Flusserhaltungsbedingung fiir den Knoten k lautet daher

Z Tik, + by = Z Ty

i:(i,k)EA ji(k,j)eA

Das kapazitierte lineare Netzwerkflussproblem (bzw. Minimum Cost Flow Problem)
lasst sich daher wie folgt formulieren:

( . . .
Minimiere Z CijTij
(i,j)eA
unter den Nebenbedingungen

Z Tgj — Z i =br  (kEN), lij Swig <wuy  ((i,)) € A).

\ Ji(k,j)eA i:(i,k)eA

Diese Aufgabe wollen wir nun in Matrix-Vektorschreibweise formulieren. Dies kann
folgendermafen geschehen. Der Fluss z = (x;;) hat soviele Komponenten wie es Pfeile
gibt, ihre Anzahl sei n := #(A). Es liegt also nahe, A durchzunumerieren. Es sei etwa
A={lL,...,l,} mit [, = (ip,jp), p = 1,...,n. Dann kann x = (2;;)( )ca als Vektor
r=(21,...,2,)" mit z, = Ti,j,» P = 1,...,n, geschrieben werden, entsprechendes gilt
fiir die Kosten ¢ = (¢;;) und Kapazititsgrenzen [ = (I;;) und u = (u;;). Ist ferner m :=

8Die Bezeichnungen A bzw. A stehen fiir Nodes bzw. Arcs.
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#(N) die Anzahl der Knoten, so kann man (b )ren zu einem Vektor b = (by, ..., by)7"
zusammenfassen. Definiert man schliefslich noch die Knoten-Pfeil-Inzidenzmatriz A =
(akp) € R™™ durch

+1, falls k=1,

agp == —1, falls &k = j,,
0 sonst,
so erkennt man, dass obiges Netzwerkflussproblem in der Form
Minimiere ¢’z auf M:={zeR":l1<x <u, Ar = b}
geschrieben werden kann. Im Gleichungssystem Az = b summieren die Gleichungen sich

zu 0, daher kann z. B. die letzte Gleichung gestrichen werden. Als Beispiel betrachten
wir das in Abbildung [1.3] angegebene Netzwerk mit 5 Knoten und 7 Pfeilen. Die Pfeile
2

Abbildung 1.3: Ein Netzwerk mit 5 Knoten und 7 Pfeilen

seien in der folgenden Reihenfolge numeriert:
A=1{(1,2),(2,3),3,4),(4,1),(1,5),(5,3), (5,4).
Der zugehérige Kostenvektor sei ¢ = (2,2,2,1,1,1,1)7, die Kapazititsschranken
u = (0.5,0.5,0.1,0.5,1,1,1)", | = —u.

SchlieRlich sei der Vektor b durch b = (1,1,0.5,0.5, —3)T gegeben. Als Knoten-Pfeil-
Inzidenzmatrix erhélt man

1 0 0 -1 1 0 O
-1 1 0 0 0 0 O
A= o -1 1 0 0 -1 0
o 0 -1 1 0 0 -1
o 0 o o0 -1 1 1
Als Losung erhalten wir
—0.5
0.5
0.0
=1 —0.5
1.0
—1.0
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Zum oben geschilderten allgemeinen Netzwerkflussproblem gibt es einige bekannte
Spezialfille. Im folgenden nehmen wir an, die unteren Kapazitatsschranken seien durch
[ := 0 gegeben. Ist z. B. jeder Knoten ein reiner Angebots- oder ein reiner Bedarfskno-
ten, so erhélt man das Transportproblem. Beim Mazimalflussproblem ist ein Netzwerk
gegeben, in dem zwei Knoten ¢ (Quelle, kein Pfeil ende in ¢) und s (Senke, kein Pfeil
startet in s) ausgezeichnet sind. Léngs der Pfeile sind wieder Kapazititen festgelegt.
Es wird angenommen, dass es eine die Quelle ¢ und die Senke s verbindende Pfeilfolge
gibt und nach dem maximalen Fluss von ¢ nach s gefragt, also nach der maximalen
Anzahl der Mengeneinheiten, die bei ¢ losgeschickt werden kénnen und in s ankom-
men, wobei natiirlich die Kapazitdtsbeschrankungen zu beriicksichtigen sind (und alle
Knoten Umladeknoten sind). Zur Einordnung in das allgemeine Netzwerkflussproblem
nehmen wir an, dass die Kosten auf allen Pfeilen verschwinden und auf dem kiinstlichen
Pfeil (s,q) die Kosten durch —1 gegeben sind. In der folgenden Abbildung geben wir
ein Netzwerk mit 8 Knoten und 14 Pfeilen an, eingetragen sind ferner die Kapazitaten
lings der Pfeile. Was ist der maximale Fluss? Klar ist, dass dieser nicht grofier als 6 sein

Abbildung 1.4: Ein Netzwerk mit 8 Knoten und 14 Pfeilen

kann, da die drei Wege weg von der Quelle nur eine Gesamtkapazitidt von 6 besitzen.
In der Abbildung [L.5] geben wir einen Fluss mit dem Wert 5 an. Gibt es auch einen
mit dem Wert 67 O

Beispiel: Bei einer quadratischen Optimierungsaufgabe sind die Restriktionsabbildun-
gen g und h affin linear, die Zielfunktion f aber quadratisch. Diese hat also die Form

f(z):=clz+ %$TQ$
mit vorgegebenen ¢ € R™ und (0. B.d. A. symmetrischer) Matrix ) € R"*". Besonders
angenehm ist hier der Fall, dass ) positiv semidefinit bzw. sogar positiv definit, weil
dann f sogar konvex bzw. gleichméfig konvex ist. Sucht man z. B. einen nichtnegativen
Vektor z, fiir den das tiberbestimmte lineare Gleichungssystem Az = b (mit A € R™*"
und m > n, b € R™) beziiglich der euklidischen Norm || - || einen minimalen Defekt
besitzt, so hat man die (vorzeichenbeschrénkte) quadratische Optimierungsaufgabe

1
(P) Minimiere f(z) := §||Ax —blj3, x>0,
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Abbildung 1.5: Ein Fluss mit dem Wert 5

zu 16sen. Das Portfolio Selection Problem (sein “Erfinder”, H. Markowitz, erhielt 1990
den Nobelpreis fir Wirtschaftswissenschaften), bei dem es, lax gesagt, darum geht,
ein vorhandenes Kapital so auf verschiedene Anlageformen zu verteilen, dass mit mi-
nimalem Risiko ein maximaler Ertrag erreicht wird (man erkennt, dass hier eigentlich
zwei sich gegenseitig behindernde Ziele erreicht werden sollen), fithrt nach geeigneten
Vereinfachungen ebenfalls auf ein quadratisches Programm. a

1.2 Problemstellungen der Optimierung

Wir wollen nun die wesentlichen Fragestellungen der Optimierung schildern und dabei
gleichzeitig schon ein Gefiihl fiir einige typische Vorgehensweisen vermitteln.

e Unter welchen Voraussetzungen besitzt (P) eine globale Losung, wann ist diese
eindeutig?

Viele (aber nichtﬂ alle) Existenzbeweise beruhen auf einem Kompaktheitsschluss. Mit
einem xy € M (ein solches Element existiert, wenn M nichtleer bzw. (P) zuldssig ist)
bilde man die sogenannte Niveaumenge

Ly:=Mn{z eR": f(z) < f(xo)}.

Aufserhalb von Ly braucht man offenbar nicht nach einer globalen Lésung von (P) zu
suchen, weil Elemente aus dem Komplement von L nicht zuldssig sind oder grofere
Kosten als xy verursachen. Ist nun Ly kompakt und f auf Lo nach unten halbstetig,
d. h. gilt die Implikation

{zx} C Lo, lim zp =2 = f(x) <liminf f(xy),
k—oo k—o0

9Eine etwas andere Beweisanordnung ist die folgende: Zunichst zeigt man, dass inf (P) :=
infeen f(x) > —oo, die Zielfunktion also auf der Menge der zuléissigen Losungen nach unten be-
schrankt ist. Ist dies gelungen, so withle man eine Minimalfolge {x}} aus, also eine Folge {x} C M
mit f(zg) — inf (P). Kann man zeigen, dass {z\} einen Haufungspunkt besitzt, so ist dieser i. Allg.
(z.B. wenn M abgeschlossen und f auf M stetig ist) eine Losung von (P).

Es sei aber ausdriicklich darauf hingewiesen, dass es auch Existenzsétze gibt, deren Beweis sich
diesen Mustern entzieht.
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so folgt aus einem bekannten Satz der Analysis, dass f auf L, sein Minimum an-
nimmt, also (P) eine globale Losung besitzt. Man sollte sich hier von dem Begriff der
Halbstetigkeit nicht zu sehr abgeschreckt fiihlen, da die Zielfunktion im weiteren stets
mindestens stetig ist. Die Findeutigkeit einer globalen Losung wird man nur unter sehr
einschneidenden Voraussetzungen an die Daten einer Optimierungsaufgabe erwarten
konnen. Beherrschend wird hier, wie in vielen weiteren Bereichen der Optimierung, der
Begriff der Konvexitdt sein. Hierauf werden wir ausfiihrlich zurtickkommen.

Beispiel: Mit A € R™*" b € R™ mit m > n betrachte man das vorzeichenbeschrankte
lineare Ausgleichsproblem

1
(P) Minimiere f(x) := 5”/1:17 —blj3, x>0.

Wir wollen uns iiberlegen, dass (P) eine globale Losung besitzt, benutzen dabei aber
schon die spéter zu beweisende Tatsache, dass die Menge

K :={y=Ax:2 >0}

abgeschlossen ist. Die Aufgabe (P) ist dann dquivalent zu
a e . r 1 2
(P) Minimiere f(y) := EHy —0bll5, yeK.

Hiermit meinen wir: Ist 2* > 0 eine Losung von (P), so ist y* := Ax* eine Losung von
(P). Und umgekehrt: Ist y* € K, also y* = Az* mit * > 0, eine Losung von (P), so
ist 2 eine Lésung von (P). Mit yo := 0 (oder einem beliebigen anderen Element von

K) betrachte man nun die zu (P) gehérende Niveaumenge

Ly:=Kn{yeR™: f(y) < f(yo)}-

Als Durchschnitt einer abgeschlossenen und einer kompakten Menge ist Lo kompalkt.
Da die Zielfunktion f trivialerweise stetig ist, besitzt (P) und damit auch (P) eine
Losung. Ist Rang (A) = n, besitzt A also vollen Rang, so ist (P) eindeutig losbar
(Beweis?). 0

Beispiel: Die Optimierungsaufgabe

(P) o n.1 2 -
M :={(0,z) c RxR": 3|z —a|5 <9, i=1,...,m}

{ Minimiere f(d,z) :=¢ auf

(siche das Sylvestersche Problem aus dem letzten Abschnitt) besitzt eine eindeutige
Losung (0%, z*). Die Existenz folgt aus der Beobachtung, dass M # @ bzw. (P) zuldssig
und zugehorige Niveaumengen kompakt sind. Sind (07, z7) und (85, 23) zwei Losungen
von (P), so ist zundchst natiirlich

07 = in §=4d;.
! (5%16111\4 2
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Also ist 0 := 6] = 05. Auch (6%, 3 (2} + 23)) ist eine Losung von (P). Da 0* minimal,
ist 6 = max;_1_, 1]|z* — a;||3. Man wéhle ¢ € {1,...,m} mit
1 * 2 1 * 2 C*
Sl —ali = max Zfet — ol =5

=l,...

Wir erhalten dann

5 = iz* — a3
12 (2} — a;) + 5 (23 — ;)3

|
|
[3ll27 = aills + 31125 — aill; — §ll=§ — 23[13]

1
2
1
2
1
2

(Anwendung der Parallelogrammgleichung)
307 + 05 — g7 — 2313]

= 0" —glla] = w3ll3,

woraus z; = x5 und damit die Eindeutigkeit einer Losung von (P) folgt. Hierbei be-
sagt die einfach nachzuweisende Parallelogrammgleichung, dass ||z + y||3 + ||z — y||3 =
2(/|=113 + lyl13)- O

Eine weitere, fiir die Theorie auferordentlich wichtige, Fragestellung ist die folgende:

e Sei 2* € M eine lokale Losung von (P). Welche Bedingungen miissen dann (unter
geeigneten Glattheitsvoraussetzungen an die Zielfunktion f sowie die Restrikti-
onsabbildungen g und h) notwendigerweise erfiillt sein, was sind also notwendige
Optimalitdtsbedingungen?

Ist (P) eine unrestringierte Optimierungsaufgabe, ist also M = R™ bzw. jeder Punkt
des R™ zuléssig fiir (P) (oder M offen), und ist f hinreichend glatt, so sind notwen-
dige Optimalitdtsbedingungen aus der Analysis wohlbekannt. Ist ndmlich f in einem
lokalen Extremum z* partiell differenzierbar, existieren also die partiellen Ableitun-
gen (0f/0x;)(z*), j =1,...,n, von f in x*, so verschwindet notwendig der Gradient
Vf(z*) von fin z*, d.h. es ist

Vi(r*) = (S—i(x*),...,g—i(x*)f ~0.

Ist f auf einer Umgebung eines lokalen Minimums z* zweimal stetig partiell differen-
zierbar, existieren also auf einer Umgebung von x* sdmtliche partiellen Ableitungen
0*f/0x;0xj, 1 < i,j < n, und sind diese auf der Umgebung stetig, so gilt dariiber
hinaus. dass die Hessesche V2 f(x*) von f in z*, also

9% f

Oz; O ) 1<ij<n ’

Vif(z*) = (

positiv semidefinit ist. Aber auch fiir restringierte Optimierungsaufgaben sind zumin-
destens notwendige Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung ebenfalls schon aus der
Analysis bekannt. So sagt etwa die Lagrangesche Multiplikatorenregel aus:
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x Gegeben sei die Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(x) auf M :={x € R":h(z)=0}.

Ist * € M eine lokale Lésung von (P), sind f:R" — R und h: R* — R™ in z*

stetig partiell differenzierbar, sind ferner die Gradienten Vh;(x*), i = 1,...,m,

der Komponenten h; von h linear unabhéangig, so existiert ein Vektor v* = (v}) €

R™ (die Komponenten heifsen Lagrangesche Multiplikatoren) mit
Vf(*) + b () 0t = V) + > vfVh(z*) = 0.
i=1

Hierbei ist

Vhl(l’*)T
1/ % ahz * . mxn
W)= (5@ )isen= | 1 | €R
'/:cj > Vh (ill'*)T

die Funktionalmatriz von h in x*.

Beispiel: Das “optimale Dosenproblem” aus dem letzten Abschnitt lautet: Mit gege-
benen positiven Werten ¢y, o, V' 16se man die Aufgabe

Minimiere 27r2c; + 2nrhe;  unter den Nebenbedingungen
m*h=V, r>0, h>0.

Wir wollen die obige Lagrangesche Multiplikatorenregel anwenden und nehmen an,
(r*,h*) sei eine lokale Losung (die “offene” Nebenbedingung r > 0, h > 0 ist fiir die
Anwendung der Lagrangeschen Multiplikatorenregel irrelevant). Hiernach existiert ein
v* € R mit

drr*c; + 2wh* ey of 2mr*h* N [0
(+) ( 2mr*cy ) v ( m(r*)? ) N ( 0 ) ’
Zusammen mit 7(r*)?h* = V hat man damit drei Gleichungen fiir die drei Unbekannten
(r*, h*) und v*. Mit Hilfe der zweiten Gleichung in (*) erhélt man

% 202
vt = ——
Ts*
Einsetzen in die erste Gleichung liefert
2c
h* — _1r*’
Co

Einsetzen in die “Volumengleichung” ergibt die gesuchte Losung

V\1/3 2
r*—(CQ ) B = 2,

2cym Co
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Natiirlich hétte man dasselbe Ergebnis erhalten, wenn man die Hohe der gesuchten
Dose durch h = V/(7r?) eliminiert und die unrestringierte Optimierungsaufgabe

2cV
Minimiere f(r) := 2mr?c; + = , >0,
r

16st. Aus f'(r*) = 0 (das meinten wir, als wir von Schulmathematik sprachen) erhalten
wir wieder dieselbe Losung. a

Einen Beweis der eben angegebenen Lagrangeschen Multiplikatorenregel findet man fiir
m = 1, also einer Gleichung als Restriktion, z. B. bei O. Forster (1984, S. 78)@. Wir wol-
len hier schon versuchen, zugegebenermafen verhaltnisméafig unprézise, einen Beweis
fiir notwendige Optimalitatsbedingungen erster Ordnung, wie etwa die oben angegebe-
ne Lagrangesche Multiplikatorenregel bei Optimierungsaufgaben mit Gleichungen als
Nebenbedingungen, anzudeuten. Sei hierzu die Optimierungsaufgabe

(P) Minimiere f(z) auf M :={x € R":g(x) <0, h(x) =0}

gegeben. Die Zielfunktion f:R"™ — R und die Restriktionsabbildungen g: R® — R
sowie h: R" — R™ seien in der lokalen Losung x* € M stetig partiell differenzierbar.
Mit

I(x"):={ie{l,...,l}: g:i(2") =0}

wird die Indexmenge der in z* aktiven Ungleichungsrestriktionen bezeichnet. Die Men-
ge T(M;x*) aller (Richtungen) p € R", zu denen es Folgen {t;,} C Ry und {r;} C R"
mit {z* +txp+rr} C M sowie limg_,o t = 0 und limg_,o, 71/t = 0 gibt, heifst Tangen-
tialkegel an M in z*. Unter einer (schwachen) Zusatzvoraussetzung, einer sogenannten
Constraint Qualification, erwartet man, dass

() Lo(Mia*) = {p € R": Vgi(a") p <0 (i € I(z")), W(2")p = 0}  T(M; ")

gilt. Diese Aussage wollen wir uns fiir den Fall, dass keine Ungleichungen und nur eine
Gleichung als Restriktion auftreten in Abbildung verdeutlichen. Ist andererseits
p € T(M;z*) und sind {t,} C Ry sowie {ry} C R™ zugehorige Folgen, so ist f(z*) <
f(z* + tgp + ri) fiir alle hinreichend groften k, da x* € M eine lokale Losung von (P)
ist. Folglich ist

) — tim 1) = F)

>0 firallep e T(M;z").
k—o0 tk

Wegen (x) ist V f(z*)Tp > 0 auch fiir alle p € Lo(M; z*) und damit p* := 0 eine Losung
der linearen Optimierungsaufgabe

Minimiere Vf(z*)Tp auf
Lo(M;z*) :={peR": Vg (z*)Tp <0 (iel(z*)), W(z*)p=0}.

100. FORSTER (1984) Analysis 2. Vieweg-Verlag, Braunschweig-Wiesbaden.
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Abbildung 1.6: Eine Tangentialrichtung p in z* € h=1(0)

Notwendige Optimalitdtsbedingungen der linearen Optimierung (hierauf gehen wir im
nichsten Kapitel ein) liefern dann die Existenz nichtnegativer, reeller Zahlen v}, i €
I(x*), sowie eines Vektors v* € R™ mit

Vf(x*)+ Z Vg (z*) + b (z*)Tv* = 0.

i€l (z*)

Definiert man noch v} := 0 fiir ¢ € {1,...,1} \ I(z*), so erhélt man in Vektor-Matrix-
Schreibweise die Existenz eines Paares (u*,v*) € R! x R™ mit:

(a) Es ist u* > 0, d.h. die Multiplikatoren zu den Ungleichungsrestriktionen sind
nichtnegativ.

(b) Es gilt die Lagrangesche Multiplikatorenregel
Vf(ili*) + g'(:t:*)Tu* + h/(.l’*)TU* = 0.

(c) Es gilt die sogenannte Gleichgewichtsbedingung g(z*)Tu* = 0, d.h. Multiplika-
toren zu in z* inaktiven Ungleichungsrestiktionen verschwinden.

Betont sei, dass der eben angedeutete ,Beweis* fiir diese Aussage zwei Liicken enthélt.
Zum einen ist die Giiltigkeit von () nicht gesichert. Im folgenden Beispiel zeigen wir,
dass () ohne eine Zusatzvoraussetzung nicht richtig ist.

Beispiel: Sei M := {z € R?: g;(x) <0 (i = 1,2,3)}, wobei die Restriktionabbildun-
gen g;: R?> — R durch

g1(z) == —xq, ga(z) == —xy, g3(x) =29 + (21 — 1)

definiert seien. Ferner sei z* := (1,0)7. In Abbildung skizzieren wir die Menge M.
Offenbar ist T'(M;x*) = {p € R? : p; <0, po = 0}. In z* sind die erste und die dritte
Restriktion aktiv, so dass I(z*) = {1, 3} die Indexmenge der aktiven Restriktionen ist.
Wegen

Vai(a®) = (0,-1)",  Vgs(a") = (0,1)"
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Menge M

*
X

L

UO 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 1

Abbildung 1.7: Die Menge M := {zx € R? : g;(z) <0 (i=1,2,3)}

ist daher
Lo(M;2*) ={p e R*: Vg1 (z*)"p <0, Vgs(z*)"p <0} = {p € R? : p, = 0}.

Damit ist in diesem Falle Lo(M;z*) ¢ T(M;z*) gezeigt. Ohne eine Regularititsbe-
dingung bzw. eine Constraint Qualification kann die Inklusion Lo(M;x*) C T'(M;x*)
i. Allg. nicht bewiesen werden. a

Die zweite Liicke beim obigen , Beweis“ von notwendigen Optimalitdtsbedingungen er-
ster Ordnung bei einer nichtlinearen Optimierungsaufgabe besteht in der Anwendung
einer (noch nicht bewiesenen) notwendigen Optimalitdtsbedingung der linearen Opti-
mierung. Auch diese wollen wir uns in einem Spezialfall schon einmal veranschaulichen.
Um dies einfach im R? zu verdeutlichen, nehmen wir an, es sei p* := (0,0)7 eine Lésung
der linearen Optimierungsaufgabe mit zwei (homogenen) Ungleichungen als Restrik-
tionen:
Minimiere Vf(z*)Tp auf
Lo(M;x*) :={p e R?: Vg (z*)Tp <0, Vga(z*)Tp < 0}.

Durch die folgende Abbildung wollen wir plausibel machen, dass dann notwendi-
gerweise —V f(z*) eine nichtnegative Linearkombination von Vg, (z*) und Vgy(z*) ist,
also nichtnegative Zahlen u] und u} mit

Vi@*)+uiVg(z*) + usVge(z*) =0

existieren.

Weshalb sind notwendige Optimalitatsbedingungen in der Optimierung von beson-
derer Bedeutung? Die Antwort ist einfach. Ein zuldssiger Punkt, in dem notwendige
Optimalitdtsbedingungen (erster oder gar zweiter Ordnung) erfiillt sind, ist zuminde-
stens ein guter Kandidat fiir eine lokale Losung der gegebenen Optimierungsaufgabe.

e Unter welchen Voraussetzungen ist eine lokale Losung z* € M der Optimierungs-
aufgabe

(P) Minimiere f(z) auf M



16 Einfiihrung

~Vf7) Vga(z")

Abbildung 1.8: Eine (homogene) lineare Optimierungsaufgabe

sogar eine globale Losung von (P)?

Eine sehr einfach zu beweisende, aber dennoch aufserordentlich wichtige Antwort kann
hierauf gegeben werden:

x Ist die Menge M C R" der zuldssigen Losungen konvex, ist ferner die Zielfunktion
f:R" — R konvex auf M, so ist eine lokale Losung x* € M von (P) sogar eine
globale Losung.

Zur Erinnerung: Eine Menge M C R"™ heiflt konvexr, wenn
r,ye M, Xel0,l]]= (1-ANz+\ye M,

wenn also mit je zwei Punkten aus M auch die gesamte Verbindungsstrecke zu M
gehort. Entsprechend heifst eine reellwertige Funktion f:R™ — R konver auf der
konvexen Menge M C R", wenn

r,ye M, Ne[0,1]]= f((1=Nz+Iy) < (1=N)f(x)+Af(y).

Nun eine Begriindung fiir die obige Aussage: Ist * € M eine lokale Losung von (P),
so existiert eine Umgebung U* von z* mit f(z*) < f(z) fiir alle z € M NU*. Zu einem
beliebig vorgegebenem z € M existiert ein A € (0, 1] derart, dass (1 — \)z* 4+ Az €
M N U*, wobei die Konvexitdt von M ausgenutzt wurde. Da f auf M konvex ist,
erhalten wir

F@®) < F(L= N2+ Az) < (L= M) f(") + Af(z)

und hieraus f(z*) < f(z), so dass x* € M sogar eine globale Lésung von (P) ist.
Ist die Menge M der zuldssigen Losungen durch ein System von Ungleichungen und
Gleichungen in der Form

M :={xeR":g(x) <0, h(z) =0}
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gegeben, wobei g: R” — R’ und h: R" — R™, so ist M konvex, wenn die Komponen-
ten g;: R — R, i = 1,...,[, konvex (auf dem R") sind, und h eine affine Abbildung
ist, also durch h(z) := Az — b mit einer Matrix A € R™*" und einem Vektor b € R™
gegeben ist.

Konvexe Optimierungsaufgaben zeichnen sich nicht nur dadurch aus, dass lokale
und globale Losungen iibereinstimmen, sondern auch dadurch, dass die oben ange-
gebenen notwendigen Optimalitdtsbedingungen sogar hinreichend fiir die Optimalitét
einer zuldssigen Losung x* € M sind. Hilfsmittel zum Beweis ist die folgende einfache
Aussage:

« Die Funktion f:R"™ — R sei konvex und in x* € R" stetig partiell differenzierbar.

Dann ist
V@) (x —2%) < f(z) — f(z*) fiir alle x € R™.

Denn: Fiir alle ¢ € (0, 1] ist

flam +tle —a”) = fla7) _ (A =)f(a") +tf(z) — fla)
t - t

= f(x) = f(z7),

mit ¢ — 0+ folgt die Behauptung. In Abbildung veranschaulichen wir uns diese
wichtige Eigenschaft konvexer Funktionen.

: x
x*
Abbildung 1.9: Eine konvexe Funktion
Nun die angekiindigte Aussage:
x Gegeben sei die Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z) auf M :={zxeR":g(z) <0, Ax = b}.

Hierbei seien die Zielfunktion f:R"™ — R und die Komponenten g;: R" — R
der Restriktionsabbildung g: R" — R! (auf dem R™) konvex und in z* € M
stetig partiell differenzierbar, A € R™*™ und b € R™. Es existiere ein Paar
(u*,v*) € RY x R™ mit:

ut >0, Vf(z*) + ¢ (%) u + ATv* =0, g(a*) u* = 0.

Dann ist x* eine (globale) Lésung von (P).
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Denn: Ist x € M beliebig, so ist

fl@) = fa*) = V@) (z -2
_ [gl($*)Tu*+ATU*]T(.’L'*—$)

l
= > Ve @ - 2) + (A — )

> Zuf[gz(x*) — gi(7)]

— gla)Tu — gla)w
=0 <0

v

0,

womit die Behauptung bewiesen ist.

Beispiel: Wir betrachten die quadratische Optimierungsaufgabe

' 3 -1 0 1\’
Minimiere f(z) =3z [ =1 2 -1 Jaz+ | 1 x
) 0 -1 1 1

unter den Nebenbedingungen

T1+ 229 + 13 > 4, x> 0.

\

Die Koeffizientenmatrix in der Zielfunktion ist positiv definit, ferner ist die Menge der
zulédssigen Losungen nichtleer. Daher besitzt die Aufgabe genau eine Losung z*. Diese
ist charakterisiert (wir benutzen hier schon, dass bei linearen Nebenbedingung keine
Zusatzbedingung bzw. Constraint Qualification zur Aufstellung notwendiger Optima-
litdtbedingungen notwendig sind, wie wir spater sehen werden) durch die Existenz von
u* € R mit

3 -1 0 1 1
ut >0, 1 2 1 |a+ |1 )=w|2]>0
0 -1 1 1 1

und den Gleichgewichtsbedingungen

u* (2] + 225+ x5 —4)=0

sowie
3 -1 0 1 1\1"
-1 2 =1 Jz"+ | 1 | —-u"| 2 z* = 0.
0 -1 1 1 1

Wir wollen zeigen, dass

*
o~ |2 cl



1.2 Problemstellungen der Optimierung 19

die Losung ist, wobei der zugehorige Multiplikator durch u* := % gegeben ist. Denn
es ist
3 -1 0 1 1
-1 2 -1 |z 4+ 1 |—-u"| 2 |]=0
0 -1 1 1 1
und

]+ 225+ 25 —4=0.
Alle Vorzeichenbedingungen sind also inaktiv, die Ungleichungsbedingung ist aktiv. O

Der Wert oder auch Optimalwert der Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z) auf M
ist definiert durch

f (P) inf{f(x):z€ M} fir M # O,
tnf (F) := +o0 fir M = 0.

Eine obere Schranke fiir inf (P) erhélt man trivialerweise, indem man die Zielfunktion
in einer zuléssigen Losung auswertet. Schwieriger ist es, die folgende Frage zu beant-
worten:

e Wie erhélt man untere Schranken fiir den Wert einer Minimierungsaufgabe?

Die Beantwortung dieser Frage kann interessant sein, um z.B. die mindestens zu er-
wartenden Kosten bei der Losung einer Planungsaufgabe abzuschétzen. Wir nehmen
an, die gegebene Optimierungsaufgabe habe die Form

(P) Minimiere f(z) auf M :={zeR":z¢eC, g(x) <0, h(z) =0}.

Hier hat man sich die Nebenbedingung = € C' als eine ,einfache” Restriktion vorzu-
stellen. Z.B. ist C = {x € R™ : x > 0} der sogenannte nichtnegative Orthant im R",
natiirlich kann aber auch C' = R"™ sein. Wie bisher seien g und A Abbildungen des R™
in den R! bzw. R™. Man definiere die Lagrange-Funktion L:R™ x R x R™ — R durch

L(z,u,v) = [(@) + 9(2)"u + h(z)T,
anschliefend die zu (P) (Lagrange-) duale Optimierungsaufgabe (D) durch
Maximiere ¢(u,v) := inf L(z,u,v) auf
(D) zcC
N :={(u,v) e RExR™:u >0, ¢(u,v) > —o0}.
Trivialerweise gilt dann die Aussage des schwachen Dualititssatzes:

« Ist x € M zuléssig fiir (P) und (u,v) € N zuléssig fiir (D), so ist ¢(u,v) < f(z)
und damit sup (D) < inf (P). Sind ferner z* € M, (u*,v*) € N zuldssig fiir (P)
bzw. (D) und ist ¢p(u*,v*) = f(x*), so ist x* eine (globale) Lésung von (P) und
(u*,v*) eine (globale) Lésung von (D).
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Denn: Fir x € M und (u,v) € N ist

d(u,0) < L(w,u,v) = f(2) + g(@) u+h(z)"v < f(z).
—_— =
<0 =0
In jedem Falle (gleichgiiltig, ob (P) oder (D) zuléssig sind) ist sup (D) < inf (P), wobei
der Wert sup (D) der Maximierungsaufgabe (D) naheliegenderweise durch

inf{p(u,v) : (u,v) € N}  fir N # 0O,

sup (D) = { —0 fir N=0

definiert ist. Fiir * € M und (u*,v*) € N ist daher
o(u*,v*) <sup (D) <inf (P) < f(z").

Ist also f(2*) = ¢(u,v*), so steht hier iiberall das Gleichheitszeichen, so dass z* eine
Losung von (P) und (u*,v*) eine Lésung von (D) ist, ferner ist max (D) = min (P).
Hierbei schreiben wir min (P) statt inf (P), wenn (P) eine Losung besitzt, entsprechen-
des gilt fiir max (D).

[. Allg. tritt zwischen den beiden Optimierungsaufgaben (P) und (D) eine sogenann-
te Dualitdtslicke auf, d.h. ohne weitere Voraussetzungen ist i. Allg. sup (D) < inf (P).
Aussagen, die sup (D) = inf (P) (und eventuell die Losbarkeit von (P) oder (D)) ga-
rantieren, nennt man starke Dualitdtssdtze.

Beispiel: Im letzten Abschnitt hatten wir das Sylvestersche Problem, zu m gegebenen
Punkten ay, ..., a,, des R™ die kleinste sie enthaltende (euklidische) Kugel zu bestim-
men, als Optimierungsaufgabe

) { Minimiere f(d,z):=46 auf

M:={(6z) eRxR": Hlz—ql3 <6, i=1,...,m}
formuliert. Wir wollen die hierzu duale Optimierungsaufgabe aufstellen. Die zugehorige
Lagrange-Funktion ist

m

L(6,x,u) =0+ Y _u;(3]lz — aill3 - 0).

i=1
Die duale Zielfunktion ist

d(u):= inf  L(0,z,u).

(6,2)ERXR™

Bei gegebenem w > 0 ist offenbar ¢(u) > —oo genau dann, wenn )" u; = 1. Die
Menge der dual zuléssigen Losungen ist also durch

N={ueR":u>0, e'u=1}
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gegeben, wobei e := (1,...,1)T. Fiir u € N ist
m
ow) = inf (D wiblle—aill)
=1
. m m 2
=1 =1 2
m m 2
= 13 wllail3 - ;HZUM
=1 =1 2

Das duale Problem lautet also

m
Minimiere ¢(u) := %Z%H%H% - %
i=1

m 2
g Ui Qg

. 2
=1

N:={ueR":u>0, elu=1}.

(D)

Dieses duale Problem ist insofern leichter als das Ausgangsproblem (P), als in ihm
die Restriktionsmenge ein Simplex ist, insbesondere die Restriktionen also linear sind.
Wir werden spéter sehen, dass man mit Hilfe einer Losung u* von (D) leicht die Lo-
sung x* von (P) erhalt. Wird dieser Zusammenhang schon erraten? Wegen ¢(u) <
min (P) fiir alle uw € N erhélt man weiter untere Schranken fiir den minimalen Radi-
us r* = y/2min (P) einer Umkugel zu den gegebenen Punkten aq, ..., a,,. Setzt man
z.B. uw := (1/m)e (hierbei ist e einmal wieder der Vektor, diesmal aus dem R™, dessen
Komponenten alle gleich 1 sind), so erhélt man

= }(i a3 - —Hzaz

> < min (P) = (72)2

bzw.
1 /— S T 2 )
— NI — ) <
(Sl = ], <

Die linke Seite dieser Ungleichung ist zumindestens nichtnegativ, die Aussage also
nicht ganz trivial, da mit einer Anwendung der Dreiecksungleichung und der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung

m 9 m 2 m
> al, = (O laills) <m > el
=1 i=1 i=1

Ist zz.B. m = 3 und n = 2, ferner a; = (—1,0), ag = (0,1) und a3 = (1,0) (siche
Abbildung

Nach der obigen Formel erhalten wir V8 /3 &~ 0.9428 < r*. Dies wollen wir mit dem
exakten Wert vergleichen und erinnern hierzu an einige aus der ebenen Geometrie
(vielleicht) vorhandenen Vorkenntnisse. Bezeichnet man mit o = Z(A) den Winkel bei
A, entsprechend S und 7, so ist der Umkugelradius r* gegeben durch

« S

T4 cos(a/2) cos(8/2) cos(v/2)’
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Abbildung 1.10: Radius der Umkugel?

wobei s := %(a + b+ ¢) den halben Umfang des Dreiecks AABC' angibt. Bekannt ist
vielleicht auch noch die Aussage des Sinussatzes, dass ndmlich

a b c

pu— pu— pu— 2 *‘
sinaw  sinf  sinvy "
In unserem Fall ist a = 7/2, weiter 8 = v = 7/4 sowie a = 2 und b = ¢ = v/2. Durch
irgendeine dieser Formel erhélt man fiir unser spezielles Dreieck den Umkugelradius
r* = 1. So ganz schlecht ist die obige Abschétzung also nicht. Gibt es eine Vermutung,
wann die Abschitzung fiir m = 3 und n = 2 optimal ist? O

Eine weitere wichtige Fragestellung ist die folgende:

e Gegeben sei eine zuldssige Losung x* einer Optimierungsaufgabe (P). Was sind
hinreichende Bedingungen dafiir, dass x* eine lokale oder sogar globale Losung
von (P) ist? Hierbei sollten die hinreichenden Bedingungen “moglichst nahe” bei
notwendigen Optimalitdtbedingungen liegen.

Einige Antworten hierauf kénnen wegen vorhandener Vorkenntnisse aus der Analysis
oder der oben gemachten Bemerkungen jetzt schon leicht gegeben werden. Ist z. B. die
Zielfunktion f:R™ — R in einem Punkt z* € R" zweimal stetig partiell differenzier-
bar, ist ferner V f(z*) = 0 und V2f(x*) positiv definit, so ist bekanntlich (siche z. B.
O. Forster (1984, S.61)) z* eine isolierte lokale Losung der (unrestringierten) Optimie-
rungsaufgabe, f auf dem R™ zu minimieren, d.h. es existiert eine Umgebung U* von
x* mit f(2*) < f(z) fir alle z € U* mit  # z*. Diese Aussage werden wir spéter auf
restringierte Optimierungsaufgaben iibertragen. Wie wir auf Seite [17] zeigten, sind un-
ter Konvexititsvoraussetzungen notwendige Optimalitdtbedingungen auch hinreichend
fiir globale Optimalitédt. Auch der schwache Dualitétssatz gibt eine hinreichende Opti-
malitdtsbedingung an.

Beispiel: Es ist selten, dass fiir nichtkonvexe Optimierungsaufgaben notwendige und
hinreichende Optimalitdtsbedingungen iibereinstimmen. Einen angenehmen Sonderfall
nehmen hier die bei Trust-Region-Verfahren auftretenden Hilfsprobleme ein. Wie aus
der unrestringierten Optimierung (vielleicht) bekannt ist, gilt namlich die Aussage:

x Gegeben sei die Aufgabe

1
(P) Minimiere f(x) :=c'x + E:ETQx, lz|l2 < A,
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wobei A > 0, ¢ € R" und die symmetriche (nicht notwendig positiv semidefinite)
Matrix Q € R™*" gegeben sind. Dann ist ein z* € R™ mit ||z*||; < A genau dann
eine globale Losung von (P), wenn ein \* > 0 mit

(a) (Q + )‘*I)x* = —¢
(b) A([lz*ll = A) =0,
(c) Q + N\*I ist positiv semidefinit.

Hierbei ist der “hinreichende Teil” einfach. Existiert ndmlich zu einem fiir (P) zuléssiges
x* ein \* > 0 mit den Eigenschaften (a)—(c), ist ferner z € R™ ein beliebiger fiir (P)
zuléssiger Punkt, so ist

fla) = f(z") = Vfa") (z—a")+ %(fc — ")V f(a") (@ — 27)
= (c+ Q1) (z—a") + S(z —27) Qz — 27)

*

>0

* * * A* *
> XN (- ) = Sl -
A
= S0 1 - Nl l)
)\*
= S |l
> 0,

also z* eine Losung von (P). Man kann (nicht nur bezogen auf den vorliegenden Fall)
feststellen, dass der Beweis hinreichender Optimalitdtsbedingungen eigentlich immer
wesentlich einfacher als der von notwendigen Optimalitdtsbedingungen ist. a

Die folgende Frage wird uns bei weitem am meisten beschéaftigen.

e Gegeben sei die Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z) auf M :={x e R":g(z) <0, h(xz)=0}.

Wie berechnet man eine lokale oder globale Losung von (P) bzw. wenigstens eine
Néherung hierfiir?

Die Wahl eines Verfahrens zur numerischen Losung einer gegebenen Optimierungs-
aufgabe wird entscheidend von deren Struktur abhéngen. Wie in anderen Bereichen
der numerischen Mathematik kann man nicht hoffen, durch ein ,Superverfahren“ al-
le moglichen Aufgabenstellungen effizient zu 16sen. So wird etwa die Dimension des
Problems (Anzahl der Variablen und Nebenbedingungen) eine Rolle spielen, ferner ob
Ableitungen analytisch zur Verfiigung stehen. Weiter ist klar, dass bis auf einige Son-
derfélle (lineare und geeignete quadratische Optimierungsaufgaben) eine Losung nicht
in endlich vielen Schritten berechnet werden kann.
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1.3 TUbersicht

Zunéchst wollen wir sagen, worauf wir nicht eingehen werden. Am Anfang wurde schon
betont, dass wir uns auch bei theoretischen Aussagen auf endlichdimensionale Opti-
mierungsaufgaben beschrianken werden, obwohl mit funktionalanalytischen Hilfmitteln
weitgehende Ubertragungen auf infinite Optimierungsaufgaben maglich sind. Nicht ein-
gehen werden wir ferner auf die numerische Behandlung unrestringierter Optimierungs-
aufgaben, bei denen also die Menge M der zuléssigen Losungen der gesamte R™ (oder
offen) ist. Auch die numerische Losung linearer Programme (hier sind bekanntlich so-
wohl die Zielfunktion f als auch die Restriktionsabbildungen g und h affin linear)
durch das bekannte Simplexverfahren wird nicht behandelt. Auch auf Fragen der glo-
balen Optimierung, in der versucht wird, eine oder gar alle globalen Losungen einer
Optimierungsaufgabe zu berechnen, werden wir nicht eingehen koénnen. Nicht behan-
deln werden wir ferner kombinatorische (und ganzzahlige) Optimierungsaufgaben, bei
denen die Menge M der zuldssigen Losungen eine endliche (aber i. Allg. aus sehr vielen
Elementen bestehende) Menge ist.
Stattdessen werden die folgenden Themen eine Rolle spielen:

e Theoretische Grundlagen.

Hier werden wir zunéchst auf Trennungssitze fiir konvexe Mengen im R” (u.a. wird
das Farkas-Lemma bewiesen), dann auf Dualitdt bei konvexen Programmen eingehen.
Es wird das Lagrange-duale Programm zu einem gegebenen konvexen Programm gebil-
det und gezeigt, dass man hierdurch untere Schranken fiir den Optimalwert gewinnen
kann (schwache Dualitét, diesen einfachen Sachverhalt schilderten wir schon im letzten
Abschnitt), ferner wird untersucht, wann keine Dualitétsliicke auftritt. Auf die An-
wendung der allgemeinen Theorie auf lineare Programme werden wir nur sehr kurz
eingehen, dafiir aber ein Ergebnis beweisen, welches in nur wenigen Lehrbiichern {iber
lineare Optimierung zu finden ist, dass ndmlich zu einem linearen Programm ein strikt
komplementéares optimales Paar existiert, wenn es {iberhaupt eine Losung besitzt. Im
letzten Abschnitt in diesem ersten Kapitel leiten wir die notwendigen und hinreichenden
Optimalitdtsbedingungen erster und zweiter Ordnung bei glatten, nichtlinearen Opti-
mierungsaufgaben her. In der gesamten Vorlesung gehen wir i. Allg. davon aus, dass die
auftretenden Zielfunktionen bzw. Restriktionsabbildungen glatt, also wenigstens stetig
differenzierbar, sind. Daher werden auch konvexe (nicht notwendig glatte) Funktionen
und ihre Eigenschaften (Existenz von Subgradienten usw.) kaum untersucht.

e Quadratische Optimierungsaufgaben.

Als einfachste (restringierte) nichtlineare Optimierungsaufgabe kann die Aufgabe ange-
sehen werden, eine (konvexe) quadratische Funktion unter linearen Nebenbedingungen
(bzw. auf einem Polyeder) zu minimieren. Im ersten Abschnitt wird relativ ausfiihr-
lich das duale Verfahren von Goldfarb-Idnani angegeben und analysiert. Auch {iber
die numerische Implementation werden wir einiges sagen. Anschlieffend werden prima-
le Verfahren der “aktiven Mengen” untersucht, z. B. ein Verfahren von Fletcher. Bei
einem primalen Verfahren wird eine Folge von zuldssigen Naherungen mit monoton
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abnehmenden (oder wenigstens nicht zunehmenden) Kosten bestimmt. Wie beim Sim-
plexverfahren muss hier also eventuell eine Phase vorgeschaltet werden, in welcher eine
zuldssige Ausgangslosung bestimmt wird. Diese Verfahren sind nur fiir nicht zu hoch-
dimensionale Probleme geeignet. Am Schluss wollen wir ein Verfahren von Coleman-Li
schildern, das fiir hochdimensionale quadratische Programme mit sogenannten box-
constraints (die Restriktionen haben hier die Form [ < x < u) geeignet ist und z. B. in
MATLAB implementiert ist.

e Linear restringierte Optimierungsaufgaben.

Nach den quadratischen Optimierungsaufgaben ist das Problem, eine nichtlineare (und
i. Allg. auch nichtquadratische) Funktion auf einem Polyeder zu minimieren, die néchst
schwierigere Aufgabe. Hier kann man nicht auf einen endlichen Algorithmus hoffen, d. h.
wir werden Algorithmen haben, die eine nicht abbrechende Folge von Néherungslosun-
gen erzeugen, von der wir zu zeigen haben, dass sie “angenehme” Konvergenzeigenschaf-
ten besitzt. Zundchst behandeln wir die Methode der aktiven Mengen, bei denen die
Vorgehensweise der primalen Verfahren der quadratischen Optimierung simuliert und
eine Folge von Optimierungsaufgaben mit linearen Gleichungen als Restriktionenmen-
ge gelost wird. Danach werden Verfahren der zuldssigen Richtungen untersucht. Grob
kann man hier sagen, dass man die aus der unrestringen Optimierung her bekannten
Begriffe und Methoden (z.B. Abstiegsrichtung, Schrittweitenstrategie, Newton- und
Quasi-Newton-Verfahren) auf die vorliegende Situation zu tibertragen versucht.

e Nichtlinear restringierte Optimierungsaufgaben.

Die schwierigsten nichtlinearen Optimierungsaufgaben haben auch nichtlineare Restrik-
tionen. Die Zuléssigkeit von Néherungslosungen wird i. Allg. nicht gesichert werden
konnen. Wir werden auch hier nur glatte Aufgaben betrachten und annehmen, dass
zumindestens der Gradient der Zielfunktion und die Gradienten der Restriktionsabbil-
dungen analytisch zur Verfligung stehen. Es wird auf quadratische und exakte, nicht-
differenzierbare Straffunktionen eingegangen, ferner wird die Idee der SQP (sequential
quadratic programming) Verfahren angegeben.

o Innere-Punkt-Verfahren.

Wir wollen die Idee dieser zur Zeit sehr viel untersuchten Verfahren schildern und
auf einige neuere Ergebnisse eingehen. Seit der bahnbrechenden Arbeit von Karmar-
kar erscheinen iiber dreikig Jahre alte Verfahren in einem neuen Licht. Hier werden
wir uns aber auf die Untersuchung von konvexen, insbesondere konvexen, quadratisch
restringierten quadratischen Programmen beschranken.

1.4 Aufgaben

1. Gegeben sei die konvexe Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(x) auf M,

d.h. die Menge M C R™ der zuléssigen Losungen von (P) sei konvex, die Zielfunktion
f: M — R sei auf M konvex. Man zeige:
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(a) Die Menge Mopt der (globalen) Losungen von (P) ist konvex.
(b) Ist f: M — R auf M sogar strikt konvezx, gilt also die Implikation

ryeM, zFy, Ae(0,1) = f((1-Nz+y) <(1-=Nf(z)+Af(y),

so besteht die Menge My der Losungen von (P) aus hochstens einem Punkt.
(c) Sei (P) zuléssig (d.h. M # @), M abgeschlossen und f auf M stetig. Dann gilt:

i. Existiert ein g € M derart, dass die Niveaumenge Lo := {z € M : f(z) <
f(x0)} kompakt ist, so ist Moyt nichtleer und kompakt.

ii. Ist Mope nichtleer und kompakt, so ist die Niveaumenge Lo := {x € M :
f(x) < f(xo)} fur jedes xg € M kompakt.

2. Sei M C R"™ konvex und f:R"™ — R auf einer offenen Obermenge von M stetig
differenzierbar. Man zeige:

(a) f ist genau dann auf M konvex, wenn
Vi) (y—=) < fly)— flx) fiir alle 2,y € M.

(b) Ist f auf M konvex, so ist ein z* € M genau dann eine Losung der konvexen
Optimierungsaufgabe, f auf M zu minimieren, wenn V f(2*)” (z —2*) > 0 fiir alle

z e M.
3. Sei M C R™ nichtleer, abgeschlossen und konvex, z € R™ vorgegeben. Dann besitzt die
Aufgabe
(P) Minimiere ||z —z|2 auf M

genau eine Losung x*. Ferner ist ein z* € M genau dann eine Losung von (P), wenn
(z* — 2)T(x — 2*) > 0 fiir alle z € M.

Hinweis: Es handelt sich hier um den Projektionssatz fiir konvexe Mengen. Die Existenz
einer Losung zeige man mit Hilfe der Kompaktheit von Niveaumengen, die Eindeu-
tigkeit durch die strikte Konvexitit von f(z) := 3|z — z[|3, schlieflich filhre man die

Charakterisierung einer Losung auf eine Aussage in Aufgabe [2] zuriick.

4. Man betrachte die Optimierungsaufgabe

n
(P)  Minimiere f(z):= ij Y auf M= {reR": Tz =1, 2>0}.
j=1 J
Hierbei sei e := (1,...,1)T € R™, die positiven reellen Zahlen p1,...,p, seien vorge-
geben. Ferner ist natiirlich 0ln 0 durch 0 definiert. Man zeige, dass (P) eine eindeutige
Lésung x* besitzt. Anschliefsend iiberlege man sich, dass z* > 0 bzw. x* nur positive
Komponenten besitzt. Mit Hilfe der Lagrangeschen Multiplikatorenregel berechne man

z*.

5. Sei f:R" — R durch f(z) := ¢’z + 127 Qz mit symmetrischem @ € R™*" definiert.
Dann ist inf,egn f(2) > —o00 genau dann, wenn () positiv semidefinit ist und ein * € R"
mit V f(z*) = 0 existiert.
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6. Gegeben sei das zweiseitig quadratisch restringierte quadratische Programm

) Minimiere f(z):= ¢l + 327 Qoz auf
M:={zeR":0; < gi(x) :=clo+ 327 Qix < B;, i =1,...,m}.

Hierbei seien Qq, Q1, ..., Qm € R™™ symmetrisch, a; < §;, 1 = 1,...,m. Dann gilt:

(a) Ist (P) zuldssig und existieren Ap, ..., Ay, € R derart, dass Qo+ Y ;1 A\iQ; positiv
definit ist, so besitzt (P) eine Losung.

(b) Existiert zu * € M ein Vektor \* = (AY) € R™ mit
o Vf(x*)+ 3L A Vai(a®) =0,
o Ao —gi(2")) <0< A (gi(z™) = Bi), i =1,...,m,
e Qo+ > AfQ; ist positiv semidefinit,
so ist z* eine globale Losung der (i. Allg. nichtkonvexen) Optimierungsaufgabe
(P). Ist Qo+ Y"1 AfQ; sogar positiv definit, so ist * eindeutige Losung von (P).

Hinweis: Sie beweisen eine Verallgemeinerung eines Teils von Theorem 2.1 bei R. J.
Stern, H. Wolkowicz (1995))E

7. Gegeben seien ¢ € R™ \ {0}, die symmetrische, positiv definite Matrix @ € R"*" sowie
o € R™. Hiermit betrachte man die Optimierungsaufgabe

(P) Minimiere ¢’z auf M :={z € R": (x — z0)? Q(x — ) < 1}.
Man zeige, dass (P) eine eindeutige Losung x* € M besitzt und bestimme diese.

8. Beim Maximalflussproblem ist ein Netzwerk (A, .A) mit zwei ausgezeichneten Knoten
q (Quelle) und s (Senke) gegeben, ferner nichtnegative Kapazitaten u;; auf den Pfeilen
(i,7) € A. Ein Fluss © = (245)( j)ea heilt zulissig, wenn er den Kapazitétsbeschrén-
kungen

OSJZZ‘]‘ < uij, (’l,j) e A,

und der Flussgleichung gentigt. Diese besagt, dass in jedem Knoten aufser der Quelle
und Senke genau so viel Fluss ankommt wie auch wieder abtransportiert wird, also

Z Lj — Z xi =0, ke N\ {q’ S}a

ji(k,g)eA i:(i,k)EA

gilt. Unter diesen Bedingungen ist der Fluss »_ ji(qg)eA Taj 20 maximieren. Ein Schnitt
im Netzwerk eine Partition der Knotenmenge N (bzw. {1,...,m}) in zwei (disjunkte)
Mengen N7 und Ay mit ¢ € N; und s € Ns. Zu einem Schnitt (N7, N2) definieren
wir die zugehorige Kapazitat C(N1,N2) als die Summe aller Kapazititsschranken iiber
Pfeilen, die in N7 starten und in N5 enden, also in der oben eingefiihrten Notation
durch

C(Nl,NQ) = Z Usj -

(ig)eA
ieN1, jEN?

UR. J. STERN, H. Workowicz (1995) Indefinite trust region subproblems and nonsymmetric
eigenvalue perturbations. SIAM J. Optim. 5, 286-313.
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9.

10.

Man zeige: Ist # = (245)(; j)ca €in zuldssiger Fluss und (N, N2) ein Schnitt mit zuge-
horiger Kapazitat C'(N7, N3), so ist

Z Lqj S C(/\/l,/\[z).
jia.j)eA

Besteht hier sogar Gleichheit, so ist z ein maximaler Fluss (und (N7,MN2) ein mini-
maler Schnitt). Mit dieser Aussage bestimme man in dem in der folgenden Abbildung
angegebenen Netzwerk einen maximalen Fluss und einen minimalen Schnitt.

Abbildung 1.11: Maximaler Fluss, minimaler Schnitt?

Seien aj,...,an, € R™ mit ||a;lle = 1,7 =1,...,m, und by,...,b, € R gegeben. Die
Menge
P:={zeR":alz<b, (i=1,...,m)}

sei nichtleer und beschrankt. Man zeige: Ist (z*,r*) € R™ x R eine Losung der linearen
Optimierungsaufgabe

Maximiere 7 auf M :={(z,7r) ER"xR:r>0, alaz+7r<b; (i=1,...,m)},

so ist Blz*;7*] := {y € R" : ||y — 2*|]2 < r*} die grofkte (euklidische) Kugel (d.h. die
Kugel mit maximalem Radius), die in P enthalten ist. Also kann man die Inkugel zu
einem Polytop (kompakter Polyeder) durch Losen eines linearen Programms bestimmen.

Gegeben seien m paarweise verschiedene Punkte aq,...,a, im R™, positive Gewichte
w1, ..., W, und eine nichtleere, konvexe und abgeschlossene Menge M C R™. Hiermit
betrachte man das sogenannte Fermat- Weber Problem

m
(P) Minimiere f(x) := Zwi |z —a;ll2 auf M,
i=1
wobei || - ||2 natiirlich die euklidische Norm auf dem R™ bedeutet. Man zeige:

(a) Die Optimierungsaufgabe (P) besitzt mindestens eine (globale) Losung.

(b) Sind die gegebenen Punkte ay, ..., a,, nicht kollinear, liegen sie also nicht alle auf
einer Geraden, so ist (P) sogar eindeutig losbar.
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11. Man l6se das folgende, auf S. Lhulier (1782) zuriickgehende geometrische Problem: Die
Langen ay bzw. as der Grundlinien zweier Dreiecke sowie die Summe [ der Langen ihrer
vier Schenkel seien gegeben, wobei natiirlich [ > a; 4+ as vorausgesetzt sei. Unter allen
Paaren von Dreiecken mit diesen Eigenschaften bestimme man dasjenige, fiir welches
die Summe der Fliacheninhalte der beiden Dreiecke maximal ist. Fiir a1 = 1, ag = 2
und [ = 5 berechne man numerisch die Lange der gesuchten Schenkel.
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Einfiihrung




Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel sollen die im weiteren benétigten Grundlagen bereitgestellt werden.
Hier handelt es sich vor allem um Trennungssétze fiir konvexe Mengen, die Dualitéts-
theorie der konvexen, insbesondere der linearen Optimierung und notwendige (eventuell
auch hinreichende) Optimalitdtsbedingungen erster und zweiter Ordnung.

2.1 Trennung konvexer Mengen im R"

Die Standardreferenz fiir (fast) alle Ergebnisse der konvexen Analysis (Untersuchung
konvexer Mengen und Funktionen) im R™ ist R. T. Rockafellar (1972)[]

2.1.1 Definitionen, Projektionssatz, starker Trennungssatz

Im folgenden bedeute || - || stets die euklidische Norm im R™. Hyperebenen im R" sind
mit (y,7v) € (R™\ {0}) x R durch

H:={zecR":y"v =1~}
gegeben. In Abbildung 2.1] wird dies mit einem -y > 0 veranschaulicht.
)

H={xeR":yToe =~}

Abbildung 2.1: Hyperebene

Wir definieren:

!R. T. ROCKAFELLAR (1972) Convex Analysis. Princeton University Press, Princeton.



32 Theoretische Grundlagen

Definition 1.1 Seien A, B C R" nichtleere Teilmengen.

(a) A und B heifen trennbar, wenn y € R™\ {0} mit
Ta < infy"b
zszlelg o= ;enBy
existiert.

(b) A und B heiflen echt trennbar, wenn y € R™ \ {0} mit

supy’a < inf y?b, inf ya < supy’b
ac A beB acA e B

existiert.
(c) Aund B heifen strikt trennbar, wenn (y,~) € (R™\ {0}) x R mit
yTa <~y <y'b fir allea € A, be B
existiert.

(d) A und B heifen stark trennbar, wenn y € R™ \ {0} mit

supy’a < inf yb
acA beB
existiert.

Bemerkung: In den Féllen (a), (b) und (d) definiere man

1 T . T
== fy bl
7y Q[EEEy a+infy ]

In allen vier Féllen sei die Hyperebene H durch
H:={r eR":y"zx =7}
gegeben. Diese Hyperebene induziert zwei (abgeschlossene) Halbraume, namlich
H ={z cR":y'z <~} HY :={z cR":y'z > ~}.
Diese Halbraume haben jeweils ein nichtleeres Inneres, namlich
int (H) ={x e R" : yTw < 4}, int(H") = {z e R" : y"x > v}.

Dann gelten die folgenden vier Aussagen, die man sich jeweils durch eine Skizze ver-
anschaulichen sollte.

(a) Sind A und B trennbar, so existiert eine Hyperebene H mit A C H~ und B C
Ht.

(b) Sind A und B echt trennbar, so existiert eine Hyperebene H mit A € H—,
BCH"und AUB ¢ H.
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(c) Sind A und B strikt trennbar, so existiert eine Hyperebene H mit A C int (H ")
und B C int (H™).

(d) Sind A und B stark trennbar, so existiert eine Hyperebene H und ein € > 0 mit
A+ B[0;¢] € H™ und B+ B[0;¢] C H*. Hierbei bedeutet BJ0; €] die (euklidische)
e-Kugel um den Nullpunkt. Anschaulich bedeutet dies, dass man um A und B
jeweils einen (eventuell) schmalen Schlauch legen kann und die so vergroferten
Mengen immer noch trennbar sind.

Hier ist wohl nur der Nachweis von (d) nicht ganz offensichtlich. Man definiere

1
= inf y7b — sup yLal.
AR

Mit beliebigen a € A und = € BJ0; €] ist

€.

y'(a+x) < SugyTa +llylle=~
ac

bzw. A+ B[0;¢] C H™. Entsprechend ist B 4+ B[0;¢] C H*. O

Es folgt der bekannte Projektionssatz fiir konvexe Mengen, den wir ohne Beweis ange-
ben (siehe auch Aufgabe |3|im einleitenden Kapitel).

Satz 1.2 (Projektionssatz) Sei M C R™ nichtleer, abgeschlossen und konvex, z €
R™. Dann besitzt die Aufgabe

(P) Minimiere f(x):= |z —z|| auf M

genau eine Losung x*, die sogenannte Projektion von z auf M. Ferner ist ein x* € M
genau dann eine Losung von (P), wenn (z* — 2)" (z — x*) > 0 fiir alle z € M.

Es folgt der starke Trennungssatz fiir konvexe Mengen im R™.

Satz 1.3 Seien A, B C R" nichtleer, konvex und abgeschlossen. Sind dann A und B
disjunkt und eine der beiden Mengen kompakt, so sind A und B stark trennbar.

Beweis: Sei M := B — A, wobei die Differenz der beiden Mengen B und A natiirlich
durch
B—A:={b—a:ac A be B}

definiert ist. Dann ist M nichtleer, konvex und abgeschlossen (Beweis?), ferner 0 ¢ M,
da ANB = . Sei z* € M die wegen des Projektionssatzes existierende Projektion von
z := 0 auf M. Insbesondere ist (z*)Tx > ||z*|]? fiir alle z € M und z* # 0. Definiert
man daher y := x*, so ist

y'(b—a) > |z*|? firallea e A,be B

und daher
supy’a < supy’a+ ||z*||* < inf y7b.
acA acA beB
Also sind A und B stark trennbar. O O

Das folgende Korollar ist eine wichtige, unmittelbare Folgerung aus dem starken Tren-
nungssatz.
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Korollar 1.4 Sei K C R" nichtleer, konvex und abgeschlossen. Dann kann jedes z ¢ K
von K stark getrennt werden, d.h. zu jedem z ¢ K existiert ein y € R"\ {0} mit
y'z <inf,ex yx.

2.1.2 Farkas-Lemma, Trennungssatze

Ziel in diesem Abschnitt ist es, das berithmte Farkas-Lemma (1902) und als Folgerung
hieraus, zwei weitere Trennungsséitze fiir konvexe Mengen zu beweisen. Wir werden
den Beweis des Farkas-Lemmas so fithren, dass wir zunédchst die Abgeschlossenheit
sogenannter endlich erzeugter KegelP] nachweisen und anschliefend den starken Tren-
nungssatz anwenden. Den hiibschen Beweis des folgenden wichtigen Lemmas haben wir
bei J. B. Hiriart-Urruty, C. Lemaréchal (1993, S. 130)F] gefunden.

Lemma 1.5 Sei A = (ay --- a, ) € R™". Dann ist der von ay,...,a, erzeugte
Kegel K := {Ax : © > 0} abgeschlossen.

Beweis: Durch vollstindige Induktion nach n zeigen wir, dass ein von n Elementen
ai,...,a, € R™ erzeugter Kegel abgeschlossen ist. Dies ist fiir n = 1 offensichtlich
richtig. Wir nehmen an, die Aussage sei fiir Kegel mit weniger als n Erzeugenden
richtig. Weiter sei K ein von n Elementen aq,...,a, € R™ erzeugter konvexer Kegel,
also

K = {ijaj:xj >0 (jzl,...,n)}.
j=1

Sind ay, ..., a, linear unabhingig, so ist K offensichtlich abgeschlossen!] Daher kénnen
wir jetzt annehmen, dass ein z € R™\ {0} mit 37 | zja; = 0 existiert. O.B.d. A.
existiert ein j € {1,...,n} mit z; < 0 (andernfalls gehe man zu —z iiber). Wir wollen
uns iiberlegen, dass

n
K= U cone {CLl, ceey @1, A4, - - ,(ln},
j=1

dass sich K also als Vereinigung von Kegeln mit weniger als n Erzeugenden darstellen
lasst. Aus der Induktionsannahme folgt dann die Behauptung. Zu zeigen ist offenbar
nur, dass sich jedes Element aus K als nichtnegative Linearkombination von weniger als
nderaq,...,a, darstellen ldsst. Hierzu geben wir uns ein beliebiges y = Z;‘:l zja; € K,
o.B.dA z;>0,j=1,...,n, vor. Sei

. I’.x .
min{—ﬁ 2y < O} =y ().
% “j (@)

2Unter einem Kegel versteht man eine Menge mit der Eigenschaft, dass eine Halbgerade (Strahl)
vom Nullpunkt durch einen beliebigen Punkt der Menge ganz in der Menge liegt. Formal: Eine Menge
K heifst Kegel, wenn aus € K und A > 0 folgt, dass Az € K.

3J. B. HIRRIART-URRUTY AND C. LEMARECHAL (1993) Convexr Analysis and Minimization Al-
gorithms. Springer-Verlag, Berlin.

‘Denn ist K = {Az : = > 0}, wobei A € R™*" den vollen Rang n hat, so ist ATA € R"*"
insbesondere nichtsinguliir. Aus {Az;} C K und Az, — y folgt daher 2, — (AT A)~1ATy > 0. Da
weiter Bild (A) abgeschlossen ist, ist y = Az € Bild (A), und folglich z;, — x > 0. Alsoist y = Ax € K.
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Mit
T = x; + ()2, j=1,...,n,
ist dann z; > 0, j =1,...,n, und %) = 0 und daher
y=> wja; =Y (x;+t(x)z)e = Y &a,
=1 j=1 j=1
J#i(@)

Damit ist der Induktionsschluss vollstdndig und der Beweis der Abgeschlossenheit ab-
geschlossen. O
O

Nun ist es nicht schwierig, das Farkas-Lemma in seiner “Basis-Version” zu beweisen.
Lemma 1.6 (Farkas) Seien A € R™*" und b € R™ gegeben. Dann besitzt das System
(I) Az =, x>0

genau dann keine Losung, wenn das System

(I1) Aty >0,  by<0

eine Losung besitzt.

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, (I) und (II) hédtten Losungen z € R™ bzw. y € R™.
Dann wire 0 > b7y = (Az)Ty = 2T ATy > 0, ein Widerspruch. Nun nehmen wir an,
(I) sei nicht 16sbar. Dann ist b ¢ K := {Az : © > 0}. Wegen des vorangegangenen
Lemmas wissen wir, dass der (endlich erzeugte) Kegel K abgeschlossen ist. Der starke
Trennungssatz (angewandt auf {b} und K) liefert die Existenz eines y € R™ \ {0} mit
bTy < inf,>qy? Ax. Hieraus folgt, dass y eine Losung von (II) ist. O O

Aus dem Farkas-Lemma erhélt man leicht weitere sogenannte Alternativsdtze. Ist z. B.
das System

(I) Az <b

nicht 16sbar, so ist auch das System

CC'+ .'L'+ O
(1) (A —A I)| 2 | =0 o | =10
z z 0

nicht losbar. Das Farkas-Lemma liefert, dass

AT 0
(I1) —AT Jy>( 0], by<o0
I 0

bzw.

(I1) ATy =0, y >0, by <0



36 Theoretische Grundlagen

l6sbar ist. Die Idee hierbei war, das System (I) durch Einfithrung einer Schlupfvariablen
und die Darstellung * = x, — z_ mit nichtnegativen Vektoren x, sowie xz_ auf das
dquivalente System (I') zuriickzufiihren. Ahnlich kann man auch in anderen Situationen
vorgehen. Es liegt daher nahe, nach einer Verallgemeinerung des Farkas-Lemmas zu
fragen, welche alle diese Fille enthélt.

Definition 1.7 Eine Menge P C R", die sich in der Form
P={zxeR": Az <b}

mit A € R™*" und b € R™ darstellen lésst, heifst ein Polyeder.
Eine Menge C' C R", die sich in der Form

C={recR": Uz >0}

mit einer Matrix U € R™*™ darstellen lasst, heifst ein polyedrischer Kegel.
Ist C' C R", so heifst

Ct={zcR": 2Tz >0 fiirallezc C}

der zu C' duale Kegel.

Die gesuchte Verallgemeinerung des Farkas-Lemmas geben wir nun an.

Lemma 1.8 Seien A € R™*™ und b € R™ gegeben. Ferner seien C C R" und K C R™
polyedrische Kegel, deren duale Kegel mit Ct bzw. K bezeichnet seien. Dann besitzt
das System

(I) b— Az € K, rzeC
genau dann keine Lésung, wenn das System

(IT) ATy e CT, yec KT, by <0
I6sbar ist.

Beweis: Angenommen, (I) und (II) seien beide 16sbar durch ein x bzw. ein y. Dann

ware

0>bly=(b— Az + Ax)" =yT(b— Az) + (ATy)Tz >0,
y = , )y =y ( ) +(Ay) e >
€K cK+ >0 >0

ein Widerspruch.
Da C und K polyedrische Kegel im R™ bzw. R™ sind, existieren Matrizen U € R"**
und V € R™*! mit

C={zecR": Uz >0}, K={yeR™:Vly >0}
Wir nehmen nun an, (I) besitze keine Losung. Dies impliziert, dass

VT(b— Az) >0, Uz >0
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bzw.
Ty Ty 0
() VIA —VTA T 0 z_ | (VT | 0
-yt Ut 0 I u | 0 ’ u =10
v v 0
nicht 16sbar ist. Das Farkas-Lemma [1.6] zeigt, dass
Aty —U 0 .
ATV U P 0 VTh P
! >
() )= () ()<
0 1 0
l6sbar ist. Daher existieren nichtnegative p, ¢ mit
AT Vp = Ugq, v'Vp <.
—~ =~
eK+ eCct
Setzt man also y := Vp, so ist y eine Losung von (II). O a

Zum Schluss dieses Unterabschnittes beweisen wir noch zwei Trennungssétze fiir kon-
vexe Mengen im R".

Satz 1.9 Zwei nichtleere, disjunkte Polyeder im R™ sind stark trennbar.
Beweis: Seien
P:={z eR": Az < b}, Q:={yeR":Cy<d}

mit A € R¥", b c RF, C € R™" und d € R™ zwei Polyeder. Wir zeigen, dass P —
abgeschlossen ist, woraus dann die Behauptung folgt (siche den Beweis des starken
Trennungssatzes). Hierzu sei {x;} C P, {yx} C @ und zy — yx — z. Angenommen, es
ware z ¢ P — (). Dann ist das Gleichungs-Ungleichungssystem

rT—y =2z, Ax <b, Cy<d

bzw.
z I -1 -
b |- A o0 < )e{O}xR’;OxR%
d 0 C y

nicht 16sbar. Das verallgemeinerte Farkas-Lemma liefert die Existenz von (u,v,w) €
R"™ x RE ) x RZ) mit

I AT 0 “Y /o
7 0 CT Y=\ o )
w

u+ATv =0, —u+CTw=0, Z'u+b"v+dw<O0.

T

S W
SIS

<0

=}
S

bzw.
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Wegen Azy < b, Cyp < d ist daher

0 > zlu+b'v+dw

u 4 (Azp) v + (Cyp)Tw
= ZutalATv +yfCTw

= 2Tu— x;‘gu + ykTu

= (2= (m— yk))TU

— 0 mit k — oo,

ein Widerspruch. a O

Der néichste Trennungssatz kann wesentlich verschérft werden (Anmerkungen hierzu
machen wir im Anschluss). Der Satz sagt aus, dass sich zwei nichtleere, konvexe, dis-
junkte Teilmengen des R™ durch eine Hyperebene trennen lassen, schlieftt aber nicht
aus, daf diese Hyperebene eine oder gar beide Mengen enthélt. Den Beweis haben wir
O. L. Mangasarian (1969, S. 47 ff. | entnommen.

Satz 1.10 Seien A, B C R™ nichtleer, konvex und disjunkt. Dann sind A und B trenn-
bar.

Beweis: Esist 0 € C':= B — A, da A und B disjunkt sind, ferner ist C' konvex. Wir
zeigen die Existenz eines y € R™\ {0} mit y"x > 0 fiir alle x € C, woraus offenbar die
Behauptung folgt.

Fiir x € C definieren wir

Ay ={yeR":|y| =1, y"z >0},

eine nichtleere, abgeschlossene Teilmenge der kompakten Einheitssphiare. Wir wollen
zeigen, dass (), Az # @, denn ein Element aus diesem Durchschnitt ist der gesuchte
Vektor y. Wegen der Kompaktheit der Einheitssphére (sogenannte finite intersecti-
on property kompakter Mengen) geniigt es zu zeigen: Sind z1,...,z, € C, so ist
Nt Ay, # O. Dies sieht man wiederum folgendermafen ein. Angenommen, es wére
Nit, Az, = O. Dann hétte das Ungleichungssystem y’z; > 0,7 = 1,...,m, keine nicht-
triviale Losung. Mit X := (z; -+ @, ) € R und e := (1,...,1)T € R™ bedeutet
dies, dass das Ungleichungssystem

XTy >0, (—Xe)l'y <0

nicht 16sbar ist. Das Farkas-Lemmall.6)liefert die Existenz eines nichtnegativen Vektors
A€ R”™ mit X\ = —Xe bzw. X(A +¢e) = 0. Also ist der Nullpunkt eine positive
Linearkombination und dann auch ein Konvexkombination der Punkte =1, ..., x,, € C.
Aus der Konvexitéit von C folgt 0 € C, was ein Widerspruch ist. O O

Bemerkungen: Das relative Innere 1i(A) einer Menge A C R™ ist definiert als

ri(A) := {z € A: Es existiert ¢ > 0 mit Blz;e] Naff (A) C A}.

°0. L. MANGASARIAN (1969) Nonlinear Programming. McGraw-Hill Book Company, New York.
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Hierbei ist (wie immer) B[x; €] die abgeschlossene (euklidische) Kugel um z mit dem
Radius €, ferner bezeichnet aff (A) die affine Hiille von A, also den Durchschnitt aller
affin linearen Teilrdume des R”, die A enthalten. Dann gilt (siehe R. T. Rockafellar
(1972, Theorem 11.3)):

e Die nichtleeren, konvexen Mengen A, B C R™ sind genau dann echt trennbar,
wenn 1i (A) N1i(B) = O.

Insbesondere erhélt man als Verschiarfung von Satz[1.10] dass zwei nichtleere, konvexe,
disjunkte Teilmengen des R™ echt trennbar sind.

Ein weiterer interessanter (und nicht einfach zu beweisender) Trennungssatz ist das
folgende Ergebnis (siche R. T. Rockafellar (1972, Theorem 20.2)):

e Seien A, B C R" nichtleer, konvex, A sei sogar ein Polyeder. Dann sind A und
B genau dann echt trennbar durch eine Hyperebene, die B nicht enthalt, wenn

ANri(B) =0.

Nur bemerkt sei, dass das relative Innere ri(A) einer nichtleeren, konvexen Menge A
selbst nichtleer und konvex ist. Ist ferner A C R™ konvex und aff (A) = R" (man sagt
dann auch, die Menge A sei n-dimensional), so ist ri (A) = int (A). O

2.1.3 Aufgaben

1. Sei K C R" nichtleer, abgeschlossen und konvex, ferner Pig:R" — K C R” die
zugehorige Projektionsabbildung. Man zeige:

(a) Esist
|Pr(x) — Pr(y)|| < ||z — vl fiir alle z,y € R™.

(b) Ist L C R™ ein linearer Teilraum, so ist P, eine lineare Abbildung und % Py (y) =
Pr(z)Ty fiir alle z,y € R™.

(c) Ist L := span{vi,...,vp} mit linear unabhéngigen vq,...,v, € R" und V :=
(v1 -+ wvp ), soist

Pr(z) =VWVTV)y"WWTz  fiir alle z € R™,
2. Seien [, u € R™ zwei Vektoren mit | < u. Hiermit definiere man den Quader
Q:={rxeR":l<z<u}

Man zeige, dass fiir z € R™ die Projektion Pg(z) von = auf @ durch

lj, falls T < lj,
Py(z); =14 zj, falls 1; <x; <wy, ji=1,...,n,
uj, falls  u; < xj,

gegeben ist.

3. Zwei nichtleere, konvexe Mengen A, B C R” sind genau dann stark trennbar, wenn
0¢&cl(B-—A).
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4. Sei C' C R"™ nichtleer, abgeschlossen und konvex mit nichtleerem Inneren int (C'). Man
zeige, dass es zu jedem z* € C'\ int (C) ein y € R™ \ {0} mit

CclzeR:yle>ylz*)
gibt.
Hinweis: Man zeige, dass mit C' auch int (C') konvex ist und wende auf {z*} und int (C')
den Trennungssatz an. Anschliefiend zeige man, dass C' = cl (int (C)).

5. Eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Menge C' C R" ist der Durchschnitt aller ab-
geschlossenen Halbrédume, die C' enthalten.
Hinweis: Man wende den starken Trennungssatz an.

6. Sei C' C R™ ein nichtleerer, abgeschlossener, konvexer Kegel. Dann ist (C*)* = C. Eine
(dumme) Zusatzfrage: Kann Gleichheit auch gelten, wenn C' nicht abgeschlossen, nicht
konvex oder kein Kegel ist?

Hinweis: Man {iberzeuge sich davon, dass die Inklusion C' C (C™)" trivial ist. Mit Hilfe
des starken Trennungssatzes zeige man anschliefend, dass aus z ¢ C auch z ¢ (CT)*
folgt.

7. Man zeige, dass jeder endlich erzeugte Kegel sich als dualer Kegel eines polyedrischen
Kegels darstellen 1afit. Genauer zeige man: Ist U € R™*™ so ist

{Uy:y>0t={zcR": U 2z >0}".

8. Sei A € R™*™. Man beweise den Alternativsatz von Gordan: Genau eine der beiden
Aussagen
(1) Az =0, >0, z#0 hat eine Losung = € R”
bzw.

(1I1) ATy >0 hat eine Losung y € R™
ist richtig.

9. Sei A € R™"™ b € R™. Man beweise den Alternativsatz von Gale: Genau eine der
beiden Aussagen
(1) Az <b hat eine Losung z € R”
bzw.

(IT) ATy=0, y>0 bly<0 hat eine Losung y € R™
ist richtig.
10. Von A. Dax (1997)|ﬂ stammt ein “elementarer” Beweis des Farkas-Lemmas. Wir wollen

die Quintessenz dieses Arguments wiedergeben. Gegeben seien also wieder A € R™*",
b € R™ und hiermit die Systeme

(1) Az = b, x>0

6A. Dax (1997) An elementary proof of Farkas’ Lemma. STAM Rev. 39, 503-507.
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11.

12.

13.

und
(I1) ATy >0, by<o.
Man zeige der Reihe nach:
(a) Die Optimierungsaufgabe
L 1 2
(P) Minimiere f(x) := 5”Aw —bll3, >0
besitzt eine Losung z*.
(b) Ist (I) nicht 16sbar bzw. y* := Az* — b # 0, so ist y* eine Losung von (II).

Man beweise den folgenden Satz von Fan-Glicksburg-Hoffman (siehe O. L. Mangasarian
(1969, S.63) und R. T. Rockafellar (1972, S. 1861t.)):

Sei C C R™ nichtleer und konvex, die Abbildung ¢g:C — R! (komponentenweise)
konvex, die Abbildung h: R™ — R affin linear. Besitzt dann

(1) zeC, g(x)<0, h(z)=0

keine Losung, so besitzt

(I1) (u,v) € RE x R™\ {(0,0)}, u >0, inf,

[ul g(x) + v h(z)] >0
eine Losung.

Hinweis: Besitzt (I) keine Losung, so ist
(0,0) € {(g9(x) + z,h(z)) e R' x R™ : € C, z > 0}.

Man iiberzeuge sich davon, dass die rechtsstehende Menge konvex ist und wende den
Trennungsatz fiir konvexe Mengen an.

Man beweise die folgende Variante zum Satz von Fan-Glicksburg-Hoffman (siehe O. L.
Mangasarian (1969, S.65)):

Sei C C R™ nichtleer und konvex, die Abbildung g:C — R! (komponentenweise)
konvex. Dann ist genau eine der Aussagen

(1) Es existiert € C' mit g(z) <0

bzw.

(IT) Es existiert v € R\ {0} mit > 0 und infecu’ g(x) >0
richtig.

Man beweise: Ist A C R”™ nichtleer und konvex, so ist ri(A) # O (siehe z.B. J.-B.
Hirriart-Urruty, C. Lemaréchal (1993, S.103) oder auch R. T. Rockafellar (1972, Theo-
rem 6.2)).
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2.2 Dualitat bei konvexen Programmen

Dualitét ist eines der wichtigsten Konzepte der Optimierung. Hierbei wird einem ge-
gebenen (primalen) Minimierungs-Programm ein sogenanntes duales Programm zuge-
ordnet. Dieses besteht darin, eine gewisse (duale) Zielfunktion auf der Menge der dual
zuldssigen Losungen zu maximieren, wobei der duale Zielfunktionswert in einem belie-
bigen dual zulédssigen Punkt nicht grofser ist als der primale Zielfunktionswert in einer
beliebigen primal zulédssigen Losung. Hierdurch kann der Optimalwert des Ausgangs-
problems von unten angenéhert werden. Im Idealfall ist dieses duale Programm (wenig-
stens in gewisser Hinsicht) einfacher als das Ausgangsproblem und hat die Eigenschaft,
dass man aus einer Losung eine des eigentlich interessierenden erhalten kann. Wir wer-
den die Dualitdtstheorie der linearen Optimierung nur sehr kurz streifen und z. B. auf
ihre 6konomische Interpretation nicht néher eingehen. Ferner beschrinken wir uns in
diesem Abschnitt auf die Untersuchung des sogenannten Lagrange-dualen Programms
und werden erst dann, wenn wir etwas iiber notwendige Optimalitdtsbedingungen bei
glatten, konvexen Optimierungsaufgaben wissen, auch auf das Wolfe-duale Programm
wenigstens in den Aufgaben eingehen.

2.2.1 Definition des dualen Programms

Wir betrachten im folgenden eine Optimierungsaufgabe der Form
(P) Minimiere f(z) auf M :={xeR":z€C, g(x) <0, h(z)=0}.
Hierbei wird i. Allg. vorausgesetzt:

(V) C C R" ist nichtleer und konvex, f:C — R und g: C — R! sind (komponen-
tenweise) konvex, h: R — R™ ist affin linear.

Unter der Voraussetzung (V) handelt es sich bei (P) um ein konvexes Programm, d.h.
sowohl die Zielfunktion als auch die Menge der zulédssigen Losungen von (P) ist konvex.
Die zu (P) gehérende Lagrange-Funktion L:C x R! x R™ — R ist durch

L(z,u,v) = f(z) + u"g(x) + v h(z)

definiert. Schlieklich ist das zu (P) Lagrange-duale Programm gegeben durch

zeC

Maximiere ¢(u,v) := inf L(x,u,v) auf
D
o) {N::{(u,v)ERlme:UZO, o(u,v) > —o0}.

Bemerkung: Treten in (P) keine Gleichungen als Restriktionen auf, so werden in der
Definition der Lagrange-Funktion bzw. des dualen Programms die entsprechenden Va-
riablen bzw. Terme weggelassen. Auch jede Voraussetzung, die sich auf nichtvorhandene
Gleichungen als Restriktionen bezieht, ist natiirlich irrevalent. O

Beispiel: Man betrachte speziell ein lineares Programm in Normalform, also

Minimiere ¢’z auf M :={zx €R":2 >0, Av = b}.
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Mit f(z) := "z, C :=R%, h(x) := b— Az (implizite Ungleichungen bzw. entsprechen-
de Terme in der Lagrange-Funktion treten nicht auf) ist die Zielfunktion des dualen
Programms

blo, falls ATv <e,

—0Q, sonst.

¢(v) = irzlg[b% + 2T (c— AT = {

Als duales Programm erhélt man also, wie aus der linearen Optimierung gewohnt, die
Aufgabe
Maximiere b'v auf N :={veR™:ATv <c}.

Das obige Dualitédtskonzept ist also konsistent mit dem aus der linearen Optimierung
bekannten. O

Der (Optimal) Wert des Programms (P) ist definiert durch
inf f(z), falls M # O,
inf (P) := ¢ *<M

+00, falls M = Q.

Wir schreiben min (P) statt inf (P), falls (P) eine Losung besitzt. Entsprechend ist der
Wert des dualen Programms (D) durch

sup ¢(u,v), falls N #0Q,
sup (D) := ¢ (wweN
—00, falls N =0

definiert. Entsprechend wie oben schreiben wir max (D) statt sup (D), wenn (D) lésbar
ist.

Es folgt nun der (triviale) schwache Dualitdtssatz, in dem die Konvexitétsvoraus-
setzung (V) noch keine Rolle spielt.
Satz 2.1 Gegeben sei das Programm (P) und das dazu duale Programm (D). Dann
gilt:

1. Ist x € M und (u,v) € N, so ist ¢(u,v) < f(z). Insbesondere ist sup (D) <

inf (P).

2. Ist 2* € M und (u*,v*) € N mit ¢(u*,v*) = f(z*), so ist x* eine Losung von (P)
und (u*,v*) eine Losung von (D).

Beweis: Fir x € M und (u,v) € N ist

(u,v) < L(z,u,v) = f(z) + u'g(@) + v h(z) < f(a),
<0 =0

womit der erste Teil des schwachen Dualititssatzes bewiesen ist. Ist im zweiten Teil
des Satzes z* € M, (u*,v*) € N und ¢(u*,v*) = f(z*), so ist

¢(u”,v") < sup (D) < inf (P) < f(z7) = ¢(u”, v7),
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also f(z*) = inf (P) und ¢(u*,v*) = sup (D), womit die Behauptung bewiesen ist. OO

Der zweite Teil des schwachen Dualitatssatzes gibt eine hinreichende Optimalititsbe-
dingung: Gibt es zu einem z* € M ein Paar (u*,v*) € N mit f(z*) = ¢(u*,v*), so
ist «* eine Losung von (P). Natiirlich sucht man nach notwendigen und hinreichenden
Optimalitdtsbedingungen, die moglichst wenig auseinander klaffen.

2.2.2 Starke Dualitatssatze fiir konvexe Programme

Wir werden hier zwei allgemeine starke Dualititssatze formulieren und beweisen. Den
gleich folgenden Satz werden wir spater auf lineare, (konvexe) quadratische und qua-
dratisch restringierte quadratische Programme anwenden.

Satz 2.2 Gegeben sei das Programm (P), die Voraussetzung (V) sei erfiillt. Mit (D)
wird das zu (P) duale Programm bezeichnet. Die Menge

A:={(f(x)+rgx)+2znh(z) eRxRxR™:2€C, r>0, z>0}
sei abgeschlossen. Dann gilt:

1. Ist (P) zuléassig und inf (P) > —o0, so ist (P) losbar, (D) zuldssig und sup (D) =
min (P).

2. Ist (D) zuldssig und sup (D) < 400, so ist (P) zuldssig und inf (P) > —ooc.

Beweis: Sei (P) zuldssig und inf (P) > —oo. Um nachzuweisen, dass (P) 1ésbar ist, be-
trachte man eine Folge {zx} C M mit f(z)) — inf (P). Da die Folge {(f(zx),0,0)} C
A gegen (inf (P),0,0) konvergiert und A nach Voraussetzung abgeschlossen ist, ist
(inf (P),0,0) € A und folglich (P) lésbar. Wir zeigen nun, dass (D) zuléssig und
sup (D) = min (P) ist. Hierzu sei a < min (P) beliebig gewéhlt und damit («,0,0) & A,
wobei wir notieren, dass A nichtleer, abgeschlossen und konvex (Beweis?) ist. Der star-
ke Trennungssatz sichert die Existenz eines Tripels (¢*, u*,v*) und einer Zahl v € R
mit
) { qra <7 < g [f@) + ]+ @) g(@) + 2] + () Th(z)
firallex e C,r >0, 2 > 0.

Mit einem Routineschluss folgt hieraus ¢* > 0 und »* > 0. Da (min (P),0,0) € A, ist
¢*a < v < ¢*min (P), daher ¢* > 0 und 0. B.d. A. ¢* = 1. Aus (x) erhalten wir

a <y < flx)+ (W)l g()+ () h(x) fir alle x € C,

hieraus (u*,v*) € N, so dass (D) zuldssig ist, und a < ¢(u*,v*) < sup (D). Da
a < min (P) beliebig ist, folgt min (P) < sup (D). Eine Anwendung des schwachen
Dualitatssatzes schliefst den Beweis des ersten Teiles des Satzes ab.

Zum Beweis des zweiten Teiles nehmen wir an, dass (D) zuléssig und sup (D) < 400
ist. Wir zeigen (sup (D),0,0) € A, woraus die Zuldssigkeit von (P) und inf (P) > —o0
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folgt. Angenommen, es sei (sup (D), 0,0) ¢ A. Eine Anwendung des starken Trennungs-
satzes liefert die Existenz von (¢*, u*,v*) und v € R mit

{ ¢*sup (D) <y < ¢*[f (@) + 7] + ()" [g(z) + 2] + (v*) " h(2)
firallex e C,r >0, 2> 0.

Wie iiblich folgt hieraus ¢* > 0, u* > 0 und
¢*sup (D) < v < ¢ f(z) + (u*) g(x) + (v*)" h(z) fir alle z € C.

Ist ¢* > 0, dann 0.B.d. A. ¢* = 1, folglich (u*,v*) € N und sup (D) < v < ¢(u*, v*),
ein Widerspruch. Ist dagegen ¢* = 0, so ist

0<vy< (W) g(z)+ @) h(z) fir alle z € C.

Nach Voraussetzung ist (D) zuléssig, d.h. es existiert (u,v) € N. Fiir alle t > 0 ist
(u,v) + t(u*,v*) € N und ¢((u,v) + t(u*,v*)) > ¢(u,v) + ty, was wegen v > 0 ein
Widerspruch zu sup (D) < +oo ist. O O

Es folgt ein zweiter starker Dualitdatssatz, in dem durch eine Zusatzbedingung, eine
sogenannte Constraint Qualification, auch die Losbarkeit des dualen Programms gesi-
chert werden kann.

Satz 2.3 Gegeben sei (unter der Voraussetzung (V)) das konvexe Programm (P) und
das hierzu duale Programm (D). Die sogenannte Slater’sche Constraint Qualification
sei erfiillt, d. h. es gelte:

(a) Es existiert ein & € C' mit g(z) < 0 und h(z) =0,
(b) Esis{|h(C) = R™.
Ist dann inf (P) > —o0, so ist (D) lésbar und max (D) = inf (P).
Beweis: Man definiere
Ay ={(f(x)+7rgx)+2h(z) eERxR xR™:2€C, r>0,2z>0}.

Es ist leicht nachzupriifen, dass A, konvex (und nichtleer) ist. Ferner ist (inf (P),0,0) ¢
A, denn andernfalls gébe es ein x € M mit f(z) < inf (P). Wegen des Trennungssatzes
fiir konvexe Mengen lafst sich der Punkt {(inf (P),0,0)} von der Menge A, trennen.
Daher existiert ein Tripel (¢*, u*,v*) € R x Rl x R™\ {(0,0,0)} mit

¢ inf (P) < ¢"[f(w) +r] + ()" [g(x) + 2] + (v) " h(2)
firalle z€C,r>0,22>0.
Offenbar ist notwendigerweise ¢* > 0 und auch u* > 0. Ware ¢* = 0, so wére
0 < (u")Tg(x) + (v*) h(z) fir alle z € C.

"Ist C = R" und h(z) = b — Az mit A € R™*", so bedeutet dies, dass Rang (A) = m. Natiirlich
fallt diese Voraussetzung fort, wenn keine (affin linearen) Gleichungen im konvexen Programm (P)
auftreten.
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Mit (a) folgt u* = 0, anschliefend v* = 0 mit (b). Dies ist ein Widerspruch zu
(¢*,u*,v*) # (0,0,0). O.B.d. A. kénnen wir dann ¢* = 1 annehmen und haben

inf (P) < f(x) + (u") " g(z) + (v h(z) = L(x,u*,v*) fir alle z € C.

Also ist (u*,v*) € N dual zuléssig und inf (P) < ¢(u*,v*). Aus dem schwachen Duali-
tatssatz folgt die Behauptung. O
O

Beispiel: Ohne eine Zusatzbedingung kann nicht die Losbarkeit des dualen Programms
gesichert werden. Hierzu betrachten wir ein triviales Beispiel:

(P) Minimiere x unter der Nebenbedingung %xz <0.

Offenbar ist 2* = 0 die einzige zuldssige Losung, damit die Losung und min (P) = 0.
Die Lagrange-Funktion zu (P) ist L(z,u) = x + iz?u. Das zu (P) duale Problem ist
(nach kurzer Rechnung)

1
(D) Maximiere — % unter der Nebenbedingung u > 0.
u
Das duale Problem besitzt also keine Losung, es ist aber min (P) = sup (D). O

Bemerkung: Im Anschluss an den Trennungssatz zitierten wir ein Ergebnis, das
man bei R. T. Rockafellar (1972, Theorem 20.2) finden kann. Insbesondere gilt:

e Seien A, B C R"™ nichtleer, konvex und disjunkt, A sei sogar ein Polyeder. Dann
sind A und B durch eine Hyperebene, die B nicht enthalt, echt trennbar.

Mit Hilfe dieses Trennungssatzes kann man die Constraint Qualification im starken
Dualitatssatz abschwichen, wenn keine expliziten Restriktionen vorliegen (d. h. es
ist C' = R"™) und ein Teil der Ungleichungsrestriktionen affin linear sind. Wie wir sehen
werden, brauchen dann nur die Ungleichungsrestriktionen strikt erfiillbar zu sein, die
nicht affin linear sind. Da wir affin lineare Gleichungen als zwei Ungleichungen schreiben
konnen, nehmen wir an, dass in (P) keine Gleichungen auftreten. Wir gehen also jetzt
aus von einem konvexen Programm der Form

(P) Minimiere f(z) auf M :={x e R":g(z) <0, h(x) <0}.
Hierbei setzen wir in dieser Bemerkung voraus:

(V) Die Zielfunktion f:R"™ — R ist konvex, die Restriktionsabbildungen ¢g: R" —
R! bzw. h: R" — R™ sind konvex bzw. affin linear.

Wieder wird die Lagrange-Funktion L: R" x R! x R™ — R durch
L(z,u,v) = f(z) + u” g(x) + v h(z)
definiert. Das zu (P) duale Programm ist also
Maximiere ¢(u,v) := inf L(z,u,v) auf
(D) rzeR”
N :={(u,v) EREXR™:u >0, v >0, ¢(u,v) > —0c0}.

Wir wollen mit Hilfe des oben angegebenen Trennungssatzes den folgenden starken
Dualitétssatz (siche R. T. Rockafellar (1972, Theorem 28.2)) beweisen:
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e Das obige konvexe Programm (P) sei zuldssig, ferner sei inf (P) > —o0. Es exi-
stiere ein & € M mit g(&) < 0. Dann ist das duale Programm (D) Iésbar und
max (D) = inf (P).

Denn: Wir definieren die beiden Mengen

A = R x Ry x RY,
B = {(f(z) —inf (P) +r,g(x) + z,h(z)) : 2 € R", r > 0, z > 0}.

Dann sind A und B nichtleer, konvex (bei der Konvexitiat von B geht ein, dass h
affin linear ist) und disjunkt (andernfalls existiert ein € M mit f(z) < inf (P), was
natiirlich ein Widerspruch zur Definition von inf (P) ist). Ferner ist A ein Polyeder. Wir

wenden den oben zitierten Trennungssatz an und erhalten die Existenz eines Tripels
(q*,u*,v*) € R x RE x R™\ {(0,0,0)} und einer Zahl v € R mit

q*uo + (u)u+ (") "0 <7 < ¢"[f(2) — inf (P) + 7] + () [g(x) + 2] + (v7) " h(x)
fiir alle (ug, u,v) € Reg x Rby X RZ, (2,7,2) € R" x Ry x RY,

und

v < ¢ [f(@) —inf (P) + 7] + (w)"[g(7) + 2] + (v*) " h(2)
fiir ein gewisses Tripel (7,7, 2) € R" x Ryo x RZ,.

Aus der linken Ungleichung in der ersten Aussage schlielsen wir, dass ¢* > 0, u* > 0
und v* > 0. Angenommen, es ware ¢* = 0. Dann ist

0<v< @) g()+ (v) h(z) fir alle z € R™.
Setzt man hier speziell x := &, so erhélt man

0 <7< (W) g(@)+ () h(@) <0,

. S
-~ -

<0 <0

insbesondere v = 0, (u*)7g(%) = 0 und (v*)"h(z) = 0. Wegen g(z) < 0 folgt u* = 0.
Daher ist (v*)Th(x) > 0 fiir alle z € R". Eine affin lineare, nach unten beschriinkte
reellwertige Funktion ist konstant und daher (v*)?h(z) = (v*)Th(2) = 0 fiir alle z € R™.
Andererseits ist wegen der zweiten durch den Trennungssatz gelieferten Aussage

0 < (v)'h(2)

mit einem gewissen & € R"™. Das ist ein Widerspruch, so dass wir 0.B.d. A. ¢* = 1
annehmen konnen. Daher ist

0 < f(x) —inf (P) + (u*) g(z) + (v*)"h(z) fir alle x € R™,

folglich (u*,v*) dual zuléssig und inf (P) < ¢(u*, v*). Der schwache Dualitétssatz im-
pliziert die Behauptung. O
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2.2.3 Dualitat in der linearen Optimierung

Bei einem [linearen Programm sind in der obigen Formulierung eines konvexen Pro-
gramms die Zielfunktion linear, die Restriktionsabbildungen g und h jeweils affin li-
near, ferner durch die Menge C sind Vorzeichenbedingungen fiir zuldssige Losungen
gegeben. Typischerweise ist

C={zeR":2;>0,j=1,...,n0},

wobei ng € {0,...,n}. Es wére nicht schwierig, diesen (scheinbar) allgemeineren Fall zu
behandeln. Da man aber bekanntlich jedes lineare Programm (mit Hilfe von Schlupf-
variablen und Darstellung nicht vorzeichenbeschrankter Variablen als Differenz nicht-
negativer Variabler) auf dquivalente Normalform bringen kann, gehen wir bei der fol-
genden Formulierung des Existenzsatzes bzw. des starken Dualitiatssatzes der linearen
Optimierung gleich von einem Ausgangsproblem in Normalform aus, also von

(P) Minimiere ¢’z auf M :={zx €R":2 >0, Av = b}.

Das hierzu duale lineare Programm ist

(D) Maximiere b'y auf N :={ycR™: ATy <c}.
Bekanntlich liefert das Dualisieren von (D) wieder das Ausgangsproblem (P).

Satz 2.4 Das lineare Programm (P) sei zuldssig und inf (P) > —oco. Dann besitzt (P)
eine Losung.

Beweis: Wir wollen die Existenzaussage in Satz anwenden und haben hierzu zu
zeigen, dass die Menge

A={("x+rb—Ax):2 >0, r >0}

abgeschlossen ist. Nun ist aber

N OREHIGENEON!

also A ein verschobener endlich erzeugter Kegel, nach Lemma ist A abgeschlossen.
Der Existenzsatz der linearen Optimierung ist damit bewiesen. O O

Bemerkung: Wir konnen den Existenzsatz der linearen Optimierung auch folgender-
mafsen formulieren: Ist eine lineare Funktion auf einem nichtleeren Polyeder nach unten
beschrénkt, so nimmt sie auf dem Polyeder ihr Minimum an. O

Satz 2.5 Gegeben sei das lineare Programm (P) und das dazu duale lineare Programm
(D). Dann gilt:

1. Sind (P) und (D) zuldssig, so sind (P) und (D) lésbar und es ist max (D) =
min (P).
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2. Ist (D) zuldssig, aber (P) nicht zuldssig, so ist sup (D) = +o0.
3. Ist (P) zuldssig, aber (D) nicht zuléssig, so ist inf (P) = —oc.

Beweis: Da (P) und (D) zuléssig sind, ist wegen des schwachen Dualitétssatzes
—oo < sup (D) <inf (P) < +o0.

Aus dem Existenzsatz folgt die Losbarkeit von (P) und (D), wegen des starken Duali-
titssatzes 2.2 (die Menge A ist abgeschlossen) ist max (D) = min (P). Auch die beiden
weiteren Aussagen folgen direkt aus dem starken Dualitétssatz [2.2] O O

Wir werden spéater sehen, dass sich die Existenzaussage vollstdndig und die Duali-
tatsaussage weitgehend auf konvexe quadratische, quadratisch restringierte Optimie-
rungsaufgaben iibertragen léft. Lineare Programme zeichnen sich gegeniiber diesen
wesentlich allgemeineren Aufgaben dadurch aus, dass bei ihnen ein strikt komplemen-
tares, optimales Paar existiert. Wir gehen weiter von dem linearen Programm (P) in
Normalform und dem dazu dualen linearen Programm (D) aus. Mit M, bezeichnen
wir die Menge der Losungen von (P), entsprechend mit N,y die Menge der Losungen
von (D). Ist dann * € Moy und y* € Ny, so ist

0 = min (P) — max (D) = c’z* — b"y* = (¢ — ATy")T 2*

———

N~
>0 20

und daher
x;(c—ATy*)j:O, j=1,...,n.

Hierdurch wird aber nicht ausgeschlossen, dass sowohl x} als auch (c — ATy*),; fiir
ein gewisses j verschwinden. Im folgenden Satz wird ausgesagt, dass es bei linearen
Programmen wenigstens ein Paar von Losungen gibt, fiir die das nicht der Fall ist.
Siehe auch A. Schrijwer (1986, S. 95

Satz 2.6 Die zueinander dualen linearen Programme

(P) Minimiere ¢’z auf M :={x €R":x >0, Az = b}
und
(D) Maximiere b'y auf N:={ycR™:ATy<c}

seien zuldssig. Mit My, bzw. Nopy seien die (nichtleeren) Losungsmengen von (P) bzw.
(D) bezeichnet. Dann existiert ein Paar (z*,y*) € Myp, X Nope mit 2%+ ¢ — ATy* > 0.

Beweis: Zunichst wollen wir uns iiberlegen, dass es geniigt, die folgende Hilfshehaup-
tung zu beweisen:

e Sei k € {1,...,n}. Existiert kein y € Nyp mit (¢ — ATy)r > 0, so existiert ein
T € Mope mit x, > 0.

8A. SCHRIJVER (1986) Theory of Linear and Integer Programming. J. Wiley & Sons.
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Ist diese Aussage bewiesen, so existieren fiir k = 1,...,n Paare (z®, y*)) € Mopt X Nopt
mit (z®*) + ¢ — ATy(®)), > 0. Durch

S X W
k=1 k=1

ist das gesuchte Paar (z*,y*) gefunden.
Es geniigt also, die obige Hilfsbehauptung zu beweisen. Gibt es bei gegebenem
ke{l,...,n} kein y € Nop, mit (¢ — ATy)x > 0, so gilt die Implikation

ye N, b'y>max (D)= (—Aex)'y < —cx,

wobei e;, den k-ten Einheitsvektor im R™ bedeutet. Dann hat das lineare Programm

~ . . m AT ¢
(D) Maximiere (—Ae;)Ty auf Nopt:{yER ‘(—bT)y§<—max<D> )}

eine Losung mit einem Wert max(D) < —¢;, ist. Der starke Dualitétssatz liefert, dass
das dazu duale Programm

() Minimiere ¢’z — Amax (D) unter den Nebenbedingungen
z2>0, A>0, Az—Xb=—Ae

eine Losung (2%, \*) mit dem gleichen Wert besitzt, so dass also
min(P) = ¢!'z* — A* max (D) = max(D) < —¢.

Ist \* = 0, so hat man ein z* mit 2* > 0, Az* = —Ae;, und ¢’ 2* < —¢;, gefunden.
Definiert man daher z*) := z + 2* + ¢;, mit einem beliebigen € My, so ist z®) € M,
cx® < Tz, folglich ™) e Mopt, und :L‘l(f) > 1. Ist dagegen A\* > 0, so definiere man
2 = (2* + ) /). Wieder ist ) € M, ferner ¢’2®) < max (D) = min (P), also
z® € M. Wegen x,(ck) > 1/A* hat man auch in diesem Falle eine Losung von (P)
gefunden, deren k-te Komponente positiv ist. Insgesamt ist der Satz bewiesen. O O

2.2.4 Quadratisch restringierte quadratische Programme
In diesem Unterabschnitt betrachten wir Aufgaben der Form

) Minimiere f(z) := cfz + 227Qox  auf
M :={x e R": g;(x) :zﬂi—l—ciTx—i—%xTQix <0,i=1,...,l, Az = b}.
Hierbei seien generell die Matrizen Qg, Q1,...,Q; € R™"™ symmetrisch und positiv

semidefinit, also (P) ein konvexes Programm. Ferner seien natiirlich A € R™*" b € R™,
€o,C1y...,c € R" und Fy,..., 5 € R gegeben.
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Das erste Ergebnis ist ein Existenzsatz, der vollstdndig dem Existenzsatz der linea-
ren Optimierung entspricht. Er stammt von E. L. Peterson, J. G. Ecker (1969, 1970)@.
Wir présentieren allerdings einen wesentlich einfacheren Beweis.

Satz 2.7 Das konvexe, quadratisch restringierte quadratische Programm (P) sei zu-
ldssig, ferner sei inf (P) > —oo. Dann besitzt (P) eine Losung.

Beweis: Wir kénnen offenbar annehmen, dass in (P) keine (linearen) Gleichungen als

Restriktionen auftreten, da man ja eine Gleichung als zwei Ungleichungen schreiben

kann. Wir gehen daher o. B.d. A. von der Aufgabe
(P)

Minimiere f(z) := cfz + 327 Qozx  auf
M:={zeR": g(z) =B+ cfox+17Qz <0,i=1,....1}

aus. Wir definieren die konvexe, quadratische Funktion go: R” — R durch go(z) :=
f(z) —inf (P), weiter die konvexe Funktion G: R™ — R durch

G(z) = max gi(x).

Dann ist inf,egn G(z) = 0. Wir werden die Existenz eines 2* € R"™ mit G(z*) = 0
zeigen. Offenbar ist dann z* € M eine Losung von (P).

Wir nennen eine (nicht notwendig nichtleere) Indexmenge I C {0, ..., 1} kanonisch,
wenn die Implikation

peR™ ¢Ip<0, Qp=0 (iecl)=cp=0 (icl)
gilt. In einem ersten Schritt zeigen wir:
e Ist I C {0,...,m} kanonisch, so existiert ein z € R” mit g;(z) <0, 7 € .

Denn: Die Aussage ist trivial, wenn I = @ oder inf,cg» max;er g;(x) < 0. Wir konnen
also annehmen, daf I # O und inf,cgs max;ey g;() = 0. Mit B[0; k] bezeichnen wir
die euklidische Kugel um den Nullpunkt mit dem Radius k& € N, ferner sei z;, € B[0; k]
die Losung minimaler euklidischer Norm der Optimierungsaufgabe

(P.) Minimiere Gj(x) := mgxgi(x), x € B[0; k].
Offenbar ist dann

lim Gy(zg) = lim min G;(z) = inf G(x)=0.

k—o0 k— o0 z€ B[0;k] TER™

9E. L. PETERSON, J. G. ECKER (1970) “Geometric programming: Duality in quadratic program-
ming and l,-approximation I.” In: Proceedings of the Princeton Symposion on Mathematical Program-
ming (H. W. Kuhn, Ed.), 445-480. Princeton University Press, Princeton.

E. L. PETERSON, J. G. ECKER (1969) “Geometric programming: Duality in quadratic programming
and [,-approximation II (canonical programs).” SIAM J. Appl. Math. 17, 317-340.

E. L. PETERSON, J. G. ECKER (1970) “Geometric programming: Duality in quadratic programming
and [,-approximation IIT (degenerate programs).” J. Math. Anal. Appl. 29, 365-383.
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Besitzt daher {z} eine Hiufungspunkt z, so ist G;(z) = 0, also = der gesuchte Punkt.
Andernfalls ist ||zx| — oo, 0.B.d. A. gilt zi/||xx|| — p, wobei natiirlich [[p|| = 1,
insbesondere also p # 0. Wegen

gi(wg) = Bi + ¢l oy + %ngzIk < Gy(zy) — 0, iel,
folgt
cp<0, Qp=0 (iel).
Da I C {0,...,m} nach Voraussetzung kanonisch ist, folgt ¢'p = 0, i € I. Fiir alle
t € R ist daher g;(x) = gi(zx — tp), i € I, insbesondere G;(xy) = Gr(x) — tp) fir alle
t € R und alle £ € N. Andererseits ist

—t 2 2
iy e = ol — |zl — 2 Tp <0
t—0+ t

fiir alle hinreichend grofen k. Fiir diese k£ und alle hinreichend kleinen ¢ > 0 ist daher
x), — tp eine Losung von (Py) mit einer kleineren euklidischen Norm als der von xy, ein
Widerspruch zu der Definition von xy.

Nun kommen wir zum entscheidenden Schritt und zeigen:

e Sei [* C {0,...,m} unter allen kanonischen Teilmengen von {0, ..., m} maximal.
Wegen der gerade eben bewiesenen Aussage existiert ein x € R™ mit g;(x) < 0,
i € I*. Dann existiert ein z* € R™ mit ¢;(z*) = g:i(z), ¢ € I*, und g;(z*) < 0,
i €{0,...,m}\ I'*. Dieses z* ist eine Losung von (P).

Denn: Wir kénnen annehmen, daf I* eine echte Teilmenge von Iy := {0, ..., m} ist, da
man andernfalls z* := x wihlen kann. Alle Teilmengen I von I, die I* echt enthalten,
sind nicht kanonisch, d. h. das Gleichungs-Ungleichungssystem

T
(I) c'p<0, Qp=0 (iel), (ZQ) p<0
icl
besitzt eine Losung. Auf die folgende Weise bestimmen wir strikt absteigende Index-
mengen Iyp O I} D --- D I, D I*, welche mit der maximalen kanonischen Indexmenge
I* enden.
Fir k=0,1,...

— Sei pg eine Losung von

(Ir) cp<0, Qp=0 (icly), (ch->Tp<O

i€l
und definiere die (nichtleere) Indexmenge
Jp = {Z el : C?pk < O}

— Falls I \ Jy = I*, dann: r := k, STOP.
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— Andernfalls: Setze Iy 1 := Iy \ Ji.
Nun setze man .
¥ i=x+ Z Pk
k=0
mit noch unbestimmten Konstanten ayg, ..., a, > 0. Wegen
C;rpk:()’ lek:O (ZGI*)7 ]{?:O,...,T,
ist
gi(z") = gi(x) (L€I").
Firie J, =1\ I* ist

cip, <0, cpp<0 (k=0,...,7r—1), Qipr=0 (k=0,...,7).

Nun wéhle man «, > 0 so grof, dass (bei noch unbestimmten «y, ..., a,_1) gilt:
r—1
gi(z") = gi(x) + o [ pr + >l p < gix) + 0pcfpr <0, i€,
<0 k=0 <0

Fiir i € J,_1 = I,_1 \ I, ist entsprechend
cI'p1<0, 'pp<0 (k=0,....,r—2), Qpr=0 (k=0,....,7r—1).

Durch Wahl eines hinreichend grofen «,._; > 0 (bei noch unbestimmten ay, ..., a,_s)
ist

gz(x*) S gz(x + arp’/‘) + Oér—lc;‘rpr—l S 07 i S Jr—l-
In dieser Weise kann man fortfahren. Nach endlich vielen Schritten hat man nicht-
negative Zahlen «,..., oy so bestimmt, dass fir z* := = + >,_, agpy nicht nur
gi(z*) = gi(z) <0, i € I'*, sondern auch g;(z*) <0, 7 ¢ I'*. Dann ist

0= irﬁg G(z) < G(z") <0,
z€R™

also G(2*) = 0 bzw. * € M und f(z*) = inf (P). Damit ist die obige Behauptung und
folglich der ganze Satz bewiesen. O O

Bemerkung: Als Spezialfall von Satz erhédlt man: Ist eine konvexe, quadratische
Funktion auf einem nichtleeren Polyeder nach unten beschréankt, so nimmt sie auf
diesem Polyeder ihr Minimum an. Dies ist ein Ergebnis, das zuerst von E. Barankin,
R. Dorfman (1958)°] bewiesen wurde. 0

Unser Ziel ist es, den starken Dualitatssatz auf das konvexe, quadratisch restrin-
gierte quadratische Programm (P) anzuwenden. Mit den durch

g1(x)
g(x) = : ) h(z) :==b— Ax

91 ()

10BARANKIN, E. AND R. DORFMAN (1958) “On quadratic programming.” University of California
Publications in Statistics 2, 258-318.
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definierten Abbildungen g: R” — R! bzw. h: R™ — R™ ist hierzu zu zeigen, dass die
Menge

A:={(f(x)+rg(x)+2h(x) ERxR xR™: 2 cR", r >0, >0}

abgeschlossen ist. Dies wird eine verhéltnisméfig einfache Folgerung aus dem néchsten
Lemma sein, das man als eine Verallgemeinerung des Farkas-Lemmas auf (konvexe)
quadratische Funktionen ansehen kann. Mit

(c1 4+ Qix)"
g'(x) = : . HW)=-A
(a + Q)"

bezeichnen wir die Funktionalmatrizen zu g bzw. h. Dann gilt:
Lemma 2.8 Seien g;:R" — R, i =1,...,l, konvex und quadratisch, also
gi(z) = B¢+ciTx+%xTQix, i=1,...,m,

mit symmetrischen, positiv semidefiniten Matrizen ); € R"*", ¢ = 1,...,l. Ferner sei
h(z) :=b— Az mit A € R™" und b € R™. Dann gilt genau eine der beiden folgenden
Aussagen:

(I) Es existiert ein x € R™ mit g(z) <0, h(xz) = 0.
s existiert ein Iripel (u,v, z) € X X mit
II) Es existi in Tripel R! x R™ x R" mi

u>0, g () u+n(2)'v=0, 0 < ulg(z) +v"h(2).

Beweis: Angenommen, (I) und (IT) wiirden beide gelten. Dann wére
0 < uTg(2) + vTh(z) < wlg(x) +vTh(z) — [uTg () + TR ()T (& — 2) = ulg(z) <0,

ein Widerspruch. Nun nehmen wir an, (I) wiirde nicht gelten. Wir nehmen o.B.d. A.
an, dass in (I) keine Gleichungen auftreten (andernfalls schreibe man h(z) = 0 als
die beiden Ungleichungen h(x) < 0 und —h(z) < 0 und fiige sie zu den iibrigen
Ungleichungen hinzu). Wir definieren die konvexe Funktion G:R" — R durch

Dann ist G(x) > 0 fiir alle z € R"™ (da (I) nicht gilt). Die Aufgabe, G(z) auf dem
R™ zu minimieren, besitzt eine Losung x*, denn sie kann dquivalent in die quadratisch
restringierte quadratische Aufgabe umformuliert werden, die Zielfunktion f(x,s) := s
unter der Nebenbedingung g(z) —se < 0 zu minimieren (e ist wieder der Vektor, dessen
Komponenten alle gleich 1 sind). Dann ist

g(x) —G(z")e <0
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nicht lésbar, ferner ist G(z*) > 0. Ein Satz von Fan-Glicksburg-Hoffman (siehe Aufgabe
in Abschnitt liefert die Existenz von v € R'\ {0} mit « > 0 und

inf v’ (g(z) — G(z*)e) > 0.

zeR?
Wegen u # 0 und G(z*) > 0 ist

0<uleG(z*) < inﬂ{ u® g(z).
z€ER™

Nun ist u”'g(-) eine konvexe, quadratische Funktion, die auf dem R™ nach unten (durch
eine positive Zahl) beschriankt ist. Daher nimmt diese Funktion ihr Minimum in einen
Punkt z € R” an, in dem der Gradient verschwindet. Damit ist nachgewiesen, dass (II)
l6sbar ist. O a

Bemerkung: Angenommen, in Lemma sei ¢ affin linear, etwa g(x) := 8+ Cx mit
B € R und C € R*". Ist wieder A € R™™ und b € R™, so sagt Lemma [2.§)in diesem
Spezialfall aus: Es gilt genau eine der beiden folgenden Aussagen:

(I) Es existiert ein z € R" mit 5+ Cz <0, Az = b.
(IT) Es existiert ein Tripel (u, v, z) € R! x R™ x R™ mit
u >0, CTu — ATy =0, 0<ul(B+Cz) +vl(b—Az) =u"B+ 0"
bzw. ein Paar (u,v) € R' x R™ mit

u >0, CTu— ATy =0, 0 <u’B+ o7

Genau diese Aussage hitten wir auch aus dem verallgemeinerten Farkas-Lemma [I.§]
erhalten. Man priife dies nach! O

Wir gehen weiter aus von dem konvexen, quadratisch restringierten quadratischen Pro-
gramm

) Minimiere f(z) := cfz + 327 Qox  auf
M:={zeR":g(x):=0+clo+12"Qux<0,i=1,...,1, Az =b}.

Mit g(z) == (g1(z), ..., q(x))" und h(x) := b— Az ist die zugehorige Lagrange-Funktion
L:R" x R x R™ — R wie iiblich durch

L(x,u,v) = f(x) +u"g(x) + v"h(z)
definiert. Ferner ist das zu (P) duale Problem durch
Maximiere ¢(u,v) := inf L(xz,u,v) auf
(D) TeR™
N :={(u,v) e R x R™:u >0, ¢(u,v) > —o0}

gegeben. Bei gegebenem (u,v) € RY x R™ mit v > 0 ist L(-,u,v) eine konvexe, qua-
dratische Funktion. Es ist daher L(-,u,v) auf dem R™ nach unten beschrankt bzw.
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¢(u,v) > —oo genau dann, wenn ein z € R mit V,L(z,u,v) = 0 existiert. Mit einem
solchen z ist dann ¢(u,v) = L(z,u,v).

Beispiel: Wir betrachten ein quadratisches Programm in Normalform, also die Auf-
gabe

1
(P) Minimiere ¢’z + §xTQx auf M :={reR":2z>0, Av = b}.

Hierbei sei Q € R™" symmetrisch und positiv semidefinit, A € R™*" b € R™ und
c € R". Die zugehérige Lagrange-Funktion ist gegeben durch

1
L(z,u,v) = c'z + iaz’TQx —u'z + 0l (b— Ax).

Wie gerade eben erwéhnt, ist L(+, u,v) genau dann auf dem R™ nach unten beschréankt,
wenn ein z € R™ mit

0=V.L(z,u,v) =c+Qz—u— ATv
existiert. Mit einem solchen z ist die duale Zielfunktion durch

o(u,v) = L(z,u,v)
= clz+ 1ZTQZ —ulz 407 (b— Az)

2
1

= T2+ EZTQZ —(c+Qz—ATv)T 2 + 07 (b — A2)
1

= by — ézTQz.

gegeben. Das zu (P) duale quadratische Programm ist also

1
Maximiere b7v — §ZTQZ auf

(D)
N :={(v,2) ER™" xR": c+ Qz — ATv > 0}.

Man {iberlege sich, was fiir eine Optimierungsaufgabe man durch Dualisieren von (D)
erhalt. O

Beispiel: Wir wollen den Spezialfall betrachten, dass Qg € R™*" sogar positiv definit
ist. Es ist

! ! . !
L(z,u,v) = Z w; B + bTv + (co + Z U;C; — ATU> T+ %:vT (Qo + ZuiQZ):v,
=1 =1 =1

wobel

!
Q(u) := Qo + Z%Qz
i—1
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fiir u > 0 positiv definit ist. Fiir jedes Paar (u,v) € R' x R™ mit u > 0 nimmt also
L(-,u,v) in genau einem Punkt z sein Minimum an, dieser Punkt ist durch

l !
V.L(z,u,v) =co+ Z wic; — ATv + (Qo + Z uiQi)z
i=1 i=1
festgelegt, also durch
2= —Q(u) " [c(u) — Av]

gegeben, wobei wir zur Abkiirzung noch

!
c(u) :==co + Z UiC;
i=1

gesetzt haben. Mit den eingefiihrten Abkiirzungen Q(u), c(u) lautet in dem betrachte-
ten Spezialfall das duale Programm

l
Maximiere ¢(u,v) = Z wiB; +b"v — Le(u) — AT0]Q(u) " e(u) — ATv] auf
i=1

N = {(u,v) € Rl x R™ : u > 0}.

Wir haben hier also relativ einfache Nebenbedingungen, dafiir eine kompliziertere Ziel-
funktion. a

Nun wenden wir den starken Dualitatssatz auf das allgemeine quadratisch restrin-
gierte quadratische Programm an und erhalten:

Satz 2.9 Gegeben sei das allgemeine konvexe, quadratisch restringierte quadratische
Programm (P), mit (D) sei das hierzu duale Programm bezeichnet. Dann gilt:

1. Ist (P) zulédssig und inf (P) > —o0, so ist (P) lésbar, (D) zuldssig und sup (D) =
min (P).

2. Ist (D) zuldssig und sup (D) < 400, so ist (P) zuldssig und inf (P) > —oc.

Beweis: Die Aussage ist genau dieselbe wie die des starken Dualitétssatzes SO
dass es darauf ankommt, dessen Voraussetzung nachzupriifen. Hierzu miissen wir uns
iiberlegen, dass die Menge

A={(f(x)+rgx)+zh(z) ERxR xR":2cR" >0, 2>0}
abgeschlossen ist. Zum Nachweis geben wir uns eine Folge

{(f(zx) + 75, g(@k) + 21, A7)} C A

vor, die gegen ein Tripel ( f . 3, }AL) € R x R! x R™ konvergiert. Angenommen, es wire
(f,g,h) € A. Dann hitte das System

fle)=f<0, gx)=g<0, hlx)=h=0
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keine Losung. Aus Lemma folgt die Existenz von (ug, u,v,2) € R x Rl x R™ x R"
mit
ug >0, u>0, uVfz)+g ) u+h(z)v=0

und

~

0 < uolf(2) = f+u"[g(z) = §] + " [h(z) — h].
Dann ist
uf +ulg+0Th < wuf(z)+ulg(z) + v h(z)
< ugf(xy) +ulg(ay) + o h(zy)
(denn ug f(-) +ulg(-) + vTh(-) ist in z minimal)
< wolf (w) + 1] +ul [g(ay) + 2] + 0T ()
— uof +ulg+vTh,

offensichtlich ein Widerspruch. Damit ist der Satz bewiesen. O O

2.2.5 Aufgaben
1. Gegeben sei das lineare Programm
(P) Minimiere ¢’z auf M:={x:x>0, b— Az <0}.
Man stelle das zu (P) duale lineare Programm auf.
2. Gegeben sei das lineare Programm
(P) Minimiere ¢’z auf M :={z € R": Gz < h, Az = b},

wobei [ Ungleichungen und m Gleichungen auftreten. Man stelle das zu (P) duale lineare
Programm auf.

3. Seien ay,...,a; € R™ gegeben. Es sei die kleinste euklidische Kugel zu bestimmen, die
ai,...,a; enthilt. Man formuliere diese Aufgabe als eine Optimierungsaufgabe (P), bei
der eine lineare Zielfunktion unter konvexen quadratischen Ungleichungsrestriktionen
zu minimieren ist und stelle das zugehorige duale Programm (D) auf. Weiter zeige man,
dass beide Probleme lésbar sind und max (D) = min (P) gilt.

4. Gegeben sei das konvexe Programm
(P) Minimiere f(z) auf M:={zxeR":z € C, g(z) <0}.
Hierbei wird vorausgesetzt:

(V) C C R" ist nichtleer und konvex, f:C — R und g:C — R’ sind (komponen-
tenweise) konvex.

Ferner sei die Slatersche Constraint Qualification erfiillt, d.h. es existiere ein & € C
mit g(2) < 0. Man zeige: Ist (P) zuléssig und inf (P) > —o0, so ist die Menge Nypt der
Losungen des zu (P) dualen Programms

(D)  Maximiere ¢(u) := ingL(:E,u) auf N:={ueR':u>0, ¢(u)>—o0}
TEe

nichtleer und kompakt. Hierbei ist L(z,u) := f(z) + u?g(z) die zu (P) gehorende
Lagrange-Funktion.
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5. Gegeben sei die Aufgabe
(P) Minimiere f(z):=c'z +327Qz auf M :={x eR":}|z|3 < A%},

wobei () € R™*"™ symmetrisch und positiv semidefinit ist und A > 0. Man stelle das zu
(P) duale Programm (D) auf und zeige, dass (P) und (D) 16sbar sind und max (D) =
min (P) gilt.

6. Unter der Voraussetzung

(V) C C R” ist nichtleer und konvex, f:C — R und g:C — R! sind (komponen-
tenweise) konvex, h: R™ — R™ ist affin linear

betrachte man das konvexe Programm
(P) Minimiere f(z) M :={xeR":2eC, g(z) <0, h(xz) =0}.
Ein Tripel (z*,u*,v*) € C X Rlzo x R™ nennen wir einen Sattelpunkt der Lagrange-
Funktion L(z,u,v) := f(z) +u’ g(x) + vTh(zx), wenn
L(z*,u,v) < L(z*,u*,v*) < L(z,u*,v*)
{ fir alle (z,u,v) € C x Rlzo x R™.
Man zeige:

(a) Ist * € M eine Losung von (P) und ist die Slatersche Constraint Qualification
aus dem starken Dualitétssatz|2.3|erfiillt, so existiert ein Paar (u*,v*) € Rlzo x R™
derart, dass (z*,u*,v*) ein Sattelpunkt von L ist.

(b) Ist (z*,u*,v*) € C' x Rlzo x R™ ein Sattelpunkt von L, so ist x* eine Losung von

(P).

7. Seien A € R™*" b € R™ und ¢ € R". Hiermit betrachte man die zueinander dualen
linearen Programme

inimiere ¢ ' x au ={re cx >0, Az =
P Minimi T f M R" 0, Az = b
und

(D) Maximiere b’y auf N :={yeR™: ATy <c}.

Es werde vorausgesetzt, dafs
My:={z€eR":2>0, Ar =b} # O, No:={yeR™: ATy <c} #0

und Rang (A) = m. Man zeige, dass dann die Mengen Mqp; und Nopy der optimalen
Losungen von (P) bzw. (D) nichtleer und kompakt sind.

8. Gegeben sei ein Vektor = (z;) € R und r € {1,...,n}. Sei p = {p1,...,pn} eine
Permutation von {1,...,n} mit x, > --- > x,, . Man zeige, dass

T
g Ty, = max{xTz 0<z<e, elz= r},
i=1

wobei e der Vektor im R" ist, dessen Komponenten alle gleich 1 sind.
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9. Gegeben sei das lineare Programm
(P) Minimiere ¢’z auf M :={z € R":2 >0, Az =b}.
Hierbei seien A € R™*" mit m < n und Rang (A) = m sowie b € R™, ¢ € R™ gegeben.

(a) Man zeige, dass eine Matrix B € R(®~™*" mit Rang (B) = n —m und ABT =
0 existiert. Sind By und By zwei Matrizen mit diesen beiden Eigenschaften, so
existiert eine nichtsingulire Matrix T' € R("=")*(=m) mit B = T'By.

(b) Sei B € R(™™)*" wie in (a) gegeben, ferner sei d := AT(AAT)~'b. Hiermit
betrachte man das (von der Wahl von B unabhéngige) lineare Programm

(D) Minimiere d’y auf N :={ycR":y >0, By = Bc}.

Man begriinde, weshalb (D) mit einigem Recht als zu (P) duales Programm be-
zeichnet werden kann, und beweise insbesondere einen schwachen und einen star-
ken Dualitatssatz:
(i) Sind z € M und y € N, so ist 27y > 0.
(ii) Sind (P) und (D) zuléssig, so besitzen beide Programme Losungen x* € M
bzw. y* € N und es ist (z*)Ty* = 0.

10. Gegeben seien symmetrische, positiv semidefinite Matrizen Aq,..., A, € R™*™ ¢ €
R™\ {0} und v > 0. Es wird vorausgesetzt, dass die Matrix A(y) := >, y; A; fiir jedes
y > 0 positiv definit ist. Man betrachte die beiden Probleme

. 1
Minimiere §CT33 auf

(Py) m
pP:= {(m,y)ER"XRm:ZyiAiaz:c, eTy:v,yZO}
i=1
und
Minimiere § auf
(PQ) n (s T .
M :=<(z,0) eR xR:iz Aiz—c z—6<0,i=1,...,m,.

Man beachte, dass (P2) eine konvexe, quadratisch restringierte Optimierungsaufgabe
mit einer linearen Zielfunktion ist. Man zeigﬂ

(a) Die beiden Optimierungsaufgaben (P;) und (P2) sind zuléssig.

(b) Sei (z,y) € P zuldssig fiir (P1) und (z,0) € M zuléssig fiir (P2). Dann ist 6 >

—gclz. Hieraus schlieke man, dass (P) ldsbar ist und inf (P;) > — min (P,) gilt.

(c) Man zeige, dass die Slatersche Constraint Qualification fiir das Programm (P2)
erfiillt ist. Hieraus schliefse man, dass das zu (P3) duale Programm (Do) lésbar ist
und keine Dualitétsliicke auftritt, also min (P,) = max (D,) gilt.

1 Ahnliche Aussagen werden bei

A. BEN-TAL, M. P. BENDSQE (1993) A new method for optimal truss topology design. STAM J.
Optim. 3, 322 358

gemacht.
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(d) Seiu* eine Losung des zu (P2) dualen Programms. Man setze y* := vu* und zeige
die Existenz eines * € R™ mit der Eigenschaft, dass (z*,y*) eine Losung von (P;)
ist.

2.3 Notwendige und hinreichende Optimalitatsbedin-
gungen

2.3.1 Notwendige Optimalitidtsbedingungen erster Ordnung

Wir betrachten die Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z) auf M :={x € R":g(z) <0, h(z) =0},

und wollen in diesem Unterabschnitt notwendige (Optimalitéits-) Bedingungen erster
Ordnung (d.h. es treten nur Ableitungen erster Ordnung auf) dafiir angeben, dass
ein z* € M eine lokale Losung von (P) ist. Hierbei werden wir uns auf die Untersu-
chung glatter Probleme konzentrieren, also etwa voraussetzen, dass die Zielfunktion
f:R" — R und die Restriktionsabbildungen ¢g: R® — R’ und h:R® — R™ in z*
stetig differenzierbar sind.

Von entscheidender Bedeutung bei der Herleitung notwendiger Optimalitédtsbedin-
gungen erster Ordnung ist der Begriff des Tangentialkegels.

Definition 3.1 Sei M C R™ und z* € M. Dann heifit

Es existieren Folgen {t;} C Ry, {ry} C R™ mit }

T(M;x") = {pGR : ¥4 typ 4+, € M fiir alle k, t, — 0, 7/t — 0.

der Tangentialkegel an M in x*. Ein Element p € T(M;z*) heilt Tangentialrichtung
an M in z*.

Es ist leicht zu erkléaren, weshalb der Tangentialkegel, insbesondere bei nichtlinear
restringierten Optimierungsaufgaben, von so grofer Bedeutung bei der Gewinnung
notwendiger Optimalitdtsbedingungen ist. Denn sei 2* € M eine lokale Losung von
(P), so dass eine Umgebung U* von z* mit f(z*) < f(x) fir alle z € U* N M exi-
stiert. Ist p € T(M;z*) und sind {t,} C Ry, {rp} C R" zugehorige Folgen, so ist
¥ +tgp+re € UTN M fiir alle hinreichend grofen k& und daher f(z*) < f(x*+txp+ 1)
fiir alle hinreichend grofen k. Wegen

lim flx* +tep + 1) — fa¥)
k—o0 tk

=V f(@")p
folgt die sehr allgemeine (und nicht von der speziellen Struktur von M abhéngende)
notwendige Optimalitdtsbedingung erster Ordnung;:
e Sei x* € M eine lokale Losung der Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(x), x € M.
Die Zielfunktion f:R™ — R sei in x* stetig differenzierbar. Dann ist

V(@) 'p>0 fiir alle p € T(M; z*).
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Bemerkung: Ist f:R” — R eine Abbildung, die auf einer Umgebung von z* € R"
definiert ist, so heift eine Abbildung f'(z*;-):R" — R Hadamard-Variation von f
in z*, wenn fiir alle p € R” gilt: Sind {¢;} € Ry und {ry} C R™ Folgen mit ¢, — 0,
T /te — 0, so ist

Ist f in z* stetig (partiell) differenzierbar, so besitzt f in x* eine Hadamard-Variation
und es ist f/(z*;p) = Vf(x*)Tp fiir alle p € R™. Genau diese Aussage haben wir oben
ausgenutzt. Allgemeiner folgt aus der Existenz des Fréchet-Differentials auch die der
Hadamard-Variation (Beweis?). O

Neben dem Tangentialkegel spielt in der Optimierung ein weiterer Kegel, ndmlich der
Kegel der zuldssigen Richtungen, eine wesentliche Rolle.

Definition 3.2 Sei M C R™ und z* € M. Dann heifst

F(M;z*) = {p cR" - Es existiert eine Folge {tx} C Ry mit }

try — 0und x* 4+ typ € M fiir alle k
der Kegel der zuldssigen Richtungen an M in x*.

Natiirlich ist F'(M;2z*) C T(M;z*). Treten aber im betrachteten Optimierungsproblem
insbesondere nichtlineare Gleichungen als Restriktionen auf, so ist i. Allg. F'(M;z*) =
{0}, der Kegel der zuldssigen Richtungen also trivial.

In einem einfachen Lemma wollen wir einige Eigenschaften des Tangentialkegels
einer Menge M in einem Punkt z* € M zusammenstellen.

Lemma 3.3 Sei M C R™ und z* € M. Mit F(M;xz*) sei der Kegel der zuléssigen
Richtungen und mit T'(M;z*) der Tangentialkegel an M in x* bezeichnet. Dann gilt:

1. Esist T(M;x*) ein nichtleerer, abgeschlossener Kegel, der cl F/(M;x*) enthalt.
2. Ist M konvex, so ist T(M;x*) = cl F(M;z*) und
F(M;z*)={Nz—2"): A >0, x € M}.
In diesem Falle ist der Tangentialkegel ebenfalls konvex.

Beweis: Natiirlich werden T'(M; z*) und F(M; 2*) zu Recht als Kegel bezeichnet, denn
mit einer Richtung gehort auch jedes nichtnegative Vielfache zu der entsprechenden
Menge.

Wir zeigen, dass der Tangentialkegel T'(M; z*) abgeschlossen ist. Wegen F'(M; x*) C
T(M;x*) ist dann auch cl F(M;2*) C T(M;z*). Sei hierzu {p¥)} C T(M;z*) eine
gegen p € R" konvergente Folge. Nach Definition des Tangentialkegels existieren zu
jedem j € N Folgen {t,(f)} C R4 und {r,(f)} C R” mit
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und
, O
lim ¢ =0,  lim - =0.
k—o0 k—o0 t;(gj)

Zu jedem j € N existiert ein k(j) € N mit

' 1 () 1
0 <+ < - Hr’? I < = fir alle k£ > k(j).

Nun definiere man die Folgen {¢;} C Ry und {r;} C R" durch

— 1) . (4) (4) j
b=ty 1= g+l Y =)
Dann ist . '
T+ tp+ry =2t + t,(j()j)p(” + r](j&.) eEM fiir alle j € N
und
| oo
b=t =0 g=r tel —p=0
oG T X
~—
—0

Insgesamt ist damit p € T'(M; z*), die Abgeschlossenheit des Tangentialkegels T'(M; z*)
ist damit bewiesen.
Den Beweis des zweiten Teiles des Lemmas iiberlassen wir als Ubungsaufgabe. OO

Allgemein (d. h. fiir nichtkonvexes M) kann man nicht hoffen, dass der Tangentialke-
gel T'(M;z*) konvex ist. Daher sind wir daran interessiert, ,moglichst grofe” konvexe
Teilmengen von T'(M;x*) zu bestimmen. In der Einfithrung hatten wir schon eine
Vermutung gedufert. Das entsprechende Resultat fassen wir in dem folgenden Satz
zusammen, wobei wir insbesondere an die Restriktionsabbildung g der Ungleichungen
unnotig starke Glattheitsanforderungen stellen.

Satz 3.4 Seien g:R" — R! und h: R" — R™ auf einer Umgebung von z* € M :=
{z € R": g(x) <0, h(z) = 0} stetig differenzierbar. Mit

I(x"):={ie{l,...,l}: g:(2") =0}

werde die Indexmenge der aktiven Ungleichungsrestriktionen bezeichnet. Es werde vor-
ausgesetzt:

(a) Es existiert ein p € R™ mit Vg;(x*)Tp < 0 fiir alle i € I(z*) und W' (z*)p = 0.

(b) Die Vektoren Vhy(z*),..., Vh,(z*) sind linear unabhéngig bzw. Rang h'(x*) =
m.

Dann ist

Lo(M;2*) :=={p e R" : Vg;(z*)'p <0 (i € I(z*)), W (a*)p =0} C T(M;ax").
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Beweis: Nach Voraussetzung ist
Lo (M;z*) :={peR": Vg(a")'p<0 (i €l(z¥), W(z*)p=0}# 0.
Wir werden uns nun iiberlegen:

e Zuvorgegebenem p € L, (M;x*) existieren ein € > 0 und eine Abbildung z: (—¢, €)
R"™ mit z(t) € M fur alle t € (0, ¢) und lim;_,o[x(t) — z*]/t = p.

Ist es gelungen, diese Hilfsbehauptung zu beweisen, so ist natiirlich L, (M;z*) C
T(M;x*), denn mit r(t) := x(t) — x* — tp ist x* +tp+r(t) € M fiir alle t € (0,€) und
r(t) = o(t). Wegen der Abgeschlossenheit von Tangentialkegeln ist folglich

Lo(M;x*) C Ly (M;a*) C T(M;z"),

die Behauptung also bewiesen.

Zum Beweis der obigen Hilfsbehauptung geben wir uns ein p € L, (M;x*) vor,
0.B.d. A. ist ||p||o = 1. Zuné&chst beriicksichtigen wir nur, dass p € Kern h/(z*). Wegen
Rang h'(x*) = m ist Kern A/ (z*) ein (n—m)-dimensionaler Teilraum des R™. Man ergén-

ze p durch by,...,b,_,_1 zu einer orthonormalen Basis von Kern h'(z*) und definiere
B e R™ D durch B:= (b --- by_m_1 )sowiedie Abbildung T:R” xR — R”
durch
h(z)
T(x,t) = BTy — BTg>

ple —plar —t
Dann ist 7'(z*,0) = 0, ferner ist die Funktionalmatrix 7 (z,t) von T beziiglich z
gegeben durch
W (x)
T/(x,t)=| BT

pT

Man stellt nun leicht fest, dass 77 (z*,0) € R™*" nichtsingulér ist. Denn ist

R (z*)q 0
T!(z*,0)q = BTq =1 0 |,
p'q 0

so ist wegen der ersten Gleichung ¢ € Kernh/(z*), andererseits wegen der letzten
beiden Gleichungen ¢ € [Kern //(z*)]*, insgesamt also ¢ = 0. Der Satz iiber implizite
Funktionen liefert die Existenz eines € > 0 und einer auf (—¢, €) stetig differenzierbaren
Abbildung z: (—€,€) — R" mit (0) = z* und T'(x(t),t) = 0 fiir alle ¢ mit |¢| < e. Als
Ableitung von z(-) in ¢t = 0 berechnet man

1

R () \ 0
2'(0) = =T.(z*,0)"T}(2*,0) = — | BT 0 | =p
p' -1

Damit ist x(t) = z* + tp + r(t) mit r(¢t) := x(t) — 2 — tp = o(t) und h(z(t)) = 0
fir alle t € (—¢,¢). Indem man € notfalls verkleinert, kann man erreichen, dass auch
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g(x(t)) <0 fiir alle ¢ € (0,¢). Um dies einzusehen, konnen die in z* inaktiven Unglei-
chungsrestriktionen offensichtlich aufser Acht gelassen werden. Sei daher i € I(z*) eine
in z* aktive Ungleichungsrestriktion. Wegen

1y G At +r(t)) — gi(a7)

li

_ ) *\71T
Jim ; =Vgi(z")'p<0

und g;(z*) = 0 ist g;(z* + tp + r(t)) < 0 fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0. Insgesamt
ist die Hilfsbehauptung und damit der ganze Satz bewiesen. a O

Bemerkung: Die Zusatzbedingung in Satz [3.4] also die Existenz eines p € R"™ mit
Vgi(x*)Tp < 0 fiir alle i € I(z*) sowie I/(z*)p = 0 und die lineare Unabhéingigkeit von
Vhi(x*),..., Vhy(z*) nennt man die Arrow-Hurwicz-Uzawa (oder auch Mangasarian-
Fromowitz) Constraint Qualification. Hinreichend fiir die Giiltigkeit der Arrow-Hur-
wicz-Uzawa Constraint Qualification ist offenbar, dass die Vektoren Vg;(z*), ¢ € I(x*),
Vhy(z*),..., Vhy,(z*) linear unabhéngig sind. Durch ein Beispiel hatten wir schon in
der Einfithrung gezeigt, dass ohne eine Constraint Qualification i. Allg. Lo(M;z*) ¢
T(M;x*). O

Jetzt ist es einfach, die notwendigen Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung aufzu-
stellen. Den folgenden Satz nennt man auch den Satz von Kuhn-Tucker (jetzt haufiger
auch: Karush-Kuhn-Tucker).

Satz 3.5 Sei x* eine lokale Lisung von
(P) Minimiere f(z) auf M :={x € R":g(z) <0, h(z) =0}.

Hierbei seien die Zielfunktion f:R™ — R und die Restriktionsabbildungen g: R" —
R! sowie h:R" — R auf einer Umgebung von z* stetig differenzierbar. Es gelte
die Arrow-Hurwicz-Uzawa Constraint Qualification, d. h. es existiere ein p € R™ mit
Vgi(z*)T'p < 0 fiir alle i € I(z*) und W (z*)p = 0, ferner sei Rang h/(z*) = m. Dann
existiert ein Paar (u*,v*) € R! x R™ mit

u* >0, Vf*) + g (@) v + k(%) v =0, g(x*)Tu* = 0.
Beweis: Wegen Satz ist Lo(M;z*) C T(M;z*), da aukerdem z* € M eine lokale

Losung von (P) ist, ist Vf(z*)Tp > 0 fiir alle p € Lo(M;x*). Mit anderen Worten ist
p* := 0 eine Losung der linearen Optimierungsaufgabe

(LP) { Minimiere Vf(z*)Tp auf
Lo(M;z*) :={peR": Vg (a*)"p <0 (i € I(z*)), W(z*)p = 0}.

Das hierzu duale Programm ist wegen des starken Dualitéatssatzes der linearen Opti-
mierung zuléssig, so dass uf € R, i € I(2*), und v* € R™ mit

ul >0 (i€l(@*),  Vf@)+ Y uVg(a)+h() v =0

1€l(z*)

existieren. Ergiinzt man die u}, i € I(z*), noch zu einem Vektor u* € R', indem man
uf =0 fur ¢ ¢ I(z*) setzt, so hat man das gesuchte Paar (u*,v*) gefunden. O O
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Bemerkung: Ist die Lagrange-Funktion L: R" x R! x R™ — R zur Optimierungsauf-
gabe (P) wie tiblich durch

L(z,u,v) == f(x) +u’ g(z) + v h(z)

definiert, so sagt Satz gerade aus, dass es zu einer lokalen Losung z* (bei erfiillter
Constraint Qualification) ein Paar (u*,v*) € Rl x R™ mit

(%) u* >0, V.L(z* u*,v*) =0, (u*)'g(z*) =0

gibt. Ein Tripel (z*, u*,v*) € R" x R x R™ mit * € M und (%) nennt man auch einen
Kuhn-Tucker-Punkt (oder auch Karush-Kuhn-Tucker-Punkt) zu (P). O
Bemerkung: Eine fast triviale, aber gelegentlich niitzliche Bemerkung ist die folgende:
Ist eine Optimierungsaufgabe der Form

(P) Minimiere f(z) auf M :={zx € R":g(zx) <0, h(z) =0} N X,

gegeben, wobei Xy C R” eine offene Menge ist, ist ferner z* eine lokale Losung von (P)
und gelten sonst alle weiteren Voraussetzungen von Satz so kann auch in diesem
Fall die Existenz eines Paares (u*,v*) mit den angegebenen Eigenschaften garantiert
werden. Eine offene Nebenbedingung spielt sozusagen lokal keine Rolle. O

Im Beweis von Satz treten die einzigen Komplikationen durch die i. Allg. nichtli-
nearen Gleichungsnebenbedingungen auf. Hat man nur Ungleichungen (und eventuell
noch lineare Gleichungen) als Nebenbedingungen, so ist die Analyse sehr viel einfa-
cher, aufserdem konnen die gestellten Glattheitsvoraussetzungen und die Constraint
Qualification abgeschwécht werden. Hierauf wollen wir jetzt noch, zum Schluss der
Untersuchungen zu notwendigen Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung, eingehen.

Satz 3.6 Sei x* eine lokale Lésung von
(P) Minimiere f(z) auf M :={x € R":g(z) <0, h(z)=0}.

Hierbei sei h:R" — R™ affin linear, g:R" — R in x* stetig differenzierbar. Die
Indexmenge I(z*) der in x* aktiven Ungleichungsrestriktionen wird zerlegt in

I (z*) = {iel(x"): g ist affin linear},
In(z*) = {i€ I(z"): g; ist nicht affin linear}

und vorausgesetzt, dafs

bo(M:a) = {p err TIPSR G W= o} 40,

Dann existiert ein Paar (u*,v*) € R! x R™ mit

u* >0, Vi) + 4 (@) v +h (") v =0, g(a*) u* = 0.
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Beweis: Wir zeigen, dass L (M;x*) C F(M;z*). Ist dies gelungen, so ist mit
Lo(M;x*) :={p € R" : Vgi(a*)'p <0 (i € [(z¥)), B (z*)p =0}
wieder )
Lo(M;z*) CclLy(M;x") C lF(M;z*) C T(M;z"),

so dass man einen Ersatz fiir Satz[3.4/hat und im Beweis fortfahren kann wie im Beweis
von Satz . Sei also p € L(M;x*). Wir zeigen, dass x* 4 tp € M fiir alle hinreichend
kleinen t > 0, woraus natiirlich p € F/(M;a*) folgt. Fiir alle ¢ ist

h(z* 4 tp) = h(x™) +t b (z*)p = 0,
=0 =0

wobei wir ausgenutzt haben, dass h affin linear ist. Bei den Ungleichungsrestriktionen
brauchen wieder nur die in z* aktiven betrachtet zu werden. Fiir ¢ € I (x*) ist
gi(@" +1p) = gi(z") +1 Vgs(2")'p <0,
—~— N—

=0 <0

wahrend fiir ¢ € Iy(z*) wegen

lim gi(x* +tp) — gi(x*)
t—0+ t

= Vg,-(x*)Tp <0

unter Beriicksichtigung von g¢;(z*) = 0 jedenfalls g;(z* + tp) < 0 fiir alle hinreichend
kleinen ¢ > 0 gilt. Damit ist der Satz bewiesen. O O

In einem Korollar betrachten wir einen Spezialfall von Satz [3.6] in dem zusétzlich die
Restriktionsabbildung g: R” — R! komponentenweise konvex ist.

Korollar 3.7 Sei x* eine lokale Lésung von
(P) Minimiere f(x) auf M :={zx € R":g(zx) <0, h(x)=0}.

Hierbei sei h:R" —s R™ affin linear, g: R® — R! komponentenweise konvex und in
x* stetig differenzierbar. Es existiere ein & € M mit g;(z) < 0 fiir alle i € {1,...,l},
fiir die g; nicht affin linear ist. Dann existiert ein Paar (u*,v*) € R! x R™ mit

u* >0, Vi) + g (@) v + b (%) v =0, g(x*)Tu* = 0.

Beweis: Wir wenden Satz an und benutzen die dort eingefiihrten Bezeichnungen.
Wir zeigen, dass & — z* € L (M;z*). Unter Ausnutzung der Konvexitit der g; ist

T (A « . . <0, falls i € I (x*),
Vai@)" (@ — %) < (@) — gi(2") { <0 falls 7 € []L\/((a:*))

ferner



68 Theoretische Grundlagen

Die Behauptung folgt dann aus Satz [3.6] O

Bemerkung: Satz (oder auch sein Korollar) zeigen, dass bei linearen Restriktionen
keine zusétzliche Constraint Qualification nétig ist, um die Existenz von Lagrange-
Multiplikatoren (u*,v*) zu sichern. Dies ist eine ganz wichtige Bemerkung, die oft
benutzt wird. O

Bemerkung: Wir betrachten das konvexe, quadratisch restringierte quadratische Pro-
gramm

) Minimiere f(z) := cfz + 327 Qox  auf
M:={zeR":g(x):=0+clo+i"Qux<0,i=1,...,1, Az =b}.

Hierbei seien @, ..., Q; € R™"™ symmetrisch und positiv semidefinit, ferner )y sogar
positiv definit. Als duales Problem hierzu hatten wir schon frither erhalten:

D) Maximiere ¢(u,v) := 7u+b"v — Le(u) — AT0]"Q(u) Hc(u) — ATv] auf
N :={(u,v) e RE x R™ : 4 > 0}.

Hierbei ist zur Abkiirzung
B I I
g=1 1, Q(u) :== Qo + Z%Qz, c(u) :=co + Z uiC;
3 i=1 i=1
gesetzt worden. Wir wollen uns nun iiberlegen:
e Ist (u*,v*) € N eine Losung von (D), so ist durch
v = Q) elu) — ATv
die (notwendigerweise eindeutige) Losung von (P) gegeben.

Denn: Zunéachst berechnen wir

fir (u,v) € N. Zur Abkiirzung setzen wir
r(u,v) == —Q(u) e(u) — AT, Ci=(ec - ¢)eR™

und
P(U,U) = ( le(u,v) T le(u,’l}) ) € R™.

Dann erhélt man nach einer einfachen (wenn man sich ungeschickt anstellt eventuell
miihsamen) Rechnung, daf

Vud(u,v) = B+ [CT + 1 P(u,v)"|z(u,v), V,p(u,v) =b— Az(u,v).
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Da (u*,v*) € N nach Voraussetzung eine Losung von (D) ist, liefern die notwendigen
Optimalitdtsbedingungen, angewandt auf das duale Programm (D), dass (man beachte,
dass hierzu nicht das Erfiilltsein einer Constraint Qualification notig ist, da es sich bei
(D) um ein linear restringiertes Programm handelt)

Vup(u*,v*) <0,  (u)'V,ou',v)=0,  V,p(u"v*)=0.

Berticksichtigt man die oben angegebene Form des Gradienten V¢(u,v) und z* =
x(u*,v*), so erhélt man

g(z") = Vyo(u™,v*) <0, b— Ax* = V,o(u*,v*) = 0.
Also ist * € M zuléssig fiir (P), ferner
(u) ' g(x*) = (u*) Vo (u*,v*) = 0.

Wegen V, L(z*,u*,v*) =0 (mit L(z,u,v) := f(z) + u’g(x) + 0T (b — Az) wird wieder
die Lagrange-Funktion zu (P) bezeichnet) ist schlieflich
* *\ * * *\ * *\71T * EAVA o *) *
¢(u”,v") = L(a", u',0") = fz7) + (W) g(z7) + (v)" (b= Az’) = f(27).

N——
=0 =0

Der schwache Dualitétssatz liefert damit, dass «* Losung von (P) ist. O

2.3.2 Notwendige Optimalititsbedingungen zweiter Ordnung

Ist x* € R™ das lokale Minimum einer reellwertigen Funktion f, die in z* zweimal
stetig differenzierbar ist, so lauten die notwendigen Optimalitdtsbedingungen zweiter
Ordnung bekanntlich, dass zum einen V f(z*) = 0 (notwendige Optimalitdtsbedingung
erster Ordnung), zum anderen V2 f(z*) positiv semidefinit ist. Diesen Sachverhalt gilt
es nun auf restringierte Optimierungsaufgaben zu ibertragen. Im folgenden Satz geben
wir ein entsprechendes Ergebnis an.

Satz 3.8 Gegeben sei die Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(x) auf M :={x € R":g(zx) <0, h(x)=0}.

Seien f:R™ — R und die Restriktionsabbildungen g:R" — R! sowie h: R" — R™
auf einer Umgebung der lokalen Losung x* € M von (P) zweimal stetig differenzierbar.
Mit I(x*) wird wieder die Indexmenge der in z* aktiven Ungleichungsrestriktionen
bezeichnet. Es werde vorausgesetzt, dass Vg;(z*), i € I(z*), Vhi(z*),..., Vhy,(z*)
linear unabhéngig sind. Dann existiert ein Paar (u*,v*) € Rl x R™ mit

u* >0, Vf(z*) + ¢ (") u* + n' (") v* =0, g(z*)u* =0

und der Eigenschaft, dafs

l m
P’ <V2f(:c*) + ZUIVQgi(:E*) + ZU:Vth(fk))p >0  fiirallep € L°(M;x*),
i=1 i=1



70 Theoretische Grundlagen

I (z"):={ie{l,...,l} :u; > 0}.

Beweis: Da die Vektoren Vg;(z*), i € I(z*), Vhy(z*),..., Vh,(z*) nach Vorausset-
zung linear unabhéngig sind, ist die Arrow-Hurwicz-Uzawa Constraint Qualification
erfiillt. Denn z. B. existiert ein p € R™ mit Vg;(z*)Tp = —1, i € I(z*), Vh(z*)Tp =0,
i=1,...,m. Wegen der notwendigen Bedingungen erster Ordnung (Satz existiert
ein Paar (u*,v*) € R' x R™ mit

u' >0, V@) + Y uVgiaT)+ ) v Vhi(z*) = 0.
=1

el (z*)

Sei p € L°(M;z*) beliebig vorgegeben. Wie im ersten Teil des Beweises von Satz
gezeigt wurde, existiert ein € > 0 und eine Abbildung r: (—¢, €) — R™ mit r(¢) = o(t)
und der Eigenschaft, dass g;(z* + tp + r(t)) = 0 fiir alle ¢ € I(z*) mit Vg;(z*)Tp =0
(also insbesondere alle ¢ € I, (z*)) und h(z* + tp + r(t)) = 0. Hieraus folgt aber,
dass z(t) := z* + tp + r(t) € M fir alle hinreichend kleinen ¢ > 0. Denn dies ist
fiir alle in 2* inaktiven Ungleichungsrestriktionen selbstverstédndlich, wahrend fiir alle
i€ I(z*)\ I (z*) mit Vg;(z*)Tp # 0 wegen p € LO(M;z*) sogar Vg;(x*)Tp < 0 gilt.
Fiir das weitere beachten wir, dass

() — 2" = t(p+r(t)/t) = O(t).

)

®

S
*

eine lokale Losung von (P) und z(t) € M fiir alle hinreichend kleinen ¢t > 0, ist

0 < flz@) = f=7)
= V@) (2(t) = 2") + 5 (a(t) — 2")TV2f(2") (2 (t) — 2%) + o(t?).

Fir ¢ € I (a*) ist

0 = gi(x(t))
= gi(@*) + V(") (2(t) — ) + 5 (2(t) — 2")"V2gi(a") (x(t) — 2) + o(t?).
——

=0
Weiter ist fiir ¢ = 1,..., m ganz entsprechend
0 = hi(z(t))
hi(a®) +Vhi(e™) " (2(t) — 2) + 5 (2(t) — %) V2hi(a*) (x(t) — 2%) + o(t?).
~——
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Multiplikation mit w} > 0 bzw. v; und Aufsummieren liefert

0 < (Vi) + Y Ve +Zv Vhi(x ) (x(t) — 2¥)
i€l (z*)

:0

@) - (V) + Y wvig +Zv*v2 )

i€I+ (:L'*)

x (z(t) — z*) + o(t?).

Daher ist (es ist uj = 0 fur alle € {1,...,1} \ I.(z%))

0 < (x(t) )( +Zqul +va )() %) + o(t?).

Division durch #? ergibt unter Beriicksichtigung von

t)—x* t
x()%—erg—no mit ¢t — 0+
nach dem Grenziibergang t — 0+ genau die Behauptung. O a

Bemerkung: Definiert man die Lagrange-Funktion L: R™ x R! x R™ — R durch

L(z,u,v) == f(x) + g(z) v+ h(z)Tv

so sagen die notwendigen Optimalitdtsbedingungen zweiter Ordnung in Satz aus: Ist
x* € M eine lokale Losung von (P) und sind Vg;(z*), i € I(z*), Vhi(z*),..., Vhy,(x¥)
linear unabhingig, so existieren (u*,v*) € R! x R™ mit

u* >0, V.L(z",u*,v*) =0, g(@) u* =0

und der Eigenschaft, dass V2 L(z*,u*,v*) auf LO(M;x*) positiv semidefinit ist. Ins-
besondere ist dann natiirlich V2 _L(z*,u*, v*) auf dem linearen Teilraum {p € R" :
Vgi(z*)T'p =0 (i € I(z*)), W(z*)p = 0} positiv semidefinit. O

Beispiel: Wir betrachten das folgende Beispiel (siehe R. Fletcher (1987, S. 209)@:

(P)

Minimiere  f(z) := 3[(; — 1) 4+ 23] unter der Nebenbedingung
h(x) := —xy + B3 =0,

wobei [ fest ist. Mit Hilfe der notwendigen Optimalitatsbedingungen zweiter Ordnung
soll tiberpriift werden, fiir welche 8 durch z* := (0,0) eine lokale Losung gegeben sein

kann. Es ist
vie)=( Ty ). v =( 75 ),

2FLETCHER, R. (1987) Practical Methods of Optimization. Second Edition. John Wiley & Sons,
Chichester-New York-Brisbane-Toronto-Singapore.
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so dass die notwendigen Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung mit v* := —1 erfiillt
sind. Weiter ist

L’ :={peR*:Vh(z")'p=0}={p=(p1,p2) €R*:p; =0},

und daher

V2f(x*)+v*V2h(ﬂf*>:((1) (1))—(8 2%)2((1) 1—025)

auf L° genau dann positiv semidefinit, wenn § < 1. Damit haben wir erhalten: Fiir

B > 3 ist 2% = (0,0) keine lokale Losung von (P). Mit Hilfe hinreichender Optimalitéts-
bedingungen zweiter Ordnung werden wir zeigen kénnen, dass z* = (0,0) fir g < 1
eine lokale Losung von (P) ist. Fiir g = % miissten Bedingungen hoherer Ordnung
herangezogen werden. O

Zum Schluss dieses Abschnittes iiber notwendige Optimalitdtsbedingungen zweiter
Ordnung wollen wir den Spezialfall linearer Restriktionen noch etwas genauer betrach-
ten. Bei linearen Restriktionen benétigt man zur Gewinnung notwendiger Optimali-
tatsbedingungen erster Ordnung keine Constraint Qualifikation und es ist zu hoffen,
dass dies auch fiir notwendige Optimalitatsbedingungen zweiter Ordnung gilt. Das ent-
sprechende Resultat formulieren wir im folgenden Satz.

Satz 3.9 Gegeben sei die Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z) auf M :={zxeR":g(z) <0, h(z) =0},

wobei g: R" — R! und h: R® — R™ affin linear seien. Die Zielfunktion f sei in der
lokalen Losung x* € M von (P) zweimal stetig differenzierbar. Dann existiert ein Paar
(u*,v*) € RY x R™ mit

u* >0, Vi) + g () v + B (%) v =0, g(z")'u* =0
und der Eigenschaft, dafs
p"V2f(z*)p >0 fiir alle p € L°(M; x*),

wobel

b= 0 (7’ S ]+(ZL'*))7
Vgi(z*)'p <0

LO(M;x*) = {p €eR": (i € I(z*)\ L (z)), W(z")p = O}

mit
I.(z"):={ie{l,...,l} :u; >0}
Beweis: Wegen Satz existiert ein Paar (u*,v*) € R! x R™ mit
u* >0, Vi) + g (@) v + k(") v =0, g(x*)Tu* = 0.

Zu zeigen bleibt, dass V2f(z*) auf L°(M;z*) positiv semidefinit ist. Sei daher p €
L°(M; z*) beliebig vorgegeben. Da g und h affin linear sind, ist L°(M;z*) C F(M;z*)
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und damit p eine zuldssige Richtung. Fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0 ist daher mit
g(t) € (0,1):

f(@* +tp) — f(z*)
t
= V() p+5tp" V2 f(a* + 0(t)tp)p

= (- X wVal) - K)o+ WV S+ 6

i€l (z*)

= — Y u Vg p—) W (@)p+3tp" V(2T + 0(t)tp)p
. A
i€l (z*) -0 =0

= "V f (2" +6(t)tp)p,

woraus nach Division durch ¢t und Grenziibergang t — 0+ die Behauptung folgt. O O

2.3.3 Hinreichende Optimalitatsbedingungen

Bei konvexen Optimierungsaufgaben sind die durch den Satz von Kuhn-Tucker ge-
gebenen notwendigen Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung auch hinreichend fiir
Optimalitét. Dieses einfache Ergebnis formulieren wir im néchsten Satz.

Satz 3.10 Gegeben sei die Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(x) auf M :={zxeR":g(zx) <0, h(x)=0}.

Hierbei seien f:R™ — R und ¢g: R® — R! konvex sowie h: R® — R™ affin linear. Die
Zielfunktion f und die Restriktionsabbildung g seien in x* € M stetig differenzierbar.
Existiert dann ein Paar (u*,v*) € R' x R™ mit

U* Z 0’ Vf(l'*) + g/(ZL'*)TU,* + h/(ZE*)TU* —_ 0, (U*)Tg(l'*) — 0’
so ist * eine (globale) Lésung von (P).

Beweis: Sei © € M beliebig. Dann ist

fl@) = f(z*) = V(") (z—2")
(da f() konvex)
— [—g'(:n*)Tu* o h,(l‘*)TU*]T(SE o $*)

= —()'g'(@)(@—2") — (v)" (") (x —a")

=0
> —(u")g(x) - g(=")]
(da (u*)Tg(-) konvex)
= —(u)"g(x)
> 0,

womit der Satz schon bewiesen ist. O O



74 Theoretische Grundlagen

Beispiel: Die Zielfunktion f braucht natiirlich nur dort glatt und konvex zu sein, “wo
sich alles abspielt”. Als Beispiel betrachten wir die Aufgabe

(P) Minimiere f(x):= Z(— In2 4 &> auf M :={z€R":2>0, a’z =B}

=\ p

Hierbei sind p = (p;) > 0, a = (a;) # 0 und S € R gegeben, ferner sei M # Q.

Offensichtlich ist die Zielfunktion f auf dem positiven Orthanten {z € R" : x > 0}

konvex. Folglich ist ein 2* € M genau dann eine Losung von (P), wenn ein v* € R mit
1 1 Py

=4 — —v'a; =0 baw. 2=
1—v*pjaj

=1 n
* ] J J A s
i pj

existiert. Ist also v* bekannt, so auch z*, wobei x* aber natiirlich den Nebenbedingungen
zu geniigen hat. Das angegebene z* ist genau dann positiv, wenn v*pja; < 1, j =
1,...,1, bzw. v* € (I, u) mit

. —00 fir a >0,
" | max{1/(pja;):a; <0, j=1,...,n}  sonst

und
yo—d T fir a <0,
~ | min{l/(pja;):a; >0, j=1,...,n}  sonst.

Nun stellt man durch eine einfache Diskussion fest, dass die Gleichung

g) =) 12— =0
=1 TPy

in (I,u) genau eine Losung besitzt (u. a. ist g auf (I, u) stetig und monoton wachsend).
Daher besitzt (P) genau eine Losung, deren Berechnung sich auf die Bestimmung von

v* € (l,u) mit g(v*) = B reduziert. O

Nun kommen wir zu den hinreichenden Optimalitdtsbedingungen zweiter Ordnung.
Diese verallgemeinern die aus der Analysis bzw. unrestringierten Optimierung her be-
kannte Tatsache, dass eine in einem Punkt z* € R™ zweimal stetig differenzierbare
Funktion f:R" — R mit Vf(z*) = 0 und V?f(2*) positiv definit in z* ein isoliertes
lokales Minimum besitzt. Den folgenden Satz findet man bei A. V. Fiacco, G. P.
McCORMICK (1968, Theorem 4).

Satz 3.11 Gegeben sei die Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z) auf M :={x e R":g(z) <0, h(z)=0}.

Die Zielfunktion f:R"™ — R sowie die Restriktionsabbildungen g:R" — R! und
h:R"™ — R™ seien in x* € M zweimal stetig differenzierbar. Mit I(z*) sei die Index-
menge der in z* aktiven Ungleichungsrestriktionen bezeichnet. Es existiere ein Paar
(u*,v*) € R! x R™ mit:

u* >0, V(") + g () u + b (%) v =0, (u)g(z*) =0
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und
[ )+ Zu V3gi(z*) + Z viV2h; (:p*)}p >0 fiir alle p € L°(M;z*) \ {0},
wobei
C AET =0 GELE).
M) = {p e R GEAT 0 (e 1\ 1y, MO =0

I.(z"):={ie{l,...,l} :u; >0}
Dann ist x* eine isolierte lokale Lésung von (P), d. h. es gibt eine Umgebung U* von
x* mit f(z*) < f(z) fiir allex € M NU* mit x # z*.

Beweis: Im Widerspruch zur Behauptung nehmen wir an, es giabe eine gegen z* kon-
vergente Folge {z} C M mit zy # x* und f(zy) < f(z*) fur alle k. Es ist

. . . Ty —a*
L —

Da wir notfalls zu einer Teilfolge {ibergehen kénnen, kann die Konvergenz der Folge

{pr} gegen ein p # 0 angenommen werden. Offenbar ist

V(@) 'p <o, V() 'p <0 (i €I(x¥)), h'(z*)p = 0.

Es werden jetzt zwei Fille betrachtet und gezeigt, dass sich jeweils ein Widerspruch
ergibt.
Angenommen, es ist Vg;(z*)Tp < 0 fiir wenigstens ein i € I (z*). Dann ist

0>Vf(*)p=— Z uf Vgi(z*)'p — (v*)" W (z*)p >0,
i€l (z*) S <0 =0

ein Widerspruch.
Sei Vg;(z*)Tp = 0 fiir alle i € I (z*). Durch eine Entwicklung nach Taylor erhélt
man

0 > f(a"+twpw) — fz¥)
V()" Pkt 35 tkpk:vzf( )pk

und
0 > gi(z" + tepr)
gi(2*) + eV gi(a") Tpy + L 2pE V2g:(x )i
(i=1,...,1)
sowie

13Man beachte, dass I, (z*) offenbar eine Teilmenge von I(z*), der Indexmenge der in z* aktiven
Ungleichungsrestriktionen ist.



76 Theoretische Grundlagen

0 = hi(a" + tppr)

h
hi(2") A,V hi(@) g + 3 2TV ha (%)) pi

{

Hierbei sind {x,(co)}, {xl(l,g } und {362(2]3 } mit £ — oo gegen z* konvergente Folgen. Nach
der Multiplikation der i-ten Ungleichungsrestrikion mit u; > 0, der i-ten Gleichungs-
restriktion mit v}, Beriicksichtigung der Gleichgewichtsbedingung (u*)Tg(z*) = 0 und
anschliefsender Summation folgt

0 > 4|V Zuvg, +ZvVh }pk

(. J
~~

=0

—l—%t,%pk[ 2\ —|—Zuvzgz o) +Zv V2h; }

Folglich ist
0> pf [V2/ (") + Zu*V2gz (i) + Z oIV i) i
i=1

mit £k — oo hat man den gewilinschten Widerspruch zur Voraussetzung erhalten. 0O O

Beispiel: Gegeben sei die Optimierungsaufgabe

Minimiere f(x) := 29 + x5 unter der Nebenbedingung

(P) h<x)::(x1+x2+x3—1).

22425+ 22— 1

Wir wollen zunéchst diejenigen zulassigen Punkte bestimmen, in denen die notwendi-
gen Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung erfiillt sind, anschliefend mit Hilfe der
hinreichenden Optimalitdtsbedingungen zweiter Ordnung untersuchen, ob es sich hier
wirklich um lokale Losungen von (P) handelt.

Zunichst stellt sich also die Frage nach Losungen (z*,v*) € R® x R? von

h(x) =0, Vf(z)+h(x)'v=0

bzw.
U1—|—2$1U2 = O,

1—|—”Ul—|—2$2?)2 = O,
1—|—’Ul—|—21331}2 = 0.

T+ 22 +23 = 1,
4ai+ai o= 1,

Aus den letzten Gleichungen erkennt man, dass notwendigerweise vy # 0 und daher
x5 = x5. Zu losen bleibt also das nichtlineare Gleichungssystem

ZL‘1+25L‘2 = 1, Ul+2$11)2 == 07
2+ 222 = 1, 1+v, + 22905 = 0.
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Aus den ersten beiden Gleichungen erhélt man, dass das urspriingliche nichtlineare
Gleichungssystem genau zwei Losungen (x*, v*) besitzt, ndmlich

_1
ok L % -1 ~ % % ~ % _%
=101, 0= 1 und Tt = s, vv=1{ %
0 2 2 2
3
Ferner ist

1 0
V2F(2*) + 07 V2he(2%) + 05V2ha(2%) = | 0 0
0 1

sogar auf dem R3 positiv definit, also 2* eine isolierte, lokale Losung von (P). Ande-

rerseits ist

-1 0 0
V2F(T*) + 0 V2h (7)) + 05 V2ha(T%) = 0 -1 0
0 ~1

auf
Kern 7'(7*) = {p = (p1,p2,p3)" €R®: p1 =0, py = —ps}
noch nicht einmal positiv semidefinit. Daher ist 2* keine lokale Losung von (P). O

Beispiel: Das folgende Beispiel findet man bei R. Fletcher (1987, S. 228 als Aufgabe.
Sei n > 2, betrachte die Optimierungsaufgabe

Minimiere f(z) := — Z[E? unter der Nebenbedingung
j=1

h(z) == < :CTZTfn ) = 0.

Wir wollen zunéchst die Punkte finden, in denen die notwendigen Optimalitétsbedin-
gungen erster Ordnung erfiillt sind. Die Gleichung V f(z) + /' (x)"v = 0 fiihrt auf

(P)

—3x§+v1+2v2xj:0, j=1,...,n.
Aufsummieren liefert unter Beriicksichtigung von e’x = 0, 272 = n, daf v; = 3. Mit

noch unbekanntem v, ist daher x; aus der quadratischen Gleichung

2_ 2 _ .
x; — svew; — 1 =0, 7=1...,n,

zu bestimmen. Hieraus folgt

U2 v\ 2 .
xj:§i 1+<§), 7=1...,n.

YMFLETCHER, R. (1987) Practical Methods of Optimization. Second Edition. John Wiley & Sons,
Chichester-New York-Brisbane-Toronto-Singapore.
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In einer moglichen Losung haben die Komponenten also genau zwei verschiedene Werte
(sie kénnen nicht alle gleich sein, denn andernfalls wére ihre Summe von Null verschie-
den). Auf die Reihenfolge der Komponenten kommt es nicht an, sei also etwa

2
%—i— 1+(U—2>, fir j=1,...,m7
. 3 3
(%) Ty = -
Vo (%] .. .
— — 1+(—), fir j=r+1,...,n.
3 3 J
Dann ist bei gegebenem r € {1,...,n — 1} der Lagrange-Parameter v, aus
T V2 V2 2
elx=n—+2r—n)/1+ <—) =0
3 3
zu bestimmen. Man erhalt
vy n—2r
3 2/r(n—r)
Bei gegebenem r € {1,...,n — 1} haben wir also zwei mogliche Losungen, nédmlich
( n—r
, fir j=1,...,r
o r
po
— , fir j=r+1,...,n
L n—r
und
( r
7 fur j = 17 7r7
@ ._ n—=r
n—r
— , fir j=r+1,...,n.
L r
Bei festem r € {1,...,n — 1} berechnen wir die Funktionswerte

(n—r)?—r?

20y — - 2®) =
S = e )

(n—r)t—rt
=P

Fir 2r < n ist offenbar f(zV) < 0 < f(2®), wihrend f(z®) < 0 < f(zW) fiir
2r > n. Fir 2r < n erhélt man den minimalen Funktionswert fiir » = 1, also

vn—1, fir j=1,
= 1
i — , fir j=2,...,n,
n—1

der zugehorige Zielfunktionswert ist

ny . (n=1)2—1
f(l’())——m-
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Ist dagegen 2r > n, so erhélt man den minimalen Funktionswert fiir r = n — 1, also

vn—1, fir 7=1,...,n—1,

x = 1

J — fir j=n
/n — 17 )
der zugehorige Zielfunktionswert ist
4
ey_ -1 -1

Man priift leicht nach, dass f(2®) < f(2(V), so dass x(?) eine globale Losung von (P)
ist. Mit Hilfe der hinreichenden Optimalitdtsbedingungen zweiter Ordnung kénnen wir
aber auch zeigen, dass durch z* := (1) mit zugehorigen Lagrange-Multiplikatoren

3(n—2)
2vn—1

eine lokale Losung von (P) gegeben ist. Entscheidend ist die Matrix

* Pyp— * Lyp—
v =3, Uy i=

V2, L(z*,v*) = V2f(2*) + viV?hy (2%) + v V2hy(2*) = diag (=627 + 2v;3).

Es ist

L

\/m7 j— )
3n

Vn—1
Also ist V2 L(z*,v*) eine Diagonalmatrix, die nur im ersten Diagonalelement einen

negativen Eintrag besitzt, alle ibrigen Diagonaleintrige sind positiv. Es ist zu zeigen,
dass V2, L(z*,v*) auf {p € R" : eTp =0, (2*)Tp = 0} positiv definit ist. Wegen

—6x) + 2vy =

fir 7=2,...,n.

{peR":e"p=0, (w*>Tp:0}:{p€Rn:p1:0’ ZPJ:O}

Jj=2

ist dies aber der Fall. O

2.3.4 Aufgaben

1. Man zeige, dass z* := (1,1,2)7 die Losung von

Minimiere — 5xo + %(x% + 23+ 23) unter den Nebenbedingungen
—4131 —31‘2 Z -8
(P) 21 + w2 > 2
—2r2 +x3 > 0

1 —2r9 3 1

ist.
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. Fiir die Aufgabe

(P)

Minimiere f(z) := 23 + 423 + 1623 unter der Nebenbedingung
h(z) :=x129003 — 1 =0

bestimme man alle Punkte, in denen die notwendigen Optimalitatsbedingungen erster
Ordnung erfiillt sind und priife anschlielsend mit Optimalitdtsbedingungen zweiter Ord-
nung, ob dies lokale Losungen sind.

. Gegeben sei die Optimierungsaufgabd”|

®) { Minimiere f(x) := —(x122 + 223 + x123) u.d. NB.

h(z) =21 +x2+23—3=0.

Man bestimme den Punkt, in dem die notwendige Bedingung erster Ordnung erfiillt ist
und priife anschliefend mit einer hinreichenden Optimalitédtsbedingung zweiter Ord-
nung, ob dies eine lokale Losung ist.

. Gegeben sei die Optimierungsaufgabe

1 1
Minimiere f(x) := —5\/5 — 5% W d.NB.
(P) -1 0 . —-0.1 0
g(z) = 0 —1 < ! ) - 0o |l<|o
11 )" 1 0

Man bestimme den Punkt, in dem die notwendige Bedingung erster Ordnung erfiillt ist
und priife anschliefend mit einer hinreichenden Optimalitdtsbedingung zweiter Ord-
nung, ob dies eine lokale Losung ist.

. Gegeben sei die Optimierungsaufgabe

(P) Minimiere f(x) unter der Nebenbedingung x > 0.

Sei x* > 0 eine lokale Losung von (P) und die Zielfunktion f:R"™ — R in z* stetig
differenzierbar. Man stelle die notwendigen Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung
auf.

. Ganz ohne Constraint Qualification kann man immer noch den Satz von F. John be-

welsen:

Sei z* eine lokale Losung von
(P) Minimiere f(z) auf M :={zx € R":g(x) <0, h(x) = 0}.

Hierbei seien die Zielfunktion f: R” — R und die Restriktionsabbildungen g: R* — R!
sowie h: R®™ — R™ auf einer Umgebung von z* stetig differenzierbar. Dann existiert
ein von Null verschiedenes Tripel (uf, u*,v*) € R x Rl x R™ mit

(ug, u*) > (0,0), ugVf(z*) + ¢/ () u* + 1 (2T =0, g(z*)Tu* = 0.

Ist die Arrow-Hurwicz-Uzawa Constraint Qualification erfiillt, so ist hier notwendiger-
weise ug > 0.

5Diese und die folgende Aufgabe findet man als Beispiel bei

W. ALt (2002) Nichtlineare Optimierung. Eine Einfihrung in Theorie, Verfahren und Anwendungen.
Vieweg, Braunschweig-Wiesbaden.
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7. Gegeben sei die Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z) auf M :={zeR":g(z) <0, h(z)=0}.

Hierbei seien f:R” — R und g: R" — R! auf dem R™ konvex und stetig differenzier-
bar, h: R® — R™ affin linear. Wie iiblich sei die Lagrange-Funktion L: R® x R x R™ —
R zu (P) durch

L(z,u,v) == f(z) +u’ g(z) +v" h(z)
definiert. Das zu (P) sogenannte Wolfe-duale Programm (siehe P. Wolfe (1961)@) ist
dann durch

Maximiere L(z,u,v) auf
(D) {

N = {(z,u,v) ER* x REXR™ : 4 >0, V,L(z,u,v) = 0}
gegeben. Man zeige:

(a) Ist z € M und (z,u,v) € N, so ist L(z,u,v) < f(x). Zwischen (P) und (D) gilt
also ein schwacher Dualitdtssatz.

(b) Die (schwache) Slatersche Constraint Qualification sei erfiillt, d.h. es existiere
ein £ € M mit ¢g;(z) < 0 fir alle 4, fir die g; nicht affin linear ist. Ist dann
x* € M eine Losung von (P), so existiert ein Paar (u*,v*) € R! x R™ derart, dass
(x*,u*,v*) € N und f(z*) = L(z*,u*,v*). Ferner ist (u*,v*) eine Losung des zu
(P) Lagrange-dualen Programms.

8. Gegeben sei die Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(x) auf M :={x e R":h(z)=0}.

Sei * € M eine lokale Losung von (P) und f:R"™ — R sowie h:R" — R™ auf
einer Umgebung von x* zweimal stetig differenzierbar. In z* seien die hinreichenden
Optimalitdtsbedingungen zweiter Ordnung erfiillt, d.h. es existiere ein v* € R™ mit
Vf(z*) + k' (z*)Tv* = 0 und der Eigenschaft, dass

W™= V2 f(2*) + ) vfVh(a¥)
=1

auf Kern (h/(2*)) positiv definit ist. Schlieflich sei Rang (h'(z*)) = m. Man zeige, dass
es ein o9 > 0 gibt derart, dass «* fiir jedes ¢ > o0 eine isolierte, lokale Losung der
unrestringierten Optimierungsaufgabe

(P,) Minimiere ®,(z) == f(2) + (v*) h(z) + 1o |h(2)|?, =z € R,

ist. Hierbei sei || - || die euklidische Norm.

Hinweis: Man zeige, dass V®,(x*) = 0 fiir alle o > 0 und V2®, (z*) fiir alle hinreichend
groften o > 0 positiv definit ist.

6WOLFE (1961) “A duality theorem for nonlinear programming.” Quarterly of Applied Mathematics
19, 239-244.
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9. Sei (z*,v*) ein Kuhn-Tucker-Paar zu der Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(xz) auf M :={x € R":h(xz) =0},
also (z*,v*) eine Nullstelle der durch
_ ( V(@) + (@)
T(z,v):= < h(z)
definierten Abbildung T:R" x R™ — R" x R™. Man berechne die Funktionalmatrix
von T in (z*,v*) und untersuche, unter welchen Voraussetzungen diese nichtsingulér ist.
Hierbei sind natiirlich f: R®™ — R und h: R" — R™ als zweimal stetig differenzierbar
auf einer Umgebung von x* vorausgesetzt.

10. Als Hoffman-Theorem (siehe A. J. Hoffman (1952)E[) wollen wir die folgende Aussage
verstehen (auch wenn sie nicht ganz mit der Originalversion iibereinstimmt). Hierbei
benutzen wir die folgende Bezeichnung: Fiir einen Vektor y € R sei y4 die Projektion
von y auf den nichtnegativen Orthanten, also (y;+); = max(y;,0).

Sei
P:={zeR": Az <b, Cx=d} #0Q.
Hierbei seien A € R™>*™ b € Rl C € R™*" d € R™. Dann existiert eine Konstante
co = co(A,C) > 0 derart, dafs
. . (AZ — b)+ .
= —z| < .

dist(z, P) ;Iel}f?HZ z|| < e < s d fiir alle z € R
Hierbei sei || - || jeweils die euklidische Norm auf dem entsprechenden Raum.

11. Mit Hilfe des Hoffman-Theorems zeige man: Ist A € R™*"™ so existiert eine Konstante
co = cp(A) > 0 derart, dass es zu jedem b € Bild (A) ein z* € R™ mit Az* = b und
lz*[| < co [b]] gibt.

12. Mit Hilfe des Hoffman-Theorems zeige man: Gegeben sei das lineare Programm
(P) Minimiere f(z) :=cl'z, x€ M.

Hierbei sei ¢ € R", M C R"™ ein nichtleerer Polyeder und inf (P) > —oo, daher die
Menge Moyt der Losungen von (P) nichtleer. Dann existiert eine Konstante ¢o > 0
derart, dass
dist(z, Mopt) < co[f(x) — min (P)] fir alle x € M.
Hinweis: Man beachte, dass Moy = M N {z* € R" : ¢I'x* — min (P) = 0}
13. Gegeben sei das quadratische Programm

(P) Minimiere f(z) := Tz + %mTQx, x e M,

"HorFMAN, A. J., “On approximate solutions of systems of linear inequalities.” J. Res. Natl. Bur.
Standards, 49 (1952), pp. 263-265.
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wobei ¢ € R", @ € R™*™ symmetrisch und positiv semidefinit, M C R"™ ein nichtleerer
Polyeder und inf (P) > —oo. Die dann nichtleere Menge der Losungen von (P) werde
mit M,y bezeichnet. Man zeige die Existenz einer Konstanten ¢ > 0 mit

dist(z, Mopt) < ¢ | f(z) —min (P) ++/f(x) — min (P)] fir alle x € M.

Hinweis: Der Polyeder M habe die Darstellung M = {x € R" : Az < b}, wobei
A € R™™ und b € R™. Eine Lésung x§ € M von (P) ist charakterisiert durch die
Existenz eines Vektors uj € R™ mit

ug > 0, c+ Qup 4+ ATl =0, (u)™ (b — Axf) = 0.
Man zeige, dass die Menge My der Losungen von (P) sich darstellen lésst als
Mopy = {z* € R" : (b— Az*)Tuy = 0, Qz* = Qafy, Az* < b}
und wende das Hoffman-Theorem an. (Ahnliche Ergebnisse findet man bei W. Li

(1995)).

14. Es sollen 400 m?® Kies von einem Ort zu einem anderen transportiert werden. Dies
geschehe in einer (nach oben!) offenen Box der Léange x1, der Breite x5 und der Hohe
x3 (jeweils in Metern gemessen). Der Boden und die beiden Léngsseiten miissen aus
einem Material hergestellt werden, das zwar nichts kostet, von dem aber nur 4 m? zur
Verfiigung steht. Das Material fiir die beiden Querseiten kostet 200 Euro pro m?. Ein
Transport der Box kostet 1 Euro. Wie hat man die Box zu konstruieren?

Man stelle also die zugehorige Optimierungsaufgabe auf, bestimme die zuldssigen Punk-
te, in denen die notwendigen Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung erfiillt sind und
iiberpriife diese mit Hilfe der hinreichenden Optimalitdtsbedingungen zweiter Ordnung
auf Optimalitéit.

15. Man bestimme die Losung von

(P) Maximiere f(x) := Ha;j auf M:={zcR":2x>0, elx=1},
j=1

wobei e einmal wieder den Vektor im R"™ bezeichnet, dessen Komponenten sdmtlich
gleich 1 sind. Hiermit beweise man die Ungleichung vom geometrisch-arithmetischen
Mittel, dass also fiir alle z € R” mit x > 0 gilt

n 1/n 1 n
Z; < - B
(=) =52
J=1 J=1
Hierbei tritt Gleichheit genau dann ein, wenn x = ae mit e > 0.

16. Bei gegebenem « € (0,1) und r := y/n/(n — 1) betrachte man die Optimierungsaufgabe

n
(P)  Minimiere f(x):= ij auf M:={zcR":elz=n, ||z —e¢|s <ar}.
j=1

Hierbei sei e wieder der Vektor des R"™, dessen Komponenten alle gleich 1 sind. Man
zeige:

181, W. (1995) “Error bounds for piecewise convex quadratic programs and applications.” SIAM
J. Control and Optimization 33, 1510— 1529.
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(a) (P) besitzt eine Losung z* und es ist notwendig z* > 0 und ||z* — ella = ar.

(b) Eine Losung z* von (P) besitzt genau zwei verschiedene Komponenten. Bis auf
die Reihenfolge der Komponenten kommt als Losungskandidat also nur ein Vektor
2™ in Frage, dessen erste m Komponenten iibereinstimmen und kleiner sind als
die restlichen (ebenfalls gleichen) (n—m) Komponenten. Man zeige, dass z* = z(!)
bis auf die Reihenfolge der Komponenten die Lésung von (P) ist.

(c) Esist

n —

n n—1
H:ij(loz)<1+ al) fiir alle x € M.
j=1

Hinweis: Diese Aufgabe spielt im Zusammenhang mit der Konvergenzanalyse des Kar-
markar-Verfahrens eine Rolle, siehe z. B. J. Werner (1992, S.135ff.).



Kapitel 3

Quadratische Optimierungsaufgaben

In diesem Kapitel betrachten wir die numerische Behandlung quadratischer Optimie-
rungsaufgaben. Unter einer quadratischen Optimierungsaufgabe (bzw. quadratischem
Programm) versteht man das Problem, eine quadratische Zielfunktion auf einem Poly-
eder im R™ zu minimieren. I. Allg. werden wir daher in diesem Kapitel die Aufgabe

Minimiere f(z) :=c'z+12"Qz auf

alr > b (1=1,...,mp) }

(P) M = {xER":

ajr=0b (i=mo+1,...,m)
betrachten. Hierbei seien aq,...,a,, € R", by,...,b, € R, ¢ € R"” und Q € R™"
symmetrisch (und i. Allg. auch positiv (semi)definit). Zur Abkiirzung setzen wir

al by
A= : e R™", b:= : € R™.

T
a, b,

Unser Ziel wird es sein, numerische Verfahren zur Losung quadratischer Programme
anzugeben und zu analysieren. Im ersten Abschnitt gehen wir auf das primale Ver-
fahren von Fletcher, in dem darauf folgenden Abschnitt auf das duale Verfahren von
Goldfarb-Idnani ein. Schlieflich werden im dritten Abschnitt Ansétze zur Behandlung
von quadratischen Programmen mit sogenannten Box Constraints beschrieben.

3.1 Primale Verfahren

Wir beginnen mit primalen Verfahren bei quadratischen Programmen. Hier wird ei-
ne Folge zuldssiger Losungen mit monoton wachsenden oder zumindestens monoton
nicht fallenden Zielfunktionswerten berechnet und abgebrochen, wenn eine notwendi-
ge (eventuell auch hinreichende) Optimalitdtsbedingung erfiillt ist. Insbesondere muss
beim Start eine zuldssige Ausgangslosung bereitgestellt werden, welche notfalls (&hn-
lich wie beim Simplexverfahren) in einer Phase I berechnet werden muf. Natiirlich ist
der Fall, dass @) positiv definit ist, besonders angenehm. Denn da die Zuléssigkeit von
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(P) nach Angabe einer zuléssigen Ausgangslosung gesichert ist, existiert in diesem Fall
eine eindeutige Losung von (P). Einige Bemerkungen sollen aber auch fiir den Fall
gemacht werden, dass () nur positiv semidefinit (dann ist (P) wenigstens noch ein kon-
vexes Programm, lokale und globale Lésungen stimmen iiberein und die notwendigen
Bedingungen erster Ordnung sind hinreichend fiir Optimalitét) ist.

3.1.1 Das Verfahren von Fletcher

Gegeben sei obiges quadratisches Programm (P) mit der Menge M zuléssiger Losungen.
In diesem Unterabschnitt werden wir ein Verfahren von R. Fletcher (1971 schildern,
welches zu den sogenannten Methoden aktiver Mengen gehort, die auch bei linear re-
stringierten nichtlinearen Programmen eine wichtige Rolle spielen. Ein dhnliches Ver-
fahren ist von D. Goldfarb (1972)E] angegeben worden. Von P. E. Gill, W. Murray
(1978)E] stammen stabile Realisierungen (stabiles, effizientes Updaten der benétigten
Matrizen) dieser Methoden, auch ihre Ausfithrungen werden in diesen Unterabschnitt
einfliefen. Hingewiesen sei schlieflich noch auf das Kapitel {iber quadratische Program-
me bei R. Fletcher (1987)]

Grundlegend ist die Definition der Indexmenge aktiver Restriktionen. Diese ist fiir
ein gegebenes x € M, etwa einer aktuellen Naherung in einem primalen Verfahren,
durch

I(x):={ic{l,...,m}:a v =0b}

deﬁniertﬂ Daher enthélt I(x) insbesondere die Indizes aller Gleichungsrestriktionen,
also {mg + 1,...,m}. Der Einfachheit halber werden wir voraussetzen, dass die Vek-
toren {a;}icmg+1,..m C R™ linear unabhéngig sind, was nach Streichen entsprechender
Gleichungen natiirlich o. B. d. A. angenommen werden kann.

Fiir eine Indexmenge I C {1,...,m} sei die Matrix A; € R?*™ (es sei ¢ := #(I)
die Anzahl der Elemente von I) als die Matrix definiert, die gerade a! fiir 7 € I als
Zeilen (mit einer durch I festgelegten Reihenfolge) besitzt. Entsprechend werden wir
die Bezeichnungen b; und y; usw. benutzen.

Nun konnen wir schon das Verfahren von Fletcher angeben, wobei wir zunachst
voraussetzen werden, dass () € R™*" sogar positiv definit ist. Die Idee zu dem Verfahren
ist einfach. Ist ndmlich © € M eine aktuelle, zuldssige Naherung und I C {1,...,m}
eine Indexmenge, die alle Gleichungsrestriktionen enthélt, mit A;x = by (d.h. es ist
I C I(z)) und Rang (A;) = ¢ mit ¢ := #(I), so bestimme man z* als eindeutige

'FLETCHER, R. (1971) “ A general quadratic programming algorithm.” Journal of the Institute of
Mathematics and its Applications 7, 76-91.

2GOLDFARB, D. (1972) “Extensions of Newton’s method and simplex methods for solving quadratic
programs.” In: Numerical Methods for Nonlinear Optimization. (ed.: F. Lootsma), Academic Press,
New York.

3 GILL, P. E. AND W. MURRAY (1978) “Numerically stable methods for quadratic programming.”
Mathematical Programming 14, 349-372.

4FLETCHER, R. (1987) Practical Methods of Optimization. Second Edition. John Wiley & Sons,
Chichester-New York-Brisbane-Toronto-Singapore.

SMan beachte, dass wir hier die Bezeichnungen gegeniiber dem letzten Kapitel geindert haben.
Bisher wurde mit I(x) die Menge der in x aktiven Ungleichungsrestriktionen bezeichnet.
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Losung des durch lineare Gleichungen restringierten quadratischen Programms
Minimiere f(z) := ¢’z + % 2TQz unter der Nebenbedingung Az = by.

Mit der Variablentransformation z = x + p hat man also die Losung p des Programms
Minimiere (¢ + Qz)"p + %pTQp unter der Nebenbedingung A;p =0

zu berechnen. Ist x + p zulassig, so wird 2t := z + p als neue Naherung akzeptiert,
wobei man sogar schon bei der Losung von (P) angelangt ist, wenn alle zu / und
Ungleichungen gehoérenden Lagrange-Multiplikatoren nichtnegativ sind. Ist zwar x + p
zuléssig, aber einer der zu I und Ungleichungen gehorenden Lagrange-Multiplikatoren
negativ, so entferne man dessen Index aus [I. Ist dagegen x + p nicht zuléssig, so
ist man von x ausgehend zu weit in Richtung p gegangen. In diesem Falle gewinnt
man " € M dadurch, dass man von x aus so weit wie moglich in Richtung p geht,
ohne die Zuléssigkeit zu verletzen. Hierbei wird eine neue Restriktion aktiv, die in die
Indexmenge I aufgenommen wird. Nur etwas genauer lautet das Verfahren von Fletcher
folgendermafsen:

(0) Gegeben sei ein € M und eine Indexmenge I mit {my+1,...,m} C I C I(x)
und Rang (A;) = ¢, wobei q := #(I).

(1) Berechne p € R™ und y; = (v;)iesr mit
¢+ Qr+Qp= Aty Amp =0,

d. h. bestimme die Losung p und den zugehorigen Lagrange-Vektor y; zu dem
durch lineare Gleichungen restringierten quadratischen Programm

Minimiere (c+ Q:c)Tp + % p'Qp unter der Nebenbedingung A;p = 0.

(2) Falls x +p € M, dann:
Setze 7 := x + p.
Bestimme [ € I N{1,...,mo} mit y; = minierng1,..mo} ¥i-
Falls y; > 0, dann:
STOP, z* := ™ ist die Losung von (P).

Andernfalls:
Setze It := T\ {l}.
Andernfalls:
Berechne
. (bi—alz - b, —alx
S(.l",p) = mln{%Tp 1 g1, a;p< O} = W

Setze xt :=x + s(x,p)p und I := T U {r}.
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(3) Setze (z,I):= (z*,I"), gehe nach (1).

Bemerkungen: Wir wollen uns davon iiberzeugen, dass das Verfahren von Fletcher
durchfiihrbar ist. Sei also (x, ) ein Paar, welches den in Schritt (0) angegebenen Be-
dingungen geniigt. Das lineare Gleichungssystem

c+Qr+Qp= Alyr, Ap=0

() ()= ()

ist eindeutig 16sbar, da die Koeffizientenmatrix wegen Rang (A;) = ¢ und der positiven
Definitheit von () nichtsinguléar ist.

Ist nun x +p € M und y; > 0 fiir alle: € I N{1,...,mg}, so sind in z* := 2 +p
die hinreichenden Optimalitatsbedingungen erfiillt, wenn man y* € R™ durch y; := y;
fiir + € I und y; := 0 fiir © &€ I definiert. Ist zwar x + p € M, aber einer der zu einer
Ungleichungsrestriktion [ € I gehorenden Lagrange-Multiplikatoren negativ, so wird
aus I der Index [ entfernt, so dass auch (x*,I1) := (v +p, I\ {I{}) den Bedingungen
in Schritt (0) geniigt.

Sei daher jetzt x+p & M. Wegen {mo+1,...,m} C I C I(z) und A;p = 0 existiert
ein Index i € {1,...,mp} mit ¢ & I, fiir den a! (z + p) < b; bzw. alp < b; — al z < 0.
Dabher ist s(x,p) € [0,1) definiert und offenbar x + tp € M fiir alle alle ¢ € [0, s(z, p)].
Insbesondere ist % := x + s(x, p)p € M zuléssig, ferner wird die (oder genauer: eine)
Ungleichungsrestriktion r, in welcher das Minimum bei der Berechnung von s(z,p)
angenommen wird, in ¥ aktiv. Fiir das neue Paar (z%,I") ist daher offensichtlich
zt € M und {mg+1,...,m} C It C I(z"). Zu zeigen bleibt, dass Rang (A;+) = ¢+1
bzw. a, von {a;}ic; linear unabhiingig ist. Wegen alp = 0 fiir alle s € I und alp < 0 ist
das aber trivialerweise der Fall, so dass auch hier (z*,I") den Eingangsbedingungen
(0) geniigt. Insgesamt ist die Durchfiihrbarkeit des Verfahrens von Fletcher bewiesen.

Eine triviale Bemerkung besteht noch darin, dass y; nicht berechnet zu werden
braucht, wenn = + p ¢ M. Man berechnet also zunéchst nur die erste ,,Komponente“
p der Losung des Gleichungssystems in Schritt (1) (wie dies geschehen kann wird im
Anschluss an diese Bemerkungen erldutert), testet anschliefsend, ob x +p € M (hierzu
brauchen nur die Restriktionen mit einem Index i ¢ I {iberpriift zu werden), und
berechnet y; nur dann, wenn dieser Test erfolgreich verlauft.

Nun interessieren natiirlich die Konvergenzeigenschaften dieses Verfahrens und hier
insbesondere die Frage, ob das Fletcher-Verfahren nach endlich vielen Schritten ab-
bricht. Hierzu tiberlegen wir uns, dass f(z7) < f(z) gilt. Denn wegen

bzw.

fla+tp) = flz)+tlc+Qu) p+itp"Qp
f(@) +t(ATyr — Qp)'p + L2 p"Qp
= flx)+ (G2 —1)p" Qp

ist f(z +tp) < f(x) fur alle t € [0,2) und f(x + tp) minimal fir ¢ = 1. Daher
ist es verniinftig, die neue Naherung ™ in der angegebenen Weise zu definieren, da
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die Zielfunktion auf {z +tp : t > 0} N M gerade in % minimal wird. Jedenfalls ist
f(zT) < f(x) auker in dem entarteten Fall % = x.

Angenommen, das Fletcher-Verfahren breche nicht vorzeitig mit einer Losung ab
und erzeuge eine Folge {(z, Ix)}ren. Es gibt eine unendliche Indexmenge K C N
mit xp + pr € M fiir alle £ € K. Denn ist x + pr € M, so wird die Indexmenge
I); vergrofert und das kann nur endlich oft hintereinander geschehen. Da es ferner
nur endlich viele Indexmengen I C {1,...,m} gibt, existiert unter den Indexmengen
{I }rek eine, welche unendlich oft auftritt. O.B.d. A. ist daher I, = I fiir alle k € K.
Fiir diese k ist z; + pg, da nur von I, = [ abhéngig, selbst von k& unabhéngig. Da
ferner f(wgi1) < f(zg) fir xp1 # ok, gibt es ein by € N mit z, = x4, fiir alle
k > kg. Solche Zyklen sind wie beim Simplexverfahren moglich, gelten aber als ,extrem
unwahrscheinlich und bei der praktischen Realisierung des Verfahrens wird i. Allg.
davon ausgegangen, dass sie nicht auftreten. a

Beispiel: Wir betrachten die Aufgabe

e = () (2 )ex () (1) (9)

(P) unter der Nebenbedingung
—2

1 -1
1 -2 ( = ) > [ -2
—2 -1 2 -3

e (0).

die Kosten sind f(2°) = 0. Dann ist keine der Ungleichungsrestriktionen aktiv, also
19 := (. Es ist p° zu berechnen aus

()4 2)()-(5).
#=('5)

fiihrt. Da 2%+ p® nicht zuléssig ist, ist die maximale Schrittweite s(x°, p°) zu berechnen.
Es ist

\

Wir starten mit

was auf

(=] S

5($0>p0) = min(%’

By, at= 1 ( o ) I'=1u{3}={3}.
Die zugehorigen Kosten sind

f(2') = —6.89540816326531.

[e3)

Im nichsten Schritt sind p' und y;1 = y3 zu berechnen aus dem linearen Gleichungs-
system
1 -1 2 P 25
-1 2 1 =517
-2 -1 0 Y3 0
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Wir erhalten

pi —92.40384615384615
ps | = 4.80769230769231
s 6.73076923076923

Nun ist 2! +p! nicht zulissig, daher ist wieder die maximale Schrittweite zu berechnen.
Man erhalt

s(zt, ph) = 0.02971428571429, z? = ( 1 ) , I? = {3,1}.

Die zugehérigen Kosten sind
f(z®) = —175.

_ Y3
Yrz ( " )

zu bestimmen aus dem linearen Gleichungssystem

Im néchsten Schritt sind p? und

1 -1 2 1 P2 2
-1 2 1 1 |l |>5
—2 -1 0 0 ys | — | 0
-1 -1 0 0 Yo 0

Als Losung erhélt man

() ()

Wir setzen daher 23 := 2 und I3 := I?\ {3} = {1}. Jetzt sind p® und y;s = (y;) aus
dem linearen Gleichungssystem

1 -1 1 p3 2
-1 2 1 pol=15

zu berechnen. Dies ergibt

—0.6
P’ = ( 06 ) . yp=(32).

Da 23 + p? die zweite Restriktion verletzt, ist die maximale Schrittweite s(z?,p®) zu
berechnen. Man erhélt
s(z®,p*) = 0.55555555555556,

damit
4 ( 0.66666666666667

v 1.33333333333333)7 I"=1"0{2} ={1,2}.
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Jetzt miissen p* und yp« = (y1,90)7 aus

1 -1 1 -1 Pt 8
-1 2 1 2 py | | 4
-1 -1 0 0 v | |0

1 -2 0 0 Ya 0

berechnet werden, was auf
. [0 (3111111111111
P=1\o ) 97\ 0.44444444444444

fiihrt. Da 2° := a* 4+ p* = 2* zuldssig ist und die zugehorigen Multiplikatoren sogar
positiv sind, ist die Losung mit zugehorigen Multiplikatoren durch

) 0.66666666666667 ) 3.11111111111111
=1 133333333333333 | y* = | 0.44444444444444
' 0.00000000000000

gegeben. Die zugehorigen Kosten sind
f(z*) = —8.22222222222222.

O

Die Hauptarbeit im Verfahren von Fletcher besteht in der Berechnung der Losung
(p,yr) € R™ x RY des linearen Gleichungssystems

C D))

Nach wie vor gehen wir davon aus, dass @ € R™" positiv definit und Rang (A;) = ¢
ist. Dann ist auch A;Q7'AT € R9%? positiv definit und es ist einfach, die Losung
von (*) geschlossen anzugeben. Denn aus Qp — ATy; = —(c + Q) erhilt man nach
Multiplikation von links mit A;Q ! unter Beriicksichtigung von A;p = 0, daf

Yyr = (AIQ_IA?)_IAIQ_I(C + Ql’)
Aus p = Q1ATy; — Q7 (c + Qx) folgt damit
p=-Q (I - AT(A;,Q A7) A;Q7 ) (¢ + Qu).

Definiert man also (genau wie in dem spéter zu beschreibenden Verfahren von Goldfarb-
Idnani) die Matrizen N; € R und H; € R™*" durch

N[ = (A[QilA?)ilA[Qil, H[ = Q71<[ - A?NI),
so ist die Losung (p,yr) von (x) gegeben durch (siehe auch Aufgabe

p=—H(c+ Qr), yr = Ni(c+ Q).
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Natiirlich konnte man in jedem Iterationsschritt N; und H; mit Hilfe der angegebenen
Formeln neu berechnen, was aber jeweils einen Aufwand von O(n?) flops bedeuten
wiirde. Schon besser ist es, so vorzugehen, wie R. Fletcher (1971) und D. Goldfarb
(1972) vorgeschlagen haben, namlich zu beriicksichtigen, dass sich die Indexmenge [
von Schritt zu Schritt nur um ein Element verdndert. Die entsprechenden Update-
Formeln zur Berechnung von N;+ und Hj+ sind in der Aufgabe [3| (hier ist I :=
I'U{r}) bzw. der Aufgabe |4 (hier ist I™ := I \ {l}) angegeben worden. Besser ist
es, geeignete Zerlegungen von N; und H; upzudaten. Eine Moglichkeit (jedenfalls fiir
den Fall, dass @ positiv definit ist) besteht darin, folgendermafen vorzugehen. Sei
I C{1,...,m} (wieder sei q := #(I) die Anzahl der Elemente von /) eine Indexmenge
mit der Eigenschaft, dass Rang (A7) = q. Gegeben sei Z; € R"™*" derart, dafs

_ Ry \}
a -, A= ()

mit einer oberen Dreiecksmatrix R; € R7*7 ist. Zerlegt man Z; in

Zi=( 2" z2?),
N~ N~
q n—q

so 1st (
— nrTr 2 2)T
Ny =Rz Hy=2P787.

In néchsten Abschnitt werden wir ausfiihrlich schildern, wie man Z; und R; bei Hinzu-
nahme (oder Wegfall eines Index) mit Hilfe von Givens-Rotationen updaten kann. Man
berechnet die Losung (p, yr) des linearen Gleichungssystems (), indem man zunéchst

nr (1)

Z]T(C+Q$) = ( ZI(Q)T(C+Qx) ) = < dé) )
Z;7 (e + Qx) d;
bestimmt und anschliefsend p := — I(z)d?) und y; = R;ld?) durch Riickwértseinset-
zen. Ein kleiner Unterschied zum Verfahren von Goldfarb-Idnani besteht im Start.
Wihrend bei Goldfarb-Idnani am Anfang [ := () gesetzt wird, ist im Verfahren von
Fletcher beim Start i. Allg. [ # (). Z. B. miissen die Indizes zu Gleichungsrestriktionen
in I enthalten sein. Kommen in (P) aber keine Gleichungsrestriktionen vor, so kann
natiirlich auch beim Fletcher-Verfahren zum Start I := () gesetzt werden. Ist aber am
Anfang I # O (und Rang (A7) = ¢), so berechnet man zunéchst eine obere Dreiecks-
matrix Z mit ZZ7 = Q7', setzt Zgy =12 und erhélt hieraus (und der ,leeren* Matrix
R@) durch sukzessive Hinzunahme der Indizes aus I die Matrizen Z; und R;.

Nun setzen wir nicht mehr voraus, dass ) € R™ ™ positiv definit ist. Natiirlich
ist dann weder die Existenz (es ist inf (P) = —oo mdglich) noch die Eindeutigkeit
einer Losung von (P) gesichert. Ferner wird man sich fiir indefinites () damit begniigen
miissen, in einer stationidren Losung von (P) zu enden, also einer zuléssigen Losung, in
der die notwendigen Bedingungen erster Ordnung erfiillt sind.

Ist (x,1) ein Paar, das den Bedingungen in Schritt (0) des obigen Verfahrens von
Fletcher geniigt, ist also x € M und [ eine Indexmenge mit {mo+1,...,m} C I C I(x)
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und Rang (A7) = ¢, so unterscheiden wir zwischen zwei Féllen. Ist @) positiv definit
auf Kern (Aj), ist also p? Qp > 0 fiir alle p € R™\ {0} mit A;p = 0, so kann, falls man
nicht mit einer gefundenen stationéren Losung das Verfahren beendet, wie im obigen
Fletcher-Verfahren ein neues Paar (x*, I") berechnet werden, da dann die Matrix

_( Q A7 (¢-+n)x (q4+n)
K; = < A, 0 eR

nichtsingulér ist (siche Aufgabe [2). Andernfalls bestimme man ein p € Kern (4;) \ {0}
mit p?Qp < 0 und (¢ + Qz)Tp < 0. Dann ist

Pl 1) = F(a) + tle+ Qu)p+ 5 57 Qp < f()

fiir alle t > 0. Ist af p > 0 fiir alle ¢ & I, so ist
z+tpe L(x):={zeR": f(z) < f(z)} N M

fiir alle ¢ > 0. Die Niveaumenge L(z) wire nicht beschrinkt, fiir (¢ + Qz)Tp < 0 oder
pTQp < 0 wiirde sogar inf (P) = —oo folgen. Es liegt daher nahe, in diesem Falle mit
einer entsprechenden Meldung auszusteigen. Existiert dagegen ein i ¢ I mit a p < 0,
so berechne man die maximale Schrittweite

bi —alz b, —alx
s(z,p) :==mind ——= i &I, af <O}:T—"
(2, p) { i Z1, a;p T

und setze anschliefend =7 := 2 + s(x, p)p sowie I := I U {r}. Das in diesem Schritt
gefundene neue Paar (z, 1) geniigt wiederum den Bedingungen in Schritt (0), womit
das Verfahren von Fletcher dem Prinzip nach auch im indefiniten Fall beschrieben ist.

Natiirlich sind hier noch viele Fragen offen geblieben. Vor allem interessiert, wie ein
[terationsschritt effizient und stabil durchgefiihrt werden kann. Hierauf wollen wir nur
sehr kurz eingehen, niheres findet man z. B. bei P. E. Gill, W. Murray (1978), M. J.
Best (1984)f und R. Fletcher (1987). Damit in diesem Unterabschnitt wenigstens ein
Lemma steht, formulieren wir:

Lemma 1.1 Sei Q € R™" symmetrisch, A € R™" und Rang (A) = m. Gegeben
seien ferner eine orthogonale Matrix

Z=(29, 22 )eRrRv"

m n—m

eine obere Dreiecksmatrix R € R™ ™ eine untere Dreiecksmatrix L € R"—m)x(n-m)
mit Einsen in der Diagonalen und eine Diagonalmatrix D € R(—m)x(n=m) mjt

(%) ZWT AT = R, AZ® =, ZWTQz® = LDLT.

Hiermit gilt:

6BesT, M. J. (1984) “Equivalence of some quadratic programming algorithms.” Mathematical
Programming 30, 71-87.
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(a) Es ist Kern (A) = Bild (Z®).

(b) Die Matrix Q ist auf Kern (A) genau dann positiv definit, wenn Z?7QZ®? positiv
definit ist bzw. die Diagonalmatrix D nur positive Elemente enthalt.

(c) Ist Q positiv definit auf Kern (A), so ist bei gegebenem g € R" die eindeutige

Lésung (p,y) von ]
(25)(2%)--(%)

pi=—Z9LDL") 'z, y:=R'ZW7(g+Qp).

gegeben durch

Man kann also p und y dadurch berechnen, dass man zunédchst w € R"™™ aus
LDL™w = —Z®7q durch Riickwarts- und Vorwiértseinsetzen und anschliefend
p = Z@w erhilt bzw. ¢g* := g+ Qp und dann y aus Ry = ZWTg* durch
Riickwartseinsetzen bestimmt.

Beweis: Wegen AZ? = 0 ist offensichtlich Bild (Z®) c Kern (A). Die n —m Spalten
von Z? sind linear unabhiingig, so dass Bild (Z?) ein (n — m)-dimensionaler linearer
Teilraum des R” ist. Ferner folgt aus Rang (A) = m, dass auch Kern (A4) ein (n — m)-
dimensionaler linearer Teilraum des R™ ist. Hiermit ist (a) bewiesen.

Sei ZATQZ? positiv definit. Ist dann p € Kern (A4) \ {0}, so existiert wegen (a)
ein w € R"™™\ {0} mit p = Z@w. Dann ist aber

0 <w'ZPTQZPw = (ZPw)TQ(ZPw) = p" Qp,

d.h. @Q ist auf Kern (A) positiv definit. Die Umkehrung folgt genauso.
Der Beweis von (c) ist einfach, er bleibt dem Leser iiberlassen. a a

Bemerkung: Die folgende Bemerkung soll kléren, unter welchen Voraussetzungen
Matrizen Z, R, L und D mit den in Lemma [I.I] angegebenen Eigenschaften existieren.
Die Matrix AT € R™™ besitzt eine Q R-Zerlegung

ar=z( ),

mit einer orthogonalen Matrix Z € R™"und einer (wegen Rang (AT) = m) nichtsin-
guldren oberen Dreiecksmatrix. Mit der angegebenen Partitionierung

Z = ( VA RE/AC) )

m n—m

sind die ersten beiden Gleichungen in (x) erfiillt. Jede symmetrische Matrix B € R¥**,
deren Hauptabschnittsdeterminanten samtlich von Null verschieden sind, besitzt eine
eindeutige LD L"-Zerlegung, es existiert also eine eindeutige Darstellung B = LDLT
mit einer unteren Dreiecksmatrix L € R¥** die nur Einsen in der Diagonalen enthilt,
und einer Diagonalmatrix D € R***. Dieses einfache Ergebnis folgt aus der eindeuti-
gen Existenz einer LR-Zerlegung einer Matrix, deren Hauptabschnittsdeterminanten
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samtlich ungleich Null sind. Die in Lemma [I.1] auftretenden Matrizen existieren al-
so, wenn samtliche Hauptabschnittsdeterminanten von Z®7QZ®) nicht verschwinden,
was insbesondere dann der Fall ist, wenn @) auf Kern (A) positiv definit ist. a

Sei (x,[) ein Paar mit x € M sowie {mo+1,...,m} C I C I(z) (mit g := #(I)
Elementen) und Rang (A;) = ¢. Entsprechend den Voraussetzungen in Lemma
seien eine orthogonale Matrix

ZI — ( Z}l) Z}Q) ) c Rnxn’
—— ——
q n—q
eine obere Dreicksmatrix Ry € R?%9 eine untere Dreiecksmatrix mit Einsen in der
Diagonalen L; € R®*~9*("=49) ynd eine Diagonalmatrix D; € R=9x(n=a) it

ZWTAT = Ry, Az =0, Z2P7QzY = LiDLY.

Nun interessieren selbstverstandlich Update-Formeln fiir diese Matrizen, wobei die bei-
den Félle zu unterscheiden sind, ob I := I U{r} oder It := I'\ {l} gilt. Der erste Fall
ist der angenehmere, weil wegen Kern (A7) C Kern (A7) aus der positiven Defini-
theit von @ auf Kern (A7) auch die von @ auf Kern (Ajyq) folgt. Die entsprechende
Aussage ist natiirlich beim Wegfall einer Restriktion i. Allg. nicht mehr richtig. Auf
Einzelheiten zu diesen Update-Formeln wollen wir hier verzichten und verweisen auf P.
E. Gill, W. Murray (1978) und die ausfiihrlichen Hinweise zu den Aufgaben [6| und [7]
Zum Schluss dieses Unterabschnittes iiber das Verfahren von Fletcher (und dhnliche
Verfahren) wollen wir noch auf einige Punkte hinweisen, auf die nicht eingegangen wird.
So kann es z. B. sinnvoll sein, spezielle Restriktionen gesondert zu behandeln. Sehr oft
treten sogenannte Box-Constraints auf, also Restriktionen der Form [ < x < u, wo-
bei gewisse Komponenten von [ und u auch gleich —oo bzw. gleich +00 sein kénnen.
Es ist nicht schwierig, hochstens etwas miihsam, die Methode der aktiven Restriktio-
nen addquat zu modifizieren. Ferner weisen wir darauf hin, dass weder das Verfahren
von Goldfarb-Idnani noch das Verfahren von Fletcher in der vorgestellten Form fiir
hochdimensionale und dann i. Allg. speziell strukturierte quadratische Programme ge-
eignet sind. Hinweise zu geeigneten Modifikationen findet man z. B. bei N. I. M. Gould

(19911

3.1.2 Aufgaben

1. Sei Q € R™™ symmetrisch und positiv definit und A € R™*" eine Matrix mit Rang (A) =
m. Man zeige, dass dann die Matrix

_(Q AT
K'_<A 0>

nichtsingulér ist. Ferner zeige man, dass mit

N :=(AQ'ATY'AQ™Y, H:=Q '(I-ATN)

"GouLp, N. I. M (1991) “An algorithm for large-scale quadratic programming.” IMA Journal of
Numerical Analysis 11, 299-324.
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die Inverse K~! gegeben ist durch

. (H NT
K _<N —NQNT )~

Hinweis: Diese Aussage findet man schon bei R. Fletcher (1971).

. Sei Q € R™™ symmetrisch, die Matrix A € R™*™ habe vollen Zeilenrang, d.h. es sei

Rang (A) = m. Hiermit definiere man die Matrix

K = < @ A ) € Rim+m)x(min)

und zeige:

(a) Ist Q auf Kern (A) positiv definit. ist also p? Qp > 0 fiir alle p € R™ \ {0} mit
Ap =0, so ist K nichtsingulér.

(b) Ist @ positiv semidefinit und K nichtsingulér, so ist @ auf Kern (A) positiv definit.

. Sei I C {1,...,m} mit q := #(I) eine (nichtleere) Indexmenge, r € {1,...,m} \ I und

{ai}ierugry linear unabhingig. Die Matrizen
Np:= (A Q'AT)T'A[Q e R, Hp:=Q '(I-AfN;) e R

und die Vektoren
z:= Hra, € R", rr := Nja, € R?

seien bekannt. Man zeige, dafs

N rrzt
N I alz o o 22T
1U{r} — ST ) IU{r} — - al 2
I8
T
alz

. Sei I C {1,...,m} (wieder sei q := #(I)) eine nichtleere Indexmenge mit der Eigen-

schaft, dass die Vektoren {a;};c; C R™ linear unabhéngig sind. Insbesondere sei also
1 < ¢ <n und Rang (A;) = ¢q. Bekannt seien die Matrizen

Npi= (A Q'AD) T A Q7 e R™, Hp:=Q '(I— A N;) € RV

Ferner sei [ € I vorgegeben. Man tiberlege sich, wie man auf effiziente Weise die analog
definierten Matrizen Np gy und Hp (3 berechnen kann.

. Gegeben sei das (iibliche) quadratische Programm (P) mit der symmetrischen, positiv

definiten Matrix @ € R™"*". Das Paar (z, I) geniige den Bedingungen in Schritt (0) des
Fletcher-Verfahrens. Sei (p,yr) die eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems
in Schritt (1). Esseiz+p € M und y; < 0 fiireinl € IN{1,...,mp}. Wie im Verfahren
von Fletcher setze man 27 := z + p und It := I'\ {l}. Ist dann p* die Lésung von

Minimiere (¢ + Qz )Tz + %ZTQZ unter der Nebenbedingung A;+z =0,

so ist al pt > 0 und (¢ + Q2" pt = —(pT)TQp™ < 0, insbesondere also p* # 0.
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6. Sei I C {1,...,m} (mit ¢ := #(I)) und r € {1,...,m} \ I. Die wie iiblich definier-
ten Matrizen A; und Apyq) mogen maximalen Zeilenrang g bzw. ¢ + 1 besitzen, die
Matrix Q € R™ " sei symmetrisch und auf Kern (Aj) positiv definit. Bekannt seien die
orthogonale Matrix

Zr=( 2" 7z )ervm,
—— ——
q n—q
die obere Dreiecksmatrix Ry, die untere Dreiecksmatrix mit Einsen in der Diagonalen
L sowie die (positiv definite) Diagonalmatrix D; mit

z0TAT =R, Az =0, 277Qz® =1,D,L].

Man setze I := I U {r} und entwickle ein effizientes, stabiles Verfahren zur Berech-
nung der Matrizen Z+, R;+, L+ und D+ mit den zu Zy, Ry, Ly bzw. Dy analogen
Eigenschaften.

7. Sei I C {1,...,m} eine Indexmenge mit ¢ Elementen, [ € I und I'" := I'\{l}. Die Matrix
A habe maximalen Zeilenrang, es sei also Rang (A7) = ¢, ferner sei die symmetrische
Matrix @ € R™*"™ auf Kern (Aj) positiv definit. Bekannt seien die orthogonale Matrix

Zr=( 2" z?P)ervm,
—— ——
q n—q

die obere Dreiecksmatrix Ry, die untere Dreiecksmatrix mit Einsen in der Diagonalen
L; sowie die (positiv definite) Diagonalmatrix D; mit

2T AT =R, Az =0, z2PTQz = LiDLT.

Man entwickle ein effizientes, stabiles Verfahren zur Berechnung der Matrizen Z7+, Ry+,
L+ und D+ mit den zu Z7, Ry, Ly bzw. Dy analogen Eigenschaften.

8. Man programmiere das Verfahren von Fletcher und teste das Programm an konvexen,
quadratischen Optimierungsaufgaben mit den folgenden Daten:

(a) Essei m:=4, mp:=4 und n := 3, ferner sei

4 2 2 -8

Q=124 0|, c:=1 —6

2 0 2 —4

sowie

-1 -1 -2 -3
1 0 0 0
A 0 1 0|’ bi= 0
0 0 1 0

Wie bei W. Hock, K. Schittkowski (1981)@ starte man mit der zulassigen Losung
z:=(3,%,3)7 (und damit I := ©).

8SHock, W. AND K. SCHITTKOWSKI (1981) Test Ezamples for Nonlinear Programming Codes.
Lecture Notes in Economics and Mathematical Systems, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New York.
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(b) Es sei m:=17, mg:=7 und n := 4, ferner sei

2 0 -1 0 1

0 1 0 0 -3

Q=1 _41 ¢ o 1| © 1
o 0 1 1 1

und

1 -2 -1 -1 -5

3 -1 -2 1 4

0 1 4 0 3

A= 1 0 0 0], b= 0
0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0o 0 0 1 0

Wie bei W. Hock, K. Schittkowski (1981, S.96) starte man mit der zuldssigen
Losung z == (3, 3,3, 3)7 (und damit I := 0).

9. Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem der Form

Q AT z\ [ a
A 0 y ) \b )’
Hierbei sei € R™*™ symmetrisch und positiv definit, A € R”™*™ mit Rang (A4) = m.

Man zeige, dass man obiges lineares Gleichungssystem mit den folgenden Schritten 16sen
kann:

e Bestimme eine QR-Zerlegung von AT € R™ ™ berechne also, etwa mit dem
Householder-Verfahren, eine orthogonale Matrix Z € R™ ™ und eine (nichtsin-
gulédre) obere Dreiecksmatrix R € R”*™ mit

R

T _

2= (7).
Simultan berechne man

c Bi1 B2 T
= Za, =ZQZ".
( d > ( By1 Bao ) @
Hierbei ist ¢ € R™, d € R"™™, ferner ist Byy € R(—m)x(n-m) symmetrisch und
positiv definit (Beweis?).
e Durch Vorwirtseinsetzen bestimme man u € R™ aus RTwu = b.

e Mit Hilfe des Cholesky-Verfahrens berechne man v € R"™™ aus Boov = d — Boju.

e Gewinne die Anteile z € R", y € R der gesuchten Losung aus

o (1)

Ry =C— Bnu — B12’U

und

durch Riickwéartseinsetzen.



3.2 Das duale Verfahren von Goldfarb-Idnani 99

3.2 Das duale Verfahren von Goldfarb-Idnani

In diesem Abschnitt betrachten wir wieder das quadratische Programm

Minimiere f(z) :=c'z+12"Qz auf

CLZTIZZ)Z (izl,...,m0> }

(P) M = {xER":

ajr=0b (i=mo+1,...,m)

wobei die Matrix () als positiv definit vorausgesetzt wird. Ziel wird es sein, das duale
Verfahren von Goldfarb-Idnani (siehe D. Goldfarb, A. Idnani (1982, 1983) und auch,
in einer allerdings unbefriedigenden Darstellung, P. Spellucci (1993, S. 293 ff))IT_UI darzu-
stellen, welches fiir moderat grofse, nicht speziell strukturierte quadratische Programme,
bei denen die Hessesche der Zielfunktion positiv deﬁnitE-] ist, sicherlich zu den besten
Verfahren gehort. Ahnlich wie das duale Simplexverfahren bei linearen Programmen
erzeugt auch das Verfahren von Goldfarb-Idnani ,optimale”, aber unzuléassige Néhe-
rungslosungen mit monoton wachsenden Zielfunktionswerten. Ein Vorteil eines dualen
Verfahrens gegeniiber einem primalen, in dem eine Folge zuldssiger Losungen mit fal-
lenden Kosten berechnet wird, besteht darin, dass nicht in einer ersten Phase eine
zuldssige Startnédherung bestimmt werden mufs. Im ersten Unterabschnitt werden wir
das Verfahren in seinen Grundziigen beschreiben, im darauf folgenden Unterabschnitt
gehen wir auf einige Einzelheiten einer moglichen Implementation des Verfahrens ein.

3.2.1 Beschreibung des Verfahrens

Bei einer gegebenen Indexmenge I C {1,...,m} definieren wir das (im Vergleich zu
(P)) relaxierte quadratische Programm (P;) durch

Minimiere f(z) := 'z + 3 27Qz  auf
(P;) alz>b;, (teln{l,....my}) }

Mp:=<zecR": ‘
alz=0b; (ieln{me+1,...,m})

Als grundlegend wird sich die folgende Definition herausstellen.

9GOLDFARB, D. AND A. IDNANI (1982) “Dual and primal-dual methods for solving strictly convex
quadratic programs.” In: Numerical Analysis, Proceedings Cocoyoc, Mezico 1982. (ed. J. P. Hennart),
Lecture Notes in Mathematics 909, Springer-Verlag, Berlin.

GOLDFARB, D. AND A. IDNANI (1983) “A numerically stable dual method for solving strictly convex
quadratic programs.” Mathematical Programming 27, 1-33.

YSpeLLUCCI, P. (1993) Numerische Verfahren der michtlinearen Optimierung. Birkhiuser, Basel-
Boston-Berlin.

1 Eine Verallgemeinerung des Goldfarb-Idnani-Verfahrens auf den Fall, dass die Hessesche der Ziel-
funktion nur positiv semidefinit ist, ist kiirzlich von

N. L. BOLAND (1997) “A dual-active-set algorithm for positive semi-definite quadratic programming.”
Mathematical Programming 78, 1-27.

angegeben worden.
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Definition 2.1 Ein Paar (z,1) mit z € R" und I C {1,...,m} heift ein Lisungspaar
fiir das quadratische Programm (P), wenn

1. [ eine Indexmenge ist, fiir die {a;};c; C R™ linear unabhéngig sind,
2. das relaxierte quadratische Programm (P;) zuléssig ist, also M; # O gilt,

3. x € M; die (eindeutige) Losung von (Pr) ist und zusitzlich oz = b; fiir alle
ieIN{l,...,m} gilt.

Mit (—Q ¢, D) kann ein Losungspaar fiir das quadratische Programm (P) sofort an-
gegeben werden. Klar ist, dass es nur endlich viele Losungspaare gibt. Ist ferner (z, I)
ein Losungspaar mit x € M, so ist = einerseits zuléssig fiir (P), andererseits Losung
des relaxierten Problems (Py), insgesamt also die Losung von (P). Ist umgekehrt (P)
zuléssig und z* € M die Losung von (P), so existiert eine Indexmenge I* C {1,...,m}
derart, dass (z*, I*) ein Losungspaar ist (siche auch Aufgabe |1]).

Ist I := {i1,...,i,} C {1,...,m} eine Indexmenge mit ¢ := #(I) Elementenm, SO
setzen wir naheliegenderweise (wie im letzten Abschnitt)

T
a’il bil

A= : c qun, by = e RY.

a;, b;

g

q

Ahnliche Bezeichnungen fiir andere Matrizen oder Vektoren sind entsprechend zu ver-
stehen.

Bemerkung: Ein Paar (z,]) mit x € R", [ C {1,...,m} (und q := #(I)) ist genau

dann ein Losungspaar fiir das quadratische Programm (P), wenn Rang (A7) = ¢, Ajx =

by und ein y; € RY mit ¢+ Qz = ATy; und y; > 0 fiir alle i € IN{1,...,mg} existiert.
Das zu (P) duale Programm lautet

D) { Maximiere ¢(y) :=b"y — 3 (ATy — )"Q*(ATy —¢) auf

N={yeRm:y, >0 (i=1,...,mg)}.

Sei (z,1) ein Losungspaar und y; € RY ein zugehoriger Vektor von Lagrange-Multi-
plikatoren. Ergédnzt man y; zu einem Vektor y € R™, indem man y; := 0 fiir ¢ €
{1,...,m} \ I setzt, so ist y € N dual zuléssig. Ferner ist

o(y) = by—5(ATy— )" QM (ATy —¢)
= bryr— 5 (ATyr — )" Q™ (ATyr — ¢)
= (A7y) 7 — 5 (Q2)"Q (Qx)
= (c+Qu)"z—12"Qux
= f(z).

12Diese Bezeichnung werden wir beibehalten: Ist I C {1,...,m} eine Indexmenge, so sei grundsétz-
lich ¢ := #(I) die Anzahl der Elemente von I.
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Daher ist ein Losungspaar (x, I) ,optimal“ in dem Sinne, dass ein dual zuléssiges y mit
f(z) = ¢(y) existiert. Der schwache Dualitiatssatz liefert erneut: Ist zusétzlich x € M,
so ist x die Losung von (P). O

Nun kénnen wir schon einen Modellalgorithmus zum von D. Goldfarb, A. Idnani
(1982, 1983) entwickelten Verfahren zur numerischen Behandlung des quadratischen
Programms (P) angeben.

e Berechne das Losungspaar (20, I°) := (—=Q7'c, D).
o Firk=0,1,...

— Falls #¥ € M, dann: STOP, z* ist die Losung von (P).
— Andernfalls:

* Bestimme verletzte Restriktion p € {1,...,m}\ I*.
* Falls Mgy = O, dann: STOP, (P) ist nicht zuldssig.
x Andernfalls:
- Bestimme Losungspaar (z*1, I¥1) mit I*! = T'U {r}, T Ik
und f(z*1) > f(xF).

Bemerkung: Interessant fiir die praktische Durchfithrung des obigen Modellalgorith-
mus ist vor allem, wie bei Vorliegen eines aktuellen Losungspaares (x, 1) und einer
durch z verletzten Restriktion p € {1,...,m} \ I auf effiziente Weise festgestellt wer-
den kann, ob das relaxierte Programm (PIU{p}) nicht zuldssig ist bzw. My = O
gilt, bzw. wie andernfalls ein neues Losungspaar (z*,I7) mit [T = T U {p}, I C I
und f(z") > f(z) bestimmt werden kann. Auf eine naheliegende Methode zur Beant-
wortung der zweiten Frage gehen wir in Aufgabe [2] ein. Ist die Durchfiithrbarkeit des
Modellalgorithmus gesichert, so ist klar, dass er nach endlich vielen Schritten abbricht,
und zwar entweder mit der Losung z* € M von (P) oder der Information, dass (P)
nicht zuléssig ist. Denn einerseits gibt es nur endlich viele Losungspaare, andererseits
vergrofert sich der Zielfunktionswert von Schritt zu Schritt, wodurch ausgeschlossen
wird, dass man zu einem einmal berechneten Losungspaar zuriickkehrt. 4

Wir stellen uns nun auf den Standpunkt, es sei ein (aktuelles) Losungspaar (x,1)
mit einem zugehorigen Lagrange-Vektor y; € R? bekannt. Ist z € M, so ist x die
Losung von (P). Andernfalls wird eine durch z verletzte Restriktion p € {1,...,m}\ [
bestimmt. Fiir diese ist also b, > agzz, falls p € {1,...,mg}, bzw. b, # agx, falls
p € {mg+ 1,...,m}. Bei der Berechnung eines neuen Losungspaares (xt, ") mit
I =Tu{p}, I CIund f(z*) > f(x) werden zwei Fille unterschieden.

e a, ¢span{a; i € I}
Dann sind auch {a;};eruqpy linear unabhéngig. Wenn méglich wird It := IT'U {p}
gesetzt.

e a, €span{a; :i € [}

Dann ist a, von {a;}icr linear abhéngig. Da p auf alle Félle in /™ aufgenommen
wird, muss mindestens ein Element aus I entfernt werden.
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Beide Fille werden getrennt untersucht. Die genaue Vorgehensweise wird in den beiden
folgenden Lemmata beschrieben.

Lemma 2.2 Sei (z, ) ein Lisungspaar fiir das quadratische Programm (P) mit einem
zugehorigen Lagrange-Vektor yr = (yi)icr € R%, p € {1,...,m}\I eine durch x verletzte
Restriktion und a, ¢ span{a; : ¢ € I}. Dann berechnet der folgende Algorithmus ein
neues Lésungspaar (z*,I%) mit I* = T U {p}, I C I und f(z*) > f(x) sowie einen
zugehorigen Lagrange-Vektor y+.

(0)
(1)

(2)

(3)

Gegeben (x,I,yr, f,0) mit f := f(x), 0 :=0.

Berechne
{ (A, QAT A,Q ey, falls 140,
rr =

0 sonst

sowie .
b, —a:x

. N1 T .__ b 4
z2:=0Q (ap—AIrl), t i

a, z

Falls I = O oder y; — tyr; > 0 fiir allei € I N {1,...,mgy}, dann: STOP, durch

+ oy — (Yl
(%, 17) == (v + 12,1 U{p}), Yr+ -—< 0+t >

ist ein Losungspaar mit zugehérigen Lagrange-Vektor und dem Zielfunktionswert

ff=rah)=f+tGti+0)alz> flx)=f

gegeben.
Berechne
min{%:ielﬂ{l,...,mo}, ri>0} fiir t; >0, y
T 1
tQ = 7' = —.
max{%:iefﬂ{l,...,mo}, TZ<O} fiir t1 <0 T
T

Anschliefsend setze
rT = 1x + ta2, I~ =T\ {l}, yr- = Ti(y; — tory)

sowie
[ri=frtGh+az, 07 =0+t

Hierbei entferne der Operator Tj: R? — R~ die Komponente mit dem Index [.
Dann mache man den Update

(1'7[71917f79) = (557,[773/1—7]”7;97)

und gehe nach (1).
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Beweis: Klar ist, dass der im Lemma angegebene Algorithmus nach endlich vielen
Schritten abbricht, da aus der urspriinglich gegebenen Indexmenge I nur Elemente
entfernt werden und der Algorithmus spétestens dann stoppt, wenn man zur leeren
Menge kommt.

Wir nehmen an, es sei das 5-Tupel (x,1,y;, f,0) mit x € R*, [ C {1,...,m},
yr € R?7 f € R und 0 € R gegeben. Es sei Rang (A;) = ¢ und p der Index einer durch
x verletzten Restriktion mit a, & span {a; : ¢ € I}. Ferner gelte

Arz = by, c+ Qr = ATy; + ba,, v >0 (Geln{l,...,my})

sowie
f=1[f@), Osign(b, —a,z)>0.

Beim Start ist (z, ) das gegebene Losungspaar, y; ein zugehoriger Lagrange-Vektor,
f = f(z) und § = 0. Wie in (1) angegeben, berechnet man anschlieflend r; und z.
Wegen a, & span{a; :i € I} ist z # 0. Ist I # O, so ist A;z = 0 und daher

agz =(a, — Q)" 2+ 2"Qz = (ATr)" 2+ 27Qz = 27Qz > 0.

Ist dagegen I = @, so ist Qz = a,, und daher ebenfalls a2z = 2"Qz > 0. Daher ist ¢,
in Schritt (1) wohldefiniert, es ist ¢; # 0 und signt, = sign (b, — o} z). Fiir t € R sei
x(t) := x + tz. Dann ist
A].’L'(t) = A[l’ +1t A[Z = b]
Iy

und
T

b, —a x
alx(t) =a,x +ta)z =b,+a, 2 <t — pasz)
p
Ferner ist
c+Qu(t) =c+ Qr +1tQz = ATy + 0a, +t (a, — ATry) = AT (y; — try) + (0 + t)a,.

Hieraus folgt: Ist I = @ oder y; — t1r; > 0 fir alle i € T N {1,...,mg}, so ist durch

+ ) . = (Yl
(@, I7) := (z + taz, L U {p}), yr+ '_< 0+t )

ein neues Losungspaar mit zugehorigem Lagrange-Vektor gegeben. Als zugehorigen
Zielfunktionswert berechnet man

f@®) = f@)+(c+ Q) (@" —a)+ 5 (=" —2)' Q" — )
f4+t(ATyr +6a,) 2+ 36127 Q=
= [+t +5h)a>

~~

>0

> ¥

Wird die Abfrage, ob y; —t1r; > 0 fiir allei € IN{1,...,mg} ist, verneint, so wird ¢ in
Schritt (3) berechnet. Ist t; > 0, so ist 0 <ty < ¢;. Fiir t; < 0 (dies kann nur bei einer
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verletzten Gleichungsrestriktion eintreten) ist dagegen t; < to < 0. In jedem Fall ist
y; —tor; > 0 fiir alledi € IN{1,...,mo} und y; — tor; = 0. Im Algorithmus wird dann
in Schritt (3) das neue 5-Tupel (z=, 17, y;-, f~,0) berechnet. Wegen I~ := I \ {l}
und Rang (A7) = ¢ ist Rang (A;-) = ¢ — 1. Ferner verletzt auch z— := x + t52 die p-te
Restriktion wegen

>0 fiir t1 >0,

T — T
by = @y _<t1_t2)apz{<0 fir ¢, <O.

Schlieflich bestétigt man leicht, dass (z—, 1, y;-, f~,07) der Ausgangssituation mit
f~ > f geniigt. Das Lemma ist damit bewiesen. O O

Nun untersuchen wir den zweiten Fall, dass namlich a, € span{a; : i € I} fiir ein
gegebenes Losungspaar (x, ), wobei p der Index einer durch x verletzten Restriktion
ist. Die Vorgehensweise wird im folgenden Lemma erklart. Das Lemma wird aus zwei
Teilen bestehen. Im ersten wird ein Test dafiir angegeben, dass (P ) und damit
auch (P) nicht zuldssig ist. Der zweite Teil des Lemmas geht davon aus, dass dieser
Test passiert wurde. Es wird ein i € IN{1,...,mg} bestimmt, I~ := I'\ {l{} gesetzt und
ein Quintupel (z=, I~ ,y;-, f~,07) berechnet, mit dem in das Verfahren aus Lemma
eingestiegen werden kann.

Lemma 2.3 Sei (z,1) ein Losungspaar fiir (P), y; € R? (mit q := #(I)) ein zuge-
hériger Lagrange-Vektor, p € {1,...,m} \ I eine durch x verletzte Restriktion mit
a, € span{a; : 1 € I'}. Mit
Tr = (A[Q_lA?)_lA]Q_lap
gilt:
1. Ist risign (b, — ax) < 0 fiir alle i € I N{1,...,mg}, so ist (Pugpy) und damit
auch (P) nicht zuléssig.

2. Existiert ein i € I N{1,...,me} mit r;sign (b, — a)x) > 0, so bestimme man
lelIn{l,...,my} mit
min{% cielIn{l,...,mg}, 7 >O} :%, falls bp—ag$>0,
T T
bzw.
Yi . U T
maxq — i€ [N{l,...,mo}, r; <0p ==, falls b,—a,z<0.
T T

Setzt man anschliefsend
=, I7:=1\{l}, 0~ = %, yr- = Tl<y[ — %m),
T T
wobei der Operator T;: RY — RI™! wieder die Komponente mit dem Index |
entferne, so ist a, ¢ span{a; : i € I} und
Ar-x~ =br-, c+ Qx~ :A}F_ylf +0"a,
sowie

(y-)i >0 (tel n{l,...,mp}), 6~ sign (b, — agx’) > 0.



3.2 Das duale Verfahren von Goldfarb-Idnani 105

Beweis: Nach Voraussetzung ist a, € span{a; : i € I} und Rang (A;) = ¢. Daher
besitzt a, eine eindeutige Darstellung der Form a, = ATA\; mit A\; € R% Dann ist aber

AQ e, = AQTTATA,  baw. A= (AQ AT TTAQ e, = 1.

Durch a, = ATr; ist also die gesuchte Darstellung von a, gefunden.

Wir nehmen nun an, es sei r;sign (b, — alx) < 0 fiir alle i € TN {1,...,me}.

Angenommen, es gébe ein z € R" derart, dass x + z zuléssig fiir (Pyug) ist. Wegen
Arx = by ist dann notwendig

. >0 fir ielIn{l,...,mp},
“T) =0 fir ieln{my+1,...,m}.

Das Erfiilltsein der p-ten Restriktion durch x + z impliziert

T >b,—ajz (>0) fir pe{l,...,me},
=b,—alr (#£0) fir pe{mo+1,...,m},

so dass a zsign (b, — a, ) > 0 ist. Andererseits ist

alzsign (b, —alz) = r]Ajzsign (b, —alz)
= Z aj z r;sign (b, — ag )
ieIn{1,..mo} g > g
< 0.

Damit ist die Annahme, (Py,)) sei zuléssig, zum Widerspruch gefiihrt. Der erste Teil
des Lemmas ist bewiesen.

Zum Nachweis des zweiten Teiles nehmen wir an, es sei ; sign (b, — agx) > 0 fir
ein i € I N{l,...,mg} und bestimmen, wie angegeben, | € I N {1l,...,my} sowie
(x=, I ,yr-). Wegen r; # 0, I~ := I\ {l} und der eindeutigen Darstellung von a,

durch
ap = E ri; + 1y
iel~

ist a, & span{a; : i € I"}. Wegen 2~ = x, I~ C I und A;x = by ist trivialerweise
Ar-x = br-. Schlieflich ist

- Yi Yi T Yi
c+ = Ajy; = i@ = (z'__i>i —a, = Ar-yr- + = a,.
Qu 1Y1 Zya + Y Z Y 7,17“ a+rlap 1-Yr +Tlap
1€~ i€l
Die restlichen Aussagen gelten nach Wahl des Index [. Das Lemma ist bewiesen. O O

Damit ist das Verfahren von Goldfarb-Idnani im Prinzip beschrieben. Wir fassen die
Schritte zusammen.

e Input: Gegeben sind die Daten des obigen quadratischen Programms (P), bei
welchem ) € R™" symmetrisch und positiv definit ist.
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(0) Bestimme das unrestringierte Minimum.
Berechne Q! und setze (z, 1, f) :== (—Q '¢, @, —3 " Q'¢) sowie ¢ := 0.
(1) Bestimme eine verletzte Restriktion, falls eine solche existiert.

Falls z € M, dann: STOP, z ist die Losung von (P). Andernfalls bestimme
man eine von x verletzte Restriktion p € {1,...,m} \ I, z. B. die am stérk-
sten verletzte Restriktion (was genauer erklart werden miifite). Anschliefend
setze man o := sign (b, — a)x) und 6§ := 0.

(2) Bestimme primale und duale Richtungen.
Falls I = @ (bzw. ¢ = 0), so setze H; := Q~'. Andernfalls berechne

Np:= (A4Q 'AD) ' A,Q e R, Hp:=Q '(I — AJN;) e R™™.

Dann berechne man z := Hja, und, falls I # O, r; := Nja,.

(3) Bestimme primale und duale Schrittweiten.

Setze .
b, —a,x
pr fur z #O,
t = a, z
000 fir z=0.
Setze
o-o00 falls I =@ oder or; <0 firallei e IN{l,...,me},
lo 1= Yi
— sonst,
T
wobei
y min{&:ielﬂ{l,...,mg}, ri>0} fir o=+1,
U T;
i max{%;z‘em{L...,mo}, ri<0} fir o= —1.
T

Anschlieflend berechne man

Lo min(ty, to) fir o= 41,
" | max(ty,ty)  fir o=-—1.

(4) Test auf Unzulassigkeit.
Ist t = 0 - 00, dann: STOP, (P) ist nicht zuléssig.

(5) Dualer Schritt.
Falls t; = o0 - 00, so setze

0:=0-+t, yn{n = Ti(y; — try), I:=1\{l}, q:=q—1,

und gehe nach (2).
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(6) Primaler und dualer Schritt.

Setze
xi=z+tz, f::f+t(%t+9)agz, 0:=0+t.

(a) Ist t =ty, so setze

—ir
y[U{p}::(yle ]), I::[U{p}, qg:=q+1

und gehe nach (1).
(b) Ist t = t,, so setze

yng =Tilyr —trr),  IT:=I\{l}, q=q-1
und gehe nach (2).

e Output: Das Verfahren bricht (bei exakter Arithmetik) nach einer endlichen Zahl
von Schritten mit der Losung von (P) ab oder es liefert die Information, dass (P)
nicht zulassig ist.

Beispiel: Wie im Anschluss an das primale Verfahren von Fletcher betrachten wir die

Aufgabe
T T
L -2 bl
Minimiere f(:c):z(_6) (i;)—i_%(i;) (_1 2)(2)

.
(P) unter der Nebenbedingung
-1 -1 -2

1 -2 ( " ) > —2
2 -1 2 -3

(xo,lo):((lg),@), f'=-34

das Losungspaar zum Start mit Kosten f°. Alle drei Ungleichungsrestriktionen sind
durch 20 verletzt, da

\

Zu Beginn ist

-1 -1 -2 —16
1 =2 ( 12 > - -2 | = —4
-2 -1 -3 —25

Wir wahlen p = 1 als die am stérksten verletzte Restriktion. Da es sich um eine verletzte
Ungleichungsrestriktion handelt, wird ¢ = 1 gesetzt, danach # = 0. Wir berechnen

2 U T A T N g
S S 1)\ =2 )
Als primale und duale Schrittweiten berechnen wir

1 =3.2000, t» =400,  t=23.2000.
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Anschliefsend wird der primale Schritt gemacht und

. { 0.4000
1.6000

> , 1 = —8.4000, 6 = 3.2000
berechnet, der duale Schritt liefert
y' = (3.2000),  I'={1}.
Im néchsten Schritt ist nur die zweite Restriktion noch verletzt, es ist also p = 2, ferner

ist wieder ¢ = 1 und 8 = 0. Wir berechnen

0.2000 —0.2000
Np = ( —0.6000 —0.4000 ),  Hp = < —0.2000  0.2000 )

und und die primalen bzw. dualen Richtungen

( 0.6000

06000 ) . rp o= (0.2000).

Anschliefend berechnet man die Schrittweiten
t1 = 0.4444, to = 16.0000, t = 0.4444.

Im primalen und dualen Schritt wird zunéachst

z? = ( ?ggg; ) , f? = —8.2222, 0 = 0.4444,
danach
#= (G ) P02
berechnet. Da 22 zulissig ist, hat man die Losung gefunden. O

3.2.2 Implementation des Verfahrens

In diesem Unterabschnitt wollen wir einige Bemerkungen zur numerischen Realisie-
rung des Verfahrens von Goldfarb-Idnani machen. Wichtige Hinweise hierzu (und ein
Fortran-Programm) findet man bei M. J. D. Powell (1983)5] einige davon werden wir
im folgenden schildern.

Gegeben sei wieder die quadratische Optimierungsaufgabe

Minimiere f(z) := 'z + 1 27Qz  auf

alr > b (1=1,...,mp) }

alr=>b; (i=mg+1,...,m)

(P) M = {xE]R":

3powELL, M. J. D. (1983) “ZQPCVX A Fortran subroutine for convex quadratic programming.”
Report DAMTP /1983 /NA17, Department for Applied Mathematics and Theoretical Physics, Univer-
sity of Cambridge.
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Hierbei seien ay,...,a, € R", b = (b;) € R™, ¢ = (¢;) € R" und @ = (¢;;) € R™"
symmetrisch und positiv definit. Die Matrix A = (a;;) € R™ " besitze a] als i-te Zeile,
1=1,...,m.

In dem zu beschreibenden Algorithmus wird nicht getestet, ob die Matrix ) sym-
metrisch ist (es wird nur die obere Hélfte von () benutzt, also nur die ¢;; mit ¢ < j). Die
positive Definitheit von @ kann dadurch gepriift werden, dass eine Cholesky-Zerlegung
von ) vorgenommen wird. Stellt sich hierbei heraus, dass ) nicht ,numerisch positiv
definit® ist, so kann sukzessive ein kleines Vielfaches der Einheitsmatrix zu () addiert
werden (so dass ein in der Zielfunktion eventuell gestortes quadratisches Programm
gelost wird), bis die Cholesky-Zerlegung fiir die so abgednderte Matrix durchfithrbar
bzw. diese positiv definit ist. Hierauf wollen wir aber nicht eingehen.

Wir werden die im letzten Unterabschnitt eingefiihrten Bezeichnungen benutzen.
Das Verfahren von Goldfarb-Idnani hat den folgenden Input und Output:

e Input: Gegeben sind die Daten des obigen quadratischen Programms (P). Das
sind also:

— Die nichtnegative ganze Zahl m ist die Anzahl der Restriktionen.

— Die nichtnegative ganze Zahl mg mit 0 < mg < m gibt die Anzahl der
Ungleichungsrestriktionen an.

— Die Anzahl n € N der Variablen.

— Der Vektor ¢ = (¢;) € R™ und die symmetrische, positiv definite Matrix

Q) = (¢;;) € R™". Die Zielfunktion im quadratischen Programm (P) ist
gegeben durch f(z) := 'z + 5 27 Qu.

— Die Matrix A = (a;;) € R™*" und der Vektor b = (b;) € R™. Die Menge der
zuldssigen Losungen des gegebenen quadratischen Programms ist

( n )

Zaiﬂiji (i=1,...,mp),

=1

M:=qv=(z;) eR": "~
Zaijxj:bi (Z:mo—i-l,,m)
j=1

\ Ve

Schlieflich wird noch eine kleine Zahl ¢ > 0 eingegeben. Reelle Zahlen, die be-
tragsmaélbig kleiner als € sind, werden als Null angesehen.

e Output: Ausgegeben werden

— Eine ganze Zahl k., die Informationen iiber den Ausgang des Verfahrens
gibt. Ist knax > 0, so ist das Verfahren erfolgreich mit einem optimalen
Losungspaar abgebrochen, k.« gibt in diesem Falle die Anzahl der berech-
neten Losungspaare an. Ist dagegen kn.. < 0, so hat sich das gegebene
quadratische Programm (P) als nicht zuléssig herausgestellt.

Die folgenden Grofen sind nur dann sinnvoll besetzt, wenn das Verfahren erfolg-
reich war, also k. > 0 ist.
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— In 2 = (x;) € R" steht die gefundene Losung.

— fuin gibt den Wert der Zielfunktion in der gefundenen Losung x an, es ist
also fiin ==’z + 327 Qu.

— Die nichtnegative ganze Zahl ¢ gibt die Anzahl der Elemente der Indexmenge
I an, fiir die (z,I) ein optimales Losungspaar ist.

— Die Elemente der (optimalen) Indexmenge [ werden in i,ct(1),. .., %act(q)
ausgegeben. Hierbei ist natiirlich 1 < i, (i) <m firi=1,...,q.

— In y,...,y, werden die Lagrange-Multiplikatoren zum optimalen Losungs-
paar (z, ) gespeichert.

Bei einem erfolgreichen Ausgang des Verfahrens ist also x € M zuléssig, fiir
i=1,...,qist y; > 0, wenn 1 < i, (i) < myg, und

Zaijl’j = by, i:iact(l)""7i30t(Q)’
j=1

sowie
n q
¢+ E QT = E iy (3)Yis j=1...,n
k=1 i=1

Die Input-Daten werden durch den Algorithmus nicht {iberschrieben, sie werden
also nicht veréndert.

Nun kommen wir zu einer genaueren Beschreibung des Verfahrens. Im ersten Schritt
wird g := 0 gesetzt. Nun ist die Cholesky-Zerlegung der symmetrischen Matrix @ zu
bilden. Gesucht ist also eine untere Dreiecksmatrix L mit positiven Diagonalelementen
und Q = LLT bzw. eine obere Dreiecksmatrix U mit positiven Diagonalelementen
und Q = UTU. Wie die Cholesky-Zerlegung berechnet wird, ist aus der numerischen
Mathematik wohlbekannt, hierauf wollen wir nicht nédher eingehen.

Nachdem die Cholesky-Zerlegung @ = UTU von @ erhalten wurde, berechnen wir
im néchsten Schritt Z := U~'. Insbesondere ist dann ZZ7 = Q~!, was sich spiter
als wichtig herausstellen wird. Im Anschluss hieran wird das unrestringierte Minimum
z := —Q 'c sowie der zugehérige Funktionswert f := —3 ¢’ Q 'c = 3¢’z berechnet.

Ist (z, I) ein aktuelles Losungspaar, so muss getestet werden, ob z zuléssig ist, und
andernfalls die am meisten verletzte Restriktion bestimmt werden. Auch hierauf wollen
wir nicht ndher eingehen.

Sei I C {1,...,m} (mit ¢ := #(I)) nun eine nichtleere Indexmenge mit der Eigen-
schaft, dass die Vektoren {a;};c; C R" linear unabhéngig sind, also Rang (A;) = ¢ gilt.
Insbesondere sei also 1 < ¢ < n. Die Hauptarbeit beim Verfahren von Goldfarb-Idnani
besteht in der Berechnung der Matrizen

Ny o= (A4Q AN AQ R, Hy = QY1 — ATN;) € RV

bzw. der Vektoren z := Hja, und r; := Nja,, wobei p € I eine durch x € R" verletzte
Restriktion ist (siche Schritt (2) in der Zusammenfassung des Verfahrens von Goldfarb-
Idnani am Schluss des vorigen Unterabschnitts). Von Schritt zu Schritt verandert sich
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die Indexmenge I um genau ein Element, was fiir eine effiziente Implementation natiir-
lich ausgenutzt werden sollte. Zu unterscheiden sind hier die Félle, ob zur Indexmenge
I das Element p hinzugefiigt, oder ein Element [ € I entfernt wird. Ein direktes Upda-
ten von Ny und Hj ist moglich, in den Aufgaben [3|und [] im letzten Abschnitt wurden
hierzu Hinweise gegeben. Insgesamt erhélt man einfache Update-Formeln zur Berech-
nung von N; und Hj, welche zeigen, dass man diese Matrizen von Schritt zu Schritt
mit héchstens O(n?) flops berechnen kann.

Wie oft in einem entsprechenden Zusammenhang ist es aber besser, geeignete Zerle-
gungen von N; und H; von Schritt zu Schritt upzudaten. Wir schildern die Vorschlége
von M. J. D. Powell (1983), die im wesentlichen denen von D. Goldfarb, A. Idna-
ni (1983) entsprechen, welche wiederum auf Vorschldgen von P. E. Gill, W. Murray
(1978) basieren.

Sei I C {1,...,m} wieder eine (nicht notwendig nichtleere) Indexmenge mit der
Eigenschaft, dass die Vektoren {a; };c; linear unabhéngig sind bzw. Rang (A;) = ¢ gilt.
Es existiere eine (nichtsinguldre) Matrix Z; € R™ ", so daf

“ a - g ()

mit einer oberen Dreiecksmatrix R; € R4 deren Diagonalelemente wegen der Rang-
voraussetzung an A; nicht verschwinden, die also nichtsingulér ist. Man beachte, dass
diese Annahme fiir I = ) trivialerweise erfiillt ist, da in diesem Falle Zp = Z mit der

oben berechneten oberen Dreiecksmatrix Z, fiir welche ZZ7 = Q1 gilt, gesetzt werden
kann. Es wird sich herausstellen, dass in Z; und R; alle Informationen zur Berechnung
der Matrizen N; und H; sowie der Vektoren z := Hja, und r; := Nja, enthalten sind.
Um dies einzusehen, denke man sich Z; zerlegt in der Form
Zi=(2" 2,
——
q n—gq

d.h. in Zl(l) € R"*? stehen die ersten ¢ Spalten von Z;, in Z}Q) € R™*("=9) dje restlichen
n — ¢ Spalten. Dann ist nach einfacher Rechnung

N;=R;'zVT g =277

Zur Berechnung von z := Hja, und r; := Nja, ist es daher zweckméRig, zunachst

d(l) }
._ 7T _ 1 q
dl T ZI ap = ( d(2) > a}
I n—q
(2) 42

anschlieflend z := Z;”d;” zu berechnen und r; aus R;r; = dgl) durch Riickwartsein-
setzen zu erhalten.

Entscheidend ist nun, wie man Z;+ und R;+ mit der obigen Eigenschaft (x) be-
stimmt, wenn I dadurch aus I hervorgeht, dass zu I ein Element p ¢ I hinzugefiigt
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wird (dies geschieht nur dann, wenn z := Hja, # 0, also a, von {a;}ics linear unab-
héngig ist), oder ein Element [ € I aus I entfernt wird. Diese beiden Félle werden nun
getrennt untersucht. Gemeinsam ist aber beiden Féllen, dass der Ansatz

Zre = 7,07
mit einer orthogonalen Matrix 2; € R™" gemacht wird. Wegen
I 2t =200 72 = 72,27 =Q7F
=I

ist dann die erste Bedingung in (%) automatisch erfiillt.
In beiden Fillen spielen Givens-Rotationen, also spezielle orthogonale Matrizen,
eine besondere Rolle. Wir benutzen die Funktion “rot”, die zu (a, 8) ein Tripel (c, s, )

mit ¢ + s> =1 und
c s a (v
(= )(3)-03)

bestimmt. Fiir ¢« < k bezeichnen wir eine Givens-Rotation, die nur in den Positionen
(1,7), (i, k), (k,7) und (k, k) von der Einheitsmatrix abweicht und dort mit ¢, s, —s und
c mit ¢® + 5% = 1 besetzt ist, mit Gyy.

Wir wollen uns auf den etwas einfacheren Fall beschrianken, dass nidmlich I :=
T'U{p} mit einem p & I. Der Ansatz Zy gy = Z;0] mit

I, 0O }q
Q= (2)
0 QI }n*q

(I, sei die Einheitsmatrix in R?*?) und der orthogonalen Matrix Q?) € R—a)x(n—aq)

liefert
R d R
T T T I I
Ziom Aoy = Uz (A1 ap ) =0 ( 0 42 )"\ o oo )
I I I

@ 2",
= s Z[ - Z(l) Z(Z) .
( d§2) Z}Q)Tap ( I I )

Es kommt also darauf an, die orthogonale Matrix Q(IQ) so zu bestimmen, daf Q(Ig) d?)

wobel

ein Vielfaches des ersten Einheitsvektors im R"77 ist. Hierzu multipliziert man d?)
sukzessive mit n — g — 1 Givens-Rotationen

Gn*qfl,nfqa ) GQB, G12 S R(n—q)x(n—q)'

Die erste, ndmlich G,,_,_1,—4, annulliert die letzte Komponente von d?’, die néchste
macht die vorletzte Komponente von Gn_q_l,n_qd(f) zu Null, bis schlieklich G5 die
zweite Komponente von Gos - - - Gn,q,lyn,qd?) zum Verschwinden bringt. Einmal er-

zeugte Nullen bleiben hierbei offenbar erhalten. Die gesuchte orthogonale Matrix Q?)
hat daher die Form
ng) = G12Gag - - anqfl,nfq-
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R d(l)
Riugy = ( OTI (;I )} atl

mit der ersten Komponente d; von Q?)d(f). Nun ist es keineswegs notig, sich die Givens-

Damit ist

. 2
Rotationen G,_4—1n—q, - - -, Gi2 zu merken oder gar Qg ) 21 berechnen. Denn wegen

I 0
-2 = (2 2 (0 or ) (2 AP
I

und
BT~ 2P,y Gl

n—q—ln—q’

T

T . o e .
n—q—1m—q - - - » G1g zu multiplizieren. Diese

geniigt es, ZI(Z) sukzessive von rechts mit G

Multiplikationen kénnen sozusagen parallel zur sukzessiven Multiplikation von d?) mit
Gn_g-1n—q,---,G12 erfolgen. Sobald die beiden Multiplikationen durchgefiihrt sind,
kann man die entsprechende Givens-Rotation vergessen. In Pseudocode konnte dies
folgendermafen aussehen, wobei die Funktion “rot” benutzt wird.

e Input:

Eine Matrix Z € R™*",

Eine Indexmenge I = {i,t(1), ..., %act(q)} mit 0 < ¢ <mn —1.
Einpe{l,....m}\ L
Eine obere Dreiecksmatrix R € R%9.

Ein Vektor d € R™.

Hierbei ist
z7T =Q7, ZTAT = ( ? ) , d=7"a,.

® ¢:=q+1, dut(q):=p
Firj=n—-1,...,¢
(¢,s,dj) =rot(d;,d;ji1)
Firi=1,...,n:
temp = cz;; + Sz j11, Zij+1 = —SZij +CZijr1,  Zij = temp
Firi=1,...,¢:

Tigq ‘= dl
e Output:

— Eine Matrix Z € R"*",
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— Die Anzahl der Elemente der gegebenen Indexmenge I hat sich um eines
erhoht, es ist also ¢ := ¢ + 1 und i.4(q) := p gesetzt worden. Die neue
Indexmenge I ist durch I = {iact(1), ..., %act(q)} gegeben.

— Eine obere Dreiecksmatrix R € R7%9,

Nach Abschluss ist

z77 =, ZTAT = ( g ) .
Damit haben wir einige Details einer moglichen Implementation des Verfahrens von
Goldfarb-Idnani besprochen. Weitere Feinheiten sind bei M. J. D. Powell (1983) an-
gegeben. Trotzdem sollte es mit den hier angegebenen Hinweisen moglich sein, ein
einigermafsen effizientes Programm zu schreiben. Hierbei sollte man aber insbesonde-
re fiir den Fall, dass die Matrix () kleine Eigenwerte besitzt, in einigen Schritten die
Méglichkeit einer iterativen Verbesserung eines Losungspaares (z, I') und eines zugeho-
rigen Lagrange-Vektors beriicksichtigen. Hinweise hierzu findet man im Anschluss in
Aufgabe [3

3.2.3 Aufgaben, Erganzungen
1. Gegeben sei das quadratische Programm
Minimiere f(z) := Tz + 1 27Qx auf

(P) afe>b  (i=1,...,mg) }

T

7

M::{JJERnt

a, r="b; (i=mo+1,....,m)

Hierbei seien ay, ..., an, € R\ {0}, b = (b;) € R™, ¢ € R” und @ € R™*" symmetrisch
und positiv definit. Die Matrix A € R™*" besitze a! als i-te Zeile, i = 1,...,m. Sei (P)
zuléssig, x* € M sei die eindeutige Losung von (P). Man zeige, dass eine Indexmenge
I* c {1,...,m} existiert derart, daf (z*, I*) ein Losungspaar fiir (P) ist.

2. Gegeben sei wieder das quadratische Programm (P) aus Aufgabe [I} Sei (x, ) ein Lo-
sungspaar, p € {1,...,m}\I eine durch = verletzte Restriktion und My, # ©. Ferner
sei a, & span{a; : i € I}, so dass die Vektoren {a;};crp) linear unabhéingig sind. Sei
a7 die (cindeutige) Losung von (Pruqp), I :={i € I : al o™ =b;} und I :=T U {p}.
Man zeige, daR (z™, ") ein Losungspaar mit f(z1) > f(z) ist.

3. Gegeben sei die symmetrische, positiv definite Matrix @@ € R™*™ und der Vektor ¢ € R™.
Sei I C {1,...,m} (mit ¢ := #(I)) eine nichtleere Indexmenge mit der Eigenschaft,
dass die Vektoren {a;};c; C R™ linear unabhingig sind bzw. Rang (A;) = ¢ gilt. Es
existiere eine Matrix Z; € R™*"™, so daf

(%) Z1Z{ =Q7',  Z{ Al = fir )
0 }n—q

mit einer oberen Dreiecksmatrix Ry € R?%9. Sei
zr=(2 7).
—— =

q n—q
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Bei gegebenem by € R? berechne man 2, z € R™ aus

T— Z§2)Z§2)Tc fir ¢ <n,

3= Z}l)RI_Tb[, x = { A ) -
z fir qg=n.

Man zeige, dass x eine Losung des durch lineare Gleichungen restringierten quadrati-
schen Programms

Minimiere f(z) := ¢’z + %xTQ:c unter der Nebenbedingung Ajx = by

mit zugehorigem Lagrange-Vektor y; := R;lZgl)T(c + Q%) ist.

4. Sei A € R™" gsymmetrisch. Mit einer Spalten-Version des Cholesky-Verfahrens soll
getestet werden, ob A positiv definit ist. Dies kénnte folgendermafsen aussehen:

e Gegeben sei die symmetrische Matrix A = (a;;) € R™*™.
e Firk=1,...,n:
Berechne ay := ap — Zf;ll l%j.
Falls ag, < 0, dann:
STOP: A nicht positiv definit.
Andernfalls:
Berechne I, = (agk)
Fire=k+1,...,n:

Berechne l; := (a;, — Zf;l Lijleg) /Ui

1/2

Angenommen, das Verfahren breche im k-ten Schritt wegen apr < 0 ab. Dann ist

s Li Ly
Ly 1 0 A

mit
i1 0 li1 Ik k-1
Ly = ., Lo:=| :
le—11 - lg—1k—1 lpt - -1
und
Ak - Qkn Ak Qkn
A= S : = SR ; _LQL;
Qnk **+ Qpp Qnk *** dnn
SchlieRlich sei 21 € RF—1 die eindeutige Losung von LlTxl = —LQTel, wobei e; € R?F+1

den ersten Einheitsvektor bezeichnet. Man zeige, dass

akk
Ain(A) < ——=2
min(4) < 1

Man muss also mindestens —ay/(]|z1]|3+1) zu den Diagonalelementen von A addieren,
um eine positiv semidefinite Matrix zu erhalten.
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3.3 Quadratische Programme mit Box-Constraints

Unser Ziel in diesem Abschnitt besteht darin, einige Ideen eines (nicht einfach zu le-
senden) Aufsatzes von T. F. Coleman, Y. Li (1996)] darzustellen. Dieses Verfahren
ist in MATLAB implementiert worden. Eine gut lesbare Darstellung der Ergebnisse
von Coleman-Li wiirde allerdings den Rahmen dieser Vorlesung sprengen. Kurz werden
wir auch noch auf quadratische Programme mit Vorzeichenbeschrankungen eingehen.
Gemeinsam ist den beiden Ansétzen, dass das gegebene Problem in ein nichtlineares
Gleichungssystem bzw. eine unrestringierte Optimierungsaufgabe umformuliert wird,
auf welche anschliefend Varianten des Newton-Verfahrens angewandt werden.

3.3.1 Problemstellung, Optimalitatsbedingungen
Gegeben sei die Aufgabe

(P) Minimiere f(z):=c'z+12"Qz auf M:={zeR":l <z <u}.

Hierbei sei @@ € R™"™ symmetrisch und i. Allg. indefinit, [ € {R N {—o00}}"™ und
u € {RN{+o0}}" mit [ < u. Gewisse Variable sind also nach unten und/oder oben be-
schriankt, man spricht von Box-Constraints. Bei Coleman-Li (1996) findet man man ei-
nige Hinweise auf neuere Arbeiten iiber quadratische Programme mit Box-Constraints.
Wir wollen fiir (P) die notwendigen Optimalitdtsbedingungen erster und zweiter Ord-
nung, sowie die hinreichenden Optimalitdtsbedingungen zweiter Ordnung aufstellen,
siehe auch Coleman-Li (1994)E]. Die notwendige Optimalitdtsbedingung erster Ord-
nung fiir eine lokale Losung x* € M von (P) besagt, dass

=0, falls 1; < xf <,
(%) Vi), ¢ <0, falls zf=u,, i=1,...,n.

>0, falls zf =1,
Dies erhélt man entweder durch die Anwendung des Satzes von Kuhn-Tucker oder,
einfacher, aus der notwendigen Bedingung, dass V f(x*)"(x — z*) > 0 fiir alle z € M.
Wir wollen uns iiberlegen, dass diese Aussagen dquivalent dazu sind, dass x* einem
gewissen nichtlinearen Gleichungssystem geniigt. Hierzu definieren wir bei gegebenem
x € R™ den Vektor v(x) € R™ durch:

o Ist Vf(x); <0 und u; < oo, dann sei v(x); := z; — u;.
e Ist Vf(z); > 0und l; > —o0o, dann sei v(x); := x; — ;.
e Ist Vf(z); <0 und u; = oo, dann sei v(z); := —1.

()

e Ist Vf(z); > 0und [; = —o0, dann sei v(z); ;=1

T, F. CoLEMAN, Y. LI (1996) “A reflective Newton method for minimizing a quadratic function
subject to bounds on some of the variables”. STAM J. Optim. 6, 1040-1068.

15T. F. CoLEMAN, Y. LI (1994) “On the convergence of interior-reflective Newton methods for
nonlinear minimization subject to bounds”. Mathematical Programming 67, 189-224.
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und anschliefend die Diagonalmatrix D(x) € R"*" durch
D(z) := diag (Ju(z)1[Y%, ..., Jv(z)a|Y?).

Dann sind die obigen notwendigen Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung () &qui-
valent zu

(xx) D(x*)?Vf(z*) =0

bzw.

@)V (@) =0,  i=1,....n.

Um dies zu beweisen, sei x* € M vorgegeben. Es gelte (x) und ¢ € {1,...,n} sei
fest vorgeben. Wir wollen zeigen, dass |v(z*);|V f(z*); = 0. Dies ist fir Vf(z*); =0
trivialerweise richtig, so dass wir V f(z*); # 0 annehmen kénnen. Ist V f(z*); < 0, so
ist 27 = u; < oo und daher v(z*); = 27 —u; = 0. Ist dagegen Vf(z*); > 0, so ist
xf = l; und daher v(z*); = 2} — [; = 0. Nun nehmen wir umgekehrt an, es gelte (k)
und ¢ € {1,...,n} sei fest vorgegeben. Ist [; < =} < wu;, so ist Vf(z*); = 0. Denn
andernfalls folgt aus (xx), dass v(z*); = 0, was aber wegen [; < z} < u; nicht moglich
ist. Ist xf = u; < oo und V f(x*); # 0, so ist wieder v(z*); = 0. Wére Vf(z*); > 0,
so miisste [; = —oo sein (andernfalls wére v(z*); = zf —[; = 0, also [; = x} = u;, was
wegen [ < u nicht moglich ist), dann aber v(z*); = 1, ein Widerspruch. Also folgt aus
xf = u;, dass Vf(z*); < 0. Entsprechend ist V f(z*); > 0, falls 7 = [; > —oo. Damit
ist nachgewiesen, dass (x) fiir ein 2* € M genau dann gilt, wenn z* eine Losung von
D(z)?V f(z) = 0 ist.

Nun kommen wir zu den notwendigen Optimalitdtsbedingungen zweiter Ordnung.
Wieder sei also z* eine lokale Losung von (P) (nach wie vor nutzen wir nicht aus,
dass f eine quadratische Funktion, sondern setzen nur voraus, dass f zweimal stetig
differenzierbar ist). Wir definieren die Indexmenge der in z* freien Restriktionen durch

Fro={ie{l,....,n}: ; <z} <u}.

Dies ist also genau das Komplement der Indexmenge aller in x* aktiven Restriktionen.
Nun sei p € R™ beliebig mit p; = 0 fiir alle ¢ € {1,...,n} \ F*. Dann ist 2* +tp € M
fir alle hinreichend kleinen [t|. Da ¢(t) := f(2* + tp) bei t = 0 ein lokales Minimum
annimmt, ist nicht nur ¢’(0) = 0 bzw. V f(2*)Tp = 0 (das liefert weniger als wir schon
wissen, ndmlich Vf(z*); = 0, i € F*), sondern auch ¢"(0) = p?V?f(z*)p > 0. Dies

bedeutet, dass
82
10T (i,§)eF*x F*

positiv semidefinit ist. Die Matrix Hp+ ist eine Submatrix von V2 f(z*), die durch Strei-
chen der Zeilen und Spalten zu in x* aktiven Indizes entsteht. Die positive Semidefini-
theit von Hp« und (x) (bzw. (xx)) sind also die notwendigen Optimalitatsbedingungen
zweiter Ordnung.

Die hinreichenden Optimalitdtsbedingungen zweiter Ordnung formulieren wir nur
fiir nichtentartete Punkte x € M. Hierbei heiftt ein € M nichtentartet, wenn

Vf(x)l:0:>ll<$l<ul, Z:L,TL
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Geniigt ein nichtentartetes z* € M den notwendigen Bedingungen erster Ordung (x)
(bzw. (*x)) und ist die Submatrix Hp« von V2 f(x*) positiv definit, so ist z* eine isolierte
lokale Losung von (P). Um dies einzusehen beachten wir zunéchst, dass (Nichtentartung
und notwendige Bedingung erster Ordnung)

=0, falls [; < o} < wy,
Vf(x*); < <0, falls zf =u,, i=1,...,n.

> 0, falls zf =1,

Wire x* keine isolierte lokale Losung von (P), so existiert eine Folge {x} € M \ {z*}
mit f(zg) < f(z*) und z, — x*. Es ist

. . . Ty —a*

T = 2" + tipk mit ty = ||lzg — x|, T
[l

Da man aus {py} eine konvergente Teilfolge auswéhlen kann, kénnen wir o.B.d. A.
annehmen, dass py — p mit p # 0 und (siehe Beweis der allgemeinen hinreichenden
Bedingungen zweiter Ordnung)

« <0, falls zf =, ,
V(") 'p <0, pi{>0 falls 2+ = [, i=1,...,n.

Hieraus folgt offenbar p; = 0 fiir alle i € {1,...,n} \ F* und folglich Vf(z*)Tp = 0
(hierbei sollte man p; natiirlich nicht mit dem i-ten Folgenglied von {py} verwechseln).
Da aufserdem {z;} C M, ist fiir alle k& auch

(D1)s <0, falls  x} = u;, o i
P >0, falls ap =1, =1,...m.

Dabher ist
Vf \Y4 V(") (pr)i + V(x*); (pr)i >0
zl§<u f 11’2—:11 f zxz*; f( ) (k)
i =0 i <0 i >0 >0

fiir alle k. Folglich ist

0 > flzy) — f(a")
f(x™ + tepr) — f(x¥)

1
= i V@) 5tk V2 (E)p

2
>0 >0
1 _
> itip;;FVZf(iﬂk)pk,

wobei 7, auf der Verbindungsstrecke zwischen z;, und x* liegt, so dass auch 7, — z*.
Dann ist pl V2f(Z)pr < 0, nach dem Grenziibergang k — oo folgt p? V2 f(x*)p < 0.
Wegen p # 0 und p; = 0 fiir alle ¢ € {1,...,n} \ F* ist dies ein Widerspruch zur
vorausgesetzten positiven Definitheit von Hp-.
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3.3.2 Motivation des Verfahrens, lokale Konvergenz

Wir gehen jetzt aus von dem quadratischen Programm (P) mit Box-Constraints. Wie

wir im letzten Unterabschnitt gesehen haben, geniigt ein x € M genau dann den

notwendigen Optimalititsbedingungen erster Ordnung, wenn D(z)?V f(z) = 0. Hierbei

ist natiirlich V f(z) = ¢+ Qz, ferner ist
D(x) = diag (Jo(x)1|"?,..., [v(@),|'?) = diag (Jo(2)]'?),

wobei naheliegende Bezeichnungen benutzt wurden und v(xz) € R"™ im vorigen Ab-

schnitt definiert wurde:

o Ist Vf(x

0 und u; < oo, dann sei v(x); := x; — u;.

o Ist Vf(x

(x); <0

e Ist Vf(z); > 0und l; > —oo, dann sei v(x); := x; — ;.
(x); und u; = 0o, dann sei v(z); := —1.
(@)

<0
o Ist Vf(x); >0 und [; = —o0, dann sei v(z); := 1.

Zur Abkiirzung definieren wir F: R" — R" durch F(x) := D(z)?V f(z). Es liegt nahe,
auf das nichtlineare Gleichungssystem F'(x) = 0 das Newton-Verfahren anzuwenden.
Eine geeignete Modifikation ist notig, da die Abbildung F' zwar stetig, aber nicht iiberall
differenzierbar ist. Dies ist in einem 2 € R™ genau dann der Fall, wenn v(z); = 0 fiir
eini € {1,...,n}. Da das Verfahren von Coleman-Li, wie wir sehen werden, nur innere
Punkte von M erzeugt, ist in solchen Punkten die Differenzierbarkeit kein Problem. Sei
nun z € int (M). Wir wollen die Funktionalmatrix von F' berechnen, um die Newton-
Richtung ageben zu kénnen. Zunéchst berechnen wir aber die Funktionalmatrix J*(z)
der Abbildung = — |v(x)|, wobei wir ausnutzen, dass keine Komponente von v(z)
(wegen x € int (M)) verschwindet. Offenbar ist

J(x) = diag (J1y(2), .. ., 5, (7))

it -1, falls v(x); = x; — wy,
Ji(x) = 1, falls o(x); =x; — 1,
0, sonst.
Dann ist aber
F(z+h)—F(z) = diag (jv(z+h))V[f(z+ h)— diag (Jv(z)|)Vf(z)
= diag (Jv(z)| + J*(2)h)(Vf(z) + Qh) — diag (|v(z)|)V f(z)

>

+ o(h)
= diag (|v(z)|)Qh + diag (J*(z)h)V f(x) + o(h)
= [diag (Jv(z)))Q + J(z)diag (|V f(2)])]h + o(h),

~—

wobel

J(x) = diag ([J71(2)], - -, [Jpn (@)])-



120 Quadratische Optimierungsaufgaben

Also ist
F'(z) = D(2)*Q + J(x)diag (|V f(2)]).
Daher ist die Newton-Richtung gegeben durch

p¥(z) = —[D(@)*Q + J(x)diag (|V f(x)])] ' D(2)*V f(x)
= —D(@)[D(x)QD(z) + J(z)diag (|V f(2)])] " D(z)V f ().

Daher liegt es nahe, zunéchst

M(z) := D(z)QD(x) + J (z)diag ([V f(x)])

zu bilden, dann p" () aus

M (z)p" () = —=D(2)V f(x)

zu berechnen und schlieflich die Newton-Richtung aus
p"(x) == D(2)p" (v)

zu erhalten. Wir wollen (bei der folgenden Behauptung wird bei Coleman-Ki (1996)
auf Coleman-Li (1994) verwiesen, wir konnten dieses Ergebnis dort aber nicht finden)
uns iiberlegen:

e In dem nichtentarteten z* € M seien die hinreichenden Optimalitdtsbedingungen
zweiter Ordnung erfiillt. Dann gibt es eine Umgebung U* von x* derart, dass M (x)
fir alle z € U* N M (symmetrisch und) positiv definit ist.

Die Matrix M (x) ist natiirlich trivialerweise symmetrisch. Wir iiberlegen uns, dass
M (z*) positiv definit ist. Mit F™* bezeichnen wir wieder die Indexmenge der freien
Restriktionen. Wir beachten, dass v(z*); = 0 genau dann, wenn i ¢ F*. Fiir ein
beliebiges p € R™ \ {0} ist

TD(@*)QD(x*)p = qu ipiv(*);p;

i,j=1
n

= ) g )ipiv(a);p,
ij=1
1,jEF™

> 0,

wobei das Gleichheitszeichen wegen der positiven Definitheit von (¢;;) j)er+xr+ genau
dann eintritt, wenn v(z*);p; = 0 bzw. p; = 0 fiir alle i € F*. Angenommen, dies ist der
Fall. Dann ist

p"J(a*)diag (|Vf(x"))p = D v} IVf ")l > 0.

igF*

Insgesamt ist gezeigt, dass M (z*) = D(2*)QD(x*) + ( )dlag (IVf(z*)|) positiv de-
finit. Aus Stetigkeitsgriinden ist M(-) auch noch in einer Umgebung von z* positiv
definit.
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Um die strikte Zuléssigkeit zu erhalten, wird man natiirlich eine Schrittweite ein-
fiihren miissen. Als neue Niherung hat man also x, := x + tp”™ (x), wobei die Schritt-
weite ¢ > 0 u.a. dafiir zu sorgen hat, dass mit z auch = strikt zuldssig ist, also in
int (M) liegt. Auferdem sollte |1 —t| = O(||z —2*||) gelten, damit lokal im wesentlichen
das ungedédmpfte Verfahren verwandt wird. Bei Coleman-Li (1994, S.213) wird néher
auf die lokale (quadratische) Konvergenz eingegangen.

3.3.3 Vorzeichenbeschriankte quadratische Programme

Man betrachtd™| das quadratische Programm

1
) Minimiere f(x) :=c'x + -2 Qx auf
M={zeR":2;>0 (j=1,...,n)}.

Hierbei sei () € R™*"™ symmetrisch und positiv semidefinit. Probleme dieser Art treten
entweder direkt, oder auch als duales Programm zu einem sogenannten Least-Distance-
problem auf, wie wir im néchsten Beispiel zeigen wollen.

Beispiel: Gegeben sei das quadratische Programm

1
Minimiere f(z) := 5 |z — z||* auf

(P) ale>b  (i=1,...,mp)
M. =<z eR": T ) .
air=>b (i=mo+1,...,m)
Hierbei seien aq,...,a,, € R by,...,b, € R, z € R" gegeben. Zur Abkiirzung setzen
wir wieder
al by
A= : e R™", b:= : e R™.
al b

Das Problem (P) wird in der Literatur auch ein Least-Distance-Problem genannt, da
es darin besteht, einen gegebenen Punkt z auf ein Polyeder M zu projizieren, also
insbesondere den kiirzesten Abstand von z zu M zu berechnen. Das zu (P) duale
Programm ist

D) Maximiere ¢(y) := b’y — %(ATy +2)T(ATy +2) auf

N={yeR":y; >0 (i=1,...,mp)}.

16Wir schildern hier einige Aspekte der Arbeit

W. L1, J. SWETITS (1993) “A Newton method for convex regression, data smoothing, and quadratic
programming with bounded constraints”. STAM J. Optimization 3, 466—488,

wobei wir aber keineswegs genau diesen Autoren folgen. Siehe auch

W. L1 (1996) “Differentiable piecewise quadratic exact penalty functions for quadratic functions with
simple bound constraints”. STAM J. Optimization 6, 299-315.
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Dieses Problem ist offenbar ein konvexes, vorzeichenbeschrinktes quadratisches Pro-
gramm, wie es eingangs dieses Unterabschnitts angegeben wurde. Die Zulassigkeit
von (P) impliziert die Losbarkeit von (D). Ist y* € N eine Losung von (D), so ist
r* = ATy* + 2 die (eindeutige) Losung von (P). O

Wegen der notwendigen und hinreichenden Optimalitédtsbedingungen, angewandt auf
das vorzeichenbeschriankte Eingangsproblem (P), ist eine Losung 2* € M von (P)
charakterisiert durch

. >0  (j=1,...,n9),
(Qz +C>j{:0 (j:n0+1,.0..,n)

und
() (Qx* +¢) = 0.

Fiir einen Vektor = (x;) € R" sei im folgenden der Vektor ;. € R™ definiert durch

(), :{ max (0, z;) (j=1,...,np),
I T, (j=no+1,...,n).

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass x, die orthogonale Projektion von x auf
C={zeR":2; >0 (j=1,...,n0)}

ist. Dann kann man zunéchst die Optimierungsaufgabe (P) in eine Fixpunktaufgabe
iiberfithren, wie das folgende, einfach zu beweisende Lemma aussagt.

Lemma 3.1 Ist x* € R" eine Lésung von

(+) r=[r—a(Qr+c):

mit einem o > 0, so ist x* € M eine Losung von (P). Ist umgekehrt x* € M eine
Losung von (P) und o > 0 beliebig, so ist x* eine Lésung von (x).

Die Idee bei W. Li, J. Swetits (1993) besteht darin, die vorzeichenbeschriankte, konvexe
quadratische Optimierungsaufgabe (P) bzw. die Fixpunktaufgabe (x) als eine dquiva-
lente unrestringierte konvexe Optimierungsaufgabe zu schreiben. Dass dies moglich ist,
und wie dies geschehen kann, ist die Aussage des folgenden Lemmas.

Lemma 3.2 Mit obigen Bezeichnungen und o > 0 definiere man f,:R" — R durch

1

fale) = 527 (1 — aQ)x — 5 llle — a(@z + ).,

wobei || - || die euklidische Norm auf dem R"™ bedeutet. Dann gilt:

1. Die Abbildung f.,:R"™ — R ist stetig partiell differenzierbar und besitzt den
Gradienten

Via(r) = (I = aQ){x = [r — a(Qz + ¢)]4 }.
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2. Ist 0 < a||Q|| <1, soist f, konvex auf dem R™. Mit B := I — o) ist genauer
B(I — B) positiv semidefinit und

fay) = fal@) =V fa(2) (y=2) = 5(y—2)" BU-B)(y—x)  fir allez,y € R".

DO | —

3. Ist 0 < a||Q|| < 1, s0 ist z* € R"™ genau dann eine Lésung von (P), wenn x* eine
Losung der unrestringiertem konvexen Optimierungsaufgabe

Minimiere f,(x) := %xT(I —aQ)r — % |z — a(Qz + c)]4||?, = €R"

ist.
Beweis: Zur Abkiirzung setzen wir
B :=1-aQ, d = —ac,

so dass f, kiirzer geschrieben werden kann als
1

1
fulw) = 57 B = 2 |[(Ba +d).

Die Abbildung h(t) := (t,)? ist stetig differenzierbar mit 7'(t) = ¢, daher ist

lim fo(z +tp) — fo(x)
t—0 t

= [B(z — (Bz +d)+)]"p,

fao stetig partiell differenzierbar und Vf,(z) = B(z — (Bx + d)). Damit ist der erste
Teil des Satzes bewiesen.

Fiir den zweiten Teil des Satzes beachte man, dass B := 1 —aQ fir 0 < o ||Q| < 1
positiv definit ist, ferner ist ||B|| < 1. Dann ist

Faly) = fal@) = Via@)(y—2) = SyTBy— %xTBx

2
~ SNBy+ I+ S(Bz +a). P
[~ (Br+d), "By~ )

= Ly —2)Bly— )+ (B + By — )

2
— SNBy el + Sl (Ba+ o) P
> 5(y-0)"Bly— ) - 51 By - I
= -2 BU-B)y- =)

Nicht ganz offensichtlich ist in dieser Gleichungs-Ungleichungskette nur die einzige
auftretende Ungleichung bzw.

1 1 1
(Bz+d)i By —z) = 5By + d)4|I" + S (Bz + )1 | > =5 [|1Bly — )"
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Zur Abkiirzung setzen wir
p:= Bx +d, q:=By+d

und zeigen, dass

1 1 1 .
fi = i)+ — pi) — 5(%)1 + 5(]%)1 + 5(%‘ —pi)* >0, i=1,...,n.
Durch Aufsummieren erhélt man die gewiinschte Ungleichung. Fiir i = ng +1,...,n

und allei € {1,...,no} mit p; > 0und ¢; > 0ist f; = 0. Fiiri € {1,...,np} mit p; <0
und ¢; < 0ist f; = 3(g; — pi)* > 0. Ist schlieflich ¢ € {1,...,no} mit p; > 0 und ¢; <0
bzw. p; < 0 und ¢; > 0, so ist f; = 3¢7 bzw. f; = p? — ¢;p; > 0. Damit haben wir
schliefslich nachgewiesen, dass fiir alle z,y € R™ gilt

Folt) — Fole) =V fula) (g — ) > Sy — ) BT ~ By — ).

Sind 0 < Ay < --- <\, <1 die Eigenwerte von B (nattirlich wird weiter 0 < a ||Q]| < 1
angenommen), so sind \;(1 — )\;) die Eigenwerte von B(I — B). Diese liegen séamtlich
in [0, 1], daher ist insbesondere B(I — B) positiv semidefinit und folglich

fay) = fol@) = Via(z) (y —2) >0 fiir alle z,y € R™.

Aus einer bekannten Charakterisierung konvexer Funktionen folgt die Konvexitét von
fo: R" — R auf dem gesamten R".
Ein z* € R" ist genau dann (globales) Minimum der konvexen Funktion f,, wenn

Via(z") = (I = aQ){z" = [2" — a(Qz" + ¢)]+ } = 0.

Fir 0 < a||@Q]] < 1 ist dies wiederum &dquivalent dazu, dass z* Losung der Fixpunkt-
gleichung (*) in Lemma [3.1]ist, was andererseits dquivalent dazu ist, dass x* das Aus-
gangsproblem (P) 16st. O
O

Bemerkung: Ist @ positiv definit, so ist B(I — B) mit B := I —a@ fir 0 < «||Q]| < 1
positiv definit, und daher f, gleichméafig konvex auf dem gesamten R". O

Nun geht es darum, wie man die unrestringierte Optimierungsaufgabe

1 1
(xx) Minimiere f,(z) := §yTBy b |(Bz +d)||?>, z€R"

16sen kann, wobei wir wieder die Abkiirzungen
B:=1-aQ, d = —ac

benutzen. Es liegt nahe, auf (xx) das Newton-Verfahren mit exakter Schrittweite an-
zuwenden. Die Schwierigkeit besteht darin, dass f, zwar einmal, aber i. Allg. nicht
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zweimal stetig partiell differenzierbar ist, weil der Gradient V f, stiickweise linear und
daher die Hessesche V2 f,, stiickweise konstant ist. Dies soll priizisiert werden, wozu wir

1
hal) = | (Be + d). P
setzen. Bei gegebenem x € R" sei

Jo(z) :={je{l,...,no} : (Bx+d); =0}

und
J(x):={je{l,...,no}: (Bx+d); >0tU{no+1,...,n}.

Die z, fiir die Jo(x) # O, sind offenbar kritisch insofern, als h, bzw. f, dort nicht
zweimal differenzierbar sind. Bezeichnet man mit b7, ... bl die Zeilen von B (wegen
der Symmetrie von B sind dann by, ..., b, die Spalten von B) und mit dy,...,d, die
Komponenten von d, so sei

Hj:={z € R": bz +d; =0}, j=1,...,n0,
mit H j bzw. H; seien die zugehorigen offenen Halbraume bezeichnet, also
Hf ={zeR":bJx+d; >0}, H; ={xe€R":bjz+d; <0}

Sei = (B;) € {—1,1}", also  ein Vektor mit ny Komponenten, die sémtlich gleich
—1 oder 1 sind, und

Dg = {xeR":sign(b]T:c—i-dj) =B, j=1,...,n0}.

Hierbei wird sign (0) = 0 vereinbart. Auf diese Weise zerlegen die ny Hyperebenen Hj,
7 =1,...,n9, den R™ in 2™ Mengen, auf denen die Hessesche von h, bzw. f, jeweils
konstant ist. Fiir x € Dy ist genauer

1 1 & ] —
ha(@) = S (Br+d)s | = 5 3 0o+ e) +5 D (e +dy)
Bj:_ll Jj=no+1

und daher o .
Viha(z) =Y bibl + Y bl
=1

Jj= Jj=no+1
Bi=1
Definiert man die Diagonalmatrix
Y5 :=diag (o1,...,0,)
durch
1 falls je{l,...,n0}, B; =1,
oj:=¢ 0 falls je{l,...,no}, B; =—1,
1 falls je{no+1,...,n},
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SO ist
V2ha(x) = BYsB  fiir z € Dy

und daher
V2f.(z) = B — BY4B.

Nun formulieren wir ein geeignet modifiziertes Newton-Verfahren zur Losung der un-
restringierten Optimierungsaufgabe (x*) bezw. der vorzeichenbeschréankten quadrati-
schen Optimierungsaufgabe (P). Hierbei setzen wir voraus, daf die Matrix @) € R"*"
symmetrisch und positiv definit ist, ferner die Konstante o > 0 so klein gewahlt ist,
dass a||Q|| < 1. Die vorzeichenbeschrinkte Optimierungsaufgabe (P) bzw. die unre-
stringierte Optimierungsaufgabe (xx) besitzen dann jeweils die Losung x*. Mit

dy
B=T—-aQ=(b - b,), d:=—ac=

und { 1
fulw) = 5a7Ba = S |(Ba + d). P

hatten wir in Lemma bzw. dessen Beweis nachgewiesen, dass f, stetig partiell
differenzierbar ist,

aly) = fule) = Vul@) (g = ) > 5y~ 2) B - B)(y — )

gilt und B sowie B(I — B) positiv definit sind. Die Hessesche V?f, ist stiickweise
konstant und positiv definit, fiir z € Dg hat sie die Form V?f,(z) = B(I — X3B) mit
einer Diagonalmatrix die fast mit der Einheitsmatrix {ibereinstimmt insofern, als das
j-te Diagonalelement eine 0 ist, wenn j € {1,...,n0} und bfm + d; = 0. Ferner ist
V fo(z) = Blz — (Bx + d)4], die Newton-Richtung also

pi=—Vf(2) 'V fal2) = —(I = 53B) [z — (Bx + d).].

Nun formulieren wir einen Schritt des Newton-Verfahrens mit exakter Schrittweite
zur Losung der unrestringierten Optimierungsaufgabe (xx) (und damit des vorzeichen-
beschrankten quadratischen Programms (P)).

Input: Gegeben z; € R™.

Falls 2y — (Bzy + d)+ = 0, dann: STOP, zy, ist die Lésung von (P).

Bestimme £, € {—1,1}" mit z;, € cl(Dg,), berechne die Diagonalmatrix g,
(s.0.) und anschliefend die Newton-Richtung py := V2 fo(x) 'V fo(z)) bzw.

pr = —(I — X5, B) ap — (Bry, +d)4).

Bestimme ¢, > 0 mit V f, (2, + tepr) pr = 0 bzw.

[I‘k — (Bl‘k + thpk + d)+]T(Bpk) =0.
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e Berechne 1 := xp + txpi.

e Output: Neue Naherung zj1 mit fo(2541) = mingso fo(zr +tpr) < falxr) (oder
die Information, dass zj die Losung ist).

Die Durchfiihrbarkeit dieses Verfahrens ist vollig klar, denn f,, ist unter den getroffenen
Voraussetzungen eine stetig partiell differenzierbare, gleichméfig konvexe Funktion,
ferner ist die Newton-Richtung eine Abstiegsrichtung. Im folgenden Satz (siehe auch
W. Li, J. Swetits (1993, Theorem 3.2)) wird ausgesagt, dass das Verfahren nach endlich
vielen Schritten mit der Losung z* von (P) bzw. (xx) abbricht.

Satz 3.3 Unter obigen Voraussetzungen (insbesondere sei () € R™*"™ symmetrisch und
positiv definit, die Konstante o > 0 sei so klein gewéhlt, dass « ||Q| < 1) bricht
das Newton-Verfahren mit exakter Schrittweite bei beliebigem Startwert xq € R™ nach
endlich vielen Schritten mit der Losung des vorzeichenbeschréinkten quadratischen Pro-
gramms (P) bzw. der unrestringierten Optimierungsaufgabe (xx) ab.

Beweis: Wir machen einen Widerspruchsbeweis, nehmen also an, das Verfahren wiirde
nicht vorzeitig mit der Losung abbrechen und eine Folge {z;} erzeugen. Die Niveau-
menge

Ly :={x e R": fo(x) < folzo)}

ist kompakt (siehe Aufgabe [2)), die Folge {z;} besitzt also einen Haufungspunkt z*.
Dieser ist Limes einer Teilfolge {xy}rex mit einer unendlichen Teilmenge K C N. Es
gibt nur 2" Mengen cl (Dg) mit 5 € {—1,1}". In wenigstens einer dieser Mengen,
etwa in cl (Dg-), miissen unendlich viele der Folgenglieder liegen, also etwa {x}recx~
mit einer (unendlichen) Menge K* C K (und natiirlich auch z* selber). Fir k € K*
ist also

Pr = —(I — EB*B)il[l’k — (B:ck + d)+]

Offenbar ist

lim  pp=p*:=—( —3sB) 2" — (Bz* +d)].

kEK* k—o0

Angenommen, es wire z* # (Bx* 4 d); bzw. p* # 0. Wie wir aus der unrestringierten
Optimierung (die benétigten Voraussetzungen sind wegen Aufgabe [2] erfiillt) wissen,
existiert eine (vom Iterationsindex & unabhéngige) Konstante 6 > 0 mit

Vfa(xk)Tpk>2

fir alle k.
[[px|

Falwe) = falwna) 260

Da {f.(xx)} monoton fallend, nach unten beschrénkt ist, konvergiert { f,(xy)}, insbe-
sondere gilt limy_,o0[fa(2x) — fa(zri1)] = 0. Dann ist aber auch

0= lim Via(ze) e [2* — (Ba* +d)]"B(I — X3 B) z* — (Ba* + d)]
kek* koo ||pgll "] '

Nun ist auch die Matrix B(I — X<B)~! symmetrisch und positiv definit, woraus wir
schlieflich doch * = (Bz* + d) erhalten.
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Bisher haben wir bewiesen: Bricht das Verfahren nicht nach endlich vielen Schritten
ab, so ist die Losung z* von (P) der einzige Haufungspunkt der durch das Verfahren

erzeugten Folge {z}. Dieses x* liegt, wie unendlich viele der zy, in einer Menge cl (Dg-).
Hierbei ist §* € {—1,1}" und

D :{xER":sign(bfx+dj):6;‘, j=1,...,n}

Sei nun zy, das erste Folgenglied, das in ¢l (Dg«) liegt. Wir wollen uns iiberlegen, dass
dann 2541 = 2* baw. V fo(2r41) = 0, der Algorithmus also im néchsten Schritt mit der
Losung z* stehen bleibt. Auf Dg- ist f, eine quadratische Funktion, und zwar ist

folz) = fala™) + %(x —2)"B(I — ¥43-B)(x — z¥) fir z € cl (Dg-).

Nun definiere man g,: R — R als die (auf dem ganzen R") quadratische Funktion

9a(2) = fula®) 5 (= 2" BT = S B — ),

Dann ist Vg, (2*) = 0, also ist #* nicht nur Minimum von f, sondern auch Minimum
von ¢, auf dem ganzen R" bzw.

Ja(2") = min go(2).

Nun ist einerseits
T — V2ga<xk)7lv.ga($k) = 'T*:
da das Newton-Verfahren, angewandt auf die gleichméfig konvexe, quadratische Funk-

tion g,, das Minimum von g, in einem Schritt findet, andererseits ist wegen f,(z) =
go(z) fiir © € ¢l (Dg+) und zy, € cl(Dg«) offenbar

2 — Vga(21) 'Vau (k) = 21 — V2 fol2r) 'V falzr) = 2% + Di.

Dann ist aber

foz(karl) < fa(xk +Pk> = fa(m*) = gelllkr’ll fa(x)

und folglich x;,; = z*. Der Satz ist damit bewiesen. O O

Nun ist gekléart, dass das oben formulierte Newton-Verfahren unter den Voraussetzun-
gen von Satz die Losung in endlich vielen Schritten findet. Fiir die Umsetzung (wir
setzen weiter voraus, dass () € R™ " symmetrisch und positiv definit ist und o > 0
so klein gewdhlt ist, dak «[|@Q]| < 1) sollten wir noch kurz darauf eingehen, wie man
die exakte Schrittweite bestimmt. Sei also x € R"™ eine aktuelle Ndherung, fiir die
x # (Bx + d), die also noch nicht die Losung der gestellten Aufgabe ist. Sei p € R™
die Newton-Richtung (insbesondere ist p # 0) und

g(t) ==V falz+tp)'p= [z +tp— (Bx+tBp+d).]"(Bp),

zu 16sen ist die Nullstellenaufgabe g(t) = 0. Aus Teil 2 von Lemma [3.2] erhalten wir

ful) = faly) = VSulo) "z~ 9) 2 5=~ )" B = B)(z )
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und (vertausche die Rollen von y und z)

Jay) = fa(2) = Vfal(2)" (y —2) > s(z—y)"B(I — B)(z — y)

N | —

fiir alle y, 2 € R™. Durch Additon dieser beiden Ungleichungen folgt
Via(2) = V)" (z=y) > (z = y)"B(I = B)(z —y) fiir alle y,z € R™.
Setzt man hier wiederum speziell y := z + sp und z := x + tp mit s < ¢, so folgt
[V fol@ +1p) = V folz + sp)|'p > (t — 5)p" B(I — B)p,

mit der positiven, nur von p und B abhingenden Konstanten cq := p? B(I — B)p ist
also
g(t) —g(s) > co(t — s) fir s < t.

Insbesondere ist g auf R monoton wachsend (und natiirlich auch stetig). Genauer ist
g(t) = [z +tp — (Bx +tBp +d){|"(Bp) = v + Bt + v" (b — tv),
wobei wir zur Abkiirzung
v = —Bp, v = —zTv, B = —plo, b:=Bx+d

gesetzt haben. Die Funktion ¢ ist stiickweise linear, wobei héchstens ng “Knicke” auf-
treten konnen. Um die Bezeichnungen etwas einfacher zu gestalten, wollen wir nun
annehmen, dass ng = n, dass also im Ausgangsproblem alle Variablen vorzeichenbe-
schrankt sind. Im folgenden ist also x, der “nichtnegative Anteil” des Vektors x. Zur
Bestimmung einer Nullstelle der stiickweise linearen, monoton wachsenden Funktion ¢
kann man den folgenden Algorithmus benutzen. Hierbei vergessen wir, dass ¢g(0) < 0,
so dass wegen der Monotonie von g eine Nullstelle nur in (0, co) liegen kann.

1. Streiche alle verschwindenden Komponenten von v und die entsprechenden Kom-
ponenten von b. Sei J C {1,...,n} die Menge der verbleibenden Indizes.

2. Wihle jy € J und setze t := b, /vj,. Berechne

g(t) =~y + pt+ Z v;max(0,b; — tv;).

jed
3. Falls g(t) = 0, dann: STOP, t ist die gesuchte Nullstelle.

4. Fiir alle 7 € J:

(a) Falls (g(t) > 0, v; > 0 und b;/v; > t) oder (g(t) <0, v; <0 und b;/v; <1t):
Berechne v := v + v;b;, 8 := 8 — v? und setze J := J \ {i}.

(b) Falls (g(t) > 0, v; < 0 und b;/v; > t) oder (g(t) <0, v; > 0 und b;/v; < t):
Setze J := J \ {i}.
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5. Falls J # @, so gehe zu Schritt
6. Ist 5 # 0, soist t := —v/f eine Nullstelle von g, andernfalls hat g keine Nullstelle.

Zumindestens auf den ersten Blick ist keineswegs klar, dass dieser Algorithmus korrekt
ist. Nehmen wir z. B. an, es sei g(t) > 0, v; > 0 und b;/v; > t. Wegen der Monotonie
von g liegt die zu bestimmende Nullstelle von g links von ¢, wegen b; /v; > t auch links
von b; /v;. Wegen v; > 0 ist b; — sv; > 0 fiir alle s links von b;/v;. Fiir diese s ist daher

g(s) = ’y—i—ﬂs—i—Zvj max (0, b; — sv;) = y+vbi+ (B—v7)s+ Z vy max(0, b; — sv;).
= JeI\{i}

Ist dagegen ¢(t) < 0, v; < 0 und b;/v; < t, so braucht man nicht mehr links von ¢ und
erst recht nicht links von b;/v; nach einer Nullstelle von ¢ zu suchen. Wegen v; < 0 ist
b; — sv; > 0 fiir alle s rechts von b;/v;, so dass dort wieder

g(s) =7 +vbi+ (B—v))s+ > vymax(0,b; — sv;).
jeJ\{i}

Entsprechend ist die Argumentation fiir [Ab] Ist etwa g(¢f) > 0, v; < 0 und b;/v; > ¢,
so liegt die gesuchte Nullstelle von g links von ¢ und erst recht links von b;/v;. Fiir
s < b;/v; ist aber
g(s) =~v+Bs+ Z v;max(0,b; — sv;).
JEI\{i}

Entsprechendes gilt fiir den zweiten Fall in Schritt db] In jedem Schritt wird wenigstens
ein Index, namlich der in Schritt [2| gewahlte Index jy, aus der Indexmenge J entfernt.
Daher endet der Algorithmus nach endlich vielen Schritten mit J = (. Dort, wo eine
Nullstelle von g nur liegen kann, ist g durch g(t) = v + 5t gegeben, so dass fiir 8 # 0
die gesuchte Nullstelle durch ¢t = —v/5 gegeben ist.

Damit diirfte die Korrektheit des angegebenen Algorithmus klar sein. Auf weitere
Modifikationen wird bei W. Li, J. Swetits (1993) eingegangen.

3.3.4 Aufgaben
1. Man beweise Lemma Bleibt die Aussage von Lemma [3.1]richtig, wenn man « durch

eine positive Diagonalmatrix ersetzt?

2. Sei fo:R™ — R definiert wie in Lemma also durch

fula) 1= 571~ aQ)r — 5z — a(Qu + L4,

wobei Q € R™ "™ symmetrisch und positiv semidefinit ist und « > 0 so klein gewéhlt
ist, dass «||Q|| < 1. Man zeige:

(a) Der Gradient Vf, ist auf dem R"™ global lipschitzstetig, es existiert also eine
Konstante v > 0 mit

IVfa(z) = Via(y)l < Llz -yl fir alle 2,y € R™.



3.3 Quadratische Programme mit Box-Constraints 131

(b) Ist @ sogar positiv definit, so ist bei beliebigem xy € R™ die Niveaumenge

Ly :={z e R": fo(z) < falzo)}
kompakt.

3. Gegeberﬂ sei das quadratische Programm
1
(P)  Minimiere ¢’z + QmTQx unter den Nebenbedingungen [ < Az < u.

Hierbei sei @ € R™*™ symmetrisch und positiv definit, ferner seien A € R™*™ ¢ € R™
und /[, v € R™ mit [ < u gegeben. Fiir einen Vektor v € R™ seien die Vektoren v4 bzw.
(v){* in naheliegenderweise als Projektion von v auf den nichtnegativen Orthanten bzw.
den Quader [l, u] definiert. Man zeige:

(a) Fiir alle v € R™ ist
(O =0+~ 0)s — (0 u)s.
(b) Esist x € R" genau dann die Lésung von (P), wenn ein w € R™ mit
Qr+c— Alw =0, Az = (Az — aw)}
existiert.

(c) Sei a > 0 beliebig. Dann ist x(w) := Q'(ATw — ¢) mit einem w € R™ genau
dann die Losung von (P), wenn Az(w) = (Az(w) — aw)}.

(d) Sei @ > 0 beliebig. Dann ist z(w) := Q' (ATw — ¢) mit einem w € R™ genau
dann die Losung von (P), wenn

bo(w) == AQH(ATw — ¢) — [AQ™ (ATw — b) — aw] = 0.
(e) Sei a > 0. Zur Abkiirzung setze man
By :=aol — AQ'AT, a:=1+AQ ¢, b:=—(AQ 'c+u).

Dann ist
da(w) = aw — (a + Baw) 4+ + (b — Bow) +.

(f) Mit a > 0 definiere man ®,:R"™ — R durch

« 1 1
Pafw) i= SuTBaw = (@ + Baw)]? = 516~ Baw)y |

wobei || - || die euklidische Norm auf dem R™ bedeutet. Dann gilt:

i. Die Abbildung &, ist auf dem R"™ stetig partiell differenzierbar und besitzt
den Gradienten

V&, (w) = Ba[aw — (a + Baw)+ + (b — Baw)4] = Baa(w).
ii. Ist a > ||[AQ~*AT||, so ist @, auf dem R™ konvex, genauer ist
1
Do (w) — Bo(v) — VL ()T (w —v) > i(w — )T By(al — By)(w —v) >0

fir alle v, w € R™.

17Gjehe auch

W. L1, J. SWETITS (1997) “A new algorithm for solving strictly convex quadratic programs”. STAM
J. Optimization 7, 595-619.
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Kapitel 4

Linear restringierte
Optimierungsaufgaben

In diesem Kapitel betrachten wir Optimierungsaufgaben der Form

(i=1,...,mp) }

r =0 (i=mog+1,...,m)

(P) Minimiere f(z) auf M := {x cR" - ZZT

Es handelt sich hier also um die Aufgabe, eine nichtlineare, und i. Allg. nicht quadra-
tische, Zielfunktion unter (affin) linearen Ungleichungs- und Gleichungsrestriktionen
zu minimieren. I. Allg. werden wir mindestens einmalige stetige Differenzierbarkeit der
Zielfunktion f voraussetzen. Wir werden wieder die Abkiirzungen

al b
A= : e R™" b:= : e R™

T
a,, b,

benutzen. Wir werden zunéachst auf die Methode der aktiven Mengen, danach auf Ver-
fahren der zuldssigen Richtungen eingehen.

4.1 Die Methode der aktiven Mengen

Auf der Darstellung bei P. E. Gill, W. Murray, M. H. Wright (1981, S. 155 ff)E] und
R. Fletcher (1987, S.259 ff)ﬂ aufbauend schildern wir zunéchst die Methode der akti-
ven Mengen. Ahnlich wie in der quadratischen Optimierung (siche das Verfahren von
Fletcher in Unterabschnitt wird hierbei eine Folge von Optimierungsaufgaben
mit linearen Gleichungsrestriktionen gelost. Daher beschéftigen wir uns hiermit im
nachsten Unterabschnitt.

1GiLL, P. E., W. MURRAY AND M. H. WRIGHT (1981) Practical Optimization. Academic Press,
London-New York.

2FLETCHER, R. (1987) Practical Methods of Optimization. Second Edition. John Wiley & Sons,
Chichester-New York-Brisbane-Toronto-Singapore.
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4.1.1 Lineare Gleichungsrestriktionen

In diesem Unterabschnitt betrachten wir Aufgaben der Form
(P) Minimiere f(z) unter der Nebenbedingung Az = b,

wobei A € R™"™ mit Rang (A) = m. Natiirlich kann man bei nichtquadratischem
f:R™ — R nicht erwarten, dass man diese Aufgabe in endlich vielen Schritten 16sen
kann, es liegt aber nahe, dass man sie auf eine unrestringierte Optimierungsaufgabe
zuriickfiihren kann. Wir nehmen hierzu an, es sei eine nichtsinguldre Matrix

nxn
(Y _Z )eR

m n—m

mit AY = I und AZ = 0 bekannt. Insbesondere seien die Spalten von Z eine Basis
von Kern (A), ferner ist Yb eine Losung des linearen Gleichungssystems Ax = b. In
einfacher Weise kann dann das durch eine lineare Gleichung restringierte Problem auf
die unrestringierte Optimierungsaufgabe

(P,) Minimiere (u) := f(z + Zu), uweR"™™

zuriickgefiihrt werden, wobei Ax = b, also x den Gleichungsrestriktionen geniigt (z. B.
ist = Y'b). Hierbei hat man sich unter = eine aktuelle zuldssige Néherung fiir eine
gesuchte (kritische, lokale, globale) Losung von (P) vorzustellen (im ersten Schritt setzt
man also etwa (%) := Y'b). Hierzu kann im Prinzip jedes Verfahren der unrestringierten
Optimierung herangezogen werden, also etwa Quasi-Newton-Verfahren und hier insbe-
sondere das BFGS-Verfahren. Der Gradient von ¢ (natiirlich beztiglich u) ist durch

Vi) = 2TV f(x + Zu),
den sogenannten reduzierten Gradienten, die Hessesche durch
V2h(u) = Z'V2f(x + Zu) Z,

die reduzierte Hessesche, gegeben. Eine notwendige Bedingung dafiir, dass u* eine Lo-
sung von (P,) besteht darin, dass Vi (u*) = 0 und V) (u*) positiv semidefinit ist.
Dies wiederum ist gleichwertig damit, dass in 2* := x + Zu* die notwendigen Optima-
litdtsbedingungen zweiter Ordnung fiir das durch eine lineare Gleichung restringierte
Problem (P) erfiillt sind. Denn Vi (u*) = 0 ist gleichwertig mit

Vf(z*) € Kern (Z7) = Bild (Z)* = Kern (A)* = Bild (A7),

wegen Kern (A) = Bild (Z) ist ferner V*)(u*) genau dann positiv semidefinit, wenn
V2f(z*) auf Kern (A) positiv semidefinit ist. Fiir das weitere ist es wichtig, auch den
zu einer kritischen Losung z* von (P) gehorenden Lagrange-Vektor (oder zumindestens
eine Niherung) zu berechnen, also einen Vektor y* € R™ mit V f(z*) = ATy*. Das ist
aber einfach, wenn man die nichtsingulére Matrix (Y Z ) mit AY =7 und AZ =0
bestimmt hat. Denn wir wissen schon, dass V f(z*) € Bild (A7), also V f(z*) = ATy*
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mit einem gewissen, wegen der Rangvoraussetzung eindeutig bestimmten y* € R™.
Eine Multiplikation mit Y7 liefert

VIV () = YTATY = (AY)Ty =y,

so dass y* := YTV f(z*) der gesuchte Multiplikator ist. Aus einer Niherung xy, fiir z*
erhiilt man schlieRlich eine Niherung fiir y* durch yy, := YTV f(z).

Bemerkung: Einige Bemerkungen sollten noch dazu gemacht werden, wie die nichtsin-
guldre Matrix (Y Z ) mit AY = [ und AZ = 0 bestimmt werden kann. Darauf sind
wir frither schon eingegangen, daher sind die folgenden Aussagen zum Teil Wiederho-
lungen. Die iibliche Methode besteht darin, eine ) R-Zerlegung (z. B. mit Householder-
Matrizen) von AT zu bestimmen, also eine orthogonale Matrix @ € R™" und eine
(nichtsingulére) obere Dreiecksmatrix R € R"™*™ mit

R R
AT:Q<0)=(Q1 Q2)(0)=Q1R
mit Q7 € R™™ und Q, € R™ ™™ Dann haben die Matrizen
Yi=QR™T, Z = ()2

offenbar die geforderten Eigenschaften. Den Vektor Y'b berechnet man durch Vorwérts-
einsetzen und anschliefende Multiplikation mit (1. Den Multiplikator

y =YV (") = RQIVf()

gewinnt man durch Riickwértseinsetzen. Die angegebene Methode heifit orthogonale
Faktorisierungsmethode (siche R. Fletcher (1987, S.234)).

Allgemeiner kann man zur Bestimmung passender Y und Z folgendermafen vor-
gehen: Wihle eine Matrix V' € R™ (™) derart, dass ( AT V) nichtsingulir ist. Die
Inverse dieser Matrix denke man sich durch

(ar vyt = ()

partitioniert. Dann ist offenbar AY = I und AZ = 0. Speziell kann man z. B.

-()

(mit der m X m-Einheitsmatrix /) wéhlen. Denkt man sich A zerlegtin A = ( A; Ay )
mit nichtsinguldarem A; € R™*™ und A, € R™*(=m) henutzt man ferner die Identitét

AT oY/ AT o0\ (YT
AT T S\ -AtAT )\ 2T )

so erhélt man Matrizen Y und Z, die den gestellten Forderungen geniigen. Setzt man
andereseits V' := (), wobei () wie in der orthogonalen Faktorisierungsmethode be-
stimmt ist, so erhélt man auch Y und Z wie in dieser Methode. Dies folgt aus

-1NT
(4t vyt=car @)t = (M)
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Man hat also einige M6glichkeiten, die Matrizen Y und Z zu bestimmen. a

Wie sehen nun Quasi-Newton-Verfahren zur Losung von (P,) bzw. (P) genauer aus?
Die zulédssige Néherung z fiir (P) stehe zur Verfligung, was der Ndherung v = 0 von
(P,) entspricht. Ist B € R=™*(=m) symmetrisch und positiv definit, sowie

B~ V2(0) = 2"V f ().

also B eine Naherung fiir die aktuelle reduzierte Hessesche, so ist die Quasi-Newton-
Richtung im u-Raum durch

p:i=—B"'V¢(0) = -B ' ZTV f(z)

gegeben. Die neue Niherung im u-Raum ist uy 1= 0+ tp = —tB~1ZTV f(x) mit einer
gewissen Schrittweite ¢ > 0, was der neuen Naherung

vy =x+Zut =x+tZp=x—tZBZTVf(x)

im z-Raum entspricht. Man wird also die Schrittweite ¢ > 0 wenigstens ndherungsweise
so bestimmen, dass f auf dem von z ausgehenden Strahl in Richtung Zp minimiert
wird. Beim BFGS-Verfahren bestimmt man die neue Matrix B, bekanntlich durch

(Bs)(Bs)" N yy"

B, =B —
* sTBs yLs’

wobei
yi= Vo(us) = Vi(0) = Z7 [V f(zy) = V()
und
si=up — 0 =us4.

Bekanntlich ist mit B auch B, (symmetrisch und) positiv definit, wenn y%'s > 0. Dies
ist, wie man aus der unrestringierten Optimierung weift, keine grofe Einschrinkung.
Denn dies ist immer erfiillt, wenn v(-) gleichméfig konvex (siehe Aufgabe [1)) ist, wenn
die sogenannte Powell-Schrittweite (wir kommen auf diese noch zuriick) oder iiberhaupt
eine hinreichend genaue Schrittweitenstrategie benutzt wird. Die Hauptarbeit besteht
in der Losung des linearen Gleichungssystems Bp = —V(0). Fiir eine stabile Imple-
mentation ist es ratsam, aus einer Cholesky-Zerlegung (oder einer LD LT-Zerlegung)
von B eine entsprechende Zerlegung von B, zu berechnen. Hinweise hierzu werden in
Aufgabe [2] gegeben.

4.1.2 Der allgemeine Fall

Nun gehen wir davon aus, dass wir nichtlineare Optimierungsaufgaben mit linearen
Gleichungen als Nebenbedingung l6sen konnen und betrachten das Ausgangsproblem
(P). Wir geben den folgenden konzeptionellen Algorithmus an (siehe R. Fletcher (1987,
S.265)). Die Menge der in einem = € M aktiven Indizes bezeichnen wir wieder mit I(z),
die Gleichungsindizes {mo+1, ..., m} sind dann in /(z) enthalten. Fiir eine Indexmenge
I c {1,...,m} seien die Matrix A; und der Vektor b; wieder in gewohnter Weise
definiert. Wir setzen voraus, dass Ay, fiir jedes x € M vollen Rang besitzt.
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1. Gegeben sei ein Paar (z,]) mit € M, I = I(x) und Rang (A;) = #(I). Setze
q == #(I).

2. Bestimme eine Losung p* € R" und einen zugehorigen Lagrange-Vektor y; € R?
der Optimierungsaufgabe

(Py) Minimiere f(x +p) unter der Nebenbedingung A;p = 0.
Bestimme ferner [ € I N {1,...,my} mit

;= min y.
iEIﬂ{l ..... T)’L()}

3. Falls p* = 0 und y; > 0, dann: STOP, da « kritische Losung von (P) ist.
4. Andernfalls:

(a) Falls p* = 0, dann setze 2 := z und I := I\ {l} und gehe nach [f]
(b) Andernfalls:

i. Bestimme die maximale Schrittweite

b —al
s(x,p*) == min{T—a:x cie{l,...,m}\ I, al p* < O},
alp

(2

wobei s(z,p*) 1= +oo gesetzt wird, wenn kein i ¢ [ mit alp* < 0
existiert.

ii. Berechne t* > 0 mit

flx+tp")~ min f(x+tp").
t€(0,5(x,p*)]

iii. Setze xt := x + t*p*.
iv. Falls t* = s(z,p*) = (b,—alz)/(alp*), so setze [T := IU{r}, andernfalls
setze I := I. Gehe nach [l

5. Setze (x,1) := (2%, I") und gehe nach 2|

Einige Bemerkungen zu diesem Algorithmus sind angebracht. Ist in Schritt [3| der Ab-
bruchtest erfiillt, ist also p* = 0 und y; > 0 fir alle i € IN{1,...,mp}, so setze man
yr:=0firallei € {1,...,m}\ I und erkennt anschliefend, dass in x die notwendigen
Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung erfiillt sind, also x eine kritische Losung ist.
Ist zwar p* = 0, aber ¥ = miniern{1,..mo) ¥; < 0, so ist im néchsten Schritt die Losung
p** der Aufgabe, f(x + p) unter der Nebenbedingung Ay ;3p = 0 zu minimieren, nicht
der Nullvektor, da y; # 0 und {a;};cs linear unabhéngig sind. Weiter ist

0
<
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I. allg. scheint nicht gesichert zu sein, dass af p*™* > 0 bzw. p** eine Abstiegsrichtung
ist. Ist allerdings f gleichméafig konvex, so existiert eine Konstante ¢ > 0 mit

CHp**H2 S [Vf(iC +p**) - Vf(:c)]Tp** — _yl* CLZTP**,

so dass in diesem Falle a p** > 0 und p** eine Abstiegsrichtung fiir f in z ist. Wegen
alp** =0 fiir ¢ € I(z) \ {{} und af p** > 0 ist p** auch eine zuldssige Richtung in der
aktuellen Ndherung z. Jetzt nehmen wir an, es sei p* # 0. Natiirlich ist p* eine in x
zuldssige Richtung, da ja Aj)p* = 0. Damit ist die maximale Schrittweite s(x, p*) > 0
wohldefiniert. Jetzt stellt sich die Frage, ob p* auch eine Abstiegsrichtung fiir f in x ist,
d.h. ob Vf(x)Tp* < 0ist. Es scheint, als wenn auch hierzu die gleichmiRige Konvexitit
der Zielfunktion f (wenigstens lokal) gegeben sein muss. Zunéchst existiert ein Vektor
y; € RY mit
Vf(z+p*) = ALyl

woraus man mit A;p* = 0 erhilt, dass Vf(z + p*)Tp* = 0. Mit einer positiven Kon-
stanten c ist daher

cllp"I* < [Vf(@+p7) = VI(@)]'p" = =V [()'p’

und damit V f(z)Tp* < 0 bzw. p* eine Abstiegsrichtung fiir f in z. 1. allg. ist s(z, p*) <
00, in diesem Falle wird (mindestensﬂ) eine bisher inaktive Ungleichungsrestriktion
aktiv.

4.1.3 Aufgaben

1. Ist D C R™ konvex, so heiftt eine Funktion f: D — R bekanntlich auf D gleichmadfig
konvex, wenn eine Konstante ¢ > 0 mit

(I =N f(x1) + Af(22) — f((1 = N)x1 + Az2) > gA(l = A) ||lz1 = z2?

fiir alle 1,72 € D, X € [0, 1] existiert.
Gegeben sei die Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(x) auf M :={x e R": Az = b}.

Hierbei seien A € R"™*™ mit Rang (A) = m und b € R™ gegeben. Wie in Unterabschnitt
4.1.1) geschildert ordne man (P) die unrestringierte Optimierungsaufgabe

(P,) Minimiere ¢ (u) := f(x + Zu), uweR"™,
zu, wobei z zulissig fiir (P) und die Spalten von Z € R"*("=™) (mit Rang (Z) = n—m)

eine Basis von Kern (A) bilden. Man zeige: Ist f gleichméfig konvex auf M, so ist ¢
gleichméfig konvex auf R™~"".

3 Aus Komplexititsgriinden ist es sinnvoll, wenn sich die Indexmenge I in jedem Schritt um héch-
stens ein Element verdndert. Hier kénnte kritisch sein, wenn das Minimum in der Definition der
maximalen Schittweite von mehr als einem Element angenommen wird.
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2. Sei B € R™"™ symmetrisch und positiv definit, y,s € R mit y”s > 0 gegeben (bei
der Anwendung in Unterabschnitt ist n durch n — m zu ersetzen). Es sei eine
Cholesky-Zerlegung von B bekannt, also eine untere Dreiecksmatrix L mit positiven
Diagonalelementen mit B = LLT. Ferner sei

(Bs)(Bs)" | yy"
sT'Bs yl's’

B+2:B—

Man zeige:
(a) Ist
IL7 ]|

y — Lw)”

w = (yT's) JI =LT + wl

so ist By = JpJT.

(b) Die Matrix Jy ist nichtsinguldr und daher B positiv definit.

)

yT's

(c) Ist Jg{ = Q1 Ry eine QR-Zerlegung von JT, wobei (Q4 orthogonal und) Ry eine
obere Dreiecksmatrix mit positiven Diagonalelementen ist, so ist B4 = L+L£ mit
Ly = Ri eine Cholesky-Zerlegung von B, .

(d) Die QR-Zerlegung einer durch eine Matrix vom Rang 1 gestorten oberen Drei-
ecksmatrix kann in O(n?) Flops berechnet werden.

4.2 Verfahren der zulassigen Richtungen

4.2.1 Einige grundlegende Begriffe

In Definition [3.2 in Abschnitt [2.3] hatten wir den Kegel F/(M;x) der zuléssigen Rich-
tungen an eine Menge M C R" in einem Punkt z € M durch

F(M:2) = {p R - Es existiert eine Folge {tx} C Ry mit }

tr, — 0und x + typ € M fiir alle k£

definiert. Ein grofer Vorteil linearer Restriktionen, also einem Polyeder M in obiger
Darstellung als Restriktionenmenge, besteht darin, dass der Kegel der zuléssigen Rich-
tungen leicht angegeben werden kann. Bezeichnet man wieder mit

I(x):={ic{l,...,mo}:alz=b}
die Menge der in x € M aktiven Ungleichungsrestriktionen, so ist offenbar
F(M;z)={peR":a/p>0 (i€ I(x)), alp=0 (i=mog+1,...,m)}.

Ist pe F(M;z) und Vf(z)Tp < 0, so sprechen wir von einer zulissigen Abstiegsrich-
tung in x € M. Gibt es zu einem z € M keine zuldssige Absiegsrichtung, ist also
Vf(x)'p > 0 fiir alle p € F(M;z), so kann man z.B. mit Hilfe des Farkas-Lemmas
leicht zeigen, dass in x die notwendigen Optimalitatsbedingungen erster Ordnung er-
fiillt sind, d. h. es existiert ein y € R™ mit

>0 (i=1,...,mg), Vf(x)=ATy,  y"(Az—0b)=0.
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Eine zuléssige Losung, in der die notwendigen Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung
erfiillt sind, nennen wir auch eine kritische Losung von (P). Auch die Umkehrung der
obigen Aussage ist richtig: Ist x € M eine kritische Losung von (P), so gibt es in x
keine zuldssige Abstiegsrichtung. Ein weiterer Vorteil linearer Restriktionen besteht
darin, dass man ziemlich einfach die mazimale Schrittweite berechnen kann. Allgemein
bezeichnen wir fiir konvexes M C R™ bei gegebenen x € M, p € F(M;x) mit

s(z,p):=sup{t >0:x+tpe M}

die maximale Schrittweite. Hierbei ist s(z,p) = 400 moglich, wenn némlich der ge-
samte, von z in Richtung p ausgehende Strahl innerhalb von M verlauft. Ist M durch
ein Polyeder mit der Darstellung wie im linear restringierten Programm (P) gegeben,
so ist offenbar

. a;f%—bz- )
s(x,p) :mm{m e {l,...,mo} \ I(x), alp < ()}.

Ist al'p >0 fiir alle i € {1,...,mo} \ (), so ist natiirlich s(z, p) = +o0.
Ein Modellalgorithmus fiir ein Verfahren der zuléssigen Richtungen sieht dann fol-
gendermalfen aus:

e Gegeben xy € M.
o Fir k=0,1,...

— Falls F(M;x) N {p € R : Vf(x)'p. < 0} = @, dann: STOP, x;, ist
kritische Losung von (P).

— Andernfalls:
* Wihle py, € F(M;xy) mit Vf(zg) pe < 0.
x Wahle ¢, € (0, s(zg, pr)] mit f(xg + tipr) < f(zk).
x Setze Ty = g + tipr.

4.2.2 Schrittweitenstrategien

Nun ist es einfach, die aus der unrestringierten Optimierung her bekannten Schrittwei-
tenstrategien zu tibertragen. Wir werden uns zwar im weiteren auf linear restringierte
nichtlineare Optimierungsaufgaben der Form (P) konzentrieren, fiir die jetzt folgen-
den Aussagen iiber Schrittweitenstrategien wiirde es aber geniigen, dass die Menge
M der zuldssigen Losungen konvex und abgeschlossen ist. Wie in der unrestringierten
Optimierung setzen wir jetzt voraus:

(V) (a)  Mit einem gegebenen xy € M (gewdhnlich Startwert eines Iterationsverfah-
rens) ist die Niveaumenge Lo := {z € R : f(z) < f(zo)} N M kompakt.

(b)  Die Zielfunktion f ist auf einer offenen Obermenge von Lg stetig differen-
zierbar.
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(¢c)  Der Gradient V f(-) ist auf Lg lipschitzstetig, d. h. es existiert eine Konstante
v > 0 mit

IVi(@) =Vl <~vllz =yl firalez,y € L.

Nun kommen wir zur Definition verschiedener Schrittweitenstrategien. In jedem Fal-
le seien die aktuelle Naherung = € Ly und eine zuléssige Abstiegsrichtung p € R"
vorgegeben.

Die Minimum-Schrittweite ty(x,p) ist definiert als globales Minimum von

o(t) := f(z +tp)

auf [0, s(z,p)]. Da die Niveaumenge Lq als kompakt vorausgesetzt wurde, existiert
tar(z, p) auch dann, wenn s(x,p) = +oc.
Die Curry-Schrittweite to(z, p) ist die erste Nullstelle von

¢'(t) =V f(z+tp)p

in (0, s(z, p)], falls eine solche existiert, andernfalls ist to(x, p) := s(z, p).

Diese beiden Schrittweiten nennt man exakte Schrittweiten, da zu ihrer Realisierung
eine eindimensionale Optimierungsaufgabe bzw. Nullstellenaufgabe exakt gelost werden
muss. Wie in der unrestringierten Optimierung ist es auch hier wichtig, die durch eine
gegebene Schrittweitenstrategie erreichbare Verminderung der Zielfunktion nach unten
abzuschétzen. Fiir die gerade eben definierten exakten Schrittweiten erhélt man das
folgende Ergebnis, das wir hier ohne Beweis angeben (siche auch Aufgabe (3)).

Lemma 2.1 Die Zielfunktion f von (P) geniige den Voraussetzungen (V) (a)—(c).
Dann existiert eine Konstante 8- > 0 derart, dass

f(x) = fe+tu(z,plp) = f(x) = fz+to(z,p)p)

> fo min [—S(:C,p) Vi), <%IH)TP)2]

fiir alle nicht kritischen x € Lo und alle in x zuldssigen Abstiegsrichtungen p € R".

Genau wie in der unrestringierten Optimierung spielen auch bei linear restringierten
nichtlinearen Optimierungsaufgaben sogenannte inexakte Schrittweitenstrategien eine
wichtige Rolle. Die beiden wichtigsten sind die Powell-Schrittweite (gelegentlich auch
nach P. Wolfe benannt) und die Armijo-Schrittweite. Diese wollen wir nun genau defi-
nieren.

Bei der Powell-Schrittweite sind zwei Konstanten o € (0, %) und 8 € (a, 1) vorge-
geben. Man setze tp(z,p) := s(z,p), falls

s(z,p) < 400 und flz+s(z,p)p) < f(x) + as(z,p) Vf(x)Tp,
andernfalls wihle man tp(z,p) € (0, s(z,p)) beliebig mit

f@+tp(x,p)p) < f(2) + atp(z,p) V(@) p,  Vf(x+tplz,p)p)'p> BV f(x)p.
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Natiirlich stellt sich die Frage, ob die Powell-Schrittweite {iberhaupt existiert. Hier
konnen wir uns auf den Fall beschranken, dass s(z, p) < +00, da man das entsprechende
Ergebnis sonst aus der unrestringierten Optimierung kennt. Zur Abkiirzung setzen wir

U(t) = f(2) + atVf(x)'p— f(z +tp).

Dann ist 1/(0) = 0 und ¢'(0) = —(1—a) V f(z)Tp > 0. Angenommen, es sei ¢(s(z,p)) <
0. Dann existiert tp(x,p) € (0, s(x,p)) mit

0 <o(tp(z,p)) = f(x)+atp(z,p) V(@) p— flz +tp(z,p)p)

und

0=¢'(tp(z,p)) = aV f(x) p=V fla+tp(z,p)p)'p > BV f(x) p—V f(x+tp(z, p)p) D,

Insgesamt ist die Existenz der Powell-Schrittweite bewiesen.
Im folgenden Lemma wird eine Lemma entsprechende Aussage fiir die Powell-
Schrittweite formuliert. Wieder verzichten wir auf einen Beweis (sieche Aufgabe H])..

Lemma 2.2 Die Zielfunktion f von (P) geniige den Voraussetzungen (V) (a)—(c).
Dann existiert eine Konstante 8p > 0 derart, dass
V/(z)'p

f(x) = f(z + tp(z,p)p) > Op min[—s(%p) Vi(z)'p (W)z]

fiir alle nicht kritischen x € Ly und alle in x zuldssigen Abstiegsrichtungen p € R".

Bemerkung: Eine geringfiigige Modifikation der Powell-Schrittweite ist sinnvoll, wenn
eine bestimmte Schrittweite, etwa die Schrittweite ¢ = 1 ausgezeichnet ist. Das ist
immer dann der Fall, wenn die Richtung eine Newton- oder Quasi-Newton-Richtung
ist (was das genau ist, das werden wir spéter erldutern). Denn setzt man etwa 5(z, p) :=
min(1, s(z, p)), so kann man bei vorgegebenen Konstanten a € (0, 1) und 8 € (a,1)
die (modifizierte) Powell-Schrittweite tp(z, p) := 5(z, p) setzen, falls

flz+ 5z, p)p) < f(x)+ad(z,p) Vi) p,

andernfalls bestimme man tp(z,p) € (0, 3(z, p)) mit

f@+tp(z,p)p) < f(x) + atp(z,p) V(x)p,  Vf(x+tplz,p)p)'p>BVfx)p.

Natiirlich existiert auch diese (modifizierte) Powell-Schrittweite, ferner gilt eine Lemma
entsprechende Aussage. O

Nun definieren wir schliefslich noch die Armijo-Schrittweite. Wahrend bei der Powell-
Schrittweite eine bestimmte Schrittweite ausgezeichnet sein kann, aber nicht sein muss,
wird bei der Armijo-Schrittweite davon ausgegangen, dass die Schrittweite ¢t = 1 eine
besondere Rolle spielt und nur Schrittweiten in (0, 5(z, p)] mit §(x, p) := min(1, s(z, p))
sinnvoll sind. Wir geben eine Version fiir die Armijo-Schrittweite an, die sich an der
Darstellung bei J. Werner (1992, 166 ff.) fiir unrestringierte Optimierungsaufgaben ori-
entiert.
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e Seien a € (0,3) und 0 <1 < u < 1 gegeben. Setze py := 5(x,p).

e Fir j=0,1,...:
Falls f(z + p;p) < f(x) + ap; Vf(x)Tp, dann: Setze t4(x,p) := p;, STOP.
Andernfalls: Wahle p; 11 € [lp;, up;jl.

Ist z.B. | = u =: p, so ist die Armijo-Schrittweite gegeben durch t4(z,p) = p’s(z, p),
wobei j die kleinste nichtnegative ganze Zahl mit

fla+ 5z, p)p) < f(z) + ap’3(x,p) Vf(z)p

ist. In dieser Form wird die Armijo-Schrittweite i.allg. in der Literatur angegeben,
wegen der groferen Flexibilitdt ziehen wir aber obige Darstellung vor.

Die Ezistenz der Armijo-Schrittweite ist einfach einzusehen. Denn wiirde die obige
Schleife zur Definition der Armijo-Schrittweite nicht vorzeitig abbrechen, so wiirde eine
Folge {p;} C R4 mit p; — 0+ und

f(x+pjp) — f(z)
Py

>aVf(x)'p, j=0,1,...

existieren. Mit j — oo erhielten wir (1 — )V f(z)Tp > 0, was ein Widerspruch zu
a < 1und Vf(z)Tp <0 ist.

Nun kommt noch die Lemma und entsprechende Aussage fiir die Armijo-
Schrittweite (siche Aufgabe [)).

Lemma 2.3 Die Zielfunktion f von (P) geniige den Voraussetzungen (V) (a)-(c).
Dann existiert eine Konstante 8,4 > 0 derart, dass

Flw) = f( + tale, p)p) = 04 min[~5(z,p) V£ (2) ", (%)2}

tiir alle nicht kritischen x € Ly und alle in x zuldssigen Abstiegsrichtungen p € R™.

Die Aussagen der Lemmata [2.1], 2.2 und [2.3| reduzieren sich natiirlich genau auf die aus
der unrestringierten Optimierung bekannten Resultate, wenn s(x,p) = +oc.

4.2.3 Richtungsstrategien

Gegeben sei wieder die linear restringierte Optimierungsaufgabe (P). Fiir eine gegebene
aktuelle Naherung x € M und € > 0 sei

I(v):={ie{l,....mo}:als—b <e}

die Indexmenge der in z e-aktiven Ungleichungsrestriktionen. Man beachte, dass Iy(x)
die Menge der in z aktiven Ungleichungsrestriktionen ist, ferner ist offenbar I.(x) =
{1,...,mo} fur alle hinreichend grofen e. Schlieklich seien noch die folgenden Voraus-
setzungen (siehe der vorige Unterabschnitt) erfiillt:
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(V) (a)  Mit einem gegebenen xy € M (gewdhnlich Startwert eines Iterationsverfah-
rens) ist die Niveaumenge Ly := {z € R : f(z) < f(zo)} N M kompakt.
(b)  Die Zielfunktion f ist auf einer offenen Obermenge von Lg stetig differen-
zierbar.
(¢)  Der Gradient V f(-) ist auf Ly lipschitzstetig, d. h. es existiert eine Konstante
v > 0 mit

IVi(@) =Vl <vlz -yl firale .,y e Lo

Wir stellen uns nun das folgende Problem: Gegeben sei ein nicht kritisches x € Ly,
etwa eine aktuelle Ndherung fiir eine (lokale oder kritische) Losung von (P). Gesucht
ist eine in z zuldssige Abstiegsrichtung, also ein p € F(M;x) mit Vf(z)Tp < 0. Das
folgende Lemma gibt eine Antwort auf dieses Problem.

Lemma 2.4 Sei B € R™"™ symmetrisch und positiv definit, ¢ > 0 und x € M. Sei p
die eindeutige Losung des quadratischen Programms

P (2) Minimiere V f(x)'p+ §p"Bp unter den Nebenbedingungen
T
¢ alp>b;,—alz (i € I(z)), alp=0 (i=mo+1,...,m).

Dann gilt: Ist p # 0, so ist p eine in x zuldssige Abstiegsrichtung mit 0 < p? Bp <
—V f(z)Tp, andernfalls ist x eine kritische Lésung von (P).

Beweis: Natiirlich besitzt das quadratische Hilfsproblem (P.(x)) eine eindeutige Lo6-
sung, da es zuléssig ist (p = 0 gentigt allen Restriktionen) und die Zielfunktion gleich-
mékig konvex ist. Die Losung p ist durch die Existenz von Multiplikatoren y;, i €
I.(z) U{mo+1,...,m} charakterisiert, welche den Bedingungen

v >0 (i€ l(x)), Vf(x)+ Bp = Z yia; + Z Yi;

i€l (x) i=mo+1

sowie
yi(alp+alz—b)=0 (i€ I(z))

gentigen. Ist p = 0 und definiert man y; := 0 fir alle ¢ € {1,...,mo} \ I.(z), so ist
yi >0 (i=1,...,m), vf(x)zzyiaia yilajz —b)=0 (i=1,...,m).
i=1

Das wiederum bedeutet, dass in z die notwendigen Optimalitdtsbedingungen erster
Ordnung erfiillt sind bzw. z eine kritische Losung von (P) ist. Sei daher nun p # 0.
Offensichtlich ist p € F(M;z). Ferner ist

Vf(x)'p+p'Bp= Z yia; p = Z yi (bi—ajx) <0,
i€l (x) i€le(x) >0 <0
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so dass, wie behauptet, 0 < p’ Bp < —V f(x)Tp, insbesondere p also auch eine Ab-
stiegsrichtung ist. a
O

Bemerkung: Die Motivation fiir die in Lemma angegebene Richtungsstrategie
diirfte klar sein. Ist ndmlich x € M eine aktuelle Naherung und f in z zweimal diffe-
renzierbar, so ist

fla+p) = flx)+ V@) p+ip"V2f(z)p.

Daher liegt es nahe, B als eine Approximation an die Hessesche V2 f(x) zu wihlen. Fiir
B := V?f(z) wird man von dem Newton-Verfahren zur Losung des linear restringierten
Programms (P) sprechen, wobei man sich die beschriebene Richtungsstrategie noch mit
einer geeigneten Schrittweitenstrategie kombinieren muss. Ferner ist © +p € M genau
dann, wenn

alp>bi—alz (i=1,...,mg), alp=0 (i=mg+1,...,m).

Fiir grofe € sind dies genau die Restriktionen des quadratischen Programms (P.(z))
in Lemma Nun mé6chte man in dem Hilfsproblem zur Berechnung der Richtung
moglichst wenige Restriktionen haben. Das andere Extrem besteht darin, e = 0 zu wéh-
len. Dann ist F'(M;z) die Restriktionenmenge im Programm (Pg(x)). Ein Beispiel von
P. Wolfe (siehe z. B. R. Fletcher (1987, S. 276)) zeigt aber, dass man nicht durchgehend
€ := 0 setzen sollte, weil dann das Phénomen des sogenannten ‘Zigzagging” auftreten
kann. a

Bemerkung: Ist in Lemma die Matrix B nur noch positiv semidefinit (ist z. B.
B = 0, was im wesentlichen einer Linearisierung der Zielfunktion entspricht), so braucht
das Problem (P.(x)) nicht lésbar zu sein. Ist allerdings € = +o00 und M kompakt, so
ist die Losbarkeit gesichert. Denn die resultierende Aufgabe (P, (z)) besteht darin,
Vf(z)"p + $p" Bp unter der Nebenbedingung = + p € M zu minimieren. Diese hat
wegen der Kompaktheit von M (bzw. der nichtleeren, kompakten Menge M — z) ei-
ne (allerdings nicht notwendig eindeutige) Losung. Ist p eine (globale) Losung von
(Pwo(x)), so existiert ein y € R™ mit

yi>0 (i=1,...,m)), Vf(x)+Bp=Y ya
i=1
und

Insbesondere ist
mo mo
Vi) p+p"Bp=> yialp="> wibi—alx) <0.
i=1 i=1

Dabher ist p eine zulédssige Richtung mit

Vf(x)'p < —p"Bp <.
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Ist also V f(x)Tp # 0, so ist p eine zuléissige Abstiegsrichtung. Ist dagegen V f(x)”p = 0,
so ist auch p? Bp = 0, folglich Bp = 0 und damit (Beweis?) x eine kritische Losung von
(P). Auch in dem Fall, dass B nur positiv semidefinit ist, hat man also eine Moglich-
keit, eine zuléssige Abstiegsrichtung zu bestimmen, oder festzustellen, dass die aktuelle
Néherung eine kritische Losung ist. O

4.2.4 Konvergenzaussagen

Nun stellt sich naheliegenderweise die Frage, ob die in Lemma [2.4 angegebene Rich-
tungsstrategie, kombiniert mit einer der vorgestellten Schrittweitenstrategien ein kon-
vergentes Verfahren ergibt. Die einfachste Aussage hierzu formulieren wir in dem fol-
genden Satz.

Satz 2.5 Gegeben sei die linear restringierte Optimierungsaufgabe (P), die Vorausset-
zungen (V) (a)—(c) seien erfiillt. Sei { By} C R"*"™ eine Folge symmetrischer Matrizen,
die gleichméfig positiv definit und beschrankt sei, d. h. es mégen positive Konstanten
4 und n mit

plipl* <p"Bip <nlipl*  fiirallep € R", k=0,1,...,

existieren. Mit einem Startwert xo € R"™, mit dem (V) erfiillt ist, und einem e > 0
betrachte man das folgende Verfahren:

o Fiirk=0,1,...:
— Sei py, die Lésung des quadratischen Programms

Minimiere 'V f(z)"p+ 3 p"Brp unter den Nebenbedingungen
az’Tpri—a;r% (ZE ]e<xk))7 CLsz:O (Z:m0+177m)

— Falls p, = 0, dann: STOP, xy, ist eine kritischee Losung von (P).

— Berechne ty, = ty(xg, pr), to(zr,pr), tp(xg,pr) oder ta(xy,py). Hierbei
wird vorausgesetzt, dass die fiir die Powell- bzw. die Armijo-Schrittweite
bendotigten Konstanten fest vorgegeben sind.

— Setze xyy1 := T + tipk-

Dann gilt: Das Verfahren ist ein durchfiihrbares Verfahren der zuldssigen Richtungen.
Bricht es nicht schon nach endlich vielen Schritten mit einer stationdren Ldsung ab,
so erzeugt es eine Folge {x} mit der Eigenschaft, dass jeder Haufungspunkt x* von
{z}} eine kritische Losung von (P) ist. Besitzt (P) genau eine kritische Losung x* in
der kompakten Niveaumenge Ly, so konvergiert die gesamte Folge {x}} gegen z*.

Beweis: Wegen Lemma ist obiges Verfahren ein durchfiihrbares Verfahren der
zulassigen Richtungen, welches bei vorzeitigem Abbruch eine stationdre Losung von
(P) gefunden hat. Wir kénnen daher davon ausgehen, dass das Verfahren eine Folge
von Naherungen {z;} C Lo, eine Folge {p;} von in x zuléssigen Abstiegsrichtungen
p und eine Folge von Schrittweiten {t;} C R, erzeugt. Der Beweis dafiir, dass jeder
Héufungspunkt z* von {z;} eine kritische Losung von (P) ist, erfolgt in mehreren
Schritten.
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(a) Die Richtungsfolge {px} ist beschrinkt, d.h. es existiert eine Konstante cq > 0
mit ||pr|| < co fiir k=0,1,....

Denn: Wegen Lemma und der gleichméRigen positiven Definitheit der Folge { By}
symmetrischer Matrizen ist

0 < pllpell® < pi Bepr < =V f (z1) ' pr < C ||

fir £ = 0,1,... mit einer Konstanten C' > 0, die etwa so grofs gewahlt ist, dass
|V f(x)]| < C fur alle z € Ly, was wegen der in (V) (a) vorausgesetzten Kompaktheit
der Niveaumenge L sicher moglich ist. Damit ist

C
[pxll < L =i fir k=0,1,...,

die Richtungsfolge {px} ist also beschrénkt.

(b) Die Folge {s(xk,pr)} maximaler Schrittweiten ist durch eine positive Konstante
nach unten beschrinkt, d.h. es existiert ein 6 > 0 derart, dass s(zg,pr) >
fir £ = 0,1,.... Insbesondere ist auch die Folge {5(z,pr)} mit §(xy, pr) =
min(1, s(z, pr) nach unten durch eine positive Konstante beschréankt.

Denn: Es ist
b —alay
s(xg,pr) = min{# ci e {1, mo} \ I(zy), al pp < 0}.
i Pk

Fiir alle ¢ € {1,...,m} \ I.(x;) mit al pp < 0 ist

b; — aika € € .
- z ZC
a] p alpr — llall Pl

mit einer positiven Konstanten c;, wobei die in (a) bewiesene Beschranktheit der Rich-
tungsfolge {px} eingeht. Ist dagegen i € I.(x;) und alpy < 0, so folgt

T
b — a; xy,

> 1.
aszk

Mit 0 := min(¢y, 1) ist auch (b) bewiesen.
(c) Es ist limy oo Vf(x) pr = 0 und limy,_, o, pr = 0.

Denn: Wegen (a) existiert eine Konstante ¢y > 0 mit ||px|| < ¢o, wegen (b) existiert
eine Konstante 0 > 0 mit §(xy,py) > d fiir £ = 0,1,.... Aus Lemma (Minimum-
und Curry-Schrittweite),Lemma (Powell-Schrittweite) und Lemma (Armijo-
Schrittweite) erhélt man die Existenz einer von k unabhéngigen positiven Konstanten
6 mit

vf (l‘k)Tpk>2]

f(wk) _ f(:CkH) > 0 min[—§(:vk,pk)vf(33k)Tpk’< HpkH

> 0 min[—5 V(@) pr, 0—12 (Vf(xk)Tpk)Q]
0
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Als monoton fallende, nach unten beschrénkte Folge ist { f(xx)} konvergent und folglich
limy oo (f(2k) — f(zg+1)) = 0. Aus obiger Abschétzung folgt dann auch, wie behauptet,
dass limy_s00 V.f(21)Tpr = 0. Da

pllpell® < pi Bepx < =V f ()" pi
mit g > 0, gilt auch limg_, pr = 0.
(d) Jeder Haufungspunkt z* von {z} ist eine kritische Lésung von (P).

Denn: Sei z* € M ein Héufungspunkt von {z;}, also Limes einer Teilfolge {z }rex
mit einer nicht endlichen Teilmenge K C N. Sei p* € F(M;z*) eine beliebige in x*
zulissige Richtung. Wir werden zeigen, dass V f(z*)Tp* > 0 gilt. Damit wird gezeigt
sein, dass es in x* keine zuldssige Abstiegsrichtung gibt, bzw. dass z* eine kritische
Losung von (P) ist.

Nach Konstruktion ist p; die Losung von

®,) Minimiere V f(z;)"p+ 3 p”Brp unter den Nebenbedingungen
k alp > b, —alz, (i € I(z)), alp=0 (i=mo+1,...,m).

Wir wollen uns iiberlegen, dass ein sq > 0 existiert derart, dass sop* fiir alle hinreichend
grofsen k € K zuldssig fiir das quadratische Programm (Py) ist, also

a?(sop*) > b; — a;fpxk (1 € I.(zr)), az-T(sop*) =0 (i=mo+1,...,m)

fiir alle hinreichend grofsen k& € K gilt. Nach Definition der Indexmenge I(z*) der in
x* aktiven Ungleichungsrestriktionen existiert ein ¢ > 0 mit a! 2* — b; > ( fiir alle
i€ {l,...,mo} \ I(z*). Fiir alle hinreichend grofen k € K, etwa k > ko, ist daher
alxy —b; > 3¢ fiir alle i € {1,...,mo} \ I(2*). Nun wéhle man s, > 0 so klein,
dass 3¢ > —al (sop*) fiir alle ¢ € {1,...,mo} mit alp* < 0. Um nachzuweisen, dass
sop* fiir alle k > ko zuldssig fir (Py) ist, nehmen wir £ € K und k > ky an und
geben uns ein i € I (xy,) vor. Fiir i € I(z*) ist al p* > 0, da p* € F(M;x*), und folglich
al(sop*) > 0 > b;—al'z;. Den selben Schluss konnen wir machen, wenn i € I (z;)\I(z*)
und a p* > 0. Daher kénnen wir jetzt annehmen, es seii € I.(zy)\ I(z*) und a] p* < 0.
Nach Definition von ( ist dann

al x, — b > 3¢ > —al' (sop*)

sogar fiir alle ¢ € {1,...,mo} \ I(x*), erst recht also fiir alle i € I.(xy) \ I(x*). Fiir
alle hinreichend grofen k € K ist damit sop* zuléssig fiir (Py). Da p = 0 trivialerweise
zuléssig ist, ist aus Konvexititsgrinden sp* fiir alle s € [0, so] und alle hinreichend
grofsen k € K zuléssig fiir (Py). Da aber py die Losung von (Py) ist, ist

V() + %M Ipel> < V() ok + %prkpk
< sV f(zr) p*+ 12 (p")" Bep*
< sV f(@) Pt + 1 sy |pr|?
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fiir alle s € [0, so] und alle hinreichend grofsen k € K. Mit k € K und k — oo erhilt
man wegen V f(zx) pr — 0, pr — 0 (siehe (¢)) und 2 — z*, dass 0 < Vf(z*)Tp* +
£ s [|p*||? fiir alle s € (0, so]. Mit s — 0+ folgt Vf(z*)"p* > 0, womit schlieflich auch
(d) bewiesen ist.

(e) Besitzt (P) genau eine kritische Losung z* in der Niveaumenge Ly, so konvergiert
die gesamte Folge {x} gegen z*.

Denn: Angenommen, {z;} wiirde nicht gegen z* konvergieren. Dann existiert eine un-
endliche Teilmenge K C N und ein § > 0 mit ||z — z*|| > § fiir alle k € K. Aus
{zk}rex C Lo kann eine gegen ein z** € Ly konvergente Teilfolge ausgewéhlt werden.
Dann ist auch x** ein Haufungspunkt von {z;} und damit nach (d) eine kritische Lo-
sung von (P). Da aber ||z™ — 2*|| > § ergibt sich ein Widerspruch zur Voraussetzung,
dass (P) genau eine kritische Losung in Lj besitzt. O 0

Bemerkung: Natiirlich erscheint es wiinschenswert zu sein, dass die Anzahl der Re-
striktionen des in jedem Schritt zu lésenden quadratischen Hilfsproblems mdoglichst
klein ist. Wird e = 0 gewahlt, so lautet das entsprechende quadratische Programm

Minimiere Vf(z)"p + %pTBp, p € F(M;x).

Durch ein Beispiel von P. Wolfe kann man zeigen, dass das Verfahren aus Satz mit
€ := 0, B, := I fiir alle k und der exakten Schrittweite eine Folge {x)} liefern kann,
welche gegen einen Punkt konvergiert, welcher keine kritische Losung von (P) ist. Die
Konvergenz wird hier verhindert durch das sogenannte ,Zigzagging”. Wiinschenswert
wiire es, dass I(z") nach endlich vielen Schritten konstant ist, dass also nach endlich
vielen Schritten die richtige Indexmenge aktiver Ungleichungsrestriktionen gefunden
ist. Genau das ist in dem Beispiel nicht der Fall. O

Bemerkung: Eine zu Satz ganz entsprechende Konvergenzaussage kann zum Ver-
fahren von Frank-Wolfe gamacht werden. Dieses unterscheidet sich von dem obigen
Vefahren nur darin, dass die Richtung p; eine Losung des linearen Programms

) { Minimiere Vf(z,)Tp unter den Nebenbedingungen
k

alp>b;—alzy (i=1,...,mp), alp=0 (i=mo+1,...,m)

ist, und die Abbruchbedingung durch V f(x;)p, = 0 gegeben ist (siche Aufgabe @ 4

Nun wollen wir noch eine Aussage iiber die Konvergenzgeschwindigkeit des in Satz
angegebenen Verfahrens machen. Wir werden hierzu voraussetzen, dass das Verfahren
eine Folge {x} liefert, welche gegen einen Punkt z* konvergiert, der einerseits kritisch
ist, fiir den andererseits die Hessesche V2 f(z*) (symmetrisch und) positiv definit ist.
Nicht verschwiegen werden soll, dass dies eine unangemessen starke Voraussetzung ist.
Angemessen ware die Voraussetzung, dass in x* die hinreichenden Optimalitétsbedin-
gungen zweiter Ordnung erfiillt sind.

Satz 2.6 Die Voraussetzungen (V) (a)—(c) seien erfiillt. Man betrachte das Verfahren
aus Satz bei dem in jedem Schritt ty = ta(zg, pr) die Armijo-Schrittweite und { By }
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eine Folge symmetrischer, gleichméfig positiv definiter Matrizen ist. Das Verfahren
liefere eine Folge {x}}, die gegen eine kritische Losung z* von (P) konvergent ist, und
eine Richtungsfolge {py}. Die Zielfunktion f sei auf einer Umgebung von x* zweimal
stetig differenzierbar, die Hessesche V2 f(-) sei auf dieser Umgebung lipschitzstetig,
V2 f(x*) sei positiv definit. Ferner gelte

" o M1Be = V2 )l

=0.
k=00 1%

Dann gilt:
(i) Es ist ty, = ta(xy, pr) = 1 fiir alle hinreichend grofen k.
(ii) Die Folge {z\} konvergiert superlinear gegen x*.
(iii) Ist By, = V2f(xy), so konvergiert {x;} sogar quadratisch gegen x*.

Beweis: Im Beweis von Satz wurde gezeigt, dass die Richtungsfolge {p;} gegen
den Nullvektor konvergiert. Hieraus folgt aber, dass s(xy,px) > 1 fiir alle hinreichend
grofsen k ist. Daher ist in (i) zu zeigen, dass

f(xr +pr) — f(og) -
V f (o) pe -

fiir alle hinreichend grofen k gilt, wobei o € (0, %) vorgegeben ist. Nun existiert eine
konvexe Umgebung U* von x*, auf der f zweimal stetig partiell differenzierbar ist, zu
der es ferner ein i > 0 mit

falpll? <p'Vif(z)p  fiirallex € U*, p e R"

gibt. Schlieklich kann U* auch gleich noch so klein gewiihlt werden, dass V2f(-) auf U*
lipschitzstetig mit einer Lipschitzkonstanten L > 0 ist. Fiir alle hinreichend grofen k
sind zp und z, 4+ pp in U* enthalten. Damit ist

J(@p +pr) — f(2r) 14 1 pj, LV f (g + Qkpk)]?k
Vf (@) P 2 Vf(z)Tp
(mit 6, € (0, 1))
_ 1 LpEV et Oupi)p + VS () T
2 2 VI (@) pr
> 1 1p pr V2 f(xx + Orpr) — Bilpw
T2 2 by, & Brpr
(Wegen pEBrpe < =V f () i)
1 1 |[V*f(@x + Okpx) — Bilpsll
2 2 1Pkl

(wegen 1 ||pill* < pi Bipk)
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> b o (9o ) - o)
9240 Bl
x|

30
Wegen « € (0, 5) ist daher
[+ pr) — flan) > a
VI (@) pr

und folglich £ 4(xg, px) = 1 fiir alle hinreichend grofien k. Damit ist (i) bewiesen.
Fiir alle hinreichend grofsen k ist

il =27 < (zen —2") V2 f(0n) (200 — 27)

(pr + 2% — )TV f(2x) (541 — 27)

= (V2 f(an)pr) (pp1 — 2°) + (2 — )T V2 () (Tpp1 — 27)
[(V flar) — Bk)pk:]T(iUkH — ") + (kak)T(ka — ")
— [V2f (@) (@ — z)]" (w1 — 2°).

Da py Losung des quadratischen Hilfsproblems (Py) ist, existieren y ) fiir i € I (zx) U
{mo+1,...,m} mit

W >0 (i€ L(xy)), Vf(zk) + Brpr = Z yVa; + Z wa,

i€le(zy) t=mo+1
sowie
y " apr+aTa, —b) =0 (i € L(x3)).
Daher ist
(kak)T(IkJrl —a') = —Vf(xk)T(ka — " Z yz $k+1 -z )
i€l (xk)
= Vi) (e —2)+ > yPa] (v +pp—27)
i€le(zx)
= V@) e+ Yy (b —ala?)
i€l (xk) <0

< —Vf(zp) (v — 7).
Damit erhalten wir
i — 277 < [(V2f(ze) = Bi)pel (2r1 — %) = Vf (2x)" (g0 — 27)
— [V f(an) (2" = ap)] (g — 27)
< [(V2f(zx) — Bo)pr] (21 — %)
+[VF(a) = Vi(ar) = V2 Fan) (@ = z)] (2r1 = 27)
(wegen V f(z*)" (2p41 — 2¥) = 0)
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und nach Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

fillwps — 2| < ([V2f (@) = Bilpell + IV f(2*) = V f(z) — V2 f(ae) (2 — )]

Ist daher Bj, = V?f(x},), handelt es sich bei dem Verfahren aus Satz also um das
Newton-Verfahren, so ist fiir alle hinreichend grofen & daher

pllea =™ < IVF(7) = VI z) = V(@) (@ — )

= | /Ol[vzfm U = @) = VI ()] (0" — ) di

1
< / IV (2 + ta® — 21)) — VF )l dt ox — 2]
0
L

< g — 2 2’
S r—
da V2f(-) auf einer Umgebung von z* lipschitzstetig (mit einer Lipschitzkonstanten

L > 0) ist. Also ist das Verfahren in diesem Fall tatsidchlich quadratisch konvergent.

Andernfalls wird )
I[V2F (k) — Belpell _

lim 0
k=00 [Pk
vorausgesetzt und man erhilt wegen
pell = [[(z1 = 27) + (27 — 2) | < g — 2" + [l2psa — 27,

dass

ek v2 _B ek L
- Newn — | VS (2x) — Belpell <1+ g1 — ||> L ],

lee — 2~ x| [l — 2|
woraus wegen limy,_,o||[V2f(zx) — Bilpell/ |lpkll = 0 und limg o ||z — 2¥|| = 0 die
superlineare Konvergenz der Folge {z\} gegen z* folgt. O O

Bemerkung: Natiirlich wird man sich fragen, wie die Folge symmetrischer, postiv
definiter Matrizen { By} C R™" gewéhlt werden sollte, um unter moglichst schwachen
Voraussetzungen lokal superlineare Konvergenz zu sichern. Nach Konstruktion sollte
By eine Approximation an V2 f(x;) sein. Da man meistens nicht bereit sein wird, die
Hessesche der Zielfunktion zu berechnen, ist man auf Quasi-Newton-Verfahren ange-
wiesen. Bei der BFGS-Update-Formel ist z. B.

(Besk)(Brse)T  yryl
T + -7
53, Bisy, Yi Sk

Biy1:= By, —

mit s; = Ypy1 — Yk und yg := Vf(xpy1) — Vf(xg). Nicht verschwiegen werden sollte
aber, dass fiir diese Wahl selbst bei gleichméfig konvexer Zielfunktion nicht die Kon-
vergenz oder gar die superlineare Konvergenz gezeigt werden konnte. Aufterdem ist zu
beachten, dass jeder Iterationsschritt relativ “teuer” ist und Informationen iiber den
aktuellen Schritt offenbar nur schwer oder gar nicht effizient fiir den néchsten heran-
gezogen werden konnen. O



4.2 Verfahren der zulassigen Richtungen 153

4.2.5 Aufgaben

1. Gegeben sei eine linear restringierte nichtlineare Optimierungsaufgabe mit einer stetig
differenzierbaren Zielfunktion. Man zeige, dass eine zuléssige Losung genau dann eine
kritische Losung ist, wenn es in ihr keine zuldssige Abstiegsrichtung gibt.

2. Gegeben sei die Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(xz) auf M,

wobei M C R"™ konvex ist. Sei z* € M und die Zielfunktion f:R"™ — R in z* stetig
differenzierbar. Man zeige:

(a) Ist z* eine lokale Lésung von (P), so ist Vf(z*)T (z — 2*) > 0 fiir alle z € M.

(b) Sei

alx > b (1=1,...,mp),
M:=<zeR": .

a; T =10 (t=mo+1,...,m)

Dann ist V f(x*)T (x — 2*) > 0 fiir alle # € M genau dann, wenn z* eine kritische
Losung von (P) ist, also ein y* € R™ mit

yi>0 (i=1,...,mp), Vf*)=ATy",  (y)7(Az* —b) =0

existiert. Hierbei ist, wie stets in diesem Zusammenhang, A € R™*™ die Matrix,
die a;?F als i-te Zeile besitzt, ferner ist b; die i-te Komponente von b € R™.

3. Man zeige: Geniigt die Zielfunktion f von (P) den Voraussetzungen (V) (a)—(c), so
existiert eine Konstante 8- > 0 derart, dass

f(z) = fx +tu(z,p)p) > f(z)— flx+tc(x,p)p)

e min| —s(z,p) VF(2)Tp, (Wﬂ

Vv

flir alle nicht kritischen & € Lg und alle in = zuldssigen Abstiegsrichtungen p € R".
Hierbei bedeutet ¢ty = tpr(x,p) die Minimum-Schrittweite, tc = to(z, p) die Curry-
Schrittweite und s = s(z,p) die maximale Schrittweite in = in Richtung p, ferner || - ||
die euklidische Norm.

4. Man zeige: Geniigt die Zielfunktion f von (P) den Voraussetzungen (V) (a)—(c), so
existiert eine Konstante 8p > 0 derart, dass

. Vi) p)?
@) = flo + o) = b min (o) V@), (V10
fiir alle nicht kritischen z € Lg und alle in x zuldssigen Abstiegsrichtungen p € R"™.
Hierbei bedeutet tp(x,p) die Powell-Schrittweite und s(z, p) die maximale Schrittweite

in z in Richtung p, ferner || - || die euklidische Norm.

5. Die Zielfunktion f von (P) geniige den Voraussetzungen (V) (a)—(c). Dann existiert eine
Konstante 84 > 0 derart, dass

xr T 2
f(x) — f(x +talz,p)p) > 04 min|—3(z,p) Vf(z)"p, <Vf”(m|)1’> }
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fiir alle nicht kritischen € L und alle in = zuldssigen Abstiegsrichtungen p € R™. Hier-
bei bedeutet t4(z, p) die Armijo-Schrittweite und §(x, p) := min(s(x, p), 1) die eventuell
reduzierte maximale Schrittweite, ferner || - || die euklidische Norm.

Gegeben sei das linear restringierte Programm

> b; i =1,...,mp),
(P) Minimiere f(z) auf M := {x cR": = (i mo) }

T

7

alz=1b; (t=mo+1,...,m)

Die Menge der zuldssigen Losungen M sei nichtleer und kompakt, ferner seien die

iiblichen Voraussetzungen (V) (a)—(c) erfiillt. Man betrachte das Verfahren von Frank-
Wolfe:

o Fir k=0,1,...
— Sei py, eine Losung des linearen Programms
Minimiere Vf(zx)’p unter den Nebenbedingungen
alp>b;, —alzy (i=1,...,mp), alp=0 (i=mo+1,...,m).

— Falls Vf(zg)Tpr, = 0, dann: STOP, zy, ist kritische Losung von (P).
— Berechne ty := tar(ag, pr), to(@r, pr), tp(wr, pr) oder ta(wr, pr).
— Setze xi11 = Tk + tkPk.

Dann gilt: Bricht das Verfahren nicht vorzeitig mit einer kritischen Losung von (P) ab,
so liefert es eine Folge {z}} mit der Eigenschaft, dass jeder Haufungspunkt von {xy}
eine kritische Losung von (P) ist.

Gegeben sei das linear restringierte Programm

T .
a:x > b i=1,...,mp),

(P) Minimiere f(z) auf M := {xER”: A y 2 }
a; x =b; (t=mo+1,...,m)

Sei x € M eine aktuelle Naherung, in der die Zielfunktion f von (P) stetig differenzierbar
ist, und B € R™"™ symmetrisch und positiv semidefinit. Hiermit betrachte man das
quadratische Hilfsproblem

Minimiere Vf(z)Tp+ 1p" Bp unter den Nebenbedingungen

(P(2)) alp > b —alx (i=1,...,mp),

<1
al'p 0 (i=mo+1,...,m), IPlloo <1

Sei p* eine Losung von (P(z)). Man zeige: Ist Vf(z)Tp* = 0, so ist z eine kritische
Losung von (P), andernfalls ist p* eine zulédssige Abstiegsrichtung in x.

Hinweis: Man wende den Satz von Kuhn-Tucker auf das Hilfsproblem (P(x)) an, wobei
die Restriktion ||plsc < 1 durch die beiden linearen Ungleichungsrestriktionen —e <
p < e (wobei e einmal wieder der Vektor ist, dessen Komponenten alle gleich 1 sind)
ersetzt wird.

Gegeben sei das linear restringierte Programm

L N
(P) Minimiere f(z) auf M:=JxeR":
a; x

> b; (Z.:L"me)a }

=b; (i:m0+1,...,m)
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10.

Sei x € M eine aktuelle Naherung, in der die Zielfunktion f von (P) stetig differenzierbar
ist, und B € R™*™ symmetrisch (aber nicht notwendig positiv semidefinit). Mit einem
A > 0 betrachte man das Hilfsproblem

b Minimiere ¢, (p) := V.f(z)Tp + %pTBp unter den Nebenbedingungen
e rrpeM, pl <A,

wobei || - || eine beliebige Norm auf dem R™ ist. Dann gilt: Ist min (P, ,) = 0, also

)

x
p* := 0 eine Losung von (P, a), so ist z € M eine kritische Losung von (P).

. Gegeben sei die linear restringierte Optimierungsaufgabe

(P) Minimiere f(x) auf M :={z e R": Az <b}
mit
alT b1
A= : e R™", b= : e R™
al bm

und stetig differenzierbarer Zielfunktion f. Sei z € M eine zuldssige Losung, ferner
I := I(z) die Indexmenge der in z aktiven Restriktionen. Die Matrix A; € R#()xn
sei in naheliegender Weise definiert, sie habe vollen Rang, d.h. {a;};c; seien linear
unabhéngig. Schlieflich sei

P.=1- A?(A[A?)_IA[

(eine Verwechslung der Einheitsmatrix I und der Indexmenge I ist extrem unwahr-
scheinlich). Man zeige:

(a) Ist p:= —PV f(z) # 0, so ist p eine zuldssige Abstiegsrichtung in z.
(b) Ist PVf(x) =0und y := —(A;AT) LA,V f(x) > 0, so ist = eine kritische Losung
von (P).
(c) Ist PVf(x) =0und y := —(A;AT) LAV f(z) # 0, ist ferner | € I ein Index mit
y; < 0, so setze man [ := 1\ {{} und
P:=1—AT(A; AT 1A,
Dann ist p := —PV f(z) eine zuléssige Abstiegsrichtung in x.

Sei M C R™ nichtleer, konvex und abgeschlossen (z. B. sei M ein Polyeder) und f: R" —
R auf einer offenen Obermenge von M stetig differenzierbar. Wir nennen x € M eine
kritische Lisung von (P), wenn V f(z)T(z — x) > 0 fiir alle z € M, also die notwendige
Optimalitatsbedingung erster Ordnung erfiillt ist. Mit Pp;: R” — M sei die Projekti-
onsabbildung auf M beziiglich der euklidischen Norm || - || bezeichnet. Sei € M keine
stationdre Losung der Aufgabe

(P) Minimiere f(z), z€ M,
und z(t) := Py(z — tV f(x)). Man zeige:

(a) Esist o # x(t) fiir alle ¢ > 0.

(b) Es ist

i d @) = fa@®)
t—0+ Vf(z)T(x — z(t))

(c) Esist f(x(t)) < f(z) fir alle hinreichend kleinen ¢t > 0.
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Kapitel 5

Nichtlinear restringierte
Optimierungsaufgaben

In diesem Kapitel werden Verfahren zur Losung der nichtlinear restringierten Optimie-
rungsaufgabe

(P) Minimiere f(z) auf M :={x e R":g(z) <0, h(zx) =0}

entwickelt und analysiert. Wir werden voraussetzen, dass die Zielfunktion f:R” — R
sowie die Restriktionsabbildungen ¢g:R" — R! und h:R® — R™ glatt, also min-
destens einmal stetig differenzierbar sind. Gelegentlich werden wir nur nichtlineare
Gleichungen als Restriktionen betrachten. Dies ist zumindestens theoretisch keine Ein-
schrinkung, denn die Ungleichungsrestriktion g;(x) < 0 ist fquivalent zu g;(z)+y? = 0.
Mit Hilfe von [ (nichtlinear auftretenden) Schlupfvariablen kénnen also die [ Unglei-
chungsrestriktionen in Gleichungen tiberfithrt werden. I. allg. diirfte dies fiir die Praxis
aber kein addquater Zugang sein. Verfahren der zuldssigen Richtungen sind zuminde-
stens bei nichtlinearen Gleichungen als Nebenbedingungen nicht praktikabel, u.a. da
die Zulassigkeit der Ndherungslosungen zu bewahren den selben Schwierigkeitsgrad wie
das Losen nichtlinearer Gleichungssysteme besitzt. Auch wenn z. B. bei konvexen, qua-
dratischen Ungleichungsrestriktionen Verfahren der zuldssigen Richtungen durchaus
moglich sind, werden wir auf diese in diesem Kapitel nicht mehr eingehen.

5.1 Straffunktionen

5.1.1 Differenzierbare Straffunktionen

Eine naheliegende Idee besteht darin, dass statt der restringierten Aufgabe (P) eine
Folge unrestringierter Optimierungsaufgaben gelost wird, wobei die Verletzung der ge-
gebenen Restriktionen zunehmend hérter bestraft wird. Wir wollen diese simple Idee
bei durch nichtlineare Gleichungen restringierte Optimierungsaufgaben ein wenig ge-
nauer untersuchen (siche R. Fletcher (1987, S.2771ff.)). Gegeben sei also die Aufgabe

(P) Minimiere f(z) auf M :={zx € R":h(z)=0}.
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Mit einem ¢ > 0 wird dieser Aufgabe die unrestringierte Optimierungsaufgabe
(P,) Minimiere ®,(z) := f(z) + 30 ||h(2)|?, = €R",

wobei || - || natiirlich die euklidische Norm auf dem R™ bedeutet, zugeordnet. Die Ziel-
funktion ®,(-) von (P,) heifst eine (quadratische) Penalty-Funktion oder auch Straf-
funktion, da sie das Verletztsein der Nebenbedingung durch erhohte Kosten bestraft.
Genauer ist ®,(x) = f(z) fiir alle z € M, wihrend fiir x ¢ M offenbar ®,(x) — +oo
mit ¢ — oo. Man hofft, dass man mit wachsendem o (globale, lokale, stationére) Lo-
sungen von (P) durch Losungen von (P,) approximieren kann. Ein ganz primitives
Penalty-Verfahren kénnte dann folgendermafsen aussehen:

e Wihle o9 > 0.
e Fir k=0,1,...

— Bestimme eine (globale, lokale, stationére) Losung z(oy) von (P,,).

— Wiahle o411 > 0, 2. B. 011 := 100%.
Beispiel: Betrachte die Aufgabe
(P) Minimiere f(z):= —2; —xy auf M :={zx €R?:h(x):=1—27 — 23 =0}

Die Losung z* und den zugehorigen Lagrange-Multiplikator erhélt man sehr leicht
aus den notwendigen Bedingungen erster Ordnung. Ist x* eine lokale Losung, so ist
Vh(z*) # 0, die Arrow-Hurwicz-Uzawa Constraint Qualification also erfiillt. Daher
existiert ein y* mit Vf(z*) + y*Vh(z*) = 0. Zusammen mit h(z*) = 0 ergibt dies
ein nichtlineares Gleichungssystem fiir (z*, y*), als Losung der gegebenen Aufgabe (P)
erhiilt man z* = (1/v/2,1/+/2)7. Mit Hilfe von

Vo, (z) = ( :1)_(;( 8:2:232)

erhilt man aus V®,(z(0)) = 0, dass z1(0) = z2(0) als Losung von (1 —22%)z = —1/0
zu bestimmen ist, was bei gegebenem ¢ > 0 zumindestens numerisch leicht moglich ist.
Bei R. Fletcher (1987, S.280) findet man einige numerische Ergebnisse. O

Im folgenden Satz nehmen wir an (ohne es genau vorauszusetzen, siehe auch Theorem
12.1.1 bei R. Fletcher (1987, S.281)), die Aufgabe (P,) besitze fiir jedes o > 0 eine
globale Losung z(co), ferner sei (P) zuléssig.

Satz 1.1 Sei 0 <o < 7. Dann ist
Oy (2(0)) < O,(2(1)),  (@(@)IP > [Ih=@)% fz(o)) < fz(r)).

Ist {o}} monoton wachsend und oy, — 00, so gilt limg_,, h(x(oy)) = 0, ferner ist jeder
Héiufungspunkt x* von {x(ox)} eine Lisung von (P).
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Beweis: Sei 0 < ¢ < 7. Dann ist
D5 (2(0)) < Po(x(7)) < D7 (2(7)),
womit die erste Behauptung bewiesen ist. Wegen
@ (z(7)) < Or(x(0))
ist

3(m = o)lh(@)* = [Ma()IF] = 2-(x(0))

woraus die zweite Behauptung folgt. Dann ist aber

f@(7) = f(2(0) = Do(x(7)) = Po(a(0)) +50(|(x(0)]I* = [[A(x(r)IP] = 0,

-~ -~

>0 >0

womit auch die dritte Behauptung bewiesen ist.
Nach Definition von z(o) ist
< _ . .
Dy (2(0)) < inf By(x) = nf f(r) = in (P)
Als monoton fallende (bzw. genauer: monoton nicht wachsende), nach unten beschrénk-

te Folge ist {||h(x(ok))||} konvergent. Angenommen, es sei ¢ := limy_,o. ||h(z(0%))|| > 0.
Dann wére

inf (P) > &, (x(ok))
= fla(on)) + zou | h(z(on)|?
> f(z(ox)) + gonc?
> f(z(00)) + 2oxc?
— 0Q,

ein Widerspruch. Ist schlieflich 2* ein Haufungspunkt der Folge {x (o)}, so ist h(z*) =
0 bzw. * € M wegen limy_, h(z(ox)) = 0. Daher ist f(z*) > inf (P). Andererseits ist

f(x(ok)) < @o, (x(0k), o) < inf (P)

und folglich f(z*) < inf (P). Insgesamt haben wir gezeigt, dass z* € M und f(z*) =
inf (P) gilt bzw. z* eine Losung von (P) ist. Der Satz ist damit bewiesen. O O

Im letzten Satz wurde (ohne Differenzierbarkeitsbedingungen an die Zielfunktion f
oder die Restriktionsabbildung h sowie ohne Regularitdtsbedingungen an den H&u-
fungspunkt x* der Folge {x(o%)}) vorausgesetzt, dass bei gegebenem o > 0 eine glo-
bale Losung z(o) der unrestringierten Optimierungsaufgabe (P,) existiert. Das ist im
folgenden Satz (siehe R. Fletcher (1987, S.282)) anders.
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Satz 1.2 Sei {0y} eine Folge positiver Zahlen mit o, — o0, zy = x(0y) eine lokale
Lésung der unrestringierten Optimierungsaufgabe

(P.) Minimiere ®y(z) := f(z) + 1oy |h(z)|?, =z €R",
und x, — T*.

(a) Sind f und h auf einer Umgebung von z* stetig partiell differenzierbar und
Rang (h'(2*)) = m, so ist x* eine kritische (oder auch stationdre) Lisung von
(P), d. h. es ist h(xz*) = 0 und es existiert ein y* € R™ mit

Vf(z*) 4+ B (z*)Ty* = 0.
Mit yy := orh(zy) gilt yp — y*, ferner ist Oy (zy) — f(2*). Genauer ist
h(zy) =y fox +o(l/ar),  ow (@) = ly*[IP/or + o(1/o),
wobei wir gr = o(1/0y) schreiben, wenn gy, — 0.

(b) Seien f und h auf einer Umgebung von z* zweimal stetig partiell differenzierbar,
wieder sei Rang (h'(z*)) = m. In x* sei die hinreichende Optimalitétsbedingung
zweiter Ordnung erfiillt, es existiere also ein y* € R™ mit V f(x*) + k' (x*)Ty* =0
und der Eigenschaft, dass

W* = V2 f(@) + >y V2hy(a")
j=1

auf Kern (h'(z*)) positiv definit ist. Dann ist

f@") = u(xi) + 0w (@) l* + o(1/0)

und
ap —at = (T "y Jor + o(1/ov),
wobeil T* € R™*™ durch

(4 57 = ( )

gegeben ist.

Beweis: Da z;, als lokale Losung von (Py) insbesondere eine kritische Losung von (Py)
ist, ist

Vo, (1) = V(xy) + oxh/(z1) h(xg) = 0.
Mit yy := orh(zy) ist daher
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Da Rang (h/(z*)) = m und z, — x* ist auch Rang (h/(x))) = m fiir alle hinreichend
grofsen k (Beweis?) und folglich

ye = =W (@)l (@) "R (@) V (k) — = [ (@R (@) TR @)V f(a) =y

Aus (x) folgt mit k — oo, dass Vf(z*) + W' (2*)Ty* = 0. Wegen h(zy) = yi /o), sowie
yr — y* und o, — oo ist h(z*) = 0. Wegen |lyi]|> = of [|h(zp)]|* — |ly*]|* sowie
or — oo folgt oy, ||h(z)]|* — 0 und damit @4 (z) — f(z*). Damit ist der erste Teil des
Satzes bewiesen.

Zum Beweis des zweiten Teils beachten wir, dass (ohne Benutzung der hinreichenden
Optimalitatsbedingungen zweiter Ordnung)

f@) = fla) = (o — )V f(ax) + ol|Jax — 2*))
= flar) + (o — )W (2x) "yp + 0|z — 7))
und
0 = h(z")
= h(xg) = W'(xp) (v — 27) + o([|xx — 27]).
Zusammen erhalt man
f@) = flae) + h(er) vk + o(||lze — 2*|))

F (@) + axllh(@e)* + oz — 27[))
= Op(a) + 505 [~(z) |* + o(||z, — =)

Weiter ist

0 = Vf(xe)+ 0 (xe) yn
= V(@) + V(@) (er — )+ o([|ar — 2*[)) + b (2) (ye — y*) + B (20) "y
= V(@) + 0 (@) y AW (ap — 2%) + (") (ye — ") + ol||lay, — 27|)).

-~
=0

h(xg) = @Jrh'(ff*)(l’k —z") +of|lzr, — 7))

(e )= (ot "5 ) (523 ) ottime=ai

Die Koeffizientenmatrix in dieser Beziehung ist nichtsingular. Denn ist

(215 (2)-(2)

so liefert die zweite Gleichung, dass u € Kern (h'(z*)). Eine Multiplikation der ersten
Gleichung von links mit u”? ergibt «? W*u = 0. Wegen der hinreichenden Optimalitéits-
bedingungen zweiter Ordnung ist W* auf Kern (h'(z*)) positiv definit, so dass u = 0
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folgt. Aus der ersten Gleichung folgt damit A'(z*)Tv = 0, aus der Rangvoraussetzung
folgt v = 0 und damit insgesamt die Nichtsingularitiat der angegebenen Matrix. Folglich

18t
(52) = (e "0 (s )+t
= (7 T ) (g ) +ella=a,

2 — 2 = (T) h(wy) + ol [z — *])).

Hieraus folgt wegen h(xy) = y* /o +o0(1/0), dass z, —z* = O(1/0y), insgesamt folgen
wegen

f@®) = @u(i) + gon 1h(@)lI* + olllaw — 271]) = Cr(ze) + 505 |h(zi)I* + o(1/0x)

Insbesondere ist

und

wp — " = (T7) " h(xx) + ol|lex — 2*)) = (T)"y" for + o(1 /o)
die restlichen Behauptungen. O O
Bemerkung: Wir zitieren einige Sitze aus R. Fletcher (1987, S.283):

e This well-developed theoretical background may make it appear that, apart from
the inefficiency of sequential minimization, the method is a robust one which
can be used with confidence. In fact this is not true at all and there are severe
numerical difficulties which arise when the method is used in practice. These are
caused by the fact that as o, — 00, it is increasingly difficult to solve the problem

(Poy)-

Die Losung der unrestringierten Optimierungsaufgabe (P,) zu finden, bedeutet an-
schaulich, in einem mit wachsendem ¢ immer langgestreckteren Tal den tiefsten Punkt
zu finden, was schwierig ist. O

Beispiel: Gegeben sei die Optimierungsaufgabe (siehe P. Spelluci (1993, S. 401)E]
(P) Minimiere f(z) := (;+2)*+25 auf M :={r € R*: h(z) = 23+25—1=0}.

Zunéchst berechnen wir mit der Lagrangeschen Multiplikatorenregel die (eindeutige)
Losung 2* = (2%, 23)7. Es existiert y* € R mit

V(@) + y*Vh(z®) = 2 ( nt2tyn ) —0.

Ty + YTy
Aus der zweiten Gleichung erhélt man, dass 25 = 0 oder y* = —1. Die Annahme, es sei
y* = —1 liefert {iber die erste Gleichung zu einem Widerspruch. Also ist x5 = 0. Aus
der ersten Gleichung folgt
2
r]=——,
1+y*

ISpeLLUCCI, P. (1993) Numerische Verfahren der nichtlinearen Optimierung. Birkhiuser, Basel-
Boston-Berlin.



5.1 Straffunktionen 163

die Nebenbedingung h(z*) = 0 liefert y* = 1 bzw. 27 = —1 oder y* = —3 bzw. z] = 1.
In z* = (—1,0)" nimmt die Zielfunktion auf M ihr Minimum an, in (1, 0) ihr Maximum.
Beim Penalty-Verfahren mit einer quadratischen Straffunktion wird der Aufgabe (P)
mit ¢ > 0 die Schar unrestringierter Optimierungsaufgaben

(P,) Minimiere ®,(z) := f(z) + 3o |h(z)|?, =z €R?

gegeniiber gestellt. Eine Losung z(o) von (P,) bestimmt man aus

B o i+ 2+on (a4 23— 1)
0=V (r) =2 < Ty + oxg(xy + 25 — 1) '

Fiir eine Losung ist notwendigerweise o = 0 (andernfalls erhielte man einen Wider-
spruch zur ersten Gleichung). Also ist x;(o) als Losung von

ot +(1—0o)r; +2=0
zu bestimmen. Mit p := 1/0 hat man also die kubische Gleichung
w4+ (p—1Dx+2p=0

zu losen. Dies ist bekanntlich exakt moglich, uns interessiert aber nur eine Entwicklung
einer Losung nach p bzw. 1/0. Auf

F(z,p) =2+ (p— Dz +2p=0

wenden wir den Satz iiber implizite Funktionen an. Die Gleichung F'(x,0) = 0 hat
die drei Losungen —1, 0 und 1. Da wir die exakte Losung von (P) ja schon kennen,
interessiert uns von diesen drei Losungen nur die erste. Wegen

OF
= (-1,0)=4
5y (~L0)=4#0

liefert der Satz iiber implizite Funktionen
1
(o) =—-1— %g +O(1/0?).

Es ist nicht schwierig (nur etwas miihsam) nachzuweisen, dak V2®,(z(0)) = O(0). O

Ist eine nichtlineare Optimierungsaufgabe mit Ungleichungsrestriktionen gegeben, etwa
(P) Minimiere f(z) auf M :={x € R":g(z) <0},

so ist eine naheliegende Penalty-Funktion durch

Oy () = fx) +0 ZmaX(gi(x% 0)°

gegeben. Diese Straffunktion ist bei glattem ¢ einmal stetig differenzierbar, wahrend
die zweite Ableitung Spriinge besitzt. Trotzdem kénnen im wesentlichen die gleichen
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theoretischen Aussagen wie oben bei durch Gleichungen restringierte Optimierungsauf-
gaben gemacht werden.

Beispiel: Gegeben sei die Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z) :=2> auf M :={r€R:g(z):=1-2 <0}

Offenbar ist * = 1 die (eindeutige) Losung von (P), der zugehérige Lagrange-Multi-
plikator ist y* = 2. Wir wollen die Losung z(o) von

(P,) Minimiere ®,(z) := 2° + 0 max(1 — z,0)?, 2 €R

bestimmen. Es ist
2r+o02(x—1), x<l1,

P —
() = { 2, x> 1

Daher ist
2(0) + o(x(0) = 1) =0,
bzw. -
oo) = 72—,
in der Tat ist auch hier lim,_,,, x(c) = z*. Ferner ist z(c) — 2* = O(1/0). O

Bemerkung: Natiirlich sind auch andere als quadratische Straffunktionen denkbar.
Ist z. B. eine Optimierungsaufgabe ohne Gleichungsrestrionen, also

(P) Minimiere f(z) auf M :={x e R": g(z) <0}

gegeben, so kann man hierzu die unrestringierte Optimierungsaufgabe

!
(P,) Minimiere @, (z) := f(z) + é ZZI yiexp(ogi(z)), zeR"

betrachten, wobei y > 0. Fiir z € M ist f(x) < ®,(z) < f(z) + ||ly||1/o fiir alle 0 > 0
und damit ®,(z) — f(z) mit 0 — oo, wihrend offenbar ®,(x) — oo mit 0 — oo fiir
alle z ¢ M. Solche Straffunktionen kommen u. a. bei P. Tseng, D. P. Bertsekas (1993 )
und R. Comminetti, J. San Martin (1994 vor. O

5.1.2 Nichtdifferenzierbare, exakte Straffunktionen

Gegeben sei jetzt wieder die nichtlineare Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z) auf M :={x e R":g(z) <0, h(z) =0}

mit Gleichungen und Ungleichungen als Restriktionen. Wir nehmen an, x* € M sei
eine (globale, lokale, kritische) Losung von (P). Ferner wird wieder angenommen, die

2TSENG, P. AND D. P. BERTSEKAS (1993) “On the convergence of the exponential multiplier
method for convex programming.” Mathematical Programming 60, 1-19.

3COMMINETTI, R. AND J. SAN MARTIN (1994) “Asymptotic analysis of the exponential penalty
trajectory in linear programming.” Mathematical Programming 67, 169-187.
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Zielfunktion f und die Restriktionsabbildungen g, h seien glatt (d.h. alle Ableitungen,
die wir hinschreiben, existieren und sind stetig). Die zu (P) gehorende (differenzierbare)
quadratische Straffunktion

Do () = +o(2max 6i(2),0)% + § ||(=)]|?)

hat den Nachteil, dass die zugehorige unrestringierte Optimierungsaufgabe mit wach-
sendem ¢ immer schlechter konditioniert ist. Man stellt sich daher die Frage, ob man
nicht dem restringierten Problem (P) eine unrestringierte Optimierungsaufgabe zu-
ordnen kann mit der Eigenschaft, dass x* eine lokale Losung dieser (unrestringierten)
Aufgabe ist. Es stellt sich heraus, dass dies in der Tat im wesentlichen moglich ist, die
dabei auftretenden Straffunktionen (die dann auch ezakt genannt werden) aber nicht-
differenzierbar sind. Die bekannteste nichtdifferenzierbare exakte Straffunktion ist die
L,y (exakte) Straffunktion, welche durch

V() = +a(2max 0:(2),0) + (@)l

definiert ist und zuerst von T. Pietrzyowski (1969)@ eingefiihrt wurde. Hierbei ist o > 0
ein geeigneter Parameter und || - ||; die Betragssummennorm (oder auch L;-Norm)
auf dem R™. Man beachte, dass ¥, wieder die charakteristischen Eigenschaften einer
Straffunktion hat, d.h. es ist U, (x) = f(z) fir alle z € M, wihrend ¥, (x) — 400
mit 0 — oo fiir alle ¢ M. Offenbar ist ¥, nicht im iiblichen Sinne differenzierbar, so
dass es sich bei der unrestringierten Aufgabe

(P,) Minimiere W¥,(z), z€R"

um eine “nichtglatte” (nonsmooth) Optimierungsaufgabe handelt. Denkbar wire es
aber auch, die einzelnen Komponenten der Restriktionsabbildungen zu gewichten, also
etwa mit der Funktion

U3 —|—Zozzmaxgl +Zﬁj|h

ji=1

mit «, [ > 0 zu arbeiten (siche P. Spellucci (1993, S.457)). Dies lduft aber natiirlich
nur darauf hinaus, die Komponenten der Restriktionsabbildungen mit positiven Zahlen
durchzumultiplizieren, trotzdem stellt sich diese Straffunktion im Zusammenhang mit

der Methode der sequentiellen quadratischen Minimierung als niitzlich heraus (siehe
Unterabschnitt [5.1.3). Weitere nichtdifferenzierbare Straffunktionen sind denkbar, z. B.

U, (z) = f(x) + max(0, g1 (), ..., q(x), |h(2)],. .., |hn(z)]),
siehe z. B. D. P. Bertsekas (1982, S. 194

4PIETRZYKOWSKI, T. (1969) “An exact potential method for constrained maxima.” SIAM J. Nu-
mer. Anal. 6, 299-304.

SBERTSEKAS, D. P. (1982) Constrained Optimization and Lagrange Multiplier Methods. Academic
Press, New York.
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Beispiel: Zu

(P) Minimiere f(x):=2? auf M :={zr €R:h(z):=x—1=0}

gehort die unrestringierte Optimierungsaufgabe

(P,) Minimiere W, (z):=2°+olz -1, z€R.

Natiirlich ist z* := 1 die einzige zuldssige Losung und damit die Losung von (P). In

Abbildung links geben wir die Abbildung W, fiir o = 0.5 an. Man erkennt, dass

10 T T 18

Abbildung 5.1: Die exakte L;-Straffunktion mit ¢ = 0.5 und 0 =4

x* = 1 keine Losung von (Pg5) ist. Im Gegensatz hierzu zeichnen wir in Abbildung
rechts die exakte L;-Straffunktion mit o = 4. Offensichtlich besitzt ¥, in z* = 1
ein Minimum. Fir x > 1 ist U, (x) > U, (1) fiir alle 0 > 0. Fiir x < 1 ist dagegen
U,(z) = 2? + o(1 — x) und folglich ¥/ (z) = 2z — 0 < 2 — 0. Fiir alle 0 > 2 ist daher
x* = 1 die Losung der unrestringierten Optimierungsaufgabe (P,,). 0

Nun interessiert, ob allgemein (unter geeigneten Voraussetzungen) eine Aussage wie im
letzten Beispiel gemacht werden kann, dass also zu einer Losung z* von (P) ein o* > 0
derart existiert, dass z* fiir alle ¢ > o* eine Losung von (P,) ist. Hierzu bendtigt man
hinreichende Optimalitatsbedingungen fiir die nichtglatte Optimierungsaufgabe

(P.)  Minimiere U, (z):= f(a:)+a(2max(gi(x),0)+Hh(x)“l), v € R".

Kompliziert (oder positiv gewendet: interessant) wird dies dadurch, dass ¥, nicht im
iiblichen Sinne differenzierbar ist. Es ist naheliegend, dass man schrittweise vorgeht,
und zunichst notwendige Optimalititsbedingungen erster Ordnung fir (P,) aufstellt.
Nach wie vor setzen wir voraus, dass f, g und h glatt sind. Zunéachst wollen wir uns
iiberlegen, dass die Richtungsableitung
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in z* € R" (in dem die Daten f, g und h glatt sind) in jede Richtung p existiert.
Lemma 1.3 Die (exakte) L;-Straffunktion

l
W, (x) = f(2) + o (D max(gi(2),0) + | A() 1)
i=1
ist in x* in jede Richtung p richtungsdifferenzierbar. Ferner ist
W) = VI D+ o (3 max(Vale)p.0) + 30 nVela)p
icl* igI*

+ Z |V h;(x*)p| + Z sign [hj(x*)]th(a:*)Tp).

JjeJ* JEJ*
Hierbei ist
I:-={ie{l,...,l}: gi(z") =0}, J={je{l,...,m}: hj(z") =0},
ferner sind 1;, 1 € {1,...,1} \ I*, durch

|1,  falls gi(z*) >0, . «
TZ.{O’ falls  gi(a™) < 0, ie{l,...,[}\I

definiert.

Beweis: O.B.d. A. kénnen wir offenbar [ = m = 1 annehmen, so dass
Vo(z) = f(2) + 0 [max(g(x),0) + |h(z)]].

Wir definieren r: R" — R bzw. ¢: R" — R durch
r(z) :=max(g(x),0),  q(x) = |h(z)].

Sei p € R™ vorgegeben. Ist g(x*) > 0, so ist r(z* 4+ tp) = g(z* + tp) fur alle hinreichend
kleinen ¢ > 0 und daher 7/(z*; p) = Vg(z*)Tp. Ist dagegen g(z*) < 0, so ist r(z* +tp) =
0 fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0 und damit '(z*;p) = 0. Sei daher schlieflich
g(xz*) = 0. Mit t — 0+ ist dann aber

r(z* +tp) —r(z*)  max(tVg(z*)'p+ o(t),0)

; = " — max(Vg(z*)Tp,0).

Ahnlich einfach kann die Existenz der Richtungsableitung von ¢ und

Ve \Vh(x*)Tp, falls  h(z*) =0,
q(@"p) = { sign [h(z*)]Vh(z*)Tp,  falls h(z*) #0

nachgewiesen werden. Damit ist die Aussage des Lemmas bewiesen. O a

Wir nennen z* € R™ eine kritische Lisung (oder auch stationdre Lésung) von (P,),
wenn W/ (z*;p) > 0 fiir alle p € R", wenn es also keine Richtung p gibt mit ¥/ (z*;p) <
0 gibt, also keine “unmittelbare” Abstiegsrichtung. Im folgenden Lemma wird eine
Charakterisierung dafiir angegeben, dass ein z* € R" (in dem die Daten f, g und h
stetig differenzierbar sind) eine kritische Losung von (P,) ist.
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Lemma 1.4 Fiir z* € R™ seien I* C {1,...,1}, J* C {1,...,m} sowie 7;, i €
{1,...,1} \ I*, wie in Lemma definiert. Dann ist z* € R" genau dann eine kri-
tische Lésung von (P,), wenn Zahlen u;, i € I*, und 0;, j € J*, existieren mit

0<

=)

<1 (el -1<9;<1 (jelJ

und

0 = )+o (Z w; Vg (™) + Z 7.Vai(z

iel* igI*

+ Z 0;Vh;(z Z sign [h;(z")|Vh;(z ))

jeJ* JET*

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass es Zahlen @;, 1 € I*, ¥;, j € J*, mit den
angegebenen Eigenschaften gibt. Sei p € R™ beliebig. Dann ist

0 = Vi) p+o (D ave)p+ > nVa)p

iel* igI

+Z@thj p—i—Z&gn I Vh(z*)" )

JjeJ* igJ*
< Vf@)'p+o (Z max(Vg; (") p,0) + Z Vg (x*)'p
i€l il
+ 37 IWhy(a) ol + S sign [y (24)]Vhy ()" )
je* JgT*
= V(% p),

also * € R" eine kritische Losung von (P, ).

Nun sei umgekehrt z* € R™ eine kritische Losung von (P,). Wir machen einen
Widerspruchsbeweis und nehmen an, es gabe keine ;, ¢ € I*, und 9;, j € J*, mit den
angegebenen Eigenschaften. Das bedeutet, dass das Gleichungs-Ungleichungssystem

Zu Vgi(z") + Zv]Vh

iel* JjeJ*
0<wu; <1 (iel), —-1<v; <1 (jeJ¥

nicht l6sbar ist, wobei
1 *
ci= (V@) + Y mVat) + Y sign [hy(a")Vhs (")),
€I+ JET*

Es liegt nahe, das Farkas-Lemma anzuwenden. Zur Vereinfachung der Notation seien
die Matrizen

A= (Vg(x))ier- € R™,  Bi= (Vhy(z*))jes € R™
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definiert mit q := #(I*), r := #(J*), ferner sei
u= (ui)iEI* € qu v = (Uj>j€J* € RT?

schlielich sei e ein Vektor der Lénge q bzw. r, dessen Komponenten alle gleich 1 sind.
Hiermit besagt die Widerspruchsannahme, dass das Gleichungs-Ungleichungssystem

Au+ Bv =¢, 0<uc<e, —e<v<e

nicht 16sbar ist. Etwas anders geschrieben bedeutet dies, dass

c A B

e I 0 u , ,
. 0 I (U)E{O}ngoxRZOXRZO,
e 0 —1

(u,v) € RLy x R

nicht 16sbar ist. Das verallgemeinerte Farkas-Lemma (siche Lemma in Abschnitt
2.1) liefert die Existenz eines p € R™ und von nichtnegativen Vektoren o € R? sowie
B,v € R" mit

~ATp+a >0, ~B'p+p8-~=0, —c'p+ela+el(B+7) <0
bzw.
Vogi(e)'p<a; (iel),  Vha")'p=p— (e
und
—cp+ ) i+ > (Bt ) <0.
iel* jeg
Dann ist
1 1
—\I]/ *, - *\71T ) ) *\ 71T . ) * ) *\ 71T
U (atp) = V) ) Ve o+ Y sign by () Vhy()Tp
igI* JET*
+Y max(Vg;(z*)"p,0) + Y [Vh(z*)"p|
iel* jeg
< —c'p+ Zmax(ai, 0) + Z 1B —
el* jeJ*
= —'p+ Zai =+ Z 185 — 5l
el jeJ*
< —p+ ) it Y (Bi+)
il jeg*
< 0,
ein Widerspruch dazu, dass z* eine kritische Losung von (P,) ist. O O

Bemerkung: Bei R. Fletcher (1987, S. 298 ff.) wird obiges Ergebnis fiir den Fall, dass
keine Gleichungen als Restriktionen auftreten, bewiesen (allerdings nicht als Satz for-
muliert), wobei aber (seltsamerweise) vorausgesetzt wird, dass {Vg;(z*)}ic/+ linear
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unabhéngig sind. Das Resultat selber scheint von T. F. Coleman, A. R. Conn (1980,
Corollary 1)E] zu stammen, wobei auch hier die Voraussetzung iiber die lineare Unab-
hangigkeit von {Vg;(2*)}icr+ zusammen mit {Vh;(2*)};es+ gemacht wird. 0

Unter einer kritischen Losung des Ausgangsproblems

(P) Minimiere f(z) auf M :={zxe€R":g(zx) <0, h(x) =0}
verstehen wir natiirlich ein 2* € M, zu welchem es ein Paar (u*,v*) € R! x R™ mit
(]) w20, V@) +g@) R @) =0, () g(a%) =0

gibt. Genauer sagen wir, ein Tripel (z*,u*,v*) mit z* € M und (%) sei ein Kuhn-
Tucker-Tripel zu (P). Dann gilt:

Satz 1.5 Ist (z*,u*,v*) ein Kuhn-Tucker-Tripel zu (P), so ist «* fiir alle ¢ mit o >
max(||u*]| s, |v*]|c0) €ine kritische Losung von (P,).

Beweis: Da x* zuléssig fiir (P), ist mit den Bezeichnungen der letzten beiden Lemmata
J*={1,...,m}, I die Menge der in z* aktiven Ungleichungsrestriktionen und 7, = 0
fir i € {1,...,1} \ I*. Daher ist wegen Lemma die Existenz von Zahlen u;, i € I*,
und v;, j € J* mit

0<

>

<1 (iel"), —-1<9;<1 (jeJ)

und

0=Vf(z +U(ZUZV91 +Zv]Vh >

iel* jeJ*

zu zeigen. Da aber (z*,u*,v*) ein Kuhn-Tucker-Tripel ist, ist wf > 0, ¢ € I*, uf = 0,
ie{l,...,I[}\ I, und

0=Vf(x —irZquZ +ZvVh
iel* jeJ*

Setzt man daher
~ 1 * . * ~ 1 * . *
a; = —u; (iel), v; = —v; (j€J),
o

so ist x* offenbar fiir alle o > max(||u*||s, ||v*||s) eine kritische Lésung von (P, ). OO

Nun geben wir Bedingungen dafiir an, dass z* € R" eine isolierte, lokale Losung der
unrestringierten Optimierungsaufgabe (P, ) ist. Eine sehr dhnliche Aussage findet man
bei T. F. Coleman, A. R. Conn (1980, Corollary 3), siehe auch (fiir nichtlineare ;-
Funktionen) C. Charalambous (1979, Theorem 3]

SCoLEMAN, T. F. AND A. R. CONN (1980) “Second-order conditions for an exact penalty functi-
on.” Mathematical Programming 19, 178-185.

TCHARALAMBOUS, C. (1979) “On the conditions for optimality of the nonlinear /; problem.” Ma-
thematical Programming 17, 123-135.
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Lemma 1.6 Zu z* € R" seien die Indexmengen I* C {1,...,l}, J* C {1,...,m}
sowie 7;, 1 € {1,...,1} \ I*, wie in Lemma [1.3 definiert. Es mégen t;, ¢ € I*, und 0,
7 € J*, mit

0<u; <1 (1el), —-1<9;, <1 (jelJ

und

0 = Vf( +0' (Z Ungz +Z7—2ng

iel* igI*

+ ) 0, Vh(x*) + > sign [hy(2*)]Vhy (Jf*))

jeJ* jeJ*
existieren. Hiermit definiere man die Mengen

<0  fiiri € I* mita; =0,
A" :={peR":Vg(z*)'p{ =0  fiiri € I* mit 4; € (0,1),
>0 fiirv € I'* mit u; =1

und
<0 firje J* mito; =—1,
B*:={p€R": Vhy(a*)'p{ =0  fiirj € J* mito; € (~1,1),
>0 firje J mito; =1
Die Matrix

wWr = Vif(z* +0<ZUVQg, +ZTZV29Z

el* I

+ 3692 + S signhy <m*>]v2hj<x*>)

jeJ* JET*
sei positiv definit auf A* N B*, d. h. es sei
p"Wip>0 fiir allep € A* N B*\ {0}.

Dann ist =* eine isolierte, lokale Lésung von (P, ), d. h. es existiert eine Umgebung U*
von z* mit V,(2*) < V,(z) fiir alle x € U* \ {z*}.

Beweis: Angenommen, die Behauptung sei falsch. Dann gibt es eine gegen x* konver-
gierende Folge {xy}, xp # x* fir alle k, mit ¥, (zx) < W, (2*). Man stelle z; dar in der
Form

*

k=T

xp =a" + ||z — 2" H—*:x*—l—tkpk.
—— Jlzx — 7|
=ty S——r

=Pk

Wegen z, — x* gilt tx — 0. Aus {px} kann eine konvergente Teilfolge ausgewéhlt
werden. Daher nehmen wir o. B.d. A. an, die Folge {px} konvergiere schon gegen ein p,
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welches wegen ||p|| # 0 vom Nullvektor verschieden ist. Wegen xy = x* + txp + ry mit
rr = tp(pr — p) und 74/t — 0 kann leicht gezeigt werden, dass

0> \I/g(ffk;)t_\lja(x ) _ U, (v +tk:p1'7‘k) — U, (a") — T (2% p).
k k

Also ist (siche Lemma
0 > W (z%p)

= Vfa)p+o <Z max(Vg;(z*) p,0) + Z 7Vgi(z*)"p

il I
+ Y IVh )Pl + Y sign [y ()] Vi (@ >Tp)
JjeJ* JgJ*
— o (P max(Vai(e") p,0) = @Vgi(e) B + [ Thi(a) bl = 0,90 (@")"p)).
iel* 20 jeJ* 26

Hieraus folgt
max(Vg;(z*)'p,0) = 4;Vgi(z*)p (i € I*)
und
[Vhi (@) p| = 0;Vhi(z)'p (€ ).
Aus der ersten Beziehung folgt p € A*, aus der zweiten p € B*, insgesamt also p €

A*N B*\ {0}. Nun besteht unser Ziel natiirlich darin, p? W?p < 0 nachzuweisen, womit
der gewiinschte Widerspruch erreicht wére. Fiir alle hinreichend groften k ist

0 > W,(zg) — V(x)

= [flaw) = f(2)

l m

+ o (D max(gi(er), 0) = max(gi(a*), 0)] + (1 (we)] — [hy(a")]))

=1 7=1

= f(xp) — f(z" —|—O’(ZH1&X gi(zk), +Z|h T )

iel* JjeEJ*
+ 0<Z[max(gi(xk),0) max(g;(z*),0)] + Z |hj(w)| — |hy(z )H)
g I* JET*
> f(zr) uz [gi(z —I— 0; — hj(z")]
St i)
i I* JEJ*
— [ —i—a(Z w;Vgi(z +ZTN97,
iel* igI*
+ 0, Vhi(at) + ) sign [h;(2")]Vhy (@ ))}Tpk
JjeJ* JgJ*

+ 2topr Wi,
= %tipf Wipr
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mit
Wy = V%f(x), © )+ a(Z W, V2g;(2,) + ZnVZgZ
icl* i I*
+ Z'f}jVZ @) + Z sign [h V2h; (% m)),
jeJ* JEI*
wobei x( ) ik fiir i € I* usw. Jewells zwischen zj und x* liegen, so dass z. B. x( Dy g

1€ I, Daher erhilt man aus p. Wypr < 0 nach dem Grenziibergang k — oo, dass
pTWp < 0, womit der gesuchte Widerspruch erhalten ist. a O

Der néchste Satz sagt aus, dass ein Punkt z* € M, in dem die hinreichenden Opti-
malitdtsbedingungen zweiter Ordnung fiir die restringierte Optimierungsaufgabe (P)
erfiillt sind, fiir alle hinreichend grofen o eine isolierte, lokale Losung von (P,) ist.

Satz 1.7 In x* € M seien die hinreichenden Optimalitdtsbedingungen zweiter Ord-
nung fiir (P) erfiillt, d. h. es existieren (u*,v*) € R' x R™ derart, dass (z*,u*,v*) ein
Kuhn-Tucker-Tripel ist, fiir welches

[ —I—ZUVQQZ —I—ZvVh }p>0
fiir alle p € L°(M;x*) \ {0}.
Hierbei sei

p=0 (i €I), o }
wobei

I'={ie{l,...,l}:gi(z*) =0}

die Menge der in x* aktiven Ungleichungsrestriktionen ist und
I ={iel" :u; >0}

Dann ist x* fiir alle 0 mit 0 > max(||u*||«, ||v*]|s) eine isolierte, lokale Lésung von

(Po)-

Beweis: Da x* nach Voraussetzung zuléssig fiir (P) ist, haben wir wegen Lemma
fir alle 0 mit ¢ > max(||u*||c, ||v*||) die Existenz von Zahlen @;, i € I*, und v;,
je{l,...,m}, mit

0<a;<1 (iel’), —1<9<1 (je{l,....,m})

und

0=Vf(z" +0<Zu2ng +ZUJVh >

ier*
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zu zeigen, fiir die die Matrix

Wi = V2f(z*) + 0(2 W; V2 gi(x*) + i @jv2hj(x*)>
j=1

iel*
auf A* N B* positiv definit ist, wobei

<0 fiir ¢ € I* mit 4; = 0,

A" = peR":Vg(2*)'p¢ =0  fiiri € I* mit 4; € (0,1),
>0 flir - € I* mit u; = 1

und
<0 furje{l,...,m} mit o; = —1,
B*:=(peR":Vh(z")'p =0 firje{l,...,m} mit 9; € (—1,1),
>0 furje{l,....m}mito; =1

Nun definiere man

1 1
= —ul (€T,  bi=—v (Ge{l,...,m})
g

Wegen o > max(||u*]|oo, [|[0*]| ) 1St
0<a;,<1 (iel"), —1<v;<1 (je{l,...,m}).

Daher ist A* N B* = L%(M; z*) und die Behauptung folgt. O O

Bemerkung: Auch der letzte Satz ist im wesentlichen bei R. Fletcher (1987, S. 300 ff.)
angegeben worden, wobei allerding eine genaue Formulierung fehlt. Eine Verallgemei-
nerung dieses Satzes (es werden allgemeinere Straffunktionen zugelassen) findet man
bei S.-P. Han, O. L. Mangasarian (1979, Theorem 4.6 )| O

Beispiel: Als Beispiel betrachten wir die Aufgabe

(P) Minimiere f(z): =z —32* auf M := {x eR:g(z) = ( :):_—xl ) < O}.
Offenbar ist z* := 0 die Losung zu (P), mit uv* := (1,0)7 ist (z*,u*) ein Kuhn-Tucker-
Paar, in dem auch die hinreichenden Optimalitdtsbedingungen zweiter Ordnung erfiillt
sind (es ist LO(M;z*) = {0}). Wir betrachten die exakte L;-Penalty-Funktion mit
o :=1 (wegen Satz[1.7| miissten wir eigentlich o > 1 wihlen), also die Aufgabe

(P)) Minimiere V¥y(z) := z — 12* 4+ max(—=z,0) + max(z — 1,0), z €R.

Offensichtlich ist z* = 0 aber keine lokale Lésung von (Py), da Wy(z) = —1a? fiir

x < 0. Sehr wohl im Einklang mit Satz ist 2* = 0 aber eine kritische Losung von

8HAN, S.-P. AND O. L. MANGASARIAN (1979) “Exact penalty functions in nonlinear program-
ming.” Mathematical Programming 17, 251-269.
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(P1). Denn als Richtungsableitung in z* in Richtung p berechnet man nach Lemma
U (z*;p) = p + max(—p,0) > 0. 0

Bemerkung: Von S.-P. Han, O. L. Mangasarian (1979, Theorem 4.4) stammt ei-
ne weitere interessante Aussage iiber den Zusammenhang zwischen dem nichtlinear
restringierten Problem (P) und der unrestringierten Aufgabe (P,) (mit der exakten
Ly-Straffunktion U, als Zielfunktion. Es gilt ndmlich:

e Sei ¥ € M eine isolierte, lokale Lésung von (P). Die Daten von (P), also die
Zielfunktion f und die Restriktionsabbildungen g, h, seien auf einer Umgebung
von x* stetig differenzierbar. Ferner sei die Arrow-Hurwicz-Uzawa Constraint
Qualification erfiillt. Mit der Indexmenge I(x*) der in z* aktiven Ungleichungs-
restriktionen gelte also:

— Es existiert ein p € R™ mit Vg;(z*)Tp <0, i € I(z*), und I/ (x*)p = 0.
— Die Gradienten Vhy(z*), ..., Vh,(x*) sind linear unabhingig.

Dann gibt es ein o* > 0 derart, dass x* fiir alle 0 > ¢* eine lokale Losung von
(P,) ist.

Der Beweis hierzu bei S.-P. Han, O. L. Mangasarian (1979) ist nicht einfach und benutzt
ein Resultat von T. Pietrzykowski (1970)7| (siche Aufgabe [f]), welches wiederum nicht
ganz einfach zu beweisen scheint. Einen “Beweis” obiger Aussage findet man auch bei
P. Spellucci (1993, S. 469). O

Nun interessiert eine Umkehrung der letzten beiden Satze eigentlich mehr als deren
Aussage selber. Denn man stellt sich ja vor, dass man das Ausgangsproblem (P) da-
durch zu l6sen versucht, dass man mit einem hinreichend grofsen o > 0 die unrestrin-
gierte Optimierungsaufgabe (P,) 16st und méchte dann sicher sein, auch das Ausgangs-
problem (in einem geeigneten Sinne) gelost zu haben. Eine solche Aussage ist leider
i. allg. nicht richtig, wie das folgende Beispiel zeigt, da Losungen von (P, ) i. allg. nicht
zuléssig fiir (P) sein werden.

Beispiel: Betrachte die (triviale) Optimierungsaufgabe
(P)  Minimiere f(z):=0 auf M :={zr€R:h(z):=2"+32>+3 =0}

Das zugehorige unrestringierte Problem ist (der Faktor o spielt hier keine Rolle und
wird deswegen weggelassen bzw. gleich 1 gesetzt)

(P,) Minimiere W, (z) := |2* +32° + 3|, z €R.

In Abbildung [5.2] zeichnen wir ¥; auf [—1,1]. Man erkennt, dass z* = 0 eine strikte,
lokale Losung von (P;) ist, aber natiirlich keine Losung von (P), da z* = 0 fiir (P)
nicht zulassig ist. a

Andererseits gilt: Ist 2* eine kritische Losung von (P,) fiir ein ¢ > 0 und dariiber hinaus
x* € M, also o* zuléssig fiir (P), so ist (z*, u*, v*) mit einem geeigneten Paar (u*,v*) €

YPIETRZYKOWSKI, T. (1970) “The potential method for conditional maxima in the locally compact
metric spaces.” Numer. Math. 14, 325-329.
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Abbildung 5.2: Die L;-Penalty-Funktion

R! x R™ ein Kuhn-Tucker-Tripel fiir (P) (bzw. z* eine kritische Lésung von (P)). Der
Beweis hierfiir ist vollig trivial, wenn man die Charakterisierung kritischer Losungen
von (P,) in Lemma [I.4 und die Definition eines Kuhn-Tucker-Tripels beriicksichtigt.

Die obigen Uberlegungen sollen nicht suggerieren, dass es vom praktischen Standpunkt
empfehlenswert ist, eine restringierte Optimierungsaufgabe mit Hilfe einer exakten
Straffunktion auf eine unrestringierte Optimierungsaufgabe zuriickzufithren. Wichtiger
sind die exakten Straffunktionen im Zusammenhang mit der Schrittweitenbestimmung
bei der Methode der sequentiellen quadratischen Optimierung. Hierauf werden wir im
néachsten Unterabschnitt eingehen.

5.1.3 Die Methode der sequentiellen quadratischen Optimie-
rung

Gegeben sei wieder die nichtlinear restringierte Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z) auf M :={x € R":g(z) <0, h(z) =0},

wobei f, g, h wie tblich als glatt vorausgesetzt werden. Der Aufgabe (P) ordnen wir
die exakte L;-Straffunktion

U,5(2) (Z a; max(g;(x),0) + ZBJVL )

zu, bei der wir also auch (eventuell) unterschiedliche Gewichte a; > 0,7 = 1,...,1,
und 8; > 0, j = 1,...,m, zulassen. Wir wollen ein Verfahren schildern, das auf S.-P.
Han (1976, 1977)| zuriickgeht und von dem bei P. Spellucci (1993, S.474) immer-
hin behauptet wird, dass es zu der zur Zeit am effizientesten allgemein einsetzbaren

10HAN, S.-P. (1976) “Superlinearly convergent variable metric algorithms for general nonlinear
programming problems.” Mathematical Programming 11, 263—282.

HAN, S.-P. (1977) “A globally convergent method for nonlinear programming.” J. O. T. A. 22, 297-309.
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Methode zur Losung nichtlinearer Optimierungsaufgaben fiihrt. Im folgenden Lemma
wird angegeben, wie man zu einer aktuellen Néherung = € R" fiir eine (globale, lo-
kale, kritische) Losung eine Suchrichtung p € R™ bestimmen kann, die fiir die exakte
Straffunktion W,z fiir alle hinreichend grofen «, § eine Abstiegsrichtung in z ist (wenn
nicht x schon eine zuléssige, kritische Losung von (P) ist). Hierzu erinnern wir an die
Darstellung der Richtungsableitung der nichtdifferenzierbaren L,-Straffunktion, wobei
es keine Schwierigkeiten machen sollte, dass diesmal nicht alle Gewichte gleich sind. Es
ist

Uls(xp) = V(@) p+ Z o; max(Vg;(z)"p, 0) + Z ;7 Vagi(z)'p

iel il

+ 3" BV k(@) Tl + 3 Bysign [y (2)]Vhy(2)Tp,

JedJ JgJ
wobei
I={ie{l,...,l}: gi(x) =0}, J:={j€{l,...,m}:h;(z) =0}

und 7;, 7 € {1,...,1}\ I, durch

1, falls g(z) >0, :
n.—{07 falls gi(x) < 0. ie{l,...,1}\ 1

definiert ist.

Lemma 1.8 Gegeben sei ein Paar (x,B) € R" x R™", wobei B symmetrisch und
positiv definit ist. Es wird vorausgesetzt, dass das quadratische Programm

(Qep) o@) - g @p <0, hlz)+H(@)p—0

{ Minimiere V f(z)"p+ $p"Bp unter den Nebenbedingungen
zulédssig ist. Die dann eindeutige Lésung von (Q, g) werde mit p bezeichnet. Dann gilt:

1. Ist p =0, so ist x eine zuléssige, kritische Losung von (P).

2. Ist p # 0, so ist p fiir alle hinreichend grofen «, 8 eine Abstiegsrichtung fiir ¥,z
inx.

Beweis: Die Losung p von (Q, p) ist durch die Existenz von (u,v) € R" x R™ mit
uz0,  Vf(z)+Bp+g(@)uth(@)fv=0  u'lg(z)+g(z)p] =0

charakterisiert. Ist p = 0, so ist x zuléssig fir (P), ferner ist (x,u,v) offensichtlich ein
Kuhn-Tucker-Tripel fiir (P) bzw. z eine kritische Losung von (P). Daher sei jetzt p # 0.
Mit den obigen Bezeichnungen ist dann

Vig(zsp) = V@) p+ ) aimax(Vgi(x)p,0) + > airiVgi(z)"p

iel il
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+ ) BiIVh(x) pl + > Bjsign [ ()] Vh(x)"p

jeJ Jj¢J

l m
= —p'Bp— Z u;Vgi(x)"p — Z v;Vhi(z)'p

=1

N J/

9 (@)Tp
+ Z o max(Vg;(z)p, 0) + Z ;T Vgi(z) p

el i€l

+ ) BiIVh(x) pl+ > Bjsign [ ()] Vh(x)"p

jeJ JigJ

!
< —p"Bp+ Z wigi(x) + Z vih;
+ Z Qo max gl Z aszgz

el €1
+) B by Zﬂjagn hy(x)
Jj€J -0 J€J
= —p'Bp— Z(am — ug)gi(x) — Z(ﬁj — sign [h;(@)])|h; ().
<0 i€l Jj&J

Fiir g;(x) < 0 ist
(i — u;)gi(z) = —u;gi(x) > 0.
Wahlt man daher «, 8 > 0 so grof, dass

aizui (Z:L,l), ﬂjz\vj\ (jzl,...,m),

so 1ist
Wl g(z;p) < —p"Bp <0,

also p eine Abstiegsrichtung in z fiir die Straffunktion W,g. Das Lemma ist damit
bewiesen. O O

Bemerkungen: Das obige Lemma findet man auch bei P. Spellucci (1993, S.477).
Merkwiirdigerweise wird hier vorausgesetzt, dass fiir das quadratische Hilfsproblem
(Qu,p) die Slatersche Constraint Qualification erfiillt ist. Fiir nichtlineare Optimie-
rungsaufgaben, bei denen nur Ungleichungen als Restriktionen auftreten, findet man
ihn auch bei S.-P. Han (1977, Theorem 3.1). Hingewiesen sei noch darauf, dass man
z.B. bei dem Verfahren von Goldfarb-Idnani auch die zu einer Losung gehérenden
Lagrange-Multiplikatoren mitgeliefert bekommt, so dass es relativ einfach ist, geeigne-
te Vektoren «, 5 zu bestimmen. Schliefslich soll noch auf die Frage eingegangen werden,
unter welchen Voraussetzungen das quadratische Hilfsproblem (Q, p) notwendigerweise
zulassig ist. Hier gilt:

e Ist g (komponentenweise) konvex und h affin linear, ist ferner das Programm
(P) zuléssig, existiert also ein & € R™ mit ¢(2) < 0 und h(z) = 0, so ist das
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quadratische Programm (Q, p) fiir jedes z € R™ zuléssig, d. h. fiir jedes x € R"
existiert ein p € R™ mit

g(x)+ ¢ (x)p <0,  h(x)+h'(z)p=0.

Um dies einzusehen, braucht man offenbar nur p := & — x zu setzen. a

Die folgende Aussage (treten nur Ungleichungen in den Restriktionen auf, so findet man
dieses Ergebnis bei S.-P. Han (1977, Lemma 3.3)) ist fiir Konvergenzuntersuchungen
niitzlich:

Lemma 1.9 Sei f:R" — R stetig differenzierbar, g:R" — R! (komponentenweise)
konvex und stetig differenzierbar, h: R™ — R™ affin linear. Ferner wird vorausgesetzt:

(a) Es existiert ein & € R™ mit g(z) <0, h(z) = 0.
(b) Die Abbildung h ist surjektiv.

Ist dann L C R" eine kompakte Menge und ~v < ¢ positive Zahlen, so existiert zu einem
beliebigen Paar (x, B) mit « € L und einer symmetrischen, positiv definiten Matrix
B € R™" mit

yzlI? € 2PBz <6 |2|)? fiir alle z € R™

eine Zahl r = r(L,~,0) mit der Eigenschaft: Ist p die Lésung des quadratischen Pro-
gramms

(QI,B) g(z) + ¢'(z)p <0, h(z) 4+ h'(z)p =0,

und sind (u,v) zugehdrige Lagrange-Vektoren, so ist max(||ul|, ||v]|) < r. Ferner exi-
stiert auch eine Konstante g = q(L,~,d) mit ||p|| < q.

{ Minimiere V f(x)'p+ %pTBp unter den Nebenbedingungen

Beweis: Zunichst ist das Problem (Q, ) natiirlich wegen der vorigen Bemerkung zu-
lassig, da wir ja mit (a) insbesondere die Zuléssigkeit von (P) vorausgesetzt haben. Das
Paar (u,v) geniigt den Bedingungen

u>0,  Vf(@) +Bp+g(x)uth(@)v=0 — ug(z)+g'(x)p] =0,
ferner ist natirlich
g(x) + ¢ (x)p <0,  h(x)+ h'(z)p=0.

Man definiere p := & — z. Dann ist p zuléssig fiir das quadratische Programm (Q, 5).
Ferner ist

Vi) p+ 350" Bp—Vf(x)'p—3p"Bp = [Vf(x)+ Bpl"(p—p)
+35(—p)" B(p—p)
= —u'g'(x)(p—p)+ 30 —p) "B —p)
> —u'g'(z)(p—p)
= —u'[g(x) + ¢ (x)p] + u"[9(x) + g'(x)p]

(AVARAVS
|
—e= 8
S
s
=
~—

=1,...
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Mit
7= min [—g;(2)]
ist also
nllully < Vf)p+5p"Bp— V f(z)"p— ip" Bp.
Weiter ist

Vf(z)'p+ 30" Bp > =3V f(2)" B~V f(2),

denn die quadratische Funktion ¢(q) := Vf(z)Tq + %qTBq nimmt auf dem gesamten
R" ihr Minimum in ¢* := —B~'V f(z) an. Daher ist

lul < %[Vf(w)Tﬁ+%ﬁTBﬁ+%Vf(w)TB1Vf(rc)]
1
< I S@ 5]+ 36 191 + 3 @)]/]
< %[C£+%5£2+%<2M],

wobei wir zur Abkiirzung
C=max [VF@). €= max o — o

gesetzt haben. Zu zeigen bleibt die Beschranktheit der zu den Gleichungen gehdren-
den Lagrange-Vektoren. Hierzu beachten wir, dass wir die Surjektivitat der Abbildung
h:R™ — R™ vorausgesetzt haben. Da h affin linear ist, hat die (von x unabhéngige)
Funktionalmatrix A := h/(z) vollen Rang m, insbesondere ist Kern (AT) = {0}. Dies
wiederum impliziert, dass AB~'AT nichtsingulir ist. Wegen

AB'Vf(z)+ Ap +AB '¢(2)"u+AB 'ATv =0
—~—
=—h(z)
ist
v=—(AB'ANYAB 'V f(2) — h(z) + AB™'¢'(2)"u],
woraus man abliest, dass auch ||v|| durch eine Konstante abgeschétzt werden kann, die
nur von (L,~,d) abhéngt. Die Beschranktheit von ||p|| unabhéngig von (x, B) erkennt

man aus
p=-B7[Vf()+ g (@) u+ ().

Damit ist das Lemma bewiesen. O O

Wir lassen bei den folgenden Uberlegungen moglichst den Iterationsindex k weg, denken
aber daran, dass © = z, eine aktuelle Naherung ist, die Suchrichtung p = py mit Hilfe
einer symmetrischen, positiv definiten Matrix B = By durch Losen eines quadratischen
Programms gewonnen wird und natiirlich auch die Schrittweite ¢ vom Iterationsindex
abhéngt. Von einer aktuellen Ndherung x, fiir die das quadratische Programm (Q, p)
zuléssig ist, geht man also in Richtung p, wobei p die Losung von (Q, g) ist. Als neue
Néherung wird man daher x, := x + tp mit geeigneter Schrittweite ¢ > 0 bestimmen.
Es stellen sich nun natiirlich die folgenden Fragen:
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e Wie sollte die Schrittweite ¢ > 0 bestimmt werden?
e Durch welche Update-Formel sollte die neue Matrix B, berechnet werden?

Zunéchst zur Frage nach einer geeigneten Schrittweite. Bei S.-P. HAN (1977) wird eine
asymptotisch exakte Schrittweite vorgeschlagen, d.h. mit vorgegebenen positiven €, o
wird ¢ > 0 so bestimmt, dass

Uos(z +tp) < srg(i)r;} U.s(x + sp) + €,

wobei die vom Iterationsindex abhéngenden Zahlen e hinreichend schnell gegen Null
konvergieren. Hierauf wollen wir aber nicht eingehen, sondern die Armijo-Schrittweite
auf den vorliegenden Fall iibertragen. Mehrere Autoren haben hierzu beigetragen, u. a.
S.-P. HAN (1981) im Zusammenhang mit unrestringierten Min-Max-Optimierungs-
aufgaben. Ausgangspunkt ist die im Beweis von Lemma [1.8 gemachte Beobachtung,
dass fiir hinreichend grofe positive «, 8 die Richtungsableitung \If’aﬂ(x; p) in Richtung
p, der Losung des quadratischen Hilfsprogramms (Q, 5), der Abschétzung

Ul s(x;p) < —p' Bp

geniigt, insbesondere also also eine Abstiegsrichtung fiir die L;-Straffunktion ist. Die
Armijo-Schrittweite ¢ bestimme man durch den folgenden Algorithmus:

e Scien 0 € (0,1) und 0 <[ < u < 1 gegeben, setze py := 1.
e Fir j=0,1,...:
— Falls
Vop(z + pjp) < Was(z) — op;p” Bp,
dann: ¢t := p;, STOP.
— Andernfalls: Wéhle p;11 € [lpj, up;].
Z.B. kann man [ = u = % setzen, was bedeutet, dass man die Schrittweite halbiert, bis
eine gewisse Abschatzung erfiillt ist. Es ist klar, dass die Armijo-Schrittweite existiert

bzw. der obige Algorithmus nach endlich vielen Schritten abbricht. Denn wére die zu
testende Ungleichung fiir kein j erfiillt, so wére {p;} C R, eine Nullfolge und

v, in) — W,

J—00 pj

=W, 5(x;p) < —p" Bp,

was wegen o € (0,1) und p? Bp > 0 ein Widerspruch ist. Der nichste Punkt, der
untersucht werden muf, ist die Abschitzungd'| der Zielfunktionsminderung. Genauer
sei z; := x + tp, wobei p # 0 die Losung des quadratischen Hilfsprogramms (Q, 5)
und ¢t > 0 die zugehorige Armijo-Schrittweite ist. Wir setzen voraus, dass mit vom
Iterationsindex unabhéngigen positiven Konstanten v, J gilt, dass

vz < 2T Bz < 4§ |2 fir alle z € R™.

HSiehe auch P. SPELLUCCI (1993, S.4791F.).
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Weiter setzen wir voraus, dass die Niveaumenge
Laﬂ = {.I' e R": \Ifag(x) < \Ifag($o)}

(mit einem gewissen 7y € R"™) kompakt ist. Ist dann ¢ > 0 die erste positive Nullstelle
von W,g(x+1tp) — Vas(z) (die Existenz ist wegen der Kompaktheit von L,z gesichert),
S0 ist 7 4 sp € Lgg fiir alle s € [0,#] und daher

gi(x +tp) = gi(z) +tVg(x)'p+ /0 [Vgi(x + sp) — Vgi(z)] pds

J

= (1 —=t)gi(x) + t[gi(x) + Vgi(x)"p] + /0 [Vgi(w + sp) = Vgi(x)]"pds

R
< (1—=t)gi(x) + 30 |Ipl,

wobei C' eine (0. B.d. A. von ¢ unabhéngige) Lipschitzkonstante von Vg;(-) auf L,z ist.
Fiir alle ¢ € [0, min(1, )] ist daher

max(g;(x + tp),0) < (1 — ¢) max(g;(z),0) + %C’t2 I, i=1,...,1.

Fiir alle ¢ € [0, 1] ist entsprechend

hj(x +tp) = hj(z)+tVhi(z)'p+ /0 t[th (z + sp) — Vh;(x)]"pds

= (1= t)h(x) +t[hy(x) + Vh(x)"p] /0 t[th (z + sp) — Vhy(z)]"pds

< (1 =t)hy(x) + 3C8 |p],

wobei C' auch noch gemeinsame Lipschitzkonstante der Gradienten Vh; auf der Ni-
veaumenge L, ist. Fir alle ¢ € [0, min(1,¢)] ist daher

hyle+ )] < (L= Olhy(@) + 22, j=1,....m.
Weiter ist
flx+tp) < fla) +tV f(x)" + 1C82 p||?

fir alle t € [0, ﬂ, wobei schlieklich die Konstante C' > 0 auch noch so grof gewahlt ist,
dass sie als Lipschitzkonstante von V f(-) auf L,z dienen kann. Fiir alle ¢ € [0, min(1,#)]
ist daher schlieflich

Vosla+1p) < f(2) +1V (@) p+(1—1) 3 aymax(gi(x),0)

=1

(1—1) th )+ 3C(1+1+m)t?|p|?

= —t[Zalmaxgz —I—Z@VL )=V )



5.1 Straffunktionen 183

+3C(1 +l+m)t2 |2

= Wasle) —t|p By + Z[ai max(g:(2),0) + u;Vgi(x)"p

+

Ms

Byl (@) + 0V (@) ]| + ECR(L+ 1+ m) [1p]

<.
Il
-

Waslw) — t[p" Bp + Yl max(gi(2), 0) — wigs ()

i=1

Z[ﬂ]\h( )| = vihi ()] + 5C 1+ 1+ m)e [|p]®

IN

<.

< Uap(z) — tpTBp + 3Ct2(1+1+m) |Ipl%,
wenn «, 3 > 0 so grof gewahlt sind, dass
o >u (i=1,...,1), B> vl (j=1,...,m).
Ist £ < 1, so folgt hieraus (setze ¢ := t), dass

2 pTBp

>t = .
- Cll+m+1) |pl?

Fiir alle ¢ € [0, min(1,¢*)] ist daher
(%) Uos(z +tp) < W(z) — tp" Bp+ 1C(1+m+ 1) ||p||*.

Angenommen, der Test zur Bestimmung der Armijo-Schrittweite ist schon ganz am
Anfang erfiillt. Dann ist £ = 1 und daher

Uop(x) — Vop(x 4+ tp) > op” Bp > oy |[|p|*.

Nun nehmen wir an, der Test sei nicht schon am Anfang erfiillt. Mit s := p;_; gelten
dann die Ungleichungen

VUos(x +tp) < Wop(z) — otp’ Bp, o5z + sp) > W,5(x) — osp’ Bp.
Ferner ist Is < t. Ist s < min(1,*), so liefert (x), dass

Uos(x) —asp’ Bp < Was(w + sp)
< Wep(w) —sp' Bp+ 3C(L+m+1)s* pll?,
daher
2(1—0) p'Bp
Cl+m+1) pl* —

und folglich

20(1—0) (p"Bp\?
Vos(x) — Wag(x + tp) = otp” Bp > alsp” Bp > 0(z+(m+)1) ( Il > '
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Nun sei s > min(1,t*). Wegen s < 1 ist dann s > t*. Damit ist in diesem Fall t > [s >
[t* und daher

21 T By 2
Uos(r) — Wos(z +tp) > atp’ Bp > lot*p Bp > G o ) (p p) '

(+m+1)\ pl

Wir haben daher die Existenz einer Konstanten 6 > 0 erhalten, die von der aktuellen
Néherung z, der Matrix B (deren Eigenwerte in [y, d] liegen) und der Losung p des
quadratischen Programms (Q, p) unabhéngig ist, mit

Vas(z) — Vag(z +tp) > 0 |lp|

Hierbei wurde noch vorausgesetzt, dass die Niveaumenge L,z kompakt ist und «, 8
hinreichend grof gewéahlt sind. Sei {z} eine Folge, die durch das Verfahren erzeugt ist.
Wir wollen uns iiberlegen, daf jeder Haufungspunkt x* von {x} (wegen {zx} C Lag
existiert mindestens ein Haufungspunkt) eine (zuléssige) kritische Losung des gegebe-
nen nichtlinearen Optimierungsproblems (P) ist. Zunéchst ist {U,z(zx)} eine monoton
fallende, nach unten beschrinkte Folge. Wegen W.5(zx) — Was(zri1) > 6 ||pr])* ist
limy_o pr = 0. Da weiter

g(zk) + ¢'(xk)pr <0, h(zy) + B (zg)pr = 0,
ist x* zuléssig fiir (P). Aus
up >0,  Vf(xp) 4+ Bipr + ¢ (@) " + 1 (z) o, = 0, ) [g(zr) + ¢ (x) "ug] =0

folgt mit beschrénkten Folgen {u} und {v,} (hinreichende Bedingungen hierfiir haben
wir oben angegeben) die Existenz von u* € R!, v* € R™ mit

u* >0, Vi) + (@) u + W (") Tv* =0, (u*)g(z*).

Zusammen mit der Zulassigkeit von x* bedeutet dies, dafs x* eine kritische Losung von
(P) ist.

Bemerkung: Wir haben beschrieben, wie man die L;-Straffunktion zur Schrittwei-
tenbestimmung in einem Verfahren, bei dem die Richtungen durch Ldsen eines qua-
dratischen Programms berechnet werden, benutzen kann. Wir haben einige Punk-
te einer moglichen Konvergenzanalyse angesprochen (Zuléssigkeit der Hilfsprobleme,
Beschréanktheit der Lagrange-Multiplikatoren, Verminderung der L-Straffunktion bei
Verwendung der Armijo-Schrittweite), verzichten aber auf die genaue Formulierung
eines Konvergenzsatzes. Eine Beschreibung eines praktikablen Verfahrens (allerdings
ohne theoretische Konvergenzergebnisse) findet man bei M. J. D. Powell (1978)% Hier
werden auch Vorschlage fiir das Updaten der Matrix B gemacht. Im wesentlichen be-
deutet dies: Ist = eine aktuelle Naherung und B die aktuelle positiv definite Matrix,
p die Losung des quadratischen Programms (Q, 5) mit einem zugehorigen Paar von

12PowELL, M. J. D. (1978) “A fast algorithm for nonlinearly constrained optimization calculations.”
In Numerical Analysis, (G. A. Watson, ed.), Lecture Notes in Mathematics 630, Springer-Verlag, 144—
157.
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Lagrange-Multiplikatoren (u,v) (wie schon erwédhnt, liefert z.B. das Verfahren von
Goldfarb-Idnani diese mit), berechnet man dann eine geeignete Schrittweite ¢ (etwa
nach Armijo mit der L;-Straffunktion) und setzt z, := x + tp, ist schlieklich die
Lagrange-Funktion L: R" x R! x R™ — R wie iiblich durch

L(x,u,v) := f(x) + g(@) u+ h(z)v
definiert, so liegt es nahe,
s:=x, —u, y = V. L(zy,u,v) — V. L(z,u,v)
zu setzen und anschliefsend zur Bestimmung von B, den BFGS-Update, also

(Bs)(Bs)" N yy”

B, =B -
* sTBs yT's

zu machen. Bei dieser Vorgehensweise ist aber nicht gesichert, dass mit B auch B,
positiv definit ist. Denn bekanntlich ist B, positiv definit, wenn y’s > 0, was etwa
bei einer unrestringierten Optimierungsaufgabe und gleichméfig konvexer Zielfunktion
automatisch der Fall ist. Bei der obigen Definition von y kann aber y”'s < 0 eintreten.
Daher schlagt Powell eine Modifikation vor, bei der y ersetzt wird durch den Vektor

z:=0y+ (1 —0)Bs,

wobei 6 € [0, 1] moglichst nahe bei 1 unter der Nebenbedingung 4%z > 0.2s” Bs gewihlt
wird. Dies fithrt auf
1, falls y's > 0.2s7 Bs,
0= 0.8s'Bs
: T T
w, falls Yy s < 0.2s* Bs.
Anschliefsend macht man den BFGS-Update

(Bs)(Bs)T N 22T
sT'Bs 2Ts

B+::B_

und ist sich durch diese Konstruktion sicher, dass mit B auch B, positiv definit ist. O

5.1.4 Aufgaben

1. Gegeben sei das quadratische Programm
(P) Minimiere f(2):=c'z+127Qxr auf M :={z eR":h(z):= Av — b= 0}

mit symmetrischem, positiv definitem @ € R™*™ und A € R™*™ mit Rang (A) = m.
Man bilde die quadratische Straffunktion ®, und berechne das unrestringierte Minimum
z(o) von ®,. Man zeige, dass z* := lim,_o x(0) existiert und die eindeutige Losung
von (P) ist. Ferner iiberlege man sich, dass auch der Lagrange-Multiplikator zu z*
eindeutig ist und durch lim,_, o, och(z(c)) gegeben ist.
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2. Gegeben sei das quadratische Programm
1
(P) Minimiere f(z):=clz+ §xTQx auf M :={zeR":h(z):= Az —-b=0}
mit symmetrischem, positiv definitem @ € R™*" und A € R™*" mit Rang (A) = m.
Man betrachte die unrestringierte Optimierungsaufgabe
(P¥) Minimiere ¥, (z) := f(z) + (y*) h(z) + so||h(2)|?, =z €R™,
wobei y* der (eindeutige) Lagrange-Multiplikator zur Losung x* von (P) ist. Man zeige,
dass z* fiir jedes o > 0 die eindeutige Losung von (P}) ist.
3. Gegeben sei (siehe P. Spellucci (1993, S.394)) die Optimierungsaufgabe
®) Minimiere f(z) := 2% + 4x172 + 523 — 1021 — 2072 auf
M :={x € R?: h(x) := 21 + 22 — 2 =0}.
Dieser Aufgabe ordne man die unrestringierte Optimierungsaufgabe
(P,) Minimiere ®,(z) := f(z) + soh(z)?, z€R?
zu. Man bestimme die Losung x(o) von (P,) und bestétige die Aussage von Aufga-
be |1, berechne also z.B. die Losung =* von (P) und weise z* = lim,_,oc (o) nach.
Weiter bestimme man den zu x* gehdrenden Lagrange-Multiplikator y* und zeige, dass
limy_yo0 oh(z(0)) = y*.
4. Gegeben sei die Optimierungsaufgabe (siehe P. Spellucci (1993, S. 453))
®) Minimiere f(z) := (1 +2)2 + 9(z2 + 3)?> unter der Nebenbedingung
gx) :=1—21 —22 <0.
(a) Man berechne die Losung z* von (P) und einen zugehorigen Lagrange-Multipli-
kator u*.
(b) Bei gegebenem o > 0 bestimme man die Losung x(o) der unrestringierten Opti-
mierungsaufgabe
(P,) Minimiere ®,(x) := f(z) + gmax(g@), 0)%, 2z €R?
und zeige, dass lim,_,oc z(0) = z*.
(c) Wie erhélt man durch Losen von (P, ) fiir hinreichend grofes o eine Niherung fiir
den Lagrange-Multiplikator u*?
5. Gegeben sei die zuldssige, restringierte Optimierungsaufgabe

(P) Minimiere f(z) auf M :={zx € R":g(x) <0, h(zx) =0}

und hierzu die unrestringierte Optimierungsaufgabe

l
(P,) Minimiere ¥, (x):= f(x) + U(Z max(g;(z),0) + Hh(x)\h), x € R".
i=1

=:5(x)
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Existiert dann ein o* > 0 und ein * € R™ derart, daf z* fiir alle 0 > o* eine (globale)
Losung von (P,) ist, so ist * eine Losung von (P), insbesondere also zuléssig fiir (P).

Hinweis: Siehe S.-P. Han, O. L. Mangasarian (1979, Theorem 4.1)|E|7 der Beweis ist
einfach.

6. Gegeben sei die restringierte Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z) auf M,

wobei f:R"™ — R stetig und M C R”™ abgeschlossen ist. Mit ¢ > 0 betrachte man
hierzu die unrestringierte Aufgabe

(P,) Minimiere Py(z):= f(z) +0S(z), z€R",
wobei S:R"™ — R stetig ist mit

=0 fir =€ M,
S(m){ >0 fir ¢ M.

Ist dann z* € M eine isolierte, lokale Losung von (P), so existiert ein o* > 0 derart,
dass es zu jedem o > o* ein Paar (z(0),€(0)) € R” x Ry mit

z(o) € B(z*;¢(0)), lim e(o) =0

g—00

und
P,(z(0)) < P,(x) fir alle z € B(z*;¢(0))

gilt, wobei B(x*;¢e(0)) die offene (euklidische) Kugel um z* mit dem Radius €(o) be-
deutet.

Hinweis: Siehe T. Pietzykowski (1970)@ Der Beweis dort ist iiberraschend verwickelt.
Wer schafft einen einfacheren?

7. Gegeben sei die Optimierungsaufgabe
l
Minimiere ¥, (z):= f(x)+ a(Z max(g;(x),0) + ||h(x)||1)
i=1

(P,)
auf M :={zecR":[ <z <u}

Hierbei seien [, u € R™ zwei Vektoren mit [ < u (eine Verwechslung der unteren (lower)
Schranke [ mit der Anzahl [ der g; sollte vermieden werden). Man iibertrage den Begriff
der kritischen Losung auf die Aufgabe (P,) und gebe notwendige und hinreichende
Bedingungen dafiir an, dass ein 2* € M kritische Losung von (P,) ist.

8. Der restringierten, nichtlinearen Optimierungsaufgabe

(P) Minimiere f(xz) auf M :={x e€R":g(z) <0, h(z) =0}

I3HAN, S.-P. AND O. L. MANGASARIAN (1979) “Exact penalty functions in nonlinear program-
ming.” Mathematical Programming 17, 251-269.

MPIETRZYKOWSKI, T. (1970) “The potential method for conditional maxima in the locally compact
metric spaces.” Numer. Math. 14, 325-329.
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mit glatten f:R” — R, g: R® — R! und h:R® — R™ ordne man die unrestringierte

Optimierungsaufgabe
(P,) Minimiere WV, (z):= f(x)+oP(x), z=€R"
mit

P(z) := max(0, g1(x),...,q1(z), |h1(z)], ..., |hm(z)])

zu. Man berechne die Richtungsableitung W/ (z*;p) in einem Punkt z* € R" in die
Richtung p € R™ und gebe notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir an, dass
x* eine kritische Losung von (P,) ist, also W/ (z*;p) > 0 fiir alle p € R™ gilt.

9. Gegeben sei die konvere Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z) auf M :={zeR":g(z) <0, h(z) =0},

die Zielfunktion f:R™ — R sei also konvex, die Restriktionabbildung g:R" — R!
komponentenweise konvex und h: R® — R™ affin linear. Sei * € M eine Lésung von
(P), ferner gelte die Slatersche Constraint Qualification, es existiere also & € R™ mit
9(2) < 0 und h(Z) = 0 und die Abbildung h sei surjektiv. Ist dann (u*,v*) eine Losung
des zu (P) dualen Programms, so ist z* fiir alle 0 > 0" := max(||u*||co, [|[v*]|c0) €ine
globale Losung von

l
(P,) Minimiere ¥, (x):= f(x) + U(Z max(g;(z),0) + Hh(:U)H1>, x € R".
i=1

Hinweis: Eine etwas allgemeinere Version der obigen Aussage findet man bei S.-P. Han,
O. L. Mangasarian (1979, Theorem 4.9). Man sollte aber nicht dort nachsehen, sondern
den einfachen Beweis selber finden.

5.2 Barriere- und Straffunktionen bei konvexen Opti-
mierungsaufgaben

5.2.1 Einfiihrung

Gegeben sei die Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z) auf M :={zx € R":g(zx) <0, h(x)=0}.
Hierbei setzen wir generell voraus:

(V1) Die Zielfunktion f:R"™ — R und die Restriktionsabbildung g: R® — R sind
stetig differenzierbar und (komponentenweis) konvex, die Abbildung h:R" —
R™ ist affin linear, also (P) ein konvexes Programm. Ferner habe die (konstante)
Funktionalmatrix h’ den Rang m.

(V2) Die Menge M,y der Losungen von (P) ist nichtleer und kompakt, insbesondere
also (P) zuléssig.
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Der Aufgabe (P) wird mittels eines Parameters o > 0 eine Schar von Optimierungs-
aufgaben der Form

l

e e R l gqg;\x au
®) Minimiere f,(x) := f(z) + . ;9( gi(z)) f

M, :={zx € R": 0g(x) < ne, h(z) =0}

zugeordnet. Hierbei ist € € C?*(—o0,n) mit 0 < n < oo eine Funktion mit gewissen,
spéter zu prazisierenden Eigenschaften. Zu diesen soll aber auf alle Félle gehoren, dass
0 auf (—oo,n) konvex und monoton nicht fallend und damit die Zielfunktion f, von
(P,) auf M, konvex ist. Generell setzen wir weiter voraus, dass fiir n = 0 das relative

Innere
M°:={z € R™: g(x) <0, h(z) = 0}

von M nichtleer ist. Damit ist gesichert, dass (P,) fir alle ¢ > 0 zuldssig ist. Wir
wollen Antworten auf die folgenden Fragen geben:

1. Unter welchen Voraussetzungen ist auch die Losungsmenge (M, )ope von (P,) fiir
alle ¢ > 0 nichtleer und kompakt?

2. Sei {0} C Ry eine Folge mit o, — oo, fiir alle & € N sei ferner z, € M,,
eine Losung von (P,, ). Unter welchen Voraussetzungen ist {x)} beschrinkt und
gehort jeder Haufungspunkt o* von {zy} zu Mop?

3. Unter welchen Voraussetzungen besitzt das Problem (P, ) fiir jedes o > 0 genau
eine Losung x, € M,?

4. Unter welchen Voraussetzungen existiert ro, = lim,_, 2, und ist eine (gewisse)
Losung von (P)?

5. Eine Losung x, € M, von (P,) ist charakterisiert durch die Existenz eines v, €
R™ mit
Vf(ze) + g (2) Uy + () v, =0
mit
(ug)i ==Y (09i(z5)), i=1,...,1.
Unter welchen Voraussetzungen existiert (oo, Voo) = liMy_y00 (U, U5 ) und ist eine
(gewisse) Losung des zu (P) dualen Programms?

Die ersten beiden Fragen sind u. a. von A. Auslender, R. Cominetti, M. Haddou (1997)]
behandelt worden. Die Eindeutigkeit einer Losung von (P,), wenn das Ausgangspro-
blem ein quadratisch restringiertes quadratisches Programm ist, ist z. B. von A. V.
Fiacco (1995, Theorem 4)[ fiir die klassischen logarithmischen Barrieren (hier ist n = 0

15 AUSLENDER, A., R. COMINETTI AND M. HADDOU (1997) “Asymptotic analysis for penalty and
barrier methods in convex and linear programming.” Mathematics of Operations Research 22, 43-62.

6F1acco, A. V. (1995) “Objective function and logarithmic barrier function properties in convex
programming: level sets, solution attainment and strict convexity.” Optimization 34, 213-222.
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und 0(t) = — log(—t)) bewiesen worden. Stetigkeitsaussagen fiir die primale Trajektorie
{z} bzw. die duale Trajektorie {(us,v,)} werden ebenfalls bei A. Auslender, R. Co-
minetti, M. Haddou (1997) bewiesen, wobei sich diese Autoren auf lineare Programme
beschrénken. Vorldufer dieser Aussagen (auch nur fiir lineare Programme) stammen
von N. Megiddo (1989)7] (logarithmische Barrieren) und R. Cominetti, J. San Martin
(1994)™] (exponentielle Strafen, hier ist 7 = +oo und 6(¢) = exp(t)). Unser Ziel ist es,
diese Aussagen weitgehend auf quadratisch restringierte quadratische Programme zu
iibertragen. Es wird schon bald klar werden, wann wir von f, als einer Barriere- bzw.
Straffunktion sprechen. Wichtig ist, dass die Restriktionenmenge M, des Hilfproblems
(P,) jedenfalls relativ zu der affin linearen Gleichungsnebenbedingung offen ist, so dass
es sich bei (P,) im wesentlichen um eine unrestringierte Optimierungsaufgabe handelt.

5.2.2 [Existenz einer Losung des Hilfsproblems

In diesem Unterabschnitt sollen hinreichende Bedingungen an die Funktion 6 dafiir
angegeben werden, dass die Aufgabe (P,) eine nichtleere, kompakte Losungsmenge
(Mo )opt besitzt.

Satz 2.1 Die Funktion 6 € C?(—o0,n) mit 0 < n < oo sei konvex und monoton nicht
fallend. Es gelte

(A1) limg,,_ 0(t) = 4o,

(A2) limy,o O(—t)/t =0,

und, falls n = oo,

(A3) limy_ o 0(t)/t = +o0.

Dann ist die Menge (M, )opt der Lésungen von (P,) nichtleer und kompakt.

Beweis: Bei festem ¢ > 0 wahlen wir ein & € M, und bilden die Niveaumenge

A

L, :=M,Nn{x e R": f,(x) < f,(2)}.

Zunachst zeigen wir, dass L, beschrinkt ist. Ist dies nicht der Fall, so existiert eine
Folge {zx} C L, mit |Jzx| — oo und x/|zx|| = p. Wir wollen zeigen, dass dann
¥ +1p € Mgy fiir alle ¢ > 0 mit einem beliebigen z* € M., was wegen p # 0
einen Widerspruch zur vorausgesetzten Beschrénktheit von M, ergibt. Offensichtlich
ist p € Kern (h') und daher h(z* + tp) = 0 fiir alle ¢ > 0. Wir geben uns ein ¢ > 0
beliebig vor. Fiir alle hinreichend grofen k ist t/||zg|| € (0, 1]. Wegen der Konvexitét
von f ist

(%) f((l— ! )m*—l—HSZ&—k”xk)g(l— ! )f(x*)+tf($k)

2l [l ]l

I"MEGIDDO, N. (1989) “Pathways to the optimal set.” In Interior Point and Related Methods (N.
Megiddo, ed.). Springer-Verlag, New York, 131-158.

8CoOMMINETTI, R. AND J. SAN MARTIN (1994) “Asymptotic analysis of the exponential penalty
trajectory in linear programming.” Mathematical Programming 67, 169-187.
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Eine entsprechende Ungleichung gilt fiir ¢;, ¢ = 1,...,[. Hieran erkennen wir, dass es
geniigt, die Beziechungen
lim sup /(@) <0, lim sup 9:(zk) <0 (i=1,...,1)

koo Tkl koo ||l

nachzuweisen. Denn dann ist f(z* + tp) < f(z*) und g(z* + tp) < g(z*) und damit
¥ 4 tp € My fiir alle £ > 0. Wegen (x) bzw. den entsprechenden Ungleichungen fiir
die g;, i = 1, ..., [, existiert eine Konstante ¢y > 0 mit

f(ar) S gi(w)

= —Cp
[e| ’ |l

fir alle k € N. Wegen f,(zx) < f,(Z) ist

Z—CO (’L:l,,l)

l

fleg) _ fo(@) 1 3 Oogi(ar)) _ fol@) 10(=oco flaell)

B \ka a el = Tl 7 ||l

=1

wegen (A2), daher limsup,_, . f(zx)/||zx]| < 0. Fiir n < oo ist es einfach,

lim sup 9i(zr) <0, 1=1,...,1,
koo |7kl
nachzuweisen, denn dann ist ja g;(zx)/||zk|| < n/(o||zk||), ¢ = 1,..., 1. Daher nehmen
wir jetzt an, dass 7 = co. Angenommen, fiir ein ¢ € {1,...,[} sei

lim sup gi(zx)/ |2k > 0.

k—o0

Da man notfalls zu Teilfolgen {ibergehen kann, existiert ein € > 0 mit g;(zx) > € |||
fiir alle k. Dann ist

Olea flzill) _  O(ogi(zx))
ollzell = oz

fo(@) _ fl@r) 1= 0(ogi(x)
< Todl " Tal a2 Tad
J#
fl@) | (= Do lanl)
o] 7 ]
—0 ;r(]

Die rechte Seite bleibt beschréankt, wiahrend die linke Seite wegen (A3) gegen +oo
konvergiert. Das ist natiirlich ein Widerspruch. Damit ist die Beschranktheit der Ni-
veaumenge L, bewiesen. Zum Beweis der Abgeschlossenheit von L, nehmen wir an,
{2} C L, sei eine Folge, die gegen ein = € R" konvergiert. Mit h(z;) = 0 ist natiirlich
auch h(z) = 0, ferner ist og(x) < ne und wegen (A1) sogar og(x) < ne. Schlieflich ist
fo auf M, stetig und daher x € L,. Damit folgt die Kompaktheit von L, und dann
auch die der Losungsmenge (M, )opt von (P, ). O O
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Wir geben nun Beispiele von monoton nicht fallenden, konvexen Funktionen 6 &
C?*(—o0,n) mit 0 < n < oo an, fiir die die Voraussetzungen (A1)—(A3) in Satz
erfiillt sind.

Beispiele: Wir unterscheiden die Félle, dass n = oo, n € (0,00) und n = 0.
e Sein = o0.

Die Funktion (t) := exp(t) (exponentielle Straffunktion) ist auf (—oo,00) monoton
wachsend, strikt konvex und geniigt offensichtlich den Bedingungen (A1)-(A3). Weiter
definiere man

t+ 12, falls ¢ > —1
0(t) = { 1 . 3 f

Man rechnet leicht nach, dass § € C?(—o0, 00). Ferner ist

0'(t) =

1+t falls t > —%,
—1/(4t), falls ¢ < -1,

ist §'(t) > 0 auf (—oo, 00), also monoton wachsend. Schliefslich ist

1, falls ¢ > —3,
e/l(t) — ) .
1/(4t%), falls t < —3,

woraus man abliest, dass 6 auf (—oo, 00) strikt konvex ist. Die Bedingungen (A1)—(A3)
sind offensichtlich erfiillt.

e Esist n € (0,00).

Sei n =1 und 0(t) := —log(1 —t) (modifizierte logarithmische Barriere). Offensichtlich
ist € C?(—00, 1) monoton wachsend und strikt konvex, auch die Eigenschaften (A1)~
(A2) sind erfiillt. Das gleiche gilt mit n = 1 offenbar fiir 0(¢) := ¢/(1 — t) (modifizierte
hyperbolische Barrierefunktion).

e Esist n=0.

Hier spricht man von Innere-Punkt-Verfahren. Die bekannteste Barrierefunktion ist
natiirlich die klassische logarithmische Barrierefunktion 6(t) := —log(—t), die natiir-
lich die geforderten Eigenschaften besitzt. Das gleiche gilt fiir 6(¢t) := —1/t (inverse
Barriere). O

5.2.3 Losungsfolgen und ihre Haufungspunkte

Das Ziel in diesem Unterabschnitt ist, einen Beweis fiir den folgenden Satz zu liefern.



5.2 Barriere- und Straffunktionen bei konvexen Optimierungsaufgaben 193

Satz 2.2 Die Funktion § € C?(—oo,n) mit 0 < n < oo mdige den Voraussetzungen
von Satz gentigen. Ist dann {o}} C Ry eine Folge mit o}, — oo und x), € M), eine
Lésung von

l

inimi = 1 0,g;(x)) au
®) Minimiere fi(z) := f(x) + - ;9( k9i()) f

My :={z € R": opg(x) < ne, h(z) =0},

so ist die Folge {xy} beschréinkt, ferner ist jeder Hiufungspunkt von {z,} eine Losungd™|
von (P). Schlieflich gilt limy,_,., min (P,) = min (P).

Beweis: Zunéchst zeigen wir die Beschrénktheit von {x;}. Angenommen, dies sei nicht
der Fall. Da wir notfalls zu Teilfolgen iibergehen konnen, ist 0. B.d. A. ||zx|| — oo und
zr/||zk|| — p. Wie wir uns im Beweis von Satz iiberlegten, erhalten wir einen
Widerspruch zur vorausgesetzten Kompaktheit von Mo, wenn wir

lim sup M <0, lim sup gi(xr)
koo ||k koo ||k

<0 (i=1,...,])

nachweisen. Wie wir dort aufferdem gesehen haben, existiert eine Konstante c¢q > 0 mit

M > gi(zy)

= —Cp
] ’

Z—CO (’L:l,,l>
x|

fiir alle ¥ € N. Man wihle ein xqg € M, wenn 1 > 0, bzw. ein 29 € M°, wenn 1 = 0.
Dann ist

l
Filow) = Fo) + — 3 0orgi(mn)) < filwo) < Flwo) + —0(ora)

g g
ki k

mit a := max;—;__; g;(xp). Dann ist

flag) _ f(zo) | 10(opa)  16(=coon [|zx])
lzell = llexll o [l o ||zl

Da die drei Summanden auf der rechten Seite wegen (A2) gegen 0 konvergieren, ist

lim sup f(zx)/||zx|| < 0.

k—o0

Fiir n < oo folgt aus g(xx) < (n/oy)e, dass

lim sup g;(x)/ ||zl <0, i=1,...,1

k—o0

19Besitzt (P) insbesondere eine eindeutige Losung x*, so konvergiert die Folge {z)} gegen x*.
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Sei daher jetzt n = co. Wie im entsprechenden Teil des Beweises von Satz [2.1] nehmen
wir an, es existiere ein ¢ € {1,...,l} und ein € > 0 mit g;(zx) > €||xx|| fir alle k. Dann
ist

Oleoy |lzll) _ Olongi(zr))

oplleell T or o]

fwo) | W(ora)  f(wx) iemgj(xk))

lzell  onllzell k] = o [z
J#i
T 10(ora [ —1)0(—cyoyr ||z
fao) | Blora) | (1= Db )
lzell o [z o ||z

Wieder konvergiert die linke Seite wegen (A3) gegen +oo, wiahrend die rechte Seite
beschrankt bleibt, erneut ein Widerspruch. Damit ist die Beschrédnktheit der Folge
{z1} bewiesen.

Nun sei 2* € R" ein Haufungspunkt von {x;}. Wegen h(x)) = 0 ist natiirlich auch
h(z*) = 0. Wegen g(x) < (n/ox)e und o — o0, ist fiir n < oo auch g(z*) < 0 und
damit z* € M. Sei daher jetzt n = co. Angenommen, es existiert ein i € {1,...,[} mit
gi(z*) > 0. Dann existiert ein € > 0 und eine gegen z* konvergente Teilfolge {z }rex
derart, dass g;(zy) > € fiir alle £ € K. Mit einem g € M ist dann

o) . Blongilen))

Ot Ok
= felww) — flax) — Z e(akiﬂlef))
yo
l
< o) = fla) = 9<0kiak<wk>)
ye
< flzo) + Z 9(2(1) — flxy) — Z Q(Ukijk(l’k))
7
< fa)+ 310D gy - (21D

fiir alle k € K, wobei wir wieder a := max;—1__; ¢i(x¢) gesetzt und b > 0 so gewé&hlt
haben, dass g;j(x,) > —0b fiir alle j € {1,...,1} \ {¢} und alle £ € K. Die linke Seite
konvergiert wegen (A3) wieder gegen +o0o, wihrend die rechte beschriankt bleibt, ein
Widerspruch. Damit ist insgesamt nachgewiesen, dass jeder Haufungspunkt der Folge
{z}} zuléssig fiir (P) ist. Um nachzuweisen, dass jeder Haufungspunkt z* von {z;} zu
Mopt gehort, wihlen wir zunéchst b > 0 mit g;(zy) > —0b fiir alle ¢ € {1,...,1} und alle
k, was natiirlich wegen der Beschrénktheit von {z;} moglich ist. Fiir n > 0 wihlen wir
xg € Moy beliebig, wegen der Optimalitéat von zy, fiir (Py) ist
10(opa)

) + P2 < i) < fulao) < min (P) + P2,
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wobei wieder a := max;—1__; gi(zo). Mit & — oo folgt f(z*) < min (P) und folglich
T* € Moy Fiir = 0 sei xg € MY, ferner withle man zj, € M. Fiir alle A € (0, 1] ist
T == Azg + (1 — M)z € M°. Mit festem A € (0,1] ist

Flen) + PET) o b ) < fuleh) < flat) + DO

Ok o
wobei @) = max;—y__; ¢;(2}). Mit k — oo folgt

f@@®) < f@)) < Af(zo) + (1 — A) min (P),

mit A — 0+ ist f(2*) < min (P) und folglich 2* € M.

Es bleibt, limj_,o min (P, ) = min (P) zu zeigen. Wegen min (P,) = fi(x;) folgt dies
aber leicht aus der obigen Argumentation, wobei man wieder die Falle n > 0 und n =0
getrennt behandelt. Ist 7 > 0, so wéhle man zy € My, setze a := min;—y __; g;(x),

.....

bestimme eine Konstante b > 0 mit g;(zx) > —b, i = 1,...,1, fiir alle k¥ und erhalte
wieder 1o b) 10(0a)
—0 , Ok
f(ze) + U—k < fe(zx) < min (P) + Jk :
* Hf_/
—0 —0

Unter Benutzung der beiden schon bewiesenen Teile, dass ndmlich die Folge {z\} be-
schriankt und jeder Haufungspunkt von {xj} eine Losung von (P) ist, folgt
min (P) < liminf fy(zx) < limsup fx(zx) < min (P)
k—o0 k—o00

und damit die Behauptung. Ist dagegen n = 0, so seien 2o € M® und z, € M,y
gewdhlt. Mit A € (0, 1] sei wieder 2y := Azg+ (1 — A)zg. Mit derselben Argumentation
wie gerade eben erhélt man fiir jedes A € (0, 1], dass

min (P) < h,ﬂg}f fe(xy) <limsup fi(zr) < f(2)) < Af(x0) + (1 — A) min (P).

k—o0

Wieder erhdlt man mit A — 04 die Behauptung.
Damit ist der Satz bewiesen. O O

5.2.4 Eindeutigkeit einer Losung des Hilfsproblems
Unter unseren Standardvoraussetzungen untersuchen wir, wann bei festem o > 0 die
Aufgabe

l

e . R l oqg;lx au
®) Minimiere f,(z) := f(z) + - ;9( 9i(x)) f

M, :={x e R": 0g(x) < ne, h(z) =0}

eindeutig l6sbar ist. Wir setzen jetzt voraus, dass f und g zweimal stetig differenzierbar
sind. Dann existiert V2 f, (z) fiir jedes z € M, und es ist einfach einzusehen, dass eine
Losung von (P,) eindeutig ist, wenn V2 f,(z) auf Kern (h') positiv definit ist. Es ist

Vis(x) =V f(z)+ Z 0/ (0gi(x))Vgi(x)
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und

l

V2o (x) = V2 f(2) + ) [08"(06:(x))Vgi(w)Vai(2)" + 6 (0gi(2)) V2g,(2)].

i=1

Wir setzen jetzt noch voraus, dass § auf (—oo, ) monoton wachsend und strikt konvex
ist, also #'(t) > 0 und 6" (¢t) > 0 fiir alle t € (—o0,n) gilt. Als positive Linearkombination
positiv semidefiniter Matrizen ist V2 f,(x) positiv semidefinit. Sei daher p € Kern (') \
{0} und p"V2f,(z)p = 0. Dann folgt

(%) V2f(z)p =0, V2gi(x)p = 0, Vgi(x)'p=0 (i=1,...,0).
Als Hauptergebnis erhalten wir:

Satz 2.3 Sei (P) ein konvexes, quadratisch restringiertes quadratisches Programm,
also

f(z) = cgo + a7 Qoz, gi(x) =B+ cja+ 52" Q. (i=1,...,1)

mit symmetrischen, positiv semidefiniten Matrizen (o, Q1,...,Q; € R™™. Sei 0 €
C?*(—o0,n) mit 0 < n < oo monoton wachsend und strikt konvex auf (—oo,n), ferner
seien die Standardvoraussetzungen an das Problem (P) erfiillt, insbesondere also die
Menge M,y der Lésungen von (P) nichtleer und kompakt. Dann besitzt die Aufgabe
(P,) fiir jedes o > 0 héchstens eine Losung, wenn die Bedingungen (A1)—(A3) aus Satz
ertiillt sind also genau eine Ldsung.

Beweis: Wir geben uns ein p € Kern (k') vor und schliefsen aus (x), dass p = 0 bzw.
V2f,(x) auf Kern (k') positiv definit ist. Spezialisiert auf die vorliegende Situation
bedeutet (*), dass Q;p = 0,71 = 0,...,[, und ¢/p = 0,4 = 1,...,1. O.B.d. A. ist
ferner ¢p < 0 (ersetze notfalls p durch —p). Mit einem beliebigen * € M,y ist dann
flz*+tp) < f(x*), g(a* +tp) = g(x*) und h(z* +1tp) = h(z*) und damit x*+tp € Moy
fiir alle ¢ > 0. Da M, nach Voraussetzung beschrinkt ist, ist p = 0 und daher V2 f,(x)
fir jedes © € M, auf Kern (h') positiv definit, woraus die Eindeutigkeit einer Losung
von (P,) folgt. O O

5.2.5 Konvergenz der primalen Trajektorie

Wie in Satz betrachten wir ein (konvexes) quadratisch restringiertes quadratisches
Programm. Ist § € C?(—o0,n) mit 0 < 1 < oo monoton wachsend und strikt konvex,
sind ferner die Bedingungen (A1)—(A3) in Satz [2.1] erfiillt, so besitzt die Aufgabe (P,)
fiir jedes ¢ > 0 genau eine Losung x, € M,. In diesem Unterabschnitt wollen wir
untersuchen, unter welchen Bedingungen z., = lim,_,, =, existiert und eine (gewisse)
Losung von (P) ist. Wegen Satz ist dies jedenfalls dann der Fall, wenn (P) eindeutig
l6sbar ist. Ist dies nicht der Fall, so muss man aus der Losungsmenge M,y eine be-
stimmte aussondern, gegen die die Folge {zx} mit x) := x,, und o, — oo konvergiert.
Hierzu definieren wir die Indexmengen

I'={ie{l,...,0}: gi(x) =0 fiir alle x € My}, Jo=A{1,.. i} \ I
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Also ist I die Indexmenge derjenigen Ungleichungsrestriktionen, die fiir jede Losung
aktiv sind. Ein erstes einfaches Ergebnis ist

Lemma 3.1 Gegeben sei das konvexe, quadratisch restringierte quadratische Pro-
gramm (P), dessen Lésungsmenge M,y nichtleer und kompakt sei. Ist dann g(x) =0
fiir alle x € Moyt (bzw. J = ), so ist (P) eindeutig Iésbar.

Beweis: Wir nehmen an, z*, 2 € M, seien zwei Losungen von (P). Dann ist auch

1(x* + 2**) € M,y eine Losung von (P). Folglich ist

0= 3lgi(z") + gi(z™)] = gi(5(a" + 7)) = g(a* — )" Qi(z* — ™)
_— = ’

N

=0 =0

-~
=0

und daher Q;(z* — ™) = 0, ¢ = 1,...,l. Wegen g¢;(z*) = g;(x™) folgt dann auch

cF(x* —2**)=0,i=1,...,1. Entsprechend folgt aus

fl@*) = f(=*) = f(3(2" + 2™)) = min (P),
dass auch Qo(z* — ™) = 0 und ¢ (z* — 2**) = 0. Daher ist ™ + t(z* — ™) € Moy
fir alle ¢ € R, woraus ™ = 2™ wegen der Beschranktheit von My folgt. O a
Wegen des letzten Lemmas kann im folgenden J # () angenommen werden. Die “auszu-
sondernde” Losung von (P) ist eindeutige Losung einer gewissen Optimierungsaufgabe,

deren “Prototyp” wir jetzt im ersten Teil des folgenden Satzes angeben. Im zweiten Teil
des Satzes wird gezeigt, dass ., = lim, o T, existiert und eine gewisse Losung von

(P) ist.

Satz 3.2 Gegeben sei das konvexe, quadratisch restringierte quadratische Programm
(P), dessen Losungsmenge M, nichtleer und kompakt sei. Sei § € C*(—o0,n) mit 0 <
1 < oo monoton wachsend und strikt konvex auf (—oo, n), ferner seien die Bedingungen

(A1)—(A3) aus Satz[2.]] erfiillt. Weiter gelte die Bedingung
(A4) Es existieren Abbildungen o: R, — R und : R, — R, derart, dass

0 (0) := lim B(0)[0(00) — a(o)]

g—00

fiir jedes § < 0 existiert und 6., auf (—oo,0) eine stetige, monoton wachsende,
strikt konvexe Funktion mit lims_,o_ 0, (0) = +oo ist.

Dann gilt:
(a) Die Aufgabe
Minimiere fo(x) := Zeoo(gi(x)) auf

(P, =

My =11 € Moy 2 gj(x) <0 (j € J)}

besitzt genau eine Losung o, € M. Hierbei sei

I'={ie{l,...,1}: gi(x) =0 fiir alle x € Myp }, Jo=A{1.. I} \ I
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(b) Ist x, € M, mit 0 > 0 die Losung von

®) Minimiere f,(x) := f(x) + % ; O(cg;(x)) auf

M, :={x € R": 0g(z) < ne, h(z) = 0},
so gilt limy_ o0 Ty = Too-

Beweis: Zunichst miissen wir uns iiberlegen, dass (Py) zuldssig bzw. M7 # O ist.
Nach Definition der Indexmenge J existiert zu jedem j € J ein 29 € Mpy mit
g;(x)) < 0. Offenbar ist dann

Zx € M;"pt

JEJ

Zum Nachweis der Existenz einer Losung von (P.,) bilde man mit einem & € M, die

opt
Niveaumenge

Li={z € M, : () < fro(d)}.

Wegen L c M, C Moy ist L beschriinkt, da lim;_,o_ O (t) = 400, ist L offenbar
auch kompakt. Da f. auf L stetig ist, folgt die Existenz einer Lésung von (Ps). Sind
x*, % € M7, zwei Losungen von (Py), so ist es auch £(z* + 2**). Daher ist

0 = Ll *)+foo< **)1—foo<%<x*+w**>>
3 (e 95(2) + Bl ()] — a5 (b + 7))

jeJ
> Y {51050(95(2)) + 0 (g(a™)] = O (5(g5(x") + g;(2™)))}
JjeJ ;’0
(da g; konvex und # monoton nicht fallend und konvex)
> 0
Also ist
Ooo(5(95(2") + gj(2))) = 31000 (9; (")) + Osc(g; (™)), G €.

Da 6, nach Voraussetzung monoton wachsend und strikt konvex auf (—oo,0) ist, ist
9;(2%) = g;(2™) = g;(5(2" + ™)), jEJ

Genau wie in Lemma folgt hieraus, dass x** +t(2* — 2™*) € M,y fiir alle £ € R und
hieraus z* = 2**. Damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen.

Sei nun {0} } C Ry mit oy — oo, ferner zy = z,, die Losung von (P,,). Sei z* ein
Haufungspunkt der nach Satz beschriankten Folge. O.B.d. A. (notfalls gehe man
zu Teilfolgen iiber) konvergiere {z\} gegen z*. Ebenfalls nach Satz ist * € Mopt.
Wir wollen zeigen, dass 2* eine Losung von (P..) ist. Ist dies gelungen, so konvergiert
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offenbar die gesamte Folge {x;} gegen die eindeutige Losung x,, von (P). Um dies
einzusehen, beachten wir zunéchst, dass

el (2o — %) =0, Qi(too —2*) =0 (i e{0}UI).

Definiert man daher

*

Ty =T+ Too — T,

so gilt
flag) = floe), gilwy) = gile) (i€ 1)

fir alle k. Wegen h(z}) = h(xy) sowie xj — 2o und oyg;(x}) — —o0, j € J, ist ferner
xy fiir alle hinreichend grofsen k zuléssig fiir (P,, ). Fiir diese k ist daher

> O(okgi(xr) < O(owg;(xh)-
jed jeJ
Mit
9; < g;j(z*) <0, 95(Too) < 05 <0
folgt aus der Monotonie von #, dass
> 0(okd;) <Y 0(0wd])
jed jeJ

fiir alle hinreichend grofen k. Diese Aussage bleibt richtig, wenn wir in jedem Sum-
manden auf beiden Seiten a(oy) € R abziehen und mit (o) € Ry multiplizieren:

> Blow)0(o6;) — alow)] <Y Blow)[0(0kd]) — alow)].

jed jedJ

Dann erhélt man nach dem Grenziibergang k& — oo, dass

3 0.(5) < 3 0.(50).

jedJ jeJ

Da hier §; < g;j(z*) beliebig ist und nach Voraussetzung lim; ,o_ 0(t) = +o0, ist
g;(z*) <0, j € J, bzw. 2% € M} . Mit §; /" g;(z*) und 67 \ gj(7), j € J, folgt aus

opt*
Stetigkeitsgriinden
Z Osc(g(z")) < Z 0o (95(20)),
jed =
d.h. 2* 16st (P4 ). Damit ist auch der zweite Teil des Satzes bewiesen. O a

Nun geben wir Beispiele an, bei denen die Bedingung (A4) in Satz erfiillt ist.

Beispiele: Wir unterscheiden wieder die Félle, dass n = oo, n € (0,00) und n = 0.

e Sei n = 00.
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Fiir 6(t) := exp(t) kénnen wir die Existenz von Funktionen « und § mit den angegebe-
nen Eigenschaften nicht zeigen. Es ist zu vermuten, dass die exponentielle Straffunktion
der Voraussetzung (A4) nicht gentigt (Beweis?).

Sel 1,42 1
t+ =t°, falls t> —3,
0(t) == 1 ) 3 f

Man definiere a: R, — R und g: R, — R, durch

a(o) == —(2 + 1 1og(20)), B(o) :=4.

Fiir jedes 6 < 0 ist 00 < —% fiir alle hinreichend groken o (genauer fiir alle o >
—1/(20)), fiir diese o ist

P(0)[0(ad) — afo)] = —log(=0).

Da weiter 0o (—00,0) — R, definiert durch 6,(6) := —log(—¢) monoton wachsend
und strikt konvex ist, ist die Bedingung (A4) erfiillt.

e Esist n € (0,00).
Sei n := 1 und 6(t) := —log(1l — t). Man definiere a:R; — R und 5:R, — R,
durch
a(o) := —logo, Bo) = 1.
Dann ist
p(0)[0(a0) — a(0)] = —log)1/o —d),
die Bedingung (A4) ist also mit 0 (J) := —log(—d) erfillt.

Ist dagegen n := 1 und 6(t) := t/(1 — t), so definiere man a: R, — R und
B:Ry — R, durch

Dann ist 1
B(0)0(05) = ale)] = 77—
die Bedingung (A4) ist also mit 0 (d) := —1/0 erfiillt.
o Esist n=0.
Ist (t) := —log(—t), so definiere man c: R, — R und f: R, — R, durch
a(o) := —logo, B(o) = 1.
Dann ist

B(0)[0(0d) — a(o)] = —log(=9),
die Bedingung (A4) ist mit 6.(0) := —log(—9) erfiillt.
Ist dagegen 1 := 0 und 0(t) := —1/t, so definiere man «: R, — R und g:R, —
R, durch
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Dann ist
(0)l0(ad) — afo)] = —1/5,
die Bedingung (A4) ist mit 0,,(0) := —1/¢ erfiillt. O

Wir haben bisher nicht die Stetigkeit der primalen Trajektorie im Falle exponentieller
Strafen (n := oo und 6(¢) := exp(t)) zeigen konnen. Bei A. Auslender, R. Cominetti, M.
Haddou (1997, S. 56) wird hierauf in einem allgemeineren Zusammenhang eingegangen,
wahrend wir uns hier auf exponentielle Strafen konzentrieren wollen.

Im folgenden Satz wird das sogenannte Zentrum der Menge M, der Losungen einer
konvexen quadratisch restringierten quadratischen Optimierungsaufgabe definiert und
gezeigt, dass es aus genau einem Punkt besteht.

Satz 3.3 Gegeben sei die konvexe, quadratisch restringierte quadratische Optimie-
rungsaufgabe (P), deren Losungsmenge M, nichtleer und kompakt sei. Man betrachte
den folgenden Algorithmus:

o Sei Sy := My und Iy :={i € {1,...,1} : g;(x) =0 fiir alle x € Sp}.
o Fiirk=0,1,...:

— Falls I, = {1,...,l}, dann: p := k, STOP, da S, aus genau einem Punkt
besteht.

— Andernfalls berechne

Vi1 = ?égi mex 9i(x), Sks1 = {2z € S : max 9i(2) = Veg1}

und anschlieffend
Jk+1 = {Z Q Ik . gz(l’) = Yk+1 fiir alle x S Sk+1}, Ik—i—l = Ik U Jk—l—l-

Dieser Algorithmus ist durchfiihrbar und bricht nach endlich vielen Schritten mit der
einpunktigen Menge S,, dem sogenannten Zentrum von Moy, ab.

Beweis: Zunichst iiberlegen wir uns, dass der Algorithmus durchfiihrbar ist, dann,
dass er nach endlich vielen Schritten abbricht, da (solange kein Abbruch) die Folge der
in {1,...,l} enthaltenen Indexmengen Iy, I, ... streng aufsteigend ist und schlieflich,
dass das Zentrum von M,y aus genau einem Element besteht. Fiir den Beweis der
Durchfiihrbarkeit iiberlegen wir uns:

e Die Menge S;, C M,y ist nichtleer, konvex und kompakt.

Die Aussage zeigen wir durch vollstdndige Induktion nach &, wobei der Induktions-
anfang bei k& = 0 liegt. Die Menge Sy = M,y ist nach Voraussetzung nichtleer und
kompakt, als Losungsmenge eines konvexen Programms ferner konvex. Nun nehmen
wir an, die Aussage sei fiir k richtig. Die Funktion ¢;:S; — R, definiert durch
¢ () := max;gy, g;(), ist stetig. Insbesondere besitzt die Aufgabe, ¢, auf Sj zu mi-
nimieren, mindestens eine Losung und die Losungsmenge Si. ist nichtleer, kompakt
und konvex. Damit ist die Durchfiihrbarkeit des Algorithmus gezeigt.

Nun zeigen wir, dass der Algorithmus nach endlich vielen Schritten abbricht. Hierzu
iiberlegen wir uns:
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e Ist [; eine echte Teilmenge von {1,...,{}, so ist

Jep1 =i € I : gi(x) = Ypyq fiir alle z € Spyq} # O
und daher I := I U Ji11 eine echte Obermenge von [j.

Wir machen einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, es sei Ji; = . Dann existiert
zu jedem ¢ &€ I ein z@ € Sky1 mit gi(x(i)) < Yr+1- Wegen der Konvexitat von Sy ist

auch ]
= W) e Spuy.
x 1— #(]k) Z x E+1
JE 1

Fiir ein beliebiges i ¢ I, folgt aus der Konvexitdt von g;, dass

gi(z) = gz(% Z 9U(j)>

J¢1x

_;L_z:.m
_ _J__§:Aw> (D)
[~ #(It) ( o sa?)+ gle)

JZ Nk <y <Vk+1
J# * *

< Vi1,

folglich ist 441 = maxgy, gi(x) < Y41, ein Widerspruch. Damit ist auch gezeigt, dass
der Algorithmus nach endlich vielen Schritten abbricht.

Angenommen, das Verfahren breche im p-ten Schritt ab, es sei also I, = {1,...,}.
Die Menge {1, ...,l} kann dargestellt werden als disjunkte Vereinigung von p + 1 In-
dexmengen:

p
L., =1+ I
k=1

Wir definieren

0, i € I,
G, = W,b i'€J17 1=1,...,1
e i€,
Fiir alle x € S, ist dann ¢;(z) = G, i = 1,...,[. Hieraus wollen wir schlieften, dass S,

einpunktig ist. Hierzu nehmen wir an, es seien z*, 2** € S,,. Wegen der Konvexitét von
Sy ist 3(z* + z**) € S, folglich ist

0= Haila) + )] — ai(3a" +a*)) = Hat — Qe 0,
also Q;(z* —x™) =0,1=1,...,1. Weiter ist
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also ¢! (z* — 2**), i = 1,...,l. Ebenso erhilt man aus der Konvexitit von M, und
f(z*) = f(x*), dass Qo(z* — 2**) = 0 und ¢l (x* — 2**) = 0. Dann ist aber f(z* +
t(z** — x*)) = f(z*) und g(z* + t(z* — 2*)) = g(a*) fur alle ¢ € R, insbesondere
¥+ t(z™ —2*) € Moy fiir alle t € R. Aus der vorausgesetzten Kompaktheit von M
folgt * = x**. Damit ist der Satz bewiesen. O O

Nun kommen wir zu einem Satz entsprechenden Satz.

Satz 3.4 Gegeben sei das konvexe, quadratisch restringierte quadratische Programm
(P), dessen Lésungsmenge M,y nichtleer und kompakt sei. Ist x, € M, mit o > 0 die
Lésung von

inimi = l : exp(og;(x au
- Minimicre f,(0) = f(c) + 3 explogi(a)) auf

M, = {z € R": h(z) = 0},
so existiert lim,_, o, und stimmt mit dem Zentrum x> von M,y liberein.

Beweis: Sei {0} C Ry eine Folge mit o, — oo, ferner z, = z,, die Losung von
(Ps,). Sei z* ein Haufungspunkt der nach Satz beschrankten Folge. O.B.d. A.
(notfalls gehe man zu Teilfolgen iiber) konvergiere {z;} gegen x*. Ebenfalls nach Satz
ist 2% € M, Wir wollen zeigen, dass z* das Zentrum x> von M, ist, wobei wir
natiirlich annehmen konnen, dass Iy eine echte Teilmenge von {1,... 1}, ist. Mit den
Bezeichnungen von Satz zeigen wir zunéchst:

e Es existiert ein z € S mit g;(x) < 0,1 & I, k=0,...,p.

e Esist 711 <0, k=0,....,p— 1.
Diese Aussage wird durch vollstdndige Induktion nach k bewiesen. Fiir alle ¢ & I
existiert ein (¥ € Sy mit g;(x() < 0. Dann ist

1 .
e ()
Xr = ———— X
I~ #(1o) iZ%

ein Punkt mit g;(z) < 0, ¢ & I. Insbesondere existiert ein z € Sy mit max;gy, g:(x) < 0.
Nach Definition ist S; die Losungsmenge der Aufgabe, ¢, definiert durch ¢o(z) =
max;gg, ¢i(z) auf Sy = Mo,y zu minimieren, folglich ist v = max;gy, g:(z) < 0 fiir alle
x € S7. Der Induktionsschritt kann ganz entsprechend bewiesen werden.

Nun zeigen wir:

o Fiir alle k ist o} := xy, + (2™ — z*) zuléssig fur (P, ).
Dies ist trivial, denn mit h(z) = Az — b ist
h(zy) = A(zg + (2% —2%)) — b= Az, — b= h(x) =0.

Damit haben wir nachgewiesen, dass zj, fiir alle k zuléssig fiir (P,, ) ist.
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Da z; Losung von (P,,) und x; fiir alle & fiir (P,,) zuléssig ist, ist

l l

(+) flax) + — Zexp orgi(ze)) < fla}) + — Zexp orgi(x))

=1 =1

fiir alle k. Wir zeigen durch vollsténdige Induktion nach j, dass z* € S;, 5 =0,...,p.
Da S, = {z>} einpunktig ist, ist dann z* = 2> und der Satz ist bewiesen. Wegen
x* € Mo = Sy ist der Induktionsanfang gelegt. Angenommen, es ist z* € S; mit
einem 1 < j < p. Dann ist

gi(a”) = gi(a™) = gi(5(z" +2)), i€,
Hieraus folgt g;(x}) = gi(xy), ¢ € I;, und alle k, ferner ist natiirlich auch f(z}) = f(xx)
fiir alle k. Aus (*) erhélt man damit
> explongi(ni)) <Y exploxgi(x}))
il il

fiir alle k. Nun wéhle man 6; < g;(z*) <0, ¢ € I;, und g;(z>) < 6] <0, i & I;. Fiir alle
hinreichend grofen k ist dann auch 6; < g;(z)) und g;(z}) < &; fiir alle ¢ & I;. Wegen
der strengen Monotonie von exp und log ist

Uiklog<;lj exp(0k5i)) < i10g<lgzl exp Jké*)>

fiir alle hinreichend grofen k. Hieraus folgt

(%%)  lim —log<z exp(oxd;) ) = max5 < maxJ; = lim —log(z exp(oo;) )

k—oo O i, i€l k—o0 O igl,

Um dies einzusehen beachten wir, dass

1
maxd; = —log(exp(akmaxéi>>
Ok iZl

ZQI] 11y

< J—log(; exp(oy0; ))
< Jiklog(a — #(1;)) exp o max 5i))
_ M_Hnaxéz
4&—/ wh |
—0

Mit 6; 7 gi(x*) und 67 N\, g;(2>), i & I;, folgt aus Stetigkeitsgriinden, dass
max ¢g;(z*) < max g;(z>).
s gi(a*) < s gi(a™)
Da 2% € Sji1, also eine Losung der Aufgabe, ¢;(7) := max;g;, gi(z) auf S; zu mini-

mieren, ist es auch z*. Also ist 2* € S;;; und der Beweis ist vollstandig. O
O
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5.2.6 Konvergenz der dualen Trajektorie

Wir beschranken uns in diesem Unterabschnitt auf die Untersuchung der klassischen
Methode der logarithmischen Barrieren. Wie schon in den letzten Unterabschnitten
betrachten wir das konvexe, quadratisch restringierte quadratische Programm

) Minimiere f(z) := cfz + 227Qox  auf
M:={zeR": gi(z):=fi+cfo+17Qiz <0 (i=1,...,1), h(z) = 0},

wobei nach wie vor Qg, Q1,...,Q; € R™" symmetrisch und positiv semidefinit sind,
ferner g: R — R! durch g(x) := (g1(2), ..., q(x))" definiert und h: R* — R™ affin
linear ist und die (konstante) Funktionalmatrix A" € R™*™ den vollen Rang m besitzt.
Weiter wird vorausgesetzt, dass das relative Innere M von M nichtleer und die Menge
M,y der Losungen von (P) nichtleer und kompakt ist. Hierzu betrachteten wir das im
wesentlichen unrestringierte Hilfsproblem

l
Minimiere @, (z) := f(z) — % Zlog(—gi(x)) auf
i=1

M®:={z e R": g(x) <0, h(z) =0}

(P,)

und wissen bisher, dass (P,) fiir jedes o > 0 genau eine Losung x, € MY besitzt und
Too = limy_yo0 T, existiert und eine gewisse Losung von (P) ist. Weiter ist die Losung
r, € M° von (P,) durch die Existenz eines Vektors v, € R™ mit

charakterisiert. Wegen der Rangvoraussetzung an h’ ist v, eindeutig festgelegt. Wir
wollen uns tiberlegen, dass die duale Trajektorie {(u,,v,) : ¢ > 0}, wobei (u,); =
—1/(0gi(xy)), i = 1,...,], mit 0 — oo gegen eine Losung (u*,v*) des zu (P) dualen
Programms konvergiert. Dass dies richtig ist, ist genau die Aussage des folgenden Sat-
zes. Zunachst erinnern wir aber an einige Ergebnisse der Dualitatstheorie bei konvexen
Programmen (wobei hier die quadratische Struktur des primalen Programms (P) héu-
fig, aber nicht immer irrelevant ist). Die Lagrange-Funktion L: R" x R! x R™ — R zu
(P) ist bekanntlich durch

L(z,u,v) = f(z) + u g(x) + v h(z)
gegeben, das zugehorige duale Programm durch
Maximiere ¢(u,v) := inf L(z,u,v) auf
(D) TeR™
N :={(u,v) € REx R™:u >0, ¢(u,v) > —o0}.

Fiir das konvexe, quadratisch restringierte quadratische Programm (P) konnen wir
aussagen, dass die Menge der dual zuldssigen Losungen sich darstellen lafst als

N={(u,v) eER'xR™: 4 >0, 3 z € R" mit V,L(z,u,v) = 0}.
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Insbesondere ist (u,,v,) fiir jedes ¢ > 0 dual zuléssig. Wegen Korollar 3.7/ in Abschnitt
gibt es zu einer Losung x* € M,y ein Paar (u*,v*) € R' x R™ mit

u* >0, V.L(z",u*,v") =0, g(@*) u* = 0.

Folglich ist (u*,v*) € N dual zuléssig, wegen ¢(u*,v*) = L(z*,u*,v*) = f(z*) und des
schwachen Dualitdtssatzes ist (u*,v*) eine Losung von (D), insbesondere ist die Menge
Nopt der Losungen von (D) nichtleer.

Satz 3.5 Gegeben sei das konvexe, quadratisch restringierte quadratische Programm
(P), die Voraussetzungen (V1), (V2) seien erfiillt. Es sei M° # (). Ferner existiere ein
strikt komplementéares optimales Paaﬂ (2, (4, 0)) € Mopt X Nopt, d. h. es sei —g(z)+u >
0. Zu gegebenem o > 0 ist die Losung x, € M° von (P,) durch die Existenz eines
Vektors v, mit

Vf(rs) + g/(:EU)TuJ + (h,)TUU =0

charakterisiert, wobei u, € R’ durch

(Ug); = I

- 1=1,...,1,
09i(5)

gegeben ist. Dann existiert (too, Voo) := liMy 00 (Uy, Uy ) und ist eine Losung des zu (P)
dualen Programms (D).

Beweis: Wie im Beweis von Satz [3.2] definiere man die Indexmengen
I'={ie{l,...,0}:gi(x) =0 fiir alle x € Moy}, J={1,... 1} \ 1.

Weiter sei 2o, := lim,_,o %, Wobei wir schon wissen (siehe den Beweis von Satz ,
dass gj(r) < 0, j € J. Fir jedes (u,v) € Nyp ist daher u; = 0, j € J. Dies erkennt
man aus
(@) = ¢(u,v) < floe) + uTg('CEOO) +o” h(rs) < f(oo).
=0
Wir kénnen im weiteren annehmen, dass I # (). Denn andernfalls ist J = {1,...,{} und
daher g(z) < 0. Dies wiederum impliziert die Konvergenz (u,, v,) = (too, Voo) € Nopt
fiir o — oo, wobei uy, = 0.
Im ersten Schritt zeigen wir:

e Fiir jedes o > 0 ist (u,,v,) die eindeutige Losung von

!
1

imi o ) = ) - 1 ) f

Maximiere ¢, (u,v) := ¢(u,v) + - ;:1 ogu; au

(D,)
N°:={(u,v) € N:u > 0}.
Ferner ist
u; 95(Too) .
(%) Z (0, <Il- A gj(%) <1l  firalle (u,v) € Nop.
iel jeg %I

20Dies ist bekanntlich fiir den Spezialfall linearer Programme keine zusitzliche Voraussetzung.
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Denn: Zunichst beachten wir, dass (u,,v,) € N°. Fiir ein beliebiges (u,v) € N ist

!
o (U, V) — o (Ug,Vy) < L(xg,u,v) — L(Ty, Uy, V) + % ZZ;[log w; — log(ug);]
l
= (u—1uy) g(x,) + % Z[Iog w; — log(ug);]

=1
l l
1 1 1
= —= > [ui — (uo)i] + = [logu; —log(us )i
Sl (Uo)i o 7,21

l

1 ¢ 11 )
- ;[Uz - (ug)z]m + P ;[uZ — (ug)l]m

(da der Logarithmus auf R, konkav)
= 0.

Also ist (u,,v,) eine Losung von (D, ). Ist (uf,v:) € N° eine weitere Losung von (D,),
so folgt aus der obigen Gleichung-Ungleichungskette, dass

S(ut, v = L(zo, ut,v2), 1og(uj;)i—1og(ug)i:(ui)i[(u;;)i—wg)i] (i=1,....0)

Aus dem zweiten Satz von [ Gleichungen folgt v’ = u,. Aus der ersten Beziehung folgt
(wir nutzen u’ = u, schon aus)

va(xJ7u0'7U:> =0= VxL<xo'7uo'7vg')7

wegen der Rangvoraussetzung an ' ist v¥ = v,, womit gezeigt ist, dak (u,,v,) die
eindeutige Losung von (D,) ist. Zum Beweis von (%) geben wir uns (u,v) € Nyp
beliebig vor. Dann ist

(u(t),v(t)) == (g, Vo) + t[(u, ) — (g, v,)] € NV fir alle ¢ € (0, 1]
und daher
$o(u(t), v(t)) — ¢o(us, vs)
t
(ut), v(t) = $tto, v5) | 1~ log[(uo)i + #(ui — (ug)s)] — log(u,);
t *s ; t

0 =

(1= )6 (uq, v5) + t¢(u,v) — By, vy) | 1 u; — (ug);
- t o 2 Tt ()

(da ¢ konkav auf N und log konkav auf R ).

Mit ¢ — 0+ folgt

l
0> 6(u,v) - 6(uy, v5) +§Z“(_#
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und damit

ZEZI (uo)i ; ()i
< 1+ 0[o(us, vs) — d(u, v)]
= 1+ 0[d(tg,v5) = f(Too)]
< 14 0| LT, g, Vo) — f(To0)]

I
|
S
=
g

< L
Damit ist (%) bewiesen. Im néchsten Schritt zeigen wir:

e Sei {0} C R, eine Folge mit o, — oo, zur Abkiirzung setze man (ug,vg) =
(Ugy,, Vo, ). Dann gilt:

— Die Folge {uy} ist beschrénkt.

— Konvergiert die Teilfolge {uy}rex C {ur} gegen u*, so konvergiert die Teil-
folge {vi brex C {vr} gegen ein v*. Ferner ist (u*,v*) € Nopt, uf > 0,4 € I,
und (u*,v*) eine Losung von

Maximiere ¢oo(u, v) Zlog w; auf
(DOO) el

Ny = {(u,v) € Nopg 2wy >0 (1 € 1)}
— Sind (u*,v*), (u™,v*) € Nj; zwei Losungen von (D), so ist u* = u**.

Denn: Sei zy, := x,, die Losung von (P, ). Es ist

¢(ug, vx) = L(wg, ug, vp) = f(ax) — aik > min (P) — é

=: 0,

wobei 0 < o < oy, fiir alle k. Hieraus folgt, dass {u;} beschrinkt ist. Denn nach
Voraussetzung existiert ein # € M°, daher ist

0 < d(uk, vx) < L(Z, ug, vx) = f(Z) + upg(Z) < f(2) — €]lugllr

mit € := min;—;__;(—g;(Z)) und folglich ||uy||; < [f(Z) — 0]/e. Aus

-----

Vo L(zg, ug, vp) = V(i) + ¢ (21) "u + (K)o, = 0,
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der Konvergenz von {z;} und Rang (k') = m folgt aus der Konvergenz der Teilfolge
{ur trer gegen ein u* auch die Konvergenz der entsprechenden Teilfolge {vy }rex gegen
ein v*. Wegen uy, > 0, V,L(xy, ug, vx) = 0 und u} g(zy) = —1 /oy folgt

w' >0, VoL(Too,u'v*)=0,  (u)'g(ze) =0,

woraus sich wiederum (u*,v*) € Ny ergibt. Nach Voraussetzung existiert zu (P) ein
Paar (Z, (4,0)) € Mopt X Nopt mit —g(2)+a > 0. Nach Definition der Indexmenge I ist
gi(2) = 0,4 € I, und daher @; > 0,4 € I. Aus der Bezichung (*) im ersten Beweisschritt
erhalt man

S Ml firalle k
o (ue)i
und hieraus u} > 0,7 € I. Nun zeigen wir, dass (u*, v*) eine Losung von (D) ist. Eben
haben wir schon bewiesen, dass (u*,v*) € N}, also (u*,v*) zuléssig fir (D) ist. Sei

opt?
(u,v) € Nj; beliebig. Aus (*) im ersten Beweisschritt erhalten wir
Py 9:0) e alle .
= (ur)i = 9i(xx)

Mit dem Grenziibergang k — oo, k € K, erhalten wir wegen g;(zx) = gj(z) < 0,
jeJ, dak

U;
— <1=#(J) = #)
i1 i
bzw. .
Us
IS
#(1) i1 Yi
Die Ungleichung vom geometrisch-arithmetischen Mittel liefert
R
Ll w;
iel t

anschliefendes Logarithmieren ¢o.(u,v) < ¢oo(u*,v*). Daher ist (u*,v*) eine Losung
von (D). Ist (u™,v*™) € N3 eine weitere Lésung, so folgt aus der strlkten Konkavitét
des Logarithmus auf Ry, dafé u* =}, 1 € I. Andererseits ist u;* =u; = 0,7 ¢ I, und
daher v** = u*. Damit ist der zweite Beweisschritt abgeschlossen.

Nun zum Schluss des Beweises. Wir zeigen die Konvergenz der Folge {uy} gegen die
eindeutige erste Komponente u* einer Losung (u*,v*) von (D4 ). Denn angenommen,
ur 7 u*. Dann existiert eine Teilfolge {ux}rex und ein € > 0 mit ||up — u*|| > €
fir alle £ € K. Aus {uy}rex kann eine gegen ein u** konvergente Teilfolge {uy }rexk,
m1t K, C K ausgewahlt werden. Wir wissen, dass auch die Folge {vk}ke K, gegen ein

* konvergent ist und (u™,v**) eine Losung von (D) ist. Also ist u* = u**, ein
Wlderspruch zu ||[u™ — u*|| > € > 0. Damit ist der Satz schlieklich bewiesen. 0O O

Bemerkung: Es ist moglich, den letzten Satz auf weitere Straf- bzw. Barrierefunktio-
nen zu iibertragen, worauf wir allerdings nicht mehr eingehen wollen. O
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5.2.7 Primal-duale Verfahren bei konvexen, quadratisch restrin-
gierten quadratischen Programmen

Wie in den letzten beiden Abschnitt betrachten wir auch hier das konvexe, quadratisch
restringierte quadratische Programm

(P) Minimiere f(z) auf M :={z e R":g(z) <0, h(z) =0},
wobei
f(x) =clz+ %xTng, gi(x) == Bi +clo+ %ﬁTQiJ: (i=1,...,0), h(z):=0—Ax

mit symmetrischen, positiv semidefiniten Matrizen Qq, @1, ..., Q;. Weiter setzen wir
voraus, daf Rang (k') = m maximal ist. Bei festem o > 0 definiere man die Abbildung

F,R" xR x R x Rl — R* x R x R™ x R!

durch
V@) + g (@) u+ (M)
_ g9(x) + 2
F,(z,u,v,z):= W)
oUz —e
Fiir u € R sei hierbei U := diag (u1,...,u;), entsprechende Bezeichnungen benutzen

wir auch fiir andere Vektoren. Dann gilt:

Lemma 3.6 Unter den Voraussetzungen und mit den Bezeichnungen von Satz
besitzt das nichtlineare Gleichungssystem

F,(x,u,v,z) =0

genau eine Losung (z,u,v,z) mit w > 0 und z > 0. Diese ist durch (z,, Uy, Vs, —g(Z5))
gegeben. Ferner ist die Funktionalmatrix F'(z,u,v, 2) fiir alle (z,u,v,z) € R" x R’ x
R™ x R! mit u > 0, z > 0 nichtsingulér.

Beweis: Offenbar ist (x,u,v,z) genau dann eine Nullstelle von F,, wenn z € MY,
u = —1/(0gi(x,), i = 1,...,1, und Vf(z) + ¢ (x)"u + (W)Tv = 0, was wiederum
dquivalent dazu ist, dafs = die eindeutige Losung von (P, ) ist. Hieraus folgt die Aussage
des ersten Teiles des Satzes. Als Funktionalmatrix von F, berechnen wir

Qu) ¢'(x)" (B)" 0

g (x) 0 0 I
n 0 0 0

0 o/ 0 oU

Fl(z,u,v,2) = ,

wobei wir zur Abkiirzung

!
Q(u) :== Qo + Z%Qz
i—1



5.2 Barriere- und Straffunktionen bei konvexen Optimierungsaufgaben 211

gesetzt haben. Angenommen, (p®, p*, p, p*) sei aus dem Kern von F!(x,u,v,z). Das
ist gleichbedeutend mit

Qu)p* + ¢'(z)Tp* + (R)"p" = 0,
g'(x)p* +  pr =0,
h'p® = 0,
oZp* + oUp* = 0.

Multipliziert man die erste Gleichung von links mit (p*)?7 und nutzt man die dritte,
anschliefsend die zweite und die vierte Gleichung aus, so erhalt man

X

0 = (P)"Q)p" + (¢'(x)p") p"
= ()" Qu)p” — (p*)"p"
= )" Q)" + (p)"'U " Zp".

Nun ist Q(u) positiv semidedinit, die positive Diagonalmatrix U~'Z ist postiv definit
und daher Q(u)p® = 0 und p* = 0. Aus der vierten der obigen Gleichungen folgt,
dak auch p* = 0, die zweite Gleichung ergibt ¢'(z)p* = 0. Wegen u > 0 folgt aus
Qu)p® = 0, dab Qp* = 0, i = 1,...,1, anschlieRend aus ¢'(z)p®, dak c/p* = 0,
t=1,...,1. Da M, nach Voraussetzung nichtleer und kompakt ist, ist p* = 0. Aus
der Rangvoraussetzung an h’ und der ersten Gleichung schliefst man dann noch auf
p” = 0, womit bewiesen ist, daf der Kern von F.(z,u,v,2) trivial bzw. F.(z,u,v, 2)
flir u > 0, z > 0 nichtsingulér ist. Damit ist das Lemma bewiesen. O O

Wegen des zweiten Teiles des vorigen Lemmas ist fiir ein Quadrupel (z,u,v,z) mit
u > 0, z > 0 die Newton-Richtung als Losung des linearen Gleichungssystems

Qu) g'(x)" (h)" 0 p* V@) + g (@) u+ ()"
g'(x) 0 o I 2 9(x) + 2
n' 0 0 0 A h(z)
0 o/ 0 oU p* oUz—e
erklirt. Ist z € M° und z = —g(z) (dann ist automatisch z > 0), so lautet dieses
lineare Gleichungssystem
Qu) g'(x)" (h)" 0 p* V@) + g (@) u+ ()
g (z) 0 0 I A 0
' 0 0 0 | 0
0 o/ 0 oU p* oUz—e

Mit Hilfe der vierten Gleichung kann p* eliminiert und durch p* ausgedriickt werden:
p'=-U"Zp" + (1/o)U e — 2.

Das reduzierte lineare Gleichungssystem lautet dann

Qu) g¢'(x)" ()" P’ V(@) + g @) u+ (M)
9@ -U'Z 0 | =— (1/0)Ute — =
4 0 0 P 0
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Ein Modellalgorithmus fiir einen Schritt eines primal-duales Innere-Punkt-Verfahrens
zur Losung von (P) (und des dazu dualen Programms (D)) konnte folgendermafien
aussehen:

e Gegeben (z,u,v) € M° x RL; x R™. Berechne z := —g(z).
e Mit einem p > 1 berechne
pn
o= —.
ul'z
e Berechne die Newton-Richtung durch Losen des linearen Gleichungssystems
Qu) g'(x)" ()" p* V@) +g' (@) u+ (1)
gdx) =U'Z 0 | =— (1/o)U e — 2
I 0 0 P’ 0

Berechne die maximale Schrittweite

tmax = sup{t > 0: g(x +tp*) <0, u+tp" > 0}.

e Mit einem 7 € (0,1) berechne man ¢ := min(1, Ttmax)-
e Berechne
Ty x p*
Uy =1 u |+t p*
[ v p’

Fiir einen konkreten Algorithmus mufl insbesondere erklart werden, wie p und 7 zu
bestimmen sind. In einer spateren Bemerkung werden wir zeigen, dafs die maximale
Schrittweite bei konvexen, quadratisch restringierten quadratischen Problemen verhalt-
nisméfkig einfach berechnet werden kann. Die hier vorgeschlagene Wahl des Parameters
o wird spéter bei linearen Programmen motiviert. Leider scheint es bisher keine Konver-
genzaussagen (bis auf Spezialfille, etwa lineare Programme) fiir das oben angegebene
primal-duale Innere-Punkt-Verfahren zu geben.

Beispiel: Von J. J. Sylvester (1857) stammt die Aufgabe, zu vorgegebenen Punkten
aiy,...,a; € R™ (bei Sylvester ist n = 2) diejenige euklidische Kugel zu finden, die unter
der Nebenbedingung, daf sie die vorgegebenen Punkte aq,...,a; enthilt, minimalen
Radius besitzt. Hierzu formulieren wir die Aufgabe

) Minimiere f(z,d) :==0 auf
M :={(z,6) e R* xR: gi(z,8) == 1|lz —a;]|* =6 <0, i =1,....,1}.

Hierbei bedeute || - || natiirlich die euklidische Norm auf dem R™. Bei (P) handelt es
sich offensichtlich um ein konvexes Problem, ferner ist

My :={(x,0) e R" x R : g;(x, ) Z:%”I_ai||2_5<07 i=1,...,1} #0,

denn hierzu braucht man sich ja natiirlich nur z € R"™ beliebig zu wihlen (z.B.
x = (1/1)3'_, a;) und anschlieRend ein hinreichend grofes 6 > 0 zu bestimmen.
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Wir wollen uns iiberlegen, dafs (P) eindeutig 16sbar ist und damit insbesondere Mo

einpunktig und insbesondere kompakt ist. Die Losbarkeit erhélt man offenbar sofort

durch die Beobachtung, daf eine Niveaumenge zu (P) kompakt ist. Die Eindeutigkeit

kann man folgendermafen einsehen: Sind (z7,d*) und (3, 6*) zwei Losungen von (P),

so ist natiirlich auch (z*,6*) mit * := $(z7 + x}) eine Losung von (P). Dann ist
V2F = max |[4(e} — ;) + (5 — )] = [5Gt - ) + b5 a)]

.....

mit einem j € {1,...,/}. Dann ist aber

20*

I5(x7 — a;) + 5(25 — a;)|
st — a;ll + 325 — a;]]
1

3 max [[27 — ai| + 5 max |25 — a

IA A

= V20"

Da die euklidische Norm strikt konvex ist, folgt hieraus z} = 23, insgesamt also die
eindeutige Losbarkeit von (P). Nun wollen wir das zu (P) duale Programm aufstellen.
Die Lagrange-Funktion zu (P) ist durch

L((z,68),u) =6 + Zui[%ﬂx -

bzw.

L((, ), ( Zui)ﬁéijuillx—aiﬂz

=1 =1

gegeben. Hieraus liest man ab, daf
N={ueR :u>0, e'u=1}

die Menge der dual zuldssigen Losungen ist, wobei e einmal wieder den Vektor (des
R!) bedeutet, dessen Komponenten alle gleich 1 sind. Die auf N zu maximierende
Zielfunktion im dualen Programm ist

o) = L((zmw) = 3 3w o — il

wobei (z,1) € R" x R aus

U;\ 2 — a;
0= V(x,&)L((Z’n)wu) = 12:; ( )
0

zu bestimmen ist. Dies fiihrt auf 2 = Zé.:l
Zielfunktion durch

l
1§
:5 Uz

uja;, anschliefend berechnet man die duale

E uja; — a;

j=1

l l 9
= 13wl = 3| > we
=1 =1
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Nun wollen wir noch das beim primal-dualen Verfahren auftretende lineare Gleichungs-
system genauer betrachten. Hierbei gehen wir davon aus, daf (z,0) € My und u € Ny
gegeben sind, wobei natiirlich

No:={ueR:u>0, elu=1}.

Mit der oben benutzten Notation ist

@(@:(8 8>+Zu(é 8):(é 8)

Mit
sllz —al® =9
9(x,0) := :
sz —al? =4
ist weiter
(r —a))T -1
g'(x,0) =

(x —a)T -1
Fiir einen Newton-Schritt ist das lineare Gleichungssystem

l

1 0 T —a e T —aq p* T— Y Uy
0 0 -1 —1 P’ 0
(z—a)’ -1 gi(z,0)/w | =~ 1/(ow)+g1(z,0)
(x—a)" —1 gi(x,6)/u py 1/(ow) + gi(z,9)
zu losen. O

Bemerkung: Die maximale Schrittweite kann bei konvexen, quadratisch restringierten
Problemen, wie wir sie hier betrachten, noch relativ einfach berechnet werden. Denn
sei g(x) < 0. Zur Abkiirzung setze man

Vi = gi(x), 8 = Vg(2)"p", e = (p")" Qip", i=1,...,1

Dann ist
gi(x +1p*) = v + 0it + et

Anschlieflend berechne man

+00, falls ¢, = 0 und 9; <0,
_xX falls ¢; = 0 und &; > 0, ,
8; 1= 0; 1=1,...,1.

, SN2 .
0 (_) 9% falls ¢ >0,

€; €; €;
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184, 50 ist g(x + tp®) < O fiir alle ¢ € [0, ). Definiert

? Ymax

. 1 e .
Definiert man ¢, = min;—;
man ferner

,,,,,

so ist offenbar durch

tmax i= min(tL 2 )
die maximale Schrittweite in x in Richtung der Newton-Richtung bestimmt. O
Beispiel: Als Spezialfal]@ von (P) betrachten wir ein lineares Programm in Normal-
form, also

(P) Minimiere ¢’z auf M :={zx €R":2 >0, Az = b}.

Hierbei sei A € R™*™ mit Rang (A) = m, b € R™ und ¢ € R". Weiter wird vorausge-
setzt, dafd

My ={zeR":2>0, Az = b} # O, No:={y e R™: ATy < c} # 0.

Wir wissen (siehe Aufgabe|7|in Abschnitt , dafs dann die Mengen M,,,; der Losungen
von (P) und Ny der Losungen des zu (P) dualen linearen Programms

(D) Maximiere b'y auf N :={ycR™: ATy <c}

nichtleer und kompakt sind. Mit f(z) := c'z, g(z) := —z und h(z) := b — Az ordnet
sich das lineare Programm (P) in Normalform der bisher betrachteten allgemeinen
Problemstellung unter. Das lineare Gleichungssystem zur Bestimmung der Newton-
Richtung lautet (man beachte, dak jetzt z = x)

0 1 AT P c—u—ATv
I U'X 0 | = (/o) U le—x
A 0 0 p¥ 0

Ist im Ausgangstripel (z,u,v) das Paar (z,v) strikt zuléssig fiir (P) bzw. (D), also
(z,v) € My x Ny, und u = ¢ — ATv (dann notwendigerweise ein positiver Vektor), so
vereinfacht sich das letzte lineare Gleichungssystem zu

0 I AT p° 0
I U'X 0 | = (/o) U le—x
A 0 0 P’ 0
Aus der ersten Gleichung erhilt man p* = —A”p", Einsetzen in die zweite Gleichung

liefert nach anschliefender Multiplikation mit A, daf

p' = —(AU XA Y(1/0)AU e —b).

21Primal-duale Innere-Punkt-Verfahren bei linearen Programmen werden ausfiihrlich bei S. J.
WRIGHT (1997) behandelt.
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Wichtiger aber ist, dak man p" {iber die erste Gleichung eliminieren kann. Die zweite
Gleichung lautet dann

p"—U'XATp" = (1/o)U e —x

bzw. nach Multiplikation von X U unter Beriicksichtigung der Tatsache, daff Diago-
nalmatrizen vertauschbar sind

X tUp* — ATpY = (1/0) X 'e — u.

Die Grofle von
vTu = 2" (c — ATv) = Tz — bTw

gibt genau die Dualitétsliicke an und kann als ein Mafs fiir die Giite von (z, v) aufgefasst
werden. Wir wollen untersuchen, wie sich diese Dualitéatsliicke verédndert, wenn man
einen gewissen Schritt ¢ in die Newton-Richtung geht. Hierzu definieren wir

x(t) ==z + tp”, u(t) == u+ tp", v(t) == v +tp°.
Dann ist

e u(t) = (z+tp")" (u+tp")

(z +tp™) (c — ATv — tATpY)
= (z+tp")(c— ATv(1))
= cla(t) — b (1),

also wird auch in einem neuen Schritt durch x(¢)?u(t) die Dualitétsliicke angegeben
(wenn nur ¢ > 0 so klein, daf z(t) > 0 und u(t) > 0, so dab z(t) € My und v(t) € Ny).
Nun rechnen wir die Dualitétsliicke genauer aus:

z(t) ut) = (z+tp®) — b (v +tpY)
T T T N, x T, v
= —b tlc— A —tb
v+ i(g K )P p
(wegen Ap® =0)
e —bTu+teTUp® — teT X ATp®
e — b+ tel (Up”™ + Xp*)
(wegen p* = —ATpv)
= 'z —bvlv+te’[(1)0)e — Ux]

= e —0v'v+ 15E —tuTx
o
1
= [1 — t(l — —)]xTu,
P
wenn
np
o=—),
Ty

wobei sinnvollerweise p > 1. In der Praxis geht man folgendermafien vor:
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e Gegeben (z,v) € My x Ny und v € R™ mit u = ¢ — ATv.

e Mit einem p > 1 berechne
np

0= —.
Ty

e Berechne die Losung (p*, p”) des linearen Gleichungssystems

(XZU _64T ) (gz ) _ < (1/J)XO_1e—u>7

anschliefend p* := —ATpv.
e Berechne die maximale Schrittweite: Zunachst berechne

tr = min {—ﬁ :p;c <0}, Lmax ©= Min {—; L pi <0},

max max .
7=1,...n p;c i=1,....m

anschlieffend
tmax := min(ty, . to. ).

max’ “max

e Berechne die Schrittweite: Mit einem 7 € (0, 1) setze ¢ := min(1, 7¢max)-
e Mache den Update
xy =z + tp”, vy =0+ tpY, uy = u + tp*.

Offenbar ist dann (z,,vy) € My x Ny und u, = ¢ — ATv,, das neue Tripel
(x4, us,vy) geniligt also den Eingangsvoraussetzungen.

Hiermit ist ein typischer Schritt fiir ein primal-duales Innere-Punkt-Verfahren bei einer
linearen Optimierungsaufgabe in Normalform beschrieben. Um aus diesem Modellal-
gorithmus ein implementierbares Verfahren zu machen, miifte die Wahl der (von der
[terationsstufe abhédngigen) Parameter p > 1 und 7 € (0, 1) spezifiziert werden. Verse-
hen wir die Ndherungen mit Iterationsindizes, schreiben also xj, statt x, xy,; statt z,
usw., ferner p; statt p usw., so erhalten wir

xr Vgt 1 1
’“%*:1—@(1——).
Pk

Ziel ist es natiirlich, die Dualitétsliicke moglichst schnell gegen Null konvergieren zu
lassen. Z. B. liegt lineare Konvergenz vor, wenn eine Konstante ¢ > 0 mit

1
ty (1 - —) > 5
Pk
existiert, wihrend superlineare Konvergenz fiir

) 1
lim tk<1 — —) =1
k—o0 Pk

gegeben ist. Letzteres ist etwa der Fall, wenn ¢, — 1 und py — 4oc0. Mit diesen
etwas vagen Andeutungen zur Konvergenz bei primal-dualen Innere-Punkt-Verfahren
bei linearen Optimierungsaufgaben wollen wir es genug sei lassen. O
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5.2.8 Aufgaben

1. Sei C C R"™ nichtleer, konvex und abgeschlossen. Fiir ein € C und ein p € R" sei
{z+tp:t >0} CC, also der gesamte von z in Richtung p ausgehende Halbstrahl in C
enthalten. Man zeige, dass fiir ein beliebiges z € C' auch der Halbstrahl {z +t¢p: ¢t > 0}
in C enthalten ist.

2. Sei f:R™ — R konvex. Man zeige:

(a) Fiir jedes x € R™ und jedes p € R™ existiert (im eigentlichen oder uneigentlichen
Sinne)
. r+tp) — f(z
fo(p) = lim f(z +tp) — f(z)

t—00 t

und ist durch

foo(p) = sup [f(z +p) — f(2)]

z€R™

gegeben, ist also insbesondere (wie die Notation es erwarten ldsst) von x unab-
hangig.

(b) Die konvexe Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z) auf M :={zxeR":g(x) <0, h(zx) =0}

sei zuléssig. Dann ist die Menge Myt der Losungen von (P) genau dann nichtleer
und kompakt, wenn das System

foo) €0, (9)o(p) <0 (i=1,...,0), Hp=0
nur trivial 16sbar ist.
3. Gegeben sei die konvexe, quadratisch restringierte quadratische Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z) auf M :={z € R":g(x) <0, h(z) =0},
wobei
flz):=clz+ %:ETQOx, gi(z) == Bi+clz + %ZL'TQl'ZL‘ (i=1,....,1)

und
h(z) :== Ax —b

mit symmetrischen, positiv semidefiniten Matrizen Qg, @1, ..., Q;. Weiter setzen wir
voraus, dass (P) zuléssig ist. Man zeige:

(a) Die Menge Moy der Losungen von (P) ist genau dann nichtleer und kompakt,
wenn das System

(+) fp<0, Qp=0 (i=0,...,1), Ap=0

nur trivial losbar ist.
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(b) Die Lagrange-Funktion L: R™ x R! x R™ — R zu (P) ist natiirlich durch
L(z,u,v) == f(z) + g(z)Tu+ h(z)Tv
gegeben. Das zu (P) duale Programm ist bekanntlich

Maximiere ¢(u,v) := inf L(x,u,v) auf
(D) TER™
N = {(u,v) €ERE x R™ : 1 >0, ¢(u,v) > —o0}.

Da eine konvexe quadratische Funktion genau dann auf dem R™ nach unten be-
schrankt ist, wenn ihr Gradient eine Nullstelle besitzt, ist die Menge der dual
zulédssigen Losungen durch

N ={(u,v) €ERExR™: 4 >0, 32z €R" mit V,L(z,u,v) =0}

gegeben. Weiter sei
N°:= {(u,v) € N : u > 0}.

Man zeige: Die Menge M der Losungen von (P) ist genau dann nichtleer und
kompakt, wenn

(%) cdp=0, Qip=0 (i=0,...,1)) Ap=0

nur trivial 16sbar ist und N© nichtleer ist.
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Kapitel 6

Losungen zu den Aufgaben

6.1 Aufgaben in Kapitel 1

1. Gegeben sei die konvexe Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z) auf M,

d.h. die Menge M C R™ der zulassigen Losungen von (P) sei konvex, die Zielfunktion
f: M — R sei auf M konvex. Man zeige:

(a) Die Menge Myp; der (globalen) Losungen von (P) ist konvex.

(b) Ist f: M — R auf M sogar strikt konvez, gilt also die Implikation

vyeM, z#y, Ae(0,1)= f((1-Nz+Ay) <1 -=XNf(z)+Af(y),

so besteht die Menge Moy der Losungen von (P) aus hochstens einem Punkt.
(c) Sei (P) zuléssig (d.h. M # @), M abgeschlossen und f auf M stetig. Dann gilt:
i. Existiert ein zp € M derart, dass die Niveaumenge Ly := {x € M : f(x) <
f(x0)} kompakt ist, so ist Moy nichtleer und kompakt.

ii. Ist Mop nichtleer und kompakt, so ist die Niveaumenge Lo := {x € M :
f(x) < f(xo)} fur jedes xg € M kompakt.

Losung: Sind z7], 25 € Moy zwei Losungen von (P), so ist natiirlich f(z]) = f(x3) =
min (P) und z7j, 25 € M. Mit einem vorgegebenem A € [0, 1] ist wegen der Konvexitét
von M auch (1 — X)z] + Azd € M. Wegen der Konvexitat von f ist

I =A)21 + Azz) < (1 = A)f(a7) + Af(23) = min (P).

Also ist auch (1 — Nz} + Azl € Mopt.

Gébe es bei strikt konvexem f zwei verschiedene Losungen z7,25 € Moypt, so wire
einerseits wegen des schon bewiesenen Teils der Aufgabe auch (2} + 23) € Mopt,
andererseits
1 1 1 1 .
faaT + 523) < 5f(27) + 5f(23) = min (P),

was natiirlich einen Widerspruch bedeutet.



222

Losungen zu den Aufgaben

Nun sei M nichtleer und abgeschlossen, f auf M stetig. Mit einem zy € M sei die
zugehorige Niveaumenge Lo kompakt. Dann nimmt f auf Ly das Minimum an, so dass
Mo # . Da Moy natiirlich abgeschlossen ist, ist Mqp, C Lo kompakt.

Der letzte Teil der Aufgabe ist der einzige nicht ganz triviale Teil. Wir nehmen an, My
sei nichtleer und kompakt, ferner wird ein beliebiges xg € M gewahlt und hiermit die
Niveaumenge Lo definiert. Wegen der Abgeschlossenheit von M und der Stetigkeit von
f auf M ist diese natiirlich abgeschlossen. Wir haben zu zeigen, dass sie auch beschrankt
ist. Wére dies nicht der Fall, so gibt es eine Folge {1} C Lo mit ||zx| — oo (hierbei ist
|| - || eine beliebige Norm auf dem R™). Aus der Folge {pi} mit py := x/||zk]| ist eine
gegen ein p € R™ mit ||p|| = 1 konvergente Teilfolge auswahlbar. O.B.d. A. gilt schon
pr — p. Wir wollen zeigen, dass mit einem beliebigen z* € M,y der gesamte Strahl
{x*+tp : t > 0} in Myp liegt, was einen Widerspruch zur vorausgesetzten Kompaktheit
(und damit Beschrénktheit) von Mgy bedeutet. Sei ¢ > 0 beliebig vorgegeben. Fiir alle
hinreichend grofen k ist ¢/|xz|| € (0,1] und daher

t
(1 - ):1: btk e M
||| k]|
N—~— S—~—
—0 —p

wegen der Konvexitdt von M, aus der Abgeschlossenheit von M folgt «* + tp € M.

Weiter ist
t t t t
f((l— >Jf*+ Jfk) < <1—>f(l’*)+f($k)
|kl |k |kl |2kl ~~~
S~ < f(xo)
— f(z*+tp) —f(z*) —0

und damit f(z*+tp) < f(z*) wegen der Konvexitét und Stetigkeit von f auf M. Damit
ist 2* + tp € Mypy bewiesen und der gewiinschte Widerspruch erreicht.

. Sei M C R™ konvex und f:R™ — R auf einer offenen Obermenge von M stetig

differenzierbar. Man zeige:

(a) f ist genau dann auf M konvex, wenn
Vi@ (y—a) < fly) - flx)  fiiralle z,y € M.

(b) Ist f auf M konvex, so ist ein z* € M genau dann eine Losung der konvexen
Optimierungsaufgabe, f auf M zu minimieren, wenn V f(2*)” (z —2*) > 0 fiir alle
z e M.

Loésung: Zum Beweis des ersten Teiles nehmen wir an, f sei auf M konvex. Mit vorge-
gebenen x,y € M und ¢ € (0,1] ist dann

F(A =tz +ty) < (1—1)f(x) +1f(y)

und daher

f(:n+t(y—t:r)) —f@) fly) - f(x)

woraus mit ¢ — 0+ die Ungleichung Vf(z)T(y — x) < f(y) — f(z) folgt. Setzt man
umgekehrt die Giiltigkeit dieser Ungleichung fiir beliebige x,y € M voraus, gibt man
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sich ¢ € [0,1] vor und definiert z := (1 — t)z + ty mit vorgegebenen z,y € M. Wegen
der Konvexitat von M ist z € M. Aus

IN A

erhélt nach Multiplikation mit (1 — ¢) bzw. ¢t und anschliefender Addition, dass

0< (A —=t)f(x)+tf(y) = F((A—t)z +ty)

bzw. die Konvexitiat von f auf M.

Sei f auf M konvex und 0 < V f(z*)T(x — x*) fiir alle z € M. Wegen des ersten Teils
der Aufgabe ist dann 0 < Vf(2*)T(x — 2*) < f(z) — f(2*), also o* eine Losung der
Aufgabe, f auf M zu minimieren. Ist dies umgekehrt der Fall und « € M beliebig, so
ist
fla® +t(x —2v))
t

fiir alle ¢ € (0, 1], mit t — 0+ folgt die Behauptungﬂ

>0

3. Sei M C R™ nichtleer, abgeschlossen und konvex, z € R™ vorgegeben. Dann besitzt die
Aufgabe

(P) Minimiere ||z — z||s auf M

genau eine Losung z*. Ferner ist ein 2* € M genau dann eine Losung von (P), wenn
(z* — 2)T(x — %) > 0 fiir alle z € M.

Hinweis: Es handelt sich hier um den Projektionssatz fiir konvexe Mengen. Die Existenz
einer Losung zeige man mit Hilfe der Kompaktheit von Niveaumengen, die Eindeu-
1

tigkeit durch die strikte Konvexitit von f(z) := 3|lz — 2|3, schlieflich fithre man die

Charakterisierung einer Losung auf eine Aussage in Aufgabe 2] zuriick.

Losung: Man wihle sich zy € M beliebig und bilde die Niveaumenge Lo := {z € M :
|z — z||2 < ||xo — z||2}. Diese ist der Durchschnitt der abgeschlossenen Menge M und
einer abgeschlossenen Kugel, also kompakt, woraus die Existenz einer Losung folgt. Fiir
x,y € M und X\ € (0,1) gilt fiir die im Hinweis angegebene Abbildung f nach leichter
Rechnung

AL =)

. 2
e -yl

(1 =Xf(@) +Af(y) = fF(1 =Nz + Ay) =
woraus unmittelbar die strikte Konvexitit von f folgt. Wegen Vf(z*)T(z — 2*) =

(z* — 2)T(x — x*) folgt der letzte Teil des Projektionssatzes aus dem zweiten Teil von
Aufgabe

4. Man betrachte die Optimierungsaufgabe

n
(P)  Minimiere f(z):= ij Y auf M= {zeR":ele=1, >0}
"y

j=1 J

'Fiir diesen Teil der Aufgabe haben wir die Konvexitéit von M, nicht aber die von f ausgenutzt.
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Hierbei sei e := (1,...,1)T € R™, die positiven reellen Zahlen p1,...,p, seien vorge-

geben. Ferner ist natiirlich 01ln0 durch 0 definiert. Man zeige, dass (P) eine eindeutige
Lésung x* besitzt. Anschliefend iiberlege man sich, dass z* > 0 bzw. x* nur positive
Komponenten besitzt. Mit Hilfe der Lagrangeschen Multiplikatorenregel berechne man

z*.

Losung: Mit einem beliebigen zg € M (etwa zy := %e) bilden wir die Niveaumenge
Ly:={xeM: f(x) < f(zo)}. Da f auf M stetig und M kompakt ist, ist Lo ebenfalls
kompakt, woraus die Existenz eine Losung von (P) folgt. Die Zielfunktion f ist strikt
konvex. Um dies zu zeigen, geniigt es offenbar die strikte Konvexitéat von h(t) := tlnt
auf [0,00) zu zeigen. Wegen h”(t) = 1/t > 0 fur ¢t > 0 ist h auf (0,00) strikt konvex.
Wegen h(At) < Ah(t) fir A € (0,1) und ¢t > 0 ist h sogar auf [0,00) strikt konvex.
Also besitzt (P) genau eine Losung z*. Angenommen, es wire ; = 0 fiir wenigstens
ein j € {1,...,n}. Wegen elz* = 1 existiert ein k € {1,...,n} mit 2 > 0. Fiir alle
hinreichend kleinen ¢ > 0 ist dann z*(t) € M, wobei

t, falls ¢ =j,
zi(t) =< axp—t, falls i=kF,
x;, sonst.
Dann ist
* * t * xz —t * QS‘Z
fx*(@) — f(z*) = tln—+ (2} —t)In —zpln—=
pj Pk Pk
Pk * * * *
= tln <t> + (x, — t)In(xy, —t) — x) Inay,.
pj

Mit ¢ — 0+ ist daher

f(@*(t) — fa¥) _ ln<tpk> n () —t)In(xy —t) — 2} Inay

— — —Inz; —1).
" »; ; 00 + (—Inzj, )

Folglich ist f(x*(t)) < f(z*) fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0, ein Widerspruch dazu,
dass z* eine Losung von (P). Also ist #* > 0. Eine Anwendung der Lagrangeschen
Multiplikatorenregel auf die Aufgabe

n
(Py) Minimiere f(x) := ij I auf My:={zcR":efx=1,2>0}
i

j=1 J

liefert die Existenz eines Multiplikators v* € R mit V f(2*) + v*e = 0 bzw.
x*
In—- + 140" =0, j=1,...,n.
pj

Mit einer Konstanten ¢* ist also 33; /pj = ¢*, j =1,...,n. Aus der Nebenbedingung
el x* =1 erhalten wir schlieklich die Losung

n
;U;f:pj/zpi, j=1,...,n.
=1
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5. Sei f:R" — R durch f(z) := 'z + %a;TQx mit symmetrischem @ € R™*™ definiert.

Dann ist inf,egn f(2) > —o00 genau dann, wenn () positiv semidefinit ist und ein * € R"
mit V f(z*) = 0 existiert.
Losung: Sei infepn f(x) > —o00. Angenommen, @ sei nicht positiv semidefinit. Dann
existiert ein xg € R"™ mit ng:co < 0. Fir t > 0 definiere man x((t) := txg. Offen-
sichtlich gilt dann f(zo(t)) — —oo mit ¢ — oo, ein Widerspruch. Also ist @ positiv
semidefinit. Angenommen, das lineare Gleichungssystem V f(x) = ¢ + Qx = 0 sei nicht
losbar. Dann ist

—c¢ ¢ Bild (Q) = Kern (Q)*,

d.h. es existiert ein 29 € Kern (Q) mit c"z¢ # 0, etwa ¢’ 29 < 0. Dann ist f(tzg) =
te'zg — —oo0 mit t — oo, ein Widerspruch.

Ist umgekehrt @ positiv semidefinit und existiert ein z* € R™ mit V f(z*) = 0, so ist z*
unrestringiertes Minimum der konvexen Funktion f und daher erst recht inf,cgn f(z) >
—00.

6. Gegeben sei das zweiseitig quadratisch restringierte quadratische Programm

®) Minimiere f(z):=cfz + 327Qoz auf
M:={zeR":0; < gi(z) :=clo+32"Qix < B, i =1,...,m}.

Hierbei seien Qq, Q1, ..., Qm € R™™ symmetrisch, o; < 5;, 1 = 1,...,m. Dann gilt:

(a) Ist (P) zuldssig und existieren Ay, ..., Ay, € R derart, dass Qo+ ;—; AiQ; positiv
definit ist, so besitzt (P) eine Losung.

(b) Existiert zu * € M ein Vektor \* = (A7) € R™ mit
o Vf(z*)+ 2L A Vai(z*) =0,
o Mo —gi(x¥)) <0< AN (gi(z™) — i), i =1,...,m,
o Qo+ > AfQ; ist positiv semidefinit,
so ist x* eine globale Losung der (i. allg. nichtkonvexen) Optimierungsaufgabe (P).
Ist Qo+ > v, A\ Q; sogar positiv definit, so ist 2* eindeutige Losung von (P).

Hinweis: Sie beweisen eine Verallgemeinerung eines Teils von Theorem 2.1 bei R. J.
Stern, H. Wolkowicz (1995)ﬂ

Losung: Sei (P) zuléssig, ferner moge reelle Zahlen Aq, ..., A, derart existieren, dass
Qo + >, AiQ; positiv definit ist. Wir zeigen die Existenz einer Losung von(P) da-
durch, dass wir mit beliebigem z¢ € M die Kompaktheit der Niveaumenge Lg := {z €
M : f(x) < f(zo)} nachweisen. Zu zeigen bleibt nur die Beschrinktheit, was durch
Widerspruch geschieht. Angenommen, es existiert eine Folge {zy} C Lo mit ||zg| — oo
(hierbei sei || - || irgendeine Norm auf dem R™). O.B.d. A. konvergiert die Folge {ps}
mit pr := z/||zk| gegen ein p, welches natiirlich notwendigerweise vom Nullvektor
verschieden ist. Aus {z;} C M bzw.

a; r Tk 1 1 aF Tk Bi 1
< = < i=1,...,m
el = lawll el 2 Mkl = el — ol o

2R. J. STERN, H. WoLkowicz (1995) Indefinite trust region subproblems and nonsymmetric
eigenvalue perturbations. SIAM J. Optim. 5, 286-313.
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erhélt man mit k& — oo, dass p?Q;p = 0, i = 1,...,m. Entprechend folgt aus f(z}) <
f(xg), dass p Qop < 0.Folglich ist

p" <Q0 +> AiQi)p =p"Qop <0,
i=1

ein Widerspruch.

Nun wird vorausgesetzt, dass es zu * € M einen Vektor A* € R mit den angegebenen
Eigenschaften gibt. Sei € M beliebig. Dann ist

flx) = f(a") = Vf(l“*)T(iL“—w*)Jr;(fc—x) Qo(z —a7)

= —ZAngZ Tx—a*)+ %(m—x (Qo—i-Z)\fQi)(x—gc*)
i=1
- %Z Mz — 2)TQ4(x — z¥)
i=1
> —ngz Y (w—a) — 3 SN~ 2 Qi — )
i=1

m

=1

Wir zeigen, dass jeder der Summanden nichtnegativ ist. Bei vorgegebenem ¢ machen
wir eine Fallunterscheidung. Ist a; < gi(z*) < f;, so ist notwendigerweise \! = 0, der
Summand verschwindet also sogar. Ist a; = g;(2*) < 3;, so ist A} < 0 und daher

A lgi(z™) — gi(z)] = \)\i[ai —gi(z)] > 0.
<0 <0

Der Fall a;; < g;(z*) = f; verlauft entsprechend. Ist schlieflich a; = g;(x*) = 3, so ist
Af{gi(x*) — gi(z)] = 0. An der obigen Gleichungs-Ungleichungskette erkennt man ferner
die Giiltigkeit der behaupteten Eindeutigkeitsaussage.

Gegeben seien ¢ € R™ \ {0}, die symmetrische, positiv definite Matrix @ € R"*" sowie
xo € R™. Hiermit betrachte man die Optimierungsaufgabe

(P) Minimiere ¢fz auf M :={z e R": (z —20)TQ(z — zo) < 1}.

Man zeige, dass (P) eine eindeutige Losung x* € M besitzt und bestimme diese.

Losung: Da M kompakt ist, besitzt (P) trivialerweise eine Losung z*, welche offenbar
nicht im Innern von M liegen kann (andernfalls wéire ¢ = 0). Mit

W) = (z — 20)" Q(z — o) — 1

reduziert sich (P) also auf die Aufgabe, ¢! unter der Nebenbedingung h(x) = 0 zu
minimieren. Wegen Vh(z*) = 2Q(z* — z9) # 0 kann die Lagrangesche Multiplikato-
renregel angewandt werden. Diese ergibt die Existenz eines Multiplikators v* € R mit
¢+ 2v*Q(x* — x9) = 0. Hieraus erhdlt man (es ist notwendig v* # 0)

¥ =z —
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Zur Berechnung des Multiplikators ziehe man nun noch die Nebenbedingung h(z*) = 0
heran. Aus

1\2
0=h(z") = (21}*) Q7 le—1

erhalt man

1
vl g = :|:§ Qe

und hiermit
1

*
$12==$0¥‘;7:::::
; TO—1

Qe

als einzige Kandidaten fiir eine Losung von (P). Hieraus liest man ab, dass

Q'e

1

-1
N

¥ = x0 —

die eindeutige Losung von (P) ist.

8. Beim Maximalflussproblem ist ein Netzwerk (AN, .A) mit zwei ausgezeichneten Knoten
q (Quelle) und s (Senke) gegeben, ferner nichtnegative Kapazitaten u;; auf den Pfeilen
(i,7) € A. Ein Fluss © = (245)( j)ea heilt zulissig, wenn er den Kapazitétsbeschrén-
kungen, also

und der Flussgleichung gentigt. Diese besagt, dass in jedem Knoten aufser der Quelle
und Senke genau so viel Fluss ankommt wie auch wieder abtransportiert wird, also

Z Tij — Z ik = 0, ke N\ {q, s},

ji(k,g)EA i:(i,k)EA

gilt. Unter diesen Bedingungen ist der Fluss > ji(q.g)eA Taj 2U maximieren. Ein Schnitt
im Netzwerk eine Partition der Knotenmenge A (bzw. {1,...,m}) in zwei (disjunkte)
Mengen N7 und N3 mit ¢ € N; und s € Ny. Zu einem Schnitt (N7, N2) definieren
wir die zugehorige Kapazitit C'(N7,N2) als die Summe aller Kapazititsschranken iiber
Pfeilen, die in Nj starten und in N3 enden, also in der oben eingefiihrten Notation
durch

C(Nl,Nz) = Z uij.
(3,7)€A
i€N1, jENS

Man zeige: Ist @ = (245)(; j)ca €in zuldssiger Fluss und (N, N2) ein Schnitt mit zuge-
horiger Kapazitat C(N7, N2), so ist

Z l‘q]’ SC(Nl,NQ)
Jig.j)eA

Besteht hier sogar Gleichheit, so ist z ein maximaler Fluss (und (A7, N2) ein mini-
maler Schnitt). Mit dieser Aussage bestimme man in dem in der folgenden Abbildung
angegebenen Netzwerk einen maximalen Fluss und einen minimalen Schnitt.



228

Losungen zu den Aufgaben

Abbildung 6.1: Maximaler Fluss, minimaler Schnitt?

Losung: Es ist

D S S P Y (VIR M)

J:(g.5)eA J:(g:5)€A i(i,q)€A keNi\{q} “j:(k.j)eA ix(i,k)eA
—_————

=0 =0

-3 ( X - X )

keN1 Nji(k,j)eA i:(3,k)EA

-3 ( Z - ZA;%)

keN: jENQ:(k‘,j)GA<UVk_ 1€N2:(i,k)€
- J

>0

I (D VTR VY

keN jEN1:(k,5)EA i€N1:(i,k)EA

IN

2, >y

kENT jEN:(k,j)EA
= C(Nl)NQ)'

Damit ist der erste Teil der Aufgabe gelost. In Abbildung geben wir einen Schnitt
in dem gegebenen Netzwerk an. Die zu N7 gehorenden Knoten sind durch o, solche zu
N3 durch e gekennzeichnet. Hier gibt es vier Pfeile, die Knoten aus A7 mit Knoten aus
N5 verbinden, die zugehorige Kapazitat ist 5.

Seien ai,...,am; € R™ mit |ja;|l2 = 1,4 =1,...,m, und by,...,b, € R gegeben. Die
Menge

P::{a:E]R”:aiTCUsz‘, (i=1,...,m)}

sei nichtleer und beschrankt. Man zeige: Ist (z*,r*) € R™ x R eine Losung der linearen
Optimierungsaufgabe

Maximiere 7 auf M :={(z,7r) ER"xR:r>0, alz+7r<b; (i=1,...,m)},
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10.

Abbildung 6.2: Ein Schnitt im Netzwerk mit Kapazitdt 5

so ist Blz*;7*] :={y € R" : |ly — z*||]2 < r*} die grofte (euklidische) Kugel (d.h. die
Kugel mit maximalem Radius), die in P enthalten ist. Also kann man die Inkugel zu
einem Polytop (kompakter Polyeder) durch Losen eines linearen Programms bestimmen.
Losung: Wir zeigen: Ist (z,7) € M, so ist die euklidische Kugel B[x;r] um z mit
Radius 7 in P enthalten. Denn sei y € Blz;r|. Dann ist unter Benutzung der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung

T T T T T :
a;y=a;x+a; (y—z) <a; z+ a2 |ly —z|2 <aj x+r <b;, i=1,...,m,
—— N——

=1 <r
also y € P. Die Aussage ist bewiesen.
Gegeben seien m paarweise verschiedene Punkte aq,...,a, im R", positive Gewichte
wi, ..., W, und eine nichtleere, konvexe und abgeschlossene Menge M C R"™. Hiermit

betrachte man das sogenannte Fermat- Weber Problem

m
(P) Minimiere f(z) := Zwi lx — a;l|]2 auf M,
i=1
wobei || - |2 natiirlich die euklidische Norm auf dem R™ bedeutet. Man zeige:

(a) Die Optimierungsaufgabe (P) besitzt mindestens eine (globale) Losung.

(b) Sind die gegebenen Punkte aq, ..., a,, nicht kollinear, liegen sie also nicht alle auf
einer Geraden, so ist (P) sogar eindeutig 16sbar.

Losung: Die Existenz mindestens einer Losung von (P) sieht man leicht ein, wenn man
beachtet, dass mit einem z¢g € M die Niveaumenge Lo := M N{zx € R : f(z) < f(z0)}
kompakt ist. Seien nun aq,...,a, nicht kollinear und z1, xo € M zwei verschiedene
Loésungen von (P). Da (P) ein kovexes Programm ist, ist nach Aufgabeauch 3 (z1+2)
eine Losung von (P). Daher ist

(acl +1‘2> — L) + f(o)]

0 =
2 2

S~

m
Z I(z1 = a;) + (22 — ai)ll2 = ([[21 — asll2 + lz2 — ail|2)]
P >

N
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11.

und folglich
[(r1 — a;) + (v2 — ai)ll2 = [z1 — aill2 + [[z2 — aill2,  i=1,...,m.

Fiiri = 1,..., m existiert daher (Gleichheit in der Dreiecksungleichung bzw. der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung) ein A; > 0 mit

1’1—ai:)\i(1}2—ai), izl,...,m,

wobei \; #£ 1 ist, da z1 # 22 angenommen wurde. Folglich ist

X — A
(1=2)(1=X)

a; — aj = (1’1—1‘2), i,j:1,...,m.
Im Widerspruch zur Voraussetzung liegen also die gegebenen Punkte ay, ..., a,, samt-
lich auf einer Geraden, die Eindeutigkeit ist bewiesen.

Man lose das folgende, auf S. Lhulier (1782) zuriickgehende geometrische Problem: Die
Langen a; bzw. as der Grundlinien zweier Dreiecke sowie die Summe [ der Langen ihrer
vier Schenkel seien gegeben, wobei natiirlich | > a; 4 a2 vorausgesetzt sei. Unter allen
Paaren von Dreiecken mit diesen Eigenschaften bestimme man dasjenige, fiir welches
die Summe der Flicheninhalte der beiden Dreiecke maximal ist. Fiir a1 = 1, as = 2
und ! = 5 berechne man numerisch die Lénge der gesuchten Schenkel.

Losung: Nach der Formel von Heron ist der Fldcheninhalt A eines Dreiecks mit den
Seitenléngen a, b, ¢ durch

A =[s(s —a)(s — b)(s — c)]"/? mit §:= %(a—i—bﬂ—c)

gegeben. Die Langen der gesuchten Schenkel seien by, ¢y bzw. ba, ca. Die optimalen Drei-
ecke miissen natiirlich gleichschenklig sein (Beweis?). Der Flicheninhalt eines gleich-
schenkligen Dreiecks (a sei die Lange der Grundlinie, b die der beiden Schenkel, ist

durch
1 a?
A== 2 &
5\

gegeben. Zu lésen ist also die Aufgabe,

1 a2 1 CL2
A(br,bo) = 2a1\/ﬁ+ Sa2\/t3 - Zz

unter der Nebenbedingung

l ~
b1+b2:§::l

(und b; > 0, by > 0) zu maximieren. Ist (b7, b5) eine Losung, so ist wegen der Lagran-
geschen Multiplikatorenregel

ale . a2b§
V07?2 —ai/d /(b3)? — a3/4

Einsetzen von by = | — b} liefert fiir b* die Gleichung

arbt as(l — b¥)

VO @A i —aga
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Daher ist b] als Nullstelle von

FO) = = =] -

(Z— b1)? - E a; ap

~ ~

in (0,1) zu bestimmen. Da f auf (0,/) monoton wachsend ist und

bll_{ngf( 1) 00, blfl}_f( 1) = 400

gilt, existiert b} eindeutig. Fiir a; = 1, ag = 2 und [ = 2.5 erhalten wir fiir die Schen-
kellange des ersten Dreiecks by = 0.553515, fiir die des zweiten ba = 0.696485.

6.2 Aufgaben in Kapitel 2

6.2.1 Aufgaben in Abschnitt 2.1

1. Sei K C R" nichtleer, abgeschlossen und konvex, ferner Px:R" — K C R” die
zugehorige Projektionsabbildung. Man zeige:

(a) Esist
| Px(x) — P ()| < ||z — v fiir alle z,y € R™.

(b) Ist L C R™ ein linearer Teilraum, so ist P, eine lineare Abbildung und 7 Py, (y) =
Pr(z)Ty fiir alle z,y € R™.

(c) Ist L := span{vi,...,vp} mit linear unabhéngigen vq,...,v, € R" und V :=
(v1 -+ wvp ), soist

Pr(z) =VVTV)"'vTy  fiir alle 2 € R™.

Losung: Eine Anwendung der notwendigen und hinreichenden Optimalitédtsbedingun-
gen des Projektionssatzes liefert die Giiltigkeit von

[ — P ()] [Pr(y) = Pr(2)] <0, [y — Pr(y)]" [Px(z) = Pr(y)] <0.
Eine Addition dieser beiden Ungleichungen liefert
[Pi(x) = Pc(y) — (& = )] [Px(2) = Pr(y)] <0
bzw. mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
1Pk (z) = Prc(y)lI” < (2 — )" [Px(2) — Px(y)] < |z = yll|IPx(z) — Pr(y)l,

woraus die erste Behauptung folgt.

Bei gegebenem z € R™ ist Pp(z) € L charakterisiert durch [z — Pr(z)]Tz = 0 fiir alle

x € L. Ist daher [z1 — Pp(21)]T2 = 0 und [22 — Pp(22)]Tz = 0 jeweis fiir alle € L, so

erhélt man durch Multiplikation mit a1 und a9 sowie anschlieffender Addition, dass
[(a121 + ao20) — (a1 Pp(21) 4+ aoPp(20))] Tz = 0 fir alle x € L

eL
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und hiermit
a1PL(Z1) + OéQPL(ZQ) = PL(alzl -+ 0422’2).

Fiir beliebige x,y € R™ ist
[z — Pr(z)]" PL(y) =0, [y — Pr(y)]" Pr(z).

Daher ist
a"Pr(y) = P(z)" Pr(y) = Pr(z)"y.

Die Matrix V, deren Spalten gerade die Basiselemente des linearen Teilraumes L bilden
besitzt vollen Rang, daher ist V1V nichtsingulér. Zu zeigen ist

z—=VVIV) W Tz =0  firalle z € L.

Ein beliebiges & € L besitzt die eindeutige Darstellung x = Vy, Einsetzen liefert sofort
die Behauptung.

. Seien [, u € R™ zwei Vektoren mit [ < u. Hiermit definiere man den Quader

Q:={zeR": [ <z<u}

Man zeige, dass fiir z € R™ die Projektion Pg(z) von = auf @ durch

lj, falls T; < lj,
Py(z); =4 zj, falls [; <x; <wy, j=1,....,n,
Uj, falls u; < Tj,

gegeben ist.

Losung: Fir 2 € R" ist Py(x) € Q). Wegen des Projektionssatzes bleibt die charakte-
riserende Eigenschaft

(Po(z) —2)"(z = Po(z)) >0 fiiralle z € Q

nachzupriifen. Wir definieren die Indexmengen

Jo = {je{l,...,n}xj <u;},
Jo = {je{l,...,n}:}; <z; <wuy},
Jr = {je{l,...,n}uj <azj}.

Fiir ein gegebenes z € @ ist dann

(Po(x) —2)T(z = Po(x)) = ) (Pola); — z5)(z — Po(x);)

> 0.

Damit ist die Behauptung nachgewiesen.
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3. Zwei nichtleere, konvexe Mengen A, B C R™ sind genau dann stark trennbar, wenn
0&cl(B-—A).
Losung: Mit A und B ist auch B — A und dann auch cl (B — A) konvex. Aus dem
Korollar zum starken Trennungssatz folgt die Existenz eines y € R™ \ {0} mit
0 < infiecq(B-a) yTz. Also existiert ein v > 0 mit 0 < v < y"b—yTa, a € A, b € B,
woraus sup,e 4 yTa < infye y?b und damit die starke Trennbarkeit von A und B folgt.

Umgekehrt seien A und B stark trennbar, es existiere also ein y € R™ \ {0} mit
supgeayla < infyepy?b. Wire 0 € ¢l (B — A), so existierten Folge {ax} C A und
{by} C B mit by — ap — 0 und damit y?b; — y”ar, — 0. Andererseits ist

yTak < sup yTa < inf yTb < yTbk,
acA beB

offensichtlich ein Widerspruch.

4. Sei C' C R™ nichtleer, abgeschlossen und konvex mit nichtleerem Inneren int (C'). Man
zeige, dass es zu jedem z* € C'\ int (C) ein y € R™ \ {0} mit

CclzeR":yle>ylz*}
gibt.

Hinweis: Man zeige, dass mit C' auch int (C') konvex ist und wende auf {z*} und int (C')
den Trennungssatz an. Anschliefiend zeige man, dass C' = cl (int (C)).

Losung: Wie im Hinweis angegeben, zeigen wir zunéichst, dass mit C auch int (C)
konvex ist. Seien hierzu x1,z2 € int (C) sowie A € (0,1). Wir zeigen, dass auch (1 —
A)zx1 + Axg € int (C). Da x1 € int (C), existiert ein € > 0 derart, dass die euklidische
Kugel um x7 mit dem Radius €; noch ganz in C enthalten ist. Wir wollen zeigen, dass
die Kugel um (1 — \)z1 + Azo mit dem Radius (1 — M\)e; in C enthalten ist. Sei hierzu
|(1=N)z1+Aza—z|| < (1—N)er, zu zeigen ist x € C. Man definiere z := (x—Az2)/(1-)),
was ¢ = (1 — A\)z + Azo impliziert. Wir zeigen, dass z in der ¢;-Kugel um z7 und damit
in C' liegt, was wegen der Konvexitit von C' auch x € C' impliziert. Denn es ist

|21 — z|| = ||z1 — (x — Az2)|| = (I =XNz1 + Axe — z|| < €.

L”
1-A

1—A

<(1-XNer

Die disjunkten, konvexen Mengen {x*} und int (C) lassen sich nach dem Trennungssatz
trennen, es existiert also ein y € R™\ {0} mit y?z* < y”x fiir alle 2 € int (C) und
damit auch fiir alle € cl(int (C)). Nun ist jedes € C' Limes einer Folge aus int (C),
wie z. B. sofort aus dem Beweis des ersten Teiles der Aufgabe folgt: Ist x; € int (C)
beliebig, ferner {A\;} C (0, 1) eine beliebige Folge mit Ay — 1, so ist g := (1 — A\g)x1 +
Az € int (C) und zp, — z, also z € cl (int (C)).

5. Eine nichtleere, abgeschlossene, konvexe Menge C' C R” ist der Durchschnitt aller ab-
geschlossenen Halbréume, die C' enthalten.

Hinweis: Man wende den starken Trennungssatz an.

Losung: Sei K der Durchnitt aller abgeschlossenen Halbraume, die C enthalten. Dann
ist C C K. Angenommen, es existiert ein z* € K \ C. Wegen des Korollars zum
starken Trennungssatzes existiert ein y € R™ \ {0} mit y”2* < v := infec y” 2. Dann
ist H := {x € R" : y"x = v} eine Hyperebene, die C im zugehérigen Halbraum enthilt.
Dieser Halbraum enthélt nicht x* € K, was ein Widerspruch zur Definition von K ist.
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6.

Sei C' C R™ ein nichtleerer, abgeschlossener, konvexer Kegel. Dann ist (C)" = C. Eine
(dumme) Zusatzfrage: Kann Gleichheit auch gelten, wenn C' nicht abgeschlossen, nicht
konvex oder kein Kegel ist?

Hinweis: Man {iberzeuge sich davon, dass die Inklusion C' C (CT)" trivial ist. Mit Hilfe
des starken Trennungssatzes zeige man anschliefend, dass aus z ¢ C auch z € (C1)*
folgt.

Losung: Wie im Hinweis angegeben, zeigen wir zunéchst die Giiltigkeit von C' C (C1)*.
Seien hierzu z € C und z € CT beliebig. Dann ist 272 > 0 und daher x € (CT)T. Ist
z ¢ C, so lassen sich {z|| und C stark trennen. Es existiert also ein y € R"™ \ {0}
mit y’z < inf,ecy?x. Da C ein Kegel ist, ist y?2 > 0 fiir alle z € C bzw. y € O+
(Beweis?). Dann ist also y'z < 0 < yTx fiir alle # € C, also z ¢ (CT)*. Da fiir ein
beliebiges K C R™ die Menge KT stets ein abgeschlossener, konvexer Kegel ist, kann
Gleichheit nicht gelten, wenn eine dieser Eigenschaften nicht vorhanden ist.

Man zeige, dass jeder endlich erzeugte Kegel sich als dualer Kegel eines polyedrischen
Kegels darstellen ldsst. Genauer zeige man: Ist U € R™*™ 5o ist

{(Uy:y>0}={zcR":UTz >0} .

Losung: Mit Hilfe des Farkas-Lemmas erhélt man

{zreR":UTz>0}" = {veR":vTz >0 fir alle z € R* mit UTz > 0}
(Definition des dualen Kegels)
= {veR":UTr >0, vz < 0 unlssbar}
= {v=Uy:y >0}

Damit ist die Behauptung bewiesen.

Sei A € R™*"™ Man beweise den Alternativsatz von Gordan: Genau eine der beiden
Aussagen

(1) Az =0, >0, z#0 hat eine Losung = € R"
bzw.
(I1) ATy >0 hat eine Losung y € R™

ist richtig.
Losung: (I) und (II) sind nicht gleichzeitig 16sbar, wie man leicht nachweist. Angenom-
men, (I) sei nicht 16sbar. Mit e := (1,...,1)T € R™ ist auch

() (2). ==

nicht 16sbar. Aus dem Farkas-Lemma folgt die Losbarkeit von

y 0\ (v

T

(A e)<5>20, (1> <5><0.
Also ist 0 < 0 und folglich

ATy > —de > 0,
also (IT) 16sbar.



6.2 Aufgaben in Kapitel 2 235

9. Sei A € R™*" b € R™. Man beweise den Alternativsatz von Gale: Genau eine der
beiden Aussagen

(1) Az <b  hat eine Losung z € R”
bzw.
(I1) ATy=0, y>0, bdly<o0 hat eine Losung y € R™

ist richtig.
Losung: Es kann entweder so argumentiert werden wie im Anschluss an das Farkas-

Lemma oder indem man im verallgemeinerten Farkas-Lemma [I.8|als K den nichtnega-
tiven Orthanten im R™ und als C' den gesamten R™ nimmt.

10. Von A. Dax (1997)E| stammt ein “elementarer” Beweis des Farkas-Lemmas. Wir wollen
die Quintessenz dieses Arguments wiedergeben. Gegeben seien also wieder A € R™*",
b € R™ und hiermit die Systeme

(I) Az = b, x>0
und
(I1) Aty >0, by <o.

Man zeige der Reihe nach:

(a) Die Optimierungsaufgabe
1
(P) Minimiere f(x) := §”A$ —bl3, >0

besitzt eine Losung z*.

(b) Ist (I) nicht 16sbar bzw. y* := Az* — b # 0, so ist y* eine Losung von (II).

Losung: Die Losbarkeit des vorzeichenbeschriankten linearen Ausgleichsproblems (P)
hatten wir uns schon in Kapitel 1 {iberlegt, wobei wir dort die Abgeschlossenheit endlich
erzeugter konvexer Kegel benutzt hatten, was inzwischen durch Lemma [I.5] bewiesen
wurde. Wir nehmen an, (I) sei nicht 16sbar und daher y* := Ax* — b # 0. Als Losung
der konvexen Optimierungsaufgabe (P) ist * > 0 charakterisiert (siche Aufgabe 2] in
Kapitel 1) durch

(%) 0 < V) (x—a*) = (ATy") T (x — 2¥) fir alle x > 0.
Hieraus folgt
=0 falls xf >0
AT * ; 9 7 9
( y){zo, falls af =

Daher ist ATy* > 0. Setzt man x := 0 in (x), so erhilt man
0 < (ATy") ! (—a%) = —(y") Az* = —[ly" |3 - bTy/",

so dass bTy* < —||y*||2 < 0 und daher y* eine Losung von (II) ist.

3A. DAX (1997) An elementary proof of Farkas’ Lemma. SIAM Rev. 39, 503-507.
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11.

12.

Man beweise den folgenden Satz von Fan-Glicksburg-Hoffman (siehe O. L. Mangasarian
(1969, S.63) und R. T. Rockafellar (1972, S.1861f.)):

Sei C' C R™ nichtleer und konvex, die Abbildung ¢g:C — R! (komponentenweise)
konvex, die Abbildung h: R™ — R affin linear. Besitzt dann

(I) zeC, g(x)<0, h(z)=0
keine Losung, so besitzt

(II) (u,v) € REx R™\ {(0,0)}, >0, égg[uTg(ac) +vTh(z)] >0

eine Losung.

Hinweis: Besitzt (I) keine Losung, so ist
(0,0) € {(g9(x) + z,h(z)) e R'x R™ : z € C, z > 0}.

Man {iiberzeuge sich davon, dass die rechtsstehende Menge konvex ist und wende den
Trennungsatz fiir konvexe Mengen an.

Losung: Zur Abkiirzung setzen wir
K :={(g(z) + z,h(z)) eR' xR™ : 2 € C, z > 0}.

Die Konvexitdt von K ist leicht einzusehen, wir iibergehen den einfachen Beweis. Die
Unlosbarkeit von (I) besagt gerade, dass (0,0) ¢ K. Wegen des Trennungssatzes
existiert (u,v) € R x R™\ {(0,0)} mit

0 <ul'(g(x)+ 2) + vT h(x) fir alle x € C, z > 0.

Hilt man hier z fest, so folgt, dass u” z fiir alle z > 0 durch eine Konstante nach unten
beschréankt ist, was u > 0 impliziert. Offensichtlich folgt hieraus die Behauptung.

Man beweise die folgende Variante zum Satz von Fan-Glicksburg-Hoffman (siehe O. L.
Mangasarian (1969, S.65)):

Sei C C R™ nichtleer und konvex, die Abbildung ¢g:C — R! (komponentenweise)
konvex. Dann ist genau eine der Aussagen

(1) Es existiert € C' mit g(z) <0

bzw.

(I1) Es existiert u € R\ {0} mit « > 0 und infecu’g(z) >0
richtig.

Losung: Angenommen, (I) und (II) seien gleichzeitig durch = bzw. u lésbar. Dann ist

T : T
f >
0> u’g() inf u”g(2) > 0,

ein Widerspruch. Nun nehmen wir an, (I) sei nicht 16sbar. Dann ist 0 ¢ K := {g(x)+z :
r € C, z > 0}. Eine Anwendung des Trennungssatzes liefert ein « € R’ \ {0} mit
0 < ul(g(x) + 2) fiir alle € C, z > 0. Hieraus folgt offenbar wieder die Behauptung.
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13. Man beweise: Ist A C R™ nichtleer und konvex, so ist ri (A4) # O (siehe z.B. J.-B.
Hirriart-Urruty, C. Lemaréchal (1993, S.103) oder auch R. T. Rockafellar (1972, Theo-
rem 6.2)).

Losung: Das relative Innere von A wurde definiert als
ri(A) := {z € A: Es existiert ¢ > 0 mit Blz;e] Naff (A) C A}.

Hierbei bezeichnet aff (A) die affine Hiille von A und B[z;e€] die (z.B. euklidische)
Kugel um z mit dem Radius e. O.B.d. A. sei 0 € A (andernfalls verschiebe man A),
ferner sei 0 nicht der einzige Punkt von A (andernfalls ist A = ri(A) = {0}). Dann
ist aff (A) = span (A) ein (nichttrivialer) linearer Teilraum, er sei aufgespannt von den

linear unabhéngigen {aj,...,an} C A, 1 <m <n. Wegen der Konvexitit von A (und
0€A) ist
1 m
~ L S
m+1 P

Wir wollen zeigen, dass a im relativen Inneren von A liegt. Hierzu setzen wir n :=
1/[m(m + 1)] und zeigen

m
lovi| < n (izl,...,m):a—kZaiaieA.

i=1
Denn ist o] <1, 1 =1,...,m, so ist
m m 1
a+ ) aa;= —— f o |a; € A,

da0eA 1/ im+1)+a; >0,i=1,...,m, und

m
1 m 1
E — +a; | < + =1.
— m+ 1 m+1 m+1

Die Behauptung folgt dann wegen der Aquivalenz von Normen auf dem endlichdimen-
sionalen Raum span (A).

6.2.2 Aufgaben in Abschnitt 2.2
1. Gegeben sei das lineare Programm
(P) Minimiere ¢’z auf M:={x:x>0, b— Az <0}.
Man stelle das zu (P) duale lineare Programm auf.
Losung: Die Lagrange-Funktion ist
L(z,y) = clz+yT(b— Az) = bTy 4+ (c — ATy) Tz,
fiir ein y > 0 ist der Wert der dualen Zielfunktion daher
by, falls ¢— ATy >0,

—00, sonst.

P(y) == jﬂg%L(x, y) = {

Das zu (P) duale lineare Programm ist daher

(D) Maximiere by auf N:={y:y>0, c— ATy >0}
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2.

Gegeben sei das lineare Programm
(P) Minimiere ¢’z auf M :={z € R": Gz < h, Az = b},

wobei [ Ungleichungen und m Gleichungen auftreten. Man stelle das zu (P) duale lineare
Programm auf.

Losung: Die zu (P) gehorige Lagrange-Funktion ist
L(z,u,v) := 'z +ul (Gx — h) + vT (Az — b) = —=hTu — bTv + (¢ — GTu — ATv)Tz.

Fiir ein Paar (u,v) € Ry, x R™ ist daher

¢(u,v) = inf L(x,u,v)=

z€R™

{ —hTu — b, falls ¢— GTu— ATy =0,

—00, sonst.

Das zu (P) duale Programm ist daher

D) Maximiere — (hTu +b%v) auf

N :={(u,v) e RExR™:u >0, GTu+ ATv = ¢}.
Seien aq,...,a; € R™ gegeben. Es sei die kleinste euklidische Kugel zu bestimmen, die
ai,...,a; enthilt. Man formuliere diese Aufgabe als eine Optimierungsaufgabe (P), bei

der eine lineare Zielfunktion unter konvexen quadratischen Ungleichungsrestriktionen
zu minimieren ist und stelle das zugehorige duale Programm (D) auf. Weiter zeige man,
dass beide Probleme lésbar sind und max (D) = min (P) gilt.

Loésung: Zum Teil haben wir diese Aufgabe schon in Kapitel 1 behandelt. Das primale
Problem kann geschrieben werden als

®) { Minimiere f(d,z):=9 auf

M:={(0,2) eERxR": Lz —a;|3 <6, i=1,...,1}.

Dieses Problem ist losbar. Wenn man mit Kanonen auf Spatzen schieffen will, so kann
man den Existenzsatz flir konvexe quadratisch restringierte quadratische Programme
anwenden. Aber natiirlich fiihrt auch ein einfaches Kompaktheitsargument zum Ziel. Ist
(6*, %) eine Losung von (P), so ist 2* der Mittelpunkt und r* := v/26* der Radius der
gesuchten euklidischen Kugel. Auch das zu (P) duale Programm haben wir in Kapitel
1 schon berechnet, es ist

2
auf
2

!
Minimiere ¢(u) := %ZquazH% —3
i=1

m
g Ui @
i=1

N:={ueR":u>0, elu=1}.

(D)

Da N kompakt und die Zielfunktion ¢ stetig ist, ist (D) trivialerweise 1osbar. Etwa
wegen des Dualitétssatzes ist min (P) = max (D).

Gegeben sei das konvexe Programm
(P) Minimiere f(z) auf M:={zxeR":2¢eC, g(z) <O0}.

Hierbei wird vorausgesetzt:
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(V) C C R" ist nichtleer und konvex, f:C — R und g:C — R! sind (komponen-
tenweise) konvex.

Ferner sei die Slatersche Constraint Qualification erfiillt, d.h. es existiere ein & € C
mit g(z) < 0. Man zeige: Ist (P) zuléssig und inf (P) > —o0, so ist die Menge Nopy, der
Losungen des zu (P) dualen Programms

(D)  Maximiere ¢(u):= ingL(a:,u) auf N:={ueR':u>0, ¢(u) > —o0}
Te

nichtleer und kompakt. Hierbei ist L(x,u) := f(z) + ulg(x) die zu (P) gehorende
Lagrange-Funktion.

Losung: Wegen des starken Dualitétssatzes ist Nopt # . Zunéchst zeigen wir die
Abgeschlossenheit von Nep¢. Sei hierzu {ug} C Nopt eine Folge mit uj — w. Natiirlich
ist w > 0. Mit einem beliebigen z € C' ist ferner

max (D) = ¢(uy) = xlIglgL(iL‘,uk) < L(z,ug) = L(z,u).

Daher ist max (D) < ¢(u), woraus u € Nopt und damit die Abgeschlossenheit von Nopy
folgt. Nun zeigen wir, dass Nop¢ auch beschrénkt ist. Sei hierzu u € Nopt beliebig. Dann
ist
max (D) = ¢(u) = inf L(z,u) < f() + ul g(&).
faS

Wegen ¢(&) < 0 existiert ein € > 0 mit g(Z) < —ee, wobei e wieder einmal der Vektor
ist, dessen Komponenten alle gleich 1 sind. Daher ist
/(#) — max (D)

0<ule=ul < - !

also Nop¢ beschrankt.

5. Gegeben sei die Aufgabe
(P) Minimiere f(z):=c’'z + 327Qz auf M :={zeR":}|z|3 < JA%},

wobei Q € R™*™ symmetrisch und positiv semidefinit ist und A > 0. Man stelle das zu
(P) duale Programm (D) auf und zeige, dass (P) und (D) lésbar sind und max (D) =
min (P) gilt.

Losung: Die zu (P) gehorende Lagrange-Funktion L: R™ x R — R ist durch
L(z,u) :=clo + %xTQ:U + %u(HxH% — A?)
gegeben. Das duale Problem ist gegeben durch

(D) Maximiere ¢(u):= inﬂ{ L(z,u) auf N:={ueR:u>0, ¢(u) > —o0}.
zeR?

Das Problem (P) ist 16sbar, da M kompakt. Die Slatersche Constraint Qualification ist
erfiillt (setze & := 0), wegen des starken Dualitétssatzes folgt die Losbarkeit von
(D) und min (P) = max (D).

6. Unter der Voraussetzung
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(V) C C R" ist nichtleer und konvex, f:C — R und g:C — R’ sind (komponen-
tenweise) konvex, h: R™ — R™ ist affin linear

betrachte man das konvexe Programm
(P) Minimiere f(z) M :={zxeR":z € C, g(x) <0, h(zx) = 0}.
Ein Tripel (z*,u*,v*) € C X RZZO x R™ nennen wir einen Sattelpunkt der Lagrange-
Funktion L(z,u,v) := f(z) +u’ g(x) + v h(zx), wenn
L(z*,u,v) < L(z*,u*,v*) < L(x,u*, v*)
{ fir alle (x,u,v) € C x Rlzo x R™.

Man zeige:

(a) Ist 2* € M eine Losung von (P) und ist die Slatersche Constraint Qualification

aus dem starken Dualitdtssatz E erfiillt, so existiert ein Paar (u*,v*) € ]Rl>0 x R™
derart, dass (z*,u*,v*) ein Sattelpunkt von L ist.

(b) Ist (z*,u*,v*) € C x Rlzo x R™ ein Sattelpunkt von L, so ist 2* eine Losung von

(P).
Losung: Sei z* € M eine Losung von (P) und die Slatersche Constraint Qualification
erfiillt. Wegen des starken Dualitétssatzes existiert ein Paar (u*,v*) € R! x R™ mit
u* > 0 und

(%) min (P) = f(z*) = irelgL(x,u*,v*),

wobei L natiirlich die zu (P) gehorende Lagrange-Funktion bezeichnet. Hieraus folgt

f(a®) < L(a*,u*,v") = fa*) + () g(a") + (v*) " h(z") < f(z%),

-~

<0 =0

so dass L(z*,u*,v*) < L(z,u*,v*) fir alle x € C folgt. Fiir beliebige (u,v) € ]RZZO x R™
ist andererseits

L(z* u,v) = f(z*) + ul g(a*) + vl h(z*) < f(z*) = L(z*, u*, v"),
—_——  ~——
<0 =0
insgesamt ist gezeigt, dass (z*,u*,v*) ein Sattelpunkt der Lagrange-Funktion ist.
Sei nun umgekehrt (z*,u*,v*) ein Sattelpunkt von L. Wir zeigen zunéchst, dass z*
zuldssig fir (P) ist. Angenommen, es wire —(g(z*), h(z*)) & Rlzo x {0}. Der starke
Trennungssatz liefert nach einfacher Argumentation die Existenz eines Paares (4, 0) €
R x R™ mit
alg(z*)) + 0T h(z*) > 0.
Dann ist aber (u* + @,v* +9) € R,y x R™ und
L(z*,u* + 4,v" +0) > L(z*,u",v"),

ein Widerspruch dazu, dass (z*,u*,v*) ein Sattelpunkt von L ist. Wieder ist f(z*) =
L(z*,u*,v*), fiir ein beliebiges x € M ist daher

fla*) = L(a*,u",0*) < L(w,u", ") = f(2) + () g(2) + (v") " h(z) < f(z),

<0 =0

also z* € M eine Losung von (P).
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7. Seien A € R™*" b € R™ und ¢ € R™. Hiermit betrachte man die zueinander dualen
linearen Programme

(P) Minimiere ¢’z auf M :={z €R":2 >0, Az = b}
und
(D) Maximiere b7y auf N :={ycR™: ATy <c}.

Es werde vorausgesetzt, dafs
My:={z€R":2>0, Az =b} #0, No:={ycR™:ATy<c}#0
und Rang (A) = m. Man zeige, dass dann die Mengen Mo, und Nopt der optimalen

Losungen von (P) bzw. (D) nichtleer und kompakt sind.

Losung: Da insbesondere vorausgesetzt wird, dass (P) und (D) zuléssig sind, sind (P)
und (D) jeweils losbar bzw. Mope # @ und Nopy # O.

Es ist
Mopt ={z €R":2 >0, Az =, c'z = min (P)}.

Angenommen, Moy, wére nicht beschrénkt. Dann existiert eine Folge {1} C Moyt mit
|zk|| — oo. O.B.d. A. konvergiert die Folge {px}, wobei py := zi/||xk||, gegen ein p.
Dieser Vektor p ist vom Nullvektor verschieden und geniigt

p>0, Ap=0, <'p=0.
Mit einem y € Ny ist dann
0<(c—ATy)'p=c"p—y"Ap=0,

ein Widerspruch. Also ist Mgy beschrédnkt und dann auch, da die Abgeschlossenheit
trivial ist, kompakt.

Es ist
Nopt = {y e R™: ATy < ¢, bTy = max (D)
Wiéire Nop nicht beschrénkt, so existierte entsprechend der obigen Argumentation ein

q # 0 mit
ATg <o, blg=0.

Mit einem x € M, wire
0=>b"qg=(Az)Tq=a2TATq.

Da hier # > 0 und A%Tq < 0 folgt ATq = 0. Wegen Rang (A) = m ist ¢ = 0, ein
Widerspruch. Insgesamt ist die Aufgabe geldst.

8. Gegeben sei ein Vektor x = (z;) € R" und r € {1,...,n}. Sei p = {p1,...,pn} eine
Permutation von {1,...,n} mit x, >--- > x,,. Man zeige, dass

T
E Tp;, = max{xTz 0<z<e, elz= r},
j=1

wobei e der Vektor im R" ist, dessen Komponenten alle gleich 1 sind.
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Losung: Sei z* € R™ definiert durch

. 1, j=1...,n
Z, 1= i
J 0, j=r+1,...,n

Dann ist 0 < z* < e, el2* = r und daher

Zazp T2 <max{zTz:0<z2<e, ez =7}

Andererseits sei ein z € R mit 0 < z < e und e’z = r vorgegeben. Dann ist

n
T, _ E o
r z = TjZj
=1
n
= E :%ij
= z :xpjzp] + § : xp]zp]

Jj=r+1
n
= ZiﬁpﬂLZ% = D)+ Y,
— =
g Copy=1) T <z,
.
< prj + xp, (Z Zp; — r)
—_—

=0

T
= E ,ij .
j=1

Insgesamt ist die Aufgabe gelost.

9. Gegeben sei das lineare Programm

(P)

Minimiere ¢’z auf M :={z €R":2>0, Ax =b}.

Hierbei seien A € R™*™ mit m < n und Rang (A) = m sowie b € R™, ¢ € R™ gegeben.

(a)

(b)

Man zeige, dass eine Matrix B € R(™~")*" mit Rang (B) = n —m und ABT =
0 existiert. Sind B und By zwei Matrizen mit diesen beiden Eigenschaften, so
existiert eine nichtsinguldare Matrix T' € R=m)x(n=m) it By = T Bs.

Sei B € R(™™™)*" wie in (a) gegeben, ferner sei d := AT(AAT)~'b. Hiermit
betrachte man das (von der Wahl von B unabhéngige) lineare Programm

(D) Minimiere d’y auf N :={ycR":y >0, By = Bc}.

Man begriinde, weshalb (D) mit einigem Recht als zu (P) duales Programm be-
zeichnet werden kann, und beweise insbesondere einen schwachen und einen star-
ken Dualitétssatz:
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10.

(i) Sind x € M und y € N, so ist #7y > 0.

(ii) Sind (P) und (D) zuléssig, so besitzen beide Programme Losungen xz* € M
bzw. y* € N und es ist (z*)Ty* = 0.

Losung: Wegen Rang (A) = m ist dim Kern (A) = n—m. Sei {b1,...,b,_m} eine Basis
von Kern (A) und B := ( by --- by )7. Dann ist B € R(®~")*" eine Matrix mit
Rang (B) = n — m, ferner ist offensichtlich AB” = 0, da BTz € Kern (A) fiir jedes
z € R" ™. Die zweite Aussage in (a) ist trivial. Das ,jiibliche zu (P) duale lineare
Programm lautet

Maximiere b%w unter der Nebenbedingung ATu < ¢
bzw. nach Einfiilhrung einer Schlupfvariablen
(D) Maximiere bTu auf N’ :={(u,y) ER™ xR":y >0, ATu+y=c}.

Fiir (u,y) € N ist u = (AAT)"1Ac — (AAT)"1Ay und daher bTu = cI'd — dTy.
Schlieflich ist (u,y) € N’ genau dann, wenn y € N und u = (AAT) 1 Ac— (AAT) "1 Ay.
Daher entsteht (D) aus (D’), indem man die Variable u eliminiert, so dass als Variable
in (D) einzig die (nichtnegative) Schlupfvariable iibrig bleibt. Die Aussagen (i) und
(i) sind dann einfach zu beweisen. Der Vorteil der hier gewéhlten Formulierung des
dualen Programms gegeniiber der {iblichen besteht natiirlich darin, dass hier das duale
Programm, genau wie das primale Programm, in Normalform vorliegt.

Gegeben seien symmetrische, positiv semidefinite Matrizen Aq,..., A, € R™*" ¢ €
R™\ {0} und v > 0. Es wird vorausgesetzt, dass die Matrix A(y) := > y; A; fiir jedes
y > 0 positiv definit ist. Man betrachte die beiden Probleme

. 1
Minimiere ich auf

(Py) = T
P := {(w,y) GR”XRmZZyiAil':Ca ey=v, y>0}
i=1
und
Minimiere ¢ auf
(Py)

M = {(z,é)ER"XR:;ZTAiz—CTZ—(ng, izl,...,m}.

Man beachte, dass (P2) eine konvexe, quadratisch restringierte Optimierungsaufgabe
mit einer linearen Zielfunktion ist. Man zeigeﬁ

(a) Die beiden Optimierungsaufgaben (P1) und (P2) sind zuléssig.

(b) Sei (z,y) € P zuldssig fiir (P1) und (z,0) € M zuléssig fiir (P2). Dann ist 6 >

—2cTz. Hieraus schliefe man, dass (P2) 1osbar ist und inf (P;) > —min (P,) gilt.

4Ahnliche Aussagen werden bei

A. BEN-TAL, M. P. BENDSGE (1993) A new method for optimal truss topology design. SIAM J.
Optim. 3, 322358

gemacht.
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(c) Man zeige, dass die Slatersche Constraint Qualification fiir das Programm (P2)
erfiillt ist. Hieraus schliefse man, dass das zu (P3y) duale Programm (Ds) lésbar ist
und keine Dualitétsliicke auftritt, also min (P,) = max (D,) gilt.

(d) Seiu* eine Losung des zu (P2) dualen Programms. Man setze y* := vu* und zeige
die Existenz eines z* € R™ mit der Eigenschaft, dass (z*,y*) eine Losung von (P;)
ist.

Lésung: Man setze y := (v/n)e. Dann ist y > 0 und e’y = v. Nach Voraussetzung
ist die Matrix A(y) := >, y;A; positiv definit, insbesondere nichtsingulér. Setzt man
r:= A(y) ¢, so ist (z,y) € P zulissig fiir (P1). Um die Zuliissigkeit von (P3) nachzu-
weisen, wiahle man z € R™ beliebig. Ist dann

0 > max {;zTAZ-x — ch},

i=1,....m

so ist (z,0) € M zuléssig fiir (Ps).
Sei (z,y) € P zuléssig fir (P1) und (z,0) zuléssig fiir (P2). Dann ist

v .
8> —2TAjz— Tz, i=1,...,m.
2

Multipliziert man diese Ungleichungen mit y; > 0, addiert sie und berticksichtigt, dass
e’y = v > 0, so erhilt man

m

1 1 1
6+ icTac > §ZT (; yiAi>z —clz 4 ich

_lTZml.fTZm.. ETZm..

= 57 <i1 yZAl>z z (il yZAZ>x+2x (il yZAl>x
1 T m

= 5(z—av) <E_1y¢Ai>(z—:U)

> 0,

also, wie behauptet, § > —%CT:U. Insbesondere ist inf (P,) > —oo. Aus dem Existenzsatz
[2.7] fiir konvexe, quadratisch restringierte quadratische Programme folgt die Existenz
einer Losung (2*,6*) von (P2), weiter ist inf (P;) > — min (P,).

Ist z € R™ beliebig und
0> max {;ZTAi»T — CT.’E},

i=1,....,m

so sind durch (z,0) alle Ungleichungsrestriktionen strikt erfiillt, d. h. es gilt die Slater-
sche Constraint Qualification. Der starke Dualitéitssatz[2.3] zeigt, dass das zu (P3) duale
Programm ebenfalls 16sbar ist und keine Dualitatsliicke auftritt.

Die Lagrange-Funktion zu (P3) ist

m v
L = il = TAZ' — Ty —
(z,0,u) (5+ZE:1u <2z z—cC z 5),
mit
= inf L(z,6
o) (2.8)ER" xR (2:0,u)
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ist das duale Problem, wie iiblich, gerade

(D,) Maximiere ¢(u) auf N:={uecR™:u>0, ¢(u) > —oco}.

T

Fiir ein gegebenes u > 0 ist offenbar ¢(u) > —oo genau dann, wenn e’ v = 1 und ein

z € R" mit
m
Z wvA;x = c¢
i=1

existiert, in diesem Falle ist

m

¢(U) = Z Ui

m
v v 1
—oT Ay — ch> =5 g wizt Ajx — Lo = —§ch.
i=1

2 ,
=1

YR

Definiert man daher y := vu, so ist das Paar (x,y) zuléssig fir (P2). Sei nun v* € N
eine Losung von (Dg), 2* € R™ ein zugehdriger Vektor mit Y ;" ufvA;z* = c. Wir
wollen zeigen, dass (z*,y*) mit y* := vu* eine Losung von (Pp) ist. Wegen der schon
bewiesenen Teile (b) und (c) der Aufgabe ist

1
inf (P,) > —min (P,) = —¢(u*) = ich* > inf (P,).
Also ist (z*,y*) € P eine Losung von (Py).

6.2.3 Aufgaben in Abschnitt 2.3

1. Man zeige, dass z* := (1,1,2)7 die Lésung von

Minimiere — 525 + (23 + 23 +23) unter den Nebenbedingungen
—43}1 —3%‘2 Z -8
(P) 21 + w2 > 2
—2x9 +x3 > 0
T —2x9 “4x3 = 1

ist.

Losung: Es handelt sich hier um eine konvexe Optimierungsaufgabe, die notwendigen
Optimalitdtsbedingungen sind daher auch hinreichend. Offensichtlich ist x* zuléssig,
wobei die erste und die zweite Ungleichungsrestriktion inaktiv sind. Zu bestimmen sind
daher u3 > 0, v* € R mit

1 0 1 0
—4 | +uz 2 |+ =2 | =10
2 —1 1 0
Mit uj = 1, v* = —1 sind alle diese Bedingungen erfiillt. Da die Zielfunktion strikt

konvex ist, ist x* die einzige Losung.
2. Fir die Aufgabe

(P)

Minimiere f(z) := 2% + 423 + 1623 unter der Nebenbedingung
h(z) :=x129023 — 1 =0
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bestimme man alle Punkte, in denen die notwendigen Optimalitédtsbedingungen erster
Ordnung erfiillt sind und priife anschliefsend mit Optimalitatsbedingungen zweiter Ord-
nung, ob dies lokale Losungen sind.

Losung: Die notwendigen Optimalitatsbedingungen sind in «* erfiillt, wenn ein v* € R

mit
2x] T5T5 0
8z | +0v" | aja = 0],
* kK
32x5 75 0
ko k
T3 —1 = 0

existiert. Sicher ist, dass die Komponenten von z* nicht verschwinden, weil andernfalls
die Nebenbedingung nicht erfiillt wire. Aus den ersten Gleichungen folgt

* * *
2z _ 85 _ 323
* 5k * 0k * 0k "

Aus diesen Gleichungen folgt unschwer
x] = £213, Ty = 2175,
Dann ist
1 = aiaiay = +8(a3)3
und folglich
k — :I:*
.%'3 5 s
Von diesen 8 moglichen Losungen bleiben nur 4 {ibrig, denn wegen der Nebenbedingung
ist die Anzahl negativer Komonenten von z* gerade. Diese moglichen Losungen sind

ah =41, 2t =42

2 -2 2 -2
M = 1], 2@ =1 -1 ® = -1 1, 2@ = 1
1 1 _1 _1
2 2 2 2

Diese vier Vektoren geniigen jeweils den notwendigen Opyimalitétsbedingung (und der
Restriktion), der zugehdrige Multiplikator ist jeweils v* = —8. Es ist f(z(®) = 12,
i = 1,2,3,4. Nun priifen wir mit den hinreichenden Optimalitdtsbedingungen nach,
welche der angegebenen potentiellen Losungen den hinreichenden Bedingungen zweiter
Ordnung geniigt. Es muss jeweils nachgepriift werden, ob V2f(x*) + v*V2h(z*) auf
Kern (h/(z*)) positiv definit ist. Es ist

2 0 0 0 3 a3
Vif(z*) +v*V2h(z*) = 0 8 0 | =8| =i 0 I
0 0 32 x5 x] O
Wir gehen die vier Fille der Reihe nach durch.
(a) Fiir z* = 2 ist zu priifen, ob
INT /gy 2 4 -8
1 pr | =0, pA0=pl | —4 8 —16 |p>0.
2 D3 -8 —-16 32
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Wegen

N =N
H/_/
|_
Il
w0
o]
I
=]
—
|
= N
_= O
H/_/

span {

ist nachzupriifen, ob die Matrix

0 -2 1 2 -4 0 —4 128 64
—4 0 1 -4 8 -0 2 U= e s
-8 —16 32 1 1
positiv definit ist. Dies ist der Fall, daher ist bei (1) ein lokales Minimum der

Aufgabe, die Zielfunktion f unter der angegebenen Gleichungsrestriktion zu mi-
nimieren.

(b) Fiir * = 2 ist nachzupriifen, ob

~INT gy 2 -4 8
-1 pr | =0, p£0=p"| -4 8 16 |p>0.
2 D3 8 16 32
Wegen
1 0 4

b) 1
span { -1 } = span {
2

ist nachzupriifen, ob die Matrix

— N
_ O
—

0 2 1 2 -4 8 0 4 128 64
4 0 1 -4 816 20 ) =1 614 128
8 16 32 11

positiv definit ist. Dies ist der Fall, daher ist bei (1) ein lokales Minimum der
Aufgabe, die Zielfunktion f unter der angegebenen Gleichungsrestriktion zu mi-
nimieren.

(c) Die beiden restlichen Fille konnen entsprechend behandelt werden, auch hier liegt
jeweils eine lokale Losung vor.
3. Gegeben sei die Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(x) unter der Nebenbedingung x > 0.

Sei z* > 0 eine lokale Losung von (P) und die Zielfunktion f:R"™ — R in z* stetig
differenzierbar. Man stelle die notwendigen Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung
auf.

Losung: Ist x* eine lokale Losung so existiert ein u* € R™ mit
u* >0, Vf(@®) —u" =0, (u*)Tz* = 0.
Dies bedeutet also, dass V f(z*) > 0 und
of

Hierfiir muss man natiirlich nicht den Satz von Kuhn-Tucker anwenden, die Aussage
folgt auch aus V f(z*)T (x — 2*) > 0 fiir alle z > 0.
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4. Ganz ohne Constraint Qualification kann man immer noch den Satz von F. John be-

welsen:

Sei z* eine lokale Losung von
(P) Minimiere f(z) auf M :={z e R":g(z) <0, h(z)=0}.

Hierbei seien die Zielfunktion f: R” — R und die Restriktionsabbildungen g: R* — R/
sowie h: R™ — R™ auf einer Umgebung von z* stetig differenzierbar. Dann existiert
ein von Null verschiedenes Tripel (uf, u*,v*) € R x Rf x R™ mit

(wpou’) > (0,0),  wpVF@")+g' @) u + K@) =0, g(a")Tu" = 0.

Ist die Arrow-Hurwicz-Uzawa Constraint Qualification erfiillt, so ist hier notwendiger-
weise ug > 0.

Loésung: Die Arrow-Hurwicz-Uzawa Constraint Qualification besagt, dass ein p € R”
mit Vg;(z*)Tp < 0,4 € I(z*), und W' (z*)p = 0 existiert und Rang (h'(z*)) = m ist. Wir
kénnen davon ausgehen, dass die Arrow-Hurwicz-Uzawa Constraint Qualification nicht
erfiillt ist, da andernfalls die Aussage des Satzes wegen Satz mit ug = 1 richtig ist.
Ist Rang (h/(2*)) < m, so lassen sich die Gradienten Vhy(z*), ..., Vhy,(z*) nichttrivial
zu Null kombinieren und die Aussage ist mit (ug, u*) := (0, 0) richtig. Daher bleibt der
Fall zu betrachten, dass Rang (h'(x*)) = m, aber das System

Vai(z*)'p <0 (i € I(z")), b (z*)p =0

nicht 16sbar ist. Mit dem Farkas-Lemma erhélt man die Existenz von u} > 0, i € I(z*),
die nicht alle verschwinden, sowie von v; € R, i =1,...,m, mit

Z u; Vi (z*) + vaVhi(:c*) =0.
iel(z*) i=1

Diese Anwendung des Farkas-Lemmas verlduft im Prinzip folgendermafien: Angenom-
men, das System
Ap <0, Bp=0

sel nicht 16sbar. Dann hat auch

T
—Ap+de >0, —Bp=0, 52(2) <§><0

keine Losung. Das verallgemeinerte Farkas-Lemma zeigt die Existenz von (u,v) mit

—AT BT u 0
= > 0.
(T ) (D)= (1) e
Also existiert ein Paar (u,v) mit u > 0, u # 0 und ATu+ BTv = 0. Damit ist der Beweis
des Satzes von F. John vollsténdig, wenn wir uns noch den letzten Zusatz iiberlegen.

Sei also (ug,u*,v*) ein Tripel, das den Bedingungen des Satzes von F. John geniigt,
ferner sei die Arrow-Hurwicz-Uzawa Constraint Qualification erfiillt. Angenommen, es
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wire uj = 0. Die zu inaktiven Ungleichungsrestriktionen gehdérenden Multiplikatoren
u; verschwinden wegen der Gleichgewichtsbedingung. Aus

~ ——

m
> up Vaia*) p+ > vf Vhi(a*)p=0
i€l(z*) >o <0 =1 =0

folgt zunéchst uf = 0, i € I(z*), danach wegen Rang (h'(z*)) = m auch v* = 0, ein
Widerspruch zu (ug, u*,v*) # (0,0,0).

5. Gegeben sei die Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z) auf M :={z e R":g(z) <0, h(z)=0}.

Hierbei seien f:R” — R und g: R® — R! auf dem R™ konvex und stetig differenzier-
bar, h: R” — R™ affin linear. Wie iiblich sei die Lagrange-Funktion L: R” x R x R™ —
R zu (P) durch

L(z,u,v) == f(z) +u’ g(z) +vT h(z)

definiert. Das zu (P) sogenannte Wolfe-duale Programm (siehe P. Wolfe (1961)) ist
dann durch

Maximiere L(z,u,v) auf

D
(D) { N = {(z,u,v) ER* x REXR™ : 4 >0, V,L(z,u,v) = 0}

gegeben. Man zeige:
(a) Ist z € M und (z,u,v) € N, so ist L(z,u,v) < f(x). Zwischen (P) und (D) gilt
also ein schwacher Dualitatssatz.

(b) Die (schwache) Slatersche Constraint Qualification sei erfiillt, d.h. es existiere
ein & € M mit ¢g;(z) < 0 fir alle 4, fir die g; nicht affin linear ist. Ist dann
x* € M eine Losung von (P), so existiert ein Paar (u*,v*) € R! x R™ derart, dass
(x*,u*,v*) € N und f(a*) = L(z*,u*,v*). Ferner ist (u*,v*) eine Losung des zu
(P) Lagrange-dualen Programms.

Losung: Sei € M und (z,u,v) € N. Dann ist L(-, u,v) konvex und daher
0= V.L(z,u,v) (x — 2) < L(z,u,v) — L(z,u,v) < f(x) — L(z,u,v),

womit der erste Teil schon bewiesen ist.

Sei z* € M eine Losung von (P) und die schwache Slatersche Constraint Qualification
erfiillt. Wegen Korollar existiert ein Paar (u*,v*) € Rl x R™ mit

u* >0, V.L(z* u*,v*) =0, gz u* = 0.
Offensichtlich ist (z*, u*,v*) € N und

L(z*,u*,v*) = f(a*) + (u) " g(a") +(")" h(z") = f(z").
5 g

SWOLFE (1961) “A duality theorem for nonlinear programming.” Quarterly of Applied Mathematics
19, 239-244.
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Wegen der Konvexitiat von L(-, u*, v*) folgt aus V,L(z*, u*,v*) = 0, dass

f(z*) = L(z*,u*,v*) = inf L(z,u*, v*),
reR™

was zeigt, dass (u*,v*) eine Losung des zu (P) Lagrange-dualen Programms ist.
Gegeben sei die Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(x) auf M :={z e R":h(z)=0}.

Sei * € M eine lokale Losung von (P) und f:R"™ — R sowie h:R" — R™ auf
einer Umgebung von z* zweimal stetig differenzierbar. In z* seien die hinreichenden
Optimalitdtsbedingungen zweiter Ordnung erfiillt, d.h. es existiere ein v* € R™ mit
Vf(z*) + h'(z*)Tv* = 0 und der Eigenschaft, dass

W* = V2f(a*) + Y vfVh(a”)
=1

auf Kern (h/(2*)) positiv definit ist. Schlieklich sei Rang (h/(z*)) = m. Man zeige, dass
es ein og > 0 gibt derart, dass z* fiir jedes ¢ > o0g eine isolierte, lokale Losung der
unrestringierten Optimierungsaufgabe

(P,) Minimiere ®,(z) := f(z) 4+ (v*)Th(z) + o |h(z)|?, = €R",

ist. Hierbei sei || - || die euklidische Norm.

Hinweis: Man zeige, dass V®,(z*) = 0 fiir alle 0 > 0 und V2®,(z*) fiir alle hinreichend
groften o > 0 positiv definit ist.

Losung: Es ist
Vo, (z*) = Vf(z*) + b () v* +oh/ ()T hiz*) = 0.

N
=0 =0

Daher haben wir uns noch zu iiberlegen, dass
Vi, (2" =W*+ o [h’(a:*)Th’(a;*) + ) hi(a®) Vzhi(a:*)] = W* +oh/(z*)TH (z*)
P \7,0_/

fiir alle hinreichend groffen o > 0 positiv definit ist. Zur Abkiirzung setzen wir B :=
' (z*). Sei p = u+ BTv mit u € Kern (B) ein beliebiges Element des R”. Dann ist

pIV20,(z*)p = (u+ BTo)T[W* + 0BT B](u+ Bv)
= uI'W*u + 2T W* BTy + T BW*BTv + ovT (BBT)(BB )v

> Xollull® = 2IW* BT |ull [oll = | BW*BT| |[o]|* + opo [lv]]*
mit
, ut Wy . vI(BBT)(BB)v
Ao = min — Lo = min 7 .
u€Kern (B)\{0} U~ u veR™\{0} (O

Hier ist Ag > 0, da W* auf Kern (B) positiv definit ist. Ferner ist pg > 0, denn wegen
Rang (B) = m ist BBT und damit auch (BBT)(BB”) positiv definit. Setzt man zur
Abkiirzung v := [|[W*BT|| und 6 := | BW*BT||, so ist also

P V2o (2 )p = o [[ul® — 2 [full o]l + (o0 — 6) [[v]*.
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O.B.d.A. ist v # 0 (andernfalls ist p? V2®,(2*)p > Ao |lul|> > 0 fiir u # 0). Fiir
o > [0 +72/Xo]/ 1o bzw. oug — 5 > 72/ Ag ist

T2 2 7 2

PV 0e()p > Ao [lull” = 2y flullllvll + = lv]

(o llull = v llv])?
Ao

> 0.
Damit ist die Aufgabe gelost.
7. Sei (z*,v*) ein Kuhn-Tucker-Paar zu der Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z) auf M :={x € R": h(z)=0},
also (z*,v*) eine Nullstelle der durch
1(\T
T(x,v) := < Vf(x)h—i(—mi; (@) )

definierten Abbildung 7:R"™ x R”™ — R” x R™. Man berechne die Funktionalmatrix
von T in (x*, v*) und untersuche, unter welchen Voraussetzungen diese nichtsingulér ist.
Hierbei sind natiirlich f:R™ — R und h: R" — R™ als zweimal stetig differenzierbar
auf einer Umgebung von x* vorausgesetzt.

Losung: Offenbar ist
V2f(a*) + > viVihi(z*) K (a)T
B (x*) 0
Mit .
A=V2f(2*) + > viVPhi(z*),  B:=H(a")
i=1
ist also

Ik K\ A BT
T(w,v)-(B R

Ist Rang (B) = m und ist die symmetrische Matrix A auf Kern (B) positiv definit, so
ist T'(x*,v*) nichtsinguldr. Denn in diesem Falle folgt aus

pow oo (P _ Ap+BTq = 0,
T(x,v)(q)-() bzw. By — 0

durch Multiplikation der ersten Gleichung mit p” von links unter Beriicksichtigung der
zweiten Gleichung, dass p” Ap = 0. Da p € Kern (A) und A auf Kern (B) positiv definit
ist, ist p = 0. Aus B¢ = 0 und Rang (B) = m folgt auch ¢ = 0.

8. Als Hoffman-Theorem (siehe A. J. Hoffman (1952)@) wollen wir die folgende Aussage
verstehen (auch wenn sie nicht ganz mit der Originalversion {ibereinstimmt). Hierbei

SHOFFMAN, A. J., “On approximate solutions of systems of linear inequalities.” J. Res. Natl. Bur.
Standards, 49 (1952), pp. 263-265.
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benutzen wir die folgende Bezeichnung: Fiir einen Vektor y € R sei y, die Projektion
von y auf den nichtnegativen Orthanten, also (y+); = max(y;,0).
Sei

P:={zeR": Az <b, Cx=d} # Q.

Hierbei seien A € R™>*™ b € RY, C € R™*" d € R™. Dann existiert eine Konstante
co = ¢o(A,C) > 0 derart, dafs

. . (Az —b)+ .
= —zx| < ",
dist(z, P) ;Ielg |z — 2| < co ( Cr—d fir alle z € R
Hierbei sei || - || jeweils die euklidische Norm auf dem entsprechenden Raum.

Losung: Fiir eine Indexmenge I C {1,...,1} seien A; € R#¥(D*7 und b; € R#¥() in
naheliegender Weise definiert. Wir beweisen zunéchst die folgende Hilfsaussage:

e Sei I C{1,...,l}, Ny :={z € R": Ajz >0, Cz = 0}. Mit N; werde der zu N;
duale Kegel bezeichnet. Dann existiert eine Konstante dy > 0 mit

(Ary)+ " +
< .
dr ||yl < H( Oy fiir alle y € N/

Um dies einzusehen, kdnnen wir zunéchst annehmen, dass N;& # {0} (bzw. Ny echter
Kegel im R™), da andernfalls die Aussage trivial ist. Man definiere

(Ary)+
Cy '
Es ist d; > 0, denn andernfalls existiert ein y # 0 mit —y € Ny und y € NIJF, was

—|ly||* > 0 implizieren und damit den Widerspruch y = 0 ergeben wiirde. Die angege-
bene Konstante d; tut offenbar das verlangte.

dr .= min
yeNT, lyl=1

Bei gegebenem z € R™ betrachte man die quadratische Optimierungsaufgabe
Minimiere 1|z —z[?, 2 € P.

Die eindeutige Losung z(z) € P ist die Projektion von z auf P und nach Kuhn-Tucker
charakterisiert durch die Existenz von Vektoren u(z) € R und v(z) € R™ mit

u(z) >0, x(z) — 2+ ATu(z) + CTwu(z) = 0, u(z)? (Az(z) —b) = 0.

Mit I(z) C {1,...,1} werde die Indexmenge der in z(z) aktiven Ungleichungsrestriktio-
nen bezeichnet. Es ist also

up(zy) > 0, x(z) —z+ AIT(Z)UI(Z) + CTU(z) =0.

Um die obige Hilfsaussage benutzen zu konnen, iiberlegen wir uns, dass z—x(z) € N;Ez)'

Denn fiir ein beliebiges z € Ny, (also A7;yz > 0 und Cz = 0) ist

27(2 = 2(2)) = (AT yur) + CTo(2)] = (Agy2) " ures) HCx) o (z) > 0.
>0 >0 =0
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Mit obiger Hilfsaussage ist daher

|(“20)]

(Ar(s)z = brezy)+
( Al(fi o )|
1( ]

\z - ﬂ?( )l
= d[(z) dist(z, P)

> ddist(z, P),

v

wobei

§:= min dj.
Ic{1,..,m}

Mit ¢g := 1/6 ist das Hoffman-Theorem bewiesen.

. Mit Hilfe des Hoffman-Theorems zeige man: Ist A € R*™, so existiert eine Konstante

co = ¢o(A) > 0 derart, dass es zu jedem b € Bild (4) ein z* € R” mit Az* = b und
l2*[| < co [[b]] gibt.

Losung: Mit vorgegebenem b € Bild (A4) sei P, := {z € R" : Ax = b}. Wegen des
Hoffman-Theorems existiert eine Konstante ¢y = ¢o(A) (die also nicht von b abhéngt)
mit

dist(z, Py) < ¢o ||[Az — b fiir alle z € R™ und alle b € Bild (A).

Setzt man hier nun z := 0, so erhélt man offenbar die Behauptung.
Mit Hilfe des Hoffman-Theorems zeige man: Gegeben sei das lineare Programm
(P) Minimiere f(z) :=c'2z, x€ M.

Hierbei sei ¢ € R™, M C R"™ ein nichtleerer Polyeder und inf (P) > —oo, daher die
Menge Moyt der Losungen von (P) nichtleer. Dann existiert eine Konstante cg > 0
derart, dass

dist(z, Mopt) < cof(z) — min (P)] fir alle x € M.

Hinweis: Man beachte, dass Moy = M N {z* € R" : ¢T'2* — min (P) = 0}.

Losung: Wir nehmen an, der Polyeder M habe die Darstellung M = {z € R" : Az < b}
mit A € R*" b € RL Da (P) l6sbar, ist Myt = { € R" : Az < b, ¢!z = min (P)}
nichtleer. Das Hoffman-Theorem liefert die Existenz einer Konstanten ¢y = ¢(A4, ¢) mit

dist(z, Mopt) < co ‘ < T(Aa: N b) > H fiir alle x € R™.

C .Clﬁ—mll’l

Insbesondere ist

dist(z, Mopt) < co

’( s 0 (P)>H:co[ch—min(P)] fiir alle 2 € M.

C T — 1min

Damit ist die Aufgabe gelGst.
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Gegeben sei das quadratische Programm
(P) Minimiere f(z) :=clz + %mTQx, x € M,

wobei ¢ € R", ) € R™*"™ symmetrisch und positiv semidefinit, M C R"™ ein nichtleerer
Polyeder und inf (P) > —oo. Die dann nichtleere Menge der Losungen von (P) werde
mit Mt bezeichnet. Man zeige die Existenz einer Konstanten ¢ > 0 mit

dist(z, Mopt) < ¢ | f(z) —min (P) ++/f(z) — min (P)] fiir alle z € M.

Hinweis: Der Polyeder M habe die Darstellung M = {x € R" : Az < b}, wobei
A € R™" und b € R™. Eine Losung zf € M von (P) ist charakterisiert durch die
Existenz eines Vektors ug € R™ mit

ug > 0, c+ Quf 4+ ATuf =0, (u) T (b — Az} = 0.
Man zeige, dass die Menge My der Losungen von (P) sich darstellen lésst als
Mopy = {z* € R" : (b— Az*)Tuy = 0, Qz* = Qufy, Az* < b}

und wende das Hoffman-Theorem an. (Ahnliche Ergebnisse findet man bei W. Li
(1995)7})

Losung: Sei zf; € Moy eine spezielle Losung von (P) und ufj ein zugehoriger Lagrange-
Multiplikator. Ist x € M beliebig, so ist

fl@) = flag)+ (c+Qzp)" (z —a5) + %(96 —25)" Q(z — )

= flap) — (ATug)" (z — 25) + %(x — ()" Qz — x5)

= ) + ()" (b~ Aw) + ()" (Axg ~b) 3 (@ = 3) QM — )
>0 =0 >0

> f(xp)-
Ist daher ™ € Mypt eine weitere Losung, so ist
(wp)"(b— Az*) =0, Q" = Qup.
Hieraus erkennt man, dass die Menge der Losungen Moy von (P) gegeben ist durch
Meopy = {z* € R : (b— Az*)Tuf = 0, Qz* = Quxfy, Az* <b}.

Wegen des Hoffman-Lemmas existiert eine Konstante cg > 0 mit

1/2

dist (2, Mopt) co [|(b— Az)Tui* + 1Q(z — 2p)|]

co [|(b— Az)Tuf| + |Q(z — z)]|] fir alle z € M.

IN A

Fir x € M ist offenbar

0< (b—Az)"uj < f(x) — f(w}) = f() — min (P),

L1, W. (1995) “Error bounds for piecewise convex quadratic programs and applications.” SIAM
J. Control and Optimization 33, 1510— 1529.
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wie man an obiger Entwicklung unschwer erkennt. Weiter benutzen wir, dass eine Kon-
stante # > 0 mit
011QulI” < y" Qy fiir alle y € R™

existiert. Fir z € M ist daher

QG — )l < olle — a5)" Qe — 22 < 43/ Ty~ )

Damit erhalten wir mit einer hinreichend groften Konstanten ¢, dass

dist(z, Mopt) < co [f(x) — min (P) + /2/6 /f(z) — min (P)}
< ¢ {f(a:) —min (P) + v/ f(z) — min (P)] fir alle x € M.

Ist z € M beliebig, so ist

f@) = S5+ e+ Qa)(w — ) + 5 — a3)"Qw — 2§)
= F(af) ~ (AT (e — ) + 5l — ) QU — )
= () + @) O~ Ax) + ()" (Ad — )+ (= — )" QL — )
>0 =0 >0
> f(=p)-

Ist daher x* € M* eine weitere Losung, so ist
()7 (b— As) =0,  Qu* = Qi
Hieraus erkennt man, dass die Menge der Losungen M™* von (P) gegeben ist durch
M* = {z* € R": (b— Az")Ty; =0, Qz* = Qx}), Ax* < b}.
Wegen des Hoffman-Lemmas existiert eine Konstante cg > 0 mit

* * 1/2
co [|(b— Az)Tyg|* + 1|Q(z — x)|1?]
co [[(b— Az)Tyf| + [|Q(z — z)||] fiir alle z € M.

dist(x, M™)

IN A

Fir z € M ist offenbar

0< (b— Ax)y3 < f(a) — f(af) = f(z) — min (P),

wie man an obiger Entwicklung unschwer erkennt. Weiter benutzen wir, dass eine Kon-
stante 0 > 0 mit
011QulI> < y" Qy fiir alle y € R™

existiert. Fur € M ist daher

1Q(z — )l < \}5[(% —23)"Qx —aj)]'/? < \/g f(z) — min (P).

Damit erhalten wir mit einer hinreichend groften Konstanten ¢, dass

dist(z, M) < co [f(x) — min (P) + \/2/0 \/f(z) — min (P)}

< ¢ {f(m) —min (P) + v/ f(z) — min (P)} fir alle x € M.
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12. Es sollen 400 m? Kies von einem Ort zu einem anderen transportiert werden. Dies

geschehe in einer (nach oben!) offenen Box der Léange x1, der Breite x5 und der Hohe
x3 (jeweils in Metern gemessen). Der Boden und die beiden Léngsseiten miissen aus
einem Material hergestellt werden, das zwar nichts kostet, von dem aber nur 4 m? zur
Verfiigung steht. Das Material fiir die beiden Querseiten kostet 200 Euro pro m?. Ein
Transport der Box kostet 1 Euro. Wie hat man die Box zu konstruieren?

Man stelle also die zugehorige Optimierungsaufgabe auf, bestimme die zuléssigen Punk-
te, in denen die notwendigen Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung erfiillt sind und
iiberpriife diese mit Hilfe der hinreichenden Optimalitdtsbedingungen zweiter Ordnung
auf Optimalitéit.

Losung: Damit in die Box iiberhaupt etwas hinein getan werden kann, hat man die
Nebenbedingungen x1, x2,x3 > 0. Dadurch, dass von dem Material fiir den Boden und
die beiden Lingsseiten nur 4 m? zur Verfiigung stehen, hat man noch die Restriktion
r1T9 + 2x123 < 4. Die Herstellung einer Box der Lange x1, der Breite zo und der
Hohe x3 (in Metern) kostet 400z9z3 (in Euro), als Transportkosten hat man ferner
400/(x1z273) (in Euro). Insgesamt erhdlt man die Optimierungsaufgabe

1
Minimiere f(x) := + xox3 unter den Nebenbedingungen
(P) T1T273
g(z) := x120 + 221203 < 4, r1,T9,x3 > 0.

Wir wollen den Satz von Kuhn-Tucker anwenden und nehmen hierzu an, z* sei eine
lokale Losung von (P). Die Arrow-Hurwicz-Uzawa Constraint Qualification ist erfiillt
(nimm als p einen beliebigen Vektor mit negativen Komponenten). Daher existiert ein
u* € R mit

—1/((21)*x323) x5 + 213 0
u* >0, —1/(z5(x3)%x3) + a5 | +u* x} =10
—1/(zja5(23)?) + a3 2y 0

und der Gleichgewichtsbedingung
u*(zizs + 2z7x5 —4) = 0.

Wie man durch Inspektion erkennt, ist notwendigerweise ©* > 0 und damit die Unglei-
chungsrestriktion aktiv. Mit A* := 1/(z]z323) erhalten wir

1 (w3 +2x3)zy  wjzy 2zxiw)

ur A* oA —akay A* — aial

und

xixy + 20 xs = 4.
Durch Inspektion folgt hieraus zunéchst x5 = 223, aus der letzten Gleichung erhalt man
x} = 1/x%. Also ist A* = 1/(22%), die erste Gleichung (die beiden anderen sind schon
benutzt worden)

(75 + 2a3)x] 15
A* A* — xix]

besagt nun, dass
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was auf 23 = % fiihrt. Der einzige zuléssige Punkt, in dem die notwendigen Optimali-

tatsbedingungen erster Ordnung erfiillt sind, ist daher
z* = (2’ 17 %)Tv

der zugehorige Multiplikator ist

1
U—4.

“Sicherheitshalber” iiberpriifen wir diesen Losungskandidaten mit Hilfe der hinreichen-
den Optimalitdtbedingungen zweiter Ordnung. Hiernach ist nachzupriifen, ob die Im-
plikation (man beachte, dass die Ungleichungsrestriktion aktiv und der zugehorige
Lagrange-Multiplikator positiv ist)

Vg(a*)'p=0, p#0=p [V f(z")+u"V3g(z*)p >0

gilt. Einsetzen liefert die gleichwertige Aussage

T 13 3
1 2 14 2
1| p=0, p£0=p"| 3 2 3 |p>o.
3 338

Nun ist die rechts stehende Matrix selber schon positiv definit, daher gilt die Implikation
erst recht. Damit ist nachgewiesen, dass z* eine lokale Losung von (P) ist.

Man bestimme die Losung von
n
(P) Maximiere f(z):= ij auf M :={zcR":2>0, ¢lzx=1},
j=1

wobei e einmal wieder den Vektor im R"™ bezeichnet, dessen Komponenten sédmtlich
gleich 1 sind. Hiermit beweise man die Ungleichung vom geometrisch-arithmetischen
Mittel, dass also fiir alle z € R™ mit x > 0 gilt

n 1/n 1 n
Tj < - i
(=) =52
J=1 J=1
Hierbei tritt Gleichheit genau dann ein, wenn x = ae mit a > 0.

Losung: Die Existenz einer Losung z* von (P) ist klar, da M kompakt und f auf M
stetig ist. Natiirlich ist notwendigerweise eine Losung von (P) auch eine Losung von

n
Maximiere f(x) := ij auf M:={zcR":z>0, ez =1}
j=1
Eine Anwendung des Satzes von Kuhn-Tucker liefert die Existenz von v* € R™ mit
n
—Ha:j»%—v*:O, i=1,...,n.
j=1
JF#i
Hieraus folgt, dass o7 = --- = 27, wegen el z* = 1 ist * = (1/n)e die Lésung von (P)

und der Wert ist max (P) = (1/n)". Zum Nachweis der Ungleichung vom geometrisch-
arithmetischen Mittel sei ein Vektor x € R™ mit > 0 vorgegeben. O.B.d. A. ist x > 0,
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da die Ungleichung andernfalls trivial ist. Setzt man z := x/eTx, so ist z € M und
daher

ﬁz‘ _ H?:l i 1
ol ’ iy @)™~ nn

was genau auf die Ungleichung vom geometrisch-arithmetischen Mittel fiihrt. Angenom-
men, in der Ungleichung vom geometrisch-arithmetischen Mittel trete fiir ein z € R"
mit > 0 Gleichheit auf. O.B.d. A. sei z > 0. Dann ist z := 2/e’ 2 die Lésung von (P)
und daher z = (eTx/n)e, was zu zeigen war.

Bei gegebenem « € (0,1) und r := y/n/(n — 1) betrachte man die Optimierungsaufgabe

n
(P)  Minimiere f(z):= Hacj auf M:={zcR":elz=n, ||z —e¢| <ar}.
j=1

Hierbei sei e wieder der Vektor des R™, dessen Komponenten alle gleich 1 sind. Man
zeige:

(a) (P) besitzt eine Losung z* und es ist notwendig z* > 0 und ||z* — ell2 = ar.

(b) Eine Losung z* von (P) besitzt genau zwei verschiedene Komponenten. Bis auf
die Reihenfolge der Komponenten kommt als Losungskandidat also nur ein Vektor
(™) in Frage, dessen erste m Komponenten iibereinstimmen und kleiner sind als
die restlichen (ebenfalls gleichen) (n—m) Komponenten. Man zeige, dass z* = z(!)
bis auf die Reihenfolge der Komponenten die Losung von (P) ist.

(c) Esist

n o n—1

ijZ(l—a)<1+ 1) fir alle x € M.
n_

j=1

Hinweis: Diese Aufgabe spielt im Zusammenhang mit der Konvergenzanalyse des Kar-
markar-Verfahrens eine Rolle, siehe z. B. J. Werner (1992, S. 135 ff.).

Lo6sung: Die Existenz einer Losung z* von (P) ist wegen der Kompaktheit von M und
der Stetigkeit von f trivial. Es ist * > 0, da sogar jedes Element aus M im positiven
Orthanten liegt. Denn sei i € {1,...,n} fest. Wegen e’

@1 = (- S s 1))2

x = n ist dann

N
£
|
N
)

<.
|
—
e

< (n =D’ - (z; - 1)?
< ("_1)[7:1 —(l’z‘—l)ﬂ

und folglich (z; — 1)?> < 1 und daher z; > 0. Nun wollen wir zeigen, dass die Unglei-
chungsrestriktion ||z — e|| < ar fir eine Losung z* aktiv ist. Wir nehmen an, es sei
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x* € M eine Losung von (P) mit ||2* —e|| < ar und fithren dies zu einem Widerspruch.
Da z* eine Losung von (P) ist, ist

fla) <@ —a)<1 + -2 )n_l <1.

n—1

Hierbei haben wir benutzt, dass der Vektor, dessen erste Komponente gleich 1 — «,
die restlichen gleich 1 + «/(n — 1) sind, fiir (P) zuléssig ist. Definiert man z*(t) :=
x* +t(e —x*), so ist 2*(t) € M fiir alle hinreichend kleinen |¢| und

77 O 0—;<Hx> (1-a) f<>@;—n) >0,
J#l

ein Widerspruch zur Optimalitét von z*. Die letzte Ungleichung folgt hierbei mit Hilfe
der Ungleichung vom geometrisch-arithmetischen Mittel aus

1\ U N | 1
l<|——1 = —) <=y
- (f(x*)> (13 ) <2

Damit ist der erste Teil der Aufgabe geldst.

Nun nehmen wir an, z* sei eine Losung von (P). Da die Ungleichungsrestriktion in einer
Losung notwendigerweise aktiv ist, ist * auch Losung von

Minimiere f(z) := H xj unter der Nebenbedingung h(z) =0,
j=1

ele —n
h(z) = .
) < z]l5 — (n + o®r?) )

Die Constraint Qualification zur Anwendung der Lagrangeschen Multiplikatorenregel
ist wegen

wobei

o
Rang h'(z*) = Rang ( 2(z)T ) =2

erfiillt, denn z* kann kein Vielfaches von e sein. Daher existieren reelle Zahlen v} und
v mit

n
[Ta:+vi+vs22; =0, i=1,...n
j=1
J#i
Folglich ist
f@*) +viz) +205(27)* =0, i=1,...,n

Also geniigen die Komponenten z, i = 1,...,n, einer Losung z* ein und derselben
quadratischen Gleichung, d.h. die Komponenten von x* nehmen hoéchstens zwei und
wegen r* # e genau zwei verschiedene Werte an. Da es auf die Reihenfolge der Kom-
ponenten nicht ankommt, kann angenommen werden, dass die ersten m Komponenten
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und die tibrigen n — m Komponenten jeweils gleich sind, wobei m € {1,...,n— 1}. Fiir
ein solches m mache man fiir den zugehorigen Losungskandidaten den Ansatz

(m) 1— aul™, 7=1,....m,

X _=

J 1+ av(™), j=m+1,...,n.

Der Losungskandidat (™ muss den Nebenbedingungen geniigen. Aus

n=elz™ =m@ - au™) + (n —m)(1 + av™)

folgt

Dies benutzend erhélt man aus der zweiten Nebenbedingung

2 N _ (m) 2
e = a3

= m(l— au(m))2 +(n—m)(1+ av(m))2
2 (n —m)n

(v(™))2,

= n+a

Damit erhélt man, dass die Losungskandidaten (™), also zuldssige Losungen mit ge-
nau zwei verschiedenen Komponenten fiir m = 1,...,n — 1 genau (d.h. bis auf die
Reihenfolge der Komponenten) durch

-« Ma ]:17 , M,
(m)_ (n—l)m
€T\ =
J m .
1 ) =
+a\/(n—1)(n—m)’ 7=m+1, , N

gegeben sind. Nun ist

- (1—a)(1+ ni1>n_l.

Um die hier auftretende Ungleichung einzusehen, iiberlegen wir uns, dass
f(],‘(l)) <...< f(x(m)) < f(x(mﬂ)) <...< f(x(nfl))_
Hierzu definieren wir

g(m) == log f(z™) = mlogy(m) + (n — m)log z(m)

y(m)::l—m\/ ;1 , z(m):zl—i—m pa—
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und zeigen die Monotonie von g(-) auf [1,n— 1]. Nach leichter Rechnung stellt man fest,
dass
n—m

1 1 1 - n
= logy(m) —log2(m) + 5 <y<m> " Z(m)> V=T /m(n—m)
+ 3 > y(m

g'(m) = logy(m)—logz(m)+ ——=y/(m) +

= logy(m)*logz(mwé y(lm) z(m)

—_

[2(m) = y(m)]

> 0.

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass

1 1

1
log z(m) — log y(m) < Q(y(m) z(m)

) Eztm) = o)
wegen 0 < y(m) < z(m), was wiederum leicht aus

1 1
logt§2<t—t> fir allet > 1

folgt. Damit ist schlieklich die Aufgabe vollstdndig gelost.

6.3 Aufgaben in Kapitel 3

6.3.1 Aufgaben in Abschnitt 3.1

1. Sei @ € R™™ symmetrisch und positiv definit und A € R™*" eine Matrix mit Rang (A) =
m. Man zeige, dass dann die Matrix

_(Q AT
K'_<A 0>

nichtsingular ist. Ferner zeige man, dass mit
N :=(AQ'AT)T'AQ™", H:=Q '(I-A"N)
die Inverse K~! gegeben ist durch
H NT
-1 _
K= ( N —NQNT ) '

Hinweis: Diese Aussage findet man schon bei R. Fletcher (1971).

Loésung: Angenommen, es ist
v\ (@ AT u) (0
() =05 )0)=(0)

Qu+ ATv =0, Au = 0.

bzw.
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Multipliziert man die erste Gleichung von links mit u” und beriicksichtigt man die
zweite, so folgt u” Qu = 0 und damit v = 0. Aus ATv = 0 folgt wegen Rang (A) = m,
dass auch v = 0 und damit die Nichtsingularitiat von K. Weiter ist

H NT Q AT\ HQ+NTA HAT
N —NQ@NT A 0 )]\ NQ-NQNTA NAT |-
Nun beriicksichtige man, dass offensichtlich NA” = I und daher HAT = 0. Aukerdem
ist
HQ+NTA=(T-Q 1AT(AQ1AT)1A) + QAT (AQ 1A tA=1
und
NQ - NQNTA = (AQ'AT) 1A — (AQ'AT)Y1AQ ' AT (AQ'AT)tA = 0.

Damit ist die Aufgabe gelost.

. Sei Q € R™™ symmetrisch, die Matrix A € R™*™ habe vollen Zeilenrang, d.h. es sei

Rang (A) = m. Hiermit definiere man die Matrix

K ( @ A ) & R x(mm

und zeige:

(a) Ist Q auf Kern (A) positiv definit. ist also p” @Qp > 0 fiir alle p € R™\ {0} mit
Ap = 0, so ist K nichtsingulér.

(b) Ist @ positiv semidefinit und K nichtsingulér, so ist @ auf Kern (A) positiv definit.

Losung: Der erste Teil der Aufgabe ist praktisch zu Beginn der vorigen Aufgabe gelost
worden. Genau wie dort zeigt man, dass der Kern der Matrix K nur aus dem Nullvektor
besteht. Sei daher umgekehrt @ (auf dem R™) positiv semidefinit und K nichtsingulér.
Sei p € Kern (A) und p”@Qp = 0. Dann ist auch Qp = 0 (Beweis?) und folglich

K(g>:a

Da K nach Voraussetzung nichtsingulér ist, ist p = 0. Daher ist @ auf Kern (A) positiv
definit.

Sei I C {1,...,m} mit q := #(I) eine (nichtleere) Indexmenge, r € {1,...,m} \ I und
{ai}ierugry linear unabhingig. Die Matrizen

Nip=(A[Q'A])'4;Q 7 e R, Hy:=Q '(I—A]N;) e R

und die Vektoren
z:= Hra, € R", r; := Nja, € R?

seien bekannt. Man zeige, dafs

Ne — rrzt
N I aTs I 7 22T
1U{r} — ST ) u{r} — 1 — ol
I

T
a; 2
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Losung: Wir iiberlegen uns, wie man die Inverse der symmetrischen Matrix

A a
al o«
berechnen kann, wenn man A" kennt. Aus
A a B b\ ([ AB+abl Ab+ Ba
' a ' B ) \a'B+ab” a'b+ap
erhélt man sukzessive

—1 —1 T —1
B:A —(A a)b, b:—IBA a, /B:m

Mit
A= AIQ_IA}F, a:= AIQ_laT, a:=alQ la,

wird

1
=alQ ta, —af QAT (A QT AT A;Q ey = o QI — ATNJa, = al 2

B
und . .
_ —1 4Ty\—1 -1 _ o
b__agﬂz[(AIQ AI) AIQ a“T__a;ln" NI&T__G,Z‘Z
sowie
B = (4@ ATy 4 L
Daher ist

Nrogy = (A Q@' Algy) " Ay @

- [ )ecar o] (G )er

< AfQ AT AIQ—lar>‘1<A1Q—1>

(AIQilar)T GZQilar aqTQil
—1 4Ty\—1 riry 1
I R L e o e,
B rF 1 ( al Q™! >
alz alz
Ny — ”TZT
_ al'z
2T ’

was fiir die erste Update-Formel zu zeigen war. Weiter ist

H[U{r} = Q_l(I_A?U{r}NIU{T})
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B T
iz
Nr —

T
a; 2

= Q_l I_(A? ar )

Das war zu zeigen.

Sei I C {1,...,m} (wieder sei q := #([)) eine nichtleere Indexmenge mit der Eigen-
schaft, dass die Vektoren {a;};c; C R"™ linear unabhéngig sind. Insbesondere sei also
1 < ¢ <n und Rang (A7) = ¢q. Bekannt seien die Matrizen

Np:=(A;Q AN 1A;Q e R Hp:=Q (I — AT N;) e R,

Ferner sei [ € I vorgegeben. Man {iberlege sich, wie man auf effiziente Weise die analog
definierten Matrizen Np\ (3 und Hp ;3 berechnen kann.

Losung: Sei [ das k-te Element von I. Definiert man die Matrix

7= | % | erDxa

wobei e; den i-ten Einheitsvektor im R? bedeutet, so ist Ap gy = TpA; und
TIT, =1 —epel e R, T =1, e RO~Dx—1),
Ist B € R7*? symmetrisch und positiv definit, so rechnet man leicht nach, dass

(B~ ler) (B tey)”
el B-ley,

(Tx BT )™t =Ty [B—l — Tr.

Folglich ist

(ArQ'AT) " ei] [(A1Q AT) ey]"

A AL )T =T [(AQTTAT) T 7.
(Anm@ Apngy) k {( QAp) T(A;Q1AT) e, k
Berticksichtigt man noch, dass (A;Q1AT)™1 = N;QN?| so erhilt man
(QNzTek)(NzTek)T] (N er)(Nfex)"
N =T.N; |:I — , H =H;+ .
i (N7 ex)TQ(NFey) n (N7 ex)TQ(NFey)
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5. Gegeben sei das (iibliche) quadratische Programm (P) mit der symmetrischen, positiv
definiten Matrix @ € R™*". Das Paar (z,I) geniige den Bedingungen in Schritt (0) des
Fletcher-Verfahrens. Sei (p,yr) die eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems
in Schritt (1). Esseiz+p € M und y; < O fiireinl € IN{1,...,mp}. Wie im Verfahren
von Fletcher setze man 7 := 2+ p und I := I\ {i}. Ist dann p* die Losung von

Minimiere (¢ + Qz )Tz + % 2T'Qz unter der Nebenbedingung Aj+z =0,

so ist al pt > 0 und (¢ + Qz")Tpt = —(p™)TQp™ < 0, insbesondere also p* # 0.

Losung: Bezeichnet man mit y; = (yi)ier und y;l = (y; )ier+ die Lagrange-Vektoren
zu p bzw. pt, so ist

c+Qit =Afy;, e+ Qat+Qpt = ALy

Durch Subtraktion der ersten Gleichung von der zweiten erhélt man

QvT = Ay —Atyr = Zy i+ > W —wia
0 el
il

Wegen der linearen Unabhiéingigkeit von {a;}ics ist @p' # 0 und daher

T ol
(N Qpt = <0 alpt+ ) (i —wi)alpt.
>0 el -0

1#l -

Folglich ist CLlTpJr > 0, aus c+Qz T +Qpt = AT yI  erhélt man nach Multiplikation von
links mit (p*)? unter Beriicksichtigung von A 7+pT = 0 auch die letzte Behauptung.

6. Sei I C {1,...,m} (mit g := #(I)) und r € {1,...,m} \ I. Die wie {iblich definier-
ten Matrizen A; und Ajyg,) mogen maximalen Zeilenrang g bzw. g + 1 besitzen, die
Matrix @ € R™*"™ sei symmetrisch und auf Kern (A;) positiv definit. Bekannt seien die
orthogonale Matrix

Zr=( 2" 7z )ervm,
—— ——
q n—q
die obere Dreiecksmatrix Ry, die untere Dreiecksmatrix mit Einsen in der Diagonalen
L sowie die (positiv definite) Diagonalmatrix D; mit

2 AT =R, Az =0, 297z =L,DLY.

Man setze I := I U {r} und entwickle ein effizientes, stabiles Verfahren zur Berech-
nung der Matrizen Zj+, R;+, L+ und D+ mit den zu Zy, Ry, Ly bzw. Dy analogen

Eigenschaften.
Losung: Fiir orthogonales Z; = ( Z}l) Z§2) ) sind die beiden Bedingungen

ZVTAT =R, A2 =0

T R
en ().

dquivalent zu
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Dies ist klar, wenn man bedenkt, dass letztere Aussage dquivalent zu

(Zp))TA? _rqar _  Ri
ChT AT | Zr Ay = 0
(Z;7)"Ap
ist. Mit einer beliebigen orthogonalen Matrix P € R("~9x(n—a) jgt

Al = (A] a)

(s (%) )

Um zu erreichen, dass
R
A?+ = ZI+ ( éJr ) )

wird man die orthogonale Matrix P so bestimmen, dass P(Zf))Tar = dreq ein Vielfa-
ches des ersten Einheitsvektors ist. Dann ist

Ry (zMTq
Z(l) ) Z(l) Z(2)PT , Ry = 4 I " .
=027 I er ) I+ 0 P(z§2))Tar

Eine Orthogonalbasis von Kern (A;+) ist durch die Spalten von
ZPP ey o ensy)

gegeben, wobei es hierbei auf die Reihenfolge nicht ankommt. Daher kann

210 = 2P (enyy - enug))
mit einer noch beliebigen Permutation (7(2),...,7(n —q)) von (2,...,n — q) gewéhlt
werden. Dann ist
er(2)
(zi) ez = | PEQZIP (e o enu) )
T
Cr(n—q)
T
€r(2)
= PL[D[L?PT( €r(2) " Cr(n—q) )
o7
m(n—q)
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mit
1/2
H[+ = D]/ L?PT( 671.(2) ce eﬂ.(n,q) )
Nun wére es schon, wenn wir durch eine geeignete Wahl der orthogonalen Matrix P und

der Permutation (7(2),...,m(n—q)) erreichen kénnten, dass Hr+ eine obere Hessenberg-
Matrix ist. Denn dann kann man als Produkt von n — ¢ + 1 Givens-Rotationen eine

orthogonale Matrix P+ mit
N
P[+H[+ = < 5+ )

bestimmen, wobei N+ eine obere Dreiecksmatrix ist. Mit
(27 Q2 = H, Hye = (PreHpe) PpoHype = NfLNpv = L Dpo L],

wobei L+ eine untere Dreiecksmatrix mit Einsen in der Diagonalen und Dy+ eine (po-
sitiv definite) Diagonalmatrix. Wie erreicht man also, dass Hy+ eine obere Hessenberg-
Matrix ist? Hierzu setze man

I'=(epyq - €1)

und bestimme der Reihe nach die Givens-Rotationen Gy—g—1,n—q,--.,G12 so, dass der

Vektor [ (Z}Q))Tar (dieser entsteht aus (Z}Z))Tar dadurch, dass die Komponenten von
hinten nach vorne liest) in ein Vielfaches des ersten Einheitsvektors iiberfithrt wird.
Also ist P durch )

P = G12 te anqfl,nfql

gegeben. Weiter wihlen wir (7(2),...,m(n —¢q)) :== (n —gq,...,2). Dann ist in der Tat

Hp+ = D}/2L?I~Gg—q—l,n—q T G{Q( €n—q "' €2 )

eine obere Dreiecksmatrix, wie man unschwer nachweist.
7. Seil C {1,...,m} eine Indexmenge mit q Elementen, [ € I und I" := I'\{l}. Die Matrix

A habe maximalen Zeilenrang, es sei also Rang (A7) = ¢, ferner sei die symmetrische
Matrix @ € R™*" auf Kern (Ar) positiv definit. Bekannt seien die orthogonale Matrix

ZI — ( ZI(~1) Z}Q) ) c Rnxn’
N N~
q n—q
die obere Dreiecksmatrix Ry, die untere Dreiecksmatrix mit Einsen in der Diagonalen
L; sowie die (positiv definite) Diagonalmatrix Dj mit
ZVTAT =R, AZP =0, ZPTQz% —DLT.
Man entwickle ein effizientes, stabiles Verfahren zur Berechnung der Matrizen Zr+, Ry+,
L+ und D+ mit den zu Zj, Ry, Ly bzw. Dy analogen Eigenschaften.
Losung: Sei [ das k-te Element in I und daher A;+ = T Ay, wobei wieder
T

€1

T
(&

Tp=| &' [ eRrlEDxa
€kt1

T
€q
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wie in der Losung zu Aufgabe [4| Mit einer beliebigen orthogonalen Matrix P € RI¥4
ist dann

AL = AfT!

R
- Zz( OI>TkT
T T
= (277 7z )(0 I)(OI 0

1 2 PRT}"

Daher sollte die orthogonale Matrix P so bestimmt werden, dass R;+ = PRT, kT eine
obere Dreiecksmatrix ist. Als Matrix Z (i) nehmen wir die Matrix Z}l) PT Dbei der aber

I
die letzte (also g-te) Spalte noch weggelassen ist. Dann ist Z ( +) = Z}l)PTTqT , ferner

1
. I
koénnen wir

20— (70 00 mi 2P Z0pT,

setzen um zu erreichen, dass Z;+ = ( Zﬁ) Z}Q) ) orthogonal ist und

gilt. Nun ist

@1

Z

(ZhrQzy) = <( fz>))T >Q< 2 )
(

Macht man daher den Ansatz
(L O _( Dr 0
b= V) ee=( )

(Zﬁ))TQZﬁ) = L+ Dypv Ly

so ist

genau dann, wenn
LDyl = (ZI(2))TQZ§2), Z;D[l[ + 07 = (Z§2))TQZ§2).
Aus der ersten Gleichung erhélt man [, anschliekend aus der zweiten d;.

8. Man programmiere das Verfahren von Fletcher und teste das Programm an konvexen,
quadratischen Optimierungsaufgaben mit den folgenden Daten:
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(a) Essei m:=4, mo:=4 und n := 3, ferner sei

4 2 2 -8

Q=124 0|, c:=1 —6

2 0 2 —4

sowie

-1 -1 -2 -3
1 0 0 0
A 0 1 0|’ bi= 0
0 0 1 0

Wie bei W. Hock, K. Schittkowski (1981)|§] starte man mit der zuléssigen Losung
z:= (3,4, )7 (und damit I := ).
(b) Essei m:=17, mg:=7und n := 4, ferner sei

2 0 -1 0 —1

0 1 0 0 -3

Q=1 _4 ¢ o 1| ©= 1
0o 0 1 1 —1

und

-1 -2 -1 -1 -5

-3 -1 -2 1 4

0 1 4 0 3

A= 1 0 o0 0], b= 0
0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

Wie bei W. Hock, K. Schittkowski (1981, S.96) starte man mit der zuldssigen
Losung x := (%, %, %, %)T (und damit [ := ).

Losung: In (a) erhalten wir die folgenden Werte: Zunichst ist z(®) = (0.5,0.5,0.5)7
und I©) = @, dann (M) = (0.75,0.75,0.75)7 und I™™) = {1} und schlieklich im néichsten
Schritt die Lésung

1.3333 83333

o= | 07778 |, I = {1}, vi=1
044 0.0000
: 0.0000

In (b) erhalten wir die folgenden Werte: Zunichst ist z(%) = (0.5,0.5,0.5,0.5)7 und
I® = @, dann erhalten wir die folgenden Ergebnisse:

0.3696

Lo | 0
0.1957 |’
0.8043

1 = {3},

8SHock, W. AND K. SCHITTKOWSKI (1981) Test Ezamples for Nonlinear Programming Codes.
Lecture Notes in Economics and Mathematical Systems, Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New York.
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0.3404
2 1.5000
0.0000
1.0000

0.5000
3) 1.5000
0.0000
1.0000

0.5000
1.7500
0.0000
1.0000

. 1% =436},
. 1Y =6},
. IW=146,1}

und danach schlieflich die Losung z* mit zugehorigem Multiplikator y*:

0.2727
. 2.0909
0.0000
0.5455

0.4545
0.0000
0.0000
y* = | 0.0000
0.0000
1.7272
0.0000

9. Gegeben sei ein lineares Gleichungssystem der Form

Q AT

A 0
Hierbei sei @ € R™ ™ symmetrisch und positiv definit, A € R”™*™ mit Rang (4) = m.
Man zeige, dass man obiges lineares Gleichungssystem mit den folgenden Schritten 16sen

kann:

e Bestimme eine QR-Zerlegung von AT € R™ ™ berechne also, etwa mit dem
Householder-Verfahren, eine orthogonale Matrix Z € R™*™ und eine (nichtsin-

)=(3)

gulére) obere Dreiecksmatrix R € R™*™ mit

2= (%)

Simultan berechne man
c
( d ) = Za,

positiv definit (Beweis?).

Bi1 Bio > T
=ZQ7".
By Bao @

Hierbei ist ¢ € R™, d € R"™™, ferner ist Byy € R(—m)x(n—m) symmetrisch und

e Durch Vorwirtseinsetzen bestimme man u € R™ aus RTu = b.

e Mit Hilfe des Cholesky-Verfahrens berechne man v € R"™™ aus Bosv = d — Baju.
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e Gewinne die Anteile z € R™, y € R™ der gesuchten Losung aus

n ()

Ry = C— B11u — Blgv

und

durch Riickwartseinsetzen.

Lésung: Da Q positiv definit und Z orthogonal, ist ZQZT ebenfalls positiv definit
und daher insbesondere die Diagonalblocke By; und Bao positiv definit. Fasst man alle
Schritte zusammen, so ist mit der () R-Zerlegung

r (R
i (
von AT und den Partitionierungen
c T Bi1 B
offenbar

R Th

x=27" ( By, (d — BaiR-Th) > ; y =R 'e— By R Tb— B1aBy' (d— Bn R ).

Dann ist

R Th R Th
AT _( pT _
Av=AZ < By, (d — Ba1R™Th) ) =R 0) ( Bs;' (d — Ba1 R™Th) > =0

Nachzuweisen bleibt also nur die Giiltigkeit der ersten Gleichung Qz + ATy = b, welche
aquivalent zu

Z(Qu + ATy) = Za = < 2 )
ist. Nun ist
R~ To
T _ T

+ZATR™ ¢ — Bi1R™ b — B1aBy, (d — Bay R™1D)]

- (52 ) G anry )

o Bs1 Bayo 32_21(d — leRfTb)
+ ( R ) R 'e— BiiR™Tb — B1aBy,' (d — Ba1R™7b)]

0

. BllR_Tb + 31232_21 (d — BQ1R_Tb)
BglRfTb +d— BQlRfTb

N ( ¢ — B11R™"b — B13By, (d — Bay R™Th) )

-~ (5) |

Damit ist die Behauptung bewiesen.
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6.3.2 Aufgaben in Abschnitt 3.2

1. Gegeben sei das quadratische Programm

Minimiere f(z) := Tz + 1 27Qx auf

(P) afz>b  (i=1,...,mg) }

T

7

M = e R":
{Jf T =b; (i:mo—l—l,...,m)

a
Hierbei seien ay, ..., an € R\ {0}, b = (b)) € R™, ¢ € R™ und @ € R™*" symmetrisch
und positiv definit. Die Matrix A € R™*" besitze a! als i-te Zeile, i = 1,...,m. Sei (P)
zuléssig, * € M sei die eindeutige Losung von (P). Man zeige, dass eine Indexmenge
I* c {1,...,m} existiert derart, dafs (z*, I*) ein Losungspaar fiir (P) ist.

Lésung: Sei Iy := {i € {1,...,m} : alz* = b;} die Menge der in z* aktiven Restrik-
tionen. Man betrachte die Menge Z der Indexmengen I C Iy mit

c+Qx* € {Zyiai i >0 (i€ Iﬂ{l,...,mo})}.
el
Diese Menge ist nichtleer, da Iy € Z. Sei I* € 7 eine Menge mit einer minimalen Anzahl
von Elementen. Dann ist (z*, I*) ein Losungspaar fir (P). Hierzu miissen wir zeigen:

(a) Die Vektoren {a;};cs+ sind linear unabhéngig.
Wiren {a;}icr+ linear abhéngig, so existierten (;, i € I*, die nicht alle ver-
schwinden, mit ), ;. f;a; = 0. Nach Voraussetzung existieren y;, i € I*, mit
c+Qx* = 3,1« ya; und der Eigenschaft, dass yf > 0 fiir allei € I*N{1,...,mo}.
Wegen der Minimalitdt von I* ist y7 # 0, ¢ € I*. Offenbar existiert ein ¢ € R
derart, dass y; + t3; = 0 fiir wenigstens ein ¢« € I* und y; + t8; > 0 fiir alle
1€ I*N{l,...,mp}. Dies ist aber ein Widerspruch zur Minimalitat von I*.

(b) Es ist Apsx™ = by«.
Dies ist richtig, da Arpx* = by, und I* C Ip.

(c) Es existiert ein y7+ mit ¢+ Qz* = ALy und y; > 0 fiir alle i € I* N {1,...,mp}.
Dies ist wegen I* € 7 und der Definition von Z richtig.

Damit ist die Aufgabe gelost.

2. Gegeben sei wieder das quadratische Programm (P) aus Aufgabe [} Sei (z,I) ein Lo-
sungspaar, p € {1,...,m}\I eine durch z verletzte Restriktion und My, # ©. Ferner
sei ap & span{a; : i € I}, so dass die Vektoren {a;};crygp) linear unabhiingig sind. Sei
2™ die (eindeutige) Losung von (Pryg), I :={i eI : alzt =b;} und I := T U {p}.
Man zeige, daR (zT, ") ein Losungspaar mit f(z1) > f(z) ist.

Losung: Klar ist, dass die Vektoren {a;};c;+ linear unabhéngig sind. Zum Nachweis
von Ap+at = b+ bleibt al zt = b, zu zeigen. Da 2+ die Losung von (Pyy,y) ist, ist
dies klar, wenn p der Index einer Gleichungsrestriktion bzw. p € {mg + 1,...,m} ist.
Daher kann p € {1,...,mp} angenommen werden. Aus den notwendigen Optimalitéts-
bedingungen folgt, dass zu der Losung ™ von (P ) ein Vektor y* € R+ (hier ist
wieder ¢ := #(I) die Anzahl der Elemente von I) mit

y7 >0 (ieln{l,...,mo}), yi >0
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sowie
c+Qrt = Al ot (Auget —bugy) Tyt =0

existiert. Wére nun agaf’ > by, so folgt y; = 0. Aus den hinreichenden Optimalitatsbe-
dingungen erhiilt man, dass ™ auch die Losung von (Pj) ist. Wegen der Eindeutigkeit
einer Losung von (Py) ist 27 = x, was einen Widerspruch dazu ergibt, dass z die p-te
Restriktion verletzt, z ihr aber geniigt. Daher ist (x+, I™) ein Losungspaar, wenn auch
noch bewiesen ist, dass z* die Losung von (P+) ist. Hierzu beachten wir, dass zu der
Losung z von (Pj,y) ein Vektor y* € R*! mit den oben angegebenen Eigenschaften
existiert. Nach Definition von I folgt aus der Gleichgewichtsbedingung, dass y:r = 0 fiir
i € I'\ I und daher

c+Qzt = Z yjai: Z y;rai: Zy;rai:AT
ielU{p} ieTu{p} ielt

Aus den hinreichenden Optimalitidtsbedingungen folgt, dass ™ die Losung von (Pj+)
ist. Insgesamt ist (x*, ") ein Losungspaar fiir (P). Wegen o™ # x ist schlieklich mit
einem zu (z, I) gehorenden Lagrange-Vektor y; € R

) = f@)+ e+ @) @t - a) + 5 (o~ ) QT )
> @)+ e+ Q) (@t~ a)
= )+ (AT (@ )
= f@)+ (At —bn)Tyr
= f@)+ i (al — )
iEIﬁ{l;.,mo}\Z’OJ T
> f(x),

womit auch f(z™) > f(z) bewiesen ist.

. Sei I C {1,...,m}, ¢ .= #(I). Sei A € R™*™ mit Rang (A7) = ¢ und Q@ € R™"
symmetrisch, positiv definit. Bekannt sei eine Matrix Z; € R™*" derart, dass

_ R
Z12f =Q 7, ZITAT=< 01)

mit einer (nichtsinguléren) oberen Dreiecksmatrix Ry € R9%9. Sei l € I. Wie bestimmt
man eine Matrix Zp ;3 € R™*" derart, dass

T _ Rp g
ZnnZiy =@ ZhpAhg = ( o )

mit einer (nichtsinguliren) oberen Dreiecksmatrix Ry € R@=1)x(a=1) gi]t?
Losung: Sei [ das k-te Element von I mit 1 < k <. Es liegt nahe die Matrix

T
€1

T

€
Tp=| &' [ eRrEDx
€kt1

Aty te
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zu definieren, wobei e; den i-ten Einheitsvektor im R? bedeutet. Die Matrix Ap g,
die man durch Entfernen der k-ten Zeile aus Ay erhélt, ist dann durch Ap gy = TpAs
gegeben. Mit dem Ansatz Zp 3 = ZIQ}F erhalten wir

RI R[T]Z
ZhAhg = UZEATTE = ( 0 > T = Q ( .

0

Hierbei ist RITkT € R7x(@-1) die Matrix, die aus der oberen Dreiecksmatrix Ry € R7%¢
dadurch entsteht, dass die k-te Spalte gestrichen wird. Daher ist

(11) (12)
R R k—1
o« {( RIT{ ! €22) :
0 0 } n—q
—— ——
k—1 q—Fk

mit der oberen Dreiecksmatrix REH) e RE=Dx(k=1) ynd der oberen Hessenberg-Matrix

R?z) e R@—F+1)x(a=k) Hier erinnern wir daran, dass eine obere Hessenberg-Matrix eine
Matrix ist, bei der alle Elemente unterhalb der unteren Nebendiagonalen verschwinden.
Fiir die orthogonale Matrix Q7 € R™*" liegt daher der Ansatz

Iy 0 0 }E—1
QI = 0 Q?) 0 } q—k+1
0 0 In—g ) } n—a

k—1 q—k+1 n—q

mit einer orthogonalen Matrix Q(IZ) e Ra—k+Dx(a=k+1) nahe. Wegen

- L, O 0 Rgn) R§12) Rgu) R§12)
Qp ( IO k ) — 0 Q?) 0 0 R§22) _ 0 Q(IQ)R(IQZ)
0 0 Iy 0 0 0 0

(2)

kommt es darauf an, die orthogonale Matrix €2;” so zu bestimmen, dass

5(22)
QR RED (Rz >}q—k

(Vi +1
N——
q—Fk
eine obere Dreiecksmatrix ist. Dies erreicht man, indem man R?Q) sukzessive mit ¢ — k
Givens-Rotationen G1a,...,Gy—k¢—k+1 von links multipliziert, d.h. die orthogonale

Matrix ng) hat die Form
Q(IQ) = Gq—k7q—k’+1 - Gha.

Die neue obere Dreiecksmatrix Ry () ist also gegeben durch

R (R RM N Yk
nNiy = 0 ]:2?2) Vaok

—— ——
k—1 q—Fk
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Nun gilt es, die neue Matrix Zp ;) = Z IQ? zu berechnen. Wir erinnern daran, dass wir
uns Zj zerlegt denken in Zj = ( Z}l) Z}Z) ). Es liegt nahe, die Matrix Z}l), in der die
ersten ¢ Spalten von Z; stehen, weiter zu zerlegen:
(1 _ (1) 1
Zr = 2y 24—kt )-
——
k—1 q—k+1

Hiermit wird

1 1
Zng = (z0 Z.,

0 0 Iy

1 1 2)T 2
(20, 70T 0,

- q—k+1
Gegeniiber Z; veréndern sich in Zp gy also nur die Spalten mit dem Index k,...,q.
Wegen
1) @r _ 1) T
Zq—k+1QI - Zq—k—|—1G12 s Gq—k,q—k+1
kann diese Berechnung parallel zu der von ]??2) erfolgen, so dass es wie im ersten Fall
nicht notig ist, sich die Givens-Rotationen G, ..., Gy—k g—k+1 zu merken.

Damit ist das Updaten von Z; und R; vollstéandig beschrieben. Auch der Vektor dj :=
ZITap kann gleichzeitig upgedatet werden. Mit

dg_)l }E—1
dr = dfll,)kﬂ }a—kt1
P )}
erhélt man in diesem Falle
Iy1 0 0 dl(cl—)l dl(cl—)l
dpngy=Qdr=| 0o o o Y, o, .,
0 0 In4 d§2) d§2)
In Pseudocode unter Verwendung der Funktion “rot” sieht dies etwa folgendermafsen
aus:
e Input:

— Eine Matrix Z € R™*"™,

Eine Indexmenge I = {iact(1),...,%act(q)} mit 1 < g < n,
— EnkeNmitl <k<gq.

— Eine obere Dreiecksmatrix R € R9%9,

— Ein Vektor d € R™.
Hierbei ist

_ R
2zt =Q7, ZTAT:< > d=Z"a,.
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e g:=qg—1
Firj=k,...,q
Z‘act(j) = iact(j+1)
Fir¢=1,...,5+ 1
Tij = Tij+1
Firj=k,...,q

(C, S, T‘jj) = I‘Ot(T'jj, Tj_;_l’j)

temp := cd; + sdj11, djy1:= —sd;j+cdjpr, dj = temp
Fire=454+1,...,¢
temp := crj; + Srjt1,4, T+l = —STj +Crjr14, T = temp
Firi=1,...,n:
temp = cz;; + Sz j4+1,  Zij+1 = —S8zi + ¢z j11, zij := temp
e Output:

— Eine Matrix Z € R™*",

— Aus der alten Indexmenge [ ist das k-te Element gestrichen und daher ¢ :=
q—1und iae(j) :=tact(j + 1), 7 =k, ..., q gesetzt worden,

— FEine obere Dreiecksmatrix R € R?*9,
— Ein Vektor d € R".

Nach Abschluss ist

_ R
zzt =Q1, ZTAT:< 0 ) d=Z"a,.

4. Gegeben sei die symmetrische, positiv definite Matrix Q € R™*"™ und der Vektor ¢ € R".
Sei I C {1,...,m} (mit ¢ := #(I)) eine nichtleere Indexmenge mit der Eigenschaft,
dass die Vektoren {a;}ier C R™ linear unabhéngig sind bzw. Rang (A7) = ¢ gilt. Es
existiere eine Matrix Z; € R™*"™, so daf

(+) nzf—q7.  ziap- ()
0 } n—q

mit einer oberen Dreiecksmatrix Ry € R9%Y. Sel
zr=(2 7).
~—— =
q n—q

Bei gegebenem by € R? berechne man z, z € R™ aus

T— Z}Q)ZEQ)TC fir ¢q<mn,

T fir ¢ =n.

T = Z}l)R;TbI, T = {

Man zeige, dass x eine Losung des durch lineare Gleichungen restringierten quadrati-
schen Programms

Minimiere f(z) := ¢’z + %xTQ:n unter der Nebenbedingung Ajx = by
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mit zugehorigem Lagrange-Vektor y; := Rl_lZgl)T(c + Q) ist.
Losung: Wie iiblich sei

Np:= (A;Q AT 14;Q71, H;:=Q Y1 - ATNy).
Dann ist Ny = Ry 2" und Hy = 2% 27T und folglich
&= Ntoy, r =& — Hpe, yr = Ni(c+ Q).

Hiermit erhalt man
Az = Ari = AiNFor = by
Schliefslich ist
c+Qr— Aty = c+Qi— (I —AFNy)e— ATNi(c + Q7)
= (- AIN)QN[ by

=0

= 0.

Aus den hinreichenden Optimalitétsbedingungen folgt die Behauptung.

Die Aussage dieser Aufgabe ist Grundlage fiir eine iterative Verbesserung eines Lo-
sungspaares, die man in den Algorithmus von Goldfarb-Idnani insbesondere dann ein-
bauen sollte, wenn die Matrix @ kleine Eigenwerte besitzt. Ist ndmlich I C {1,...,m},
q := #(I), eine Indexmenge mit 1 < ¢ < n und Rang (A;) = q, ist (Z,y7) ndherungs-
weise eine Losung von

Arx = by, CJrQl‘:A?y[,

sind ferner Z; € R™™ und R; € R?*? Matrizen, die (%) geniigen, so berechne man
zunéchst die Defekte by — A;Z und ¢ + QT — A}Fg][ und anschliefend

io= 2R (or - Ard),
y e an | E-2P2P Qi - AI Qi) i <
i' ﬁiI‘ q=n,
~ —1,LT ~ T ~
yr = g+ R Zp7 (c+ QT — Ajyr + Q).

5. Sei A € R™"™ gymmetrisch. Mit einer Spalten-Version des Cholesky-Verfahrens soll
getestet werden, ob A positiv definit ist. Dies konnte folgendermafsen aussehen:

e Gegeben sei die symmetrische Matrix A = (a;;) € R™*".
e Firk=1,...,n:
Berechne agy, := apg — 25;11 l,%j.
Falls az,. < 0, dann:
STOP: A nicht positiv definit.
Andernfalls:
Berechne lgx, := (agk)
Firi=k+1,...,n:

Berechne lik = (aik — 25;11 lijlkj)/lkk.

/2.
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Angenommen, das Verfahren breche im k-ten Schritt wegen apr < 0 ab. Dann ist

g (L 0 L L3
Ly I 0 A

mit
11 0 Ik - k=1
Ly := : ; Ly := : :
lk—11 - lg—1k—1 lp1 - lpk—1
und
akk -+ Qkn agk -+ Qkn
A= : : = : : —Lng.
Qpk **+ dpp Qnk **° Aann
. . o k—1 71: . . . T _ 7T . n—k+1
Schlieflich sei 1 € R die eindeutige Losung von Lj 1 = —Lj e, wobeie; € R

den ersten Einheitsvektor bezeichnet. Man zeige, dass

Ak
@< e+

Man muss also mindestens —agz/(||z1]|3+1) zu den Diagonalelementen von A addieren,
um eine positiv semidefinite Matrix zu erhalten.

Losung: Man definiere € R™ durch

T = .
el
Dann ist

T T 7T
T _ .:El Ll O Ll Lg ZL‘1 _ T % o~
an;—<€1> <L2 I)( 0 A o =e] Ae; = agk
und daher . .
L 2t Az 3t Ax ALk
)\min A) = < - .
(4) TH0 T2 Tz |z1]3+1

Damit ist die Aussage bewiesen.

6.3.3 Aufgaben in Abschnitt 3.3

1. Man beweise Lemma [3.I} Gegeben sei das vorzeichenbeschrénkte quadratische Pro-
gramm

1
) Minimiere f(z) := 'z + =27Qz auf
M={zxeR":2; >0 (j=1,...,n0)}.

Hierbei sei Q € R™*" symmetrisch und positiv semidefinit. Ist * € R™ eine Losung
von

(%) z=[r—a(@Qv+c)lt
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mit einem « > 0, so ist z* € M eine Losung von (P). Ist umgekehrt x* € M eine
Lésung von (P) und « > 0 beliebig, so ist z* eine Losung von (x). Bleibt diese Aussage
richtig, wenn man « in (%) durch eine positive Diagonalmatrix ersetzt?

Losung: Sei z* = [z* — a(Qz* + ¢)]+. Dann ist x; > 0,75 =1,...,np, also 2 zulissig
fiir (P). Es ist

. _ { max(0, 7 — a(Qz™ + ¢);), j=1,...,np,

Z; * *
J 7}~ a(Qa* + 0),),

woraus sofort

@+ 20 GImii T, @ ro=0

folgt. Dies sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafiir, dass z* (P) 1ost.
Ist umgekehrt z* eine Losung von (P), so gentigt «* offenbar auch (x). Offensichtlich
kann, da komponentenweise argumentiert wird, a durch eine positive Diagonalmatrix
ersetzt werden.

2. Sei fo:R™ — R definiert wie in Lemma [3.2] also durch

fale) = 527 (T~ aQ)z — L[z — a(Qu + )] |1

wobei Q € R™ "™ symmetrisch und positiv semidefinit ist und « > 0 so klein gewihlt
ist, dass «||Q|| < 1. Man zeige:

(a) Der Gradient Vf, ist auf dem R™ global lipschitzstetig, es existiert also eine
Konstante v > 0 mit

IVfa(@) = Vel < Lilz—yll  firalle z,y € R™.
(b) Ist @ sogar positiv definit, so ist bei beliebigem zy € R™ die Niveaumenge
Lo:={z € R": fu(x) < fulwo)}
kompakt.
Losung: Als Gradienten von f, haben wir
Vfalw) = (I — a@)fe — [ — a(Qz + )4}

in Lemma [3.2] erhalten. Zur Abkiirzung setzen wir B := I — aQ, d := —ac, so dass
Vfa(z) = Blx — (Bx + d)4].

Fiir beliebige z,y € R" ist (]| - || bezeichne die euklidische Norm)

IVia(z) = Vi@l = [B(x—y)—B[(Bz+d) — (By+d)
IBI(L+BI)lz =yl

IA

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass die Projektionsabbildung z — z4 nicht expandie-
rend ist. Also ist V f(+) global lipschitzstetig auf dem R™. Offenbar haben wir in diesem
Teil nicht ausgenutzt, dass af|@] < 1.
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In Lemma wurde gezeigt, dass fiir positiv semidefinites @ und 0 < a|Q| < 1 gilt,
dass

(y—2)"B(I - B)(y — z) fir alle z,y € R,

N

fa(y) = falz) — vfa(x)T(y —x) >

wobei B := I —aQ. Ist Q zusétzlich positiv definit, so ist B(I — B) positiv definit. Mit
der positiven Konstanten ¢ := Apin (B(I — B)) ist also

Faly) = falz) = Via(2) (y — z) > gHy —z|>  fir alle 2,y € R",

insbesondere ist f, auf dem R™ gleichméfig konvex. Hieraus folgt aber natiirlich die
Kompaktheit von Niveaumengen

Lo:={z € R": fo(z) < fa(zo0)}.

Denn ist x € Lg, so ist

0 > fa(x)*fa(xo)
> Vfal@o) (@ —20) + 5z — ol
>~ Valeo)l e = 2ol + 5 lle = 2o

und folglich

|z — mo| < 2”Vf($())”
o c

Damit ist die Beschranktheit von Ly bewiesen.

3. Gegebenﬂ sei das quadratische Programm
1
P Minimiere ¢’z + =27 Qz unter den Nebenbedingungen [ < Az < u.
2

Hierbei sei Q € R™*™ symmetrisch und positiv definit, ferner seien A € R™*" ¢ € R"”
und [, v € R™ mit [ < u gegeben. Fiir einen Vektor v € R™ seien die Vektoren v4 bzw.
(v)j* in naheliegenderweise als Projektion von v auf den nichtnegativen Orthanten bzw.
den Quader [l, u] definiert. Man zeige:
(a) Fiir alle v € R™ ist
() =+ (= v)y — (v ).

(b) Esist x € R" genau dann die Lésung von (P), wenn ein w € R™ mit
Qr+c—Alw=0, Az = (Az — aw)}

existiert.

(c) Sei @ > 0 beliebig. Dann ist z(w) := Q~1(ATw — ¢) mit einem w € R™ genau
dann die Losung von (P), wenn Az(w) = (Az(w) — aw)}.

9Siehe auch

W. L1, J. SWETITS (1997) “A new algorithm for solving strictly convex quadratic programs”. STAM
J. Optimization 7, 595-619.
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(d) Sei a > 0 beliebig. Dann ist z(w) := Q' (ATw — ¢) mit einem w € R™ genau
dann die Losung von (P), wenn

bo(w) = AQH(ATw — ¢) — [AQ™ (ATw — b) — aw]* = 0.
(e) Sei a > 0. Zur Abkiirzung setze man
B, :=al — AQ1AT, a:=1+AQ ¢, b:=—(AQ 'c+u).

Dann ist
da(w) =aw — (a+ Baw)y + (b — Baw)+.
(f) Mit a > 0 definiere man ®,: R™ — R durch

« 1 1
Do (w) = ngBaw = 5ll(a+ Baw)4|* — L (Che Baw) 4 |?,

wobei || - || die euklidische Norm auf dem R™ bedeutet. Dann gilt:
i. Die Abbildung &, ist auf dem R"™ stetig partiell differenzierbar und besitzt
den Gradienten

Vo, (w) = By[law — (a + Baw)4+ + (b — Baw)4] = Bada(w).

ii. Ist a > ||[AQ~TAT||, so ist ®, auf dem R™ konvex, genauer ist

Do (w) — B (v) = VO, (0)F (w —v) > %(w —0)'By(al — By)(w —v) >0
fir alle v, w € R™.

Losung: Die erste Aussage ist mehr oder weniger trivial. Ist [; < v; < u;, so ist
[v+(=v)y = (v =u)i = vi = (v]')i,

fir I; = v; ist
v+ —v)+ = (v—u)]i =l = (v'),

entsprechendes gilt fiir v; = ;.

Sei
I'={ie{l,...om}: i =w},  J:={1,...,m}\LI

Die Restriktionen zur Indexmenge I sind Gleichungen, bei ihnen kann man also keine
Aussagen liber das Vorzeichen zugehoriger Lagrange-Multiplikatoren machen. Der Satz
von Kuhn-Tucker liefert, dass ein fiir (P) zuléssiges € R™ genau dann die Losung von
(P) ist, wenn ein Tripel

(A1, g vy) € R#() « R#() « R#(J)

mit

(a) pg >0, v5>0,

(b) Qr+c— AT N — ALy + ATv; =0,
(c) (ly—Ayx)Tpy; =0, (Ajz —uy)Tvy =0
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existiert. Die hierbei benutzten Bezeichnungen sollten fiir sich sprechen. Die Gleichge-
wichtsbedingung (c) kann auch komponentenweise durch

(") (I—Ax)ip; =0, (Ax —u);v; =0 fir allei € J

ausgedriickt werden. Hieran erkennt man, dass p; = 0 oder v; = 0 fiir alle ¢ € J.

Nun sei = eine Losung von (P), ferner a > 0 beliebig und
()\Ia,ujayj) c R#(I) X R#(J) X R#(‘])

ein nach dem Satz von Kuhn-Tucker existierendes Tripel mit obigen Eigenschaften (a)—
(¢). Wir definieren w € R™ durch

i, falls ¢ €1,

iy falls i€ J, l;, = (Aﬂ:‘)@,

0, falls i€ J, [; < (Al‘)@ < uq,

—v;, falls 7€ J, (Ax); = ;.
Offenbar ist dann Qx + ¢ — ATw = 0. Zu zeigen bleibt Az = (Az — aw)}, was kompo-
nentenweise sehr einfach geschieht.
Die umgekehrte Aussage ist auch sehr einfach zu zeigen. Wir nehmen also an, es sei
(z,w) € R™ x R™ ein Paar mit

Qr+c—ATw=0, Az = (Az — aw)}.

Aus der zweiten Beziehung erhélt man sofort, dass x fiir (P) zuléssig ist. Aus ihr folgt
ferner, dass fiir ¢ € J gilt:

0, falls [; = (Ax);,
w; { =0, falls [; < (Ax); < uy,
0, falls (Ax); = u;.

Definieren wir daher das Tripel

(A1, pg,vg) € R#FD 5 R#) 5 R#()

durch
Ni=w; (1€l)
und
w;, falls ¢ € J, [; = (Ax);, —wj, falls 7€ J, (Ax); = u;,
i = V; (=
a 0, falls ieJ, ;< (Az), 0, falls ieJ, (Az) < u,

so sind die Kuhn-Tucker Bedingungen erfiillt und daher z die Lésung von (P).

Der dritte und vierte Teil der Aufgabe sind jeweils eine direkte Folgerung aus dem
zweiten.
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Zum Beweis von (e) beachten wir unter Benutzung von (a), dass

balw) = AQ7N(ATw —c) - [AQ"(ATw — ¢) — au}
AQ HATw — ¢) — [AQ™H(ATw — ¢) — aw]
— 1= AQ Y (ATw — ¢) 4+ aw]4 + [AQ H(ATw — ¢) — aw — u]4
= aw—[l+AQ e+ (ol — AQ AT ),
+[~AQ te —u — (af — AQ AT ),
= ow—(a+ Byw)y + (b— Baw)+.
Nun kommen wir zum Beweis von (f). Der erste Teil ist offensichtlich, wenn man be-

nutzt, dass die Abbildung h(t) := 3(t;)? stetig differenzierbaar mit #'(t) = ¢, ist. Fiir
den zweiten Teil des Satzes beachten wir, dass alle Eigenwerte von

By :=al — AQ AT

fiir o > [|AQ 1 AT in (0, o] liegen, insbesondere also B, positiv definit und By, (el —By)
positiv semidefinit ist. Fiir beliebige v, w € R™ ist dann

Do (W) — Pp(v) — VO, () (w —v) = %wTBaw - %UTBQU

1 1
— St Baw) [P+ L+ Bav). |
1 1
— Sl Baw) s+ 516~ Bav). |
— [Baga(v)]" (w —v)

= a(Bw) T (w—v)+ %(w — )T By (w —v)

1 1

— Sl@+ Baw)s | + 5@+ Bav) P
1 1

— Sl = Baw) 412 + 516~ Bav) |

— [Baga(0)]" (w = v)

!
= E(w — )T By (w — v)

1 2 1 2

= 5@+ Baw)+[I” + S ll(a+ Bav)+|
1 1

— 56— Baw) 412 + (b — Bav) P

+[(a+ Bav)4 — (b— Ba“)+]TBa(w — ).

Zur Abkiirzung setzen wir
p:=a-+ Bav, q:=b— Byv, r:=a+ Baw, s:=b— Byw.

Dann ist
g+p=s+r=0-u<0

und
r—p=—(s—q) = Ba(w—v).
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Wir wollen zeigen, dafs

1, o 1

fiim =5} + 5 00F = 507+ 5 (@) + ()i — (@il = ) 2 — 50— pi)?

fir ¢ = 1,...,m. Durch Aufsummieren folgt dann die Behauptung. Sei i € {1,...,m}
fest vorgegeben. Wir machen eine Fallunterscheidung, wobei wir naheliegende Bezeich-
nungen benutzen: + bzw. — bedeutet, dass die entsprechende Zahl positiv bzw. negativ
ist. Den Fall, dass die entsprechende Zahl verschwindet, erhdlt man aus einer Stetig-
keitiiberlegung.

e Esist (pi,qi,7i,si) = (+,+, %, %) oder (pi, ¢, 73, 8:) = (£, £, +,+).
Diese Fille sind nicht moglich, da p; +¢; < 0 und r; +s; < 0.
o Esist (Pi,%',ri,si) = (+7 -+, _)

Dann ist 1 1 1
fi= —57"1-2 + 510@2 +pi(ri —pi) = —5(7“1' - i)
e Es ist (pi,qi,m,si) = (‘h —7—7+)~
Dann ist
1 1 1 1
fi = pr +pilri —pi) = =5 (s i)+ 5?‘? 2 —5(ri —pi)*.
e Esist (pi,qi,ri,8) = (+,—, —, —).
Dann ist
1 1 1 1
fi= 51%2 + pi(ri — pi) = —5(7‘1‘ —pi)? + 57%'2 > —5(7%‘ - i)
e Esist (pi,qi,7i,8:) = (—,+,+,—).
Dann ist
1, 1 1 1 1
fi= —§ri2+§qi2—qz'(n—pi) — —§(Ti—pi)2+§(pi+qi)2—(pi + qi)ri > —=(ri—pi)>.
—— 2
<0
e Esist (pi,qi,ri,8) = (—,+,—,+).
Dann ist
1, 1 1, 1 1
fi= —53? + 5%2 —qi(ri —pi) = —58@2 + 5%2 +¢i(si — q;) = —5(7%‘ —pi)*.
e Esist (pi,qi,7i,8) = (—,+,—, —).
Dann ist
£ = §qi2 —qi(ri —pi) = 56112 +ailsi —ai) = —5(si = )’ + 533 > —5(ri —pi)?
o [s ist (pi,qi,ri73i) = (_7 _7+7 _)
Dann ist
1 1 1
fl = —57‘12 = _7( p’L)2 + §p12 — DiTi = _5(7‘74 pl)2



6.4 Aufgaben in Kapitel 4 285

e [s ist (pz-,qi,n‘,si) = (—7 ) _7+)'
Dann ist
_le 1 2 _ 102 > _= 2
fi= 252' = (si—qi)" =547 — siqi > (ri = pi)
<0
o s ist (pi,qi,T‘i,Si) = (*a T *)-
Dann ist

1
fi=02z—5(ri —pi)*.

Das sind alle 2* = 16 méglichen Félle und die Behauptung ist bewiesen.

6.4 Aufgaben in Kapitel 4

6.4.1 Aufgaben in Abschnitt 4.1

1. Ist D C R™ konvex, so heifst eine Funktion f: D — R bekanntlich auf D gleichmdjfig
konver, wenn eine Konstante ¢ > 0 mit

c
(L= N f(@1) + Af(22) = F((1 = Ny + Awa) = A1 =) [Jer = 2o

fiir alle 1,22 € D, X € [0, 1] existiert.

Gegeben sei die Optimierungsaufgabe

(P) Minimiere f(z) auf M :={x € R": Az = b}.

Hierbei seien A € R™*™ mit Rang (A) = m und b € R™ gegeben. Wie in Unterabschnitt
4.1.1| geschildert ordne man (P) die unrestringierte Optimierungsaufgabe

(P,) Minimiere 1 (u) := f(x + Zu), u€R"™™,

zu, wobei z zulissig fiir (P) und die Spalten von Z € R™(»=™) (mit Rang (Z) = n—m)
eine Basis von Kern (A) bilden. Man zeige: Ist f gleichméfig konvex auf M, so ist ¢
gleichméfig konvex auf R"~"™.

Losung: Seien up,uz € R"™™ und A € [0,1]. Dann ist

(1 = X)p(ur) + Mp(u2) — (1 — N)ur + Aug)
= (1= Nf(x+ Zur) + Af(z + Zuz) — (1 = A2 + Zuy) + Az + Zuy))
> SML= N (12w~ w)]?
> A=) fur — s,

2
wobei die wegen Rang (Z) = n — m positive Zahl d durch

7
d := min |Zu]
w0 |[ul|

definiert ist. Damit ist gezeigt, dass ¥ auf R~ gleichméfig konvex ist.
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2. Sei B € R™"™ symmetrisch und positiv definit, y,s € R™ mit y’s > 0 gegeben (bei
der Anwendung in Unterabschnitt ist n durch n — m zu ersetzen). Es sei eine
Cholesky-Zerlegung von B bekannt, also eine untere Dreiecksmatrix L mit positiven
Diagonalelementen mit B = LLT. Ferner sei

B ._p_ (BB wyy'
sT'Bs yT's
Man zeige:
(a) Ist
LTs w(y — Lw)T
— (4T )1/2 gr . wy— Lw)y
w (y 5) ||LTS|| ’ + + yTS ’

so ist By = J+JI.
(b) Die Matrix J ist nichtsinguldr und daher B, positiv definit.

(c) Ist JT = Q1 Ry eine QR-Zerlegung von J¥, wobei (Q4 orthogonal und) Ry eine
obere Dreiecksmatrix mit positiven Diagonalelementen ist, so ist By = L+L£ mit
Ly = Ri eine Cholesky-Zerlegung von B .

(d) Die QR-Zerlegung einer durch eine Matrix vom Rang 1 gestorten oberen Drei-
ecksmatrix kann in O(n?) Flops berechnet werden.

Losung: Den ersten Teil der Aufgabe 16st man durch Nachrechnen, wobei wir benutzen,

dass 12
T
y's
Lw = <STBS> Bs.

Es ist namlich

(y — Lw)w™\ (7 w(y— Lw)"
J.Jb = (p+ 22— V(T L)
o < T TS
Lw(y — Lw)"  (y — Lw)(Lw)” Jw]\* T
= LL” — L - L
o Lw(ly—Lw)T  (y— Lw)Lw)T  (y— Lw)(y — Lw)T
= LL" + T + T + T
yT's yT's yTs
- yT's yT's
_ g (BB wy’
s'Bs yl's
= B+.

Damit ist die erste Aussage bewiesen. Wegen

Tir—1, _ Tr-1 T\ 1/2
0_71+w(Lyw)7wL y_(ys) 40

yT's T s Bs

ist J; nach der Sherman-Morrison-Formel nichtsinguldr. Ist JI = Q4 R, eine QR-
Zerlegung von JI und Ly := RE, so ist

By =J,JI =RYQTQy R, =L,L%,

=I
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womit auch der einfache dritte Teil bewiesen ist. Fiir den letzten Teil der Aufgabe neh-
men wir an, es sei A, = R+ uv! eine Stérung vom Rang 1 der oberen Dreiecksmatrix
R. Seim := max{i € {1,...,n} : u; # 0}. Zunéchst fithrt man den Vektor u durch suk-
zessive Multiplikation mit m — 1 geeigneten Givensrotationen Gp,—1m, ..., G12, welche
der Reihe nach die Komponenten mit den Indizes m, ..., 2 annullieren, in ein Vielfaches
uie; des ersten Einheitsvektors iiber. Die parallel hierzu durchgefiithrte Multiplikation
der oberen Dreiecksmatrix R mit den Givensrotationen G,—1m, ..., G12 transformiert
diese in eine obere Hessenberg-Matrix, die wir mit H bezeichnen. Nach Abschluss die-
ses ersten Schrittes ist G2+ G—1mA+ = H + uierv! mit einer oberen Hessenberg-
Matrix (deren Subdiagonalelemente in den Spalten m, ...,n—1 verschwinden. In einem
Zwischenschritt berechnet man H := H +uje;v”, wodurch nur die erste Zeile veréndert
wird. Durch Multiplikation mit weiteren m —1 Givens-Rotationen G2, ..., Gpm—1,m an-
nulliert man schlieklich in einem letzten Schritt die stérenden Subdiagonalelemente in
den Spalten 1,...,m — 1. Hierbei hat man darauf zu achten, dass die erzeugten Diago-

nalelemente positiv sind. Die berechnete obere Dreiecksmatrix Ry erhilt man offenbar
in O(n?) flops.

6.4.2 Aufgaben in Abschnitt 4.2

1. Gegeben sei eine linear restringierte nichtlineare Optimierungsaufgabe mit einer stetig
differenzierbaren Zielfunktion. Man zeige, dass eine zuldssige Losung genau dann eine
kritische Losung ist, wenn es in ihr keine zulédssige Abstiegsrichtung gibt.

Losung: Gegeben sei die Optimierungsaufgabe

e n ?562@ (izl,...,mo)
(P) Minimiere f(z) auf M := {xER b alz — b, (i=mo+1,... m) },

wobei die Zielfunktion f stetig differenzierbar ist. Die Matrix A € R™*" mit den Zeilen
al und der Vektor b € R™ mit den Komponenten b; seien wie gewohnt definiert. Ein
x € M ist eine kritische Losung von (P), wenn ein y € R™ mit

yi >0 (i=1,...,mp), Vi(z) = ATy, yl (Az —b) =0

existiert. Ferner ist p € R” eine in z € M zulissige Abstiegsrichtung, wenn V f(z)Tp < 0
und

ajp>0 (i€l(x)), alp=0 (i=mo+1,...,m),
wobei I(z) die Indexmenge der in = aktiven Ungleichungsrestriktionen bedeutet.

Sei x € M eine kritische Losung. Gébe es eine in x zuldssige Abstiegsrichtung p, so
ware

0> Vi) p= ATy p=y"Ap= Y yialp>0,
€l(x)

ein Widerspruch.
In z € M gebe es keine zuldssige Abstiegsrichtung. Dann ist das System

Ala
( @ )p eRL, x {0}, Vf(@)'p<0
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nicht 16sbar. Hierbei ist ¢ := #(I(z)), ferner sei A— € R(™~70)*" die Untermatrix
von A, die zu den Gleichungsrestriktionen gehort. Das verallgemeinerte Farkas-Lemma
liefert die Existenz eines Paares (yr(z),y=) € R? x R™~"0 mit

Yr(z) = 0, V(x) = Al (i) + ALy=,
d.h. = € M ist eine kritische Losung von (P).

Gegeben sei die Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z) auf M,

wobei M C R™ konvex ist. Sei z* € M und die Zielfunktion f:R"™ — R in x* stetig
differenzierbar. Man zeige:
(a) Ist z* eine lokale Losung von (P), so ist Vf(2*)T (x — 2*) > 0 fiir alle z € M.
(b) Sei
T .
a:x > b 1=1,...,myp),
M::{xER": E_r’ - ( 0) }
a; v ="b; (i=mo+1,...,m)
Dann ist V f(2*)T (2 — 2*) > 0 fiir alle # € M genau dann, wenn z* eine kritische
Losung von (P) ist, also ein y* € R™ mit

yi 20 (i=1,....,mo),  Vf(*)=A"y",  (y)(Az" —b) =0

existiert. Hierbei ist, wie stets in diesem Zusammenhang, A € R™*" die Matrix,
die a;; als i-te Zeile besitzt, ferner ist b; die i-te Komponente von b € R™.

Losung: Die erste Aussage der Aufgabe, dass namlich V f(z*)T(x — 2*) > 0 fiir alle
x € M eine notwendige Bedingung dafiir ist, dass z* € M eine lokale Losung von (P)
ist, ist schon lange bekannt, darauf wird nicht noch einmal eingegangen. Sei daher jetzt
M der angegebene Polyeder.

Der zweite Teil der Aufgabe folgt sofort, wenn man beachtet, dass der Kegel F'(M;z*)
der in z* zuldssigen Richtungen durch (hier bendtigt man nur die Konvexitat von M)

F(M;z*)={\Nz—2"): A>0, z € M}
gegeben ist, und die Aussage der vorigen Aufgabe benutzt.

Man zeige: Geniigt die Zielfunktion f von (P) den Voraussetzungen (V) (a)—(c), so
existiert eine Konstante 8- > 0 derart, dass

f@) = fle+tu(z,p)p) = [f(z) = flz+io(z,p)p)

00 min | —s(z,p) V £(2)Tp, (W}]

v

fiir alle nicht kritischen z € Lg und alle in x zuldssigen Abstiegsrichtungen p € R"™.
Hierbei bedeutet ty; = tas(z,p) die Minimum-Schrittweite, t¢ = to(z,p) die Curry-
Schrittweite und s = s(z,p) die maximale Schrittweite in = in Richtung p, ferner || - ||
die euklidische Norm.
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Losung: Zu zeigen ist natiirlich nur die zweite Ungleichung, da die erste nach Definition
der Minimum-Schrittweite trivial ist. Zur Abkiirzung sei

U(t) =5 8/(0) = (t) = 5 Vf(2)"p— Vf(z+tp)p.

Ferner sei t(x,p) die erste Nullstelle von (-) in (0,tc(x,p)], falls eine solche exi-
stiert, andernfalls sei £(x,p) := to(x,p). Offenbar ist ¥(t) > 0 baw. —V f(z + tp)Tp >
—3 Vf(2)Tp fiir alle t € (0,#(z, p)). Dann erhélt man

f(@) = f(z +tc(e,p)p) > f(z)— f(z+i(z,p)p)
= —t(z,p) Vf(z + 0t(z,p)p)Tp mit 6 € (0,1)
> it

Nun machen wir eine Fallunterscheidung. Ist namlich #(z,p) die erste Nullstelle von
() in (0, tc(z,p)], so ist

IVf@)Tp=[Vf(z) = Vf(z+i(z,p)p) p > —i(z,p) 7 Ipl?

- 1 (V)T
te.p) 2 27( EE >

woraus

und damit

f(z) — f(z +tc(z,p)p) > ™

]l
folgt. Ist dagegen (t) > 0 fiir alle t € (0,tc(x,p)] und damit (x,p) = tc(z,p), so ist
to(z,p) = s(z,p) (andernfalls wire ¥ (tc(z,p)) = 3 Vf(2)Tp < 0) und damit

f(x) = flx+tc(z,p)p) > =5 s(z,p) Vf(z)Tp.

Insgesamt ist die Aussage bewiesen.

1 (Vf(fv)Tp>2

4. Man zeige: Geniigt die Zielfunktion f von (P) den Voraussetzungen (V) (a)—(c), so
existiert eine Konstante 0p > 0 derart, dass

T\ 2
f(x) = f(z +tp(x,p))p) > Oc min|—s(x,p) Vf(z)p, (W) ]

fiir alle nicht kritischen z € Lg und alle in x zuldssigen Abstiegsrichtungen p € R".
Hierbei bedeutet tp(x, p) die Powell-Schrittweite und s(z, p) die maximale Schrittweite
in z in Richtung p, ferner || - || die euklidische Norm.

Losung: Bei der Powell-Schrittweite sind o € (0, 3) und 3 € (, 1) vorgegeben. Man
setzt tp(x,p) := s(x,p), falls

s(z,p) <oo,  flz+s(z,p)p) < f(z) +as(z,p) Vf(z)'p.

In diesem Falle ist also

f(@) = f(z +tp(z,p)p) = —as(z,p)Vf(z)"p.

Andernfalls wihle man tp(x,p) € (0, s(x,p)) beliebig mit

flx+tp(z,p)p) < f(z) + atp(z,p) V(@) p,  Vf(@+tp(x,p)p)'p>BVf()p.
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Zur Abkiirzung setzen wir

Y(t) = f(z) + atV f(@)p - f(z +tp).
Wir machen eine Fallunterscheidung. Ist ndmlich tp(z,p) < to(z,p), so folgt aus
~(1=B)Vf(@)"p < [V +tp(z,p)p) = VI(@)]' p < tp(z.p)7|p]*
L
S

daf

ol - 6)) <Vf(w)Tp>2'

@) = JGo (o) = —ate(op) V@) Tp > (2 (VI

Ist dagegegen tc(x,p) < tp(z,p), insbesondere also to(z,p) < s(x,p), so ist

~V (@) p=[Vf(z)— VI +tcle,p)p) p < telz,p)lp|?

F(@) — £z + tp(zp)p) > (j) (W)

und daher

Insgesamt ist die Behauptung bewiesen.

Die Zielfunktion f von (P) geniige den Voraussetzungen (V) (a)—(c). Dann existiert eine
Konstante 84 > 0 derart, daf

T T 2
f(@) = f(z + ta(z,p)p) > 64 min [—5(1’,]3) Vi), (W) ]

fiir alle nicht kritischen x € Ly und alle in = zuléssigen Abstiegsrichtungen p € R™. Hier-
bei bedeutet ¢4 (z, p) die Armijo-Schrittweite und §(x, p) := min(s(x, p), 1) die eventuell
reduzierte maximale Schrittweite, ferner || - || die euklidische Norm.

Losung: Ist der Test

(%) fa+pjp) < fa) +ap; V() Tp

schon fiir j = 0 erfiillt, so ist t4(x,p) = po = 5(z, p) und daher
f(z) = f(z +ta(z,p)p) = —ad(z,p) Vf(z)"p.

Andernfalls (d.h. der Test (x) ist erst fiir ein j > 0 erfiillt) gelten die beiden Unglei-
chungen

fl@+pip) < f2) +ap; VI (@)Tp,  fle+pip) > f(z) +api1 V(@) p.
Wir machen eine Fallunterscheidung. Fiir pj_1 < tc(x,p) ist

F(@)+ apj1 V@) p < fa+ pjap) < (@) + VI @) P+ 051 5 Il
daher

20(a—1) Vf(z)Tp
Ipl?

pj = lpj—1 2
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und folglich

all — 2Tp\ 2
F(@) = f(o+ tale,p)p) 2 —ap; VI (@) Tp 2 - uv )l<vﬁ;ﬁp>'

Ist dagegen s(z,p) > pj—1 > tc(x,p), so ist

l
pj > lpj—1 > ltc(z,p) > —<fy>

V/(@)'p
Ipl?
und folglich
al (Vf(w)Tp>2

fla) = fz +ta(z,p)p) = —ap; V() p > T

Il
Hierbei haben wir ausgenutzt, dass
_1(Vf@Vb>

te(w,p) = e
Y

Iyl

falls s(z,p) < co. Dies wiederum folgt sofort aus
~Vf(@)'p=[Vf(z+tc(zp)p) = V(@) p < yte(z,p) llp)*

Insgesamt ist die Behauptung bewiesen.

6. Gegeben sei das linear restringierte Programm

Tw>b i =1,...,mq),
(P) Minimiere f(z) auf M := {CL‘ER”; alTl‘_ (1 mo) }

a; r =0b; (i=mo+1,...,m)

Die Menge der zuldssigen Losungen M sei nichtleer und kompakt, ferner seien die
iiblichen Voraussetzungen (V) (a)-(c) erfiillt. Man betrachte das Verfahren von Frank-

Wolfe:
o Firk=0,1,...
— Sei pi eine Losung des linearen Programms
Minimiere Vf(z;)Tp unter den Nebenbedingungen
{ aiTpri—aiTxk (i=1,...,mp), asz:O (t=mo+1,...,m).

— Falls Vf(zx)"pr = 0, dann: STOP, z, ist kritische Losung von (P).
— Berechne ty, 1= tar(2k, pi), to (T, pr), tp(zk, pi) oder ta(zy, py).-
— Setze 11 = Tk + tepr-

Dann gilt: Bricht das Verfahren nicht vorzeitig mit einer kritischen Losung von (P) ab,
so liefert es eine Folge {z}} mit der Eigenschaft, dass jeder Haufungspunkt von {xy}
eine kritische Losung von (P) ist.

Losung: Wir miissen uns zunéchst iiberlegen, dass das Frank-Wolfe-Verfahren ein
durchfiihrbares Verfahren der zuléssigen Richtungen ist. Sei hierzu x; € M eine ak-
tuelle Naherung. Das lineare Programm

{ Minimiere Vf(zx)’p unter den Nebenbedingungen

alp>bi—alz, (i=1,...,m), alp=0 (i=mo+1,...,m)
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besitzt eine Losung, denn die zugehorige Menge der zuldssigen Losungen ist M — xy,
also nichtleer und wegen der vorausgesetzten Kompaktheit von M auch kompakt. Da
p = 0 zulassig ist, ist V f(xk)Tpk < 0. Eine Losung p; ist charakterisiert durch die
Existenz eines Vektors y € R mit

yi20 (i=1,...,mg), Vi)=Y via

und
yi(aTpr +ala, —b)=0 (i=1,...,mp).

Ist nun Vf(z) pr = 0, so ist

0=Vf(zk) pk—Zyza pk—Zyza pr+ Z Yi a; pk—Zyz i —aj xy)

1=mo+1 <0

und folglich
m
yi >0 (Z: 17"'am0)7 Vf(wk) :Zyiaiv yl(azTajk_b’L) =0 (i:1>"'7m0)7

also xj eine kritische Losung von (P). Das STOP-Kriterium besteht also zu Recht,
wir kénnen im weiteren annehmen, dass V f ()" pr < 0 fiir alle k. Die Folge {py} ist
beschrankt, da M kompakt und x4+ pr € M. Es ist s(zg,pr) > 1, da zx +px € M und
M konvex ist. Aus den Lemmata bzw. den Aufgaben [3] [ [f] erhélt man die
Existenz einer Konstanten 6 > 0 mit

vf(ffk)Tpk;>2]

f(xy) = f(@r41) = 0 min [_Vf(xk)Tpk, ( (28l

Wegen limy_,oo[f(zk) — f(xg+1)] = 0 und der Beschranktheit der Folge {py} ist
lim Vf(xp) pp = 0.
k—ro00

Nun sei z* ein Haufungspunkt von {zy}, also Limes einer Teilfolge {xy }rer. Wir zeigen,
dass Vf(z*)Tp* > 0 fiir jede in z* zuldssige Richtung p* € F(M;z*). Wegen der
Aussage in Aufgabe ist * dann eine kritische Losung von (P). Als in z* zuléssige
Rlchtung ist al'p* >0, i € I(z*), (hier bedeutet I(z*) natiirlich die Indexmenge der in
x* aktiven Unglelchungsrestrlktlonen), und aiTp* =0,7=mo+1,...,m. Wir werden
uns wie im Beweis zu Satz iiberlegen, dass ein hinreichend kleines sy > 0 existiert,
fiir welches sop* fiir alle hinreichend grofen k € K zuléssig fiir (Py) ist, dass also

al (sop*) 2 bi—alx, (i=1,...,mo),  af (sop*)=0 (i=mo+1,...,m)

fiir alle hinreichend grofsen k& € K gilt. Nach Definition der Indexmenge [(z*) der in
x* aktiven Ungleichungsrestriktionen existiert ein ¢ > 0 mit a} 2* — b; > ¢ fiir alle
i e {1,.. .,mg} \ I(z*). Fiir alle hinreichend groken k € K, etwa k > ko, ist daher
al y — C fir alle ¢ € {1,...,mo} \ I(z¥). Nun wihle man so > 0 so klein,
dass 3 C > —al'(sop*) fiir alle i € {1,...,mp} mit al p* < 0. Um nachzuweisen, dass
sop™ fiir alle k > ko zulassig fir (Py) 1st, nehmen wir ¥ € K und & > k¢ an und
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geben uns ein i € {1,...,mp} vor. Fiir i € I(z*) ist alp* > 0, da p* € F(M;z*),
und folglich a?(sop*) >0>0b — aZTack. Den selben Schluss kénnen wir machen, wenn
i€ {l,...,mo} \ I(z*) und alp* > 0. Daher kénnen wir jetzt annehmen, es sei i €
{1,...,mo} \ I(z*) und al p* < 0. Nach Definition von ¢ ist dann

alzp —b; > 3¢ > —al (sop”).

Fiir alle hinreichend grofen k& € K ist damit sgp* zuldssig fiir (Pg). Dann ist aber
Vf(zr)Tpe < 50 Vf(zp)Tp* fiir alle hinreichend grofen k € K. Mit k € K, k — oo,
folgt 0 < V f(2*)Tp*. Damit ist die Aufgabe gelost.

7. Gegeben sei das linear restringierte Programm

> b =1,....mp),
(P) Minimiere f(z) auf M := {x eR": - (i o) }

=b; (i=mo+1,...,m)

L 9
SRS
8 8

Sei x € M eine aktuelle Naherung, in der die Zielfunktion f von (P) stetig differenzierbar
ist, und B € R™*" symmetrisch und positiv semidefinit. Hiermit betrachte man das
quadratische Hilfsproblem

Minimiere Vf(z)Tp+ $pTBp unter den Nebenbedingungen

(P(x)) alp > b —alx (i=1,...,mp),

. <1.
al'p 0 (i=mo+1,...,m), IPlloo <

Sei p* eine Losung von (P(z)). Man zeige: Ist Vf(z)Tp* = 0, so ist z eine kritische
Losung von (P), andernfalls ist p* eine zulédssige Abstiegsrichtung in x.

Hinweis: Man wende den Satz von Kuhn-Tucker auf das Hilfsproblem (P(x)) an, wobei
die Restriktion ||p|cc < 1 durch die beiden linearen Ungleichungsrestriktionen —e <
p < e (wobei e einmal wieder der Vektor ist, dessen Komponenten alle gleich 1 sind)
ersetzt wird.

Losung: Eine Losung p* von (P(z)) (natiirlich existiert eine solche, da die Menge der
zuléssigen Losungen nichtleer und kompakt ist) ist charakterisiert durch die Existenz
von Vektoren y € R™ und u,v € R™ mit

m
yzZO (i:17"')m0)7 U,’UZO, vf(x)‘f‘Bp*:Zyzaz—U‘f‘U
=1
und

yi(a;fpp* + (IZTJ‘ —b)=0 (i=1,...,mp), uT(p* —e) =0, UT(p* +e)=0.

Da p = 0 zuléissig fiir (P(z)), ist Vf(z)Tp* + 1(p*)T Bp* <0, also
>k 1 >k k
V(@) < =50 Bp* < 0.
Ist daher V f(z)Tp* = 0, so ist auch Bp* = 0 und folglich

mo
0=Vf(x)Tp" = Zyi(bz' —al'z) —ule —vTe.

i=1 <0
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Hieraus folgt v = v = 0 und y;(b; — alTx) =0,i=1,...,mg. Insbesondere existiert ein
y € R™ mit

yzZO (Z:L?mO)v Vf(z)zzylala yl(b’t_azTaj):O (Z:LamO)a
i=1

d.h. z € M ist eine kritische Losung von (P).

Gegeben sei das linear restringierte Programm

alz > b (i1=1,...,mp), }

P) Minimi f M:={zcR": "}
() inimiere f(x) au {x T:c:bi (Z‘:m0+1,...,m)

S

Sei x € M eine aktuelle Naherung, in der die Zielfunktion f von (P) stetig differenzierbar
ist, und B € R™*"™ symmetrisch (aber nicht notwendig positiv semidefinit). Mit einem
A > 0 betrachte man das Hilfsproblem

® 0 Minimiere ¢, (p) := Vf(z)Tp+ $pTBp unter den Nebenbedingungen
wa z+peM, |pll <A,
wobei || - || eine beliebige Norm auf dem R™ ist. Dann gilt: Ist min (P, o) = 0, also

p* := 0 eine Losung von (P a), so ist € M eine kritische Losung von (P).

Losung: Der Beweis ist sehr einfach und unterscheidet sich kaum von entsprechenden
fritheren. Da némlich p* := 0 im Innern der A-Kugel um den Nullpunkt liegt, ist diese
Restriktion fiir die notwendigen Optimalitdtsbedingungen irrelevant. Daher existiert ein
y € R™ mit

yzZO (Z:L?mO)v Vf(x)zzylala yl(bz_asz):O (Z:Lam())’
i=1

d.h. z ist eine kritische Losung von (P).

Gegeben sei die linear restringierte Optimierungsaufgabe

(P) Minimiere f(z) auf M :={x e R": Az <b}
mit
al’lr b1
A= : e R™*", b= : e R™
CL%; bm

und stetig differenzierbarer Zielfunktion f. Sei z € M eine zuldssige Losung, ferner
I := I(z) die Indexmenge der in x aktiven Restriktionen. Die Matrix A; € R#(D)xn
sei in naheliegender Weise definiert, sie habe vollen Rang, d.h. {a;};c; seien linear
unabhéngig. Schlieflich sei

P.=1- A?(A[A?)_IA[

(eine Verwechslung der Einheitsmatrix I und der Indexmenge I ist extrem unwahr-
scheinlich). Man zeige:
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10.

(a) Ist p:= —PV f(z) # 0, so ist p eine zuldssige Abstiegsrichtung in z.

(b) Ist PV f(z) =0 und y := —(ArAT)"LA[V f(x) > 0, so ist = eine kritische Losung
von (P).

(c) Ist PVf(x) =0und y := —(A;AT) LAV f(z) # 0, ist ferner | € I ein Index mit
y; < 0, so setze man I := 1\ {l} und

P:=1—AT(A; AT A,
Dann ist p := —PV f(z) eine zuldssige Abstiegsrichtung in x.

Losung: Offenbar ist P die Projektionsmatrix, die den R™ auf Kern (Ay) projiziert.
Als solche ist P symmetrisch und positiv semidefinit, ferner ist trivialerweise p :=
—PVf(x) eine in z zulissige Richtung. Ist p # 0, so ist Vf(z)Tp < 0, also p eine
in = zuldssige Abstiegsrichtung. Im folgenden nehmen wir an, es sei PV f(z) = 0. Es
wird y := —(A;AT)"LA;V f(z) gesetzt. Dann ist Vf(z) + ATy = 0 und daher z eine
kritische Losung von (P), wenn y > 0. Ist dies nicht der Fall, so wihle man einen Index
[ € I mit y; < 0. Wir setzen [ := I\ {I}, P:= I — AT(A;AT)7 A} und p:= =PV f(2).
Wir wollen zeigen, dass p eine zulédssige Abstiegsrichtung ist. Zunéchst beweisen wir,
dass p # 0. Angenommen, es wire p = 0. Mit

yi=—(A AN AV f(2),  §o=—(4AT) AV f (@)

ware
Vi(x)=—-Aly=—ATj
bzw.
(%) ~Vf@) =ya+ Y wyiai=Aly=Alj= Y g,

ie\{l} ieI\{l}

was wegen y; # 0 ein Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von {a;}ier bedeutet.
Wegen
V@) 'p =~V (@) PVf(x) <0

ist p eine Abstiegsrichtung. Es ist aiTﬁ = 0 fiir alle i € I und daher p ecine in = zuléssige
Richtung, wenn auch noch a;fﬁ < 0 nachgewiesen werden kann. Aus

~Vi@) =g+ Y via
€I\{l}

erhilt man unter Beriicksichtigung von a!p =0, i € I\ {l}, y; <0 und Vf(x)Tp <0,

dass

Vf(a)p
Y

womit die Behauptungen sdmtlich bewiesen sind.

alp = — <0,

Sei M C R™ nichtleer, konvex und abgeschlossen (z. B. sei M ein Polyeder) und f: R" —
R auf einer offenen Obermenge von M stetig differenzierbar. Wir nennen x € M eine
kritische Lisung von (P), wenn V f(z)7 (z — x) > 0 fiir alle z € M, also die notwendige
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Optimalitdtsbedingung erster Ordnung erfiillt ist. Mit Pp;: R® — M sei die Projekti-
onsabbildung auf M beziiglich der euklidischen Norm || - || bezeichnet. Sei € M keine
stationére Losung der Aufgabe

(P) Minimiere f(z), z€ M,
und z(t) := Py(z — tV f(x)). Man zeige:

(a) Esist x # x(t) fiir alle t > 0.
(b) Es ist

o I S0
t=0+ V f(x)T (x — x(t)) .

(c) Esist f(x(t)) < f(z) fir alle hinreichend kleinen ¢ > 0.
Loésung: Wegen der Charakterisierung der Projektionsabbildung Py ist
[z —tVf(z) — Py(z — tVf (@) (2 — Pu(z — tVf(z)) <0 fir alle z € M.
Angenommen, fiir ein ¢t > 0 sei x = Py(z — tV f(x)). Dann ist
—tVf(2)T(z —2) <0 fir alle z € M

und folglich, im Widerspruch zur Voraussetzung, x eine kritische Losung von (P).

Wegen der Charakterisierung der Projektion z(t) = Py(z — tV f(z)) ist insbesondere
0 < [z(t) — (. = tVf ()] (z — z(t)) fir allet > 0

und daher )
Vi) (z—z(t) > ;Hx —z(t)]* >0 fiir alle ¢ > 0.

Weiter ist

V@) (@ —xz(t) t°
wobei wir ausgenutzt haben, dass ||z — z(t)|| = O(t) wegen
o —z(@)|| = |Py(x) = Pu(z =tV ()| <t[[Vf(x)|  fir alle t > 0.
Die Behauptung folgt, wenn wir zeigen kénnen, dass

i VI@)T @ = 2(0)
t—0+ t

> 0.
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Angenommen, dies sei nicht der Fall. Dann existiert eine Nullfolge {¢;} C R4 mit

V(@) (@ — a(t))

lim =0.
k—oc0 tr
Fiir ein beliebiges z € M wére dann
Vi@ —w) = V@) @ (b)) + V@) - al)
> 7@ e - o) + 7 (olte) — 2 o(0) - )
> o) - =)
X T r—Xx 1/2
> V@) - I - ety (L)

fiir alle k, woraus mit k — oo folgt, dass Vf(z)T(z —x) > 0 bzw. 2 € M eine kritische
Losung von (P) ist, ein Widerspruch zur Voraussetzung.

Die letzte Behauptung folgt offenbar sofort aus der eben bewiesenen, da etwa

F(@) = F(t) 2 5V ) @~ 2(0) 2 o e~ 2(0)?

fir alle hinreichend kleinen ¢ > 0.

6.5 Aufgaben in Kapitel 5

6.5.1 Aufgaben in Abschnitt 5.1

1. Gegeben sei das quadratische Programm
1
(P) Minimiere f(z):=clx + iazTQ:U auf M :={zxeR":h(z):= Az —-b=0}

mit symmetrischem, positiv definitem @ € R™*™ und A € R™*™ mit Rang (A) = m.
Man bilde die quadratische Straffunktion ®, und berechne das unrestringierte Minimum
z(o) von ®,. Man zeige, dass z* := lim,_o x(0) existiert und die eindeutige Losung
von (P) ist. Ferner iiberlege man sich, dass auch der Lagrange-Multiplikator zu z*
eindeutig ist und durch lim,_, o, ch(z(c)) gegeben ist.

Losung: Die quadratische Straffunktion zu (P) ist durch
T L7 g 2
O, (x):=c z+ % Qr + §HAac =
gegeben. Wegen
Vo, (z)=c+Qx+ AT (Az —b) = (Q+ AT Az + ¢ — 0 ATD

ist bei
z(0) == (Q + AT A) o ATb —¢)
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das unrestringierte Minimum von ®,. Die Losung z* von (P) und den zugehorigen
Lagrange-Multiplikator y* berechnet man als Lésung von

Viz)+h(z)Ty =0, h(z) =0

bzw. des linearen Gleichungssystems
Q AT r\ ([ —c
A 0 y ) b )’

¥ =—Q le4+QTAT(AQ AT L AQ te+b),  yf=—(AQ AT L(AQ le+0).

Folglich ist

Bei der Berechnung von lim,_,o, 2(0) benutzen wir eine Singuldrwertzerlegung von
Q1247 also eine Darstellung der Form

~

QAT = U < . ) VT,

wobei U € R™" und V € R™™ orthogonal sind und ¥ = diag (01,...,0pm) eine
Diagonalmatrix mit den positiven Singulirwerten von Q'/2A7 auf der Diagonalen.
Dann ist

z(o0) = (Q+0cATA)HcATh—¢)
— Q—l/2([+ O,Q—I/QATAQ—I/Q)—I(O_Q—I/QATb . Q_1/2C)

by T & T
I—|—0U< 0>VIV(E 0)U

= oo (e 0] o (2 v
Y (I+0o2%)~1 0 N
(U )3
=12 (I+ 0'22)_1
R

Q—I/Q

0
1

—1
- QYU ( Eo > vy — QYU < 00 ) UTQ=Y%2¢  mit o — oco.

Andererseits ist

= Q AT(AQ AT L (AQ te+b) — Qe
Q71/2Q71/2AT(AQfl/QQfl/QAT)fl(AQfl/QQfl/QC+ b) . Q71/2Q71/2C

Q—1/2U< é 8 ) UTQ_1/20+Q_1/2U( E(;l ) VTh— Q12012
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Damit ist lim,_, o 2(0) = 2* nachgewiesen. Weiter ist

olAz(o) —b] = o[AQ+cATA) N cATh—c) — b]
_ J[AQ_l/ZU < ox(I +Oa§]2)—1 ) VTh b
A1) (I+o5H)™t 0 1y
AQ 12U< 0 I>UTQ126:|

= oV +0o2) Wb —oV( ST +032)7L 0)UTQ V2
— Ve VT —v( £t 0)UTQ Y% mit o — co.
Andererseits ist
y* = —(AQ AT TN (AQ e +b)
_(AQ—I/QQ—I/QAT)—I(AQ—I/QQ—I/QC_I_ b)
)y
0
= V(1 0)UTQ V2e—-vs2vTh.

- [V( S0 )UTU( )VT]_l V(S 0)UTQ et

Damit ist auch lim,_,o ch(z(0)) = y* nachgewiesen.

2. Gegeben sei das quadratische Programm
1
(P) Minimiere f(z):=clx + imTQx auf M :={zxeR":h(z):=Ax—-b=0}

mit symmetrischem, positiv definitem @ € R™*™ und A € R™*"™ mit Rang (A) = m.
Man betrachte die unrestringierte Optimierungsaufgabe

(PY) Minimiere W, (z) := f(z) + (y*) h(z) + tol|lh(z)]?, =z eR",

(e

wobei y* der (eindeutige) Lagrange-Multiplikator zur Losung x* von (P) ist. Man zeige,
dass z* fiir jedes o > 0 die eindeutige Losung von (P}) ist.

Losung: Es ist
VU, (z) =c+ Qz + ATy* + 0 AT (Az — b) = 0.

Da V2U,(z) = Q + 0 AT A positiv definit ist, ist ¥, fiir jedes o > 0 strikt konvex.
Wegen V¥, (2*) = 0 ist 2* eindeutiges Minimum von (P}).

3. Gegeben sei (siehe P. Spellucci (1993, S.394)) die Optimierungsaufgabe
) { Minimiere f(x) := m% +4x179 + 5x% — 1021 — 20292 auf
M :={x € R?: h(x) := 21 + 22 — 2 = 0}.
Dieser Aufgabe ordne man die unrestringierte Optimierungsaufgabe
(P,) Minimiere ®,(z) := f(z) + s0h(z)?, z € R?

zu. Man bestimme die Losung z(o) von (P,) und bestétige die Aussage von Aufga-
be |1} berechne also z.B. die Losung z* von (P) und weise z* = lim,_,o z(c) nach.
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Weiter bestimme man den zu z* gehérenden Lagrange-Multiplikator y* und zeige, dass
lim, o0 oh(z(0)) = y*.

Loésung: In Matrix-Schreibweise lautet die gegebene Optimierungsaufgabe:

T T
Minimiere f(a;):<:;8) (i;)—l—%(i;) <i 13)(2) auf
M::{xeRQ:(l 1)(”31)—2:0}.
T2
Als Losung von (P,) berechnet man
~1
o = (5w ) e () o] ()2 ()
(240 440\ [ 1042
N 440 1040 20 + 20
B 1 10+0 —(4+0) 10 + 20
T 4(140)\ —(4+0) 240 20 + 20
_ 1 10+o0o
21+ 0) 3o

%()

Ol Do

N N[

)

ist dies eine erste Bestdtigung des theoretischen Ergebnisses. Als Lagrange-Multiplika-
tor berechnet man sehr einfach y* = 3. Weiter ist

3
T [10+0+30]—2=-—2 3=y

O'h(l"(g)):m 1+o

Damit ist in diesem Spezialfall das theoretische Ergebnis von Aufgabe [I] bestétigt.

Gegeben sei die Optimierungsaufgabe (siehe P. Spellucci (1993, S. 453))

(P)

Minimiere f(z) := (1 + 2)%2 + 9(z2 + 3)?> unter der Nebenbedingung
g(x) =1—21 —22 <0.

(a) Man berechne die Losung z* von (P) und einen zugehorigen Lagrange-Multipli-
kator u*.

(b) Bei gegebenem o > 0 bestimme man die Losung x(o) der unrestringierten Opti-

mierungsaufgabe

(P,) Minimiere ®,(x) := f(z) + gmax(g(:v), 0)%, 2z €R?

und zeige, dass lim,_,o (o) = z*.
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(c) Wie erhélt man durch Losen von (P,) fiir hinreichend grofes o eine Niherung fiir
den Lagrange-Multiplikator u*?

Losung: Aus dem Satz von Kuhn-Tucker erhélt man sehr leicht die Lésung x* und den
zugehorigen Lagrange-Multiplikator u* durch

L1 w2 5
:1:—5 E u—5.

Zur Losung der unrestringierten Optimierungsaufgabe (P,) beachten wir, dass
V@, (2) = V[(z) + omax(g(z),0)Vg(z).

Es ist leicht zu sehen, dass es keine kritische Losung = von (P,) mit g(x) < 0 gibt.
Daher bestimmen wir z(co) als Losung von

(it )ermamm ()= (5),

(o) = 1 —18 + 170
T 9450\ —27—120 )

Offensichtlich ist limy 0 x(0) = z*. Es ist

Man erhalt

Damit ist die Aufgabe gelGst.
5. Gegeben sei die zuldssige, restringierte Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z) auf M :={x € R":g(x) <0, h(z) =0}

und hierzu die unrestringierte Optimierungsaufgabe

l
(P,) Minimiere W, (z):= f(x)+ a(Z max(g;(x),0) + ||h(x)||1), x e R".
i=1

=:5(x)
Existiert dann ein o* > 0 und ein z* € R™ derart, daf z* fiir alle ¢ > o* eine (globale)
Losung von (P,) ist, so ist z* eine Losung von (P), insbesondere also zuléssig fir (P).

Hinweis: Siehe S.-P. Han, O. L. Mangasarian (1979, Theorem 4.1)@7 der Beweis ist
einfach.

Losung: Wir zeigen zunéachst, dass z* zuldssig fiir die restringierte Optimierungsauf-
gabe (P) ist. Angenommen, dies wére nicht der Fall. Dann wére

l
S(x*) = max(gi(z"),0) + [|h(z)|[ > 0.
=1

0HAN, S.-P. AND O. L. MANGASARIAN (1979) “Exact penalty functions in nonlinear program-
ming.” Mathematical Programming 17, 251-269.



302

Losungen zu den Aufgaben

Sei & € M ein beliebiger, fiir (P) zulédssiger Punkt und

(CESCa W)

S

Dann ist

f(@) = Vo(z) 2 Uo(z¥) = f(27) + 0 S(a") > f(2),
>0

was ein Widerspruch ist. Um zu zeigen, dass z* eineLosung von (P) ist, geben wir uns
ein beliebiges © € M vor, ferner sei 0 > ¢*. Da z* eine Losung von (P,) ist, ist dann

f(@®) = Vo (") < Uo(x) = f(2),
also z* eine Losung von (P).

Gegeben sei die restringierte Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z) auf M,

wobei f:R"™ — R stetig und M C R”™ abgeschlossen ist. Mit ¢ > 0 betrachte man
hierzu die unrestringierte Aufgabe

(P,) Minimiere P,(x):= f(z) +0S(z), =z €R",

wobei S:R"™ — R stetig ist mit

=0 fir z€ M,
S(x){ >0 fir = ¢ M.

Ist dann o* € M eine isolierte, lokale Losung von (P), so existiert ein o* > 0 derart,
dass es zu jedem o > o* ein Paar (z(0),€(0)) € R™ x Ry mit

z(o) € B(z*;¢(0)), lim e(o) =0

g—00

und

P,(z(0)) < P,(z) fir alle z € B(z*;¢(0))
gilt, wobei B(z*;¢(0)) die offene (euklidische) Kugel um z* mit dem Radius €(o) be-
deutet.

Hinweis: Siehe T. Pietzykowski (1970J] Der Beweis dort ist iiberraschend verwickelt.
Wer schafft einen einfacheren?

Losung: Bisher ist diese Aufgabe nicht befriedigend gelost worden.
Gegeben sei die Optimierungsaufgabe

l
®.) Minimiere U, (z) := f(z) 4+ o <; max(g;(2),0) + || h(z) ||1>

auf M:={zeR":l<z<u}.

UPIETRZYKOWSKI, T. (1970) “The potential method for conditional maxima in the locally compact
metric spaces.” Numer. Math. 14, 325-329.
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Hierbei seien [, u € R™ zwei Vektoren mit [ < u (eine Verwechslung der unteren (lower)
Schranke [ mit der Anzahl [ der g; sollte vermieden werden). Man tibertrage den Begriff
der kritischen Losung auf die Aufgabe (P,) und gebe notwendige und hinreichende
Bedingungen dafiir an, dass ein x* € M kritische Losung von (P, ) ist.

Losung: Man nennt z* € M eine kritische Losung von (P,), wenn W/ (z*;p) > 0 fiir
alle p € F(M;x*). Hierbei ist der Kegel der zuldssigen Richtungen F'(M;x*) in diesem
Falle (also fiir Box-Constraints) durch

>0 falls % =1,
) — .. - J 7
F(M’x){peR 'pﬂ{ <0, falls x;_uj.}

gegeben. In Lemma haben wir die Richtungsableitung W/ (z*; p) berechnet. Es ist

U (z*p) = Vf(z¥) p+a<z max(Vg;(z )+ Zanl
iel* igr*
+Z|th( p\+251gn )V h(@*)" )
JjeJ* jeJ*

Hierbei ist

I ={ie{l,...,1}: gi(z) =0}, J={je{l,...,m}: hj(z*) =0},
ferner sind 7;, i € {1,...,1} \ I*, durch

1, falls gi(z%) >0, . .
i { 0, falls gi(z*) <0, Pe{l N

definiert. Wir wollen zeigen:

e z* € M ist genau dann eine kritische Losung von (P, ), wenn Zahlen 4;, i € I*,
und 9, 7 € J*, sowie \*, u* € R" existieren mit

0<u; <1 (iel"), -1<9; <1 (je€J),
und

Mot =0, )@ 1) = (1) (w—a") =0
sowie

0 = Vf( + g <Z Uzv91 + Z TzVQZ
iel* 1EI*
+ Z 0;Vh;(x*) + Z sign [hj(2™)]Vh;(x )) — N+ pt.
jeJgx jaJr

Zum Nachweis dieser Behauptung definieren wir zur Abkiirzung

Jr={je{l,...,n}a] =1}, Jo={je{l,...,n}: 2 = uj}.

Zunachst nehmen wir an, es wiirde Zahlen 4;, ¢ € I*, und 9;, j € J*, sowie A*, u* € R"
mit den angegebenen Eigenschaften existieren. Wegen der Gleichgewichtsbedingungen

W) (@ = 1) = (1) (w—a") =0
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ist A7 = 0 fiir j ¢ J;" und entsprechend pj = 0 fir j ¢ J;. Fir ein beliebiges p €
F(M;z*) ist dann

U (z*;p) = V) p+ a<z max(Vg;(z*)Tp,0) + Z 7iVgi(z*)Tp

il i I

+ > Vhy(2*) pl + ) sign [ (z*)|Vhy(2*)" )

jeJr JgJ*
= a(Z[max(Vgi(x*)Tp, 0) — @;Vgi(z*) p]

iel* >0

S VR ()Tl - @thj(:r*)Tp}) O Tp— (1)

JEJ*

>0 >0 <0
> 0,

also * € M eine kritische Losung von (P,). Umgekehrt nehmen wir nun an, z* € M
sei eine kritische Losung von (P,). Wir machen einen Widerspruchsbeweis und nehmen
an, es gabe keine 4;, i € I*, 9;, j € J* sowie )\;, JjeJf, u;, j € Jy, mit den angebenen
Eigenschaften. Dann wire das Gleichungs-Ungleichungssystem

a<z u; Vgi(x™) + Z ’L)thj(ZL‘*)) - Z Ajej + Z wie; = c,
i€~ jeJ* JjeJ; jeds
0<wu; <1 (iel"), -1<v; <1 (jelJ¥,
Aj>0 (JeJ)), pi >0 (jedy)
nicht 16sbar. Hierbei haben wir
==V f(z") — a(Z 7:Vgi(x Z sign (h;(x*))Vh;(z )>
g I* jEJ*
gesetzt. Zur Vereinfachung der Notation definieren wir die Matrizen
A= (Vgi(z"))ier~, B:=(Vhj(@"))jes, C:=(ej)jesr, D:=(ej)jess,
ferner die Vektoren
u=(wicr, v=(vj)jer, A=N)jes, n=(u)jes;

Ferner sei e ein Vektor geeigneter Lénge, dessen Komponenten alle gleich 1 sind. Die
Widerspruchsannahme besagt dann, dass das Gleichungs-Ungleichungssystem

oc(Au+ Bv) —CA+Dpu=c¢, 0<u<e, —e<v<e, A>0, pu>0

nicht 16sbar ist. Etwas anders geschrieben bedeutet dies, dass

c cA oB -C D u

e I 0 0 0 v

. — 0 7 A\ S {0} X RZO X RZO X RZO
€

0
0 -I 0
)

0
0 Iz
(u,v, \, 0) € R

ZOXRXRZOXRzo
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nicht 16sbar ist. Das verallgemeinerte Farkas-Lemma liefert die Existenz eines 4-Tupels

(Q7a7677) € R™ x RZO X RZO X RZO

mit
cAT I 0 0 q
oBT 0 I -I a
T o0 0o 0 3 ER20X{0}XR20XRZO
DT 0 0 0 0%
und
T
c q
e «
. 3 < 0.
€ 8
Mit p := —q bedeutet dies, dass
—0A"p+a>0, —oB'p+B-y=0, C'p>0, D'p<o0

und
—cIprelatel(B+7) <.

Komponentenweise bedeutet dies, dass
oVgi(z) p<a; (iel"), oVhi(x)p=6;—7v (€T

und
p;i=20 (GeJ), p;<0 (GEJ)

—c"p+ ) it ) (Bi+7) <0

il jeJg

sowie

Hieran erkennen wir, dass p € F(M;z*) eine zuldssige Richtung ist. Weiter ist

U (z*p) = Vf(z¥) p+a<z max(Vg;(z )+ Zanl
iel* igr*
+ > IVhi() ol + ) sign[hy(@*)]Vhy(a*)" )
JjeJ* jeJ*
= —c p+a<2max Vai(z*)p,0) + Z |Vh;(x >
iel* JjeJ*
< —c p+ max(a;,0) +
2 i 22* 185 = 5
i€l —a; jeJ <B]v+’Y]
< —dp+ ) ait Y (Bi+)
iel* jeJ*
< 0.

Also existiert in x* eine zuléssige Abstiegsrichtung, ein Widerspruch dazu, dass x* eine
kritische Losung ist.
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8. Der restringierten, nichtlinearen Optimierungsaufgabe

(P) Minimiere f(z) auf M :={zx € R":g(x) <0, h(z) =0}
mit glatten f:R” — R, g: R” — R! und h:R® — R™ ordne man die unrestringierte
Optimierungsaufgabe
(P,) Minimiere Y, (z):= f(z) +oP(x), z=€R"
mit
P(x) := max(0, g1 (x), ..., gi(x), |hr(x)], .., |hm(2)])

zu. Man berechne die Richtungsableitung W/ (z*;p) in einem Punkt 2* € R™ in die
Richtung p € R™ und gebe notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir an, dass
x* eine kritische Losung von (P,) ist, also W/ (z*;p) > 0 fiir alle p € R™ gilt.

Losung: Wir definieren die Indexmengen

I':={ie{l,...,1}: gi(z*) = P(z™)}, J={je{l,....,m} : |hj(@")| = P(z")}.

Die Richtungsableitung von P in x* in Richtung p ist gegeben durch

max<0 max Vg;(x “)Tp, max |Vhj(x*) p|>, P(z*) =0,
P'(z%;p) = = =
max <Ilréz}x Vgi(z*)Tp, ]Hé?ﬁ(sign (hj(a:*))th(x*)Tp>, P(z*) > 0.
Folglich ist

U (a*5p) = Vf(z") p+oP'(a%p).
Wir wollen zeigen:

o z* ¢ M ist genau dann eine kritische Losung von (P,), wenn ! > 0, i € I*, und
vj >0, j € J*, existieren mit

0=Vf(z*)+ a(Zu Vgi(z*) + Y visign (h;(z*))Vhy (33*)>

iel* JjEJ*

Zu —I—Zv =1.

iel* jeJ*

und

Denn: Zunéchst nehmen wir an, dass v und v mit den angegebenen Eigenschaften
existieren. Dann ist

U (x%p) = Vf*) p+omax <néz}x Vi (z*)p, max sign (hj(x*))Vh; (x*)Tp>
3 * j *

= omax (max Vgi(z*)T'p, max sign (hj(z*))Vh; (:c*)Tp>
* ]e *

el

—a<2 uiVgi(z*)Tp+ Y visign (hj(a*))Vh; (x*)Tp>

il jegx

0 max <max Vai(z*)Tp, max sign (h;j(z*))Vh; (a:*)Tp>
JjeJ*

iel*

v
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T : T
- O'(Iiléf}z( Vgi(z*) pg]; u; + ma sign (hj(z*))Vhj(z¥) p; vj)
i jeJ*

> o max (mf}x Vgi(z*)p, max sign (hj(z*))Vh; (J:*)Tp>
1el* JjeS*

— o max <m:>,ILX Vgi(z*)Tp, max sign (hj(z*))Vh; (:U*)Tp> X
* Je *

1€

x (Zuj+zu;>

il jeJg

=1
= 0.

Daher ist z* eine kritische Losung von (P, ). Umgekehrt nehmen wir an, * & M sei eine
kritische Losung von (P, ). Angenommen, die Behauptung sei falsch und es wiirde keine
(uf)ier- und (vj);es- mit den angegebenen Eigenschaften geben. Mit den Matrizen

A= (Vgi(z"))ier, B = (sign (hj(z"))Vh;(z))jes-

hétte das System

(7 @) ()= (0)=()

keine Losung. Das Farkas-Lemma zeigt die Existenz eines Paares (¢, ) mit

cAT e ¢\ (0 Vi) \ [ q <0
oBT e o )= \0)’ 1 0 '
Mit p := —q impliziert dies, dass

0 max (melxx Vgi(z*)Tp, mz}xsign (hj (x*))th(a:*)Tp) <6< —Vf*)p.
el* jeJ*

Folglich ist W/ (z*;p) < 0, ein Widerspruch dazu, dass z* eine kritische Losung von
(Pgy) ist.

9. Gegeben sei die konvere Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z) auf M :={x e R":g(z) <0, h(z) =0},

die Zielfunktion f:R™ — R sei also konvex, die Restriktionabbildung ¢: R* — R!
komponentenweise konvex und h: R™ — R™ affin linear. Sei * € M eine Lésung von
(P), ferner gelte die Slatersche Constraint Qualification, es existiere also & € R™ mit
9(Z) < 0 und h(z) = 0 und die Abbildung h sei surjektiv. Ist dann (u*,v*) eine Losung
des zu (P) dualen Programms, so ist z* fiir alle 0 > o* := max(||u*||co, [[v*||cc) eine
globale Losung von

l
(P,) Minimiere W, (z):= f(x)+ a(Z max(g;(x),0) + ||h(:v)||1), x e R".
i=1
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Hinweis: Eine etwas allgemeinere Version der obigen Aussage findet man bei S.-P. Han,
O. L. Mangasarian (1979, Theorem 4.9). Man sollte aber nicht dort nachsehen, sondern
den einfachen Beweis selber finden.

Losung: Die zu (P) gehérende Lagrange-Funktion ist
L, u,v) = [(2) +uT g(x) + vTh(z),
das zu (P) duale Programm ist
Maximiere ¢(u,v):= inf L(x,u,v) auf
(D) z€R™
N = {(u,v) ER x R™ : u >0, ¢(u,v) > —o0}.

Da die Slatersche Constraint Qualification vorausgesetzt ist, besitzt (D) eine Losung
(u*,v*) und es tritt keine Dualitétsliicke ein. Mit der Losung z* von (P) ist also

f(@*) = o(u”,v") < L(x,u*,v") fiir alle x € R™.
Fiir ein beliebiges x € R" und ¢ > ¢* := max(||u* ||, ||v*||oc) ist daher

Vo (") = f(2")
< L(z,u*,v%)

|
~
—
8
N—
+
@:
<
O
+
uc*
>
S
2

i=1 37 =1
< fa)+ Y uf max(gi(@),0) + 3 o] by )]
i=1 j=1
[
<10+l Y max(n(e),0) + 0 o @)
l =1
< f@)+ a<Z max(gi(),0) + Hhmnl)
=1

= U, (x).

Damit ist die Behauptung bewiesen.

6.5.2 Aufgaben in Abschnitt 5.2

1.

Sei C' C R™ nichtleer, konvex und abgeschlossen. Fiir ein x € C und ein p € R" sei
{z+tp:t >0} CC, also der gesamte von z in Richtung p ausgehende Halbstrahl in C
enthalten. Man zeige, dass fiir ein beliebiges z € C' auch der Halbstrahl {z +t¢p: ¢t > 0}
in C' enthalten ist.

Losung: Ein merkwiirdig komplizierter Beweis ist bei R. T. Rockafellar (1970, Theorem
8.3) zu finden. Einen einfacheren Beweis geben wir jetzt an. Seien z € C' und s > 0
gegeben. Angenommen, es ist z+ sp € C. Der starke Trennungssatz liefert die Existenz
eines y € R™ mit

T(z 4 sp) < v := inf yTu.

y ueC



6.5 Aufgaben in Kapitel 5 309

Insbesondere ist
y (24 sp) < v <yl (x +tp) fiir alle ¢t > 0.
Hieraus folgt y”p > 0. Wegen z € C ist andererseits
yztsy'p<y<y’z
und daher yTp < 0, ein Widerspruch.
2. Sei f:R™ — R konvex. Man zeige:

(a) Fiir jedes x € R™ und jedes p € R™ existiert (im eigentlichen oder uneigentlichen

Sinne)
() = tim L&) =S (@)

t—00 t

und ist durch

foo(p) = sup [f(z +p) — f(2)]

z€R”™
gegeben, ist also insbesondere (wie die Notation es erwarten ldsst) von x unab-
hangig.
(b) Die konvexe Optimierungsaufgabe

(P) Minimiere f(z) auf M :={z e R":g(x) <0, h(z) =0}

sei zuldssig. Dann ist die Menge Moy der Losungen von (P) genau dann nichtleer
und kompakt, wenn das System

foo(p) <0, (gi)oo(p) <0 (i:1,...,l), h,pZO
nur trivial 16sbar ist.

Losung: Um in (a) die Existenz von limy_,o[f (2 +tp) — f(x)]/t nachzuweisen, beachte
man, dass die durch
fla+tp) — f(x)

t
definierte Funktion h: Ry — R auf R monoton nicht fallend ist. Denn ist 0 < s < ¢,
so ist

h(t) :=

s s
T+ sp = <1—t>x+t(x+tp).

Aus der Konvexitdat von f folgt

flassp) < (1-3) 500 + 51w+,

danach durch Umordnen h(s) < h(t). Damit ist die Existenz von fs(p) gezeigt. In (a)
bleibt zu zeigen, dass

foo(p) = sup [f(2 +p) — f(2)].

zeR™

Hierzu zeigen wir zunéchst, dass

f(x_'_tp) _f(x) < sup [f(Z —I—p) —f(Z)}

13 z€ER?
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fir alle t > 0, x € R™. Denn: Seien ¢t > 0 und = € R" fest. Fur ¢t € (k — 1,k] mit k € N
ist

flx+tp) = f(z) _ flz+kp)— fz)

t = k
flz+(k—=1)p+p)— flz+ (k—1)p)
sup [f(z +p) — f(2)],

z€R"™

IA A

womit (nach ¢ — oo0) die behauptete Ungleichung bewiesen ist. Zu zeigen bleibt die
umgekehrte Ungleichung. Wieder sei © € R" fest vorgegeben. Wir nehmen an, es sei
foo(p) < 0o (andernfalls zeigt die erste Ungleichung schon die Richtigkeit der Behaup-
tung). Wir definieren den sogenannten Epigraphen von f durch

epi(f) := {(z,p) € R" xR: f(z) < p}.

Wegen der Konvexitéat von f ist epi(f) eine konvexe Menge, da auf dem R™ konvexe
Funktionen dort auch stetig sind, ist epi(f) auch abgeschlossen. Ferner ist

(z, f(7)) + t(p, foo(p)) € epi(f)  fiir allet > 0.

Da (z, f(2)) € epi(f) fiir alle z € R™, liefert eine Anwendung der Aussage von Aufgabe
[ dass

(2, f(2) +1(p, fo(P)) = (2 +1tp, f(2) + tfoo (D))
€ epi(f) fiir alle z € R™ und alle t > 0

bzw.
fz+1tp) < f(2) +tfso(p) fiir alle z € R” und alle ¢ > 0.

Insbesondere ist
f(z+p) = f(2) < foo(p)  fiir alle z € R?

und daher
sup [f(z +p) — f(2)] < [ (D)

2€R™
Damit ist der Beweis von (a) vollstdndig.

Nun zum Beweis von (b). Zunéchst nehmen wir an, es existiere ein p € R™ \ {0} mit

(*) foo() <0, (9i)oo(p) <0 (i=1,...,1), Ap=0.

Mit einem beliebigen z* € Mgy zeigen wir, dass z* + tp € Mgy fiir alle ¢ > 0 bzw.
Mpt nicht kompakt ist. Denn fiir alle ¢ > 0 ist

[ +tp) — f(z¥)
t

< foolp) <0

und daher f(z*+tp) < f(z*), aus goo(p) < 0 und A/(p) = 0 folgt entsprechend z*+tp €
M und damit insgesamt z* + tp € Moy fiir alle t > 0. Damit ist gezeigt: Ist My
nichtleer und kompakt, so ist das System (*) nur trivial 16sbar. Nun nehmen wir an,
das System (*) sei nur trivial lésbar und zeigen mit einem xy € M, dass die Niveaumenge

Lo:={z € R": g(x) <0, h(z) =0, f(z) < f(zo)}
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(nichtleer und) kompakt ist, woraus natiirlich auch folgt, dass Mp¢ nichtleer und kom-
pakt ist. Angenommen, dies sei nicht der Fall. Dann existiert eine Folge {z}} C Lo mit
|zk|| = co. O.B.d. A. kénnen wir annehmen, dass z /||| — p, wobei natiirlich p # 0.
Wir wollen zeigen, dass p eine (nichttriviale) Losung von (x) ist. Nun ist

0= h(zy) = Kag + h(0)

und daher A'p = 0 nach Division mit ||| und dem Grenziibergang k — oco. Sei t > 0
vorgegeben. Fiir alle hinreichend grofen k ist t/||zk|| € (0,1] und daher

(g ) < (e e

<0
< <1 - ”;H)g(ﬂco)-

g(xo +tp) — g(xo) <0 fiir alle t > 0,

Mit dem Grenziibergang k — oo folgt

nach Division mit ¢ und dem Grenziibergang t — 400 folgt goo(p) < 0. Praktisch genau
so folgt, dass auch fo(p) < 0 und damit p eine nichttriviale Losung von (x) ist.

3. Gegeben sei die konvexe, quadratisch restringierte quadratische Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z) auf M :={zx € R":g(x) <0, h(x) =0},
wobei
f(z) :=clz+ %l‘TQoIL‘, gi(z) == Bi +cl'z + %mTQix (i=1,...,1)

und
h(z):= Az —b

mit symmetrischen, positiv semidefiniten Matrizen Qq, @1, ..., ;. Weiter setzen wir
voraus, dass (P) zuléssig ist. Man zeige:

(a) Die Menge My der Losungen von (P) ist genau dann nichtleer und kompakt,
wenn das System

(%) cIp<0, Qip=0 (i=0,...,1), Ap=0

nur trivial 16sbar ist.

(b) Die Lagrange-Funktion L: R™ x R! x R™ — R zu (P) ist natiirlich durch
L(z,u,v) = f(x) + g(z) u+ h(z)Tv
gegeben. Das zu (P) duale Programm ist bekanntlich
Maximiere ¢ (u,v) := $ien[£n L(z,u,v) auf

(D)
N = {(u,v) €ERE x R™ : 1 >0, ¢(u,v) > —o0}.
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Da eine konvexe quadratische Funktion genau dann auf dem R™ nach unten be-
schrankt ist, wenn ihr Gradient eine Nullstelle besitzt, ist die Menge der dual
zulassigen Losungen durch

N ={(u,v) eER'xR™: 4 >0, 32 €R" mit V,L(z,u,v) =0}

gegeben. Weiter sei
N%:= {(u,v) € N :u > 0}.

Man zeige: Die Menge Moy, der Losungen von (P) ist genau dann nichtleer und
kompakt, wenn

(%) dp=0, Qp=0 (i=0,...,1), Ap=0
nur trivial 16sbar ist und N nichtleer ist.
Losung: Es ist

. fle+tp) — f(x
) = i LI
= (co+Qox)'p+ %tlggo tp” Qop
_ cdp, falls Qop =0,
N +00, falls  Qop # 0.

Aus der vorigen Aufgabe folgt dann sofort (a), da goo(p) entsprechend berechnet werden
kann.

Zum Beweis von (b) nehmen wir zunéchst an, Mgy sei nichtleer und kompakt und
daher das Gleichungs-Ungleichungssystem () nur trivial losbar. Trivialerweise ist dann
das Gleichungssystem (%) nur trivial 16sbar, so dak noch N # @ zu zeigen ist. Da (x)
nur trivial 16sbar ist, ist

l T
CZTPSO, Qip=0 (i=0,...,1), Ap=0, <ch> p <0
1=0

nicht 16sbar. Eine Anwendung des (verallgemeinerten) Farkas-Lemmas liefert die Exi-
stenz von §; > 0, z; € R™, i =0,...,l und w € R™ mit

l l
Y (1 +8)ei+ Y Qizi— ATw =0,
=0

=0 i=

Wegen 1 +68; > 0,4 = 0,...,[, kann man hieraus auf N # ¢ schliefen. Denn man

definiere
1 1

20 1= Ai:: 7 'Zl,...,l
=T AT araatey s ¢ )
sowie L4+s )
= : p=1,...,1), = .
=g, L

Dann ist u = (u;) > 0 und

l
co+ Qoo+ Y ui(ci + Qizi) + ATv = 0.
=1
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Wir wollen uns nun iiberlegen, dass das lineare Gleichungssystem

I !
<Q0 +y UiQi) z=Qof+ Y uwiQi%i
im1 i=1

eine Losung z besitzt. Ist dies der Fall, so ist (u,v) € N, also N? # (). Andernfalls
existiert (z.B. starker Trennungssatz) ein

l z
y € Kern (Qo +> uiQi)a y" <Q020 + ZUZQZZ) 7# 0.
i—1 i=1

Hieraus erhélt man den gewiinschten Widerspruch,

Umgekehrt nehmen wir an, (%) sei nur trivial 16sbar und N° # (). Angenommen,
p € R™ genilige dem System

(*) ¢fp<0, Qp=0 (i=0,...,1), Ap=0.
Sei (u,v) € Ny, insbesondere ist v > 0 und es existiert ein z € R™ mit

l

co+ Qoz + Z Ui(Ci + le) — ATy =0.
i=1
Eine Multiplikation mit p liefert
l
0=clp+ u; ol
Op z_: (2 7 p
SO =1 >0 SO

und damit ¢lp = 0,4 = 0,...,1. Also ist p eine Losung von (x*) und folglich p = 0.
Dies zeigt, dass das System (x) nur trivial 16sbar und damit Mpe wegen (a) nichtleer
und kompakt ist.
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