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1 Einleitung

Ich stelle in dieser Sammlung, fast vollig ungeordnet, einiges aus der Mathematik zu-
sammen, was sich meiner Meinung nach zu merken lohnen konnte, was also (fiir mich)
merkwiirdig ist. Einiges kann auch von mathematischen Laien verstanden werden, fiir
anderes werden wenigstens elementare Kenntnisse der Mathematik benotigt.

2 Was ist eine ,,Milchmidchenrechnung“?

Bei Wikipedia findet man: Ein Milchméadchen ist laut Grimmschem Worterbuch ein
Médchen, das die Milch besorgt und sie auch feil hat. Milchmé&dchen spielten in der
Geschichte im Bereich der Milcherzeugung und -verarbeitung eine grofie Rolle. Thre
Aufgabe umfasste u.a. Melktatigkeiten, die Butterherstellung oder auch das Verkaufen
von Milch und Milchprodukten auf dem Milchmarkt.

Milchmédchenrechnung wird abféllig die finanzielle Planung eines Vorhabens bezeich-
net, bei der abzusehen ist, dass diese das Vorhaben niemals tragen wird bzw. bei
der unterstellt wird, dass sie das Vorhaben nicht tragen kann, weil sie auf Trug-
schliissen beruht. Der Begriff geht vermutlich auf die Fabel “Die Milchfrau” von Jo-
hann Wilhelm Ludwig Gleim (1719-1803) zuriick. Erzahlt wird die Geschichte einer
Bauersfrau, die sich auf dem Weg zum Markt bereits vorstellt, was mit dem FErlos
fiir die Milch alles machbar wére, dann aber die Milch verschiittet. Wir zitieren nach
http://gutenberg.spiegel.de/, dort suche man weiter nach Gleim und Fabeln.

Die Milchfrau

Auf leichten Fiiflen lief ein artig Bauerweib,

Geliebt von ihrem Mann, gesund an Seel”’ und Leib,
Frith Morgens nach der Stadt, und trug auf ihrem Kopfe
Vier Stiibchen siile Milch, in einem grofien Topfe;


http://gutenberg.spiegel.de

Sie lief und wollte gern: <Kauft Milch!> am ersten schrei’n:
Denn, dachte sie bei sich, die erste Milch ist theuer;

Will’s Gott, so nehm’ ich heut’ sechs baare Groschen ein!
Dafiir kauf’ ich mir dann ein halbes Hundert Eier;

Mein Hiihnchen briitet sie mir all” auf einmal aus:

Gras eine Menge steht um unser kleines Haus;

Die kleinen Kiichelchen, die meine Stimme horen,

Die werden herrlich da sich letzen, und sich néhren;

Und ganz gewifl! der Fuchs, der miifite listig seyn,

Lief3” er mir nicht so viel, dafl ich ein kleines Schwein
Dafiir ertauschen konnte! Seht nur an!

Wenn ich mich etwas schon darauf im Geiste freue,

So denk’ ich nur dabei an meinen lieben Mann!

Zu mésten kostet’s mir ja nur ein wenig Kleie!

Hab’ ich das Schweinchen fett, dann kauf” ich eine Kuh

In meinen kleinen Stall, ein Kélbchen wohl dazu;

Das Kélbchen will ich dann auf meine Weide bringen,

Und munter hiipft’s und springt’s, wie da die Lammer springen!

<«Seil> sagt sie und springt auf! und von dem Kopfe fillt
Der Topf; das baare Geld,

Und Kalb und Kuh und Reichthum und Vergniigen

Sieht nun das arme Weib vor sich in Scherben liegen!
Erschrocken bleibt sie stehn und sieht die Scherben an;
<«Die schone weile Milch>, sagt sie, <auf schwarzer Erde!>
Weint, geht nach Haus’, erzéhlt’s dem lieben Mann,

Der ihr entgegen kommt, mit ernstlicher Gebehrde;
<Kind>, sagt der Mann, <schon gut! Bau’ nur ein ander Mal
Nicht Schlosser in die Luft! Man bauet seine Qual!
Geschwinder drehet sich um sich kein Wagenrad,

Als sie verschwinden in den Wind!

Wir haben all’ das Gliick, das unser Junker hat,

Wenn wir zufrieden sind!»>

Eine andere Herkunftserklarung ist die folgende: Zu der Zeit, als Milch noch in Kan-
nen von Bauernhofen geholt wurde, sagte man einigen Milchmédchen (Milchverkéufe-
rinnen) nach, die Kannen mit Wasser aufzufiillen, wenn die Milch knapp wurde. Da
sie natiirlich dennoch die volle Summe als Geldbetrag veranschlagten, entwickelte
sich der Begriff Milchmédchenrechnung. Die erste Herkunftserklarung zielt insbeson-
dere auf den Aspekt des Selbstbetruges ab, wiahrend letztere einen Betrug gegeniiber
anderen ausdriickt. Die Fabel “Die Milchfrau und die Milchkanne” (La Laitiere et
le Pot au Lait) von Jean de La Fontaine (1621-1695) wird auChE] als Ursprung ge-
nanntﬂ Das Original findet man unter http://www. jd1f.com/lesfables/livrevii/

'Fiir mich ist diese Fabel der eigentliche Ursprung des Wortes “Milchm#dchenrechnung”, denn die
Fabel von Gleim ist lediglich eine Nachdichtung.
“Diese Fabel wurde iibrigens zusammen mit fiinf weiteren Fabeln von Jacques Offenbach (1819-
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lalaitiereetlepotaulait, eine Ubersetzung unter http://www.seniorentreff.de/
diskussion/archiv4/al133.htmll

3 Die Collatz-Vermutung bzw. das (3n+1)-Problem

Auf die folgende Weise bilde man eine Folge natiirlicher Zahlen. Man starte mit einer
natiirlichen Zahl n. Ist diese gerade, so sei der Nachfolger n/2, andernfalls 3n+ 1. Man
beobachtet, dass diese Folge irgendwann mit 1 bzw. mit einem Zyklus {4,2,1} endet.
Dass dies fiir jeden Startwert n der Fall ist, das ist gerade die Collatz-Vermutung.
Néheres zur Geschichte dieser Vermutung findet man bei http://de.wikipedia.org/
wiki/Collatz-Problem. Formal definiere man die Funktion f:N — N durch

3n—+1 falls n ungerade,
fn) = g falls n gerade.

Die (noch unbewieseneﬂ) Collatz-Vermutung besteht darin, dass fiir jedes n € N ein
k € Ny := NU {0} existiert derart, dass f*)(n) = 1, wobei f*)(n) die k-te Iterierte
von f angewandt auf n (und f©(n) := n) ist. Laut S. WAGON (1985) ist die CollatA}
Vermutung fiir alle n < 3 - 10'? richtig.

Ist n = 23, so erhélt man z. B. die Folge der Iterierten

{f©O23),..., f19(23)} = {23,70,35, 106, 53, 160, 80, 40, 20, 10, 5, 16, 8, 4,2, 1}.

Fiir n = 27 benétigt man z. B. 111 Iterationen, d.h. es ist f11Y(27) = 1. Hierbei
werden erstaunlich grofie Zahlen erreicht, z. B. ist f(™(27) = 9232.

Das erste & € N mit f®)(n) = 1 wird von S. Wagon total stopping time von n
genannt, wihrend das erste k mit f*)(n) < n einfach nur stopping time genannt und
mit 0*(n) bezeichnet wird. Die Collatz-Vermutung ist richtig, wenn o*(n) < oo fiir
alle n € N (vollstédndige Induktion!). Z. B. ist 0*(23) = 8 und ¢*(27) = 96. Weiter ist
einfach einzusehen, dass 0*(n) < 3, falls n = 1 (mod 4). Denn in diesem Falle erhalt
man mit einem m € N die Iterierten

n+1 3n+1

n=14+4m, 3n+1=4+12m, = 2+406m, =1+3m < 1+4m =n.

Bei S. WAGON (1985) wird ohne Beweis ausgesagt, dass o*(n) < 13, falls n =
m (mod 256) und

m ¢ {27,31,47,63,71,91,103, 111, 127, 155, 159, 167, 191, 207, 223, 231, 239, 251, 255}.

1880) fiir eine Singstimme und Klavierbegleitung vertont.

3Auf SPIEGEL ONLINE vom 5.6.2011 kann man nachlesen, dass der Hamburger Mathematiker
Gerhard Opfer glaubt, die Collatz-Vermutung mit funktionentheoretischen Methoden Anfang Mai
2011 bewiesen zu haben. Dies ist aber wohl nicht der Fall, siche z. B. http://www.rzbt .haw-hamburg.
de/dankert/spezmath/html/collatzproblem.html

“Nach Lothar Collatz (1910-1990) benannt, der in den 1930er Jahren wohl das Problem aufgestellt
hat. Etwas zur Motivation kann man bei G. J. WIRSCHING (2001) nachlesen.
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Dies ist nicht schwer zu beweisen. Z. B. erhélt man fiir n = 23 (mod 256) die folgenden
Iterierten:

f9n) = 23+ 256m,
fM(n) = 704 768m,
f@(n) = 354 384m,
f®(n) = 106 + 1152m,
fW(n) = 534 576m,
fO(n) = 160 + 1728m,
fO(n) = 804 864m,
fD(n) = 40+ 432m,
f®(n) = 204 216m,

fiir alle diese n ist also o*(n) = 8.

Es gibt viele weitere einfach formulierbare, (noch unbewiesene) zahlentheoretische Ver-
mutungen. Z. B. besteht die von Christian Goldbach in einem Brief an Leonhard Fuler
geduflerte Vermutung in der Aussage:

e Jede ungerade Zahl grofer als 5 kann als Summe dreier Primzahlen geschrieben
werden.

Dies ist also die eigentliche Goldbachsche Vermutung. Als starke Goldbachsche Vermu-
tung versteht man die Aussage:

e Jede gerade Zahl grofier als 2 kann als Summe zweier Primzahlen geschrieben
werden.

Aus der starken folgt die eigentliche Goldbachsche Vermutung. Denn ist n > 5 unge-
rade, so ist n — 3 gerade und groBer als 2, so dass aus n = (n — 3) + 3 die Behauptung
folgt.

Nicht bewiesen ist bisher auch die Vermutung, dass es unendlich viele Primzahlzwillinge
(das sind Primzahlen mit dem Abstand 2) oder gar Primzahlvierlinge (bestehend aus
zwei Primzahlzwillingspaaren im Abstand 4, also aus vier Primzahlen der Form p,
p+2, p+ 6 und p + 8). Im Netz findet man Aussagen iiber die grofiten bekannten
Primzahlzwillinge.

Der grofie Fermatsche Satz besagt, dass die Gleichung a™ 4 b" = ¢" fiir ganzzahlige a, b,
¢ ungleich 0 und natiirliche Zahlen n grofler als 2 keine Losung besitzt. Diese Aussage
wurde von Pierre de Fermat 1637 gemacht. Sie war bis 1994 eine Vermutung, erst dann
wurde sie von Andrew Wiles bewiesenPl

°Der erste Band des Buches The Art of Computer Programming von Donald E. Knuth nennt
sich Fundamental Algorithms. Den Ubungsaufgaben wird ein Schwierigkeitsgrad zwischen 0 und 50
zugeordnet. Zur Illustration erscheint der groBe Fermatsche Satz als Ubungsaufgabe, der in der ersten
Auflage von 1968 den hochsten Schwierigkeitsgrad 50, in der zweiten Auflage von 1997 aber nur noch
den Schwierigkeitsgrad 45 erhélt!



4 Die schonsten mathematischen Satze

Im Mathematical Intelligencer Volume 10 Number 4 (1988) wurde dazu aufgerufen, den
schonsten mathematischen Satz zu wéhlen, siehe auch P. BASIEUX (2007, S. 11). Hier-
bei wurden 24 Sétze vorgeschlagen. Im Mathematical Intelligencer Volume 12 Number
3 (1990), siehe auch http://fma2.math.uni-magdeburg.de/~bessen/topten.html,
wird das Ergebnis veroffentlicht. Gewinner ist die Aussage bzw. Formel €™ = —1 oder
auch ¢™ + 1 = 0, in der die wichtigsten mathematischen Konstanten 0, 1, die ima-
gindre Einheit ¢, die Euler-Zahl e und die Kreiszahl 7 vorkommen. Eine ungewo6hnliche
Darstellung dieser Formel findet man in Abbildung[I] Diese und dhnliche Bilder findet

Abbildung 1: Die schénste Formel

man, wenn man bei Google Bilder mit |Fuler tattoo sucht. Um diese Formel zu beweisen,
muss man sich dariiber verstindigen, wie die (komplexe) Exponentialfunktion und die
Zahl 7 definiert sind. In der Analysis wird i. Allg. die Exponentialfunktion iiber ihre
Reihendarstellung, danach die reellen trigonometrischen Funktionen cos(-) und sin(-)
als Real- bzw. Imaginirteil von e definiert. Fiir z € R ist also

cos(z) 1= R(e™), sin(z) 1= J(e™),

so dass die Eulersche Formel ¢ = cos(z) +i sin(x) sozusagen per definitionem gilt. Bei
O. Forster wird weiter 7/2 als (eindeutig bestimmte) erste Nullstelle der Funktion cos
im Intervall [0, 27| definiert (was natiirlich nicht gerade eine intuitiv eingéngige Defi-
nition ist). Hieraus kann dann leicht die genannte Formel bewiesen werden, von der
(siehe Wikipedia) Spotter sagen, sie besage nichts anderes als: “Wenn man sich um-
dreht, schaut man in die andere Richtung”. Die Silbermedaille geht an die Eulersche
Polyederformeﬂ, die Bronzemedaille an die schon bei Euklid vorkommende Aussage,
dass es unendlich viele Primzahlen gibtﬂ Einige weitere der schonsten mathematischen
Satze werden auch in unserer Sammlung vorkommen, wie z. B. der Brouwersche Fix-

punktsatz auf Platz 6 (siche Abschnitt oder der Fundamentalsatz der Algebra (siehe

6Der Eulersche Polyedersatz, benannt nach Leonhard Euler, besagt: Seien E die Anzahl der Ecken,
I die Anzahl der Flichen und K die Anzahl der Kanten eines beschrinkten, konvexen Polyeders im
R3, so ist E — K + F = 2. Hierauf gehen wir in Abschnitt [19| genauer ein.

"Sechs Beweise fiir die Unendlichkeit der Primzahlen findet man im ersten Kapitel des sehr schénen
Buches von Martin Aigner und Giinther M. Ziegler mit dem (deutschen) Titel “Das BUCH der Be-
weise”, das in verschiedenen englischen und deutschen Auflagen erschienen ist.

8
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Abschnitt [38). Der Satz von Stone-Weierstra$l (siehe Abschnitt kommt auch in der
Sammlung Grofler Sitze und Schoner Beweise bei J. NaAs, W. TuTSCHKE (2009)
vor.

5 Mathematische Fangfragen

Die beiden folgenden Aufgaben habe ich dem Buch “Humor in der Mathematik” von
F. WILLE (1982) entnommen.

e Man strecke seinem Gegeniiber beide Hédnde mit gespreizten Fingern entgegen
und frage: >Wieviele Finger sind das?<

Antwort: >10.«

Frage: »Und wieviele Finger haben 10 Hénde?<

Die Antwort hierauf wird sehr oft 100 sein, was bedeutet, dass 10 - 5 nicht richtig
berechnet wurde.

e >In einem dunklen Zimmer (die elektrische Birne ist gerade durchgebrannt) befin-
det sich eine Schublade mit 12 braunen Striimpfen und 12 schwarzen Striimpfen.
Sie liegen wahllos durcheinander in der Schublade. Welches ist die geringste Zahl
von Striimpfen, die du (im Dunkeln) herausgreifen musst, um mit Sicherheit ein
Paar gleichfarbiger Striimpfe zu erhalten?<

Es ist erstaunlich, wie oft man eine falsche Antwort auf diese einfache Frage erhélt.
Eine #hnliche Aufgabe findet sich unter dem Stichwort Sockensalat bei S. MORRIS
(2007).

Die folgende Frage lasst sich leicht im Kopf 16sen. Auch hier erhélt man erstaunlich oft
falsche Antworten. Mein Vater stellte diese Frage gerne, daher die alte Wahrungsan-
gabe.

e >Flasche und Korken kosten zusammen 1.10 DM. Die Flasche kostet 1 DM mehr
als der Korken. Was kostet der Korken?<«

Die néchste Aufgabe ist sehr wahrscheinlich einmal in einer Quizsendung des Fernse-
hens vorgekommen. Jedenfalls erhielt ich vor vielen Jahren eine entsprechende Anfrage
von einem Schneidermeister aus Einbeck.

e Man denke sich um die Erde, die man sich als Kugel vorstelle, lings des Aquators
ein Seil gespannt. Anschliefend verlingere man das Seil um einen Meter und
denke es sich wieder gleichméBig um den Aquator gespannt. Was ist der Abstand
des Seils zur Oberfliche der Kugel?

Intuitiv denkt man, dass dies ein winziger Abstand sein miisste. In Wahrheit spielt der
Radius der Kugel iiberhaupt keine Rolle und der Abstand ist 1/(27) 2 0.1592 Meterf]]

8Denn angenommen, der Radius der Erdkugel sei r Meter, die Lénge eines lings des Aquators
gespannten Seiles wire dann 27r Meter. Verlingert man das Seil um 1 Meter, so ist also 27r + 1
Meter seine Linge. Der Abstand x des so verlingerten Seiles zur Oberfliche der Erdkugel berechnet
sich aus 27 (r + ) = 27r 4+ 1, woraus man x = 1/(27) erhlt.

9



Eine ganz dhnliche Aufgabe kommt in Jules Vernes Fiinf Wochen im Ballon (siehe
http://gutenberg.spiegel.de/buch/4033/1) vor:

e Dieser Gelehrte gab ihm eines Tages, in der Hoffnung, sich ihm angenehm zu
machen, folgende Aufgabe zu l6sen: Wenn die Zahl der von dem Doctor auf seinen
Reisen um die Welt zuriickgelegten Meilen gegeben ist, einen wie viel weiteren
Weg hat — in Anbetracht der Verschiedenheit der Radien — sein Kopf gemacht,
als seine Fiifle?

Die folgende Aufgabe entnehme ich dem gerade eben erwdhnten Buch von S. MORRIS
(2007).

e Hier ist ein kleiner Ausschnitt aus einem Gespréch, das ein Interviewer bei einer
Umfrage mit Frau Fischer fiihrte.

Frage: Wieviele Kinder haben Sie?
Frau F'.: Zwei.

Frage: Und wie alt, bitte?

Frau F.: Eins ist fiinf, das andere zwei.
Frage: Ist eins davon ein Junge?

Frau F.: Ja.

Wie hoch ist die Wahrscheinlichkeit, dass Frau Fischers anderes Kind ebenfalls
ein Junge ist?

Die Antwort % ist falsch, richtig ist % Denn bei zwei Kindern (wir gehen davon aus,
dass Junge und Méadchen gleich wahrscheinlich sind) gibt es vier gleich wahrschein-
liche Kombinationen, wobei das &ltere Kind vorangestellt wird: (1) Junge-Junge, (2)
Junge-Midchen, (3) Madchen-Junge, (4) Madchen-Méadchen. Die letzte fillt weg, da
wir wissen, dass ein Kind ein Junge ist. Die Wahrscheinlichkeit eines zweiten Jungen
betrégt also % Hétte der Interviewer aber auch noch wissen wollen, ob das fiinfjahrige
Kind ein Junge ist und wére diese Frage bejaht worden, so wére mit Wahrscheinlichkeit
% das zweijahrige Kind ebenfalls ein Junge. Denn jetzt sind nur noch die Kombinationen
(1) und (2) moglich.

Die Beantwortung der folgenden Aufgabe ist bei Anwendung eines geeigneten Gedan-
kenexperiments sehr einfach. Durch Einfiihrung irrelevanter Informationen kénnte man
noch etwas mehr Verwirrung stiften.

e Ein Mdnch bricht um 9.00 am Morgen auf, um einen Berg zu besteigen. Die Spitze
des Berges erreicht er um 21.00 am Abend. Die Nacht verbringt er meditierend.
Um 9.00 am néchsten Morgen bricht er wieder auf und geht genau denselben Weg
wie beim Aufstieg wieder zuriick. Er lasst sich Zeit und erreicht den Ausgangs-
punkt seiner Wanderung um 21.00. Weshalb gibt es eine Stelle auf dem Pfad, den
der Monch genau zur selben Uhrzeit beim Auf- und beim Abstieg erreicht?

Dass die Aussage richtig ist, ist vollig klar, wenn man sich vorstellt, dass am zweiten
Tag um 9.00 eine weitere Person, meinetwegen ein Monch, zum Berg aufsteigt. Diese
Person und der absteigende Ménch miissen sich auf dem Pfad irgendwo treffen.

Eine letzte sehr einfache Frage:
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e Gibt es einen Spielplan fiir die 18 Mannschaften der ersten Bundesliga, nach dem
sich fiir jede Mannschaft Heim- und Auswiértsspiele abwechseln?

6 Der Satz von Morley

Der folgende Satz von Morley wird von H. S. M. COXETER (1969, 23 ff.) einer der
iiberraschendsten Sétze der elementaren Geometrie genannt, gelegentlich spricht man
auch von “marvel of marvels” oder “Morley’s miracle”.

Die Innenwinkel eines beliebigen Dreiecks werden jeweils in drei gleich grofle Winkel
unterteilt. Zu jeder Dreiecksseite betrachtet man den Schnittpunkt derjenigen zwei
Teilungslinien, die von den Endpunkten dieser Seite ausgehen und zu dieser Seite
benachbart sind. Das Morley-Dreieck entsteht durch Verbinden der drei erhaltenen
Schnittpunkte. Der Satz von Morley besteht in der folgenden Aussage:

e Unabhéngig von der Form des urspriinglichen Dreiecks ist das Morley-Dreieck
gleichseitig.

In Abbildung [2] veranschaulichen wir uns den Satz von Morley. Elementare Beweise

Abbildung 2: Der Satz von Morley

dieses Satzes, der aus dem Jahre 1899 stammt, findet man u.a. in dem genannten
Buch von Coxeter, ferner in Aufsétzen von D. J. NEWMAN (1996), H. GEIGES (2001)
und G. WANNER (2004). Durch den Aufsatz von H. GEIGES (2001) wird man auf
die Arbeit von A. CONNES (1998) (1982 erhielt er die Fields Medaille) aufmerksam
gemacht. Unter Zugrundelegung der Aufsidtze von Connes und Geiges wollen wir einen
elementaren analytischen Beweis des Satzes von Morley angeben.

Die Aussage des folgenden Lemmas wird von Connes eine klassische Charakterisierung
gleichseitiger Dreiecke genannt, es ist Lemma 3 bei H. GEIGES (2001).

Lemma Secien P,(Q), R drei Punkte in der komplexen Zahlenebene C, ferner sei

N = /3,
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Dann ist das Dreieck APQR genau dann ein positiv (d.h. im Gegenuhrzeigersinn)
orientiertes gleichseitiges Dreieck, wenn

P+nQ +n*R=0.

Beweis: Das Dreieck APQR ist genau dann gleichseitig und positiv orientiert, wenn
das Dreieck AO(Q— P)(R— P) dieselbe Eigenschaft hat. Dies wiederum ist gleichbedeu-
tend damit, dass man R— P aus (Q — P durch eine Drehung (beziiglich des Nullpunktes)
um 60° im mathematisch positiven Sinne erhilt, dass also R — P = €'™/3(Q — P) bzw.

Q—-P=e¢"™3R-P)=—-nR-P).
Unter Benutzung von 1+ 7 + 7% = 0 ist dies wiederum Aquivalent zu
P+nQ+1n'R=(—n—1")P+1Q+n'R=n((Q — P)+n(R—P)) =0,

was zu beweisen war. ([

Es folgt ein einfach zu formulierender Hilfssatz {iber Dreiecke in der komplexen Zahlen-
ebene.

Hilfssatz Seien A, B,C' € C paarweise verschieden und nicht kollinear, also nicht auf
einer Geraden. Sei a := <CAB, p := <ABC und v := <BCA. Dann ist

(1 . ei2a)A + ei2a(1 _ eiZB)B + €i2(a+,3)<1 _ eiQﬂ{)C —0.
Beweis: Sei a :=|B — C|, b:=|C — A| und ¢ := |A — B|. Offenbar ist
b i C i a ;

C:A+Ee (B—A), A:B+ae (C — B), B:C+567(A—C).

Hiermit erhalten wir

(1 _ ei2a)A + €i2a(1 . eiQﬁ)B + ei2(a+ﬁ)<1 _ ei2fy>C
= (1— €2 A+ (e — €i2(a+/5))B + (612(a+/5) - 1)C
= (A—C)+ (B — A) + 29(C — B)

b . ) ) )
_ ——ew‘(B . A) +12a (B - A) + 612(a+ﬁ) (_9671[3) (B _ A)
c c
) b ) )
_ eza(__ + ela gez(a+,8)> (B . A)
’ c c
. (—b + cet + ae‘”) (B —A).
c
Damit ist die Behauptung dquivalent zu
—b+ce” +ae” =0
bzw.
—b+ccosa+acosy =0, csina —asiny = 0.
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Wegen des Kosinussatzes ist

b? + ¢ — a?

cosq = —————, cosy = a® + b* — c¢*2ab.
2bc
Daher ist
b+ + Rl G e
—b+ ccosa+ acosy = — =0.
v 2 2
Ferner ist wegen des Sinussatzes
a b ¢

sina  sinf  siny’
Daher ist auch

csina —asiny = 0.
Die Behauptung ist damit bewiesen. a
Wir betrachten nichtkonstante, affine Abbildungen f:C — C von C in sich, also
Abbildungen der Form f(2) := az + b mit a,b € C und a # 0. Wir schreiben p(f) :=

fiir den Rotationsanteil und 7(f) := b fiir den Translationsanteil von f. Fiir a # 0,1
hat f den eindeutigen Fixpunkt

b )
l—a 1-p(f)
Der folgende Satz ist das entscheidende Theorem in der Arbeit von A. CONNES (1998),

siehe auch Satz 4 bei H. GEIGES (2001), aus welchem durch eine geeignete Spezialisie-
rung die Aussage des Satzes von Morley folgt.

Satz Seien fi(z) := a;z + b;, i = 1,2,3, drei nichtkonstante (also ajasas # 0) affine
Abbildungen, von denen fi fo, fofs, f3fi1 und fi fsf3 keine Translationen sind. Sei w :=
p(fi1faf3) = arasas. Dann sind die folgenden beiden Aussagen gleichwertig:

(a) Esist f7f3f3 die identische Abbildung.

(b) Es ist w® =1 und P+ wQ + w?*R = 0, wobei P := F(fif2), Q := F(fof3) und
R:=F(fsf).

Beweis: Wegen
(P 05)(2) = (fif)(as2 + (a5 + a3 + 1)bs)

fi(azasz + aj(a3 + as + 1)bs + (a3 + az + 1)by)
= dajasalz + ajaj(a; + az + 1)bs + ai(a3 + az + )by + (a] + a1 + 1)by

ist
p([L1313) = (arasa3)® = w°

und

T(f} f2f3) = a1a2(a3 +az + 1)bs + ai(a3 + az + )b + (a] + a1 + 1)by.
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Da fi fof3 nach Voraussetzung keine Translation ist, ist w = p(f1faf3) # 1. Daher ist
(a) dquivalent zu w® = 1 und

ajay(a3 + az + 1)bg + aj(a3 + az + 1)by + (a] + a; + 1)by = 0.
Jetzt nehmen wir an, es gelte (a) und zeigen, dass (b) richtig ist. Da w® =1 und w # 1
ist w = n oder w = n?, wobei 1 := €?™/3. Wegen 1 +n+n>=0und 1+ 7%+ (n*)2 =0
ist 1 + w + w? = 0. Beriicksichtigt man

. &3[)1 + b3

p— ale -+ b1 . azbg + bg
N 1-— asay

- 9 - 9 R
1—ajas 1 —asas

und setzt man
C .= (1 — al&z)(l — CLQCLg)(l — CL36L1),

so erhélt man (wir folgen der Darstellung von H. GEIGES (2001)) unter Benutzung
von w?® =1 und 1+ w + w? = 0, dass

—w’atasc(P +w@ + w’R) = —w’aia [((1152 +b1)(1 — azaz)(1 — azax)
+ (agbg + bg)(l - alag)(l - CL36L1)(Z1G2G3
+ (asby + b3)(1 — ajaz)(1 — agag)afagag]

= —wdlay [bl(l — asa3)[(1 — azay)

+ as3(1 — ayay)atasal]
+ bo(1 — azay)ay[(1 — agasz) + (1 — a1az)asas)

+ bg(l — alag)alagag[(l — &3@1)
+ (1 — CLQCL3)CL103]:|

= —w?ajay [bl(l — agas)(—ajas + ajasay)

+ by(1 — azar)ai (1 — ajasas)
+ bs(1 — ayaz)aazas(1 — alagag)}

2 2 2 .23 2 2.3 4
= —w’ajay [bl(—alag + ajasa; + ajasa; — ajazas)

2 2 2 3.2 2
+ by(ay — ajas — ajazaz + ajazas)

2 2 3 233 343
+ bs(arazas — ajayas — ajaya; + a1a2a3)]

= b (a?® — a1w’® — aqw* + W)
+ bya? (—agw? + w? + adw® — asw?)
+ byaday(—azw? + w? + ajw® — azw?)
= b(a? - aw? — aw +1)
+ byad (—agw? + 1 + a3 — agw)
+ bsazas(—azw?® + 14 a3 — asw)

= by(a?+a; +1)+bya(a3 +ay + 1)
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+ bzajas (a3 + az + 1)
= 711 13)-

Ist (a) richtig, so ist 7(f7f3f3) = 0 und folglich P + w@ + w?*R = 0, also (b) richtig.
Gilt umgekehrt (b), so folgt aus w?® = 1, dass p(f2f3f3) = 1.Da wegen der obigen
Gleichungskette aus P + w@ + w?R = 0 sofort 7(f2f3f3) = 0 folgt, ist f2f3f3 die
Identitét. Insgesamt ist die Gleichwertigkeit von (a) und (b) bewiesen. O

Beweis des Satzes von Morley Wir geben spezielle affin lineare Abbildungen von C
in sich an, die die Voraussetzungen des vorigen Satzes erfiillen. Gegeben sei ein Dreieck

AABC wie in Abbildung 2| Man setze
a:=<CAB, B = <ABC, v = <BCA.

Hiermit sei f; (bzw. fs, f3) eine Drehung im Gegenuhrzeigersinn um den Punkt A
(bzw. B, C') um den Winkel 2 /3 (bzw. 2/3/3, 2v/3). Also ist

fi(z) = €23z — A)+ A, fa(z) = ei25/3(z—B)+B, f3(2) = B3 (z—C)+C.

Dann ist
w = p(fifafs) = POV — B3 — g

Offensichtlich erfiillen die nichtkonstanten affinen Abbildungen fi, fs, f5 die Voraus-
setzungen des letzten Satzes. Mit P, Q) und R wie in Abbildung[2]und der Bezeichnung
F(f) fiir den Fixpunkt der nichtkonstanten Abbildung f, die keine Translation ist, ist

P=F(fifs).  Q=F(fofs).  R=F(fsf).

Denn: P = F(f1f2) bzw. (fif2)(P) = P besagt, dass eine Drehung von P um B
um den Winkel 25/3 und eine anschlieBende Drehung dieses so erhaltenen Punktes
um A um den Winkel 2a/3, jeweils im Gegenuhrzeigersinn, wieder zum Punkt P
zuriickfithrt. Dies ist aber offensichtlich richtig. Wir zeigen jetzt noch, dass f7f3f3
die identische Abbildung ist, also Bedingung (a) des Satzes erfiillt ist. Der Rotations-
anteil ist p(f? f3f3) = n* = 1 wihrend der Translationsanteil gegeben ist durch (siehe
den Beginn des Beweises obigen Satzes)

T(HRf) = (e 4l 4 1)(1 - /)
+ 20 (803 4 G203 4 1)(1 — €28/ B
(13 4 2003 4 1)(1 — ¢22/3) A
e2OHB (1 — 2O 4 2%(1 — 2B + (1 — e2*) A

und dieser verschwindet wegen des obigen Hilfssatzes. Also ist f{f5f3(2) = z baw.
f2f3f3 die identische Abbildung. Eine Anwendung des obigen Satzes liefert P + nQ +
n?’R = 0, und dies bedeutet wegen des obigen Lemmas, dass das Dreieck APQR ein
positiv (d. h. im Gegenuhrzeigersinn) orientiertes gleichseitiges Dreieck ist. Damit ist
der Satz von Morley bewiesen. a
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7 Wie kann man sich einen Teil der Dezimaldar-
stellung der Zahl 7 merken?

Auf 15 Stellen kann man sich 7 durch den folgenden Spruch merken, wobei die Anzahl
der Buchstaben in einem Wort die entsprechende Ziffer ergibt:

e How I want a drink, alcoholic of course, after the heavy lectures involving quan-
tum mechanics.

Ein deutsches “Gedicht” fiir die ersten 23 Stellen ist

Wie, o dies 7

macht ernstlich so viele Miih’.

Lernt immerhin, Jiinglinge, leichte Verselein,
Wie so zum Beispiel dies diirfte zu merken sein!

Ein weiteres englisches Gedicht ist bei L. BERGGREN ET AL. (1997, S.302) zu finden
(iibrigens in einem Aufsatz mit dem Titel “The Chronology of Pi”), es liefert 30 Stellen
von 7

Now I, even I, would celebrate

In rhymes inapt, the great

Immortal Syracusan, rivaled nevermore,
Who in his wondrous lore,

Passed on before

Left men his guidance

How to circles mensurate.

Wir zitieren J. ARNDT, C. HAENEL (1998, S.30): “Das wohl léngste Merkgedicht
hat Michael Keith gebraut, indem er die im Englischen sehr bekannte Ballade von
Edgar Allen Poe The Raven (Der Rabe) so modifiziert hat, dass sie nicht weniger als
740 Stellen von 7 liefert. ...” Das ganze Gedicht ist iibrigens bei L. BERGGREN ET
AL. (1997, S.659) abgedruckt. Dort wird auch erklért, dass die Ziffer 0 (sie kommt z. B.
als 32. Nachkommastelle vor) in diesem Gedicht durch ein Wort mit 10 Buchstaben
reprasentiert wird.

8 Die Quadratur des Kreises

Die Quadratur des Kreises ist ein klassisches Problem der Geometrie. Die Aufgabe
besteht darin, nur mit Lineal und Zirkel aus einem gegebenen Kreis ein Quadrat mit
demselben Fliacheninhalt zu konstruieren. Dieses Problem wurde etwa 500 v. Chr. von
einigen “alten Griechen” wie Anaxagoras, Antiphon, Hippokrates von Chios und Hip-
pias gestellt und besteht in folgendem:

e Konstruiere allein mit Zirkel und Lineal in endlich vielen Schritten aus einem
beliebigen Kreis ein flachengleiches Quadrat.
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Unter “Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal” versteht man hierbei, endlich oft eine
der folgenden Operationen durchzufiihren:

1. Verbinde zwei Punkte durch eine Gerade.
2. Bestimme den Schnittpunkt zweier Geraden.
3. Schlage einen Kreis mit einem gegebenen Radius um einen Punkt.

4. Bestimme den Schnittpunkt eines Kreises mit einem anderen Kreis oder einer
Geraden.

Beispiel: Wir fithren die Quadratur eines Rechtecks vor. Gegeben sei also das Recht-
eck ABCD, siehe Abbildung [3] Die folgende Konstruktion wird bei Euklid (Buch II,

A % B E
\
\
\
\
\
\
\
\
\
D —C
\
\
\|
F

Abbildung 3: Quadratur eines Rechtecks
Proposition 14) angegeben:
1. Verldngere AB tiber B hinaus und bestimme E mit |BE| = |BC/.
2. Halbiere AE und erhalte O.
3. Mit O als Mittelpunkt beschreibe man einen Kreis mit dem Radius |OA|.

4. Sei F' Schnittpunkt dieses Kreises mit der iiber C' hinaus verldngerten Strecke
BC.

Dann ist | BF| die Seite des gesuchten Quadrats, also |[AB|-|BC| = |BF|?. Dies wollen
wir wie Euklid beweisen. Der Beweis erfolgt in vier Schritten.

o Esist |AB| - |BC|+|0OBJ? = |OE].
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Denn: Wir beriicksichtigen |BE| = | BC| und erhalten

|OE|? — |OB> = (MY_ <|AB|_M>2

2 2
_ (\AB|+|BC|>2_(]AB]—|BO\>2
_ Bl BC) :

womit die erste Behauptung bewiesen ist.
e Esist |[AB|-|BC|+ |OB)* =|OF|*.

Denn: Dies folgt einfach aus der ersten Beziehung und aus |OF| = |OF|, da E und F
auf einem Kreis um O mit dem Radius |OA| = |OFE] liegen.

e Esist |[AB|-|BC|+ |OB|? =|BF*+ |OBJ>.

Denn: Wegen des Satzes von Pythagoras ist |OF|? = |BF|>*+|OB|?, so dass die Aussage
aus der zweiten Beziehung folgt.

e Esist |AB|-|BC| = |BF|%.

Denn: Subtrahiere |OB|? von beiden Seiten der dritten Beziehung.
Ein alternativer Beweis konnte mit Hilfe des Sehnensatzes (zu finden iibrigens bei
Euklid Buch III, Proposition 35) erfolgen. Dieser sagt aus:

e Hat man zwei Sehnen durch einen Punkt im Innern eines Kreises, so ist das
Produkt der beiden Segmente der einen Sehne gleich dem Produkt der beiden
Segmente der anderen Sehne.

In Abbildung 4| geben wir an, wie wir den Sehnensatz anwenden. Also ist |AB|-|BE| =
|BF| - |BG|. Wegen |BE| = |BC| und |BG| = |BF| (dies erkennt man durch eine
Anwendung des Satzes von Pythagoras auf AOGB und AOF B) folgt auch jetzt wieder
|AB| - |BC| = |BF|*. O

Im Jahr 1882 bewies Ferdinand vonﬂ Lindemann, dass die Quadratur des Kreises nicht
moglich ist. Wére die Konstruktion moglich, so miisste man, ausgehend von einem Kreis
mit dem Radius 1, in endlich vielen Schritten mit Zirkel und Lineal eine Strecke der
Lange /7 konstruieren konnen. Diese Strecke ist genau dann konstruierbar, wenn die
Zahl  bzw. eine Strecke der Lange 7 konstruierbar ist. Es sind jedoch nur algebraische
Zahlen konstruierbar, also jene Zahlen, die eine Losung (Nullstelle) eines Polynoms
beliebigen Grades mit rationalen Koeffizienten sind. Zahlen, die nicht algebraisch sind,
heiflen transzendent und sind nicht konstruierbar. Ferdinand von Lindemann gelang
der Beweis, dass 7 nicht algebraisch, sondern transzendent ist. Deshalb ist 7 nicht
konstruierbar und die Quadratur des Kreises unmaoglich.

Die Nutzlosigkeit der Suche nach Losungen hat die Quadratur des Kreises als Meta-
pher bekannt gemacht. Der Ausdruck wird einerseits als Synonym fiir ein Unterfangen

9Den Adeltitel erhielt er erst spéter.
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Abbildung 4: Der Sehnensatz: |AB| - |BE| = |BF| - |BG]|

benutzt, das von vornherein zum Scheitern verurteilt isﬂ. Andererseits bezeichnet
man das Ergebnis grofler Anstrengungen scherzhaft als Quadratur des Kreises, wenn
es einem unglaublichen Wunder gleichkommt.

Im Zauberberg von Thomas Mann kann man nachlesen, dass Hofrat Behrens die
folgende Meinung VertrittE|: <Wir haben die Analyse, wir haben die Aussprache,—
ja Mahlzeit! Je mehr die Rasselbande sich ausspricht, desto liisterner wird sie. Ich
predige die Mathematik. [...] Die Beschéftigung mit der Mathematik, sage ich, ist das
beste Mittel gegen die Kupiditat. Staatsanwalt Paravant, der stark angefochten war,
hat sich drauf geworfen, er hat es jetzt mit der Quadratur des Kreises und spiirt
grofle Erleichterung. Aber die meisten sind ja zu dumm und zu faul dazu, dafi Gott
erbarm.> Weiter wird von dem Staatsanwalt Paravant und seinen Bemiihungen zur
Quadratur des Kreises gesag@: <Mit verdoppelter Inbrunst hatte er sich seitdem der
klardugigen Gottin in die Arme geworfen, von deren kalmierender Macht der Hofrat so
Sittliches zu sagen wufite, und das Problem, dem bei Tag und Nacht all sein Sinnen
gehorte, an das er all jene Persistenz, die ganze sportliche Zahigkeit wandte, mit der
er ehemals, vor seiner oft verlangerten Beurlaubung, welche in vollige Quieszierung
{iberzugehen drohte, die Uberfithrung armer Siinder betricben hatte - war kein anderes

100ft wird aber auch, wenn der Ursprung der Redensart dem betreffenden nicht klar ist, ein sehr
schwieriges Unterfangen gemeint. Hierfiir gibt es unzdhlige Beispiele in den Zeitungen oder Reden
von Politikern. Sehr oft ist es einer Person, die die Redensart “Quadratur des Kreises” benutzt,
iiberhaupt nicht klar, was das eigentlich bedeutet. Vor vielen Jahren war ich als Assistent Beisitzer
einer Priifung, die mein Lehrer Lothar Collatz abnahm. Er fragte den Priifling: ,, Lésst sich ein Quadrat
konform auf einen Kreis abbilden?* Antwort: , Nein! Sonst wire die Quadratur des Kreises moglich!“
Unter http://www.youtube.com/watch?v=UDDqjPeHj6s| zeigt der Autor eines Videos, dass er nicht
so genau weif, was die Quadratur des Kreises ist.

1Tn der bei S. Fischer herausgekommenen Frankfurter Ausgabe der Gesammelten Werke Thomas
Manns (1981) findet man die Stelle auf S. 582.

12Diese Stellen findet man auf S. 884-885.
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als die Quadratur des Kreises.

Der entgleiste Beamte hatte sich im Lauf seiner Studien mit der Uberzeugung durch-
drungen, dafl die Beweise, mit denen die Wissenschaft die Unmoglichkeit der Konstruk-
tion erhértet haben wollte, unstichhaltig seien und dafi die planende Vorsehung ihn,
Paravant, darum aus der unteren Welt der Lebendigen entfernt und hierher versetzt
habe,weil sie ihn dazu ausersehen das transzendente Ziel in den Bereich irdisch ge-
nauer Erfiilllung zu reifflen. So stand es mit ihm. Er zirkelte und rechnete, wo er ging
und stand, bedeckte Unmassen von Papier mit Figuren, Buchstaben, Zahlen, algebrai-
schen Symbolen, und sein gebrauntes Gesicht, das Gesicht eines scheinbar urgesunden
Mannes, trug den visiondren und verbissenen Ausdruck der Manie. Sein Gespréach be-
traf ausschlieflich und mit furchtbarer Eintonigkeit die Verhéltniszahl pi, diesen ver-
zweifelten Bruch, den das niedrige, Genie eines Kopfrechners namens Zacharias Dase
eines Tages bis auf zweihundert Dezimalstellen berechnet hatte - und zwar rein lu-
xuritserweise, da auch mit zweitausend Stellen die Anndherungsmoglichkeiten an das
Unerreichbar-Genaue so wenig erschopft gewesen wiéren, daf§ man sie fiir unvermindert
hétte erkldren konnen. Alles floh den gequélten Denker, denn wen immer ihm an der
Brust zu ergreifen gelang, der mufite gliithende Redestrome {iber sich ergehen lassen,
bestimmt, seine humane Empfindlichkeit zu wecken fiir die Schande der Verunreinigung
des Menschengeistes durch die heillose Irrationalitdt dieses mystischen Verhéltnisses.
Die Fruchtlosigkeit ewiger Multiplikationen des Durchmessers mit pi, um den Umfang
- des Quadrats iiber dem Halbmesser, um den Inhalt des Kreises zu finden, schuf dem
Staatsanwalt Anfille von Zweifeln, ob nicht die Menschheit sich die Losung, des Pro-
blems seit Archimedes’ Tagen viel zu schwer gemacht habe und ob diese Losung nicht
in Wahrheit die kindlich einfachste sei. >

9 (Goldener Schnitt, DIN-Format

Von Johannes Kepler (1571-1630) stammt die Aussage:

e Die Geometrie birgt zwei grole Schétze: der eine ist der Satz von Pythagoras,
der andere der Goldene Schnitt. Den ersten konnen wir mit einem Scheffel Gold
vergleichen, den zweiten kénnen wir ein kostbares Juwel nennen.

Man sagt, eine Strecke sei nach dem goldenen Schnitt in zwei Teile geteilt, wenn sich
die gesamte Strecke zum grofleren Teil verhilt wie dieser zum kleineren. Hat man also
eine Strecke der Lénge L, so bestimmt sich die Léange [ der grofferen nach dem goldenen
Schnitt geteilten Strecke aus

L 1
I L-1
Hieraus erhélt man fiir das “Goldene-Schnitt-Verhéltnis” L/l die Gleichung
L 1 LN\? L
- bow. (T) =7 =1
I Li-1 I l
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Von den beiden Losungen dieser quadratischen Gleichung ist natiirlich nur die positive

relevant, so dass
L 1++5 Vb —1

] 5 bzw. [ = 5

145
bim +2\/_

heifit die Goldene—Schmtt—Zah. Dieses Verhéltnis bzw. Proportion (goldener Schnitt,
stetige Teilung, sectio aurea, divina proportione, section d’or, golden section, golden
ratio) hat seit Jahrhunderten nicht nur Mathematiker und Mathematikerinnen faszi-
niert. In Abschnitt [L1] gehen wir hierauf etwas genauer ein. Dort werden wir auch in
Abbildung 5| die Konstruktion des goldenen Schnitts (mit Zirkel und Lineal) nach Eu-
klid veranschaulichen. Einige weitere Konstruktionen des goldenen Schnitts findet man
z.B. bei A. BEUTELSBACHER, B. PETRI (2000), siche auch http://de.wikipedia.
org/wiki/Goldener_Schnitt.

Ein weiteres wichtiges Verhaltnis ist das DIN-Format. Ein Rechteck mit Seitenléan-
gen L und [ < L hat DIN-Format, wenn

L.

Die Zahl']
= 1.61803398R87498948482 - - -

L [

L

Gleichbedeutend ist, dass das Halbieren einer Seite, welches DIN-Format hat, wieder
ein DIN-Format ergibt. Ein Rechteck im DIN-Format mit einer Fliche von 1m? =
10000 cm?, hat die Seitenlingen [ (in cm) mit +/21% = 1002, also | = 100/2"/* ~ 84.0896
und L = /2] ~ 118.9207. Ein Rechteck mit diesen MafBen hat das Format DIN A0.
Die ersten Formate sind daher

’ Format \ hoch breit‘

DIN A0 | 118.9 84.1
DIN A1 | 84.1 59.5
DIN A2 | 59.5 42.0
DIN A3 | 42.0 29.7
DIN A4 | 29.7 21.0

13Dije Bezeichnung ¢ fiir die Goldene-Schnitt-Zahl soll den griechischen Bildhauer Phidias (er lebte
etwa von 490/80 bis 430/20 v. Chr.) ehren, der in seinen Skulpturen, aber vor allem beim Bau des
Parthenon (Beginn 449 v.Chr.) den goldenen Schnitt angewandt haben soll, siche D. E. KNUTH
(1968, S.81). Allerdings ist Phidias nicht Baumeister des Parthenon gewesen, auch seine Beteiligung
bei der Ausgestaltung der Friese und Giebel ist nicht gesichert. Er konnte allerdings (hierfiir gibt es
nur Plutarch als Quelle) eine Art Oberaufseher iiber alle beim Bau des Parthenon beteiligten Kiinstler

gewesen sein.
4 Unter

http://www.cs.arizona.edu/icon/oddsends/phi.htm
findet man die ersten 5000 Stellen von ¢. Bei
http://pi.lacim.ugam.ca/piDATA/golden.txt

sollen es (wir haben es nicht nachgezihlt) 10 Millionen Stellen sein.
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10 Die Fibonacci-Zahlen

Leonardo Pisano Fibonacci (¥1170, 11250) kann als der erste groe Mathematiker
des christlichen Abendlandes angesehen werden. Weniger durch seine algebraischen
und geometrischen Untersuchungen als vielmehr durch die nach ihm benannten Zahlen
ist Fibonacci uns bekannt geworden. Es wird untersucht wie viele Nachkommen ein
Kaninchenpaar bekommt. Es wird von den folgenden Annahmen ausgegangen.

e Jedes Kaninchenpaar wird im Alter von 2 Monaten gebérfihig.
e Jedes gebérfahige Paar bringt von da an jeden Monat ein neues Paar zur Welt.
e Kaninchen leben unendlich lange.

Im ersten Monat lebt ein Paar. Dieses wird im zweiten Monat gebérfiahig und gebiert
im dritten Monat ein neues Paar. Auch im vierten Monat bringt das erste Paar ein
neues Paar zur Welt, wihrend im fiinften Monat beide Paar ein neues Paar zur Welt
bringen. In der folgenden Tabelle bedeutet N ein neues Paar und G ein gebéarfihiges
Paar:

[Monat | 1 2 3 4 5 6 7
N,G [IN 1G 1G+1N 2G+1N 3G+2N 5G+3N 8G+5N
¥ |1 1 2 3 5 8 13

Bezeichnet f; die Anzahl der Kaninchenpaare im k-ten Monat, so ist also

h=h=1 fixi=fe+ ficr (B=2,3,...).

Die Folge {f} nennt man die Fibonacci-Folge bzw. die Folge der Fibonacci-Zahlen[]
Bei A. BEUTELSPACHER, B. PETRI (1996, S. 89) kommt die folgende hiibsche Aufgabe
vor:

e Ein Brieftrager steigt téglich eine lange Treppe nach folgendem Muster empor:
Die erste Stufe betritt er in jedem Fall. Von da an nimmt er jeweils nur eine Stufe
oder aber zwei Stufen auf einmal.

Auf wieviel verschiedene Arten kann der Brieftrager die k-te Stufe erreichen?

Man réat richtig: Auf fp Arten kann die k-te Stufe erreicht werden. Dies kann sehr leicht
durch vollstéandige Induktion nach k& bewiesen werden.

Von den vielen Zusammenhingen zwischen der Goldenen-Schnitt-Zahl ¢ und der
Fibonacci-Folge seien hier nur die folgenden genannt.

e Es ist

. k+1
¢ = lim Jis .
k—o0 fk
15Biographisches zu Fibonacci und einiges iiber seine wissenschaftlichen Leistungen kann man unter

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Fibonacci.html

nachlesen.
6Man kann natiirlich auch fo := 0, f; := 1 und f := fr_1 + fr_2 setzen.
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Ferner:

e Es gilt die Formel von Binet:

e Esist
O" = frd+ fr1, k=1,2,....

Diese beiden Beziehungen beweist man leicht durch vollstéandige Induktion.
Weiter wollen wir auf Fibonacci-Zahlen nicht eingehen. Die Literatur hierzu ist
auBerordentlich reichhaltig.

11 Fra Luca Pacioli: Divina Proportione

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit (Fra) Luca Pacioli (*1445, 11517) [7|und seinem
Werk De Divina proportione (Venedig, 1509) mit [llustationen von Leonardo da Vinci@
beschiftigen. Ein wunderschones Bild (Ritratto di Fra Luca Pacioli, 1495) von Jacopo
de Barbari zeigt den Franziskanermonch Luca Pacioli mit einer Schiefertafel, auf der
man geometrische Konstruktionen, wahrscheinlich zum goldenen Schnitt, sehen kann,
sowie einem Polyeder. Man kann sich dieses Bild auch unter der Adresse

http://www.georgehart.com/virtual-polyhedra/pacioli.html

ansehen (oder man fihrt nach Neapel).

Der Beginn der Divina Proportione ist wie folgt (A. BEUTELSPACHER, B. PETRI
(1996) hat dieser Beginn offenbar so gut gefallen, dass sie mit diesem Zitat ihr Buch
iiber den goldenen Schnitt beginnen), wobei wir den Text der Ubersetzung von C.
Winterberg angeben:

e Ein fiir alle klaren und wissbegierigen Geister nothwendiges Werk; wo jeder Stu-
dirende der Philosophie, Perspective, Malerei, Sculptur, Architektur, Musik und
anderer mathematischer Fécher eine angenehme subtile und bewundernswerthe
Gelehrsamkeit antreffen und sich mit verschiedensten Fragen der heiligsten Wis-
senschaft erfreuen wird.

Das Buch ist Fiirst Ludovico Sforza, Herzog von Mailand, gewidmet. Aus Cap. II
zitieren wir lediglich:

e ... Und es ist deswegen nicht zu verwundern, wenn es zu unsern Zeiten wenig gute
Mathematiker gibt, weil die Seltenheit guter Lehrer schuld daran ist, zugleich mit
dem Schlunde Schlaf, und miissigen Federn, und zum Theil der modernen Geister.

1"Biographische Einzelheiten zu Pacioli findet man unter

http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~history/Mathematicians/Pacioli.html
¥Fin Originalexemplar ist {ibrigens in der Niedersichsischen Staats- und Universitétsbibliothek
Gottingen vorhanden. Man kann es sich ansehen, eine Ausleihe ist nicht moglich!
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In Cap. V (Vom passenden Titel des vorliegenden Tractats) begriindet Pacioli den Titel
Divina Proportione damit, dass der goldene Schnitt Eigenschaften habe, die sonst nur
Gott zukommen. Er gibt vier Eigenschaften an:

e Die erste ist, dass sie nur allein da sei und nicht mehr; und es ist nicht mdoglich,
andere Species noch Abweichungen von ihr anzugeben, welche Einheit der theolo-
gischen wie auch philosophischen Lehre gemafl das héchste Beiwort Gottes selber
ist. Die zweite Eigenschaft ist die der heil. Dreieinigkeit, d.h. wie in den Gott-
lichen ein und dieselbe Substanz zwischen drei Personen, Vater, Sohn und heil.
Geist besteht, ebenso muss ein und dieselbe Proportion dieser Art stets zwischen
drei Ausdriicken stattfinden, und kann sich nie weder bei mehr noch weniger
(Ausdriicken) wiederfinden, was besprochen werden wird. Die dritte Eigenschaft
ist, dass, wie Gott eigentlich nicht definirt noch durch Worte uns versténdlich
gemacht werden kann, ebensowenig diese unsere Proportion durch eine verstéind-
liche Zahl je bestimmt noch durch irgend eine rationale Grosse sich ausdriicken
lasst, sondern stets verborgen und geheim bleibt, und daher von den Mathemati-
kern irrational genannt wird. Die vierte Eigenschaft ist, dass ebenso wie Gott sich
niemals dndern kann, und Alles in Allem, und Alles in jedem seiner Theile ist, so
unsere vorliegende Proportion stets in jeder continuirlichen und discreten Grosse;
mogen dieselben gross oder klein sein, ein und dieselbe und stets unverédnderlich
bleibt, und auf keine Art sich veréindern, noch auch mit dem Verstande auf andere
Art aufgefasst werden kann, wie unserer Fortgang zeigen wird. ...

In Cap. VI (von seiner wiirdigen Empfehlung) wird von der gottlichen Proportion
gesagt:

e Diese unsere Proportion, erhabener Herzog, ist solchen Vorzugs und Auszeich-
nung wert, wie man es in Anbetracht ihrer unendlichen Macht nur irgend sagen
kann, sofern als ohne ihre Kenntnis sehr viele der Bewunderung hochst wiirdige
Dinge weder in der Philosophie noch in irgend einer anderen Wissenschaft jemals
ans Licht gelangen konnten, ...

Bei Pacioli folgen dann dreizehn “Sétze” (dort “Wirkungen” genannt). Diese werden
nicht bewiesen (es werden gelegentlich Zahlenbeispiele angegeben), sondern es wird auf
Euklid™] verwiesen. Wir wollen diese dreizehn “Wirkungen” durchgehen.

e Von der ersten Wirkung einer nach unserer Proportion getheilten Linie (Cap.
VII).

Wenn eine Linie nach der Proportion getheilt ist, die einen mittleren und zwei
dussere Abschnitte hat (...), und hat man von ihrem groBeren Abschnitt die Halfte
der ganzen Linie hinzugefiigt, welche so proportional getheilt wurde, so wird mit
Nothwendigkeit folgen, dass das Quadrat ihrer Summe stets das fiinffache, d. h.
fiinfmal so viel als das Quadrat der genannten vollen Halfte betréagt.

Die entsprechende Aussage bei Euklid (XIII, 1) lautet:

9Tm Internet findet man eine englische Ausgabe der Elemente Euklids unter

http://aleph0.clarku.edu/~djoyce/java/elements/elements.html
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e Teilt man eine Strecke stetig, so wird ihr gréflerer Abschnitt, wenn man die Hélfte
der ganzen Strecke hinzufiigt, quadriert fiinfmal so grof8 wie das Quadrat {iber
die Halfte.

Fiir einen arithmetischen Beweis (L=Lénge der gesamten Strecke, | = L/¢=Lénge der
groBeren Strecke, wobei ¢ := (14 /5)/2) ist

(3+3) =5()

nachzuweisen, was einfach ist. Die Konstruktion bei Euklid zur Bestimmung des gol-
denen Schnitts , siche Abbildung 5| verlduft folgendermaflen:

e Gegeben sei die Strecke AB, die nach dem goldenen Schnitt zu teilen ist.

e Konstruiere das Quadrat ABDC.

e Halbiere die Strecke AC im Punkte F.

e Schlage um E einen Kreis mit dem Radius |E'B| und finde den Punkt F als
Schnittpunkt dieses Kreises mit der Verlangerung der Strecke C'A iiber A hinaus.

e Schlage um A einen Kreis mit dem Radius |AF| und finde den den Punkt P als
Schnittpunkt mit der Strecke AB.

e Im Punkte P wird die Strecke AB nach dem goldenen Schnitt geteilt.

Ein geometrischer Beweis folgt aus der Konstruktion des goldenen Schnitts (II, 11),
wie wir sie in Abbildung [5| durchgefiihrt haben. Nach Konstruktion ist namlich |AE| =
$|AB|, der Satz von Pythagoras, angewandt auf AEAB, ergibt |[EB|? = 2|ABJ%.
Wegen

AB
|EB| = |EF| = |EA| + |AF| = % + |AP|
ist daher AD| ) AB|\2
( 2 +|AP|> :5< 9 ) ’

das ist gerade die Behauptung.

e Von ihrer zweiten wesentlichen Wirkung (Cap. XI).

Wenn eine Grosse in zwei Theile getheilt und zu der einen eine Grosse hinzugefiigt
wird, so dass das Quadrat dieser Summe das Fiinffache des Quadrats der hin-
zugefiigten Grofe ist, so folgt mit Nothwendigkeit, dass die genannte zugefiigte
Grofle die Halfte der in die beiden Theile zerlegten ersten Grosse sei, und dass
die, zu welcher sie hinzugefiigt, ihr groflerer Abschnitt, und dass sie die ganze in
ihnen nach unserer Proportion getheilt sei.

Bei Euklid (XIII, 2) findet man eine etwas andere Formulierung:
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Abbildung 5: Konstruktion des goldenen Schnitts nach FEuklid

e Wird quadriert eine Strecke fiinfmal so grofl wie das Quadrat eines Abschnittes
von ihr, dann ist, wenn man das doppelte des genannten Abschnitts stetig teilt,
der groBlere Abschnitt der Rest der urspriinglichen Strecke.

Ein analytischer Beweis der Aussage bei Euklid ist einfach. Ist ndmlich 1 = v/5e, so ist
2a/¢p = 1 — a. Die Aussage bei Pacioli ist ebenfalls klar, wenn zu Beginn unter einer
Teilung einer Grofe eine stetige Teilung verstanden wird. Denn aus a + 1/¢ = v/5a
folgt o = 3.

e Uber ihre dritte besondere Wirkung (Cap. XII).

Wenn eine Grofle nach unserer Proportion getheilt ist, und wenn man dem kleine-
ren Abschnitt die Halfte des grofleren hinzufiigt, so wird alsdann stets das Qua-
drat der Summe das Fiinffache des Quadrats der Hélfte des genannten gréferen
Abschnitts sein.

Fast wortlich ist dies die Aussage bei Euklid (XIII, 3). Ein arithmetischer Beweis beruht
auf
(-2 -l
¢/ 20 29/’
was natiirlich leicht zu zeigen ist. Wir wollen uns Euklids Beweis néher ansehen, siehe
Abbildung [6] Die Strecke AB sei im Punkt C' nach dem goldenen Schnitt geteilt, AC

sei die groflere der beiden Strecken. Die Strecke AC sei in D halbiert. Behauptet wird
dann, dass |DBJ|? = 5|DC|?. Wir bilden das Quadrat AE mit der Seitenlinge |AB| (wir
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Abbildung 6: Beweis von Proposition 3 in Buch XIII

geben fiir Rechtecke und speziell Quadrate nur gegeniiber liegende Ecken an). Auch
die Seitenldngen dieses Quadrats seien entsprechend geteilt. Zu zeigen ist, dass der
Fldacheninhalt des Quadrats DN fiinfmal so grofl wie der des Quadrats G F' ist. Sozusa-
gen nach Definition des goldenen Schnitts (siehe Abbildung |5) ist |AC|> = |AB| |CB].
Wegen |AC| = 2|DC| ist daher |AB||CB| = 4|DC|?. D.h. der Flicheninhalt des
Rechtecks C'E ist viermal so grofl wie der des Quadrats GF'. Der Flacheninhalt des
Rechtecks DU ist aber offensichtlich gleich dem des Rechtecks F'E. Hieraus folgt die
Behauptung.

e Von ihrer vierten unsagbaren Wirkung (Cap. XIII).

Wenn eine Grosse nach unserer gottlichen Proportion getheilt wird und man
zu der ganzen Grofie ihren grofleren Abschnitt hinzufiigt, so werden genannte
Summe und genannter groferer Abschnitt Theile einer anderen ebenso getheilten
Grosse sein. Und der gréflere Abschnitt dieser zweiten so getheilten Grosse wird
immer die ganze zuerst genannte Grosse sein.

Bei Euklid (XIII, 5) heit die entsprechende Stelle:

e Teilt man eine Strecke stetig und setzt ihr eine dem gréfleren Abschnitt gleiche
an, dann ist die Summenstrecke stetig geteilt, und gréflerer Abschnitt ist die
Ausgangsstrecke.

Ein analytischer Beweis basiert einfach auf der Gleichung
1 ( 1
“(1+ —) — 1.
¢ ¢

Euklids Beweis wird in Abbildung [7] veranschaulicht. Die Strecke AB sei im Punkt C'
stetig geteilt, AC' sei der grofiere Abschnitt und |[DA| = |AC|. Zu zeigen ist, dass die
Strecke DB in A stetig geteilt wird und die Ausgangsstrecke AB der groflere Abschnitt
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Abbildung 7: Beweis von Proposition 5 in Buch XIII

ist. Wie in Abbildung[7]angegeben, konstruiere man das Quadrat AE und das Rechteck
DK. Man hat zu zeigen, dass ihre Flicheninhalte gleich sind. Da die Strecke AB in
C nach dem goldenen Schnitt geteilt wird, ist der Flacheninhalt des Quadrates DH
gleich dem des Rechtecks H E, woraus die Behaupung unmittelbar folgt.

e Von ihrer fiinften wunderbaren Wirkung (Cap. XIV).

Wenn eine Gréfle nach unserer genannten Proportion getheilt ist, so ist stets die
Summe des Quadrats des kleineren Abschnittes und des Quadrats der ganzen
GroBe das dreifache des Quadrats des grosseren Abschnittes.

Genau diese Aussage findet man bei Euklid (XIII, 4). Die Aussage ist richtig, da

1\2 1\?2
1——) +12:3(—) .
(-5 ;
Bei Euklid basiert der Beweis auf Abbildung [§ Die Strecke AB sei in C' nach dem

C

A B

H F K

D=* * E
G

Abbildung 8: Beweis von Proposition 4 in Buch XIII

goldenen Schnitt geteilt, AC' sei die groflere Strecke. Man bilde das Quadrat AE mit
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der Seitenldnge |AB|. Zu zeigen ist, dass der Flicheinhalt des Quadrats AE plus dem
des Quadrats C'K dreimal so viel wie der Flicheninhalt des Quadrats HG ist. Da C
die Strecke AB nach dem goldenen Schnitt teilt, ist der Flicheninhalt des Rechtecks
AK gleich dem des Quadrates HG. Der Rest des Beweises ist einfach und bleibt dem
Leser iiberlassen.

e Von ihrer sechsten unnennbaren Wirkung (Cap. XV).

Keine rationale Grofle kann je nach unserer genannten Proportion so getheilt
werden, ohne dass jeder ihrer Abschnitte irrational ... sei.

Siche Euklid (XIII, 6). Gemeint ist ja wohl: Ist L rational, so sind L/¢ und L(1—1/¢)
irrational.

e Von ihrer siebenten unglaublichen Wirkung (Cap. XVI).

Wenn man die Seite des gleichseitigen Sechsecks zu der Seite des gleichseitigen
Zehnecks addirt, welche beide als in ein und demselben Kreis beschrieben sich
verstehen, so wird ihre Summe immer eine nach unserer genannten Proportion
getheilte Grosse sein. Und ihr grosserer Abschnitt wird die Sechseckseite sein.

Das ist genau die Aussage bei Euklid (XIII, 9). Ein analytischer Beweis der Aussage
ist einfach. Sei ndmlich s, die Seitenlédnge eines dem FEinheitskreis eingeschriebenen
regelméfigen n-Ecks. Eine leichte Uberlegung (siehe auch Abschnitt zeigt, dass s, =
2sin(m/n). Zu zeigen ist also, dass sg+519 = ¢s¢ bzw. (sin(7/6)+sin(r/10))/sin(7/6) =
¢, was aber wegen sin(7/6) = 1/2 und sin(7/10) = (v/5 — 1)/4 richtig ist.

e Von der umgekehrten Wirkung der vorhergehenden (Cap. XVII).

Wenn eine Linie nach der Proportion getheilt ist, die einen mittleren und zwei
duBere Abschnitte hat, so ist immer in dem Kreise wofiir der gréflere Abschnitt
die Seite des ihm einbeschriebenen Sechsecks ist, der kleinere die entsprechende
Zehneckseite.

Es ist mir unklar, weshalb diese “Wirkung” von Pacioli aufgenommen wurde (aller-
dings fehlt auch ein steigerndes Adjektiv!), denn wegen der siebenten Wirkung ist
diese Aussage trivial.

e Von ihrer neunten iiber die anderen hinausgehenden Wirkung (Cap. XVIII).

Wenn man im Kreise das gleichseitige Fiinfeck bildet, und {iber seine zwei benach-
barten Ecken zwei gerade Linien von den Endpunkten seiner Seiten ausgehend
spannt, so werden sich diese untereinander nothwendigerweise nach unserer Pro-
portion theilen.

Bei Euklid (XIII, 8) heifit es etwas genauer:

e Diagonalen, die im gleichseitigen und gleichwinkligen Fiinfeck zwei aufeinander-
folgenden Winkeln gegeniiberliegen, teilen einander stetig; und ihre grofleren Ab-
schnitte sind der Fiinfeckseite gleich.
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Abbildung 9: Proposition 8 in XIII bei Euklid

Ein analytischer Beweis ist nicht schwierig, wir verzichten aber darauf. Etwas verkiirzt
sieht der Beweis bei Euklid folgendermaflen aus, man vergleiche Abbildung @ (wir
benutzen im wesentlichen dieselben Bezeichnungen wie Eukid). Wir wollen zeigen, dass
die Diagonalen AC' und EB in H nach dem goldenen Schnitt getrennt werden.

1. Esist |[FA| = |AB| und AABE = AABC, denn zwei Seiten und ein eingeschlos-
sener Winkel sind gleich.

2. Esist «BAC = <ABF und <AHE = 2<BAH.
Es ist <FAC = 2<BAC.

LS

Esist <HAE = <AHFE und daher |HE| = |EA| = |AB|.

ot

Es ist <ABFE = <AEB = «<BAH.

6. Die Dreiecke AABE und AHAB sind gleichschenklig und winkelgleich. Daher
ist bei beiden Dreiecken das Verhéltnis der Léange der Grundseite zur Lénge des
Schenkels dasselbe. D. h. es ist

|EB| B |AB|
|AB|  |BH|

Nun ist aber |AB| = |EH|, folglich

|EB| B |EH)|
|EH|  |BH|

Da |EB| > |EH| ist |[EH| > |BH|. Also ist schlieBlich bewiesen, dass die Stecke
EB in H nach dem goldenen Schnitt getrennt wird.
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e Uber ihre 10. hochste Wirkung (Cap. XIX).

Wenn eine Grosse nach der genannten Proportion getheilt ist, so gehen alle Wir-
kungen, welche aus ihr und ihren Abschnitten entspringen kénnen, ihrer Beschaf-
fenheit , Anzahl, Species und Gattung nach selbst aus irgend einer anderen ebenso
getheilten GoBe hervor.

Hier kann man wohl nur spekulieren, was gemeint sein kénnte.

e Von ihrer 11. ausgezeichnetsten Wirkung (Cap. XX).

Wenn man die Seite eines gleichseitigen Sechsecks nach unserer gottlichen Pro-
portion theilen wird, so wird ihr groBerer Abschnitt stets nothwendig die Seite
des von demselben Kreise wie das Sechseck umschriebenen Zehnecks sein.

Bei Pacioli wird auf Buch XTIV, 3 verwiesen (was eigentlich nicht zu den urspriinglichen
Elementen gehort). Wegen der siebten Wirkung bzw. XII, 9 ist die Aussage aber eigent-
lich klar. Denn danach ist (sg + s19)/s¢ = ¢ (hierbei bedeutet s,, die Seitenldnge eines
dem Einheitskreis eingeschriebenen regelméfigen n-Ecks. Also ist s19/s¢ = ¢p—1 = 1/,
womit die Behauptung bewiesen ist.

e Von ihrer zwolften fast unbegreiflichen Wirkung (Cap. XXI).

Wenn eine Grosse nach unserer genannten Proportion getheilt wird, so verhélt
sich die Wurzel aus der Summe aus dem Quadrat der ganzen Grosse und dem
Quadrat ihres grossern Abschnitts zur Wurzel der Summe aus dem Quadrat ge-
nannter Grosse und dem Quadrate ihres kleinern Abschnitts wie die Seite des
Kubus zur Seite des Dreiecks des zwanzigflachigen Korpers.

Der “zwanzigflichige Korper” ist natiirlich das Ikosaeder (20 Fldchen (Dreiecke), 12
Ecken und 30 Kanten), siehe Abbildung . Der Durchmesser der Umkugel eines
Wiirfels mit Kantenlinge g ist 2r = lgv/3 (das ist genau der Inhalt von Euklid XIII,
15). Die Kante eines Ikosaeders in einer Kugel vom Radius r ist

loo = /2 — 2//5 = %\/10—%/5

(siche Euklid XIII, 16). Dann ist einerseits

VPR JPFL_VET3_ [+ 45
VEFU-16F V@617 V3 6

und andererseits

s [5+V5
o | 6 °

Damit ist die Aussage bewiesen.

e Von ihrer dreizehnten werthesten Wirkung (Cap. XXII).
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Diese “Wirkung” wollen wir nicht angeben. Sie ist ziemlich unklar formuliert und be-
trifft die Konstruktion des “edelsten von allen regelméfliigen Korpern, Dodekaeder ge-
nannt”. Die vier anderen platonischen Kérper (Tetraeder, Hexaeder bzw. Wiirfel oder
Kubus, Oktaeder und Ikosaeder) sind den vier Elementen (Erde, Feuer, Luft, Wasser)
zugeordnet, wihrend das Dodekaeder von Plato als Gestalt angesehen wurde, die das
ganze Weltall umfasst.

SchlieBlich folgt Cap. XXIII (Wie aus Ehrfurcht vor unserem Heile die genannte
Wirkungen endigen).

e Es scheint mir, erhabener Herzog, nicht angemessen, mich iiber noch mehr von
ihren unendlichen Wirkungen fiir jetzt zu verbreiten, weil das Papier der Tinte
nicht geniigen wiirde, sie alle auszudriicken, sondern wir haben nur diese dreizehn
unter den andern ausgewéhlt, aus Verehrung fiir die Schaar der Zwolf und ihres
heiligsten Hauptes, unseres Erlosers Jesus Christus. Denn da wir ihr den gottli-
chen Namen auch der Zahl nach von 13 Artikeln mit Bezug auf unser Heil und
zwar der zwolf Apostel mit unserm Erloser beigelegt haben, so seien sie hiermit
beendigt; . ..

12 Was haben Goethe, Lichtenberg, Schopenhauer
und Poe iiber Mathematiker gesagt?

Wir geben Aussagen von Johann Wolfgang von Goethe (1749-1832) und Georg Chri-
stoph Lichtenberg (1742-1799) iiber Mathematiker an. Zunéchst Goethe, der sich im
Gegensatz zur Mathematik und ihrer Bedeutung als Wissenschaft in der Mehrzahl der
Fille gegeniiber den , Mathematikern“ negativ duflert. Eine positive Ausnahme ist sein
Lob, wie Mathematiker ihre Argumente sorgfiltig aneinanderreihen:

e >Diese Bedéchtlichkeit, nur das Nachste ans Néchste zu reihen oder vielmehr
das Néchste aus dem Néchsten zu folgern, haben wir von den Mathematikern zu
lernen, und selbst da, wo wir uns keiner Rechnung bedienen, miissen wir immer
so zu Werke gehen, als wenn wir dem strengsten Geometer Rechenschaft schuldig
waren.<

Eine noch harmlose, sehr bekannte Aussage Goethes iiber Mathematiker ist:

e >Die Mathematiker sind eine Art Franzosen: Redet man zu ihnen, so iibersetzen
sie es in ihre Sprache, und dann ist es alsbald etwas anderes.<

Schon weniger freundlich ist seine AuBerung vom 17. 5. 1829 in einem Brief an seinen
Freund Zelter:

e >Daf} aber ein Mathematiker, aus dem Hexengewirre seiner Formeln heraus, zur
Anschauung der Natur kdime und Sinn und Verstand, unabhéngig, wie ein gesun-
der Mensch brauchte, werd ich wohl nicht erleben. «

Oder auch:
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e >Die Mathematiker sind nérrische Kerls und sind so weit entfernt, auch nur zu
ahnen, worauf es ankommt, dafl man ihnen ihren Diinkel nachsehen muf}. Ich
bin sehr neugierig auf den ersten, der die Sache einsieht und sich redlich dabei
benimmt: denn sie haben doch nicht alle ein Brett vor dem Kopfe, und nicht alle
haben bosen Willen. Ubrigens wird mir dann doch bei dieser Gelegenheit immer
deutlicher, was ich schon lange im Stillen weif3, dal diejenige Kultur, welche die
Mathematik dem Geiste gibt, duferst einseitig und beschrankt ist.<

Nun Lichtenberg:

e >Die sogenannten Mathematiker von Profession haben sich, auf die Unmiindigkeit
der tibrigen Menschen gestiitzt, einen Kredit von Tiefsinn erworben, der viel
Ahnlichkeit mit dem von Heiligkeit hat, den die Theologen fiir sich haben.<

e >Die Mathematik ist eine gar herrliche Wissenschaft, aber die Mathematiker tau-
gen oft den Henker nicht. Es ist fast mit der Mathematik wie mit der Theologie.
So wie die letzteren Beflissenen, zumal wenn sie in Amtern stehen, Anspruch auf
einen besonderen Kredit von Heiligkeit und eine ndhere Verwandtschaft mit Gott
machen, obgleich sehr viele darunter wahre Taugenichtse sind, so verlangt sehr
oft der so genannte Mathematiker fiir einen tiefen Denker gehalten zu werden, ob
es gleich darunter die gréfiten Plunderkopfe gibt, die man finden kann, untauglich
zu irgend einem Geschift, das Nachdenken erfordert, wenn es nicht unmittelbar
durch jene leichte Verbindung von Zeichen geschehen kann, die mehr das Werk
der Routine, als des Denkens sind.«

SchlieBlich Aussagen von Schopenhauer (1788-1860):

e >Der einzige unmittelbare Nutzen, welcher der Mathematik gelassen wird, ist,
daf} sie unstéite und flatterhafte Kopfe gewohnen kann, ihre Aufmerksamkeit zu
fixiren.<

e >Dafl die niedrigste Tétigkeit die arithmetische ist, wird dadurch belegt, daf} sie
die einzige ist, die auch durch eine Maschine ausgefiihrt werden kann. Nun lauft
aber alle analysis finitorum et infinitorum im Grunde doch auf Rechnerei zuriick.
Danach bemesse man den mathematischen Tiefsinn.«

Thomas Mann beschreibt in Kénigliche Hoheit, welchen Eindruck mathematische For-
meln auf ihn (seine Frau Katia hatte bekanntlich angefangen, Mathematik zu studie-
ren; sein Schwiegervater Alfred Pringsheim war Professor der Mathematik in Miinchen)
machten:

e <Was er sah, war sinnverwirrend. In einer krausen, kindlich dick aufgetragenenen
Schrift, die Imma Spoelmanns besondere Federhaltung erkennen liess, bedeckte
ein phantastischer Hokuspokus, ein Hexensabbat verschrankter Runen die Seiten.
Griechische Schriftzeichen waren mit lateinischen und mit Ziffern in verschiedener
Hohe verkoppelt, mit Kreuzen und Strichen durchsetzt, ober- und und unterhalb
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waagrechter Linien bruchartig aufgereiht, durch andere Linien zeltartig iiber-
dacht, durch Doppelstricheichen gleichgewertet, durch runde Klammern zusam-
mengefasst, durch eckige Klammern zu groflen Formelmassen vereinigt. Einzelne
Buchstaben, wie Schildwachen vorgeschoben, waren rechts oberhalb der umklam-
merten Gruppen ausgesetzt. Kabbalistische Male, vollstéandig unverstandlich dem
Laiensinn, umfassten mit ihren Armen Buchstaben und Zahlen, wahrend Zahlen-
briiche ihnen voranstanden und Zahlen und Buchstaben ihnen zu Héupten und
Fiilen schwebten. Sonderbare Silben, Abkiirzungen geheimnisvoller Worte wa-
ren iiberall eingestreut, und zwischen den nekromantischen Kolonnen standen
geschriebene Sétze und Bemerkungen in téglicher Sprache, deren Sinn gleichwohl
so hoch iiber allen menschlichen Dingen war, dass man sie lesen konnte, ohne
mehr davon zu verstehen als von einem Zaubergemurmel.>

In Thomas Manns Erzéhlung Der kleine Herr Friedemann findet sich folgende Passage:

e <Auch ein Student der Mathematik war anwesend, |...] der mit Eifer sprach. Er
hatte die Behauptung aufgestellt, dass man durch einen Punkt mehr als eine
Parallele zu einer Geraden ziehen konne, Frau Rechtsanwalt Hagenstrom hatte
gerufen: ,Dies ist unmoglich!” und nun bewies er es so schlagend, dass alle taten,
als hétten sie es verstanden.>

In der Erzéhlung Der entwendete Brief von Edgar Allan Poe (1809-1849) findet sich der
folgende Teil eines Gesprachs zwischen dem Ich-Erzéhler und seinem Freund Auguste
Dupin:

e >Aber ist denn dieser wirklich der Dichter?< fragte ich. >Es sind zwei Briider, wie
ich weif3, und beide haben als Schriftsteller einen Namen. Der Gesandte, glaube
ich, hat eine gelehrte Abhandlung iiber Differentialrechnung geschrieben. Er ist
Mathematiker und kein Dichter.<

>Sie irren sich. Ich kenne ihn gut; er ist beides. Als Dichter und Mathematiker
versteht er, schlau zu iiberlegen; als bloler Mathematiker verstande er iiberhaupt
nicht zu schluifolgern und wére sicherlich dem Préfekten in die Hande gefallen.<

>Sie iiberraschen mich«, sagte ich. >Ihre Anschauung wird von der ganzen Welt
Liigen gestraft. Sie werden doch wohl nicht eine seit Jahrhunderten festbegriinde-
te Ansicht umstolen wollen? Die Vernunft des Mathematikers gilt seit langem als
die Uberlegungsfihigkeit par excellence.<

13 Das Buffonsche Nadelproblem

George Louis Leclerc, Comte de Buffon (1707-1788) stellte 1777 das folgende Problem
und I6ste es: Eine Nadel der Lange L werde zufillig (jede Position ist gleich wahr-
scheinlich) auf eine horizontale Ebene geworfen, auf der sich parallele gerade Linien
mit einem Abstand von d > L befinden. Was ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die
Nadel eine der Linien beriihrt?

Die Position der Nadel ist durch (¢, z¢) € [0,7] x [0,d/2] (siche Abbildung
bestimmt. Die Nadel trifft eine Linie genau dann, wenn xy — (L/2)]cos ¢| < 0. Sei
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xo—(L/2)|COS(£! . O L

e

Abbildung 10: Das Buffonsche Nadelproblem

E:=[0,7] x[0,d/2)], T :={(¢,20) € E: 20 < (L/2)|coso|}.

Die Wahrscheinlichkeit p, dass die Nadel eine Linie trifft, ist p = pu(7')/u(E). Hier ist
u(E), das Mass von E| natiirlich u(E) = (wd)/2, wihrend p(7T') durch

L L
uT) = [ Gleosolds =521

gegeben ist. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist also

2L

P—%-

Néaherungsweise kann man 7 also folgendermaflen bestimmen: Man mache n Wiirfe mit
mit der Nadel. Sei 7}, die Anzahl der “Treffer” und p,, := T}, /n. Dann ist

B 2L B 2Ln
 ped  Tod

T, -

eine Approximation fiir 7. Die Konvergenz ist allerdings sehr schlecht. Im Netz findet
man Applets zur Simulation dieses Experiments, z. B. unter http://www.mathematik.
ch/anwendungenmath/wkeit/buffon/Buffon_Nadelproblem.php oder auch http://
mste.illinois.edu/reese/buffon/bufjava.html.

14 Der Freundschaftssatz

Der Freundschaftssatz ist eine mathematische Fassung der folgenden Beobachtung:

o In einer Gruppe von Personen mdgen je zwei Personen genau einen gemeinsamen
Freund haben. Dann gibt es in der Gruppe einen “Politiker”, d. h. eine Person,
die mit allen anderen Personen befreundet ist.
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Die mathematische Fassung ist

Satz Sei G = (V,FE) ein Graph, in dem je zwei verschiedene Ecken genau einen
gemeinsamen Nachbarn habezﬂ. Dann gibt es in G eine Ecke, die zu allen anderen
Ecken benachbart ist.

Beweis: Man iiberzeugt sich leicht, dass es wirklich Graphen mit der angegebenen
Eigenschaft gibt, ndmlich die sogenannten “Windmiihlengraphen”, siehe Abbildung
11l

Abbildung 11: Ein Windmiihlengraph

Im ersten Schritt zeigen wir:

e Zwei nicht benachbarte Ecken u,v € V haben denselben Grad, also dieselbe
Anzahl von Nachbarn.

Denn: Sei N(u) :={w € V : uw € E} die Menge der zu u benachbarten Ecken, entspre-
chend sei N(v) definiert. Sei T': N(u) — N(v) dadurch definiert, dass T'(w) € N(v)
bei gegebenem w € N(u) der eindeutige Nachbar von w und v ist. Es ist T'(w) # u,
da u und v nicht benachbart sind. Die Abbildung 7" ist eineindeutig, denn w € N (u)
ist eindeutig als gemeinsamer Nachbar von w und 7'(w) € N(v) bestimmt. Aus Sym-
metriegriinden ist 7" surjektiv und daher haben N(u) und N (v) gleich viele Elemente,
womit die erste Zwischenbehauptung bewiesen ist.

Wir machen jetzt einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, dass es keine Ecke gibt,
die zu allen anderen Ecken benachbart ist.

e Gibt es eine Ecke mit dem Grad k£ > 1, so haben alle Ecken den Grad k.

Denn: Den Grad einer Ecke v € V, also die Anzahl der Nachbarn von v, bezeichnen
wir mit d(v). Wir definieren die Mengen

A:={ueV:du) =k}, B:={veV:dv)#k}

und nehmen an, es sei B # (). Ecken aus A und B haben unterschiedlichen Grad
und sind daher wegen der ersten Zwischenbehauptung benachbart. Die Mengen A und

20Hierbei sagen wir natiirlich, zwei Ecken seien benachbart, wenn sie durch eine Kante miteinander
verbunden sind.
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B bestehen aus mehr als einer Ecke, denn andernfalls wére diese eine Ecke aus A
bzw. B ein “Politiker” bzw. eine Ecke, die zu allen anderen Ecken benachbart ist, was
wir bei unserem Widerspruchsbeweis ausgeschlossen haben. Daher enthalten A und
B jeweils mindestens zwei Elemente ui,us € A bzw. vi,v5 € B. D.h. aber, dass die
beiden Ecken u; und wuy die zwei gemeinsamen Nachbarn v; und vy haben, was aber
ausgeschlossen ist. Damit ist die Annahme B # () zum Widerspruch gefithrt und die
zweite Zwischenbehauptung bewiesen.

e Die Anzahl n der Ecken in G ist n = k(k — 1) + 1.

Denn: Wir zéhlen die Anzahl der Wege der Lénge 2 in G auf zweierlei Art. Zu je
zwei verschiedenen Ecken kann man genau einen Weg der Lénge 2 bestimmen. Auf (g)
Weisen kann man aus n Ecken 2 Ecken auswéhlen, die Anzahl der Wege der Lénge 2
ist also (g) Andererseits gibt es zu jeder der n Ecken v € V genau k Nachbarn, und
daher (g) Wege der Léange 2, die v in der Mitte haben. Dies ergibt insgesamt n(’;) Wege

der Lange 2. Aus
nn—1) (n\  (k\  k(k-1)
o~ \2) ") 7" 2

erhalten wir, wie behauptet, n = k(k — 1) + 1.

Nun kommt das Finale, bei welchem elementare Aussagen der linearen Algebra benutzt
werden. Sei V' = {vy,...,v,}. Die Adjazenzmatriz A = (a;;) € {0,1}™*" ist definiert
durch

S 1, falls v;v; € E,
Y1 0, sonst.

Die Adjazenzmatrix zu einem (einfachen) Graphen ist symmetrisch und besitzt ver-
schwindende Diagonalelemente. Wegen der zweiten Zwischenbehauptung besitzt jede
Ecke den Grad k, also enthélt jede Zeile von A genau k Einsen. Ferner gibt es zu je
zwei Zeilen genau eine Spalte, in der beide eine Eins haben. Es ist

n n
2
(A )ij = E Qi1a; = E ;1.
I=1 i=1

Wir unterscheiden zwei Félle: Ist ¢ = 7, so ist

=1

Fiir ¢ # j gibt es genau ein | mit a; = aj = 1, daher ist (A?);; = 1 fiir ¢ # j. Also ist

ko1 - 1

A? = Lo = (k—1)I +ee”,
|
1 - 1 k

wobei e € R™ der Vektor ist, dessen Komponenten alle gleich 1 sind. Die Matrix A? hat
die Eigenwerte k — 1 (mit der Vielfachheit n — 1 und Eigenvektoren aus span {e}*) und
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k—1+4n = k? (mit der Vielfachheit 1 und dem Eigenvektor e). Wir wollen jetzt auf die
Eigenwerte von A schlieBen. Die Eigenwerte von A? sind die Quadrate der Eigenwerte
von A bzw. die Eigenwerte von A sind die Quadratwurzeln der Matrix A2. Daher hat
A genau n — 1 Eigenwerte vk — 1, ferner den Eigenwert k& mit Eigenvektor e, wie

man aus
n

(Ae)izzaij:k:kei, 1=1,...,n,

J=1

abliest. Wir nehmen an, dass r Eigenwerte von A gleich vk — 1 und s Eigenwerte von
A gleich —v/k — 1 sind. Da die Summe der Eigenwerte von A gleich der Spur von A

bzw. gleich Null ist, ist
k+rvk—1—svk—1=0.

Insbesondere ist r # s und

k
VE—1= .
S—7T

Dann ist aber h := vk —1 € N, denn: Ist die Quadratwurzel einer natiirlichen Zahl
rational, so ist die Quadratwurzel selbst eine natiirliche Zahl. Aus

h(s—r)=k="h*+1

erkennt man, dass h sowohl h? als auch h? + 1 teilt, woraus h = 1 bzw. k = 2 folgt.
Hieraus folgt aber, dass G = K3 der vollstdndige Graph mit drei Ecken ist. Dies ist
ein Widerspruch, denn wir hatten angenommen, dass es in G keine Ecke gibt, die mit
allen anderen Ecken benachbart ist. Der Satz ist also bewiesen. O

Bemerkung: Der erste Beweis des Freundschaftssatzes (friendship theorem) stammt
wohl von P. ERDOS, A. RENYI, V. SOs (1966), man findet ihn auch bei M. AIGNER,
G. M. ZIEGLER (2002, S.253ff.). Fiir den ersten, kombinatorischen Teil des obigen
Beweises haben wir einen Aufsatz von C. HUNEKE (2002) benutzt. O

Zum Schluss dieses Abschnitts wollen wir auf eine weitere Aussage eingehen, die ge-
legentlich ebenfalls als Freundschaftsatz (Theorem on friends and strangers) firmiert.
Man stelle sich eine Party mit (bzw. Treffen von) sechs Leuten vor. Betrachten wir je
zwei von ihnen. Entweder kannten sie sich schon vorher, dann nennen wir sie befreun-
det, oder sie kannten sich noch nicht, dann sagen wir, dass sie sich fremd sind. Der
Freundschaftssatz sagt dann aus:

e In jeder Party mit sechs Leuten gibt es mindestens drei Leute, die sich fremd
sind, oder mindestens drei Leute, die miteinander befreundet sind.

Nun formulieren wir den Freundschaftssatz in naheliegender Weise in graphentheoreti-
scher Sprache. Siehe auch

http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Combinatorics/ThreeOrThree.shtml

mit einem hiibschen Applet.

Satz Man betrachte den vollstindigen Graphen Ky, also einen Graphen, der sechs
Ecken besitzt und bei dem jedes Paar von zwei Ecken eine Kante ist. Die 15 Kanten
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in Kg seien mit den Farben rot oder blau gefirbt. Dann existiert in dem so gefarbten
Graphen ein rotes oder ein blaues Dreieck.

Beweis: Man wihle eine der sechs Ecken und nenne sie P. Fiinf Kanten verlassen P.
Sie sind rot oder blau gefarbt. Mindestens drei von ihnen miissen dieselbe Farbe (rot
oder blau) haben@. Seien dies PA, PB und PC| ihre Farbe sei etwa blau. Ist eine
der Kanten AB, BC oder C'A blau gefiarbt, so bildet diese Kante zusammen mit den
zwei Kanten von P zu den Ecken der Kante ein blaues Dreieck. Ist keine der Kanten
AB, BC, C'A blau, so sind sie alle drei rot und wir haben ein rotes Dreieck, namlich
AABC. Der Satz ist bewiesen. O

In einer Party von fiinf Personen gibt es nicht notwendig drei Personen, die befreundet
oder sich fremd sind. Als Beispiel betrachte man fiinf Personen, die an einem runden
Tisch sitzen, und jede Person nur mit ihren unmittelbaren Nachbarn zur Linken und
Rechten befreundet ist. Andererseits gibt es auf jeder Party zwei Géste, die gleich viele
Freunde haben. Denn angenommen, die Party besteht aus n Géasten. Dann kann es nicht
gleichzeitig jemanden geben, der mit niemandem befreundet ist, und jemand anders,
der mit allen Gésten befreundet ist. Bei n Gésten gibt es also nur n—1 Freundschaften.
Daher muss es zwei Géste mit gleich vielen Freunden geben.

15 Das Konigsberger Briickenproblem

Bei Wikipedia findet man: Das Koénigsberger Briickenproblem ist eine mathematische
Fragestellung des frithen 18. Jahrhunderts, die anhand von sieben Briicken der Stadt
Konigsberg illustriert wurde. Das Problem bestand darin, zu kléren, ob es einen Weg
gibt, bei dem man alle sieben Briicken iiber den Pregel genau einmal iiberquert, und
wenn ja, ob auch ein Rundweg moglich ist, bei dem man wieder zum Ausgangspunkt
gelangt. Wie Leonhard Euler 1736 bewies, war ein solcher Weg bzw. “Eulerscher Weg”
in Konigsberg nicht moglich, da zu allen vier Ufergebieten bzw. Inseln eine ungerade
Zahl von Briicken fiihrte. Es diirfte maximal zwei Ufer (Ecken) mit einer ungeraden Zahl
von angeschlossenen Briicken (Kanten) geben. Diese zwei Ufer kénnten Ausgangs- bzw.
Endpunkt sein. Die restlichen Ufer miissten eine gerade Anzahl von Briicken haben, um
sie auch wieder verlassen zu konnen. In Abbildung (12 links (ebenfalls aus Wikipedia)
wird der Pregel mit seinen sieben Briicken dargestellt. In Abbildung [12] rechts findet
man den zugehorigen Graphen: Die vier Ufer sind durch vier Ecken gegeben, die je
zwei Ufer verbindenden sieben Briicken durch Kanten. Zu den vier Ecken bzw. Ufern
ist der zugehorige Grad angegegeben, d.h. die Anzahl der Kanten bzw. Briicken, die
von dieser Ecke bzw. Ufer ausgehen. Die vom Pregel umflossene Insel ist z. B. eine Ecke
mit dem Grad 5, die drei weiteren Ecken bzw. Ufer haben den Grad drei.

Das Lehrbuch FEinfiihrung in die Kombinatorik von H.Heise (Hanser, Miinchen 1976
und Akademie, Berlin 1977), offensichtlich noch mit einer Schreibmaschine mit eventu-
ell nach unten verrutschenden Buchstaben geschrieben, wurde aus den Bibliotheken der
DDR entfernt, als man in dem folgenden Abschnitt iiber das Konigsberger Briicken-
problem (Ko&nigsberg heifit jetzt Kaliningrad und gehorte 1976 zur Sowjetunion und

21Giehe die Socken-Fangfrage in Abschnitt
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Abbildung 12: Das Konigsberger Briickenproblem

jetzt zu Russland) die folgende Passage genauer las:

e Ip Konigsberg ;. Pr. gabelt sich j,,. Pregel und uypfliefit eine Insel, d;e Kneiphof
