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1 Einleitung

Dies ist eine Fortsetzung meiner Sammlung |Merkwirdige Mathematik. Ich werde mich
gelegentlich, vor allem am Anfang, auf fiir mich etwas diinneres Eis vorwagen, da ich
z.B. mehr Respekt vor Algebra und Zahlentheorie als Kenntnisse von diesen mathe-
matischen Teildisziplinen habe. Es wird aber auch auf einige Aussagen iiber Optimie-
rungsaufgaben in linearen normierten Rdumen und Anwendungen z.B. auf optimale
Steuerungsprobleme eingegangen, die man etwa bei J. WERNER (1984, 1985) finden


http://num.math.uni-goettingen.de/werner/schmankerl.pdf

kann. Aufgenommen in diese Sammlung habe ich aber auch Fragen der nichtlinearen
Funktionalanalysis, z.B. die analytische Einfithrung des Brouwerschen Abbildungs-
grades und hierauf aufbauend Definition und Eigenschaften des Leray-Schauderschen
Abbildungsgrades. Auflerdem gab es fiir mich hier eine Gelegenheit, Ergebnisse aus
meiner Dissertation darzustellen (und diese fiir mich noch einmal nachzuvollzichen).

2 Der euklidische Algorithmus

Wir wollen den euklidischen Algorithmus zur Berechnung des gréfiten gemeinsamen
Teilers nichtnegativer Zahlen sowie von Polynomen mit Koeffizienten in einem Kérper
schildern.

2.1 Nichtnegative ganze Zahlen

Mit dem euklidischen Algorithmus kann der grofite gemeinsame Teiler ggT'(a, b) zweier
nichtnegativer ganzer Zahlen a und b berechnet werdenl} Der euklidische Algorithmus
gilt als der dlteste bekannte nicht-triviale Algorithmus. In Buch VII (Proposition 1
und 2) der Elemente des Euklid wurde der Algorithmus fiir ganze Zahlen formuliert.
Genauer lautet die Proposition 1 in Buch VII (siehe http://www.opera-platonis.
de/euklid/eb7/eb702.htm):

e Wird von zwei ungleichen Zahlen ausgehend, immer wieder die kleinere von der
groferen Zahl subtrahiert, und bleibt schliefSlich der Rest Eins, dann sind sie
teilerfremd.

In Proposition 2 wird die Aufgabe formuliert:

e Zu zwei Zahlen, die nicht teilerfremd sind, den grofiten gemeinsamen Teiler (zu)
finden.

Grundlage des euklidischen Algorithmus ist die Division mit Rest:

e 7Zu ganzen Zahlen a > 0 und b > 0 existieren eindeutig ganze Zahlen ¢ > 0 und
r mit 0 < r < b derart, dass a = ¢b + .

In MATLAB ist die Division mit Rest z. B. durch qg=floor(a/b); r=a-qxb realisierbar.
Es ist leicht einzusehen, dass dann

a, falls b =0,
ggT(b,r), sonst.

ggT(a,b) = {

Dies ist Grundlage des euklidischen Algorithmus, den wir im folgenden Satz schildern.

'Hierbei heifit d € N grofiter gemeinsamer Teiler von a und b, wenn d gemeinsamer Teiler von a
und b ist und jeder andere gemeinsame Teiler von a und b auch d teilt. Die Existenz und Eindeutigkeit
des groften gemeinsamen Teilers ist leicht einzusehen. Es wird vereinbart, dass ggT (0,0) = 0.


http://www.opera-platonis.de/euklid/eb7/eb702.htm
http://www.opera-platonis.de/euklid/eb7/eb702.htm

Satz 2.1 Seien a,b € N gegeben. Setze ry := a und r; := b. Man berechne sukzessive

nichtnegative ganze Zahlen ry,...,r,_ 1,7, und qi,...,q, mit
ro = @i+ 72, 0<ry <y,
L = Qery + T3, 0<rg<ry
Th—2 = Qn-1Tn—1 1 Tn, 0< Tn < Tn-1,

Tne1 = Qnrn+ 0.
Dann gilt:
(a) 7, teilt a und b.
(b) Es existieren s,t € Z mit sa + th = r,,.
(c) Esist r, = ggT (a,b).

Beweis: Wegen r,,_1 = ¢, gilt 7, | r—1. Sei k <nund r,, | r_1,...,7pn_1, 7. Wegen
Tk—2 = Qk—1Tk—1 + ¢ gilt dann auch r,, | ry_o. Damit erhélt man induktiv, dass r, auch
r1 = g und 9 = f teilt und (a) ist nachgewiesen. Zum Beweis von (b) zeigen wir fiir
k=0,1,...,n die Existenz von s, t;, € Z mit spa + txb = r;. Dies ist fiir kK = 0 und
k =1 trivialerweise richtig mit (sg, ) := (1,0) und (s1,¢;) := (0,1). Wir nehmen an,
die Aussage sei fiir £ — 2 und k£ — 1 richtig. Dann ist

Ty = Tk—2 — (qg—1Tk—1
= (Sk—2a + ty—2b) — qp_1(5k—10 + t3_1b)
= (fk—z — Qr-15k-1)0 + (tg—o — Qk—ltk—L)b

Vv Vv
=:5p =ty

= Sga -+ tkb,

damit ist die Aussage auch fiir k richtig, der Induktionsschritt vollzogen und auch (b)
mit s := s, t := t, bewiesen. Aus (b) erhalten wir, dass jeder Teiler von a und b auch
ry, teilt. Daher ist r,, der ggT von a und b und (c) ist bewiesen. O

Bemerkung 2.2 Die Aussage in (b) und (c), dass sich der ggT von zwei Zahlen
a,b € N als ganzzahlige Linearkombination von a und b darstellen lasst, wird ge-
legentlich Lemma von Bézout genannt. Beim Beweis von (b) haben wir den soge-
nannten erweiterten euklidischen Algorithmus geschildert. Eine einfache MATLAB-
Implementation ist durch

function [g,s,t]=extEuclid(a,b);
s=1;t=0;
u=0;v=1;
while b>0
g=floor(a/b);
r=a-qg*b;
a=b;b=r;



tmp=u;u=s-g*u;s=tmp;
tmp=v;v=t—-q*v;t=tmp;
end;
g=a;

gegeben. In MATLAB selbst gibt es die Funktion gcd. Durch g=gcd(a,b) wird der
gg'T' g von a und b berechnet, durch [g,s,t]=gcd(a,b) werden neben dem gg'T g auch
noch die sogenannten Bézout-Koeffizenten s,t € Z mit g = sa + tb ausgegeben. O

2.2 Polynome mit Koeffizienten aus einem Korper

Der euklidische Algorithmus kann verallgemeinert werden zur Berechnung eines grofiten
gemeinsamen Teilers zweier Polynome iiber einem Koérper. Hierzu miissen einige grund-
legende Begriffe eingefiihrt werden.

Definition 2.3 Fin Korper ist eine Menge K versehen mit zwei bindren Verkniipfun-
gen (Addition bzw. Multiplikation)

+:KxK—K,  KxK-—K,

die den folgenden Bedingungen bzw. Korperaxiomen gentigen:

1. (K, +) ist eine abelsche (kommutative) Gruppe, d. h. die folgenden additiven Ei-
genschaften sind erfiillt:
(a) a+ (b+c) = (a+0b)+c fir alle a,b,c € K (Assoziativgesetz).
(b) a+b=">b+a fir alle a,b € K (Kommutativgesetz).

(¢) Es gibt ein Element 0 € K mit 0+ a =a = a+ 0 fir alle a € K (Existenz
des neutralen Elements).

(d) Zu jedem a € K existiert das additive Inverse —a € K mit (—a) + a = 0.
2. Multiplikative Eigenschaften:

(a) a-(b-c)=(a-b)-c firallea,b,ceK (Assoziativgesetz).

(b) a-b="0-a fir alle a,b € K (Kommutativgesetz).

(c) Es gibt ein Element 1 € K\ {0} mit1-a =a=a-1 fir alle a € K (Ezistenz
des neutralen Elements).

(d) Zu jedem a € K\ {0} ezistiert das multiplikative Inverse a™' € K mit
atl-a=1=a-a"'.

Mit K* ;= K\ {0} ist also (K*,-) eine abelche (kommutative) Gruppe.
3. Zusammenspiel zwischen additiver und multiplikativer Verkniipfung:

(a) a-(b+c)=a-b+a-c firallea,b,c €K (Links-Distributivgesetz).
(b) (a+b)-c=a-c+b-c firallea,b,ceK (Rechts-Distributivgesetz).



Mit K[z] bezeichnen wir die Menge der Polynome mit Koeffizienten aus K und der
Unbestimmten z. Es sei also

d
K[z] := {Zci-xi:co,...,chK,d:O,l,...}.

1=0

Ist p = Z?:o ¢; - 2" € Klz] und ¢4 # 0, so heifit deg(p) := d der Grad von p. Verein-
barungsgemaf ist der Grad des Nullpolynoms gleich —1. Natiirlich ist der Korper K
in K[z] enthalten, da zu K[z] auch die konstanten Polynome gehoren. In K[z] ist in
offensichtlicher Weise eine Addition + und eine Multiplikation - erklart.

Zunéchst formulieren und beweisen wir den sogenannten Divisionssatz, dessen entspre-
chende Aussage fiir nichtnegative ganze Zahlen offensichtlich ist.

Satz 2.4 (Divisionssatz) Sei K ein Korper und f,g € K[z] mit g # 0. Dann gibt
es q,r € Klz] mit deg (r) < deg(g) mit f = q- g+ r. Erfiillen ¢;,m € K|x] dieselben
Bedingungen, ist also deg (r1) < deg(g) und f =¢q; - g+ r1, so ist ¢ = q; und r = ry.

Beweis: Wir wenden vollstandige Induktion nach dem Grad von f an, wobei g € K[z]
mit deg (g) > 0 (da g # 0 vorausgesetzt wurde) fixiert ist. Ist deg (f) < deg(g), so ist
die Existenzaussage mit (q,r) = (0, f) richtig. Der Induktionsanfang ist damit gelegt.
Wir kénnen also annehmen, dass deg (f) > deg (g). Sei

f:Zai'xia gzzbzxza
i=0 i=0
wobei m := deg (f) > deg (¢g) =: n. Nun definiere man f" € K[z] durch
f =f—‘;—;” g,

wobei a,, /b, natiirlich fiir a,, - b, steht. Dann ist deg (f’) < deg (f). Die Induktions-
annahme liefert ein Paar (qo,7) € K[z] x K[x] mit deg (r) < deg(g) und f' = qo-g+7.
Dann ist

f= (gO + (am/by) - xm_i) g+,
>,
womit die Fzistenz eines Paares (¢,r) mit den gewiinschten Eigenschaften bewiesen
ist. Zum Beweis der Findeutigkeit nehmen wir an, (¢,r) und (¢’,7’) seien zwei Paare
aus K[z] x K[z] mit
f=a-g+r=q- g+
und deg (1) < deg (¢g) und deg (') < deg (g). Dann ist

0=(¢—=q¢) g+ (=71

und daher (¢ —r’) - g = r — r’. Die linke Seite ist das Nullpolynom oder ein Polynom
mit einem Grad, der mindestens so grofl wie deg (¢g) ist, wiahrend auf der rechten Seite
deg (r — ') < deg (g) gilt. Daher sind beide Seiten gleich 0, folglich r =1/, ¢ = ¢'. O

6



Seien f, g € K[x] gegeben. Wir sagen, dass g das Polynom f teilt (oder g ein Teiler von
f ist, ausgedriickt durch g | f), wenn f = ¢-¢ mit ¢ € K[z]. Ein Polynom p € K[z] heifit
ein griofiter gemeinsamer Teiler (ggT) von f und g, wenn p sowohl f als auch g teilt, und
fiir jedes g € K|z], das ebenfalls f und g teilt, gilt deg (¢) < deg (p). Man beachte, dass
der ggT zweier Polynome nicht eindeutig bestimmt ist, da ein nichttriviales Vielfaches
eines gg'T' ebenfalls ein ggT ist.

Durch wiederholte Anwendung des Divisionssatzes kann man einen grofften gemeinsa-
men Teiler zu zwei Polynomen f, g € K[z]| bestimmen. Dies ist der euklidische Algo-
rithmus: Am Anfang setzt man ry := f, r; := g und berechnet sukzessive auf Grund

des Divisionssatzes ro, ..., 71,7, € K[z] und ¢, ..., ¢, € K[z] mit
ro = q1-71+ 79, deg (r9) < deg (1),
re = Qg-To+ T3, deg (r3) < deg (r2),
'n—2 = {4p—-1-°Tp-1 + Tn, deg (Tn) < deg (Tn—l);
Tm—1 = (4n-Tn + 0.

Dann ist r, ein ggT von f und g. Genauer gilt der Reihe nach:
(a) r, teilt f und g.
(b) Es existieren s,t € K[z] mit s« f +¢-g=rp.
(c) ry, ist ein ggT von f und g.
)

(d) Ein ggT von f und g ist bis auf Multiplikation mit einem Element aus K* :=
K\ {0} eindeutig bestimmt.

(e) Ist d € K|x] ein ggT von f und g, so existieren s,t € K[z] mit d=s- f+1¢-g.

Denn: Die Aussagen (a)—(c) konnen genau wie beim Beweis von Satz in Unterab-
schnitt [2] bewiesen werden. Ist d ein weiterer gg'T' von f und g, so ist d ein Teiler von r,
und es gilt deg (d) = deg (r,,). Hieraus folgt auch (d). Die Aussage (e) folgt unmittelbar
aus (c) und (d). Dies entspricht der Aussage des Lemmas von Bézout fiir nichtnegative
ganze Zahlen.

3 Der Satz von Wedderburn

Der (kleine) Satz von Wedderburn sagt aus, dass ein endlicher Schiefkérper sogar ein
Korper ist, also die Multiplikation notwendigerweise kommutativ ist. Hierbei ist ein
Schiefkorper eine Menge K, die mit zwei bindren Verkniipfungen + und - versehen
ist, fiir die alle Korperaxiome erfiillt sind mit eventueller Ausnahme der multiplikati-
ven Kommutativitét. In einem Schiefkérper (und erst recht in einem Kérper) sind die
(additiv bzw. multiplikativ) neutralen Elemente sowie die (additiv bzw. multiplikativ)
inversen Elemente offenbar eindeutig bestimmt.



Der folgende iiberraschende und schéne Satz stammt von J. H. M. WEDDERBURN
(1905). Wir geben den brillanten Beweis von E. WITTP|(1931) an, siehe auch A. WEIL
(1974, S.2) und M. AIGNER, G. M. ZIEGLER (2002). Die Arbeit von Witt kann man
hier nachlesen.

Satz 3.1 (Wedderburn) Ein endlicher, d. h. aus endlich vielen Elementen bestehen-
der, Schiefkorper K ist kommutativ, also ein Korper.

Beweis: Fiir ein beliebiges s € K sei
Cs={reK:x-s=s-x}

der Zentralisator von s bzw. die Menge aller Elemente aus K, die mit s kommutieren.
Mit Z(K) bezeichnen wir die Menge aller Elemente von K, welche mit allen Elementen
von K vertauschbar sind und nennen diese Menge das Zentrum von K. Dann ist also

Z(K) =) C..

seK

Offenbar ist Z(K) ein endlicher Korper. Denn Z(K) ist in dem endlichen Schiefkérper
K enthalten, alle Elemente von Z(K) sind miteinander vertauschbar, 0 und 1 liegen in
Z(K) und schliellich folgt aus z € Z(K) bzw. z € Z(K) \ {0}, dass auch —z € Z(K)
bzw. 7! € Z(K). Mit ¢ := | Z(K)| bezeichnen wir die Anzahlf|der Elemente von Z(K).

Nun fassen wir K bzw. fiir s € K den Teilschiefkorper Cy C K als Vektorraum iiber dem
Korper Z(K) aufl] ihre Dimension sei n bzw. ny. Dann ist |K| = ¢" und entsprechend
|Cs| = ¢", denn z. B. lésst sich jedes Element von K in eindeutiger Weise als Linear-
kombination der n Basiselemente mit den ¢ Koeffizienten aus Z(K) darstellen. Unser
Ziel wird darin bestehen nachzuweisen, dass n = 1, daher der Korper Z(K) C K und
der Schiefkorper K dieselbe Anzahl ¢ von Elementen besitzen und folglich iibereinstim-
men. Dies geschieht dadurch, dass wir ab jetzt n > 2 annehmen und diese Annahme
zum Widerspruch fithren.

Wir definieren K* := K\ {0} und auf K* die Relation ~ dadurch, dass u ~ v fiir
u,v € K* genau dann gilt, wenn ein € K* mit v = z - u- 2~ ! existiert. Offenbar ist ~

2Uber Ernst Witt horte ich vor vielen Jahren die folgende Geschichte, die, wenn sie nicht wahr
wenigstens gut erfunden ist. Nach einem Vortrag in Hannover wurde Witt darauf hingewiesen, dass er
einen braunen und einen schwarzen Schuh anhatte. Nach kurzer Uberlegung war die Reaktion: “Das
Merkwiirdige ist, dass ich zu Hause noch so ein Paar habe.”

3Diese Anzahl ist notwendigerweise eine Primzahlpotenz, siche Unterabschnitt Dies ist aber
fiir die Argumentation hier nicht wichtig.

4Ist x € O fiir ein s € K und o € Z(K), so ist

(a-z)-s=a-(x-s)=(zx-s)-a=(s-z)-a=s-(x-a)=s-(a-x),
also auch « - x € C,. Sind andererseits x,y € Cs fiir ein s € K, so ist
(x+y)-s=xz-s+y-s=s-x+s-y=s-(r+y),

also auch =z +y € Cs.


http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~marin/une_autre_crypto/articles_et_extraits_livres/Witt_Maclagen_Wedderburn.pdf

eine Aquivalenzrelatio. Mit
[,:={r-s-27':2cK}

bezeichnen wir die Menge aller Elemente aus K*, die dquivalent zu s € K* sind und
nennen diese Menge die zu s gehorende A quivalenzklasse. Die Menge K* ist disjunkte
Vereinigung ihrer Aquivalenzklassen. Man beachte, dass |I's| = 1 fiir ein s € K* genau
dann, wenn s € Z(K) \ {0}. Bei vorgegebenem s € K* definieren wir C¥ := C \ {0}
und setzen k := |y, [ :=|C¥| = ¢"* — 1. Sei

Dy={zy-s-a7' ... 255 2.}, Cr={vy1,. .., u}

Zu einem beliebigen z € K* existiert ein i € {1,...,k} mit v-s5-27" =z, - s-2; .

Hieraus erhalten wir (v;'-x)-s=s-(z;'-2) bzw. 2; ' - ¥ € C*. Daher existiert ein

je{l,... 1} mit x[l-x:yj bzw. = x; - y; und folglich ist
K*={z;-y;:i=1,...,k, j=1,... 1}

Wir wollen uns iiberlegen, dass K* genau kl Elemente besitzt bzw. die Elemente x; - y;
mit¢=1,...,k, j=1,...,[, paarweise verschieden sind. Angenommen, es ist z; - y; =
1 I fl C*

yﬁ’ y] € s
Folglich ist z;-s-z; " = xy - s- xi_,l, daher ¢ = ¢" und danach j = j’. Daher ist bewiesen,
dass |K*| = kl = |I's| |C| und insbesondere

K ¢"—1
c:l g -1

xy -y fir Paare (4, 7), (¢, 5) € {1,...,k} x{1,...,}. Dann ist zy -z,
1

= |FS|

fir alle s € K*.

Oben erinnerten wir daran, dass K* die disjunkte Vereinigung von Aquivalenzklassen
ist. Genau ¢ — 1 dieser Aquivalenzklassen sind einpunktig und bestehen aus den von
0 verschiedenen Elementen des Zentrums. Sind alle Aquivalenzklassen einpunktig, so
stimmen K* und Z(K) \ {0} bzw. K und Z(K) iiberein und die Aussage des Satzes ist
richtig. Daher nehmen wir im folgenden an, dass es Aquivalenzklassen mit mehr als
einem Element gibt. Diese Aquivalenzklassen seien mit I'y,,...,T's, bezeichnet. Da K*

die disjunkte Zerlegung
p

K* = (Z(K)\ {0} uJT,,

i=1
besitzt, ist

() 1=K = |20\ (0 + YN =g -1+ Y L

g — 1

Zur Abkiirzung setzen wir n; := n,, und notieren, dass

n_q
T~ eN,  i=1,...,p
g —1

2< |F5i| =

°D.h. es gilt u ~ u (Reflexivitiit), aus u ~ v folgt v ~ u (Symmetrie), aus u ~ v und v ~ w folgt
u ~ w (Transitivitdt) fir alle u, v, w € K*.



Hieraus wollen wir schlieflen, dass n; | n, ¢ = 1,...,p bzw. n durch n; geteilt wird. Sei
i€ {l,...,p} fest. Wir wissen, dass (¢" — 1) | (¢" — 1) und bezeichnen mit r den Rest
bei der Division von n durch n;. D.h. es sein =an; + r mit a € Nund 0 < r < n,.
Wegen

(¢" = 1) = (¢" = 1) = (¢ = 1) = (¢" = 1) = ¢"(¢"*"""*" — 1)

folgt aus (¢" — 1) | (¢" — 1), dass (¢" — 1) | (¢'*~Y™+" — 1), wobei wir noch benutzt
haben, dass ¢™ und (¢™ — 1) relativ primﬂ sind. In dieser Weise kann man fortfahren
und erhélt, dass (¢" — 1) | (¢" — 1) mit 0 < r < n;. Hieraus folgt r = 0 bzw. n; | n,
1=1,...,p.

Ist n € N, so heifit ( € C eine n-te Finheitswurzel, wenn (" = 1 bzw. ( ein Element
von

C,={CeC:("=1}

ist. Die n-ten Einheitswurzeln sind Nullstellen von 2™ — 1, daher gibt es hochstens n
verschiedene n-te Einheitswurzeln. Einheitswurzeln haben den Betrag 1, weiter ist das
Produkt von n-ten Einheitswurzeln wieder eine n-te Einheitswurzel. Eine spezielle n-te
Einheitswurzel ist

Cp 1= eZmim,
Da ¢* k=0,...,n — 1, paarweise verschiedene n-te Einheitswurzeln sind, ist
Con={1,(, ..., )
In Abbildung [1] veranschaulichen wir die n-ten Einheitswurzeln fiir n = 1,...,10. Das

n-te Kreisteilungspolynom (engl.: cyclotomic polynomial) ist definiert durch

o z):= ] (@—-¢), neN

Offenbar ist ®,(-) ein Polynom mit dem héchsten Koeffizienten 1 vom Grade ¢(n), der
Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen kleiner oder gleich n bzw. der Anzahl primitiver
n-ter Einheitswurzelnﬂ In Abbildung [1f haben wir fiir n = 1,...,10 die primitiven n-
ten Einheitswurzeln durch e gekennzeichnet, die iibrigen n-ten Einheitswurzeln durch
e. Nun zeigen wir:

6Zwei natiirliche Zahlen k und n heifien relativ prim oder teilerfremd, wenn es keine natiirliche
Zahl aufler der Eins gibt, die beide Zahlen teilt bzw. der gréfite gemeinsame Teiler ggT(k,n) von k
und n gleich 1 ist. Insbesondere sind zwei natiirliche Zahlen, deren Differenz 1 ist, relativ prim.

"Eine n-te Einheitswurzel ¢ € C,, heifit primitiv, wenn alle n-ten Einheitswurzeln Potenzen von
sind. Dann gilt:

e Die n-te Einheitswurzel (, ist primitiv.

e Fiir k € N ist die n-te Einheitswurzel (¥ genau dann primitiv, wenn ggT(k,n) = 1, also k und
n relativ prim sind.

Denn: Die erste Aussage ist trivialerweise richtig, sodass nur die zweite Aussage zu zeigen bleibt. Sind
k und n relativ prim bzw. ggT(k,n) = 1, so existieren wegen des Lemmas von Bézout (siehe Abschnitt

2) s,t € Z mit sk + tn = 1. Dann ist
sk _ ,l—tn __
n - oSn _Cﬂ'

10



n=1 n=2 n=3 n=4 n=>5
n==~0 n=717 n==~8 n=29 n =10

Abbildung 1: Die n-ten Einheitswurzeln firn =1,...,10

e Fiir alle n € N ist
(xx) " —1= H D4(z).
d=1
dln

Durch Vergleich der Grade der Polynome auf beiden Seiten von (k%) erhélt man
als einfache Folgerung die Beziehung

Denn:

=1 II @-¢

Da ¢, eine primitive Einheitswurzel ist, gilt dies auch fiir ¢*. Denn ist 7 eine beliebige Einheitswurzel,
so gibt es ein [ € N mit = ¢! = (¢¥)*". Umgekehrt nehmen wir jetzt an, (¥ sei eine primitive n-te
Einheitswurzel. Es gibt ein s € N derart, dass (¢¥)® = (¥ = (,,. Hieraus folgt ¢}7*¥ = 1 und hieraus
die Existenz eines t € Z mit sk + tn = 1. Hieraus liest man ab, dass k und n teilerfremd bzw. relativ
prim sind. Denn ist d € N ein gemeinsamer Teiler von k und n, so teilt d auch sk + tn = 1, woraus
d =1 folgt.
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n n/d

=11 II @=-¢9

d=1 =
din ggT(k,n/d)=1
n n/d
= H H (z — C}lf/d)
d=1 k=1

dln ggT(kn/d)=1

n

= | | (I)n/d(l‘)
d=1
dln

= [ 2ulx).

dln
Als Néchstes zeigen wir:

e Fiir jedes n € N ist ®,,(+) ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten. Ferner ist
der konstante Koeffizient von ®,,(-) entweder 1 oder —1. Insbesondere folgt aus
(%) wegen n | n, dass ®,(x) | (z" — 1) bzw. ein Polynom p(-) mit ganzzahligen
Koeffizienten und 2" — 1 = p(z)®,(x) existiert.

Denn: Wir beweisen die Behauptung durch vollstdndige Induktion nach n. Wegen
®)(z) = x — 1 ist die Behauptung fiir n = 1 richtig. Nun sei n > 2 und es wird
angenommen, ®,,(-) sei fiir m < n ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten und
einem konstanten Koeffizienten, der entweder 1 oder —1 ist. Aus (xx) und der Induk-
tionsannahme erhalten wir, dass

2" — 1= p(x)P,(v)

mit einem Polynom p(-) mit ganzzahligen Koeffizienten, dessen konstanter Koeffizient
entweder 1 oder —1 ist. AuBerdem wissen wir, dass der hochste Koeffizient von p(-)
(und von @,,(-)) gleich 1 ist. Mit einem gewissen [ € N ist also

n—I
o) =Y i, ) =Yt
k=0

J=0

mit pg, ...,p € Zmit pg € {1, —1} und p; = 1. Durch Vergleich der konstanten Koeffizi-
enten erhalten wir —1 = ppag und damit ag € {1, —1}. Angenommen, ag, ai, ..., ax_1 €
Z. Ein Vergleich der Koeffizienten von %, 1 < k < n, in 2" — 1 = p(x)®,(z) liefert

K K
0= Zplak—j = ijak—j +Ppoa-
=0 =1
—_——
ez

Wegen py € {1, —1} folgt a), € Z. Insgesamt ist gezeigt, dass ®,(-) ganzzahlige Koeffi-
zienten besitzt.
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o Firl <d<nundd|n gilt

" —1
o,
an ()| s
Denn: Wegen (sx) ist
=1 = [] ®nx)
m=1
mln
n—1
= O,(z) H @y, ()
m=1
mln
d n—1
= O,(z) || Pw(2) D, (2)
= m=1
m|d mfd, m|n
n—1
= &, (x)(2z% - 1) D, (x)
m=1
mfd, m|n
=:f(z)

= Cu(x)(a —1)f(2).
Hierbei ist f(+) ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten, da wir gezeigt haben, dass
dies fiir jedes ®,,(+) der Fall ist.
Nun kommt das furiose Finale des Beweises. Aus (xx) und (% %) sowie der sogenannten
Klassenformel (x) folgt ®,(q) | (¢ — 1). Ist andererseits ( = a + ib # 1 eine n-te
Einheitswurzel (eine solche existiert, da wir n > 2 annehmen) und ¢ > 2, so ist
notwendigerweise a < 1 und

la=¢P = lg—(a+)P
= (¢g—a)*+b
2 2 32
= 22
q ag+a”+b
=[¢|*=1
= ¢*—2aq+1
= (¢—1)*+2(1—a)q
——
>0
> (q—1)?
und daher auch |¢ — ¢| > ¢ — 1 und |®,(q)| > ¢ — 1, was ®,,(q) | (¢ — 1) widerspricht.
Damit ist der Satz bewiesen. O

4 Endliche Korper

In diesem Abschnitt wollen wir den Beweis eines Ergebnisses nachholen, iiber welches
im Abschnitt iiber Lateinische Quadrate in der Sammlung |Merkwiirdige Mathematik
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gesagt wurde, dass Kenntnisse dariiber zur Allgemeinbildung gehéren. Insbesondere
wollen wir hier mit Satz die dort (ohne Beweis) gemachte Aussage

e Ist ¢ = p™ eine Primzahlpotenz, so gibt es (bis auf Isomorphie genau) einen
Koérper F, mit ¢ Elementen

vollstandig beweisen. Hierbei kommt es uns darauf an, moglichst wenige Hilfsmittel aus
der Algebra zu benutzen. Als Literatur seien z.B. L. CHILDS (1979), H. KURZWEIL
(2008) genannt. Wir werden nicht auf die zahlreichen Anwendungen endlicher Korper
eingehen.

4.1 Endliche Ko6rper haben eine Primzahlpotenz als Ordnung

Zunichst beweisen wir eine Umkehrung der gerade angegebenen Aussage.

Satz 4.1 Sei K ein endlicher Kérper mit q Elementen. Dann ist ¢ = p™ mit einer
Primzahl p und einem m € N.

Beweis: Fiir £ € N schreiben wir k - 1 fiir das Element aus K, das durch k-faches
Summieren der 1, dem beziiglich der Multiplikation neutralen Elements, entsteht. Wir
definieren die Charakteristik char(K) des Korpers K (mit den additiven bzw. multipli-
kativen neutralen Elementen 0 bzw. 1, die nicht mit den entsprechenden ganzen Zahlen
verwechselt werden sollten) durch

char(K) :=min{k e N: 1 +---4+1=0}.
=k-1
Zunéchst zeigen wir:

e Die Charakteristik p := char(K) eines endlichen Korpers K ist eine Primzahl.

Denn: Angenommen, p ist keine Primzahl. Dann ist p = kIl mit &, € N und k,[ < p.
Wegen 0 =p-1=(k-1)-(l-1)ist k-1 =0 oder [-1 = 0. Dies ist ein Widerspruch zur
Minimalitat von p.

e Sei p := char(K) die Charakteristik des endlichen Korpers K. Dann ist
F,={i-1:i=0,...,p—1}

ein in K enthaltener Korper, und zwar der kleinste in K enthaltene Korper, der
sogenannte Primkdrper.

Denn: Dass F, C K ein Teilkérper von K ist (bzw. K/F, eine Kérpererweiterung),
erkennt man daran, das 0 =0-1und 1 =1 -1 in [, liegen, ferner mit a,b € F, auch
a+belF, a-beclF,und —a € I, wegen p-1 = 0. Hier wurde noch nicht benutzt,
dass p eine Primzahl ist. Zu zeigen bleibt, dass Inverse von Elementen aus [, \ {0}
existieren und selbst in I, \ {0} liegen. Sei¢-1 € F, \ {0}, alsoi € {1,...,p—1}. Zu
zeigen ist die Existenz eines j € {1,...,p — 1} mit ij = 1 mod p. Da p eine Primzahl
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istund i € {1,...,p— 1} ist ggT(i,p) = 1. Das Lemma von Bézout (siehe Schluss von
Abschnitt [2) liefert die Existenz von s,t € Z mit si + tp = 1. Hieraus folgt

l1=1-1=(st+tp)-1=(s2)-1+tp-1=(s2)-1.
( p) (si) p_o (si)

Da s kein ganzzahliges Vielfaches von p ist (andernfalls wire (si) - 1 = 0), ist j :=
smodp € {1,...,p — 1}. Offenbar ist dann (i -1)-(5-1) = (ij) - 1 = 1 und daher
j-1=(i-1)"". Damit ist nachgewiesen, dass F, ein Korper ist. Da F, C K in jedem
Teilkérper von K enthalten sein muss, ist I, Primkorper von K.

Nun kommen wir zum Schluss des Beweises. K ist Oberkorper von [F, und damit ein
(endlichdimensionaler) F,-Vektorraum. Ist {a,,...,a,} C K eine Basis dieses Vektor-
raumesﬂ, so lasst sich jedes Element a € K in eindeutiger Weise in der Form

m
a = E ;- a;
i=1

mit o; € Fp, i = 1,...,m, darstellen. Da F, genau p Elemente enthilt, liest man
hieraus ab, dass K genau p™ Elemente enthélt. Der Satz ist bewiesen. O

Bemerkung 4.2 Bei vorgegebener Primzahl p ist Z/pZ definiert als die Menge aller
Restklassen [i], i = 0,...,p— 1, derjenigen ganzen Zahlen, die bei einer Division durch
p den Rest ¢ ergeben. Also ist

Z/pZ :=A{[i]:i=0,....,p—1}
mit
[i] ={kp+i:keZ}, i=0,...,p— L
Auf Z/pZ koénnen binédre Verkniipfungen

+:Z/p7 x L/ pZ — Z]pZ, < ZJpZ X 7./ pZ — 7] pZ

durch
@] + 5] := [ + ) modp], 1] - [j] := [(#) mod p]

erklart werden. Z.B. sind in Z/7Z die Addition und die Multiplikation durch die fol-
genden Verkniipfungstabellen, siehe Tabelle [T gegeben. Hierbei lassen wir die eckigen
Klammern bei den Restklassen fort. Mit dem Nullelement [0] (Menge der durch p teilba-
ren ganzen Zahlen) als additivem neutralen Element und dem Einselement [1] (Menge
1 4+ pZ der ganzen Zahlen, die bei Division durch p den Rest 1 ergeben) als multi-
plikativem neutralen Element ist Z/pZ ein aus p Elementen bestehender Korper der
Charakteristik p, der sogenannte Restklassenkdrper. Das multiplikative Inverse einer
Restklasse [i| € Z/pZ berechnet man mit Hilfe des erweiterten euklidischen Algorith-
mus. Mit diesem erhélt man s,t € Z mit st + tp = 1 und weif}, dass mit 7 := smodp
die Beziehung [j] = [i]™! gilt. Ferner ist jeder aus p Elementen bestehender Korper

8Die Dimension des F,-Vektorraums K bezeichnet man auch mit [K : F,] und nennt dies den Grad
der Korpererweiterung K/F,.
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[ +[0]1]2[3[4][5]6] - [o]1]2[3[4[5]6]
0]0][1]2|3/4]5]6 0[0]0/0]0]0]0]0
1[12[3][4]5/6]0 10[1]2]3(4[5]6
2 2/3(4[5(6]0]1 202/ 4(6(1]3]5
3|3(4(5(6(0]1]2 3(0/3(6(2(5]14
14(5(6[0[1]2]3 1fo[4(1(5]2]6]3
5[5/6/0/1]2(3]4 510(5/3/1(6/4]2
6[6/0|1|2(3]4]5 6[0/6/5(4]3]2|1

Tabelle 1: Verkniipfungstabellen fiir Addition und Multiplikation in Z/7Z

[F, (wobei p eine Primzahl ist) isomorph zu dem Restklassenkorper Z/pZ. Denn die
durch o(i- 1) :=[i], i =0,...,p — 1, definierte Abbildung o:F, — Z/pZ ist bijektiv,
ferner ist o(a +b) = o(a) + o(b) und o(a-b) = o(a) - o(b) fiir alle a,b € F,, also o ein
Isomorphismus. Daher schreibt man auch héufig F, statt Z/pZ. O

Bemerkung 4.3 Wir halten noch einmal fest, was wir im obigen Satz bewiesen haben.
1. Die Charakteristik eines endlichen Korpers K ist eine Primzahl.

2. Ist p die Charakteristik des endlichen Korpers K, so ist der kleinste in K ent-
haltene Korper F,, also der Primkorper von K, isomorph zum Restklassenkorper
Z7/pZ.

3. Ist K ein endlicher Kérper der Charakteristik p, so ist die Ordnung von K, also
die Anzahl der Elemente von K, gleich ¢ = p™, wobei m := [K : F,| die Dimension
des [F,-Vektorraums K bzw. der Grad der Korpererweiterung K//F,, ist.

O

4.2 Die multiplikative Gruppe eines endlichen Korpers ist zy-
klisch

Eine (multiplikative) abelsche Gruppe G heifit zyklisch, wenn sie von einem einzelnen
Element g € G erzeugt wird, also jedes Element von GG eine Potenz von g ist bzw.

G={¢" kez}
gilt. Fiir ein Element a € G heifit
00, falls a* # 1 fiir alle k € N,
ord (a) := '
min{k € N:a* =1},  sonst

die Ordnung des Gruppenelements a € G. Wir beginnen mit einem klassischen Resul-
tat.
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Satz 4.4 (Lagrange) Sei G eine endliche (multiplikative) Gruppe und U C G eine
Untergruppe. Dann ist die Anzahl |U| der Elemente von U ein Teiler der Anzahl |G|
der Elemente von G. Speziell ist fiir jedes a € G die Ordnung ord (a) von a ein Teiler
von |G|.

Beweis: Auf G definiere man die binare Relation ~ durch
T~y =y -z el

Aus den Gruppenaxiomen folgt, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Die Aquivalenz-
klasse eines Elementes z € G ist U -z := {a -2 : a € U}. Offensichtlich ist |U - x| = |U]
fiir alle € G. Da andererseits G disjunkte Vereinigung von Aquivalenzklassen ist, ist
|G| gleich dem Produkt aus |U| und der Anzahl der Aquivalenzklassen, insbesondere
ist |U| ein Teiler von |G|. Ist k := ord (a) die Ordnung eines Elementes a € G, so ist
U = {a,a? ... ,a"} eine zyklische Untergruppe von G und daher |U| = ord (a) ein
Teiler von |G|. O
Unser néchstes Ziel ist es, den folgenden Satz zu beweisen. Fiir diesen gibt es viele
Beweise, siehe z. B. hier| oder hier. Einen Beweis findet man auch bei A. WEIL (1974,
S.2) und J.-P. SERRE (1973, S.4), dessen Beweis wir im wesentlichen folgen.

Satz 4.5 Sei K ein Korper, K* := K\ {0} und (K*,-) die multiplikative Gruppe zu
K. Dann ist jede endliche Untergruppe G von K* zyklisch. Ist speziell K ein endlicher
Korper mit q := |K| Elementen, so gilt:

1. Die multiplikative Gruppe (K*,-) ist zyklisch.
2. Esist 2?7 —x = 0 fiir alle v € K.
Beweis: Zunéchst zeigen wir:
e Ein Polynom p € K[z] \ {0} vom Grad d besitzt hochstens d Nullstellen in K.

Denn: Wir beweisen die Aussage durch vollstdndige Induktion nach dem Grad d. Die
Aussage ist fiir d = 0,1 richtig. Sei also d > 2 und die Aussage fiir kleinere Grade
bewiesen. Ist a € K eine Nullstelle von p, so ist p = (x — a) - ¢ mit deg(q) = d — 1.
Denn wegen des Divisionssatzes [2.4(siche Unterabschnitt istp=(zr—a) -q+r,
wobei r konstant ist, woraus sich durch Einsetzen von a notwendigerweise r = 0 ergibt.
Nach Induktionsvoraussetzung hat ¢ maximal ¢ — 1 Nullstellen. Fiir b € K ist p(b) =
(b — a) - q(b). Daher ist b eine Nullstelle von p genau dann, wenn b = a oder b eine
Nullstelle von ¢ ist. Daher hat p maximal d Nullstellen.

Nun kommen wir zum eigentlichen Beweis des Satzes. Sei GG eine endliche Untergruppe
von K* und n := |G| die Anzahl der Elemente von G. Fiir d = 1,...,n bezeichnen
wir mit agy die Anzahl der Elemente aus G mit der Ordnung d. Dann ist ay = 0,
wenn d kein Teiler von n ist. Ist dagegen a;, > 0, so existiert ein Element g € G
mit der Ordnung d. Die Untergruppe U := {g,¢?, ..., g%} ist eine zyklische Gruppe
der Ordnung d. Jedes Element von U ist eine Losung der Gleichung ¢ — 1 = 0. Da
diese Gleichung hochstens d Losungen besitzen kann, sind die Elemente von U, also
g,9%,...,9% alle Losungen von ¢ —1 = 0. Daher ist jedes Element aus G der Ordnung
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d in U enthalten. Ein Element ¢* € U, k = 1,...,d, hat aber genau dann die Ordnung
d, wenn k und d teilerfremd sind bzw. ggT (k,d) = 1 gilt (siehe die entsprechende
Aussage iiber primitive Einheitswurzeln). Also ist a4, die Anzahl der Elemente in G
mit der Ordnung d, gleich der Anzahl ¢(d) der Zahlen k zwischen 1 und d die zu d
teilerfremd sind. Auf Seite haben wir im Beweis des Satzes von Wedderburn die

Beziehung
> _éld)=n
d=1

dn

nachgewiesen. Andererseits ist auch

n n
E g = E ag = N,
d=1 d=1

dln

da jedes Element eine Ordnung besitzt. Folglich ist

n

> ((d) —aa) =0
——
d=1 >0
dln =
und daher a; = ¢(d) fiir alle d € {1,...,n} mit d | n. Insbesondere ist a,, = ¢(n) > 0.
Daher enthélt die Gruppe G mit n Elementen mindestens ein Element der Ordnung n
(genauer sogar ¢(n) Elemente der Ordnung n) und ist folglich zyklisch. Die Behauptung

ist bewiesen.

Ist speziell K ein endlicher Korper, so ist K* beziiglich der Multiplikation eine endliche
Untergruppe und daher wegen der gerade eben bewiesenen Aussage zyklisch. Die Glei-
chung 27 — x = 0 ist fiir = 0 trivialerweise richtig. Wir {iberlegen uns, dass 297! =1
fiir alle z € K*. Nun ist ¢ — 1 die Ordnung der multiplikativen Gruppe K*, wegen des
Satzes von Lagrange ist die Ordnung jedes Elementes aus K* ein Teiler von ¢ — 1. Zu
jedem x € K* gibt es daher ein k € {1,...,¢ — 1} mit k ord (z) = ¢ — 1. Folglich ist

xq—l _ Ilj'k ord (z) _ (xord(x))k _ 1l~c -1

und damit natirlich auch 27 — z = 0. O

Beispiel 4.6 Wir betrachten den Restklassenkorper K := Z/237Z. Wegen des vorigen
Satzes wissen wir insbesondere, dass die multiplikative Gruppe K* := K\ {0} eine
zyklische Gruppe mit n := 22 Elementen ist. Welche Elemente erzeugen diese Gruppe
und wie viele gibt es davon? Als Ordnungen der Elemente von K* kommen nur die Teiler
von 22 in Frage, also 1, 2, 11 und 22. Die Anzahl der Elemente in K* der Ordnung
22 ist (siehe den Beweis des letzten Satzes) gleich ¢(22) = 10, der Anzahl der zu 22
teilerfremden Zahlen zwischen 1 und 22 (dies sind némlich 1,3,5,7,9,13,15,17,19, 21).
Um ein erzeugendes Element zu finden, experimentieren wir. Die Restklasse [1] hat
natiirlich die Ordnung 1, kommt also als erzeugendes Element nicht in Frage. Was ist
die Ordnung der Restklasse [2]? Es ist [2]° = [2°] = [9] und daher

(2" = (91 [2] = [12] - [2] = [1],
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daher ist ord ([2]) = 11. Jetzt untersuchen wir die Restklasse [3]. Es ist [3]* = [4] und
daher
(31" = [4)° - [3)* = [18] - [9] = [1],

daher ist auch [3] kein die multiplikative Gruppe K* erzeugendes Element. Der néchste
Kandidat [4] ist ebenfalls nicht primitiv, da [4]'! = [2]** = [1]. Versuchen wir es jetzt
mit [5]. Es ist [5]? = [2] und daher

51 = 2 - 5] = [9] - [5) = [22] # [1].
Daher hat [5] die Ordnung 22 und ist ein erzeugendes Element von K*. Alle erzeugenden
Elemente sind durch [5]* mit k € {1,3,5,7,9,13,15,17,19, 21} gegeben. O
4.3 Kongruenzklassen modulo eines Polynoms

Grundlegend fiir das Weitere ist der Ubergang von einem Kérper K zunichst zu der
Menge K[z]| der Polynome mit Koeffizienten aus K und dann zur Menge K|z]/N(x),
der Menge der Kongruenzklassen modulo N beziiglich eines vorgegebenen Polynoms
N € Klz]|. Zwei Polynome f,g € K|x] heiflen kongruent modulo N, in Zeichen f =
gmod N, wenn N | (f —¢g) bzw. f — g = N - p mit einem p € K[z] ist. Hierdurch ist
eine Aquivalenzrelation erklirt. Die zu einem f € K[z] gehérende Aquivalenzklasse ist

[flv ={9€eK[z]: f=gmod N} ={f+ N -p:peKl]}.

Mit K[z]/(N(x)) bezeichnen wir die Menge der Aquivalenz- bzw. Kongruenzklassen
von Polynomen aus K[z] modulo N, d.h. es ist

Klal/(N(z)) := {[f]n : [ € K[z]}.
In K[z]/(N(z)) konnen eine Addition + und eine Multiplikation - durch

fln + lglv = [f +gln, fln -9y = [f - gln

erkldrt werden. Ist speziell g € K[z] durch g(x) := x definiert und f € K[z] gegeben
durch

flz) = Zci cxt = Zcz g9(x)",
so ist . ; ;
D= |2 g'] = Dlei-glly = ledx - loli

Definition 4.7 Ein Polynom N € K[z]| heiit irreduzibel in K[z], wenn es sich nicht
als Produkt von zwei Polynomen aus K[z] mit einem Grad > 1 darstellen lasst.

Ist p € N eine Primzahl, so ist Z/pZ ein Korper. Entsprechend ist K[z]/(N(x)) ein
Korper, wenn N € K|z] irreduzibel ist:

19



Satz 4.8 Sei K ein Korper und N € Klz] irreduzibel. Dann ist K[z|/(N(z)) mit
der oben erklarten Addition und Multiplikation sowie den additiv bzw. multiplikativ
neutralen Elementen 0 = [0]x bzw. 1 = [1]x ein Kdérper.

Beweis: Offenbar geniigt es zu zeigen, dass jedes vom Nullelement verschiedenes Ele-
ment aus K[z]/(N(x)) ein (multiplikativ) inverses Element besitzt. Sei also g € K[z]
mit [g]y # [0]n gegeben. Insbesondere ist N kein Teiler von g¢. Ist dann d € K]z] ein
ggT von N und g, so ist d € K* := K\ {0}, also d ein von Null verschiedenes konstantes
Polynom, ferner existieren Polynome s, ¢ € K|[z] mit

d=s-g+t-N,

siche die Aussage (e) am Schluss von Unterabschnitt [2.2] Nach Division der letzten
Gleichung durch d bzw. Multiplikation mit d~! erhalten wir

1=(d_ls~s)-g+(d_1-t)~N:sl-g+t1~N.

=81 =:t1
Ein Ubergang zu Restklassen ergibt

My =1[s1-g+ti- Ny =[s1-g]ln+ [t1- N]n = [s1]n - [g]n-
———

=[0]n

Mit h = s; € Ko[z] ist [h]y = [g]y das inverse Element zu [g]y # 0. Daher ist
K[z]/(N(z)) ein Korper. 0
Wenn wir wiissten, dass es zu jedem m € N und jeder Primzahl p ein irreduzibles
Polynom N € F,[z] vom Grad m gibt, so wére durch den folgenden Satz die Existenz
endlicher Kérper der Ordnung ¢ = p™ bewiesen.

Satz 4.9 Seip eine Primzahl und N € F,[z] ein irreduzibles Polynom mit Koeffizienten
aus IF, vom Grad m € N. Dann ist F,[z]/(N(z)) ein Koérper mit q := p™ Elementen.

Beweis: Dass F,[z]/(N(z)) ein Korper ist, haben wir gerade eben bewiesen. Wegen
[N]n = [0]n (daher ist ™ kongruent zu einem Polynom vom Grad < m — 1 mit Koeffi-
zienten aus F) sind Elemente von F,[z]/(N(z)) Kongruenzklassen, die von Polynomen
mit Koeffizienten aus I, vom Grad < m — 1 erzeugt werden. Genauer existiert eine

bijektive Abbildung 7" zwischen F,[z]/(N(z)) und
P,1(F,) ={a+ax+- -+ 1™ ag,ar, ..., Ay € F,},

definiert durch
T([f]n) =,

wobei r € P,,_1(F,) der Rest der Division von f durch N ist. Daher ist r kongruent
f modulo N ist, also ist r € [f]y. Da die m Koeffizienten aq, ..., a,_1 jeweils genau
p Werte annehmen kénnen, ist |P,—1(F,)| = p™ und die Behauptung des Satzes ist
bewiesen. O

Der folgende Satz wird gelegentlich nach Kronecker benannt.
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Satz 4.10 (Kronecker) Sei K ein Kérper.

1. Ist N € K[z] irreduzibel, so ist L := K|z]/(N(x)) ein Korper, der einen zu K
isomorphen Kérper enthélt und in dem N die Nullstelle « := [z]y € L besitzt.

2. Ist f € Klz|, so gibt es eine Korpererweiterung /K, in dem f eine Nullstelle
besitzt.

Beweis: Wie wir in Satz bewiesen haben, ist IL ein Kérper. Wir definieren ¢: K —
L durch ¢(a) := [a]y. Aus ¢(a) = ¢(b) bzw. [a]y = [b]y folgt a = b. Folglich ist ¢(K)
ein zu K isomorpher Teilkérper von L. Sei g € K|z] gegeben durch g(z) := x, ferner
sei a := [g]y. Hat N € K[z] die Darstellung

d
N(x) = Zci -
=0
so ist
d d d
0]y = [N]y = [Z Ci 92] = Z[Ci]N ot = Zcb(cz) ol
i=0 =0 i=0
Daher hat N als Element von L[z| die Nullstelle . Die Aussage des zweiten Teiles des

Satzes erhélt man, in dem man den ersten Teil des Satzes auf einen irreduziblen Faktor
N von f anwendet. O

Bemerkung 4.11 Ist K ein Kérper und N € K|z] irreduzibel, so ist L := K[z]/(N(z))
ebenfalls ein Kérper. Hat N wie im Beweis des Satzes von Kronecker den Grad d und
ist f € K|[z] ein Polynom vom Grad r mit Koeffizienten ay, . .., a,, so hat ein typisches
Element [f]y € L die Darstellung

flv = [i a; - JJZ}N = i[ai]N ol = i¢(ai) -l

=0

Daher konnen Elemente von L als Polynome mit Koeffizienten aus ¢(K), ausgewertet
an der Nullstelle & € L von N, aufgefasst werden. Hierbei ist ¢: K — IL die durch
¢(a) := [a]y definierte Abbildung im Beweis des letzten Satzes. O

Nun konnen wir zeigen:

Satz 4.12 Sei K ein Kérper und f € Klz| ein Polynom mit d := deg(f) > 1 und
héchstem Koeffizienten aq. Dann gibt es einen K (bzw. einen hierzu isomorphen Kérper)
enthaltenden Korper L und aq,...,aq € L derart, dass f als Element von L[z]| die
Darstellung

d
f=as[]@@—a),
1=1

also f iiber L in Linearfaktoren zerféllt. Also existiert zu f € K[z] ein Zerfillungskir-
per, also eine Korpererweiterung bzw. ein Oberkérper von K, iiber dem f in Linear-
faktoren zerfallt und der beziiglich dieser Eigenschaft minimal ist.
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Beweis: Da wir f durch f/ag ersetzen konnen, kénnen wir o.B.d.A. annehmen,
dass der hochste Koeffizient von f gleich 1 ist. Wir beweisen die Behauptung durch
vollstandige Induktion nach dem Grad d von f € K[z]. Ist d = 1, so ist f linear und die
Behauptung mit L. := K trivialerweise richtig. Sei nun deg (f) = d. Wir nehmen an, die
Behauptung sei fiir Polynome g € K|z] mit deg (g) = d— 1 richtig. Wir stellen f € K|z]
als Produkt irreduzibler Polynome aus K[z] dar: f = Ny ----- N,. Dass eine solche Fak-
torisierung moglich ist, zeigt man leicht durch vollstéindige Induktion nach dem Grad
des gegebenen Polynoms. Ist deg (N;) = 1, i = 1,...,s, so ist die Behauptung mit
L := K richtig. Andernfalls sei nach eventueller Umnummerierung deg (N;) > 1. Sei
L' := K[z]/(N1(x)). Dann ist L' ein K (bzw. ein isomorphes Bild von K) enthaltender
Korper, welcher wegen des vorigen Satzes eine Nullstelle o von Ny enthélt. In IL'[x] ist
also Ni(z) = (x — o) My (z) mit M; € L'[z]. Daher besitzt f in L'[z] die Faktorisierung

fx) = (x — a)My(z) - Na() - --- - N ().

Definiert man g € " durch

so ist deg (¢) = d — 1. Wendet man die Induktionsannahme auf den Korper L' und ¢ €
IL’[x] an, so erhilt man die Existenz eine L' (bzw. eines isomorphen Bildes) enthaltenden
Korper L derart, dass ¢ in LL[z] ein Produkt linearer Faktoren ist. Das gilt dann aber
auch fur f wegen f(x) = (x — ) - g(z). Der Satz ist damit bewiesen. O

4.4 Das Minimalpolynom

Ist K ein Korper, so nennen wir einen Koérper I D K einen Oberkérper von K bzw.
L/K eine Korpererweiterung.

Definition 4.13 Sei L/K eine Korpererweiterung.

1. Ein a € L heiit algebraisch iber K, wenn ein nichttriviales f € K[z] mit f(a) =0
existiert.

2. Eine Korpererweiterung /K heiit algebraisch iber K, wenn jedes Element in L
algebraisch iiber K ist.

3. Sei a € L algebraisch iiber K. Das Minimalpolynom fiir « ist unter allen Po-
lynomen aus K[z] mit hochstem Koeffizienten 1 und « als Nullstelle dasjenige,
welches minimalen Grad besitzt’] Weiter heifit o algebraisch vom Grade n, wenn
n der Grad des Minimalpolynoms zu « ist.

9Wir miissen uns iiberlegen, dass das Minimalpolynom wohldefiniert ist, dass es also unter allen
Polynomen aus K|[z] mit hochstem Koeffizienten 1 und einer Nullstelle in o genau eines mit minima-
lem Grad gibt. Da o € L algebraisch iiber K ist, gibt es ein Polynom aus K[z] mit dem hdchsten
Koeffizienten 1, welches « als Nullstelle besitzt. Sind g; und go zwei verschiedene Polynome aus K|x]
mit a € L als Nullstelle, hochtem Koedffizienten 1 und dem gleichen minimalen Grad r, so ist g1 — g2
ein von Null verschiedenes Polynom aus K[z] mit einem Grad < r, welches a als Nullstelle besitzt.
Normiert man ¢g; — g2 so, dass der hichste Koeffizient 1 ist, so hat man ein Polynom aus K[z] mit
einem kleineren Grad als r, welches den hochsten Koeffizienten 1 und « als Nullstelle besitzt. Damit
hat man einen Widerspruch erhalten und gezeigt, dass wir zu Recht von dem Minimalpolynom zu
a € L sprechen konnen.
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Die wichtigsten Eigenschaften des Minimalpolynoms sind im folgenden Satz zusam-
mengefasst.

Satz 4.14 Sei L/K eine Korpererweiterung, o € I algebraisch iiber K und g € K|z]
das Minimalpolynom fiir ov. Dann gilt:

1. g ist in K[z] irreduzibel.

2. Sei f € K[z]. Dann ist f(«a) = 0 genau dann, wenn f durch g geteilt wird bzw.
ein p € K[x] mit f = g - p existiert.

3. Mit K(«) wird der Durchschnitt aller Teilkoérper von . bezeichnet, die sowohl K
als auch « enthalten. Dann gilt:

(a) Die durch ¢([f],) := f(«) (wohl)definierte Abbildung

¢: Klz]/(9(x)) — 5 :={f(a) : f € K[z]}

ist ein Isomorphismus. Ferner ist S = K(a).

(b) Sei n := deg(g). Dann ist [K(a) : K] = n und {1, q,...,a" '} eine Basis
des K-Vektorraums K(«).

(c) Esist [L:K]=[L:K(a)] [K(a):K].

Beweis: Zum Nachweis, dass das Minimalpolynom ¢ fiir « irreduzibel ist, machen
wir einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, es sei g = g1 - go mit ¢g; € Klz| und
deg (g;) > 1,4 =1,2. Wegen deg (g) = deg (g1) + deg (g2) haben sowohl g; als auch g,
kleineren Grad als g. Wegen 0 = g(a) = g1(«@) - g2(a) hat 0. B.d. A. g; die Nullstelle
«. Nach Normierung von g; auf hochsten Koeffizienten 1 hat man ein Polynom mit
kleinerem Grad als das Minimalpolynom gefunden, welches in « eine Nullstelle besitzt.
Dies ist ein Widerspruch zur Definition des Minimalpolynoms und die Irreduzibilitéit
des Minimalpolynoms fiir « ist bewiesen.

Sei f € K[z] und f(«) = 0. Wegen des Divisionssatzes existieren p,r € Kz] mit
f =g -p+rund deg(r) < deg(g). Da f(a) = 0 und g(a) = 0 ist 7(«r) = 0. Nach
Definition des Minimalpolynoms ist dies nur moglich, wenn r das Nullpolynom ist bzw.
f durch g geteilt wird. Wird umgekehrt f durch g geteilt, existiert also ein p € K[x]
mit f = g - p, so folgt aus g(a) = 0 auch f(a)=0.

Wir erinnern daran, dass
Klz]/(g(x)) := {[f]g : | € K[z]},
wobei [f], fiir f € K[z] durch
[flg ={f+g-p:peKl}

definiert ist. Jetzt zeigen wir, dass S := {f(«) € L : f € K[z]} isomorph zu K[z]/(g(z))
ist. Hierzu definieren wir ¢: K[z]/(g(x)) — S durch ¢([f],) := f(«) und zeigen, dass
¢ ein (wohldefinierter) Isomorphismus zwischen K[z|/(g(z)) und S ist. Die Abbildung
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¢ ist wohldefiniert, da (f + g - p)(a) = f(«) fiir jedes p € K[z] wegen g(«) = 0. Weiter
ist die Abbildung ¢ auch injektiv. Denn sind f, h € K[z]| und ¢([f],) = ¢([h],), so ist
f(a) = h(a) bzw. (f — h)(a) = 0. Wegen des gerade eben bewiesenen Teil des Satzes
existiert ein p € Klz] mit f —h = g - p. Also ist h € [f], und daher [f], = [h],, womit
die Injektivitdt von ¢ bewiesen ist. Dass ¢ surjektiv ist, ist offensichtlich. Weiter ist
o([1]y) = 1k sowie

O([flg + [hlg) = o([f + hlg) = (f + h)(a) = fla) + h(a) = ¢([f]s) + o([h],)

und

¢([flg - [hlg) = o([f - hlg) = (f - h)(@) = f(a) - (@) = &([f]q) - 6([]g)-

Also[[sind S und K(z]/(g(x)) isomorph. Nach Satz[4.§|ist K[z]/(g(z)) und dann auch
S ein Korper. Wegen K € S C K(a) ist S = K(a) der kleinste K und « enthaltende
Korper. Damit ist bewiesen, dass K(a) und Klz]/(g(x)) isomorphe Koérper sind und
S =K(a) gilt.

Sei n := deg(g). Gerade eben haben wir bewiesen, dass {f(a) : f € K[z]} = K(a).
Daher existiert zu jedem f € K(«) ein f € K[z] mit § = f(«). Wegen des Divisions-
satzes existieren p,r € K[z] mit f = ¢g-p+ r und deg (r) < deg(g) = n. Wegen
g(a) =0 ist

p=fla)=r(a)

und daher ist jedes Element § aus K(«a) eine Linearkombination von 1,q,..., «
mit Koeffizienten aus K. Dies bedeutet, dass K(«) als K-Vektorraum hochstens die
Dimension n besitzt. Wir zeigen jetzt, dass 1, v, ..., " ! linear unabhéingige Elemente
des K-Vektorraums K(«) sind, womit dann [K(«) : K] = n nachgewiesen ist. Hierzu
nehmen wir an, mit ag, ..., a,_1 € K sei

n—1

ap+ay-a+ - +a, " =0.
Dann hat
hi=ayg+a -+ - +a,1-2"" €Kz

eine Nullstelle in . Wéren nicht alle Koeffizienten ay, ..., a,_; gleich Null, so konnte
h so normiert werden, dass der hochste Koeffizient gleich 1 ist. Man hétte ein Polynom
aus K[z] mit kleinerem Grad als das Minimalpolynom, welches ebenfalls in a eine
Nullstelle besitzt. Dies ist ein Widerspruch zur Definition des Minimalpolynoms und
die Behauptung ist bewiesen.

Sei k:=[L: K(a)], l := [K() : K] und
{avg,...,a,} CL  bzw. {61,..., 8} CK(a)

eine Basis des K(a)-Vektorraums L bzw. des K-Vektorraums K(«). Wir zeigen, dass

{ag - 5j}@:1 ..... r C K(a)

ONur angemerkt sei, dass dies auch mit Hilfe des sogenannten ersten Isomorphie-Satzes hitte
bewiesen werden kénnen. Wir haben einen direkten Beweis vorgezogen.
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eine Basis des K-Vektorraums L ist, womit die Behauptung bewiesen sein wird. Hierzu
zeigen wir zunéchst, dass sich jedes Element aus LL als eine K-Linearkombination der
a;-3; dargestellt werden kann und anschliefend, dass die o;- 58,7 =1,...,k, 7 =1,...,1
linear unabhéngig sind. Sei also a € LL beliebig. Da {ay, ..., a} eine Basis des K(«)-
Vektorraums L ist, kann a eindeutig in der Form

k
a = E Vi O
i=1

mit {71,...,7%} C K(a) dargestellt werden. Jedes v; € K(a), i = 1,...,k, ldsst sich
eindeutig als Linearkombination von f; € K(a), j = 1,...,[, mit Koeffizienten r;; aus

K darstellen: z
Vi = Z rij - Bj.
j=1

Dabher ist
k 1 k

k I
a= o= (Yo B) =D D ry e fy
i=1 =1 j=1 =1 j=1
Hieraus liest man auch ab (betrachte den Fall a = 0), dass die ;- 5;, (4,7) € {1,...,k} x
{1,...,1} linear unabhéngig sind und die behauptete Aussage ist bewiesen. O

4.5 Existenz und Eindeutigkeit eines Korpers mit p™ Elemen-
ten

Wir wissen schon, dass jeder endliche Korper eine Primzahlpotenz als Ordnung besitzt
(siehe Satz [4.1). Das Ziel in diesem Unterabschnitt besteht darin nachzuweisen, dass
es zu jeder Primzahlpotenz ¢ = p™ im wesentlichen (d.h. bis auf Isomorphie) genau
einen Korper F, der Ordnung ¢ gibt. Dies ist fir m = 1 bzw. ¢ = p klar, da der
Restklassenkérper F, := Z/pZ im wesentlichen, d.h. bis auf Isomorphie, der einzige
Koérper mit p Elementen ist.

Beispiel 4.15 Wir wollen einen Koérper mit ¢ = 22 = 4 Elementen konstruieren. Wir
suchen einen 5y enthaltenden Korper K, dessen vier Elemente wegen der Aussage 2.
im Satz in Unterabschnitt [4.2] Nullstellen von

fx)=a*—2z2=2-(x—1)-(2®+2+1)
sind. Wir definieren N(z) := 2® + 2+ 1. In Fy ist —1 = 1 und daher 2° = 2+ 1 mod N.
Elemente von Fao[z]/(N(z)) sind daher Aquivalenzklassen, die von Polynome bis zu ei-
nem Grad 1 mit Koeffizienten aus Fy erzeugt werden. Folglich hat Fy[z|/(N(x)) genau

vier Elemente, namlich [0]y, [1]n, [z]y und [z + 1]y. Die Additions- bzw. Multiplika-
tionstabellen in Fy[z]/(N(x)) sind durch

L+ ] o 1 r  w+1] [ Jo 1 r  w41]
0 0 1 r x+1 0 0 0 0 0
1 1 0 r+1 T 1 0 1 r x+1
T T r+1 0 1 T 0 T r+1 1

r+1flz+1 = 1 0 r+1(0 z+1 1 T
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gegeben, wobei wir die eckigen Klammern und den Index y fortgelassen haben. Offenbar
ist

PHr+l=(x+1)+(@x+1)=0, (z+1)P2+@+D)+1l=z+(x+1)+1=0.

Die vier Elemente von Fy[z]/(N(z)) geniigen also der Gleichung z* —z = 0. Da N €
IFy[x] irreduzibel ist, ist Fo[z] /(N (x)) mit der so erklarten Addition und Multiplikation
ein Korper ist, was hier aber natiirlich direkt nachgepriift werden kann. Damit ist ein
Korper mit vier Elementen gefunden. O

Beispiel 4.16 Jetzt wollen wir noch einen Schritt weitergehen und einen Kérper mit
q = 2% = 8 Elementen konstruieren, wobei wir weitgehend der Vorgehensweise im
letzten Beispiel folgen werden. Wir gehen wieder aus von dem Restklassenkorper Fs.
In Fy[x] betrachten wir das Polynom

fry=a®—az=a(z—- D@ +2°+2* + 2> + 22 + 2+ 1).
Der dritte Faktor zerfillt in Fy|x] in zwei Faktoren, es ist ndmlich
Pttt 1=+ 22+ )@+ + 1),

wobei wir 2 = 0 in Fy ausgenutzt haben. Beide Faktoren sind irreduzibel in Fy[z], d. h.
sie konnen nicht als Produkt von zwei nichtkonstanten Polynomen aus [Fy[x] dargestellt
werden. Wir setzen N(z) := 23 + 22 + 1 (ebenso hitten wir auch den anderen Faktor
withlen kénnen) und gehen wie im vorigen Beispiel vor. Wegen 2% = 2% + 1 mod N
besteht der Korper Fol[z]/(N(z)) aus Kongruenzklassen, die von Polynomen bis zu
einem Grad 2 mit Koeffizienten aus Fy erzeugt werden. Daher hat Fo[z]/(N(x)) genau
acht Elemente, ndmlich

Oln, [n, [#ln, [z+ 1N, [2%N, [2*+ 1N, [2°+2]y, [2°+2+ 1N

Wenn wir wieder die eckigen Klammern und den Index y fortlassen, erhalten wir die
Additionstabelle

[ + H 0 1 x xz+1 x? 2 +1 2+ :L’2+a;+1]
0 0 1 x x4+ 1 22 2+ 1 2 +x 22 +x+1
1 1 0 z+1 T 2 +1 x2 R | 2+
T x x+1 0 1 22+ 24+z+1 22 22 +1
x4+ 1 r+1 T 1 0 22441 22+ 22 +1 x2
x? x? 2 +1 2+ 22 +r+1 0 1 T r+1
z2 +1 x2 41 x? 22 +x+1 z? +x 1 0 r+1 x
2+ 2+ 2 +ar+1 x? z2+1 T z+1 0 1
22441 22 4+r+1 224z 22 +1 z2 r+1 T 1 0

sowie die Multiplikationstabelle

[ . “0 1 T z+1 x?2 2 +1 2+ a:2+ac+1]
0 0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 1 T z+1 x? 2 +1 2+ 22 +r+1
x 0 x x? z2 4+ x2 41 2 4+zx+1 1 x4+ 1
z+1 0 z+1 2+ z2+1 1 T 22441 x2
z2 0 x2 241 1 24+z+1 r+1 x 224z
2 +1 0 z2+1 22 +r+1 T r+1 22+ x2 1
2+ 0 2+ 1 A | T x? r+1 z2 +1
2 4+x+11(0 2242+1 x4+ 1 x2 2 4z 1 x2 41 T
Damit haben wir einen Korper mit acht Elementen gefunden. O
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Satz 4.17 Zu jeder Primzahlpotenz q = p™ gibt es einen Korper F, der Ordnung
q = p"™. Dieser ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Beweis: Gegeben sei eine Primzahl p, ein m € N, ferner sei ¢ := p™. Zunéchst zeigen
wir die Ezistenz eines Korpers F, der Ordnung ¢q. Fiir m = 1 bzw. ¢ = p ist dies klar,
da der Restklassenkorper F, := Z/pZ die Ordnung p besitzt. Auch fiir m > 1 gehen wir
von K := T, aus, einem Korper der Charakteristik p, und definieren f € K[z| durch
f(z) := 29 — x. Im vorigen Unterabschnitt haben wir bewiesen, dass es einen K (bzw.
ein isomorphes Bild von K) enthaltenden Korper L gibt, iiber dem f in Linearfaktoren

zerféllt, also ay,...,a, € L mit

q
@)=t =2 =[x - )
i=1
existieren. Nun definieren wir

Li={ze L:flz)=0}={zc L:a%=2}={o,...,q,}.

Wir zeigen jetzt, dass |L| = ¢ bzw. ay, ..., a, paarweise verschieden sind. Hierzu defi-
nieren wir die formale Ableitung D: L[z] — L[z] durch

d d—1
D(Z ci - :ci):: Z(z + 1)eggq - 2
i=0 =0

Wegen f(z) = 29 — x ist dann

D(f)(z) =qz"™' =1=g- 12" —1=—1#0,
—~—
=0

da L die Charakteristik p besitzt. Ist andererseits a € {a1,..., a4} eine mehrfache
Nullstelle von f, so lisst sich f darstellen als f(z) = (z —a)?-g(z) mit g € L[z]. Dann
ist aber

D(f)(z) =2(z — a) - g(x) + (z — a)* - D(g)(2),
und folglich D(f)(a) = 0. Dies ist eine Widerspruch, alle Nullstellen von f in L sind
einfach und folglich |L| = ¢. Die Existenz eines Korpers mit ¢ = p™ Elementen ist
bewiesen, wenn wir uns davon iiberzeugt haben, dass mit L auch L ein Kérper ist.
Die additiv bzw. multiplikativ neutralen Elemente 0 und 1 aus L liegen in L. Weiter
bleibt zu zeigen, dass mit x,y € L auch x +y, z - y sowie —z und z~! (falls z # 0) zu
L gehoren. Zunéchst zeigen wir die Abgeschlossenheit von IL beziiglich der Addition,
also

r,yeL=ux+4+yel

bzw.

rye L, 2o =a, ¢y =y= (x+y)" =z+y.

Diese Aussage zeigen wir durch vollstdndige Induktion nach m. Der Induktionsanfang
liegt bei m = 1 bzw. der Aussage

rye L, 2=z, vy =y= (z+yP=x+y.
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Nach der binomischen Formel ist

(z+y)P = af +paP 'y + (Z)xp_2 Pt <p f 1)x cyP Ty
Die Binomialkoeffizienten

p\ plp—1)-(p—k+1)
(k): 1-2..... k ) k=1,.

,p—1,

sind durch p teilbar. Da mit K auch L die Charakteristik p besitzt, ist (Z) -1 =0 und
somit (z + y)P? = aP 4+ yP. Hieraus folgt aber, dass der Induktionsanfang gelegt ist. Ist
die Aussage fiir m richtig, so ist sie auch fiir m + 1 richtig. Denn

@+ =@y =z +y)" VP = (@ +yF =z +y.

Damit ist die Abgeschlossenheit von IL beziiglich der Addition nachgewiesen. Die Ab-
geschlossenheit von L beziiglich der Multiplikation bzw. die Giiltigkeit der Aussage

rye L, af'=z, y=y= (v -y)i=ax-y

ist offenbar wegen (z - y)? = z? - y9 richtig. Mit = gehort auch das additiv inverse
Element —x zu L, d. h. es gilt die Implikation

re L, 2'=1r= (—2)!=—ux

Denn es ist
(—2)" = (=1)%z = (1)} (—=).

Zu zeigen bleibt also: Ist ¢ = p™, so ist (—1)4"! = 1. Fiir p = 2 und damit gerades q
ist dies richtig, da in diesem Falle —1 = 1 bzw. x = —x gilt. Fiir p > 2 ist p ungerade,
damit auch ¢ = p™ fiir alle m € N ungerade und folglich (—1)?"' = 1. Damit ist
gezeigt, dass L ein Kérper mit ¢ = p™ Elementen ist.

Jetzt kommen wir zum Beweis der (im wesentlichen) Findeutigkeit eines Korpers mit
q = p™ Elementen. Beim Beweis orientieren wir uns an dieser Quelle, siehe auch E.
ARTIN (1942, Theorem 10). Sei L der im ersten Teil des Beweises konstruierte Korper
mit ¢ = p™ Elementen. Dieser enthélt den Primkérper F,, = Z/pZ (bzw. ein isomorphes
Bild). Die Elemente von L sind die ¢ paarweise verschiedenen Nullstellen von f €
F,[z] mit f(z) := 29 — = in einem Korper L, iiber dem f in Linearfaktoren zerfillt.
Daher ist L. D F, ein Zerfallungskérper von f € F,[z], d.h. f zerféllt iber L in
Linearfaktoren und L ist minimal beziiglich dieser Eigenschaft. Sei nun F ein weiterer
Kérper mit ¢ = p™ Elementen, von dem wir wieder annehmen konnen, dass er F,
enthalt. Mit F* := F \ {0} ist die multiplikative Gruppe (F*,-) zyklisch und daher
wegen des Satzes von Lagrange 29— x = 0 fiir alle x € [F, wie wir in Unterabschnitt
bewiesen haben. Daher hat f genau ¢ paarweise verschiedene Nullstellen in F und somit
zerfallt f € F,[z] in F in Linearfaktoren. Da die ¢ Nullstellen von f in F paarweise
verschieden sind, ist F ebenfalls ein Zerfillungskérper von f € F,[z]. Es bleibt zu
zeigen, dass F und L isomorph sind. Dies geschieht durch einen Beweis der Aussage,
dass ein Zerfallungskorper fiir ein Polynom im wesentlichen eindeutig bestimmt ist:
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e Sei K ein Korper und f € Klz] ein Polynom mit deg (f) > 1. Sind dann L; und
Ly zwei Zerfallungskorper fiir f, so sind IL; und Ly isomorph. Genauer existiert
ein Isomorphismus F:1L; — Ly mit F(k) = k fiir alle k£ € K.

Da L, ein Zerfillungskorper fir f € K[z] ist, ist Ly D K eine Korpererweiterung von
K. Sei i: K — L, die natiirliche Inklusionsabbildung und i: K[z] — i(K)[z] C Ly[x]
definiert durch

ilag+ay -z + - +ag-x%) =i(ag) +i(ay) -z +--- +ilag) - 2%

Wir werden zeigen, dass wir i: K — Ly zu einem Ringhomomorphismuﬂ F:IL; — L,
erweitern konnen. Angenommen, wir hétten dies schon bewiesen. Wir zeigen, dass
F: 1Ly — Ly sogar ein Isomorphismus ist, also auch noch injektiv und surjektiv ist.
Ein Ringhomomorphismus zwischen Kérpern ist injektivE Jetzt iiberlegen wir uns,
dass F:IL; — Ly auch surjektiv ist. Mit L, ist offenbar auch F(L;) C L, ein Korper.
Da f € Klz] iiber L; in Linearfaktoren zerféllt, existieren mit d := deg(f) Null-
stellen aq,...,a4 € L; von f in Ly. Dann besitzt i(f) = f in Ly die Nullstellen
F(ay), ..., F(ag) aus dem Korper F(ILy), d. h. f zerfdllt in F(L;) C Ly in Linearfak-
toren. Da Ly ein Zerfallungskorper fiir f ist, ist F'(L1) = Lo, also F:L; — Ly auch
surjektiv und insgesamt ein Isomorphismus. Da F' eine Erweiterung von ¢, der natiirli-
chen Inklusionsabbildung von K nach L, ist, ist F'(k) = k fiir alle k£ € K. Es bleibt, die
oben offen gelassene Liicke zu schlieflen, dass man némlich die natiirliche Inklusions-
abbildung 2: K — L, zu einem Ringhomomorphismus F:IL; — Ly erweitern kann.
Dies geschieht dadurch, dass wir die folgende etwas allgemeinere Aussage beweisen:

e Sei K ein Korper, f € K[z] und L, ein Zerfallungskorper fiir f. Ist dann L,
ein Oberkorper von K bzw. Ly /K eine Korpererweiterung und i: K — Ly ein

UEine Abbildung F:1L; — Ly heiBt ein Ringhomomorphismus, wenn F(1p,) = 1p,, F(a +b) =
F(a)+ F(b) und F(a-b) = F(a) - F(b) fiir alle a,b € L.
12Denn: Sei F:L; — Ly ein Ringhomomorphismus zwischen den Kérpern L;, L. Seien a,b € L;
mit F(a) = F(b) vorgegeben. Dann ist
F(a—b) = F(a+ (=b)) = F(a) + F(~b) = F(a) — F(b) = 0.

Hierbei haben wir benutzt, dass aus 0r, = Op, + 0Or, folgt, dass F(0r,) = F(0r,) + F(0L,) und damit
F(0r,) = Op,. Folglich ist

OL, = F(O,) = F(b+ (=b)) = F(b) + F(-b)

fiir alle b € L. Daher ist F(—b) = —F(b) fiir alle b € L;. Zum Nachweis der Injektivitét von F ist
a = b bzw. a — b = 0 zu zeigen. Angenommen, dies sei nicht der Fall, es sei also a — b # 0Or,,. Mit
x:=(a—0b)"List

1, = F(l,) = F(z- (a— b)) = F(z) - Fla—b) = F(x) - 0, = 0y,
wobei die letzte Gleichung aus
F(l’) '0]142 = F(x) : (O]LQ +0]L2) = F((L’) ‘0]142 -I-F(.’E) : OLQ

folgt. Damit haben wir einen Widerspruch zu Op, # 1y, erhalten und es ist nachgewiesen, dass ein
Ringhomomorphismus zwischen Koérpern injektiv ist.
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Ringhomomorphismus, so kann 7 genau dann zu einem Ringhomomorphismus
F:1L; — Ly erweitert werden, wenn i(f) € ¢(K)[z] iiber Ly in Linearfaktoren
zerfall©%] Hierbei ist i: K[z] — i(K)[z] C Lo[z] wie oben durch
i(ag +ay-x+-+ag-2%) :=i(ag) +i(ar) -z +--- +i(ag) - 2°
definiert. Offenbar ist i: K[z] — i(K)[z] ein Ringhomomorphismus.
Der Beweis besteht aus zwei Teilen. Im ersten Teil zeigen wir die einfache Richtung
(=). Da L; ein Zerfillungskérper von f € Klz] ist, besitzt f in L; (nicht notwendig

verschiedene) Nullstellen oy € Ly, & = 1,...,d, wobei d := deg(f). Das Polynom

[ € K[z] hat eine Darstellung
f=ay+a -+ +ag-z*

mit Koeffizienten ay, ..., a; € K. Andererseits hat f in L; die Darstellung

d
f=aq- H(x — ag).
k=1

Daher kénnen die Koeffizienten aq, ...,as_1 € K in Abhéngigkeit vom fithrenden Ko-
effizienten ay und den Nullstellen aq, ..., aq € IL; dargestellt werden. Genauer ist
ag_r = (—1)*ay - Z Qiy - Qy - QG k=1,...,d.
1< <@g << <d

Z.B. ist

Ag—1 — —ad-(a1+a2+---+ad),

g2 = aqg-((-ag+-+ar-ag) + (- -az+-+ag-ag) + - +ag1aq),

ap = (—1)%ag- (o1 - ay).

Da F:IL; — L, eine Erweiterung des Ringhomomorphismus i: K — L, von K auf
den Oberkorper IL; und ebenfalls ein Ringhomomorphismus ist, ist

i(aq-r) = Flag-x) = (=1)"i(aq) - > Flag,) - Flog,) - Fla,)
1<i) <o < <ip<d
fir k = 1,...,d. Hierbei haben wir ausgenutzt, dass F'(aq) = i(aq), da ay € K und F'
eine Erweiterung von ¢ ist. Daher ist
i(f) = ilap+a x4 Fagoy -2t 4 ag -2
= i(ag) +i(ay) -z + - +i(ag_y) -2 Filag) -z
= F(ag) + F(a1) -z + -+ Flag_1) - 2" +i(aq) - 2*

d
= i(aq) - [[(= = Flaw)).

k=1

d

13Man beachte, dass mit K auch i(K) ein (zu K isomorpher) Kérper ist. Denn als Ringhomomor-
phismus zwischen Koérpern ist ¢ injektiv.
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Dabher zerféllt i(f) € i(K)[z]|[z] tiber Ly in Linearfaktoren. Genau dies war fiir die Rich-
tung (=) zu zeigen. Jetzt kommen wir zum zweiten Teil und zeigen die schwierigere
Richtung («<=). Wir nehmen also an, dass i(f) € i(K)[z] iiber Ly in Linearfaktoren
zerféllt und beweisen die Behauptung, dass der Ringhomomorphismus #: K — 1L, zu ei-
nem Ringhomomorphismus F: [L; — Ly erweitert werden kann, durch Induktion nach
[L; : K], wobei wir daran erinnern, dass mit [L; : K] der Grad der Kérpererweiterung
L; /K bzw. die Dimension des K-Vektorraumes LL; bezeichnet wird. Ist [L; : K] =1, so
existiert ein x € Iy \ {0} derart, dass IL; = {k -z : k € K}. Es ist leicht sich zu iiberle-
gen, dass notwendigerweise x € K und damit LL; = K gilt. Denn zu x € L, existiert ein
k, € Kmit k, #0und k,-x = 1. Also ist z = k! € K, damit L; = K und es ist nichts
zu zeigen. Daher nehmen wir jetzt an, es sei n := [L; : K] > 1 und die Aussage sei fiir
kleinere Grade als n bewiesen. Sei g € K[z] ein nichtlinearer, irreduzibler Faktor von
[ € Klz], sei etwa f = g-p mit p € K[z]. Da L, ein Zerfallungskorper fur f € Klz] ist,
besitzt g eine Nullstelle a € IL;. Denn sei etwa

:/{-H(x—ozk)

eine Darstellung von f als Produkt linearer Faktoren mit oy € Ly, k =1,...,d. Jetzt
fassen wir g als ein Polynom aus L [z] auf. Es gibt wegen des zweiten Teiles des Satzes
von Kronecker (Satz eine Kérpererweiterung Ly /Ly, in welcher g eine Nullstelle
a besitzt. Dann ist

=K- Ha—ak a)-p(a):().

:0

Daher muss « mit einem der «y, iibereinstimmen, also in LL; liegen. Bis auf ein von 0
verschiedenes Vielfaches stimmt g mit dem Minimalpolynom fiir « iiberein. Dies folgt
offenbar aus dem zweiten Teil von Satz [1.14] Aus Teil 3 (a) desselben Satzes folgt die
Existenz eines Isomorphismus

S:Kz]/(9(x)) — K(a),

wobei K(a) der kleinste Korper in L ist, der K und « enthélt. Mit g € K[z] ist auch
i(g) € i(K)[z] irreduzibel. Folglich ist die durch

T([hlg) = li(W)]ig),  [hly € K[x]/(g(x))
definierte Abbildung
T:Klz]/(9(x)) — i(K)[x]/(i(g)(x))

eine Abbildung zwischen Korpern. Offenbar ist T" sogar ein Ringhomomorphis zwischen
Koérpern, und damit injektiv. Da T" aber auch surjektiv ist, ist 7" ein Isomorphismus.
Nach Voraussetzung zerféllt i(f) € i(K)[z] iiber Ly in Linearfaktoren, es ist also

d
i(f) H xr — )
k1
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mit O € Lo, k =1,...,d. Dai(g) € i(K)[z] ein irreduzibler Faktor von i(f) € ¢(K)[z],
schlieft man wie gerade eben, dass i(g) eine Nullstelle 5 € {f1,..., 4} besitzt und
durch

U([i(W)]ig) := i(R)(B)
ein Isomorphismus
U:i(K)[z]/(i(g)(x)) — i(K)(B)
definiert ist. Hierbei ist i(K)(/3) der kleinste Korper in Lo, der i(K) und 8 € Ly enthélt.

Schliellich bezeichne
Vi(K)(B) — Ly

die natiirliche Inklusionsabbildung. Damit haben wir einen Ringhomomorphismus
—1
W = VUTS " K(a) = Kla/(g(x)) = i(K)[a]/(i(9)(x)) = i(K)(8) = Lo.

Wir wollen uns tiberlegen, dass W (k) = i(k) fiir alle k € K gilt, also W eine Erweiterung
des Ringhomomorphismus i: K — L, von K auf K(a) ist. Sei also k& € K gegeben.
Dann haben wir

k5o (bt g pipeKlal} 5 {i(k) +ilg) - ip) : p € Klz]} T i(k),

da i(g)(8) = 0. Also ist W in der Tat eine Erweiterung von ¢ von K auf K(a). Wegen

Teil 3 (¢) von Satz ist

L, : K] = [L; : K(e)] [K() : K].

Hierbei ist [K(«) : K] nach Teil 3 (b) von Satz gleich dem Grad des Minimalpoly-

noms fiir & bzw. dem Grad des nichtlinearen, irreduziblen Faktors g von f und dieser
ist groBer als 1. Folglich ist

[L; : K]

[L; : K(a)] = K) K|

< [Ll : K]

Jetzt konnen wir die Induktionsannahme auf den Fall anwenden, dass K(«) (statt K)
der Grundkorper ist. Daher kann W und damit auch ¢ zu einem Ringhomomorphis-
mus von L nach Ly erweitert werden. Damit ist auch der schwierigere Teil (<) der
Hilfsbehauptung und schliefllich auch der gesamte Satz bewiesen. a

5 Trennung konvexer Mengen in linearen normier-
ten Raumen

In diesem und dem néchsten Abschnitt setzen wir elementare Kenntnisse der linearen
Funktionalanalysis voraus. So sei etwa bekannt, was ein linearer normierter Raum (die
Norm wird stets mit || || bezeichnet, wobei wir Normen in unterschiedlichen Rdumen
nicht unterschiedlich bezeichnen, das entsprechende gilt fiir das Nullelement 0) und ein
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Banachraum ist, ferner was man unter linearen, stetigen bzw. beschréankten Abbildun-
gen zwischen linearen normierten Rédumen und ihrer Norm (die ebenfalls wieder mit
| || bezeichnet wird) versteht.

Auf die Trennung konvexer Mengen im R" durch Hyperebenen sind wir in Abschnitt
49 der Merkwirdigen Mathematik (J. WERNER (2013)) eingegangen. Ziel in diesem
Abschnitt wird es sein, Trennungssétze fiir konvexe Mengen in linearen normierten
R&umen zu formulieren und zu beweisen.

5.1 Hyperebenen in einem linearen normierten Raum

Zunéchst muss der Begrift Hyperebene geklart werden. Ein affiner Teilraum A eines
linearen Raumes F ist eine Menge, die mit zwei Punkten auch die gesamte Gerade
durch diese Punkte enthélt, fiir die also die Implikation

rye A, VeR= (1-ANz+XIyecd
gilt.

Definition 5.1 Sei E ein (reeller) linearer Raum. Ein affiner Teilraum H C E heifit
Hyperebene in E, falls H ein maximaler, echter affiner Teilraum von F ist, d.h. wenn

1. H C F ist ein affiner Teilraum und es ist H # F.
2. Ist M ein affiner Teilraum von F mit H C M, so ist M = E oder M = H.

In einem linearen normierten Raum ist der Abschluss eines affinen Teilraums ebenfalls
ein affiner Teilraum. Eine Hyperebene H in einem linearen normierten Raum FE ist
daher entweder abgeschlossen, also cl (H) = H, oder dicht in E, also cl (H) = E.

Ist F ein linearer normierter Raum, so bezeichnen wir mit £* := L(E,R) den /em Dual-
raum von E. d.h. die Menge der linearen, stetigen Abbildungen von E nach R. E* ist
in kanonischer Weise ein linearer Raum, der fiir [ € £* durch ||I[| := sup, |[[(z)|/||=||
zu einem linearen normierten Raum wird.

Nun folgt der Nachweis dafiir, dass eine abgeschlossene Hyperebene in einem linearen
normierten Raum E mit Hilfe eines von Null verschiedenen Elementes des Dualraums
E* dargestellt werden kann. Natiirlich ist dadurch noch nicht die Existenz einer abge-
schlossenen Hyperebene bzw. eines nichttrivialen Elements in E* bewiesen!

Satz 5.2 Sei E ein linearer normierter Raum. Dann ist H C F genau dann eine
abgeschlossene Hyperebene in E, wenn ein Paar (I,7) € (E*\ {0}) x R existiert mit
H={xe€E:l(zx) =~}

Beweis: Im ersten Teil des Beweises nehmen wir an, es sei (I,7) € (E*\ {0}) x R
und H := {z € E : [(x) = ~v}. Zu zeigen ist, dass H eine abgeschlossene Hyperebene
in F ist. Offensichtlich ist H ein affiner Teilraum von E. Es ist H # E, also H ein
echter affiner Teilraum von E. Denn andernfalls wére notwendig v = 0 und [(z) = 0
fiir alle z € E und damit [ das Nullelement in £*, was ausgeschlossen ist. H ist auch
abgeschlossen, da [: E' — R stetig ist. Zu zeigen bleibt, dass H ein mazimaler, echter
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affiner Teilraum von E ist. Sei hierzu z € £\ H und M C E ein affiner Teilraum, der
H und z enthélt. Wir zeigen, dass M = E und damit H maximal ist. Sei xy € H fest
vorgegeben und x € E beliebig. Dann ist

l(z — z0) I — xo
T = m(z — o) + <f - m(z — xoi) = a(z)(z — o) + y(z)
—a(a) —iy(x)

mit o(z) € R und xq, y(x) € H C M sowie z € M. Folglich ist
r=(1-a(@))y(@) + a(z)(z =z + y(z)) € M,

da
1 1
z—x9+ylx) = 5(22 —x9) + 5(2y(x) — zp) € M.
eM eM
Damit ist der erste Teil des Beweises abgeschlossen.

Im zweiten Teil des Beweises nehmen wir an, H sei eine abgeschlossene Hyperebene
in £ mit 0 € H. Am Schluss geben wir an, wie man den allgemeinen Fall hierauf
zuriickfithrt. Zunéchst zeigen wir, dass eine nichttriviale lineare Abbildung I: F — R
mit
H={xe€E:l(x) =0}

existiert, anschliefend wird die Stetigkeit von [ bewiesen. Man wéhle ein z ¢ H beliebig.
Ein beliebiges x € E besitzt eine Darstellung © = a(x)z + y(x) mit a(z) € R und
y(x) € H , wie wir im ersten Teil des Beweises gesehen haben. Diese Darstellung ist
offenbar eindeutig. Nun definiere man [: E — R durch {(z) := «a(z). Offenbar ist {
eine nichttriviale lineare Abbildung von E nach R und H = {x € E : [(z) = 0}.
Zu zeigen bleibt die Stetigkeit bzw. Beschréanktheit von [. Da H nach Voraussetzung
abgeschlossen und z ¢ H ist, besitzt 2z einen positiven Abstand von H, d.h. es ist

d:= inf ||z — .
inf llz =yl >0

Dann ist

1
wpl@l o a@] .

o el S @)z +y(@)l| e 12 + (@) /a(@)]]

I

QU=

womit die Stetigkeit von [ bewiesen ist. Zum Schluss befreien wir uns von der Voraus-
setzung 0 € H. Man wéhle hierzu ein beliebiges g € H und setze V := H — x3. Dann
ist V' eine abgeschlossene Hyperebene in E mit 0 € V. Also existiert nach dem gerade
eben bewiesenen Ergebnis ein [ € £*\ {0} mit V = {y € E :l(y) = 0}. Dann ist aber

H={zeE:l(z)=1(x)}.
Denn fiir x = 29 +y € H mit y € V ist I(z) = l(z9) und daher
Hc{zeFE:l(z)=1z0)}
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Nach dem schon bewiesenen ersten Teil dieses Satzes steht hier rechts ein echter affi-
ner Teilraum von E. Wegen der Maximalititseigenschaft von Hyperebenen gilt sogar
Gleichheit und der Satz ist bewiesen. O

Wie im endlichdimensionalen Fall erzeugt eine abgeschlossene Hyperebene
H:={ze€E:l(x) =7}

einen nichtnegativen (abgeschlossenen) Halbraum H™ sowie einen nichtpositiven (ab-
geschlossenen) Halbraum H~ mittels

HY:={z e E:l(zx) >}, H ={zeFE:l(zx) <y}

Offenbar kénnen die aus dem endlichdimensionalen Fall (sieche Abschnitt 49 aus | Merk-
wiirdige Mathematik (J. WERNER (2013)) bekannten Trennungsbegriffe in naheliegen-
derweise auf lineare normierte Rdume iibertragen werden.

5.2 Inneres und Abschluss konvexer Mengen

In einem Satz formulieren wir einfache Aussagen {iber konvexe Mengen in einem linea-
ren normierten Raum.

Satz 5.3 Sei E ein linearer normierter Raum und A C FE eine nichtleere, konvexe
Teilmenge. Dann gilt:

1. Ist z € int (A) und y € cl (A), so ist
[z,y) ={(1 =Nz +Ay: A€ [0,1)} Cint (A).

2. int (A) und cl (A) sind konvex.
3. Ist int (A) # O, so ist cl (int (A)) = cl (A).

Beweis: Im ersten Teil des Beweises geben wir uns ein A € (0,1) vor, setzen z :=
(1 = M)z + Ay und zeigen z € int (A). Wegen = € int (A) existiert ein € > 0 mit
Blz;e] € A, wobei B|x;e] die abgeschlossene Kugel um z mit dem Radius € > 0
bedeutet. Wir haben zu zeigen, dass es um z eine ganz in A gelegene Kugel gibt.
Genauer zeigen wir, dass Blz; (1 — A)e/2] C A. Hierzu sei 2 € B[z; (1 — \)e/2] beliebig.
Wegen y € cl (A) existiert in jeder Kugel um y ein Element von A. Insbesondere gibt
esein y € Bly; (1 — A)e/(2X\)] N A. Nun definiere man

N
I T I)
Aus
z=(1—- XNz + Ny, z=(1-Nz+\y
folgt
. 1 . A
x—x—l_)\(z—z)—m(y—y)


http://num.math.uni-goettingen.de/werner/schmankerl.pdf
http://num.math.uni-goettingen.de/werner/schmankerl.pdf

und hieraus

1

—z2| <
Iz -2l < —

bz =2+ 2y — gl < &+
zZ—Zz — |y — - = €.
1_)\9 Yl =

€
2 2
Also ist & € Blz;e] C A. Wegen der Konvexitiat von A ist 2 = (1 — Nz + Ay € A,
womit der erste Teil des Satzes bewiesen ist.

Aus dem ersten Teil des Satzes folgt aus der Konvexitidt von A auch die von int (A).
Zum Nachweis der Konvexitét von cl (A) geben wir uns z,y € cl (A) sowie A € [0,1]
vor und setzen z := (1 — A)x + Ay. Zu zeigen ist, dass AN B[z; €] # O fiir alle € > 0.
Sei also ein € > 0 vorgegeben. Zu x,y € cl (A) existieren

e € AN Blx; €, ye € AN Bly; €.
Wegen der Konvexitéit von A ist z. := (1 — A\)z. + A\y. € A. Ferner ist
[z = 2[| = [(1 = M(ze = 2) + Aye —y)[| < (L = A)e+ Ae =,

insgesamt also z. € AN Bz;€]. Damit ist auch der zweite Teil des Satzes bewiesen.

Im dritten Teil des Satzes wird int (A) # O bzw. die Existenz eines x € int (A)
vorausgesetzt. Wegen int (A) C A gilt trivialerweise die Inklusion cl (int (A)) C cl (A4).
Wegen des ersten Teil des Satzes ist [z,y) C int (A) fiir beliebiges y € cl (A). Hieraus
folgt die umgekehrte Inklusionsbeziehung, womit der gesamte Satz bewiesen ist. a

5.3 Das Lemma von Stone

Ein Trennungssatz fiir konvexe Mengen ist insbesondere eine Aussage iiber die Existenz
maximaler, echter affiner Teilrdume. Es ist daher nicht iiberraschend, dass das Zorn’sche
Lemma eine wichtige Rolle spielt.

Zorn’sches Lemma Sei C eine halbgeordnete Menge, die induktiv geordnet ist. Dann
besitzt C ein maximales Element.

Hierbei bedeutet:

1. C ist halbgeordnet:

In C ist eine <-Relation mit folgenden Eigenschaften erklért:
(a) Esist z < x fiir alle z € C.
(b) Sind z,y € C, x <y und y < z, so ist = = y.
(c¢) Sind z,y,z € C,x <yund y < z, so ist < z.
2. C ist induktiv geordnet (beziiglich der Halbordnung <):

Ist 7 C C total geordnet, d.h. fiir f,g € Fist f < g oder g < f, so existiert ein
x e Cmit f < fur alle f € F.

3. ¢ € C ist ein mazimales Element (beziiglich der Halbordnung <):
Ist ye Cund ¢ <y, soist y =c.
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Das Zorn’sche Lemma geht beim Beweis des folgenden schonen und fiir den Beweis von
Trennungsséitzen entscheidenden Lemmas von Stone ein, siche z. B. R. B. HOLMES
(1975, S. 7).

Lemma 5.4 (Stone) Sei E ein linearer Raum und A, B C E nichtleer, konvex und
AN B = . Dann existieren konvexe Mengen C,D C E mit A C C, B C D sowie
CND=QundCUD =E.

Beweis: Sei
C:={K CF:Kkonvex, ACK, KNB=0}.

In C fithre man durch die Inklusionsbeziehung eine Halbordnung < ein. Fiir K, Ky € C
sei also definitionsgeméfl K7 < Ky wenn K; C K». Dann ist C induktiv geordnet! Denn
ist 7 C C totalgeordnet, so setze man K := |Jp.rF. Wir haben zu zeigen, dass
K eCund F < K bzw. F' C K fiir alle F € F. Zunéchst ist K konvex, da F C C
totalgeordnet isf?} Wegen A C F und F N B = O fiir alle F € F ist auch A C K,
KNB = O und damit K € C, ferner ' C K bzw. FF < K fiir alle F' € F. Das
Zorn’sche Lemma liefert die Existenz eines in C maximalen Elementes C' € C. Definiert
man entsprechend

D:={KCEFE:Kkonvex, BCK,CNnK =0},

so erhélt man mit denselben Argumenten ein maximales Element D € D. Wir wollen
zeigen, dass C' und D die gesuchten Mengen sind. Als Elemente von C bzw. D sind C'
und D konvex, ferner Ist A € C, B C D und schliellich CND = @, da D € D. Zu
zeigen bleibt daher, dass C'UD = E. Den Beweis hierfiir fiihren wir durch Widerspruch
und nehmen an, es gibe ein x € E mit € C' U D. Wegen der Maximalitdt von C ist
co (CU{z})NB # . Hierbei bedeutet co (CU{x}) die konvexe Hiille von CU{z}, also
der Durchschnitt aller konvexen Mengen, die C' und z enthalten. Also gibt es ein dy € B
mit dy € co (C'U {z}) und dieser Punkt lasst sich (Beweis?) als Konvexkombination
von x und einer gewissen endlichen Anzahl m von Elementen aus C darstellen, d. h. es
existieren Ag, A1,..., Ay > 0mit > " A =1und ¢q,...,¢, € C mit

do = )\01’ + zm: )\101

=1

Natiirlich ist Ay € [0, 1]. Es ist aber sogar Ay € (0,1). Denn wére Ay = 0, so wére
dy € C' N B, ein Widerspruch zu @ = CN D D CnN B. Wiare \g = 1, so wire
dy =x € B C D, ein Widerspruch zu z ¢ D. Wegen der Konvexitiat von C' ist

m

Ai
C()I:Zl_)\OCZ‘EC.

i=1

“Denn sind z,y € K, so existieren nach Definition von K Mengen F,, Fye Fmitxc Fy,ye€F,.
Da F totalgeordnet ist, ist I, C Fy oder Iy C F,. Ist etwa ersteres der Fall, so ist wegen der
Konvexitdt von Fy auch (1 — Xz + Ay € F, C K fiir jedes A € [0,1], womit die Konvexitidt von K
bewiesen ist.
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Insgesamt existieren also dy € B C D, ¢y € C' und X € (0, 1) mit
do = (1 — )\0)00 + )\0513'.

Ebenso folgt aus der Maximalitiat von D, dass co (DU{z})NC # O. Hieraus wiederum
folgt die Existenz von ¢; € C, dy € D, \; € (0,1) mit

cl = (1 — /\1)d1 + )\L'E.

In Abbildung [2| verdeutlichen wir uns die Situation. Anschaulich ist klar, dass die

rZCUD

dieD

Abbildung 2: Beweis des Lemmas von Stone

beiden Geradenstiicke [co,¢1] C C und [do,d;] C D einen Schnittpunkt y besitzen.
Dieser muss sowohl in C' als auch in D liegen, was einen Widerspruch zu C N D =
bedeutet. Der analytische Nachweis ist nicht schwierig. Nach einfacher Rechnung erhélt
man als Schnittpunkt

y:(1—)\>Co+)\01:(1—/ub)do+,ud1EOQD,

wobel
N Ao o Ao(1— N
SR VRIS WY S W L WVID W D W
Damit ist das Lemma von Stone bewiesen. O

5.4 Trennungssitze

In diesem Unterabschnitt formulieren und beweisen wir die wichtigsten Trennungs-
sétze fiir konvexe Mengen in linearen normierten Rdumen. Der folgende Trennungssatz
stammt von M. EIDELHEIT (1936), siche z. B. auch D. G. LUENBERGER (1969, S. 133).
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Satz 5.5 (Eidelheit) Sei E ein linearer normierter Raum und seien A, B C E nicht-
leere, konvexe Teilmengen mit int (A) # @ sowie int (A) N B = (). Dann existiert ein
Paar (1,7v) € (E*\ {0}) x R bzw. eine abgeschlossene Hyperebene

H:={zx€E:l(x) =7}
mit (abgeschlossenen) Halbrdumen
H ={reE:lx)<~}, H ={rek:i(r)>1}
derart, dass
1. l(a) <~ <) fiirallea e A, b€ Bbzw. ACH , BC HY,
2. l(a) <~ fiir alle a € int (A) bzw. int (A) C int (H).

Beweis: Trotz der bisherigen Vorarbeiten ist der Beweis des Trennungssatzes von
Eidelheit nicht ganz einfach. Zunichst wenden wir Lemma [5.4) das Lemma von Stone
an. Hiernach existieren konvexe Mengen C, D C E mit

CND =0, CuD=E, int (A) C C, BcCD.
Wegen int (A) # O ist auch int (C') # . Ferner ist
cl (D)= FE\int (C), cl (C)=FE\int (D).
Denn

cd (D) = {xz€E:Blz;eln D # O fiir alle € > 0}
= {z € FE: Blr;e] ¢ C fiir alle e > 0}
= FE\int (C).

Entsprechend ist ¢l (C') = E'\int (D), wobei wir allerdings bisher nicht wissen, ob auch
int (D) # . Nun setze man

H:=cl (C)ncl (D).

Im Rest des Beweises zeigen wir, dass H die gesuchte abgeschlossene Hyperebene ist.
Klar ist, dass H als Durchschnitt von zwei abgeschlossenen, konvexen Mengen selbst
abgeschlossen und konvex ist. Wegen int (C') # O und cl (D) = E'\int (C) ist H ferner
eine echte Teilmenge von E. Die weiteren Beweisschritte sind gegeben durch

(a) H ist affiner Teilraum von E,
(b) H ist eine Hyperebene,

(c) H ist die gesuchte abgeschlossene Hyperebene, cl (C) der A enthaltende nichtpo-
sitive Halbraum und cl (D) der B enthaltende nichtnegative Halbraum.
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Zum Beweis von (a) geben wir uns z,y € H und A € R vor, setzen z := (1 — \)z +
Ay und zeigen z € H. Angenommen, dies sei nicht der Fall. Da H konvex ist, wére
notwendig A ¢ [0, 1], etwa A > 1 (andernfalls vertausche man = und y). Da z € H,
ist z € int (C') oder z € int (D). Aus dem ersten Teil von Satz erhalten wir wegen
x €cl(C)necl (D), dass

1 A—1
zeint(C):>y:Xz+ z € int (C)
bzw.
) 1 A—1 )
zElnt(D):>y:Xz+ 5y x € int (D).

Dies ist jeweils ein Widerspruch zu
ye H=cl(C)Nncl (D)= (E\int (D))N(F\ int (C)).

Also ist H ein (echter, abgeschlossener) affiner Teilraum von E.

Um (b) zu beweisen, haben wir zu zeigen, dass H ein mazximaler (echter) affiner
Teilraum von FE ist. Sei z ¢ H beliebig. Wir wahlen xy € H beliebig. Wegen z =
2xg — (2x9 — 2) ist z ein Punkt auf der Geraden durch zy und 229 — z und folglich
2xg — 2z ¢ H bzw. 2y — z € int (C) Uint (D). Wegen z € H ist z € int (C) Uint (D).
Ist z € int (C), so ist 2xp — z € int (D). Denn wire 229 — z € int (C), so wiirde
auch der Mittelpunkt zq der Strecke von z nach 2xy — z zu int (C') gehoren, im Wi-
derspruch zu zy € H. Insbesondere folgt, dass auch int (D) # (. Entsprechend folgt
aus z € int (D), dass 2zp — z € int (C'). O.B.d. A. betrachten wir nur den ersten Fall,
es sei also z € int (C') und 2z¢ — z € int (D) bzw. 2y — z & cl (C), siche Abbildung
Bl Nun kommen wir zum Beweis dafiir, dass H ein maximaler affiner Teilraum von F

2z9 — z € int (D) -

z € int (C)

Abbildung 3: Erster Schritt fiir den Beweis, dass H Hyperebene ist

ist. Hierzu zeigen wir, dass ein affiner Teilraum V von E, der H und z ¢ H enthiilt,
notwendig gleich £ ist bzw. ein beliebiges y € E in V liegt. Da E die disjunkte Vereini-
gung der Mengen C und D ist, unterscheiden wir zwei Félle. Im ersten Fall ist y € C.
Wir setzen

A= min{\ € [0,1] (1 — \)(2z0 — 2) + Ay € el (O},
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wobei wir zu Recht min statt inf schreiben kénnen, da die Menge aller A aus [0, 1] mit
(1 = X)(2z¢ — 2) + Ay € cl (C) offensichtlich nichtleer und kompakt ist. Es ist A\; > 0,
da 2z¢g — z € ¢l (C). Also ist

I = (]_ — )\1>(2.T0 — Z) + )\1y €cl (C)
Fir A € [0, A1) ist
(1=XN)2zg—2)+ Ay &cl(C) bzw. (1—X)(2x9—2)+ Ay € int (D).

Folglich ist
z1 €cl(C)Necl (int (D)) =cl (C)Nel (D) = H.

Hierbei haben wir den dritten Teil von Satz [5.3] benutzt. Folglich ist

1—X) 1—X)\ 1
= —2 _
Y N z N xo+>\1x1

eine affine Linearkombination (Koeffizienten addieren sich zu 1) der drei in V' enthal-
tenden Punkte z, xg und z, also ist y € V. In Abbildung |4| veranschaulichen wir uns
diesen Beweisschritt. In dieser Abbildung haben wir auch noch den Punkt

2z9 — z € int (D) -

z € int (C)

1 A —1

T = —x1+
PV A\

eingetragen. Mit o := (1 — A\y)/A; ist dann y = «a(z — x) + . Der zweite Fall y ¢ C
bzw. y € D kann entsprechend behandelt werden. Also ist H eine Hyperebene.

Im letzten Teil des Beweises zeigen wir, dass H die gesuchte abgeschlossene, trennende
Hyperebene ist. Da H eine abgeschlossene Hyperebene ist, existiert nach Satz ein
Paar (I,7) € (E*\ {0}) x R mit

H={xe€E:l(z) =1}
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Sei ag € int (A) beliebig. Wegen int (A) C C ist ap € int (C') und damit ay ¢ H.
O.B.A. ist I(ap) < 7 (andernfalls multipliziere man [ und v mit —1). Wir zeigen
zunéchst, dass A in dem von H erzeugten nichtpositiven Halbraum liegt, also

ACH ={zeE:l(z) <~}
gilt. Hierzu sei a € A beliebig. Wére [(a) > 7, so wire

= (1= 2= Ma0) ), = le)
* = (T )™ )~ T

wegen [(z) = v einerseits ein Punkt aus H, andererseits wire x € (ag,a) € int (A) C
int (C'), was ein Widerspruch zu H Nint (C) = O ist. Damit ist A C H~ bewiesen.
Jetzt folgt der Beweis fiir

BCcH":={z€F:l(z) >}
Sei b € B beliebig. Man definiere
Ao :=max{A € [0,1] : (1 = X\)b+ Aag € cl (D)}

und anschlieSend
To = (1 - )\0)6 + )\CLQ.

Die Menge aller A aus [0,1] mit (1 — X\)b + Aag € cl (D) ist kompakt, sodass wir
bei der Definition von Ay zu Recht max statt sup geschrieben haben. Daher ist auch
xo € cl (D). Wegen ay € int (C) bzw. ay & cl (D) ist Ay € [0,1). Fiir A € (Ao, 1] ist
(1 =XN)b+ Xag & cl (D) bzw. (1 — A\)b+ Aag € int (C). Mit A N\, g folgt z¢ € ¢l (C).
Insgesamt ist xy € cl (C')Nel (D) = H. Folglich ist

v =1(xg) = (1 — Xo)l(b) + Nol(ao)

und daher

bzw. B C H". Zu zeigen bleibt schlieBlich noch, dass I(a) < « fur alle a € int (A) bzw.
int (A) C int (H~). Angenommen, es existiert ein ay € int (A) mit [(ag) = . Wegen
ap € int (A) existiert ein € > 0 mit Blag; €] C A C H™. Fiir beliebiges = # 0 ist dann

und daher

T €
vzl(a :I:e—) =~v+ —I(z),
T [l

also [(z) = 0 fir alle z € E. Dies ist ein Widerspruch zu [ € E* \ {0}.
Damit ist der Trennungssatz von Eidelheit vollstéindig bewiesen. a

Der nun formulierte starke Trennungssatz stellt sich als eine einfache Folgerung aus
dem Trennungssatz von Eidelheit heraus.
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Satz 5.6 (Starker Trennungssatz) Sei F ein linearer normierter Raum, A C E
nichtleer, konvex und abgeschlossen, ferner z ein Punkt in E aufierhalb von A, also
z ¢ A. Dann kénnen {z} und A stark durch eine abgeschlossene Hyperebene in E
getrennt werden, d. h. es existiert ein | € E* \ {0} mit

I(z) < ;gxl(a)'
Beweis: Da A abgeschlossen ist und z kein Element von A ist, hat z zu A einen

positiven Abstand d:
d := inf ||z — al| > 0.
acA

Nun definieren wir

AO::B[Z;%Z}, BO::A+B[0;%I]

Dann sind Ay, By C E nichtleer und konvex, int (Ag) # @ und int (Ag) N By = O. Aus
dem Trennungssatz von Eidelheit folgt die Existenz eines Paares (1,7v) € (E*\{0}) xR
bzw. einer abgeschlossenen Hyperebene H := {z € E : [(z) = v} mit

d - d +
B[z,ﬂCH, A+B[0,§]cH.
Fiir beliebige a € A ist daher
d d
1(2) + S <7 < I(a) — S]]

und folglich
I(z) <lz)+d|l] < ingl(a).
ac

Damit ist der starke Trennungssatz bewiesen. O

5.5 Der Satz von Hahn-Banach

Es gibt viele Formulierungen des Satzes von Hahn-Bach. Wir wollen hier nur Formu-
lierungen betrachten, bei denen der zugrunde liegende Raum ein linearer normierter
Raum ist. Die folgende Aussage wird auch geometrische Form des Satzes von Hahn-
Banach genannt, siche z. B. D. G. LUENBERGER (1969, S. 133).

Satz 5.7 Sei E ein linearer normierter Raum, A C E konvex mit int (A) # . Ist dann
V' C E ein affiner Teilraum von E mit int (A)NV = 0, so existiert eine abgeschlossene
Hyperebene H in E mitV C H und int (A)NH = O bzw. ein Paar (I,v) € (E*\{0})xR
mit [(v) =~ und l(a) < 7 fiir alle a € int (A).

Beweis: Wegen des Satzes von Eidelheit existiert ein Paar (I,7y) € (E*\ {0}) x R
und hiermit die abgeschlossene Hyperebene Hy := {z € E : [(xz) = 70} mit int (A) C
int (Hy ') bzw. l(a) < 7 fiir alle a € int (A) und V' C Hy bzw. [(v) >~ fiir allev € V.
Wir zeigen, dass [ auf V' konstant ist, also ein v > vy mit I(v) = v fiir alle v € V
existiert. Dann ist offenbar (I,7) das gesuchte Paar bzw. H := {x € F : [(x) = v} die
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gesuchte Hyperebene. Sei w € V' beliebig, setze v := [(w). Da V ein affiner Teilraum
von E ist, ist (1 — A)w + Av € V fiir alle A € R und daher

Yo <UL =Nw + ) =5+ A(l(v) = l(w))

fir alle A € R, was mit A — +oo fiir I(v) < l(w) bzw. A — —oo fiir [(v) > [(w)
zum Widerspruch fithrt. Damit ist die geometrische Form des Satzes von Hahn-Banach
bewiesen. a

Es folgt ein Fortsetzungssatz von Hahn-Banach fiir lineare normierte Raume.

Satz 5.8 Sei E ein linearer normierter Raum und Lo C E ein linearer Teilraum. Die
Abbildung ly: Ly — R sei linear und stetig auf Lg, also

()]

o] := sup = < oo
z€Lo\{0} ||:L‘||

Dann existiert ein | € E* mit [(x) = lo(z) fiir alle x € Ly und ||l|| = ||l]|. Also kann
lo € Lj zu einem | € E* fortgesetzt werden, wobei die Norm erhalten bleibt.

Beweis: O.B.d. A. ist [y # 0. Wir definieren die Mengen
A={(z,t) e ExXR: ol [l <t},  B:={(y,lo(y)) € ExR:y € Lo}.

Dann sind A und B nichtleer und konvex, B sogar ein linearer Teilraum von E x R.
Der Beweis verldauft in drei Schritten. Im ersten Schritt zeigen wir, dass

int (A) = A := {(z,t) € ExR: ||| ||z|| <t} # O.
Ist (g, 1) € int (A), so existiert ein € > 0 mit
(xo,to) + B[0; €] X [—¢, €] C A,

insbesondere ist (zg,t) — €) € A und daher ||lp]| [|zo]| < to — € < to bzw. (zg,ty) € Ap.
Damit ist int (A) C Ay nachgewiesen. Zum Nachweis der umgekehrten Inklusionsbe-
ziehung nehmen wir an, es sei (g, %)) € Ag. Wir definieren

to — ||{ 1
o bl Ly
2 i

und zeigen, dass (xg, ty) + B[0; €] X [—€, €] C A bzw. (z¢, 1) € int (A) und Ay C int (A).
Mit (x,s) € B[0; €] x [—¢, €] folgt

ol llzo + [l < il lzoll + lllol] [l
to — [[lo][ [[ol
< ol fol| + 2oL
_ 4 to=llbl{lzo]
— 0
2
S to—ﬁ
S to—i—S
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und damit ist (zg, o) + (x,s) = (zo+x,t9+s) € Aund Ay C int (A). Da offensichtlich
Ay # O ist der erste Beweisschritt abgeschlossen. Im zweiten Beweisschritt zeigen wir,
dass int (A) N B = @. Denn gébe es ein (z,t) € int (A) N B, so wire € L und wegen
des ersten Beweisteils ||lo|| ||z]| < t = lo(x), was ein Widerspruch zur Definition von
|llo]| ist. Nun wenden wir im letzten Beweisteil den Trennungssatz von Eidelheit an.

Wegen (E x R)* = E* x R existiert hiernach ((I,7),7v) € ((E* x R) \ {(0,0)}) x R mit
l(z)+rt <~ <IUy)+rl(y) fir alle (z,t) € A, y € Ly

bzw. eine abgeschlossene Hyperebene in E X R, die A und B trennt. Wegen (0,0) €
A und 0 € Ly ist notwendig v = 0., d.h. die A und B trennende abgeschlossene
Hyperebene geht durch bzw. enthélt den Nullpunkt. Da Ly ein linearer Teilraum ist,
also insbesondere mit einem Punkt y auch —y enthalt, ist sogar

(%) l(x)+7rt <0=1I(y)+rl(y) fir alle (z,t) € A, y € Ly.

Da (0,1) € Aist r < 0. Wére r = 0, so wére [(z) = 0 fiir alle x € E bzw. [ = 0, ein
Widerspruch zu (I, r) # (0,0). Da man notfalls in (x) durch —r dividieren bzw. [ durch
—1/r ersetzen kann, kann man o.B.d. A. r = —1 annehmen, sodass also

l(z) =t <0=1(y) —lo(y) fir alle (z,t) € A, y € Ly.

Hieraus liest man ab, dass [ eine Fortsetzung von [y auf ganz E ist. Da (x, ||lp]| [|z]]) € A
fur alle x € E, ist ferner I(z) — ||lo|| ||z]] < 0 und dann auch [I(z)| < |[lo]| ||=| fiir alle
x € E. Hieraus folgt ||I|| < ||ly]|. Da aber andererseits [ eine Fortsetzung von [, ist,
gilt [|I|| > |llo||. Insgesamt ist also ||I|| = ||lp|| Damit ist der Fortsetzungssatz von
Hahn-Banach in linearen normierten Rdumen bewiesen. a
Im néchsten Satz geben wir weitere Folgerungen aus den Trennungssidtzen an, die
ebenfalls mit den Namen Hahn-Banach verbunden sind, diese findet man z. B. hier.

Satz 5.9 (Hahn-Banach) Sei E ein linearer normierter Raum.

1. Sei S*[0;1] := {l € E* : ||l|| = 1} der Rand der (abgeschlossenen) Einheitskugel
in B*. Dann ist

|z|| = max (z) fiir alle x € E.
1leS*[0;1]

2. Zu jedem x € E gibt es ein | € E* mit ||l|| =1 und l(x) = ||z||.

3. Sei U C FE ein linearer Teilraum und x ¢ cl (U). Dann gibt es ein | € E* mit
Il]] =1 und l(u) = 0 fiir alle w € U.

Beweis: Beim Beweis der ersten Aussage konnen wir o. B.d. A.  # 0 annehmen. Dann
besitzt
A= B0; [[=[]] = [l=]| B[0; 1]

ein nichtleeres Inneres, welches x nicht enthélt bzw. mit {z} einen leeren Durchschnitt
besitzt. Aus dem Trennungssatz von Eidelheit folgt die Existenz einer A und z
trennenden abgeschlossenen Hyperebene bzw. von [* € E* \ {0} mit

Uz 2) < 1*(x) fir alle z € B|0; 1],
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wobei wir (notfalls nach Division mit |[I*]|) o.B.d.A. ||I*|] = 1 bzw. I* € S*[0;1]
annchmen konnen. Also ist

o]l = sup F(|lzfl2) <1"(z) < sup d(x) <[],
z€B[0;1] leS*[0;1]

womit die erste Behauptung bewiesen ist. Die zweite Aussage ist offenbar eine direkte
Folgerung der ersten. Zum Beweis der dritten Aussage sei § der Abstand von z zum
linearen Teilraum U, es sei also

d:=inf ||ju — z||.
uelU

Wegen x ¢ cl (U) ist 6 > 0. Offensichtlich ist int (B|x;d]) N U = . Wegen Satz
dem Trennungssatz von Eidelheit, existiert ein [ € E* \ {0} mit

l(x) < l(u) fir alle uw € U.

Wieder kénnen wir o. B.d. A. annehmen, dass ||/|| = 1. Da U ein linearer Teilraum ist,
folgt offenbar I(u) = 0 fiir alle v € U. Damit ist auch die dritte Aussage des Satzes
bewiesen. O

6 Der Satz von Lyusternik

Durch den Satz von Lyusternik aus dem Jahre 1934 wird unter bestimmten Vorausset-
zungen eine nichttriviale Teilmenge des Tangentialkegels an eine Menge M in einem
Punkt 2* € M angegeben, siehe L. A. LJUSTERNIK, W. I. SOBOLEW (1968, S. 342 ff.).
In der Darstellung halten wir uns an J. WERNER (1984, 1988), siehe auch J. JAHN
(1994, S.98ff.) und J. WERNER (2013, Abschnitt 50).

Definition 6.1 Sei X ein linearer normierter Raum, M C X eine Teilmenge und
x* € M. Dann heif3t

Es existieren Folgen {tx} C Ry, {rx} C X mit
T(M;z*)=<peX: i)z +tp+r,e Mfirk=0,1,...,
ii) t, — 0, Tk/tk — 0

der Tangentialkegel an M in x*. Ein Element p € T(M;z*) heifit Tangentialrichtung
an M in z*.

Ein p € X ist also eine Tangentialrichtung an M in z*, wenn eine Nullfolge {¢;} C R,
existiert mit der Eigenschaft, dass z*+t,p fiir £ = 0, 1, ... nach einer “kleinen” Korrek-
tur durch ein Element r, € X in M liegt, also z* 4+ typ+ 1 € M gilt. “Klein” bedeutet
hierbei, dass {ry/tx} eine Nullfolge ist, also gegen das Nullelement in X konvergiert.
In dem folgenden Satz fassen wir einige einfache Eigenschaften des Tangentialkegels
zusammen.

Satz 6.2 Sei X ein linearer normierter Raum, M C X und x* € M. Mit T(M;z*)
werde der Tangentialkegel an M in x* bezeichnet. Dann gilt:
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1. Ist x* € int (M), also x* ein innerer Punkt von M, so ist T(M;xz*) = X. Jede
Richtung ist also eine Tangentialrichtung an M in einem inneren Punkt von M.

2. T(M;x*) ist abgeschlossen.

3. Ist M konvex, so ist T(M;x*) =cl({\x —2*) : A >0, z € M}).
Beweis: Ist 2* € int (M), so existiert zu jedem p € X ein t* > 0 mit z* + tp € M fiir
alle ¢t € [0,¢*]. Hieraus folgt insbesondere p € T'(M;z*) und damit 7'(M;z*) = X.
Um die Abgeschlossenheit von T'(M; z*) zu zeigen, geben wir uns eine Folge {p\9)},cy C
T(M;z*) mit lim; ., p¥) = p vor und zeigen, dass p € T(M;x*). Nach Definition des
Tangentialkegels existieren zu jedem j € N Folgen {t,(cj )}keN und {’r,(cj )}keN C X mit
T+ t,&j)p(j) + r,(f) € M fir alle k sowie limy_, t,(cj) = 0 und lim_, r,(j)/t,(cj) = 0. Zu
jedem j € N existiert ein k(j) € N mit 0 < £ < 1/5 und ||r?||/tY) < 1/; fiir alle
k > k(j). Nun definiere man dir Folgen {¢;};eny C Ry und {r;}jen C X durch

tj = tlgj()j), rj = r,(j&.) + tg)j) (p(j) —D).
Dann ist z* +t;p +1r; = tl%.)p(j) + r,(f&) € M fiir alle 7 € N. Weiter ist
limt; =0,  lim -2 =0
j—ro0 j—00 tj
wegen
()
y 1 rill gl A 1 .
0<t=tgy <t Wl TR o g < g o g
J

Insgesamt ist damit p € T(M;z*), also die Abgeschlossenheit des Tangentialkegels
T (M;z*) bewiesen.
Wir zeigen zunéchst, dass

{Mae—2"): A>0,ze M} CT(M;z").
Hierzu geben wir uns p = A(z — z*) mit A > 0 und € M vor. Dann ist
rrHtp=a"+ Xz —2")eM

fiir alle t > 0 mit At € [0, 1], also insbesondere alle hinreichend kleinen ¢ > 0. Hieraus
folgt p € T(M; z*). Wegen der schon bewiesenen Abgeschlossenheit des Tangentialke-
gels ist

cd({Mz—2"):A>0,z€ M}) CT(M;z").
Umgekehrt sei nun p € T'(M; x*) eine Tangentialrichtung an M in z*. Dann existieren
Folgen {t;} C Ry und {ry} C X mit ¢, — 0, r/ty — 0 und zy := 2" +tgp + 1, € M.

Dann ist i
k k
und folglich

p:klimpked({/\(x—:ﬁ*):)\20,336]\/[}).
—00

Damit ist auch die dritte Behauptung des Satzes bewiesen. O
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Bemerkung 6.3 Um zu erldutern, weshalb der Tangentialkegel zur Gewinnung not-
wendiger Optimalitdtsbedingungen von Bedeutung ist, betrachten wir die Optimie-
rungsaufgabe

(P) Minimiere f(z) auf M

mit der Zielfunktion f: X — R, einem linearen normierten Raum X und einer Teil-
menge M C X. Sei nun z* € M eine lokale Lisung von (P), es existiere also eine
Kugel Blz*;¢] :={z € X : ||z — 2*|| < €} um z* mit einem Radius ¢ > 0 derart, dass
f(z*) < f(x) fur alle x € Blz*;¢e]N M. Ist p € T(M;x*), also p eine Tangentialrichtung
an M in z*, so existieren nach Definition des Tangentialkegels eine Nullfolge {¢;} und
eine Folge {ry} C X derart, dass limy_,o 7/t = 0 und z* + txp + 1, € M. Fiir alle
hinreichend grofien k ist z* + txp + ry € Blz*; €], da

tep +1ell = ¢ +re/te || — 0.
[tkp + 7l ko lp 4 e/t

—0 —0

Also ist z* + typ + 1 € Blx*;¢] N M und, da x* eine lokale Losung von (P) ist,

flo* +tep + 1) — f(2¥) >0
tr -

fiir alle hinreichend grofien k. Unter einer geeigneten “Glattheitsbedingung” an f wird
der Grenzwert i i
P p) = lim L& B E 1) = Fo)
k—o0 tk

fiir jedes p € X existieren und unabhingig von den Folgen {t;} C Ry und {r;} C X
sein. Als eine notwendige Bedingung dafiir, dass z* € M eine lokale Losung von (P)
ist, erhalten wir in diesem Falle also

f'(z*p) >0  firalle p e T(M;x*).

Um diese Bedingung bei einer speziellen Menge M “auszuschlachten”, ist es niitzlich,
eine moglichst grofie Teilmenge des Tangentialkegels T'(M;z*) angeben zu konnen.
Genau dies gelingt mit Hilfe des Satzes von Lyusternik.

6.1 Gateaux- und Hadamard-Variation, Fréchet-Differential

Die wichtigsten Differenzierbarkeitsbegriffe fiir Abbildungen zwischen linearen normier-
ten Rédumen sind in der folgenden Definition zusammengefasst.

Definition 6.4 Seien X und Y lineare normierte Rdume, F: X — Y eine Abbildung
und z* € X.

1. Eine (nicht notwendig lineare) Abbildung F’(z*;-): X — Y heifit
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(a) Gdteauz-Variation von F in x*, wenn|

Flasp) = Tim 2 W) = F(@)
’ t—0+ t

fiir alle p € X.

(b) Hadamard-Variation von F in z*, falls fir alle p € X gilt:
Sind {t} C Ry, {rr} C X Folgen mit ¢, — 0, ry/tp — 0, so ist

F(z* +t — F(z*
F'(z*;p) = lim (@ + bup i) = Fl27)
k—o0 tk

2. Eine lineard™| stetige Abbildung F'(2*): X — Y heift Gateaua-Differential von
F in x* | falls

F(z* +tp) — F(z*
Py — tim £+ 10) = )
t—0 t
fiir alle p € X. Existiert das Gateaux-Differential von F' in x*, so heifit F' in z*
Gateauz-differenzierbar.

3. Eine lineare, stetige Abbildung F’(x*): X — Y heifit Fréchet-Differential von F

i ¥, falls
F * o F * _ F/ *
i F@" ) — Fet) - F'@a)p
p—0 pll
Existiert das Fréchet-Differential von F' in z*, so heifit F' in x* Fréchet-differen-
zierbar.

4. F heilt in x* stetig Fréchet-differenzierbar, wenn es eine Kugel B um z* gibt
mit:
(a) F ist in jedem Punkt z € B Fréchet-differenzierbar.
(b) Zu jedem € > 0 existiert ein 6 > 0 mit

re€B, |lz—z|<d=||F'(x) — F'(z¥)] <,

d.h. die Abbildung x — F’(z) von B C X in den linearen normierten Raum
L(X,Y) der linearen stetigen Abbildungen von X nach Y ist stetig.

Bemerkung 6.5 Das Fréchet-Differential ist durch eine Eigenschaft charakterisiert.
Man sollte sich also iiberlegen, dass eine Abbildung F' zwischen linearen normierten
Réaumen X und Y nicht zwei verschiedene Fréchet-Differentiale besitzen kann. Denn
sind F(z*) und Fj(z*) jeweils ein Fréchet-Differential von F' in z* € X, so existiert zu
einem vorgegebenen ¢ > 0 ein § > 0 mit

* * * € .
Ipll <6 = 1" +p) = Fa) = F@)pl < Sllpll, i =1,2,

15Man beachte, dass fiir eine Gateaux-Variation nur die Existenz eines einseitigen Limes vorausge-
setzt wird, ganz im Gegensatz zum Gateaux-Differential.

16Bei einer linearen Abbildung T zwischen linearen (normierten) Riiumen schreiben wir hiiufig (aber
nicht immer) Tz statt T'(x). Daher ist F’(z*)p nur eine andere Schreibweise fiir F'(z*)(p).
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Benutzt man die Linearitdt des Fréchet-Differentials und die Dreiecksungleichung, so
erhélt man

Iy (z") = F3(=")]pll < ellpll,
zunéchst fiir alle p € X mit ||p|| < § und dann aus Homogenitétsgriinden fiir alle
p € X. Dann ist aber auch

1P/ (2*) — Fy(a*)|| = sup 1) = Fa(@)pl

<,
p#0 ||p||

und mit € — 0+ folgt F|(z*) = Fj(z*), also die behauptete Eindeutigkeit des Fréchet-
Differentials. O

Klar ist, dass eine Hadamard-Variation oder ein Fréchet-Differential auch eine Gateaux-
Variation ist. Weiter ist klar, dass ein Fréchet-Differential auch ein Gateaux-Differential
ist. Durch den folgenden Satz werden nicht ganz offensichtliche Verbindungen zwischen
den angegebenen Differenzierbarkeitsbegriffen spezifiziert.

Satz 6.6 Scien X, Y lineare normierte Raume, F': X — Y eine Abbildung, x* € X.

1. Ist F'(x*) Fréchet-Differential von F' in x*, so ist F'(z*): X — Y auch Hada-
mard-Variation von F' in z*.

2. Ist F'(z*;-): X — Y Gateaux-Variation von F' in x*, ist ferner F' auf einer Kugel
B um z* lipschitzstetig, existiert also eine Konstante C' > 0 mit

|F(z1) — F(xo)|| < C||lzy —xy  fiir alle x1, 29 € B,
so ist F'(z*;-) auch eine Hadamard-Variation von F in z*.

Beweis: Sei F'(z*) Fréchet-Differential von F' in 2*. Seien p € X und Folgen {t;} C
Ry, {rt} € X mit t, — 0 und ry/ty — 0 gegeben. Wegen 1/t — 0 existiert eine
Konstante C' > 0 mit ||p 4+ r/tx|| < C fir alle k. Sei € > 0 vorgegeben. Da F'(z*)
Fréchet-Differential von F' in x* ist, existiert ein 6 > 0 derart, dass

* * / * €
_ — < —
|F@* +q) - Fa*) = F'@)all < 55 lal

fiir alle ¢ € X mit ||¢q|| < J. Wegen tgp+rp — 0 baw. 7 /t,, — 0 ist ||[txp+ 74| < 9§ bzw.
N E" ()| |7kl /te < €/2 fiir alle hinreichend grofien k. Fiir diese k ist

IF (" + tip - 72) = F(a*) = ' (@)
|F (" + tip+ 1) = Fla®) = F'(@") (tup + )| + | F' (@)
el Lt R L Cag) Y

-~

<t C <tpe/2

IN

IN

Gtk.

Fiir alle hinreichend grofien k ist daher

HF(ZE*—Ftkp—i-’/‘k)—F(CL’*)

_ F/(x*)pH S 6,
178
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womit Pl 1t Pl
F(a*)p = lim D& H 0P F73) = @)
k—o0 tk

und damit die erste Behauptung des Satzes bewiesen ist.

Sei jetzt F'(z*;-): X — Y Gateaux-Variation von F' in z* und F auf einer Kugel
B um x* lipschitzstetig mit einer Lipschitzkonstanten C' > 0. Um nachzuweisen, dass
F'(x*;-) auch Hadamard-Variation ist, geben wir uns p € X sowie Folgen {t,} C
Ry, {rr} € X mit tx — 0+ und 74/t — 0 vor. Fiir alle hinreichend groBen k ist
x* 4+ tgp + 1, F + tpp € B und daher folgt wegen

F(z* +t — F(a”
H (2" + kpjw () —F’(x*;p)”
k

F(x* +typ) — F(z* x 1 * *

- ‘ ( ktp) ( )—F’(x ;p)H+t—HF(x +tep +713) — F(z* + tp) ||
k k
~- <Clrell/t
— 0
die Behauptung. .

Beispiel 6.7 Sei F:R" — R™ eine Abbildung, die in z* € R" stetig partiell diffe-
renzierbar ist, d. h. es existiert eine Kugel B um z*, auf der die partiellen Ableitungen
OF;/0z; firi=1,...,mund j =1,...,n existieren und in z* stetig sind. Hierbei sei

F(z) = (Fi(xy,...,20),. .., Fn(zg, .. 20)T.

Dann kann leicht nachgewiesen werden, dass F' in x* Fréchet-differenzierbar ist und
das Fréchet-Differential F'(z*) € L(R",R™) = R™*" durch

i=1,..., m

Fat) = (G )

gegeben ist, d.h. das Fréchet-Differential von F' in z* kann mit der Funktionalmatrix
von F'in x* identifiziert werden. a

Beispiel 6.8 Sei X ein linearer normierter Raum und F: X — R definiert durch
F(z) := ||z|. Wir wollen uns iiberlegen, dass F' in jedem z* eine konvexe Gateaux-
Variation F’(z*;-): X — R besitzt. Diese ist sogar eine Hadamard-Variation.

Fiir den ersten Teil wird lediglich ausgenutzt, dass F': X — R eine konvexe Funktion
ist, also die Implikation

ryeX, Ael0,1]]= F(1-Nz+Xy) <(1—-NF(z)+ \F(y)
gilt. Seien z* € X und p € X beliebig vorgegeben. Wir definieren ¢: (0, 1] — R durch

F(z* +tp) — F(:r*)

o(t) i= t
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Zum Nachweis der Existenz von lim;_,o. ¢(t) zeigen wir, dass ¢ auf (0, 1] nach unten
beschrankt und monoton nicht fallend ist. Fir ¢ € (0, 1] ist

(0"~ 1)) < P +1p) + Pz~ )

* 1 *
F<x):F(—<x +ip)+ =1+t 1+t

t
1+t 1+1
wegen der Konvexitat von F'. Daher ist
F(z®) = F(a" —p) < ¢(t), te(0,1],

also ¢ auf (0, 1] nach unten beschrénkt. Zum Nachweis der Monotonie von ¢ sei 0 <
s <t <1.Dann ist

Fa* +sp) — Pty = F(C@ + ) + ) - R < SR + 1)~ F()

wegen der Konvexitdt von F'. daher ist
o(s) < o(t) < o(1) = F(x* +p) — F(z"), 0<s<t<l.

Insgesamt ist die Existenz der Gateaux-Variation F’(z*;-): X — R nachgewiesen. Die
Konvexitat von F’(z*;-) erkennt man leicht, indem man F'(z*;ap) = oF'(z*;p) fir
allea>0,p€ X und F'(z*;p+ q) < F'(z*;p) + F'(2*; q) fiir alle p,q € X nachweist.
Offensichtlich haben wir hier nur die Konvexitidt von F' auf X ausgenutzt.

Dass die Gateaux-Variation F'(z*;:) von F' in x* sogar eine Hadamard-Variation ist,
folgt aus Satz da F wegen

[F(z) = F(y)l = llzl =Myl < lle =yl =, yeX,

auf ganz X lipschitzstetig ist.
Sei speziell B C RY kompakt, X := C(B) der lineare Raum der auf B stetigen reell-
wertigen Funktionen und

o = ma (1)

Mit dieser (Maximum-)Norm ist C'(B) ein linearer normierter Raum. Wir wissen daher,
dass F'(z) := ||z]|« in jedem z* € X eine Gateaux-Variation F'(z*;-) besitzt und dass
diese sogar eine Hadamard-Variation ist. Sie ist gegeben durch

max (signx*(t))p(t), a*#0,
<*> F/(J:*,p) — teB(z*)
[F2[r z* =0,
wobei
B(x®) :={t € B: |z"(t)] = [|z" || }-

Offenbar ist B(z*), die Menge derjenigen Punkte in B, in denen |z*(+)| sein Maximum
annimmt, als abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge selbst kompakt. Beim
Nachweis von () konnen wir z* # 0 annehmen. Der Beweis von (x) zerféllt in zwei Teile
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und benutzt die Tatsache, dass die Gateaux-Variation F”(z*;-) von F' in x* existiert.
Sei zunéchst ¢t € B(z*). Dann ist

Flar+sp) = Fa*)  _ [lz" + splloo — [l27]
S S
o 7@+ spt)] — 2" (@)
- S

> (signa*(t)) p(t)

fiir alle hinreichend kleinen s > 0. Mit s — 0+ folgt F'(z*;p) > (signz*(¢)) p(t) und,
da t € B(z*) beliebig ist,
P(a*ip) > max (signa” (t)) p(t).
teB(z*)
Im zweiten Teil des Beweises von (k) zeigen wir die andere Ungleichung, also F'(z*;p) <

maxycp(z+)(sign 2*(t)) p(t). Hierzu sei {s,} C R, eine beliebige Nullfolge. Nach Defini-
tion der Maximum-Norm || - ||o existiert eine Folge {tx} C B mit

(xx) |2* + siplloo = |27 (k) + sip(tr)], k=1,2,....

Da B kompakt ist, besitzt {t,} C B eine gegen ein t € B konvergente Teilfolge. Da
man notfalls zu dieser Teilfolge und der entsprechenden Teilfolge von {s;} tibergehen
kann, ist 0. B.d. A. {t;} selbst konvergent gegen ein ¢ € B. Indem man in (%) den
Grenziibergang k — oo macht, erhdlt man ||z*||, = |z*(¢)| bzw. t € B(z*). Fir alle
hinreichend groflen k ist

sign (x*(tx) + sgp(ty)) = signz™ (tx) = sign x* ().

Daher ist
F(a* +sip) = F(x*) _ [l2" + swpllo — 127 ]loo
Sk Sk
|2 () + sep(te)] — |2* ()]
Sk
= (signa™(t)) p(t)

fiir alle hinreichend grofien k. Mit £ — oo folgt

F'(z";p) < (signa™(t)) pt(t) < Joax (sign 2 (1)) p(t).

Damit ist (%) nachgewiesen. O

Jetzt formulieren wir noch eine Kettenregel fiir die Hadamard-Variation bzw. das
Fréchet-Differential.

Satz 6.9 Seien X, Y, Z lineare normierte Ridume, x* € X und G: X — Y sowie
H:Y — Z Abbildungen. Ferner sei F' := H o G: X — Z die zusammengesetzte
Abbildung.
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1. Besitzen die Abbildungen G bzw. H in x* bzw. G(z*) die Hadamard-Variation
G'(z*;-) bzw. H'(G(x*),-), so besitzt I die durch

Fl(a*;) = H'(G(27); G'(2"; )
gegebene Hadamard- Variation.

2. Ist G bzw. H in x* bzw. G(z*) Fréchet-differenzierbar mit Fréchet-Differential
G'(x*) bzw. H'(G(x*), so ist auch F in x* Fréchet-differenzierbar und besitzt das
Fréchet-Differential

F'(z*) = H(G(z*))G'(z").

Beweis: Zum Beweis des ersten Teils des Satzes seien p € X sowie Folgen {t;} C Ry,
{re} € X mit ty — 0 und ry/t; — 0 vorgegeben. Dann ist

F(z* 4+ tgp + 1) — F(z*)
(7%
- ARl IO (06 ¢ )

— H'(G(2"); G'(";p))

mit

G = G(a* + tip + 1) — G(2*) — t,.G' (2% p).
Da G'(z*;-) Hadamard-Variation von G in x* ist, ist qz/tx — 0. Da ferner H'(G(z*); ")
Hadamard-Variation von H in G(z*) ist, folgt die erste Behauptung.

Zum Beweis des zweiten Teiles des Satzes bemerken wir, dass H'(G(z*))G'(2*): X —
Z linear und stetig ist. Daher bleibt zu zeigen, dass

H(G(z" +p)) — H(G(2")) — H'(G(z7)) G (z")p

) o o] -
de(p) — (C(} +p) - ||p("'|p ) B (‘T )p
und
) = H(G(z") +q) — H(G(z")) — H'(G(2"))q
e la]
gilt

limvo(p) =0, limu(g) =0,

p—0

da G in z* und H in G(z*) Fréchet-differenzierbar sind. Setzt man q := G(z*+p)—G(z*)
in die Definition von ¥y (q) ein, so erhélt man

H(G(z" +p)) — H(G(x")) — H(G(2")E (z7)p
= H(G@E)G (!E* p) = G(z") = G'(z")p

+G(@" +p) = G| Yu(G(2"p) — G(z7))]
= H'(G")llpl velp) + lllipll alp) + & (=7)pll ¥a(G(a” +p) — G(z"))).
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Folglich ist

|H(G(z" +p)) = H(G(z7)) = H'(G(2")G'(«")p|
2]
[H(G () lpl e p) + el ¢elp) + G'(2")pll Yu(Ga” + p) — Gla™))]]
Il
< H(GE) I lbe@)l + (va@ + 1 @) IDIYa (G e+ p) — Gla)]]

Wegen
limye(p) =0, lm |l (Gla™ +p) - G2"))] =0

folgt () und damit die Behauptung. Hierbei haben wir am Schluss noch ausgenutzt,
dass das Fréchet-Differential G'(z*) stetig bzw. beschriankt ist und damit |G’ (z*)p|| <
|G (z*)]] ||p|| gilt und auBerdem lim,, ,o(G(x*+p)—G(x*)) = 0 gilt. Dies wiederum folgt
aus der Fréchet-Differenzierbarkeit von G in 2*, denn diese impliziert die Stetigkeit von
G in z*. Damit ist der Satz bewiesen. O

Beispiel 6.10 Die Abbildungen f;: R" — R, i = 1,...,m, seien in z* € R" stetig
partiell differenzierbar. Hiermit sei die Abbildung F: R™ — R durch
Fla) == mas |f(x)]

/L_l 7777
definiert. Dann besitzt F' in x* eine Hadamard-Variation, welche durch

max (sign f;(2*))V fi(z*)'p,  F(z*) >0,

iel(z*)

max [V fi(z")"pl, Fzr) =0,

i=1,....m

F'(z*p) =

gegeben ist. Dies folgt aus der Kettenregel fiir die Hadamard-Variation, wenn man
beriicksichtigt, dass F' = H o GG, wobei G: R" — R™ durch

G(x) = (fi(x),..., fn(x)

und H:R™ — R durch
H(y) = max |y

=1l,...

definiert sind. a
Letztes Ergebnis in diesem Unterabschnitt wird der folgende Mittelwertsatz sein.

Satz 6.11 Seien X und Y lineare normierte Ridume, x,p € X und die Abbildung
F: X — Y in jedem Punkt von [x,x+p| := {z+tp : t € [0, 1]} Gateaux-differenzierbar.
Dann gilt:

1. Es ist
| F(x+p) — Fz)| < sup [[F'(x +tp)| llpl-
te(0,1)
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2. Ist T € L(X,Y) bzw. T: X — Y linear und stetig, so ist

|F(z 4+ p) — F(x) = Tpl| < S}lp) | E'(z +tp) = T|| |p]|-
te(0,1

Insbesondere ist

|F(z +p) — F(z) = F'(z)p| < S}lp) | F'(z 4 tp) — F'(2)|| llp|l-
te(0,1

Beweis: Der zweite Teil von Satz [5.9] sagt aus:

e Sei F ein linearer normierter Raum und x € E. Dann existiert ein [ € E* :=
L(E,R) bzw. eine lineare, stetige Abbildung I: E — R mit ||{|| = 1 und I(z) =
[|]].

Daher gibt es eine lineare, stetige Abbildung [: Y — R mit ||/|| = 1 und
[(F(z+p) = F(z)) = |[F(z+p) = Fz)]|

Nun definiere man die Abbildung ¢: [0, 1] — R durch ¢(¢) := {(F(z + tp)). Dann ist
¢ auf [0, 1] differenzierbar mit der Ableitung ¢'(¢t) = [(F”(x 4 tp)p). Der Mittelwertsatz
der Differentialrechnung liefert die Existenz eines to € (0,1) mit ¢(1) — ¢(0) = ¢'(to).
Dabher ist

|F(z+p) - F@)|] = U(F(z+p)—F(z))
o(1) — ¢(0)

¢'(to)

= (F'(z + top)p)

1] [ F' (2 + top)p|
>

|1 F'( 4 top) || [Ipll
S |1 F'(z + tp)| 2],

IN

IA A

und damit ist der erste Teil des Satzes bewiesen. Zum Beweis des zweiten Teiles wendet
man den ersten Teil des Satzes auf F' — T an. O

6.2 Der Satz von Baire

Einer der klassischen Sétze der Funktionalanalysis ist der Satz von Baire, der fiir unsere
Zwecke folgendermaflien formuliert wird:

Satz 6.12 (Baire) Ist X ein Banachraum und X = |J,-, Ay mit abgeschlossenen
Ay, C X, k=1,2,..., soist int (A;) # O fiir mindestens ein j € N, das Innere also
mindestens einer der Mengen Ay nichtleer.
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Beweis: Mit B|z; €] bezeichnen wir die abgeschlossene und mit B(z; €) die offene Kugel
um z € X mit dem Radius € > 0. Angenommen es sei int (A) = O, k= 1,2,.... Den
gewiinschten Widerspruch erhalten wir in vier Schritten.

Im ersten Schritt zeigen wir, dass (X' \ Ax)NB(z;¢€) # O firallex € X, e > 0und k € N,
Denn: O.B.d. A. ist x € A (andernfalls ist die Aussage trivial). Dann ist B(z;¢€) ¢ Ay
(andernfalls ist « € int (Ag) im Widerspruch zur Annahme, dass int (A;) = ). Dies
impliziert aber, wie behauptet, (X \ Ay) N B(x;€) # O.

Im zweiten Schritt konstruieren wir nach der folgenden Vorschrift eine Folge {zx} C X
und eine Folge { By} abgeschlossener Kugeln By, = B|xy; e

e Wihle g € X beliebig, setze ¢, := 1.
o Fir k=0,1,...

— Wihle z1 € (X \ Akg1) N By €x).
Dies ist wegen des ersten Beweisschrittes moglich.

— Wihle €41 € (0,1/28) mit Blag, s er1] C (X \ Apg1) N B(ag; ex).
Dies ist moglich, da (X \ Axy1) N B(xyk; €) offen ist und xy41 enthilt.

— Setze Byi1:= Blxpyi1; €pr1)-

Nach Konstruktion ist offenbar By C X \ Ay und By, C By, k=1,2,.. ..

Im dritten Teil des Beweises iiberlegen wir uns, dass {z}} eine Cauchyfolge (im Ba-
nachraum X) ist und ihr daher existierender Limes x in (,—, By liegt. Denn zunéchst
ist

Tkt1 € Bry1 C By = B[ZL’k;Ek] C B[ZL’k, 1/2k], k=1,2,...,

und daher

lons — 2kl < o=, k=1,2,....

2k’
Hieraus folgt leicht, dass {zx} C X eine Cauchyfolge ist. Der Limes x der Folge {z}
liegt in allen By, und damit in (),—; By. Um dies einzusehen, sei k& € N beliebig vorge-
geben. Da die Folge der Kugeln {B,},cn ineinander geschachtelt ist, ist B; C By und
damit z; € By, fur [ = k,k+1,.... Mit [ — oo folgt wegen der Konvergenz von {z;}
gegen x und der Abgeschlossenheit von By, dass x € By.

Jetzt kommt das Finale. Fiir den Limes x der im zweiten Teil des Beweises konstruierten
Folge {zx} gilt

e (B C X\ A)=X\|JA4=0,
k=1 k=1 k=1

ein Widerspruch. Die Annahme, die A; hétten fiir alle k& € N ein leeres Inneres, ist
damit widerlegt. Der Satz von Baire ist bewiesen. a
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6.3 Ein Open Mapping Theorem
Das klassische Open Mapping Theorem der Funktionalanalysis sagt aus:

Satz 6.13 (Open Mapping Theorem) Ist eine lineare stetige Abbildung T zwi-
schen Banachrdumen X und Y surjektiv, so ist T eine offene Abbildung, d.h. das
Bild T(O) einer offenen Menge O C X ist offen.

Das Open Mapping Theorem ist eine Folgerung der Aussage:

Satz 6.14 Ist eine lineare stetige Abbildung T zwischen Banachrdumen X und Y
surjektiv, so existiert ein p > 0 mit B|0; p] C T(B[0;1]).

Denn: Sei O C X offen und y € T(O). Dann existiert ein x € O mit y = Tz. Da O offen
ist, existiert ein € > 0 mit B[z;e] C O. Existiert ein p > 0 mit B[0; p] C T'(B]0;1]), so
1st

Bly;epl =y +€eBl0;p] =Tx + e B[0;p] C Tx 4+ eT(B[0;1]) = T(B|x;¢]) C T(O).

Also gibt es um jedes y € T'(O) eine in T(O) gelegene Kugel, d.h. T(O) ist offen bzw.
T eine offene Abbildung.

Wir werden in diesem Unterabschnitt eine auf J. ZOWE, S. KurCcYUSz (1979) zuriick-
gehende Verallgemeinerung von Satz und damit des klassischen Open Mapping
Theorems formulieren und beweisen. Vorher wollen wir aber zwei Folgerungen aus
Satz angeben. Die erste ist ein Satz iiber die Beschrénktheit der Inversen einer
linearen, stetigen und bijektiven Abbildung zwischen Banachrdumen.

Satz 6.15 Seien X und Y Banachridume, A: X — Y sei linear, stetig und bijektiv.
Dann existiert die inverse Abbildung A=Y — X und ist linear und stetig.

Beweis: Natiirlich existiert A=': Y — X und ist linear. Zu zeigen bleibt die Stetigkeit
bzw. Beschrinktheit von A~!, also dass

_ Aly
a7 = sup L2

y20 [yl
Wegen Satz existiert ein p > 0 mit B[0; p] C A(B[0;1]). Sei y € Y\ {0} beliebig.
Dann ist (o/ 1)y € BI0: ], olalich A= ((p/llyl}y) € BIo:1] baw. Ayl /]l < 1/
Damit ist die Beschréinktheit bzw. Stetigkeit von A mit ||[A™!]| < 1/p bewiesen. O

Die zweite Anwendung von Satz ist eine Aussage, die der des sogenannten Hoffman-
Lemmas (siehe A. J. HOFFMAN (1952) und z.B. O. GULER (2012, S.299)) &hnelt.
Dieses sagt aus:

Satz 6.16 (Hoffman) Gegeben sei ein nichtleerer Polyeder P := {z € R" : Az < b},
wobei A € R™*™ und b € R™. Dann existiert eine allein von A abhidngende positive
Konstante ¢ = ¢(A) derart, dass

dist (z, P) := in}fj |z —z|| < cl|[(Az —b)4|| fiir alle x € R™.
z€E
Fiir y = (y;) € R™ ist hierbei y, € R™ definiert durch y, := (max(y;,0)).
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Beweis: Wegen der bekannten Aquivalenz der Normen im R™ bzw. R™ kénnen wir
annehmen, dass || - || die euklidische Norm im R™ bzw. R™ ist. Wir wollen einen Beweis
bringen, der den Satz von Kuhn-Tucker (siche z.B. Abschnitt 53 bei J. WERNER
(2013)) benutzt. Fiir eine Indexmenge I C {1,...,m} seien A; € RI*" und b; €
R in naheliegender Weise definiert, indem die zu I gehérenden Zeilen von A bzw.
Komponenten von b aneinandergefiigt werden. Wir beweisen zunéchst die folgende
Hilfsaussage:

e Sei I C {1,...,m}. Hiermit definiere man
Ny ={z€eR": A;z > 0;}, N} = {y € R": y"2 > 0 fiir alle z € N;}.
Dann existiert eine Konstante 67 > 0 mit

o llyll < 1(Ary)+|  fiir alle y € N}

Um dies einzusehen, kénnen wir zunéichst annehmen, dass N} # {0} (bzw. N; echte
Teilmenge des R™), da andernfalls die Aussage trivial ist. Man definiere

b= min(Ay)s].
yeNT, |lyl=1

Es ist §; > 0, denn andernfalls existiert ein y # 0 mit —y € Ny und y € N, was
—|ly||* > 0 implizieren und damit den Widerspruch y = 0 ergeben wiirde. Die angege-
bene Konstante d; tut offenbar das verlangte.

Bei gegebenem x € R™ betrachte man die quadratische Optimierungsaufgabe

Minimiere 1|z —z|®>, z€P.

Die eindeutige Losung z(z) € P ist die Projektion von x auf P und nach Kuhn-Tucker
charakterisiert durch die Existenz von u(z) € R™ mit

u(z) >0, 2(x) — 2z 4+ ATu(z) = 0, u(z)T (Az(z) —b) = 0.

Mit I(z) C {1,...,m} werde die Indexmenge der in z(x) aktiven (also voll ausgeschopf-
ten bzw. als Gleichung erfiillten) Ungleichungsrestriktionen bezeichnet. Dann ist also

Ur(z) = 0, z2(z) —x+ A}F(z)ul(:v) =0.

Um die obige Hilfsaussage benutzen zu konnen, iiberlegen wir uns, dass z—z(z) € NI’?I).
Denn fiir ein beliebiges z € Ny(y) (also Ajmyz > 0) ist

(e = 2(x) = 2T Ay = (Arw)2) " wiw) > 0.
~—
>0 >0
Mit obiger Hilfsaussage ist daher

Az =4l 2 1(Ar2 = bigo)s
(A1) (2 = 2(2)))+]]
Or(a) |z — 2(2)||

(5[(35) diSt(:C, P)

d dist(x, P),

v

v
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wobel

d:= min 0.
Ic{1,...,m}
Mit ¢ := 1/ ist das Hoffman-Lemma bewiesen. O

Wir formulieren und beweisen jetzt eine Aussage, die der des Hoffman-Lemmas dhnelt:

Satz 6.17 Seien X und Y Banachrdume, T: X — Y sei linear, stetig und surjektiv.
Mity € Y sei M := {z € X : Tz = y}. Dann existiert eine alleine von T abhéngende
positive Konstante ¢ = ¢(T') mit

d(z, M) := in]\f4|]x—z|\ <c||Tx—y fiir alle x € X.
zE
Beweis: Wegen Satz existiert ein p > 0 mit B[0;p] C T(B[0;1]). Zu einem

beliebigen x € X (0.B.d.A. ist z € M und daher Tx — y # 0) existiert daher ein
u € B[0; 1] mit

Tx —y
pr = Tu.
[Tz —y]|
Folglich ist
Ty —
z::x——” T y”uGM
p
und damit { ]
dist(z, M) < ||z — 2| = p [Tz =yl ul] < p 1Tz — yl|.
Mit ¢ := 1/p ist die Behauptung bewiesen. O

Nun kommen wir zu der angekiindigten Verallgemeinerung von Satz[6.14] bzw. des Open
Mapping Theorems |6.13], sieche J. ZOWE, S. KurRcyusz (1979, Theorem 2.1). Vorher
miissen wir aber noch einige einfache Bezeichnungen bzw. Definitionen voranschicken:

e Ist F ein reeller linearer Raum, A und B Teilmengen von E sowie a, 3 € R, so
sel

aA+ BB :={aa+pb:ac A be B}.

Vereinfachungen dieser Schreibweise in Spezialfillen sind naheliegend. So schreibt
man z. B. natiirlich A 4+ B statt 1A + SB. Ist ferner A = {a} einpunktig, so
schreibt man a + B statt {a} + B.

e Ist F ein linearer Raum und K C F, so heifit K ein Kegel, falls Az € K fiir alle
ze€ K und A > 0.

e Ist £ ein linearer Raum und S C F, so bezeichnet cone (S) C E die konvexe
Kegelhiille von S, d.h. den kleinsten konvexen Kegel, der S enthilt bzw. den
Durchschnitt aller konvexen Kegel, die S enthalten. Ist S C E konvex, so ist

cone (S) ={Az:x €S, A >0}

Denn einerseits muss die rechts stehende Menge nach Definition in cone (S) ent-
halten sein, andererseits enthélt sie S und ist ein konvexer (Beweis?) Kegel.
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Satz 6.18 (Zowe-Kurcyusz) Seien X und Y Banachrdume und C C X sowie K C
Y nichtleer, konvex und abgeschlossen. Es seien z* € C, y* € K und T: X — Y linear
und stetig. Ferner gelte

cone (T'(C —z*)+ (K —y") =Y.
Dann existiert ein p > 0 mit
B[0;p] C T((C —z*)N B[0;1]) + (K — y*) N B[0; 1].

Beweis: Wir folgen sehr eng dem Beweis von J. ZOWE, S. Kurcyusz (1979). Zur
Abkiirzung setzen wir

(C—a") = (C—2)N BT, (K =y = (K — ") N B[o; 1].
Anschliefend definieren wir
A =Ek[T(C —2")1) + (K —y*)1], k=1,2,....

Der Beweis erfolgt in drei Schritten. Im ersten zeigen wir, dass Y = (J;=; Aj. Hierzu
geben wir uns ein beliebiges y € Y und zeigen die Existenz eines k € N mit y € Ay.
Wegen der Konvexitit von S := T(C — x*) + (K — y*) und Y = cone (5) existieren
A>0,z€ Cund z € K mit

y=AT(x—2")+ (z = y’)l.

Nun wihle man k € N so groff, dass k > Amax(1, ||z — 2|, ||z — ¥*||) und setze

A A
T = :1:*+E(:1:—x*), Z:= y*—{—E(z—y*).

Wegen der Konvexitiat von C' bzw. K ist & € C bzw. Z € K, ferner ist

Damit ist Y = (J;-, Ay nachgewiesen.

Im zweiten Schritt bestimmen wir durch eine Anwendung des Satzes von Baire das
gesuchte p > 0, von dem wir im dritten Schritt zeigen, dass es das Verlangte tut.
Erst recht ist Y = (J;—, cl(Ax). Nach Voraussetzung ist Y ein Banachraum. Aus Satz
[6.12) dem Satz von Baire, folgt die Existenz eines j € N mit int (cl(4;)) # O. Sei
a € int (cl(A;)) beliebig. Wegen Y = |J;, Ay gibt es ein k € N mit —a € Ay bzw.
—(1/k)a € Ay und —(j/k)a € A; C cl(A;). Mit A; ist auch der Abschluss cl(A;)
konvex. Der Nullpunkt von Y liegt “zwischen” a € int (cl(A4;)) und —(j/k)a € cl(4;)
und daherﬂ ist 0 € int (cl(A;)) und auch 0 € int (cl (A;)). Folglich existiert ein p > 0
mit B[0;2p] C cl(Ay).

I"Hierbei benutzen wir die folgende, leicht zu beweisende Aussage, siche auch die erste Aussage in

Satz B3t

e Sei E ein linearer normierter Raum und K C E eine nichtleere, konvexe Teilmenge. Ist dann
a € int (K) und b € K, so ist

[a,0) :=={(1 —=Na+Ab:X€[0,1)} Cint (K).
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Wir zeigen im dritten Schritt, dass dieses p das Verlangte tut. Es ist
B0; p] = 1B[O; 2p] C 1Cl(Al) CiA+ B[O; lp},
2 2 2 2
folglich ist
1\ 1\ 1y i+l 1y i+l
(%) B[O; <§> ,0] = (§> B[0; p] C (5) Al—i—B[O; <§> p}, 1=0,1,2,....

Sei y € BJ0; p| beliebig vorgegeben. Eine Anwendung von (%) mit ¢ = 0 ergibt fiir y
eine Darstellung

1
Yy = §(Tu1 +v1) + 7
mit

u € (C'—x*)y, v € (K —y" ), ry € B[O; <%>1p]

Eine Anwendung von (%) mit ¢ = 1 ergibt fiir r; die Darstellung
172
T = (§> (T’LLQ + UQ) + T
mit

up € (C'—2™)y, ve € (K —y")1, ro € B[O; <%>2p]

Féhrt man so fort, so erhélt man Folgen

{ug} C (C —a™)y, {vp} C (K —y")s, {re} CY

mit
kv Eoqn N
y= T(Z<§> Uz) + Z<§) Vi +Tk, K € B[U; <§> ,0] (k € N).
DN
=k =:qk

Als Durchschnitt konvexer, abgeschlossener Mengen, die das Nullelement von X bzw.
Y enthalten, sind (C'—2*); bzw. (K —y*); konvex und abgeschlossen, ferner enthalten
sie das Nullelement von X bzw. Y. Insbesondere ist daher

n= 3 (-20)) ve@-n

1= 1=

also {pr} C (C — 2*);. Entsprechend ist {qx} C (K — y*);. Offensichtlich sind
{pr} C (C—2"); CX, {g} C(K—y" ) CY

Cauchyfolgen. (C' — x*); bzw. (K — y*); sind abgeschlossene Teilmengen der Ba-
nachrdume X bzw. Y. Daher konvergieren {p;} bzw. {qi} gegen Elemente p € (C'—z*);
bzw. ¢ € (K —y*);. Da {r} eine Nullfolge ist, erhdlt man aus

y="Tpy + qr+ i
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und der Stetigkeit von T fiir das vorgegebene y € B|0; p| die Darstellung
y=Tp+qeT(C—z")1)+ (K -y

Das war zu zeigen. O

Bemerkung 6.19 Ist im Satz von Zowe-Kurcyusz speziell C' = X und K = {0}, so
erhélt man die Aussage von Satz[6.14] aus dem das klassische Open Mapping Theorem
folgt. O

6.4 Der Satz von Lyusternik

Jetzt haben wir alle Hilfsmittel beisammen, um den Satz von Lyusternik zu beweisen.

Satz 6.20 (Lyusternik) Seien X und Y Banachrdume, C C X, K C Y nichtleer,
abgeschlossen und konvex. Sei g: X — Y eine Abbildung, die im Punkte

reM:={zeX:zeC g(x)e -K}

stetig Fréchet-differenzierbar (mit dem Fréchet-Differential ¢'(z*)) ist. Mit T'(M;az*)
wird der Tangentialkegel an M in x* bezeichnet. Ferner gelte die sogenannte Constraint
Qualification

(CQ) cone (g(z*) + ¢'(z")(C —2") + K) =Y.

Dann ist

Lo(M;z*) == {peX:peC—ua* ¢(a")pe —(K+g(z"))}
C L(M;z")

= {pe X :pé€cone(C—2z"), ¢ (x*)p € —cone (K +g(z"))}

- {p c X Es existieren t > 0 und r:[0,{] — X mit }
o* +tp+r(t) € M fiir allet € [0,1], lim;_,o, 7(t)/t =0

C T(M;x"),

wobei T'(M; z*) den Tangentialkegel an M in z* bezeichnet.

Bemerkung: Bevor wir in den Beweis des Satzes von Lyusternik einsteigen, wollen
wir einen Spezialfall betrachten. Sei ndmlich C' := X und K := {0} und damit M =
{z € X : g(z) = 0}. Die Bedingung (CQ) besagt dann, dass ¢'(z*) € L(X,Y") surjektiv
ist. Der Satz von Lyusternik sagt in diesem Falle aus, dass {p € X : ¢'(z*)p = 0} C
T(M;z*). Dies ist von Lyusternik 1934 bewiesen worden, siche auch J. JAHN (1994,
S.981f.). Ist z.B. g:R" — R, so ist ¢'(z*) genau dann surjektiv, wenn der Gradient
Vg(z*) von g in 2* vom Nullvektor verschieden ist. Nach dem Satz von Lyusternik ist
in diesem Falle jeder Vektor, der senkrecht auf Vg(x*) steht, eine Tangentialrichtung
an die Hyperfliche M in z*. a
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Beweis des Satzes von Lyusternik: Wir setzen y* := —g(2*) (dann ist y* € K)
und erinnern an die Bezeichnungen

(C—2")1:=(C=2")NB0:1], (K —y") = (K-y")NnB[0;1]

die beim Beweis von Satz dem Satz von Zowe-Kurcyusz, eingefithrt wurden. Der
nicht ganz einfache Beweis zerfallt in zwei Teile. Im ersten Teil, und dieser wird der
anstrengendere sein, zeigen wir:

e Zu vorgegebenem p € X existieren Zahlen t* > 0, ¢y > 0 und Abbildungen
r:[0,t"] — X, 2:[0,t"] — Y

derart, dass fiir alle ¢ € [0, t*] gilt:

@ {10 b ealst gt e { (G200,
(0) gla*) + 1/ (")p = gla* + tp+ (1) + 2(0).

Zum Beweis dieser Aussage konnen wir o. B. A. p # 0 annehmen, da man andernfalls
r =0, z = 0 setzen kann. Wegen Satz[6.18] dem Satz von Zowe-Kurcyusz, existiert ein
p > 0 mit

B[0; p] C ¢'(a")((C' = ")1) + (K = y")1.

Da g in z* stetig Fréchet-differenzierbar ist, gibt es ein 6 > 0 mit

v € Bla®id] = |lg/(x) — ¢ e")]| < &
Wegen des Mittelwertsatzes [6.11] gilt
* * p
(%) za' € Bla" 8l = |lg(z) — 9(a") — ¢'(a")(z — 2)|| < T ll — 2.

Nun definiere man t* := 6/(2||p||), wéhle ein ¢ € [0,t*] fest und konstruiere Folgen
{rr} C cone (C' — x*) und {z} C cone (K — y*) nach einer Vorschrift, die jetzt ange-
geben wird:

e Setze rg:=0, 25 := 0.
o Fir k=0,1,...

— Berechne y;, := g(x*) + tg'(z*)p — g(a* + tp + ri) — 2.
— Falls y,, = 0, dann setze 7(t) := ry, 2(t) := 2z, STOP.
. U [l { (C—a") } : :
— Bestimme € N mit yp = g (%)ug + vg.
{ Uk } P (K —y )1 Yk g ( ) k k

— Setze rgyq =k + Uk, Zpr1 = 2k + Vg
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Diese Konstruktion ist nach Definition von p durchfiihrbar, da

Tk € BI0 Al © g (@€ = @) + (K =y,

Wir zeigen, dass {ry} und {z;} Cauchyfolgen in den Banachraumen X bzw. Y sind und
ihre daher existierenden Limiten r = r(t) bzw. z = z(t) mit ¢y := 2/p den behaupteten
Bedingungen (a) und (b) geniigen.
Zur Abkiirzung setzen wir
* * * 1
d(t) = llg(z" +tp) — g(a") = tg'(z")pll,  ¢:= 3
Wegen ||tp]| < t*||p|| = §/2 folgt aus (x), dass
1) = lg(a* +1p) — (o) g (apll < 2] < 25

Durch vollstdndige Induktion nach k zeigen wir: Solange die Konstruktion nicht vor-
zeitig abbricht, ist

R T SR et
2. o* +tp+r, € Blz*; 9],

3. llyell < ¢*d(v),

e OURT

Fiir den Induktionsbeweis benttigen wir zwei Aussagen iiber konvexe Mengen.

e Sei E ein linearer Raum und A C E konvex. Dann gilt:

(i) Sind A\, pp > 0, so ist AA + pA C (A + p)A.
Denn: Wir kénnen annehmen, dass A + p > 0. Mit a1, as € A ist

A
)\a1+ua2:(/\—i—,u)()\_’_ual%—)\i,uag) E()\—i‘/L)A

€A

(i) Ist 0 € Aund 0 < X < p, so ist AA C pA.
Denn: Wir konnen annehmen, dass > 0. Mit a € A ist

)\a:u[gcﬂ— (1 — 2)0} € nA.

i

g

€A

Nun kommen wir zum Induktionsbeweis. Fiir £ = 0 sind die Aussagen 1.—4. richtig,
wobei wir ||yo]| = d(t) beriicksichtigen. Angenommen, die Aussagen 1.—4. seien auch
fiir £ richtig.

65



1. Es ist

Thyl = Tkt Ug

1/1—¢* q"
- ait)(C —z* —d(t)(C —z*

€ (G5 )AnC —a+ Td) (O~ o),

(wegen der Induktionsannahmen 1. und 4.)

1 1_ql<:+1
—(————)d(t)(C =2~

c (2 )ame -

(wegen obiger Aussage (i)).
Entsprechend zeigt man

1 <1 _qk+1

an e (s )d(t)(K—y*)l.

Damit ist 1. auch fiir £ 4 1 richtig.

2. Wir hatten ¢ := 1/2 gesetzt und d(t) < pd/4 nachgewiesen. Aus 1. (fir £+ 1)
erhalten wir daher

k+1

Lr1-— 1 delta
[l < ;(1—_qq>d(t) < =2l5= /—

“p 4 2

Hieraus und aus t||p|| < §/2 folgt z* +tp+rp1 € Blx*;0]. Damit gilt 2. auch fir
k+ 1.

3. Nach Konstruktion der Folgen {ry}, {zx} ist

[kl = [lg(@) +tg'(a")p — g(@™ + tp + ris1) — Zrs]
lg(z") +tg'(x")p — g(x™ +tp + 1s1) — 2 — v |
= llg(@" +tp+re1) — g™ + tp+ i) — g'(@")us|
(wegen vy = yx — ¢'(x*)ug und der Definition von yy)

IA
|
s
il

(wegen () und z* +tp + r, " + tp + rrp1 € Blx*;6))

IN
N
<

U

—~

N

(wegen der Induktionsannahme 4.)
= ¢""d(t)
(da g =1/2).

Damit ist 3. fiir £ + 1 nachgewiesen.

4. Nach Konstruktion ist
k41

w2l 0= o), T ao -,
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wobei 3. (fiir k4 1) und obige Aussage (ii) {iber konvexe Mengen benutzt wurden.

Entsprechend folgt
k41

v € d(O)(K ")
Damit ist 4. auch fiir £ 4 1 richtig.

Insgesamt ist der Induktionsbeweis abgeschlossen. Aus 1.-4. erhalten wir, dass {r;}
und {z;} Cauchyfolgen mit

1 1 N X
{re} C ;(1—_(1)4(15)(0 — 2% = cod(t)(C — 7)1,

1 1 . X
vac;QanMK—yhzwaMK—yh

sind, wobei wir an die Definition ¢y := 2/p erinnern. Daher konvergieren {ry} bzw.
{2z} gegen Elemente r = r(t) bzw. z = z(t). Da ¢od(t)(C — 2*); bzw. cod(t)(K — y*);
abgeschlossen sind, ist

r=r(t) € qd(t)(C—a"),  z=2(t) € cod(t)(K —y").

Da {ui} und {v} gegen das Nullelement von X bzw. Y konvergieren und nach Kon-
struktion

yp = g(a") +tg' (2")p — g(a™ +tp+ 1) — 2 = ¢ (2" )ug + vy

gilt, folgt
g(x™) +tg'(x")p = g(a™ + tp +r(t)) + 2(1),

wobei die aus () folgende Stetigkeit von ¢ in z* + tp + r(t) € B[z*; 0] benutzt wurde.
Damit ist der erste Teil des Beweises abgeschlossen.

Nun kommen wir zum zweiten Teil des Beweises. Von den im Satz von Lyusternik
behaupteten Inklusionsbeziehungen ist nur eine nichttrivial, ndmlich die Aussage

L(M;x*) = {p€e X :pé€cone(C—2z*), ¢ (x*)p e —cone (K + g(z*))}
c cx- Es existieren ¢ > 0 und 7: [0, ] — X mit
P S a4 tp+r(t) € M fir alle t € [0,4], limy_o,. r(t)/t =0 [

Sei daher ein p € L(M;z*) vorgegeben. Wir erinnern daran, dass wir y* := —g(z*)
zu Beginn des Beweises gesetzt haben. Im ersten Teil des Beweises hatten wir gezeigt,
dass zu p positive Zahlen t*, ¢y und Abbildungen

r:[0,t"] — X, 2:[0,t"] — Y
existieren derart, dass mit
d(t) = [lg(a" + tp) — g(a™) — tg'(z")p||

fiir alle ¢ € [0, t*] gilt:
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@ {50 feomod 2

(b) g(z*) +tg'(z*)p = g(z* +tp+r(t)) + 2(t).
Aus (a) folgt

t d(t
Il _ A0 o
t t
und hieraus
i "
t—0+ ¢

Zu zeigen bleibt daher, dass 2* +tp+r(t) € M fiir alle ¢ € [0, ] mit hinreichend kleinem
t € (0,t"]. Dawirin M := {z € X : 2z € C, g(x) € —K} explizite und implizite
Restriktionen zusammengefasst haben, zerfallt der Beweis hierfiir in zwei Teile.

(o) Wegen p € cone (C' —z*) ist p= Ac—2*) mit A > 0 und ¢ € C. Wegen (a) lasst
sich r(t) als r(t) = cod(t)(c(t) — 2*) mit ¢(t) € C darstellen. Dann ist

¥+ tp+r(t) = (1 = M — cod(t))x™ + Me + cod(t)e(t) € C

als Konvexkombination von drei Elementen der konvexen Menge C', falls nur
1 — At —cod(t) > 0, was fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0 wegen lim; o, d(t) =0
richtig ist.

(8) Wegen ¢'(z*)p € —cone (K + g(z*)) ist ¢'(z")p = —p(k + g(z*)) mit p = 0,
k € K. Wegen (a) unter Beriicksichtigung von y* = —g(x*) lasst sich z(¢) in der

Form z(t) = cod(t)(k(t) + g(z*)) mit k(t) € K darstellen. Dies ergibt zusammen
mit (b), ganz dhnlich wie in («), dass

ga* +tp+rt) = —[(1 — ut — cod(t))(—g(z")) + ptk + cod()k(t)] € —K
fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0.

Damit ist die Existenz eines ¢ € (0,t"] mit o* + tp + r(t) € M fiir alle t € [0,]
nachgewiesen. Der Satz von Lyusternik ist bewiesen. a

Im folgenden Satz wird der Satz von Lyusternik auf den endlichdimensionalen Fall
spezialisiert.

Satz 6.21 Die Abbildung g:R" — R™ mit g(x) = (g1(),...,gm(z))" sei auf einer

Kugel um
gi(x)=0, i=1,...,mo, }

rreM:=qxeR": ‘
gi(x) <0, i=mo+1,....,m

stetig partiell differenzierbar, wobei mg € Z und 0 < mqy < m. Mit
I={ie{my+1,...,m}:g(z") =0}

werden die in x* aktiven Ungleichungsrestriktionen bezeichnet. Ferner gelte
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(a) {Vg1(z*),...,Vgm,(z*)} sind linear unabhéngig.
ng(l’*)Tﬁ: 1= 1,...,m0,
T A

(b) Es existiert ein p € R™ mit .
Vgi(z*)'p <

0,
0, 2el”.

Dann ist .
Vgi(x*)'p=0, 1=1,...,myg,
pEeR": il >T , ’ C T(M;zx),
Vgi(x*)'p<0, i€l
wobei T'(M; z*) den Tangentialkegel an M in x* bezeichnet.
Beweis: Mit X :=R", Y :=R"™, (' :=R" und
k’i:O, izl,...,mo,
K :=<k=(k)eR": '

k’ZZO, Z:m0+1,...,m

wenden wir den Satz von Lyusternik an. Nach Beispiel ist g in x* stetig Fréchet-
differenzierbar mit der Funktionalmatrix

Vi (z*)"
g'(z") = :
vgm (.flf*)T
als Fréchet-Differential. Mit diesen Bezeichnungen ist offenbar

Lo(M;z*) == {peR":peC—ua", g (a")pe —(K+g(z"))}

— pER": Vgi(x*)Tp:O, i=1,...,mg,
 Vg(a*)p<0, i€l '

Es bleibt, die Giiltigkeit der Constraint Qualification (CQ) im Satz von Lyusternik
nachzuweisen. Mit dem oben definierten K lautet diese hier:

(CQ) cone (g(z*) + ¢'(z7)(R") + K) = R™.

Zu zeigen ist also, dass es zu jedem y € R™ (offenbar ist 0. B.d. A. y # 0) ein nichtne-
gatives A\ sowie Elemente p € R™ und k£ € K mit

y=Ag(@") +¢'(«")p + k]
gibt. Komponentenweise bedeutet dies, dass ein A > 0 und ein p € R" mit
y; = A\Vg;(z")"p, i=1,...,mp,

sowie
Y > )\[gi(x*)—i-Vgi(x*)Tp], i=mo+1,...,m,

zu finden sind. Da {V g (z*), ..., Vgm,(z*)} linear unabhéngig sind, existiert ein ¢ € R
mit
y; = Vgi(z")"q, i=1,...,my.
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Mit noch unbekannten positiven A und ¢ machen wir fiir den gesuchten Vektor p den
Ansatz p = ¢/ + tp. Fiir beliebige positive A und ¢ ist dann

Yi = )\Vgi(x*)Tp, i=1,...,mp.

Bei den Ungleichungsrestriktionen unterscheiden wir danach, ob diese in z* aktiv sind
oder nicht. Fiir < € I*, also eine in x* aktive Ungleichungsrestriktion, ist

Agi(@*) +Vgi(z*) p] = Vgi(z*) g + M Vgi(z*)p.
-0 <0

Werden also die positiven A, t so gewéhlt, dass

yi — Vgi(z”) Q>7

T
1 > ~
(1) > max( Vi) Tp

icl*

so ist
yi > Magi(x*) + Vgi(a*)p)], eI
Firie {mo+1,...,m} \ I (falls es solche ¢ nicht gibt, so sind wir schon fertig) ist
MNgi(2*) + Vgi(a*) p] = Mgi(z*) +tV g (2*) p] + Vgi(z*) ' q.
—
<0

Die Idee bei der Wahl von A und ¢t besteht nun darin, zunéchst ¢ > 0 hinreichend klein

und anschlieSfend A\ > 0 hinreichend grof§ zu wihlen. Genauer sei

d .= max ().
i€{mo+1,....m}\I* g ( )

d
2 t Vg; NTh < 2
( ) ie{mo-r&%.).(,m}\[* g (.CIZ’ ) P> 9
und damit
* *\ T ~ d d . *
a(@) + VgV p<d =g =5, ie{motl..m\I"

Mit dem gewéhlten ¢ > 0 bestimme man nun A > 0 so grof}, dass einerseits (1) gilt und
andererseits

(3) A5 < min (vi — Vgi(z")

d
2 i€{mo+1,....m}\I*

Damit ist die Constraint Qualification (CQ) nachgewiesen und die Aussage des Satzes
folgt aus dem Satz von Lyusternik. O

In einem Korollar zum Satz von Lyusternik zeigen wir nun noch, dass die Aussage des
Satzes von Lyusternik auch dann gilt, wenn der Ausgangsraum X lediglich ein linearer
normierter Raum (und kein Banachraum) ist, dafiir aber in der Restriktionenmenge
keine expliziten Restriktionen (d.h. es ist C' = X) und nur endlich viele Gleichungen
(d.h. Y ist endlichdimensional und K = {0}) vorkommen.
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Korollar 6.22 Seien X und Y lineare normierte Raume, wobei Y endlichdimensional
sei. Die Abbildung g: X — Y sei in

e M:={reX:gx)=0}

stetig Fréchet-differenzierbar (mit dem Fréchet-Differential ¢'(z*) € L(X,Y) in x*). Es
gelte

(CQ) g (@)(X) =Y,

d. h. ¢'(z*) sei surjektiv. Dann ist

Lo(M;z*) == {pe X :¢(z")p=0}
c {p cx- Es existieren t* > 0 und r: [0,t*] — X mit }
Cxt+tp+r(t) =0 fir alle t € [0,t*], limy_o4 7(t)/t =0
c T(M;z"),

wobei T'(M;z*) den Tangentialkegel an M in z* bezeichnet.

Beweis: Sei m := dim(Y') und Y = span {yi,...,yn}. Wegen der Surjektivitit von
g'(z*) existieren {x1,..., 2} C X mit ¢'(z*)x; = y;, i = 1,..., m. Definiert man

X i=span {zy,...,ZTn},

so ist ¢'(x*)(X,,) = Y. Als endlichdimensionale lineare normierte Raume sind X,,, und
Y Banachrdume. Satz [6.18] der Satz von Zowe-Kurcyusz, liefert die Existenz eines
p > 0mit B0; p] C ¢'(z*)(X,, N B[0; 1]). Der erste Teil des Beweises von Satz[6.20] des
Satzes von Lyusternik, zeigt, dass es zu beliebigem p € X positive Zahlen t*, ¢y und
eine Abbildung r: [0, t*] — X, gibt derart, dass fiir alle t € [0, t*] gilt:

(a) [[r@) < collg(z* +tp) — g(z*) — tg'(*)pl,
(b) g(a*) +tg'(x*)p = g(a* + tp+r(1)).

Hieraus folgt die Behauptung. a

7 Der Satz von Kuhn-Tucker bei Optimierungsauf-
gaben in linearen normierten Riumen

In diesem Abschnitt betrachten wir die Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z) auf M :={reX:2zeC, g(x) e —K}.

Hier heifit f die Zielfunktion, die Bedingungen x € C bzw. g(z) € —K nennen wir eine
explizite bzw. eine implizite Restriktion. 1. Allg. setzen wir voraus:

(V1) X ist ein (reeller) Banachraum, f: X — R.
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C C X ist nichtleer, abgeschlossen und konvex. Die Bedingung z € C nennen
wir eine explizite Restriktion.

Y ist ein (reeller) Banachraum, g: X — Y.

K C Y ist ein nichtleerer, abgeschlossener und konvexer Kegel. Die Bedingung
g(x) € —K nennen wir eine implizite Restriktion. Ist int (K) # @, so sprechen
wir von einer Restriktion vom Ungleichungstyp.

x* € M ist eine lokale Losung von (P), d.h. es existiert ein € > 0 mit f(z*) <
f(z) fir alle x € M N Blaz*;€]. Ferner besitzt f in z* eine konvexe Hadamard-
Variation f’(z*;-): X — R und g ist in * stetig Fréchet-differenzierbar.

AuBlerdem gelte die schon im Satz von Lyusternik auftretende Constraint Quali-
fication

(CQ)

cone (g(a*) + ¢/ (2")(C — *) + K) = Y.

Unser Ziel ist es, notwendige Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung fiir die lokale
Losung z* von (P) herzuleiten. Diese gewinnt man auf einem Weg, den wir nun be-
schreiben wollen. Am Schluss der Argumentation werden wir das erhaltene Ergebnis in
einem Satz zusammenfassen. Wir folgen ziemlich genau der Darstellung bei J. WER-
NER (1988, Kurseinheit 5), siche aber auch J.Zowg, S. Kurcyusz (1979, Theorem

3.1).

1.

Aus (V5) folgt (sieche Bemerkung [6.3)), dass
0< f'(z*;p) firallepe T(M;z*),

wobei (siehe Definition T(M;z*) den Tangentialkegel an M in z* bedeutet.

. Der Satz von Lyusternik (siehe Satz [6.20) liefert, dass

Lo(M;z*):={pe X :peC—2a* g(x*)+4¢(x")pe —K} C T(M;x*).

Hier wird benutzt, dass X und Y Banachrdume ((V1) und (V3)) und C bzw. K
nicht nur konvex, sondern auch abgeschlossen ((V2) und (V4)) sind. Die Kegel-
eigenschaft von K wird noch nicht gebraucht.

Man definiere die Menge
A ={(f'(z%p)+rg@x)+d@)p+2)eRxY:peC—a*r>0z2¢€ K}

Dann ist (0,0) ¢ A, denn andernfalls existieren p € C' —2*, r > 0 und z € K
mit

(0,0) = (f'(z";p) + 1, 9(x") + ¢'(z")p + 2).
Dies bedeutet aber, dass p € Lo(M;z*) und f'(z*;p) < 0, ein Widerspruch zu 1.

und 2. Die Menge A, C R x Y ist konvex. Um dies einzusehen, geben wir uns
zwei Punkte

Po= (f'(a"pi) + 1o 9(a™) + ¢/ (a")ps + ) € Ay, i=0,1,
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aus A und ein A € [0, 1] vor. Hierbei ist natiirlich p; € C —2*, r; > 0, z; € K,
1 =0,1. Wir setzen

px = (1 = XN)po + Ap1, zy = (1= N)zo + Az, Ty = (1= X)ro + Ary.

Wegen der Konvexitdt von C' bzw. K ist py € C' — z* und 2, € K, ferner ist
ry > 0. Da f'(z*;-): X — R konvex ist ((V5)), ist

g = (1= N f' (2% p0) + Af' (2% p1) — f'(a*5pa) > 0.
Dann ist

(L= MR A = (1= NF@0) + A @)+ rag(@?) + 9/ s+ 20)
= (f'(z%px) +aor+ 7, 9(2") + ¢ (%) + 20)
>0
e A,

Also gehort mit Py und P; auch die gesamte Verbindungsstrecke [Py, Pi] zu Ay,
d.h. A, ist konvex.

. Angenommen, der Punkt (0,0) € R x Y und die konvexe Menge A, C R x Y
lassen sich durch eine abgeschlossene Hyperebene in Rx Y trennen. Als Folgerung
dieser Annahme erhalten wir:

e Es existiert ein Paar (¢*,[*) € R x Y*\ {(0,0)} mit

(0) 0 < g (f(z%p) +7) +1"(g(z") + ¢'(z")p + 2)
firallepe C —a*,r >0, z € K.

Setzen wir in (a) speziell p = 0 und z = 0, so erhalten wir 0 < ¢*r + [*(g(z*))
bzw. —1*(g(x*)) < ¢*r fiir alle r > 0. Hieraus folgt ¢* > 0 und mit » — 0+ auch
—I*(g(z*)) < 0 bzw. I*(g(z*)) > 0. Indem man p = 0 und r = 0 (dies ist nach
einem Grenziibergang moglich) in (a) setzt, so erhdlt man 0 < I*(g(z*) + z) fiir
alle z € K. Hieraus folgt, dass 0 < [*(z) fiir alle z € K. Denn gébe es ein z5 € K
mit [*(29) < 0, so ist wegen Azp € K fiir alle A > 0 (hier geht ein, dass K wegen
(V4) ein Kegel ist) auch

0 <U"(g(x)) + Al*(20) fiir alle A > 0,
0
<

was mit A — +o0o einen Widerspruch ergibt. Da —g(z*) € K und 0 < [*(g(z*)),
ist *(g(z*)) = 0. Definieren wir also den zu K C Y dualen Kegel K+ durch

Kt :={leY*:1(z) >0 fiir alle z € K},

so haben wir bisher als Folge der Annahme, (0,0) lasse sich von A, durch eine
abgeschlossene Hyperebene trennen, unter den Voraussetzungen (V1)—(5) nach-
gewiesen:
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e Es existiert ein Paar (¢*,1*) € R x Y*\ {(0,0)} mit ¢* > 0, I* € KT,
I*(g(z*)) = 0 und

(b) 0<q" fl(x*;p) +1"(J(x")p) fiir alle p e C — x*.

Wir wollen uns iiberlegen, dass notwendigerweise ¢* > 0 ist. Denn wére ¢* = 0,
so erhielte man aus (b) wegen [*(g(x*)) = 0, dass 0 < I*(g(z*) + ¢'(z*)p) fiir
alle p € C' — z*. Wir werden zeigen, dass dann 0 < [*(y) fir alle y € Y bzw.
(ersetze y durch —y) sogar [*(y) = 0 fiir alle y € Y bzw. [* = 0, womit wir einen
Widerspruch zu (¢*,1*) # (0,0) erhalten haben. Wir geben uns ein beliebiges
y € Y vor. Wegen der Constraint Qualification (CQ) lésst sich y darstellen als

y=ANgx)+d@)p+2] mitA>0,peC—2a*und z € K.

Hierbei haben wir ausgenutzt, dass g(z*) + ¢'(z*)(C — 2*) + K konvex ist. Dann
1st

"(y) =U"(Mg(@™) + ¢'(2")p + 2)) =

"(g(x") + ¢'(2")p) +1"(2)] > 0.
~ ——

>0 >0

I\O/ <>,

Hierbei haben wir (%) und [* € KT ausgenutzt. Also ist ¢* > 0 und daher
0.B.d.A. ¢* = 1, da wir notfalls I* durch [*/¢* ersetzen konnen. Unter den
Voraussetzungen (V1)-(V5) und der Annahme, dass sich (0,0) € R x Y und
A durch eine abgeschlossene Hyperebene trennen lassen, haben wir damit die
folgende Aussage erhalten:

e Es existiert [* € Y* mit I* € K, [*(g(2*)) = 0 und

(c) 0< fl(z*52—2")+1"(¢' ("0 — 2*)) fiir allex € C.

. Jetzt stellt sich die Frage, unter welchen Voraussetzungen sich der Punkt (0,0) €
R x Y von der konvexen Menge

Ay = {(f'@*sp) + rogla) + (@ )p+2) €ERx Y :ipe C—a’,r >0, 2 € K}

durch eine abgeschlossene Hyperebene trennen ldsst. Wegen (0,0) ¢ A, bzw.
{(0,0)} N Ay = O ist dies der Fall, wenn Y endlichdimensional ist. Denn zwei
disjunkte konvexe Mengen im R™ lassen sich durch eine (notwendig abgeschlos-
sene) Hyperebene trennen, siehe z. B. J. WERNER (2013, Abschnitt 49). Auch in
linearen normierten Rdumen ist die Aussage wegen des Satzes von Eidelheit
richtig, wenn nur int (A;) # . Gesucht sind daher hinreichende Bedingungen
dafiir, dass int (A} ) # . Wir geben zwei solcher Bedingungen an.

o Ist int (K) # O, so ist int (Ay) # O.
Denn: Ein Punkt Py := (f'(2*; po)+70, 9(x*)+4' (*)po+20) mit ro > 0, pg € C—z*
und zp € int (K) ist ganz offensichtlich ein Punkt aus int (A} ).
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e Die Hadamard-Variation f’(z*;-): X — R sei in 0 stetig, was insbeson-
dere der Fall ist, wenn f in x* Fréchet-differenzierbar ist oder X endlich-
dimensional ist. Dann ist (go,0) € int (A4 ) fiir alle hinreichend grofien gy,
insbesondere ist int (A;) # Q.

Denn: Aus dem Satz von Zowe-Kurcyusz (setze T' := ¢'(z%), y* := —g(x*))
folgt die Existenz eines p > 0 mit

(%) B[0; p] € g(2") + ¢'(z")((C' — 2") N B[0; 1]) + K.

Nun nutzen wir aus, dass f’(z*; -) nach Voraussetzung in 0 stetig ist. Insbesondere
existiert daher zu € := 1 ein ¢ > 0 mit

Ipll <6 = f'(=";p) = f'(a";p) = f'(2"0) < 1.

Da die Hadamard-Variation f’(z*;-) positiv homogen ist, d. h. fiir alle & > 0 und
p € X ist f'(x*;ap) = af'(z*;p), gilt die Implikation

1

Ipl < 1= f/@%ip) < foim 5.

Wir zeigen, dass (qo,0) € int (Ay) fiir alle ¢go > fo), indem wir

(40,0) + [_%(QO — fo), %(QO - fo)] x B[0; p] C At

nachweisen. Hierzu gebe man sich

(4:9) € [~5 a0 = fobs a0 — fo)] x BI0;
beliebig vor. Wegen (x) ldsst sich y € BJ0; p] darstellen als
y=g)+¢ @ )p+2z mit pe(C—-z")NB[0;1], z € K.
Dann ist

(90,0) + (¢,y) = (90 + ¢ y)
= (f"@"p) + 9 +q— f'(a"p),9(z") + ¢'(z")p + 2)

g
=r

€ A+7

da

QO—fo_f ZQO_fO
2 ’ 2

Damit haben wir zwei hinreichende Bedingungen fiir int (A,) # ) gewonnen.

> 0.

ri=qo+q— f(x";p) > q —

Bemerkung: Bemerkenswert ist, dass die Constraint Qualification (CQ) in der obigen
Argumentation an zwei Stellen eine Rolle spielt. Einmal wird (CQ) fiir die Anwendung
des Satzes von Lyusternik benotigt. Andererseits spielt (CQ) auch fiir den Nachweis,

75



dass eine (0,0) und A trennende abgeschlossene Hyperebene in R x Y nicht parallel zu
R ist, eine wichtige Rolle. Weiter weisen wir darauf hin, dass die Voraussetzung, X und
Y seien Banachriaume, und nicht nur lineare normierte Rdume, nur bei der Anwendung
des Satzes von Lyusternik benutzt wird. a

Nun fassen wir das aus der obigen Argumentation resultierende Ergebnis in einem
Satz zusammen. Fiir endlichdimensionale Optimierungsaufgaben ist ein entsprechendes
Ergebnis von Kuhn-Tucker gewonnen worden, siehe z. B. J. WERNER (2013, Abschnitt
53). Daher nennen wir auch den folgenden Satz einen Satz von Kuhn-Tucker.

Satz 7.1 (Kuhn-Tucker) Gegeben sei die Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(zx) auf M:={rxe X :zeC, g(x) e —K}.
Die Voraussetzungen (V1)—(V5) und die Constraint Qualification
(CQ) cone (g(z*) + ¢'(a")(C —2") + K) =Y
seien erfiillt. Ferner gelte eine der folgenden drei Bedingungen:
(a) Y =R"™,
(b) f'(z*;-): X — R ist in 0 stetig.
(c) int (K) # Q.
Dann existiert [* € Y* (sogenannter Lagrange-Multiplikator) mit
1. e Kt:={leY*:l(z) >0 fiir alle z € K}, I*(g(z*)) = 0.
2. fl(a*x —a*) + 1" (¢ (a)(x — 2*)) > 0 fiir alle x € C.

Jetzt wollen wir noch einige Modifikationen und Spezialfille zum Satz von Kuhn-Tucker
angeben.

Bemerkungen: Betrachtet man neben der Aufgabe

(P) Minimiere f(z) auf M:={re X :zeC, g(x) e —K}.
das scheinbar allgemeinere Problem

(Py) Minimiere f(z) auf My:= M N X,

wobei Xy C X offen ist, so stellt man fest, dass eine lokale Losung von (Pg) auch
eine lokale Losung von (P) ist, sodass auch fiir (Py) die Aussage des Satzes von
Kuhn-Tucker giiltig bleibt.

Die Bedingung (b) in Satz ist z.B. erfiillt, wenn die Zielfunktion f in z* sogar
Fréchet-differenzierbar ist oder wenn X = R™. Denn eine auf dem R"™ konvexe, reell-
wertige Funktion ist auf dem ganzen R™ und damit auch im Nullpunkt stetig (siehe
z.B. J. WERNER (1984, S.83)).
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Ist C' =X, K ={0} und Y = R™ in der Optimierungsaufgabe (P), hat man also keine
expliziten Restriktionen und nur endlich viele Gleichungen als implizite Restriktionen,
so braucht X lediglich ein linearer normierter Raum (und kein Banachraum) zu sein,

siehe Korollar [6.22]

Ist in Satz speziell C' = X und die Hadamard-Variation f’(z*;-) linear, was z. B.
der Fall ist, wenn f in x* Fréchet-differenzierbar ist, so lautet die Aussage des Satzes
von Kuhn-Tucker (wir schreiben jetzt f’'(z*)- statt f/(z*;-)): Es existiert [* € Y* mit

1. I* e K, I*(g(z*)) = 0,
2 fl(at) + 10 g a) =

und dies nennt man (gewohnlich allerdings nur im endlichdimensionalen Fall: X = R",
Y = R™) die Lagrangesche Multiplikatorenregel.

Ist int (K) # @ in der Optimierungsaufgabe (P), sind also die impliziten Restriktionen
vom Ungleichungstyp, so kommt man beim Beweis von Satz mit einer Zusatzbe-
dingung ohne den Satz von Lyusternik und daher ohne die Vollstéandigkeit von X und
Y aus, ferner konnen die Differenzierbarkeitsvoraussetzungen abgeschwicht werden.
Genauer gilt:

e (Gegeben sei die Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z) auf M:={rxe X :zeC, g(x) € —K}.

Hierbei seien X,Y lineare normierte Raume, f: X — R, g X — Y, C C X
nichtleer und konvex, K C Y ein nichtleerer konvexer Kegel mit int (K) # O.
Ferner sei x* € M eine lokale Losung von (P), f besitze in x* eine konvexe
Hadamard-Variation f'(z*;-) und g sei in x* Gateaux-differenzierbar mit dem
Gateaux-Differential ¢'(x*). SchlieBlich sei

Li(M;z*):={peX:peC—ua* gz*)+ g (z")p € —int (K)} # .
Dann existiert [* € Y* mit

L. Ire Kt:={leY*:l(z) >0 fiir alle z € K}, [*(g(z*)) =0.
2. fl(z*5e — o)+ 1" (¢' () (x — a*)) > 0 fiir alle x € C.

Denn: Im zweiten Schritt haben wir den Satz von Lyusternik benutzt und wollen jetzt
auch ohne diesen die Inklusion

Lo(M;z*) :={peX:peC—2a" g(z*)+4d(x")pe —-K} C T(M;z")
nachweisen. Hierzu spielt der Kegel der in x* zulissigen Richtungen
F(M;z*) :={p € X : Es existiert t, > 0 mit z* + tp € M fiir alle t € [0, o]}

eine wichtige Rolle. Offensichtlich ist F(M;z*) C T(M;z*). Wegen der Abgeschlos-
senheit des Tangentialkegels (zweiter Teil von Satz ist cl (F(M;z*)) C T(M;az*).
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Daher geniigt es, Lo(M;x*) C cl (F(M;x*)) nachzuweisen. Sei hierzu p € Lo(M;x*),
also p = ¢ — 2" mit ¢ € C und g(z*) + ¢'(z*)p € —K. Nun wihle man ein beliebiges
p+ € Ly (M;a*), esist also py = ¢y —a* mit ¢y € C, g(a*) + ¢'(z*)p € —int (K). Nun
definieren wir p(t) := (1 —t)p + tp, und zeigen, dass p(t) € L (M;z*) C F(M;x*) fir
alle t € (0,1]. Denn p(t) € C' —z* fur t € [0, 1] ist wegen der Konvexitat von C' trivial,
ferner ist

9(z") +¢'(z")p(t) = (1 = )[g(z") + ¢'(«")p] + tg(x") + ¢'(z")p+] € —int (K)

1 S 1

-~

~
e-K —int (K)

fir ¢ € (0, 1], also p(t) € Ly (M;z*) fur ¢t € (0, 1]. Die Inklusion L (M;z*) C F(M;z*)
ist einfach zu beweiser[¥, daher ist p = lim,_,o4 p(t) € cl (F(M;2*)). Folglich haben wir
Lo(M;x*) C T(M;z*) (ohne den Satz von Lyusternik) bewiesen. Wegen int (K) # O
lassen sich die oben definierte Menge A, und der Punkt (0, 0) durch eine abgeschlossene
Hyperebene in R x Y trennen. Diese Hyperebene ist nicht parallel zu R. Beim Beweis
hierfiir haben wir oben die Constraint Qualification (CQ) benutzt. So kénnen wir auch
hier argumentieren, denn die Bedingung L, (M;z*) # ) impliziert die Giiltigkeit von
(CQ). Denn ist p, € Ly (M;x*), so existiert ein € > 0 mit

9(@*) + ¢/ (e )ps + BJ0;d € —K.
Ist y € Y \ {0} beliebig, so ist
g9(z") +g'(«")ps — @y =-z€-K
mit z € K. Daher ist
v = Wga) 1 g (ayp. + 2] € cone (gla) + o/ (a")(C —a) + ),

womit die Giiltigkeit von (CQ) nachgewiesen ist. Insgesamt ist die obige Aussage be-
wiesen.
Zum Schluss dieser Bemerkungen zum Satz von Kuhn-Tucker wollen wir auf den end-

lichdimensionalen Spezialfall eingehen. Hierzu formulieren und beweisen wir die folgen-
de Aussage (siche z. B. auch J. WERNER (2013, Satz 3 in Abschnitt 53)):

18Sei p € L (M;2*). Dann ist p = ¢ — 2* mit ¢ € C und

— * / * s
t—0+ ¢ =g(z") + g¢'(z")p € —int (K).

Daher kann t¢ € (0, 1] so klein gew&hlt werden, dass

g™ +tp) — g(x*)

g(z™) + .

Fiir t € (0, to] ist wegen der Konvexitit von C bzw. K dann z* +tp = 2* + t(c — 2*) € C und

g(x* +1tp) — 9(%*)) c_K
t b

€ —K, tG(O,to].

gla® +1p) = (1 - H)g(a") + t(gw) N

woraus wir p € F(M;x*) erhalten.
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e Gegeben sei die Optimierungsaufgabe

() =0,1=1,...,myg,
(P) Minimiere f(x) auf M :={xz € R": 9i() . 0 .
gi(x) <0, i=mo+1,...,m

Die Zielfunktion f:R™ — R sei in der lokalen Lésung x* € M stetig partiell
differenzierbar, die Abbildung g: R™ — R™ mit g(z) = (g91(x), ..., gm(x))T sei
auf einer Kugel um z* stetig partiell differenzierbar. Mit

I={ie{my+1,...,m}:g(z") =0}

werden die Indices der in x* aktiven Ungleichungsrestriktionen bezeichnet. Ferner
gelte

(a) Vagi(z*),...,Vgm,(z*) sind linear unabhéngig,

Vgl(.fC*)Tﬁ:O, 1= 1,...,m0,

(b) Es existiert ein p € R" mit Veila*)Tp <0, icl

(Die Bedingungen (a) und (b) nennt man die Arrow-Hurwicz-Uzawa oder Man-

gasarian-Fromowitz Constraint Qualification.) Dann existiert ein y* = (y}) € R™
mit

1. yr >0 und y;g;(z*) = 0 fiiri =mo +1,...,m.
2. V@) +> yiVg(a*) =0.
i=1
Denn: Wir wenden Satz[7.1]an mit X :=R", Y :=R"™, C':= R" und
m leO, ’izl,...,mo
K = Y = (yl) cR™: ) .
y; >0, i=mo+1,....,m

Die Glattheitsvoraussetzungen an f und ¢ in Satz sind erfiillt und es ist

Vi (z*)p
fllasp) = fa)p =V [f)p,  g@p= :
Vgm(z*)"p
Der zu K duale Kegel K ist offenbar gegeben durch
Kt = {yeR":y"2>0 fiir alle z € K}

= {y=(W) eR":4,>0,i=mp+1,...,m}.

Zum Beweis der Aussage mit Hilfe von Satz[7.1] bleibt offenbar nachzuweisen, dass aus
der Giiltigkeit von (a) und (b) die Giiltigkeit der Constraint Qualification (CQ) folgt,
die in unserem Fall gegeben ist durch

(CQ) cone (g(z") + ¢'(z")(R") + K) = R™.
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Genau dies ist aber beim Beweis von Satz geschehen. Damit ist die obige Aussage
bewiesen. a

Jetzt stellen wir uns noch die Frage, welche notwendigen Optimalitdtsbedingungen
auch ohne die Constraint Qualification (CQ) bewiesen werden kénnen. Als Antwort
erhalten wir:

Satz 7.2 (F. John) Gegeben sei die Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(x) auf M:={rxeX:zeC, g(x) e —K}.

Die Voraussetzungen (V1)-(V5) seien erfiillt. Ferner gelte eine der folgenden drei Be-
dingungen:

() Y =R™,
(b) f'(z*;-): X — R ist in 0 stetig.
(c) int (K) # Q.

Schlielich sei cone (g(z*) + ¢'(z*)(C' — x*) + K) abgeschlossen oder Y = R™. Dann
existiert (I5,1*) € R x Y*\ {(0,0)} mit

1.I5>0, eKt:={leY*:l(z) >0 firallez€ K}, [*(g(z*))=0.
2.5 (%0 —x*) + I*(¢ (%) (x — 2*)) > 0 fiir alle z € C.

Beweis: Ist cone (g(z*) + ¢'(2*)(C — z*) + K) =Y, so folgt die Aussage des Satzes
mit [§ := 1 aus Satz [7.1] Ist dagegen cone (g(z*) + ¢'(z*)(C' — 2*) + K) ein echter
abgeschlossener Teilkegel von Y oder Y = R™, so kann ein Punkt in Y, der nicht
zu cone (g(z*) + ¢'(z*)(C — z*) + K) gehort, wegen des starken Trennungssatzes
in linearen normierten Rdumen bzw. des Trennungssatzes im R™ von diesem Kegel
getrennt werden. Hieraus folgt offenbar die Existenz eines [* € Y*\ {0} mit

0<I"(g(z*)+ ¢ (") (x—2*)+2) firallexeC, z€K.

Man weist leicht nach, dass 1. und 2. mit [ := 0 erfiillt sind. Damit ist der Satz
bewiesen. O

8 Optimale Steuerungsprobleme

Es ist das Ziel dieses Abschnitts, einen kleinen Einblick in die Theorie optimaler Steue-
rungsprobleme zu geben. Wir werden uns mit ziemlich einfachen Aussagen und Beispie-
len begniigen und folgen hierbei fast wortlich der Darstellung bei J. WERNER (1988),
siche auch A. KirscH, W. WARTH, J. WERNER (1978). Durch zwei Beispiele wollen
wir zunédchst in die Problemstellung bei optimalen Steuerungsproblemen einfiihren.
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8.1 Problemstellung

Beispiel: Eine chemische Mischung A werde wihrend eines festen Zeitintervalls [0, T']
einer Fliissigkeit in einem Tank zugefiihrt. Ein gewisser kritischer Wert x der hierdurch
entstehenden Mischung (z. B. der pH-Wert) werde bestimmt durch die Stéarke u einer
Komponente von A, die zeitlich gedndert bzw. gesteuert werden kann. Die zeitliche
Anderung von z sei linear in x und u:

T =ax + bu

mit Konstanten a,b € R. Hierbei wird mit # die Ableitung von x nach der Zeit ¢
bezeichnet. Ferner sei zur Anfangszeit 0 der kritische Wert zy bekannt:

x(0) = xo.

Es ist erstrebenswert, dass x sich im Mittel von einem idealen Wert, etwa 0, moglichst
wenig unterscheidet. Die Kosten fiir die Stirke u seien proportional zu u?. Man erhilt
dann etwa die folgende Optimierungsaufgabe:

1 T
Minimiere F(z,u) := 5/ [qr(t)® +u(t)?]dt auf
0

(P)

Vo {(as,u) C 0.7 x o7 T = ar(®)+bult) aut (0.7, }

z(0) = zg

Hierbei ist ¢ > 0 vorgegeben. O

Beispiel: Ein Zug der Masse m bewege sich mit vernachléssigharer Reibung auf einer
horizontalen, geraden Strecke. Zur Zeit ¢t befinde er sich im Punkte z(¢). Die steuerbare
duBere Kraft, die auf den Zug wirke, werde mit u(t) bezeichnet, sodass

mi = u(t).

Zur Anfangszeit 0 befinde sich der Zug im Punkte zy und habe dort die Geschwindigkeit
yo. Die Aufgabe besteht darin, den Zug in minimaler Zeit in einem Zielpunkt, etwa dem
Nullpunkt, zu stoppen. Hierbei ist die aufzuwendende duflere Kraft aus technischen
Griinden beschrankt, etwa sei

lu(t)] < 1.

Es ist anschaulich klar, dass man auch unstetige Steuerungen u zulassen muss, damit
das Problem eine Losung besitzt, da man mit Spriingen einer Losung u* zu gewissen
Schaltzeiten rechnen muss. Man vermutet (zu Recht) sogar, dass eine optimale Steue-
rung vom sogenannten “bang-bang Typ” ist, also nur die extremalen Werte +1 (volle
Kraft) und —1 (Vollbremsung) annimmt. Man kommt also auf ganz natiirliche Weise zu
der Frage, in welchem Funktionenraum eine optimale Steuerung zu suchen ist. Einer-
seits bieten sich Funktionenrdume stiickweise stetiger Funktionen an, die aber (wenn
man die Sprungstellen nicht kennt) mit der Maximumnorm keinen Banachraum bil-
den, was fiir den Beweis notwendiger Optimalitétsbedingungen von grofler Wichtigkeit
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sein kann. Daher nimmt man i. Allg. als Raum der Steuerungen einen L*>°-Raum. Hier
wollen wir uns noch nicht festlegen und formulieren die eben geschilderte Aufgabe als

Minimiere F(z,u,T):=T auf

mi(t) = u(t), |u(t)] <1 auf [0,T]
2(0) =z, ©(0) = yo, x(T) =0, #(0) =0 |~

() M = {(x,u,T):

Man spricht hier von einem zeitoptimalen Steuerungsproblem, da die Aufgabe darin
besteht, die Zeit, die man bendétigt, um vom vorgegebenen Anfangszustand in den
gewiinschten Endzustand zu gelangen, zu minimieren. Im Gegensatz zum vorigen Bei-
spiel ist hier also das Zeitintervall, auf dem die Prozessgleichung, hier m% = u, be-
trachtet wird, nicht schon vorher bekannt. Weitere Unterschiede zum vorigen Beispiel
bestehen darin, dass hier ein Endzustand vorgegeben ist und zuldssige Steuerungen
einer Restriktion geniigen miissen. Gemeinsam ist beiden Beispielen, dass die Prozess-
gleichung linear in der Steuerung v und der den Zustand des Systems beschreibenden
Variablen x ist. O

Allgemein ist ein optimales Steuerungsproblem durch die folgenden Daten gegeben:

(a) Prozess,

(b) Anfangszustand des Systems, Diese Daten bestimmen die

(¢) Endzustand (Ziel) des Systems, Menge der zuldssigen Losungen
(d) Steuerbereich,

(e) Zielfunktion (Kostenfunktional).

Wir wollen der eher vagen Erklarung eines optimalen Steuerungsproblems gleich ein
mathematisches Modell gegeniiberstellen, wobei allerdings schon gesagt werden soll,
dass wir nur auf eine spezielle Klasse optimaler Steuerungsprobleme néher eingehen
wollen. So betrachten wir z.B. nur die optimale Steuerung von Prozessen, die sich
durch Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen beschreiben lassen. Natiirlich
ist auch die Steuerung durch partielle Differentialgleichungen denkbar. Auf dieses nach
wie vor aktuelle Forschungsgebiet gehen wir aber nicht ein.

(a) Es sei ein Prozess gegeben, der Der Prozess werde durch ein System
durch die Wahl von Steuerpara- von n gewohnlichen Differentialglei-
metern bzw. einer Steuerfunkti- chungen erster Ordnung auf dem Zeit-
on beeinflusst werden kann. Man intervall [tg, t;] beschrieben, etwa durch
stelle sich z.B. die Bewegung ei- * = f(x,u,t). Dabei wird die m-Vek-
nes Raumfahrzeuges vor, welche torfunktion u = (u;) Steuerfunktion ge-
durch das Ziinden von Steuerra- nannt. Die Variable = (z;) beschreibt
keten verdndert werden kann. den Zustand des Systems und heifit

Trajektorie.
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(b)

Das System, welches durch den
Prozess verédndert bzw. durch
Wahl der Steuerung beeinflusst
wird, ist zu einer vorgegebe-
nen Anfangszeit in einem gewis-
sen Anfangszustand. Dieser ist
i. Allg. fest vorgegeben, er kann
aber auch nur “innerhalb gewis-
ser Grenzen” vorgeschrieben sein.

Das System soll durch den gege-
benen Prozess von einem (zuléssi-
gen) Anfangszustand in einen
gewissen Fndzustand {iberfiihrt
werden. Dieser ist entweder fest
oder nur “innerhalb gewisser
Grenzen” vorgegeben. Hier sind
zwei verschiedene Aufgabenstel-
lungen denkbar: Der Endzustand
ist zu einer vorgegebenen festen
Endzeit zu erreichen oder die
Endzeit ist frei. Ist letzteres der
Fall, so kann der zu erreichende
Endzustand bzw. das Ziel auch
von der Zeit abhidngen.

Aus technischen Griinden sind
i. Allg. nicht beliebige Steuerun-
gen moglich sondern nur sol-
che, deren Werte gewissen Be-
schrankungen geniigen bzw. ei-
nem vorgegebenen Steuerbereich
angehoren. Wenn die Steuerung
z. B. eine auf das System wirken-
de duflere Kraft ist, so ist diese
gewohnlich beschrankt.
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Der Zustand zur Zeit t des durch
das Differentialgleichungssystem & =
f(z,u,t) beschriebenen Prozesses ist
durch z(t) gegeben. Der Anfangszu-
stand des Systems zur Anfangszeit
ist daher fest vorgegeben, wenn eine
Anfangsbedingung x(tg) = x¢ mit zg €
R™ gegeben ist. Denkbar ist aber auch
eine Bedingung der Form z(ty) € Qo
mit gegebener Menge )y C R".

Der Endzustand ist fest vorgegeben,
falls z(t;) = x; mit festem x; € R"
gefordert wird. Der Endzustand ist nur
“ungefihr” gegeben, wenn das System
zur Endzeit t; einer Bedingung x(t;) €
@1 mit 1 C R™ geniigen muss (auch
)1 = R™ ist moglich: keine Endbedin-
gung). Dabei ist, je nach Aufgabenstel-
lung, t; fest oder frei. Im letzteren Fall
kann (), auch von t; abhidngen.

I. Allg. ist eine Menge Q C R™, der
Steuerbereich, gegeben. Diese Menge
wird oft als konvex und abgeschlos-
sen oder sogar kompakt vorausgesetzt.
Zuléssig ist eine Steuerung u nur dann,
wenn u(t) € Q auf dem gesamten Zei-
tintervall [to,t1] ist, wobei dies hédufig
nur fiir fast alle Zeiten gefordert wird.



Tripel, die aus Zustand, Steuerung und
Endzeit bestehen, heiflen zuldssig fiir
das gegebene optimale Steuerungspro-
blem, wenn das System durch den
Prozess und die gewéhlte Steuerung
vom Anfangszustand in der End-
zeit in den gewiinschten Endzustand
iiberfithrt wird und die Werte der
Steuerung zum Steuerbereich gehoren.
Existiert ein zuldssiges Tripel, so heif3t
das System steuerbar.

Ein Tripel (z,u,t;) aus Trajektorie,
Steuerung und Endzeit heifit zuldssig,
falls

1. (x,u,t;) geniigt in einem geeignet
zu prézisierenden Sinne dem Dif-
ferentialgleichungssystem

i = f(z,u,t)
auf [to, t].
2. z(ty) € Qo, x(t1) € Q1.
3. u(t) € Q auf [ty, ty].

Die Menge der zuldssigen Tripel wird
mit M bezeichnet.

Ist die Endzeit t; fixiert, so bestehen die zuldssigen Losungen fiir das gegebene Steue-
rungsproblem natiirlich nur aus Paaren (z,u) mit den Eigenschaften 1.-3.

(e) Auf der Menge der zulédssigen Tri-
pel sei ein gegebenes Kostenfunk-
tional zu minimieren. Ein zuléssi-
ges Tripel heifit dann optimal,
wenn es kein zuldssiges Tripel mit
kleineren Kosten gibt.

In dem gewéhlten Modell hat das Ko-
stenfunktional gewohnlich die folgende
Form:

F(z,u,t1) = ¢°(x(to), 2(t1))

/ (), u(t), 1) dt

PR X R™ — R,
fOR™ x R™ x R — R.

mit

Ein Tripel (z*,u*,t]) € M heiit opti-
mal, falls F(z*, u* t;) < F(x,u,t;) fiir
alle (x,u,t;) € M.

Es diirfte nun klar sein, wie sich die obigen Beispiele dem angegebenen allgemeinen
Steuerungsproblem unterordnen. Wichtig fiir uns ist, dass es sich bei Problemen der
optimalen Steuerung um verhéltnisméfig komplizierte Optimierungsaufgaben handelt,
bei denen eine Losung in einem Funktionenraum gesucht wird und i. Allg. unendlich
viele Nebenbedingungen auftreten, etwa die Prozessgleichung.

Im folgenden betrachten wir ein optimales Steuerungsproblem auf einem festen Zeit-
intervall [to, ¢1], welches durch die folgenden Daten gegeben ist:

(a) Die Prozessgleichung ist durch ein in der Trajektorie lineares Differentialglei-

chungssystem der Form

&= A(t)xr + r(u,t)



gegeben. Hierbei seien
A: [to, tl] — Rnxn’ r:R™ x [to, tl] — R"

stetig, wofiir wir auch A € C([ty, 1], R™*") bzw. r € C(R™ X [ty, t1], R"™) schreiben.
Wir betrachten also lediglich einen speziellen Fall, ndmlich in der Trajektorie
lineare Prozessgleichungen.

(b) Der Anfangszustand des Systems zur Anfangszeit ¢, sei fest vorgegeben:
x(to) = 2y
mit xy € R”.

(c) Zur Endzeit ¢; soll sich die Trajektorie auf einer Fliache befinden, die durch G(z) =
0 beschrieben sei. Als Nebenbedingung hat man also

G(z(t1)) =0,

wobei G:R" — R* mit k < n. Ist z.B. G(z) :=  — r; mit x; € R", so ist der
Endzustand vorgeschrieben. Ist G = 0, so ist der Endzustand frei.

(d) Der Steuerbereich 2 C R™ sei nichtleer, konvex und abgeschlossen. Zugelassen ist
hier natiirlich der Fall, dass 2 = R™, die Steuerungen also keinen Beschréinkungen
geniigen missen.

(e) Das Kostenfunktional sei gegeben durch

Pla,u) == ¢*(a(t)) + / POa(t), u(t). ) d,

wobei g R" — R und f%:R" x R™ x [ty,t;] — R. Der erste Summand be-
wertet den erreichten Endzustand, der zweite die gewéhlte Steuerung und die
resultierende Trajektorie auf dem Zeitintervall [¢y, t;].

Bezeichnungen: Sei n € N. Wir schreiben im folgenden C,,[to, t1] statt C'([to, t1], R"™)
fir die Menge der auf dem Intervall [ty, ¢1] definierten und stetigen n-Vektorfunktionen.
Entsprechend sind die Bezeichnungen C![to,t1], Chxnlto,t1] oder auch Cl. [to,t;] zu
verstehen. Mit C'%%[to,t;] bezeichnen wir die Menge der auf dem Intervall [ty,t;] defi-
nierten, stiickweise stetigen (mit hochstens endlich vielen Spriingen, die nur im Inneren
des Intervalls [tg, ] stattfinden diirfen) n-Vektorfunktionen, entsprechend sei C}%[to, ¢1]
die Menge der auf dem Intervall [to,¢;] definierten, stiickwelse stetig differenzierbaren
n-Vektorfunktionen. Ferner werde mit L°[to, t1] die Menge der auf dem Intervall [to, ¢1]
definierten, (Lebesgue) messbaren und im wesentlich beschrankten n-Vektorfunktionen
bezeichnet. Hierbei heifit eine Funktion w: [tg,t;] — R™ im wesentlichen beschrinkt,
falls eine Konstante ¢ > 0 mit ||u(t)|| < ¢ fiir fast alle t € [to, ;] existiert. Definiert
man auf LS[tg, t1] die Mazimumnorm || - ||oo durch

|00 := inf{c € R : |Ju(t)|| < c fiir fast alle ¢ € [ty, 1]}
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(hierbei ist || - || rechts vom Gleichheitszeichen eine Norm auf dem R™), so ist L9 [to, t1]
ein Banachraum. O

In der Trajektorie x lineare Prozessgleichungen sind bei der Untersuchung optima-
ler Steuerungsprobleme angenehm, da man die Abhéngigkeit zwischen einer Steue-
rung u und der resultierenden Trajektorie x bei Vorgabe einer Anfangsbedingung fiir
die Trajektorie mit Hilfe eines Fundamentalsystems des homogenen Differentialglei-
chungssystems geschlossen angeben kann. An diesen aus der Analysis bzw. der Theorie
gewoOhnlicher Differentialgleichungen bekannten Sachverhalt erinnern wir im folgenden
Lemma, das wir ohne Beweis angeben.

Lemma 8.1 Seien A € Cpxplto, t1], 7 € Li°[to, t1] und xy € R™ gegeben. dann gilt:

1. Es existiert genau ein ® € C}_
system zu & = A(t)x, mit

[to, t1], das sogenannte normierte Fundamental-
d(t) = At)®(t)  fiirallet € [to, t1],  ®(ty) = I.
Fiir jedes t € [ty,t1] ist ®(t) nichtsingular.
2. Definiert man x € C,[ty,t;] durch

x(t) := ®(t)xo +/ ®(s)"r(s)ds,

to

so ist x fiir fast alle t € [to, 1] differenzierbar und es gilt
(t) = A(t)x(t) + r(t) fir fast alle t € [to, t1], z(to) = zo.
Ist 7 € C%%[tg, 1], so ist x € CL*[tg, t1].

Der gleich zu definierende Steuerungsoperator ordnet einer Steuerung die resultierende
Trajektorie (bei vorgegebenem Anfangszustand) zu.

Definition 8.2 Sei A € C),x,[to, t1] und ® das zu & = A(t)z gehdrende, nach Lemma
eindeutig existierende normierte Fundamentalsystem. Ist r:R™ x [tg,t;] — R"
stetig und xy € R™, so nennt man die Abbildung

S L;)no[to, tl] — Cn[t07 tl]a

die durch .
S(u)(t) := ®(t)x +/ ()" tr(u(s), s)ds

to
definiert ist, den zu

(%) = A(t)x + r(u(t),t), x(ty) = o

gehorenden Steuerungsoperator. Wegen Lemma ist © := S(u) bei gegebenem u €
LX[ty, t1] die (eindeutige) Losung von (k).
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8.2 Das lokale Pontryaginsche Maximumprinzip fiir optimale
Steuerungsprobleme auf einem festen Zeitintervall

Fiir das durch die obigen Daten (a)—(e) gegebene optimale Steuerungsproblem formu-
lieren und beweisen wir nun das sogenannte lokale Pontryaginsche Maximumprinzip.

Satz 8.3 (Lokales Pontryaginsches Maximumprinzip) Gegeben sei das optima-
le Steuerungsproblem auf dem festen Zeitintervall [to, 1], welches durch die Prozessglei-
chung @ = A(t)x+r(u,t), den Anfangszustand x(ty) = x¢, den Endzustand G(z(t,)) =
0, den Steuerbereich 2 C R™ und die Zielfunktion

F(z,u) == ¢°(x(t)) + /t 1 O>z(t),u(t),t)dt

definiert ist. Hierbei sei A € Cyxplto, t1], ferner seien

r:R™ x [to, tl] — Rn’ G:R" —» RF
(u,t) — r(u,t) r — G(x)
mit k < n sowie
g R* — R, FOUR® x R™ x [tg, t1]] — R
r — ¢x) (v,u,t) — fOz,u,t)

stetig und nach x und u stetig partiell differenzierbar. Der Steuerbereich 2 C R™
sei nichtleer, abgeschlossen und konvex. Das durch die angegebenen Daten gegebene
optimale Steuerungsproblem ist dquivalent zu der Optimierungsaufgabe

) Minimiere F(u) := ¢°(S(u)(t,)) + /: FOS)(t),u(t),t)dt auf

M = {u € L[ty t1] : u(t) € Q fiir fast alle t € [to, t1], G(S(u)(t1)) = 0},
wobei S: L$[to, t1] — Cy[to, t1] der zu
&= A(t)x +r(u(t),t), x(to) = xo

gehorende Steuerungsoperator (siche Definition[8.2) ist. Sei u* € M eine lokale Losung
von (P) und z* := S(u*) die zugehdrige Trajektorie. Zur Vereinfachung nehmen wir
an, es sei sogar u* € C%%[ty, t;] und damit x* € Cl*[to,t;]. Dann existiert ein Paar
(yg,y*) € R x RE\ {(0,0)} mit y > 0 und der Eigenschaft: Ist n* € CL*[ty,t,] die
Lésung von
—n = ATy —yiVafOo>x*(t), u*(t),t) (Adjungierte Gleichung)
—n(t) = wVe(x*(t)) + Gu(z*(t1)) y* (Transversalitdtsbedimgung),

S0 1st

(w = () [ra(u”(8), )"0 () — yo V(2" (1), w' (1), )] <0
fiir alle uw € Q, t € [to, t1]. Ist weiter Rang (G,(z*(t1))) = k, der Rang der Funktional-
matrix von G in x*(t1) also maximal, so ist (yg,n*) # (0,0).
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Beweis: Wir werden Satz von F. John anwenden. Hierzu schreiben wir die Opti-
mierungsaufgabe (P) in der Form

(P) Minimiere F(u) auf M :={ueU:ueC, gu)=0}.

Hierbei ist U := L{[ty,t;] versechen mit der Maximumnorm ein Banachraum. Die
Menge der expliziten Restriktionen ist

C:={u e LX[ty, t1] : u(t) € Q fur fast alle t € [to, 1]}
Die Restriktionsabbildung g: LZ[tg, t;] — R ist gegeben durch

g(u) := G(S(u)(t))

mit dem Steuerungsoperator S. Da nur Gleichungen auftreten, ist K := {0}. Die
Zielfunktion ist

ﬂw:w%ﬂwm»+[hﬂwWW%meﬁ

Jetzt miissen wir die Voraussetzungen des Satzes von F. John nachweisen. Da €2 nicht-
leer und konvex ist, gilt das entsprechende auch fiir C'. Wir miissen uns noch iiberlegen,
dass mit © auch C' abgeschlossen ist. Sei hierzu {u;} C C eine Folge, die gegen ein
Element u € LX[ty, t1] konvergiert, fiir die also

lim [l — uflc = 0.
]—}OO

Nach Definition der Maximumnorm in Ly°[to, ;] und wegen u;(t) € Q fiir fast alle
t € [to, 1], existiert fiir jedes j € N eine Menge E; C [to, 1] vom Mafie Null mit

u;(t) —u(®)| < [Ju; — ullo, w;(t) € Q firallet e [ty,t1]\ Ej.
Setzt man £ := J;Z, Ej, so ist auch E eine Menge vom Maf§ Null und

lm u;(t) = u(t), wu;(t)eQ firallete [ty ti]\ E.

j—o0
Wegen der vorausgesetzten Abgeschlossenheit von 2 folgt hieraus u(t) € € fiir alle t €
[to, t1]\ E bzw. u € C, also die Abgeschlossenheit von C'. Die Fréchet-Differenzierbarkeit
von F bzw. g in «* wollen wir nicht zeigen, sondern verweisen auf J. WERNER (1988)
und geben nur die jeweiligen Fréchet-Differentiale an. Der durch

S(u)(t) := ®(t)xo + @(t)/t ®(s) " tr(u(s),s)ds

definierte Steuerungsoperator (hierbei ist ® das durch ®(¢y) = I normierte Fundamen-
talsystem zu @ = A(t)x) besitzt als Abbildung von Li°[to,t1] in Cylto,t1] in u* das
durch t

S'(uH)o(t) = B(t) / B(s) 1y (s) ds

to

88



gegebene Fréchet-Differential S'(u*), wobei zur Abkiirzung
ru(t) := ru(u’(t),1)

gesetzt ist. Damit ist dann

Fl(u o = Vg°(t)" S (u)(tr)

b [ E0 @elo) + s O o0

S = Gult)S wlh),

wobei wir
Vaf'(t) = Vo [z (), w(t),t),  Vuf'(t) == Vo (a"(t), u' (1), 1)

und entsprechend

Vg'(t) = Vg (z"(t)),  Galtr) = Gu(a"(tr))

mit x* := S(u*) gesetzt haben. Da wir zur Vereinfachung angenommen haben, dass u*
sogar stiickweise stetig ist, gilt

Vof() € Cltota], V() € Cltota],  rult) € Coilfto, ],

wobei die Sprungstellen dieser Funktionen mit denen von u* iibereinstimmen. Eine
Anwendung des Satzes[7.2]von F. John liefert die Existenz von (y5,y*) € RxRF\{(0,0)}
mi

(%) 0 <yF' (u)(u—u*)+ (y)Tg (u)(u—u*) fir alle u € C.
Nun sei n* € Ch%[tg, t1] die Losung von
—n=At)"n -y V.f't),  —nlt) =y Ve'(t) + Gu(t)"y"
Fiir ein beliebiges u € C' N C%[ty, t1] ist daher
0 < yoF'(u)(u—u)+(y) g (u)(u—u)
= [V’ (t) + (¥) Gu(t)]"S (w) (u — u*)(th)
+ % /tl (Vo fO)0)TS (u*) (u = u*) (1) + Vu SO0 (u(t) — w*(t))] dt

to
(Einsetzen der Fréchet-Differentiale F”(u*) und ¢'(u*))
t1
= VS )+ () Gl T0(0) [ 00 ) ) — ' (e)
to

35 [ VL0700 [0 ru(s)uls) = () ds

to

19Beachte: (R¥)* kann mit R* identifiziert werden, da o: R*¥ — (RF)* mit o(y) := [ mit I(z) := y' =
fiir alle z € R¥ ein Isomorphismus ist.
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iy T (ult) — (1) dt
(Einsetzen von S’(u*))

= o) [ " B0 ) (ult) -t (6) de
" / " O AR + i (0710 / B(5) 11 (5)(u(s) — u'(s)) ds dt

t1
+yo [ VafO )" (u(t) —u' (1)) dt
to
(Berticksichtigung der Definition von n*)
t1

= )R [ o) ) - (o) d

to

+ / OB + (1) (1)] / D(5) 1ru(s) (u(s) — u*(s)) ds d

w5 "L (ult) — o (1)) dt
(wegen ®(t) = A(t)D(t))

t1

= ()" 0(0) [ R Ou(t) — o (1) d
+ / | %[U*(GT@M / (s) ' ru(s)(u(s) — u'(s)) ds dt
vui [T ) — w0 i

to
t1

= ) Bw) [ B ) (o) d

to

() (1) / " () () (ult) — (1)) dt
- / T (t) (ult) — (1)) dt

4 VL) (u(t) — (1)) di

(Partielle Integration)
t1
= [ ) = ) 0 (0) + 0]
to
Also ist

t1
(54) / (u(s) — u(s))"p(s)ds < 0 fiir alle u € C N C%[to, 1],
to
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wobei wir zur Abkiirzung p € C%5[to, t1] durch

p(s) ==ru(s)"n(s) — y5Vuf(s)

definiert haben. Dies ist sozusagen das lokale Pontryaginsche Maximumprinzip in inte-
grierter Form. Um das behauptete eigentliche lokale Pontryaginsche Maximumprinzip
zu beweisen, gebe man sich ¢ € [to, t;] und u € Q2 beliebig vor. Da u* hochstens endlich
viele Sprungstellen im Innern des Intervalls [to, 1] besitzt, liegen fiir alle hinreichend
kleinen € > 0 in (¢, t+¢) keine Sprungstellen von «* und damit auch keine Sprungstellen
von p, falls ¢ € [ty, t;). Fiir diese € definiere man u, € C'N C%%[to, ;] durch

{u, s € (t,t+e),

e N R

Einsetzen in (#x) und Multiplikation mit 1/e ergibt mit € — 0+, dass

0 = 1 [ s - w(s) ) ds

_ 1[+Ewwm@FM@w

- (u—u*(t+0)) p(t+0).

Entsprechend liegen fiir ¢ € (¢, ¢;] und alle hinreichend kleinen € > 0 in (¢ — ¢, t) keine
Sprungstellen von u* und damit keine Sprungstellen von p. Definiert man fiir diese €,
dhnlich wie oben, u. € C'N C%*[ty, ;] durch

o, s € (t—et),
“““‘{u«@, s (t—et),

so erhalt man mit € — 0+, dass

0 > —/“w4$—uwwfmwds

- 1[ (1~ (5))"p(s) ds

— (u —_u* (t—0))"p(t —0).

Damit ist das lokale Pontryaginsche Maximumprinzip schliefSlich bewiesen. Ist schlief3-
lich Rang (G,(z*(t1))) = k, sind also die k& < n Zeilen von G,(z*(t1)) bzw. die k
Spalten von G,(x*(t;))” linear unabhingig, so wiirde aus (y5,n*) = (0,0) wegen der
Endbedingung bei der Definition von 7* insbesondere auch G, (z*(¢;))?y* = 0 und da-
mit y* = 0 folgen, ein Widerspruch zu (yg, y*) # (0,0). Insgesamt ist der Satz damit
bewiesen. O

Beispiel 8.4 Wir betrachten ein optimales Steuerungsproblem, das durch die folgen-
den Daten gegeben ist:
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(a) Die Prozessgleichung ist & = x + u, diese betrachten wir auf dem festen Intervall
0, 1].
(b) Die Anfangsbedingung ist x(0) = zy mit gegebenem zy € R.
(c¢) Die Endbedingung ist (1) = 0.
(d) Der Steuerbereich sei €2 := R.
)

(e) Die Zielfunktion ist

Wir wenden Satz an. Hiernach existiert zu einer (lokal) optimalen Steuerung u* €
C%4[0,1] ein Paar (y5,y*) € R x R\ {(0,0)} mit y& > 0 und der Eigenschaft: Ist n* die
Losung von

so ist
(u —u* ()" (t) — ygu*(t)’] <0 fiir allew € R, t € [0, 1]

und damit
n*(t) = you*(t)® fiir alle t € [0, 1].

Wiire y§ = 0, so wire n* = 0 und dann auch y* = 0, ein Widerspruch zu (yg, y*) # (0,0).
Daher ist 0.B.d. A. yj =1, also

bzw.
() = (mge)">.
Um die optimale Steuerung u* zu erhalten, braucht also nur noch der Anfangszustand

n; der adjungierten Trajektorie berechnet zu werden. Einsetzen in die Prozessgleichung
zeigt, dass man die optimale Trajektorie * als Losung von

i=x+ (e )P 2(0) =z, 2(1)=0

gewinnt. Beriicksichtigt man zunéchst nur die Anfangsbedingung z(0) = xo und be-
nutzt man, dass ®(¢) := e’ ein “Fundamentalsystem” zu & = z ist, so erhélt man

t
(t) = etxo—l—et/ e (nhe™*)3 ds
0
t
— etx0+(n8)1/3et/ e 4/3 s
0
¢ 3. 1/30 —t/3 ¢
= g = ) e~ ),
Die Endbedingung liefert
«\1/3 4 —4/3y—1
8% = ~5 (1= )
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sodass die optimale Steuerung u* durch

4
U*(t) _ _5(1 . 6_4/3)_11'0€_t/3

gegeben ist. O

8.2.1 Spezialfall: Keine Endbedingung
Wir haben Satz bewiesen, indem wir auf die Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere F(u) auf M:={ueU:ueC, g(u) =0}
den Satz[7.2 von F. John anwandten. Hierbei ist
U = Ly [to, t1], C:={ueU:u(t) e Q fir fast alle t € [to, 1]},
weiter sind die Abbildungen F: U — R und ¢: U — R* durch

F(u) = ¢"(S(u)(tr)) +/t1f°(5(U)(t)7U(t)7t) dt, — g(u) == G(S(u)(tr))

mit dem Steuerungsoperator S gegeben, wobei z := S(u) die Losung der Anfangswert-
aufgabe
= Atz +r(u(t),t), =z(to) =z

ist. Ist die Constraint Qualification
cone (¢'(u*)(C — %)) = R*

erfiillt, so kann der Satz[7.1 von Kuhn-Tucker angewandt werden und 0. B.d. A. yj =1
angenommen werden. Ist keine Endbedingung vorgeschrieben, handelt es sich bei (P)
also um die Optimierungsaufgabe

(P) Minimiere F(u) auf M:={uecU:ue C},
so erhélt man als notwendige Bedingung fiir die lokale Optimalitéit von
u* € C%%[ty, )] N M
(ganz ohne den Satz von Kuhn-Tucker!), dass
0< F'(u")(u—u*) fiiralleueC.

Eine Argumentation wie im Beweis von Satz[8.3] dem lokalen Pontryaginschen Maxi-
mumprinzip, liefert (setze yj := 1 und y* := 0 in (*) auf Seite [89):

e Ist n* € C1%[tg, t;] die Losung von
=i = A" = Vo 2" (1), w (1), 1),  —n(t) = Vg'(a*(t)),
wobei z* := S(u*) die zu u* gehérende Trajektorie ist, so ist
(w —u"(0) " [ru(w (1), )" (t) = Vuf (2" (1), u"(t),6)] < 0
fir alle u € Q, t € [to, t1].
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Beispiel 8.5 Wir betrachten ein optimales Steuerungsproblem mit den folgenden Da-
ten:

(a) Die Prozessgleichung ist & = ax + bu mit b # 0, diese betrachten wir auf dem
festen Zeitintervall [0, T'] mit gegebenem 7" > 0.

(b) Die Anfangsbedingung ist z(0) = .
(c) Es ist keine Endbedingung gegeben.

(d) Der Steuerbereich sei €2 := R, an zuléssige Steuerungen werden also keine Bedin-
gungen gestellt.

(e) Die Zielfunktion ist

mit ¢ > 0.

Die adjungierte Gleichung sowie die Transversalitdtsbedingung lauten

(*) —1) = an — qx*(t), —n(T) =0,

sei n* die Losung von (k). Hierbei ist 2* die zu der (lokal) optimalen Steuerung u*
gehorende Trajektorie. Das lokale Pontryaginsche Maximumprinzip liefert die Aussage,
dass

(u—u*(€)[bn*(t) —u*(t)] <0 fir allew € R, t € [0,T].

Hieraus aber folgt u*(t) = bn*(t). Daher gewinnt man (z*,n*) als Losung von

(o0 (n)(_q:_l(ﬂ (i )= (%)

Hat man hieraus (z*,n*) bestimmt, so gewinnt man die optimale Steuerung u* aus
u* = bny*. Aus der Theorie linearer, gewthnlicher Differentialgleichungssysteme weif3
man, wie man die Losung von (k%) berechnen kann. Zunéchst bestimme man das
Fundamentalsystem ®(t) := ¢“* (siche Lemma [8.1]), dann macht man fiir die Losung

von (#*) den Ansatz * *
(o ) =(&)

und berechnet die noch unbekannten Konstanten &7, &5 aus der Anfangs-Endbedingung
x*(0) = zo, n*(T) = 0. Die Eigenwerte von C' sind £\ mit X := y/a? + qb?. Wegen

1 1 o 1 1
¢ = q q (O_A) q q
A

-1
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ist

-1

. 1 1 YR 1 1
et = q q =Y q q
a+ X a— A\ a+ A a—\
q
I r N M0 ax
- 2(])\ q q 0 efx\t q 1
a+X a— A\ Ta+ A
9 x_ 9  —x (oM At
e a=2" T A’ (% —e
B 2g\ ¢ A=At I Y q Xt
a2—)\2(e ) a—i—)\e +a—)\e

1 < (a+NeM—(a—Ne ™ (M — o) )

2\ q(eM — e —(a—N)eM + (a+ N)e ™™
1 ({ asinh M\t + X cosh M b? sinh At
A gsinh M\t —asinh A\t + Acosh A\t /|

Aus z*(0) = o, n*(T) = 0 ergibt sich, dass £, & aus
gsinh AT
T
asinh \T — A cosh AT~

zu berechnen sind. Damit sind die optimale Trajektorie * und die optimale adjungierte
Trajektorie n* bestimmt:

€>1k ‘= Zo, 5; =

b2 * _ *
x*(t) = azo 06 sinh A\t + z cosh At, n*(t) == M sinh A\t + &5 cosh At.

Die optimale Steuerung u* ist durch

gegeben. a

Beispiel 8.6 Ein optimales Steuerungsproblem sei durch die folgenden Daten gegeben:

(a) Die Prozessgleichung ist & = u, diese betrachten wir auf dem festen Zeitintervall

[0, 1].
(b) Die Anfangsbedingung ist x(0) = z mit vorgegebenem z, € R.

c) Es ist keine Endbedingung gegeben.

)
(c)
(d) Der Steuerbereich sei €2 := [—1,1].
)

(e) Die Zielfunktion ist



Diesmal lauten die adjungierte Gleichung sowie die Transversalitdtsbedingung

(*) —n=-a"(t),  —n(1)=0,

sei n* die Losung von (x). Offenbar ist

Hierbei ist 2* die zu der (lokal) optimalen Steuerung u* gehorende Trajektorie. Das
lokale Pontryaginsche Maximumprinzip liefert die Aussage, dass

(u—u*(t)[n*(t) —u*(t)] <0 fur allew € [-1,1], t € [0, 1].
Hieraus schliefen wir:
(1) Ist |p*(¢)] <1, so ist u*(t) = n*(¢).
Denn: Man setze u := n*(t) und erhilt (n*(t) — u*(t))* < 0 bzw. u*(t) = n*(¢).
(2) Ist p*(t) > 1, so ist u*(t) = 1.

Denn: Man setze v := 1 und erhalt

(L—w()’ < (L-u @) ®) —u(t)) <0

>0 >0
bzw. u*(t) = 1.
(3) Ist n*(t) < —1, so ist u*(t) = —1.
Denn: Man setze u := —1 und erhélt
(=1 —wu*()® < (=1 —w*(t))[n*(t) —u*(t)] <0
<0 <1

bzw. u*(t) = —1.

Esist 7*(1) = 0. Wir definieren ¢ € [0, 1) dadurch, dass wir  := 0 setzen, falls |n*(t)| < 1
fiir alle ¢ € (0, 1], andernfalls sei ¢ € (0,1) die erste Nullstelle von |n*(¢)] — 1 “links”
von 1, es sei also *(£)] = 1 und |n*(t)| < 1 fiir alle ¢ € (£,1]. Wir unterscheiden jetzt
drei Fille.

(o) Esist £ =0, also |n*(t)| < 1 fiir alle t € (0,1].
Dann ist 2*(t) = u*(t), n*(t) = u*(t) = 2*(¢) fiir ¢t € (0, 1], also

() —x*(t) =0 furte (0,1], 2"(0) ==z, z*(1)=0.

Hieraus folgt




und anschliefend

Lo
cosh 1

sinh(1 — ¢t).

3
*
—~
~
N~—

I
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e\,_.
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~
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I

Man beachte, dass |n*(t)| < 1 fiir alle ¢ € (0, 1] genau dann, wenn

cosh 1
sinh 1

|| < = coth 1 ~ 1.313035285499331.

Esist £ € (0,1) und n*(f) = 1.
Dann ist

A

() —a*(t)=0 firte (t1], n ()= _/E x*(s)ds, @*(1)=0.

Aus der ersten und der letzten Bedingung erhilt man, dass 2*(t) = ¢; cosh(1—1).
Hierbei ist die noch unbekannte Konstante ¢; aus

1 s=1 .
1= —cl/ cosh(l —s)ds = ¢;sinh(1 —s) | = —¢p sinh(1 —¢)
i s=t
zu bestimmen. Also ist
h(l -t inh(1 —¢ .
O L ) B S A L |Gt ) ]
sinh(1 —¢t) sinh(1 — ¢t)

Nun miissen wir noch z* und u* auf [0, #] berechnen. Wir wollen uns iiberlegen,
dass n*(t) > 1 fiir alle ¢ € [0,7]. Angenommen, dies wire schon bewiesen. Wegen
Fall (2) oben hitten wir v*(t) = 1 und damit z*(t) = 2*(f) + (t — £) fiir alle
t € [0,1], wir hitten also v* und 2* auf dem ganzen Intervall [0, 1] bestimmt.
Es ist #*(f) = 1 und #*(f) = 2*(f) < 0. Sei # € [0,%) minimal mit n*(t) > 1
fiir alle ¢ € [f,#]. Dann ist u*(t) = 1 fiir t € [t,{], also #*(t) = 1 und folglich
z*(t) = 2*(t) + (t — t) fiir t € [£,#]. Dann ist

7@ = —/ v (s) ds

R - 1 . s:f
= 1—a* () —1)— (s —1)*|
2 s=t
- o 1 -
= 1—x*(t)(t—t)+§(t—t)2
—— ——
>0 >0 jf)—’
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8.3

Aus der Definition von ¢ folgt £ = 0. Damit sind z* und u* auf [0, 1] berechnet,
wir erhalten

sinh(1 — )

t) .
- o teli ], : 2 telin),
¥ (t) = sinh(1 — t) 41 u*(t) = ¢ sinh(1 —1¢) £.1]
o*(t) + (t—1), tel0,1), 1, t €10,1%).
Hierbei wird € (0, 1) aus der Anfangsbedingung z*(0) = x¢ bzw.
B 09sh(1 — 75) i—
sinh(1 — )
———
coth(1—%)
bestimmt. Diese Gleichung hat eine eindeutige Losung ¢ € (0, 1) falls
zy € (—oo, —coth1).
Dies sieht man leicht ein, wenn man f(t) := —coth(l — ¢t) — ¢ definiert und

beachtet, dass f(0) = —coth 1, lim;_,; f(f) = —oo und f auf (0,1) wegen f'(t) =
—1/sinh?(1 — ¢) — 1 monoton fallend ist.

Esist ¢ € (0,1) und n*(f) = —1.

Es kann ganz &hnlich wie unter (/3) geschlossen werden. Als Ergebnis erhélt man

cosh(l —¢ . sinh(1 —¢ .

2 (t) = m, telt1], u(t) = —ﬁ, telt1],

o () + (t—t), te][0,1), —1, t€0,%),
wobei £ € (0,1) aus der Anfangsbedingung z*(0) = zo bzw.

coth(1 —#) 4+ =g
zu bestimmen ist. Diese Gleichung besitzt fiir
xo € (coth 1, +00)
genau eine Losung.
Damit ist das oben angegebene optimale Steuerungsproblem gelGst. a

Ein zeitoptimales Steuerungsproblem mit linearem Pro-
Zess

Wir betrachten ein optimales Steuerungsproblem, bei dem die Endzeit t; nicht fest
vorgegeben ist, sondern so zu bestimmen ist, dass ein gewisses Ziel in minimaler Zeit
zu erreichen ist. Zur Vereinfachung betrachten wir nur lineare Prozesse. Das optimale
Steuerungsproblem sei also durch die folgenden Daten gegeben:
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(a) Die Prozessgleichung ist
T = A(t)r + B(t)u,

diese betrachten wir auf einem Intervall [¢y, T] mit der Anfangszeit ¢ty und hinrei-
chend groflem T > to. Wir setzen voraus, dass A € Cyxn[to, T], B € Crxm|to, T

(b) Die Anfangsbedingung ist x(ty) = xo mit vorgegebenem x, € R™.

(c) Das Ziel ist eine von t € [ty, T] stetig abhéngende kompakte Menge G(t) C R”,
was im Anschluss erklart wird.

(d) Der Steuerbereich 2 C R™ ist konvex und kompakt.

Der Steuerungsoperator S ordnet einer Steuerung u € L[ty,T| die Losung x der
Prozessgleichung zu, welche der gegebenen Anfangsbedingung geniigt. Es ist also

o) = S(u)(t) = @(t)za + 0(0) [ (s)B(s)uls) ds,

to

wobei ® das normierte Fundamentalsystem zu & = A(t)z ist, siehe Definition
Die Menge der zulédssigen Losungen des durch die oben angegebenen Daten definierten
Steuerungsproblems ist

ty € (to, T), u(t) € Q fiir fast alle t € [tg, t1],
M::{(u,tl)eLf;f[to,T]xR: 1€ (o, 1), ul?) o, ] }

S(u)(t1) € G(t1)

(e) Die Zielfunktion ist
t1
F(U,tl) I:tl—t(]:/ 1dt.

to

Als zu diesen Daten gehorende Optimierungsaufgabe erhalten wir also
(P) Minimiere F(u,t1), (u,t1) € M.

Mit K (t) bezeichnen wir die in der Zeit ¢ € [tg,T] durch eine zulédssige Steuerung
erreichbare Menge. Hierbei nennen wir eine Steuerung zuldssig, wenn ihre Werte we-
nigstens fast iiberall im Steuerbereich €2 liegen. Also ist

K(t) = { {S(u)(t) : u € L[to, 1] : u({s) ? QO fiir fast alle s € [to, ]}, z fitmT],

Ist K(t) NG(t) # O fiir ein t € [ty,T], so kann der Prozess vom Anfangszustand x
durch eine zuléssige Steuerung in der Zeit ¢ in das Ziel G(t) gesteuert werden. O.B.d. A.
konnen wir xy € G(ty) annehmen. Das zeitoptimale Steuerungsproblem (P) ist daher
dquivalent dazu, das kleinste t1 € (to, 7] mit K (t1) N G(t1) # @ zu bestimmen.
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8.3.1 Der Hausdorff-Abstand kompakter Teilmengen des R"

Bevor wir gleich auf die Existenz einer Losung des oben definierten zeitoptimalen Steue-
rungsproblems eingehen, miissen wir erklaren, was wir unter einer stetigen Abbildung
t — G(t) verstehen. Entscheidend hierfiir ist die folgende Definition.

Definition 8.7 Sei X die Menge der nichtleeren, kompakten Teilmengen des R"™. Fiir
P, () € X definiere man

p(P, Q) := max (Iggg d(z,Q), max d(y, P)) :

wobei z.B. d(z,Q) := minyeq ||z — y|| mit einer festen (z.B. der euklidischen) Norm
| || auf dem R™ den Abstand des Punktes x zur Menge @ bezeichnet™} Dann heifit
p(P, Q) der Hausdorff-Abstand der Mengen P und Q.

Satz 8.8 Mit den Bezeichnungen von Definition ist (X, p) ein metrischer Raum.
D.h. p: X x X — R ist eine Abbildung mit

1. Fiir P,Q € X ist p(P,Q) = 0 genau dann, wenn P = Q).
2. Esist p(P,Q) = p(Q, P) fiir alle P,Q) € X.
3. Esist p(P,R) < p(P,Q) + p(Q, R) fiir alle P,Q, R € X.

Beweis: Ist p(P,Q) = 0, so ist d(z,Q) = d(y, P) = 0 fiir alle x € P, y € Q). Wegen
der Abgeschlossenheit von P und () bedeutet dies aber, dass z € @ fiir alle v € P
und y € P fiir alle y € @, also P C Q C P bzw. P = (). Weiter ist offensichtlich

20Man beachte: Bei festem x € R™ ist die Abbildung y — ||z — y|| stetig, sodass bei der Definition
von d(z, Q) zu Recht min statt inf geschrieben wird, da eine stetige reellwertige Funktion auf einer
kompakten Menge ihre Extrema annimmt. Weiter ist auch die Abbildung d(-, Q): R™ — R ist stetig.
Hierzu seien z,y € R™ vorgegeben. Dann existieren ¢, ¢, € @ mit

dz,Q) = ||lr — gz|| < ||z —¢|| fiir alle g€ @

bzw.
d(y, Q) = lly —ayll < lly —qll fiir alle g € Q.
Folglich ist

d(z, Q) — d(y, Q)

Iz = ol = lly — ayll
2 = ayll = ly — gyl
[z —qy) = (y — q)ll
[z =yl

INIA

Durch Vertauschen von x und y erhélt man insgesamt
‘d(.’E,Q) _d(va)| < ||£C—y|| fiir alle xayean

womit die Stetigkeit von d(-, Q) auf R™ bewiesen ist. Da P als kompakt vorausgesetzt ist, nimmt
d(-, Q) das Maximum auf P an.
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p(P, P) =0 fiir alle P € X. Die Symmetrieeigenschaft 2. ist trivialerweise erfiillt. Zum
Nachweis von 3. geben wir uns P, @, R € X vor. Fiir z € R ist

d(z,P) = min|z—z|
S
< mi — _
< min(|lz —y[ + fly —zl)
< lz— in ||y —
< =z = yll + min [ly — ]
=z =yl +d(y, P)
< |lz—yl + maé(d(y,P) fir alle y € Q.
ye

Dann ist aber auch
d(z, P) < mi —y|| + maxd(y, P) = d(z,Q) + maxd(y, P
(2, P) < yelélHZ Yl yég( (v, P) (2,Q) yeag (v, P)

und folglich

P) < P).
maxd(z, P) < maxd(z, Q) + maxd(y, P)

Vertauscht man in dieser Ungleichung = und z sowie P und R, so erhélt man

< .
max d(z, R) < maxd(z, Q) + maxd(y, R)

Dann ist aber

p(P,R) = max (max d(z, R), max d(z, P))

zeP

<
< max (rgeag d(z,Q) + max d(y, R), maxd(z, Q) + max d(y, P))

< max(rilea;(d(x, Q),I;leaé( d(y,P)) + max(rzl/leaé( d(y,R),glea}%(d(z, Q))
= p(P,Q)+p(Q, R),

insgesamt ist der Satz bewiesen. O

Die folgende Definition ist nun naheliegend.

Definition 8.9 Sei (X, p) der metrische Raum der kompakten Teilmengen des R”
versehen mit dem Hausdorff-Abstand. Eine Abbildung G: [ty, T] — X heifit stetig in
t € [to, T), falls es zu jedem € > 0 ein d(€) > 0 mit

tefto,T], |t—1i] <d(e) = p(G(t),G(I)) < ¢

gibt. Weiter heiit G stetig auf [to, T, falls G in jedem £ € [to, T stetig ist.

8.3.2 Die Existenz einer Losung

Wichtigstes Hilfsmittel fiir den Beweis des Existenzsatzes bei zeitoptimalen Steuerungs-
problemen mit einem linearen Prozess ist das folgende Ergebnis (siehe z. B. Theorem
1 bei E. B. LEE, L. MARKUS (1967, S.69) oder auch Satz 9.1 bei H. BAUER, K.
NEUMANN (1969, S.96) sowie Lemma 7.6 und Lemma 7.8 bei J. JAHN (1994)).
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Satz 8.10 Sei Q@ C R™ konvex und kompakt. Dann ist die in der Zeit t € [ty,T]
erreichbare Menge

K(t) = { {S(u)(t) : u e LXto, t] : u({s) ? Q fiir fast alle s € [to, t]}, z f(ttO’T]’

eine konvexe und kompakte Teilmenge des R™, ferner ist K stetig auf [t, T|. Hierbei
ordnet der Steuerungsoperator S einer Steuerung u € L{°[ty,T| die Losung = der

Prozessgleichung zu, welche der gegebenen Anfangsbedingung x(ty) = x¢ gentigt, siehe
Definition [8.2.

Beweis: Sei t € (to, T gegeben. Die Konvexitit von K (t) folgt sehr einfach aus der
vorausgesetzten Konvexitéiﬂ des Steuerbereichs Q. Denn ist A € [0, 1] und sind uy, uy €
LX[to,t] zwel Steuerungen mit wuy(s),uqs(s) € Q fiir fast alle s € [to,t] und damit
S(up)(t), S(ug)(t) zwei Punkte aus der erreichbaren Menge K (t), so definiere man

ux(s) = (1 — Nuy(s) + Aua(s).

Es ist uy(s) € Q fur fast alle s € [ty,t] wegen der vorausgesetzten Konvexitidt von €2
und

(1= NS(u)t) + AS(us)(t) = (1—N) ((b(t)xo +B(t) / O(s) " B(s)us(s) ds)

to

+ A((I)(t)a:o + O(t) /t ®(s) " B(s)us(s) ds)

= (ID(t)a:0+<I>(t)/ O(s) ' B(s)uy(s)ds

= S
e K(t).

Damit ist die Konvexitidt von K (t) bewiesen. Da @ C R™ als kompakte Menge auch
beschrankt ist, ist auch die erreichbare Menge K(t) beschriankt. Wir zeigen, dass
K(t) C R™ auch abgeschlossen und daher insgesamt kompakt ist. Sei hierzu z(t) :=
[S(u)($)} € K(t) mit

{up} C U(t) :=={u € L[to, t] : u(s) € Q fiir fast alle s € [to, t]}

eine Folge in K (t) mit limy_, zx(t) = x(t). Wir zeigen x(t) € K(t), d.h. die Existenz
eines u* € U(t) mit z(t) = S(u*)(t). Die Menge U (t) ist schwach kompakt, siche E. B.
LEE, L. MARKUS (1967, S.157), d.h. zu der Folge {ux} C U(t) gibt es eine Teilfolge
{ug, }, welche schwach gegen ein u* € U(t) konvergiert. Insbesondere ist

t

lim [ ®(s)"'B(s)us,(s) ds:/ ®(s) ' B(s)u*(s)ds

1—00 to to

21Erstaunlicherweise ist K (t) auch konvex, wenn  nicht notwendig konvex ist, siehe Theorem 1A
bei E. B. LEE, L. MaRcus (1967, S. 164 f.).
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und damit auch
z(t) = lim xy,(t) = lim S(u,)(t) = S(u)(?),

womit die Abgeschlossenheit und folglich auch die Kompaktheit von K (t) bewiesen
ist. Nun zeigen wir, dass die Abbildung K:[ty,T] — X stetig ist, wobei (X, p) der
metrische Raum X der kompakten Teilmengen des R™ versehen mit dem Hausdorff-
Abstand p ist. Wir iiberlegen uns, dass S(u)(-) bei einem festen u € U(T) auf [to,T]
lipschitzstetig ist, also ein ¢ > 0 mit

(*) ||S<U)(t2) - S(U)(tl)” S C |t2 - t1| fiir alle tl, tg c [to, T}

existiert. Denn seien t1,ty € [to, T'] fest vorgegeben. Dann ist

S(u)(ta) — S(u)(ty) = [P(t2) — D(t1)]xo + D(t2) / 2 (s)"'B(s)u(s) ds

to

- @(tl)/l ®(s) ' B(s)u(s)ds

to

_ oty / " B(s) " B(s)u(s) ds

t1

+ [o(t2) — @(t1)] [a:o+ / 1<I>(s>*1B(s)u<s) ds|.

to

Wegen der Beschrinktheit von Q, der Beschriinktheit der stetigen Matrizen ®(-), ®(-)~*
und B(-) sowie der aus

B(ty) — B(t) :/tQA(s)q)(s) ds

folgenden Lipschitzstetigkeit von ®(-) auf [to, T] folgt die Existenz einer (von u sowie
t1,t2 unabhéngigen) Konstanten ¢ > 0 mit (x). Bei vorgegebenem € > 0 ist also

|S(u)(ta) — S(u)(tr)|| < e fir alle ty,ts € [to, T] mit |ta — t1] < d(€) := €/c.
Wir wollen uns iiberlegen, dass
p(K(ty), K(t2)) < e fiir alle t1,ty € [to, T] mit [t; — t2| < (e),

womit die Stetigkeit von K:[tg,T] — X bewiesen sein wird. Wir geben uns t,ts €
[to, T] mit |t; — ta] < d(€) vor und zeigen, dass d(z1, K(t2)) < € fir alle z; € K(t1). Da
wir analog d(z2, K(t1)) < € fiir alle x5 € K(t2) zeigen konnen, werden wir

p<K(t1),K(t2)):max( max d(z1, K (t2)), max d<x2,K(t1))) <e

x1€K (1) x2€K (t2)

bewiesen haben. Sei also z; € K(t;) gegeben. Dann existiert ein u € U(t;) mit z; =
S(u)(t1). Wir setzen u auf das ganze Intervall [ty, T] zu einem u € U(T') fort. Dann ist

d(z1, K(t2)) = min [[S(u)(tr) = 2af] < [[S(u)(tr) = S()(t)l < e

CEQEK(tQ
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Insgesamt ist auch die Stetigkeit von K bewiesen. O

Der Existenzsatz fiir zeitoptimale Steuerungsprobleme ist nun eine verhaltnismafBig
einfache Folgerung aus Satz siche z.B. auch E. B. LEg, L. MARKUS (1967,
S.127), H. BAUER, K. NEUMANN (1969, S. 129) und Theorem 7.7 bei J. JAHN (1994,
S.202).

Satz 8.11 Gegeben sei das zeitoptimale Steuerungsproblem mit dem linearen Prozess
& = A(t)xr + B(t)u mit auf dem Zeitintervall [to,T| stetigen n X n- bzw. n X m-
Matrizenfunktionen A(-) bzw. B(-), dem Anfangszustand zo € R"™ zur Anfangszeit t,
dem konvexen und kompakten Steuerbereich @ C R™ und dem auf [ty, T| konvexen,
kompakten und stetigen Ziel G(-). Mit K(t) C R" sei die in der Zeit t durch eine
zuldssige Steuerung erreichbare Menge bezeichnet, es sei also

{S(u)(t) : u € LZto, t] : u(s) € Q fiir fast alle s € [to,t]},  t € (to, T,
K(t):=
{Qfo}, t= t().
Es sei
M :={t€lty,T]: K(t)NG(t) # D} # O,
es existiere also eine Zeit t € [to, T, in der der Prozess vom Anfangszustand o durch
eine zulédssige Steuerung in das Ziel gesteuert werden kann. Dann ist
t7:=1inf{t € [to,T]: t € M} € M,
das zeitoptimale Steuerungsproblem besitzt also eine Ldsung.
Beweis: Wir haben K (t7) N G(t}) # O zu zeigen. O.B.d. A. ist t] < T', da andernfalls

T die minimale Zeit ist, in der der Prozess vom Anfangszustand in das Ziel gesteuert

werden kann. Angenommen, es sei K (t7) N G(t}) = 0. Da K(t}) nach Satz kom-
pakt und G(t7) abgeschlossen (und sogar kompakt) ist, haben K (¢}) und G(t]) einen
positiven Abstand voneinander, d. h. es ist
0<d:=d(K({t)),G(t])) =inf{||k* — ¢*| : k¥ € K(t]), g* € G(t])}.
Wegen der Stetigkeit von K (-) und G(-) in ¢} existiert ein § > 0 mit [¢t], ¢ + 0] C [to, T
derart, dass
d d

t €[t ti +9] = p(K(t), K(t) < 3, p(G(1).G(H)) < 5.
Dann ist K(t) N G(t) = O fir alle t € [t},t7 + 6], was ein Widerspruch zur Definition
von t} bedeutet! Denn seien ¢ € [t], ¢+ 0] und (k, g) € K(t) x G(t) beliebig vorgegeben.
Wegen

d(k, K(11)) < p(K(t), K(t7)) < 5, d(g, G(t7)) < p(G (1), G(7)) <

N QL
N

existiert ein Paar (kf, ¢7) € K(t]) x G(t}) mit

d d
-kt <2 gl < 2
-kl <% llg-gil <
Wegen d = d(K(t}), G(t7)) ist ferner d < ||k} — g7||. Insgesamt ist dann
d < [|ky — g7l < [[k7 = Kl + [k = gll + llg — g1l < d + [k = gl],
also 0 < ||k — g|| bzw. k # g und K(t) N G(t) = @. Damit ist der Satz bewiesen. O
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8.3.3 Das Maximumprinzip

Unser Ziel ist es, das folgende Maximumprinzip fiir zeitoptimale Steuerungsprobleme
mit linearem Prozess zu beweisen, siehe z. B. E. B. LEE, L. MARKUS (1967, S.129),
H. BAUER, K. NEUMANN (1969, S. 106).

Satz 8.12 Gegeben sei das zeitoptimale Steuerungsproblem mit dem linearen Prozess
t = A(t)xr + B(t)u, den auf dem Zeitintervall [ty,T] stetigen n X n- bzw. n x m-
Matrizenfunktionen A(-) bzw. B(-), dem Anfangszustand z, € R" zur Anfangszeit t,
dem konvexen und kompakten Steuerbereich 2 C R™ und dem auf [ty,T] konvexen,
kompakten und stetigen Ziel G(-). Sei (u*,t}) eine Lisung des angegebenen zeitoptima-
len Steuerungsproblems. Dann existiert eine nichttriviale Lésung n von —n) = A(t)Tn
mit
n(t)" B(t)u*(t) = max n(t)' B(t)u fiir fast alle t € [, t1].

Ist sogar u* € C%5[to, t7], so ist

n(t)' B(t)u*(t) = max n(t) ' B(t)u fiir alle t € [to,t}].
ue
Beweis: Mit K(t) C R" bezeichnen wir wieder die in der Zeit ¢ durch eine zuléssige
Steuerung erreichbare Menge. Der Beweis erfolgt in drei Schritten. Sei z* := S(u*) die
zur optimalen Steuerung u* gehorende optimale Trajektorie. Im ersten Schritt zeigen
Wir:

e Der Punkt z*(¢7) ist ein Randpunkt der abgeschlossenen Menge K (t7), es ist also
z*(t}) € K(#) \ int (K(27)).

Denn angenommen, es sei x*(¢) € int (K (¢7)). Dann existiert ein € > 0 derart, dass
die offene Kugel B(z*(t}), €) um z*(¢}) mit dem Radius € noch ganz in K (¢}) enthalten
ist. Wegen der Stetigkeit von K (-) in ¢} existiert zu € > 0 ein 6 = d(€) > 0 mit

p(K (1), K(t))) < i fiir alle ¢ € (£ — 6, ¢1].

Dann ist die offene Kugel B(x*(t}),€/2) um z*(¢;) mit dem Radius €/2 fiir alle ¢t €
(t; — 9,t7] in K (t) enthalten. Denn angenommen, zu einem t € (¢ — 9, t}] existiert ein
x € B(z*(t}),€e/2) mit « ¢ K(t). Da K(t) C R" nichtleer, abgeschlossen und konvex ist,
lassen sich {x} und K (t) stark durch eine (abgeschlossene) Hyperebene im R™ trennen,
siehe Satz [5.6/oder auch Abschnitt 49 (Trennungssétze fiir konvexe Mengen im R™) bei
J. WERNER (2013). Es existiert also ein ¢ € R™ \ {0} mit

e <y:= inf k.
kEK (t)

Die Hyperebene
H:={zeR":cTz=1~}

enthilt also K (t) im zugehorigen abgeschlossenen Halbraum HT := {z € R" : ¢!z > v}
und {z} im gegeniiberliegenden offenen Halbraum. Die Idee besteht darin, die Existenz

105



eines Punktes y € B(z*(t]), €) nachzuweisen, der zu K (t) einen Abstand d(y, K(t)) >
€/4 besitzt. Dann ist y wegen B(z*(t}),€) C K(t]) ein Element von K(t7), folglich

T <dly, K1) < p(K (1), K (1) = p(K (1), K(£)) mit einem ¢ € (¢ - 5,4],
ein Widerspruch zur Definition von §. Sei im folgenden || - || die euklidische Norm im
R"™. Wir definieren .
yi=x— c.
Alle]

Dann ist
ly =" (DI < ly — 2l + ||z — 2" (@) <€,
—_—  —,.——
=e/4 <e/2
also y € B(z*(t}),e) C K(t}). Fiir ein beliebiges k € K(t) ist weiter (hier benutzen
wir, dass || - || die euklidische Norm ist!)
ly = klI* = lly— 2+~ k[
= ly—=l"+2(y - 2)" (z — k) + [l — k|*

2
= (E) Tk — )+ |z — k|2
4 2HCH%/—/ ——

> (7)

d(y, K(t)) = min [y — k]| =

>0 >0

und daher ]

Z.

Insgesamt ist damit gezeigt, dass B(x*(t]),¢/2) C K(t) fiir alle t € (t] — 4,t]]. Wegen
der Stetigkeit von G(-) in t] existiert zu € > 0 ein § > 0 mit

p(G(t),G(t)) < = fiiralle t € (&% — ,t7).

DO ™

Wegen z*(t]) € G(t}) ist auch

d(z*(t7), G(t)) < max d(y, G(t)) < p(G(t),G (1)) <

fiir alle t € (£ — 0, ¢%).
VeG(t) (# 2

N |

Daher existiert zu jedem t € (] —0,t%) ein z(t) € G(t) mit ||z*(t*) — z(t)|| < €/2. Setzt
man 0* := min(d,d), so ist daher

O 4 B(a*(t)),e/2) N G(t) € K(H)NG(t) fiir alle ¢ € (] — 6%, 7),

ein Widerspruch zur Optimalitédt von 7.

Im zweiten Schritt zeigen wir:

e Sei K C R" nichtleer, konvex und abgeschlossen und x € K \ int (K) ein Rand-
punkt von K. Dann existiert ein 1, € R™ \ {0} mit nfk < plz fiir alle k € K.
Mit anderen Worten existiert eine x € K enthaltende Stitzhyperebene

H:={zeR":nlz=nlz}
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mit
KcH ={zcR":plz<nlz},

die also K in einem zugehorigen Halbraum enthélt.

Zum Beweis machen wir eine Fallunterscheidung. Ist int (K) # @, so lassen sich {z}
und die nichtleere konvexe Menge int (K) durch eine Hyperebene H trennen. Es exi-
stiert also ein 7, € R™\ {0} mit

nik <nlz firalekeK
bzw. eine den Punkt x enthaltende Hyperebene
H:={z€eR":nlz=nz},
welche int (K) in einem Halbraum enthiilt, fiir die also z. B.
int (K) C H :=={z € R":nlz <nlz},

woraus auch

K=c (K)=cl(int (K)) Ccl(H)=H"

folgt, wobei wir Aussagen aus Satz benutzt haben. Fiir int (K) # O ist also obige
Aussage bewiesen. Ist dagegen int (K) = O, so liegt K selber schon in einer Hyper-
ebene und die Aussage ist trivialerweise richtig! Hierzu zeigen wir, dass span (K), die
Menge aller (endlichen) Linearkombinationen von Elementen aus K, ein echter linearer
Teilraum des R™ ist. Sei m die Maximalzahl linear unabhingiger Punkte in K, etwa
seien {ey,...,e,} C K linear unabhéngig. Wegen int (K) = @ ist m < n — 1. Sei
V :=span {ej,...,e,}. Dannist K C V, denn andernfalls existierte ein e, 1 € K\ V.
Dieses Element e, 1 ist notwendig von ey, ..., e,, linear unabhéngig, ein Widerspruch
zur Maximalitét von m. Also ist span (K) C V und V ein echter linearer Teilraum des
R™. Insbesondere ist K in einer Hyperebene des R™ enthalten.

Fasst man die ersten beiden Schritte zusammen, so erhalten wir:
e Es existiert ein n; € R™\ {0} mit nTk < npf z*(¢}) fiir alle k € K (7).
Im letzten Schritt zeigen wir:
e Sei ) die (notwendig nichttriviale) Losung von
(*) —n=At)"n, ) =mn.
Dann ist

n(t) ' B(t)u*(t) = max n(t)' B(t)u fiir fast alle ¢ € [to, t1].
ue
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Mit ®(-) bezeichnen wir das durch ®(¢y) = I normierte Fundamentalsystem zu & =
A(t)z. Man rechnet leicht nach, dass

n(t) = ()~ (t]) .
Denn 7 und die rechts stehende Funktion gentigen (*). Sei
U(t]) :={u € L[to, t7] - u(t) € Q fiir fast alle ¢ € [to, 7]}

Mit u € U(t]) und der zugehorigen Trajektorie z := S(u) ist dann

() = of [B(ta + 0(e) [ o) Bt d

to

t’{
- ﬁ@mnmﬁ/7mFwaw@
to

< i (t})
(wegen z(t7) € K(t7) C H™)
t*

= o)z + [ nt)T B (t) dt.

to
Also ist

/ i n(t)" B(t)u(t) dt < / i ()T B(t)u*(t)dt fiir alle u € U(t}).

to to

Nun sei € [to,t]) ein Lebesgue—Punku f(t) :=nt)"B(t)u*(t). Sei u € Q beliebig.
Fiir hinreichend kleine € > 0 definiere man u, € U(#}) durch

{ u,  telti+é,

u*(t), t€ [to, 5]\ [f, 1+ €.

Dann ist

! / ”En(t)TB(t)udt <2 / ﬂen(t)TB(t)u*(t) dt.

€ Ji €

21st f € L®[to,t1], so heift £ € [to,t1) ein Lebesgue-Punkt von f, falls

f-&-e
lim 1/{ f(t)dt = f(t).

Fast jeder Punkt aus [to,?;] ist ein Lebesgue-Punkt von f. Denn definiert man F durch F(t) :=
/. tto f(s)ds, so ist F absolut stetig auf [to,t;], daher fast iiberall auf [to, ¢;] differenzierbar und

. ) . . ) 1 t+e
7 = Jim [Fli+0 ~ PO = tm + [ fo)a

fiir fast alle £ € [to,t1]. Ist f stiickweise stetig auf [to,¢;], besitzt f also nur endlich viele Unstetig-

keitsstellen in [tg,t1], in denen f aber noch von rechts stetig ist, so ist jeder Punkt in [tg,¢1) ein
Lebesgue-Punkt von f.
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Mit € — 04 folgt n(t)" B(f)u < n(t)" B(f)u*(f). Damit gilt

n(t) ' B(t)u*(t) = max n(t)' B(t)u fiir fast alle ¢ € [to, t1].
ue
Da fiir eine auf [ty, t]] stiickweise stetige Funktion jeder Punkt aus [to, ¢}) ein Lebesgue-
Punkt ist, ist auch der Zusatz zum Maximumprinzip und damit der ganze Satz bewie-
sen. -

Beispiel 8.13 Wir betrachten ein zeitoptimales Steuerungsproblem mit den folgenden
Daten. Der Prozess sei gegeben durch # = wu, der Anfangszustand durch x(0) = zo,
#(0) = yo mit gegebenen (z,yy) € R x R. Wir schreiben diese Daten als System:

.’1",'1 - 0 1 T + 0 u CC1<O) o Zo
iy )\ 0 0 T 1) 2200) ) \wo )
—— S~——
—A(t) —B(1)
Das (zeitunabhéngige) Ziel sei der Ursprung, also G := {(0,0)}. Der Steuerbereich sei
Q) := [—1,1]. Wegen des obigen Maximumprinzips existiert zu einer Losung (u*,T™)

des zugehorigen zeitoptimalen Steuerungsproblems eine nichttriviale Losung 7(t) =
(m(t),m2(t))" der adjungierten Gleichung —7) = A(t)Tn bzw.

() (o)(3)

me(t)u” () = () B)u' (t) = max n(®)' B(t)u= max m(t)u

mit

fir fast alle ¢ € [0,77] bzw. fir alle ¢ € [0,77], falls u* sogar stiickweise stetig ist.
Offenbar existieren Konstanten ¢; und ¢, mit |¢1|+|c2| > 0, d. h. ¢; und ¢y verschwinden
nicht beide, mit

mt)=c, () =-at+c.

Aus np(t)u*(t) = maxye[—1,1)72(t)u erhalten wir u* = sign (7)), d.h. u* ist eine soge-
nannte bang-bang-Steuerung, nimmt also nur Werte aus dem Rand des Steuerbereichs
an. Weiter lesen wir hieraus ab, dass u* héchstens einen Sprung bzw. Unstetigkeitsstelle
hat, da 7, hochstens eine Nullstelle besitzt. Angenommen, der “switch” geschehe zur
Zeit t*. Dann sind fiir die optimale Trajektorie zwei Félle moglich, je nachdem ob die
optimale Steuerung zunéchst gleich —1 und dann 41 oder erst gleich +1 und dann —1
ist. Wir betrachten zunichst den ersten Fall. Hier ist (2%, z3)” Losung von

x1(T%)
JIQ(T*)

iL'l(O) = X, .i’l = T2
$2(0) = Yo, o =1

.jl'lz.l'g
ijI_l

Y

auf [0, t*], auf [t*, T, 8

Jetzt unterscheiden wir wieder zwei Fille, ndmlich ob ¢ € [0,¢*] oder ¢ € [t*,T*]. Auf
0, ¢*] ist 2} die Losung von

i=-1, z(0) = xg, #(0) = yo,
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woraus wir 1
ri(t) = —§t2 + a0+ yot,  t €0t

erhalten. Auf [t*, T*] ist x7 dagegen Losung von
i=1, 2(T")=0, #T)=0

und damit

1 1
ri(t) = §t2 + §(T*)2 —T*t,  tet,T.

Die noch unbekannten ¢*,7™ miissen aus der Stetigkeit von x] und #7 in ¢* bestimmt
werden. Wegen

P —0) = —%(t*f bao et T 40) = %(t*f + %(T*)2 -
ist die Stetigkeit von x7] in t* gleichbedeutend mit
() (t*)? + %(T*)2 —T*t" — g — yot* = 0.
Ebenso ist die Stetigkeit von z] in t* wegen
T1(t" —0) = —t* + o, (" +0)=t" =T~

gleichbedeutend mit

t*_T*+y0

Man kann also die optimale Switch-Zeit t* durch die optimale Endzeit 7™ ausdriicken.
Wegen ¢* < T ist notwendigerweise yo < 7. Setzt man t* = 1(T* + yo) in (%) ein, so
erhélt man

T*+y0>2 1 9 T*+y0 T*+y0
() e ()
( 2 +5(T) 2 o= Y\ 7y

bzw. fir T die quadratische Gleichung
(T*)? — 2yoT* — 4xo — v = 0.

Ist yo > 0 und 2z¢ +y2 = 0, so ist T* = yo > 0 und t* = T*, es ist als kein Umschalten
notig und die optimale Steuerung ist konstant gleich —1. Sei daher 2z+y2 > 0. Wegen
Yo < T™ erhélt man als einzige sinnvolle Losung der quadratischen Gleichung fiir T

den Wert
T* = yo + 1/ 4z0 + 202

Durch einfaches Nachrechnen kann man zeigen: Ist (zo > 0 und yo > —+/2x9) oder
(o <0 und yg > v/—21x¢), so ist

1
T*:yo+\/4x0—|—2y§ > 0, tr = 5(T*+yo) € (O,T*).
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Im zweiten Fall ist die optimale Steuerung zunéchst gleich +1, dann gleich —1. Hier
ist die zugehorige optimale Trajektorie (2%, z3)T Losung von

ZEl(O) = 2y, $'1 = X9
22(0) = o, 9= —1

i’lzl'Q

l’l(T*)
j;'Q - 1 *

auf [0,t*], 2o(T)

auf [t*, T"],

0,
0.
Man kann nun analog dem ersten Fall argumentieren. Die Stetigkeit von 7 in t* ist
gleichbedeutend mit

*\ 2 1 *\ 2 k gk *
Ebenso ist die Stetigkeit von 27 in ¢* dquivalent zu

T — yo
t* = .
2

Wieder kann die optimale Switch-Zeit t* durch die optimale Endzeit T™ ausgedriickt
werden. Wegen t* < T™ ist —yg < T*. Setzt man t* = %(T* — o) in (%) ein, so erhélt
man fiir T* die quadratische Gleichung

(T*)? + 2yoT* + a9 — y5 = 0.

Ist —yo > 0 und —2z +y2 = 0, so ist T* = —yo > 0 und t* = T*, es ist also
kein Umschalten nétig und die optimale Steuerung ist konstant gleich +1. Sei daher
jetzt —2xg + y2 > 0. Wegen —yg < T* erhilt man als einzige sinnvolle Losung der
quadratischen Gleichung fiir 7 den Wert

T = —yo + / —4xo + 243

Durch einfaches Nachrechnen kann man zeigen: Ist (zq > 0 und yo < —v/2x9) oder
(g <0 und yo < /—2x0), so ist

/ 1

Nun definieren wir g: R — R durch

( ) \% _2I07 To S 07
Zo) 1=
gito 2z, w0 > 0

und anschlieSend

Gy :={(x0,90) E RxR:yy > g(xo)}, G_ :={(x0,50) E RxR:yg < g(z0)}.
In Abbildung |5 veranschaulichen wir uns die Mengen Gy und G_. Fiir (zg,v0) € G+
ist (zo < 0 und yg > v/—2x0) oder (zo > 0 und yy > —/2x¢), folglich ist die optimale

Steuerung u* zunéchst gleich —1, dann gleich +1 mit den angegebenen Umschalt- bzw.
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Erst u*=—1, dann u'=1 b

G_
2+ B
-3r Erst u =1, dann u =-1 ]
_4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
X
0

Abbildung 5: Losung eines zeitoptimalen Steuerungsproblems

Endzeiten t* bzw. T*. Entsprechendes gilt fir G_. Der (gemeinsame) Rand von G
und G_ ist

I':= {(z0,90) € R xR :yo = g(z0)}.

Es ist
'=r_u{(0,0)}uly

mit
I = {(w0,90) €T : 20 <0} = {(z0, %) ER xR : 29 <0, 220+ 35 = 0}
und
Iy = {(w0,90) €T : 20 >0} = {(z0, %) ER xR : 29 >0, 270+ 95 = 0}.

In Abbildung [5| haben wir T'_ blau und T'y rot gezeichnet. Fiir (zg,y0) € T'_ ist T* =
yo > 0 und die optimale Steuerung u* ist auf [0,7*] konstant gleich —1. Ist dagegen
(x0,90) € 'y, so ist T" = —yo > 0 und die optimale Steuerung u* ist auf [0, 77|
konstant gleich +1. Ist schlieBllich (zg,y9) = (0,0), so stimmen Anfangszustand und
Ziel iiberein und die optimale Endzeit ist 7% = 0, das zeitoptimale Steuerungsproblem
ist trivial. Damit ist das gegebene zeitoptimale Steuerungsproblem gelost. a

8.3.4 Die Eindeutigkeit einer Losung

Jetzt untersuchen wir die Eindeutigkeit einer zeitoptimalen Steuerung. Nach wie vor
gehen wir aus von einem linearen Prozess @ = A(t)x + B(t)u mit den auf dem Intervall
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[to, T] stetigen n x n- bzw. n x m-Matrizenfunktionen A(-) bzw. B(-), dem Anfangszu-
stand zy € R™ zur Anfangszeit t,, dem konvexen und kompakten Steuerbereich 2 C R™
und dem auf [tg, 7] konvexen, kompakten und stetigen Ziel G(-). Mit K (t) bezeichnen
wir wieder die in der ¢ durch eine zuléssige Steuerung erreichbare Menge, es sei also

K(t) = { {S(u)(t) : u e LLto, t] : u({s) f Q fiir fast alle s € [to, t]}, Z fitO’T]’

Hierbei ordnet der Steuerungsoperator S einer Steuerung u € L°[ty, T] die Losung x
der Prozessgleichung zu, welche der gegebenen Anfangsbedingung x(ty) = zo geniigt,
siehe Definition . Sei (u*,t]) eine Losung des zugehorigen zeitoptimalen Steuerungs-
problems. Klar ist, dass die optimale Endzeit

t7:={t>ty: K(t)NG(t) # O}

eindeutig bestimmt ist. I. allg. ist die optimale Steuerung u* aber nicht eindeutig be-
stimmt, wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 8.14 Man betrachte ein zeitoptimales Steuerungsproblem mit dem Prozess
,ﬁt’l o 1 0 u1
31.72 o 0 1 U9 ’
.272(0) o 0 ’

dem Ziel G := {(0,0)} und dem Steuerbereich

QI:{U:<U1)ER21|U1|§1, |U2|§1}
Uz

Sei (u*,T*) eine Losung des zeitoptimalen Steuerungsproblems und z* = (2}, 23)" die
zugehorige Trajektorie. Dann ist

der Anfangsbedingung

T*
0=2z1(T")=—1 +/ uj(s)ds < =141
0
Also ist 1 < T™, die Minimalzeit ist also mindestens 1. Andererseits kann der Anfangs-

punkt (—1,0) in der Zeit 1 fiir jedes r € [0, %] durch die Steuerung w in das Ziel (0,0)
gesteuert werden, deren erste Komponente durch

u(t) =1, te]0,1]

und deren zweite Komponente durch
us(t) == 0, te(

gegeben ist. O
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Die folgende Definition (siehe z. B. E. B.LEE, L. MARKUS (1967, S.76)) wird sich als
hilfreich erweisen.

Definition 8.15 Ein Steuerungsproblem mit dem linearen Prozess @ = A(t)x+ B(t)u,
dem Anfangszustand xg zur Zeit ¢ty und dem Steuerbereich Q@ C R™ heifit normal zur
Zeit t1 > to, wenn zwei auf [to, t1] zuldssige Steuerungen u; und us, die den Anfangszu-
stand z¢ in denselben Punkt P; des Randes 0K (t1) von K (t1) steuern, auf [to, 1] fast
iiberall gleich sind. Ein Steuerungsproblem heifit normal, wenn es normal zu jeder Zeit
tl € [to,T] ist.

Sei (u*,t]) eine Losung des zeitoptimalen Steuerungsproblems und z* die zugehorige
Trajektorie. Beim Beweis von Satz haben wir ganz am Anfang nachgewiesen:

e Der Punkt z*(¢7) ist ein Randpunkt der abgeschlossenen Menge K (t7), es ist also
a*(t7) € OK(17) = K(t7) \ int (K (7).

Ist also das Ziel einpunktig, so folgt aus der Normalitdt des Steuerungsproblems offen-
bar die Eindeutigkeit. Ferner hatten wir im Beweis von Satz nachgewiesen, dass
eine nichttriviale Losung n von —) = A(t)Tn existiert mit:

1. Es existiert ein n; € R™\ {0} mit nf'k < nfz*(¢]) fiir alle k € K(t3).

2. Sei n die (notwendig nichttriviale) Losung von

—n=A®"n, ) =mn.
Dann ist

n(t)" B(t)u*(t) = max ()" B(t)u fiir fast alle t € [to, t1].
ue

Sei ® ein normiertes Fundamentalsystem zu @ = A(t)z. Es stellt sich die Frage, un-
ter welchen Bedingungen bei vorgegebenem 1; # 0 und dadurch bestimmtem n(t) =
O(t)"Td(t;)Tn, eine (zuliissige) Steuerung u* eindeutig durch

n(t)" B(t)u* (t) = maxy(t)” B(t)u

uef)
festgelegt ist.

Definition 8.16 Sei K C R” eine abgeschlossene, konvexe Menge, die mehr als einen
Punkt enthalt.

1. Eine Hyperebene H := {z € R" : p{ z = v} mit n; € R"\{0} und v € R heifit eine
Stiitzhyperebene an K, wenn K N H # @ und K C H- :={z e R": nlx < ~}.

2. Die Menge K heifit strikt konvex, wenn jede Stiitzhyperebene an K die Menge
K in genau einem Punkt trifft.
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Offenbar gilt: Ist K C R™ abgeschlossen, so existiert zu jedem P € 0K eine Stiitzhy-
perebene H an K mit P € K C H, wie wir uns beim Beweis von Satz [8.12) schon klar
gemacht hatten. Eine strikt konvexe Menge K besitzt ein nichtleeres Inneres (denn
wére das Innere leer, so ldge K in einer Hyperebene) und jeder Randpunkt von K ist
eine Ecke, lasst sich also nicht als echte Konvexkombination von zwei verschiedenen
Punkten aus K darstellen.

Im folgenden Satz, sieche auch E. B. Leg, L. MARkuUS (1967, S.761f.), wird eine
Charakterisierung fiir die Normalitét eines Steuerungsproblems angegeben.

Satz 8.17 Gegeben sei ein Steuerungsproblem mit dem linearen Prozess @ = A(t)x +
B(t)u, dem Anfangszustand xo € R" zur Anfangszeit to und dem kompakten Steuer-
bereich Q2 C R™, der mehr als einen Punkt enthélt (andernfalls ist eine Eindeutigkeits-
aussage trivial). Dann gilt:

1. Ist das Steuerungsproblem zur Zeit t; normal, so ist K (t,) strikt konvex.

2. Das Steuerungsproblem ist genau dann zur Zeit t; normal, wenn die folgende
Eindeutigkeitsaussage gilt: Ist n eine nichttriviale Losung von —1) = A(t)Tn und

uy,ug € U(ty) :=={u € L [to, t1] : u(t) € Q fast iiberall auf [to, t1]}
mit
n(6)" B(t)ur(t) = n(t)" B(tua(t) = maxn(t)" B(t)u
fast iiberall auf [ty,t1], so ist ui(t) = us(t) fast iiberall auf [ty t1].

Beweis: Der Beweis des ersten Teiles des Satz benutzt (ohne Beweis) ein tiefliegendes
maftheoretisches Ergebnis von Lyapunov, siehe E. B. LEE, L. MARKUS (1967, S. 163).
Der Prozess sei zur Zeit ¢; normal. Angenommen, K (¢;) sei nicht strikt konvex. Dann
existiert eine Hyperebene H mit K(t;) C H~, die also K(t;) in einem abgeschlosse-
nen Halbraum enthélt, und zwei verschiedene Punkte Py, P, € K(t;) N H. Dann sind
Py, P, € OK(t;). Denn wire z. B. P, € int (K (1)), so existierte ein € > 0 mit

P +B[O,E] C K(tl) C H.

Da P, € H erhdlt man, dass die Kugel B[0;¢€| in einem Halbraum einer Hyperebene
durch den Nullpunkt liegt, ein Widerspruch. Aber auch das ganze Segment

[P, P :={(1= MNP+ AP :\e€[0,1]}

liegt in OK(t1), wie man genau wie gerade eben beim Nachweis von P, € 0K (t)
zeigt. Sei etwa P; = S(u;)(t;) mit u; € U(ty), ¢ = 1,2. Hierbei ist S natiirlich der
Steuerungsoperator zum Prozess & = A(t)z+ B(t)u und der Anfangsbedingung z(ty) =
xo. Jetzt formulieren wir das Lyapunovsche Resultat, das wir nicht beweisen:

e Seiy € L[to,t1]. Zu jeder messbaren Teilmenge E C [to,t1] definiere man



anschliefend definiere man
K :={z(E) : FE C [to, t1] messbar}.
Dann ist K ¢ RY konvex.

Nun definiere man die N := 2n-Vektor-Funktion

. (1) B(t)ua(t)
v = ( O(t) " B(t)ua(t) ) ’

wobei ® einmal wieder ein normiertes Fundamentalsystem zu & = A(t)z ist. Dann ist

m@:(g).

/2wr%@mmﬁ

( 2 ) = ellto bl = /tOtl O(t) " B(t)uy(t) dt

to

Wir definieren

Wegen des Lyapunov-Resultats existiert eine messbare Menge D C [to, t1] mit
r

(D) = ( ' ) .
)

2(|tg, 1]\ D) = x(D) = (

N= D=

Hieraus folgt

= Do

1
272 .
Nun definiere man die Steuerungen ,, s € U(t;) durch

imﬂ:{uﬁL teD,

UQ(t), t e [to,tl] \ D

und
R o Ug(t), tED,
alt) = { wi(t),  t€ [to,ts]\ D
Dann ist
Sal 1 = 1)Xo P 1 P 7IB Uy d d 71B U2 dt|.
(@it = oty + @) [ 0O BOm@ @ [ o B
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Ferner ist

FS)(0) + 55)) = Btan+0(t)[5 [ 007 BEw ) d
—l—%/DCD(t)lB(t)uQ(t) dt

1
+—/ O(t) " B(t)u(t) dt
2 Jito.t:\D

1

4= / O(t) " B(t)us(t) dt]
2 [to,;t1\D

und daher

Stin)(t) ~ [38@)(0) + 55)n)] = e[ [ @0 B dr

2

S—

O(t) ' B(t)u(t) dt

|
—

[

to,t1]\D

O(t) ' B(t)uy(t) dt

+
—

[to,t1]\D

O () B(t)uy(t) dt

S—

= 0 (Wegen Tp = Tjy,1,\D)-

Entsprechend ist auch
. 1 1
S(tz)(t1) = 55(w)(t) + 55(uz)(th).
Insgesamt ist also
. . 1
S(Ul)(tl) = S(Ug)(tl) = §(P1 + PQ) < [Pl,PQ] C 8K(t1>

Der Prozess wird also durch die beiden auf [tg,?;] zuldssigen Steuerungen @; und s
vom Anfangszustand zo in ein und denselben Randpunkt 1(P, 4+ P,) der in der Zeit
erreichbaren Menge K (t;) gesteuert. Da das Steuerungsproblem nach Voraussetzung
normal zur Zeit t; ist, ist 43 = Uy und damit auch u; = uy fast iberall auf [tg,#;].
Hieraus folgt aber P, = P,, ein Widerspruch zu der Annahme, dass P;, P, verschie-
den sind. Also ist K(t;) strikt konvex und der Beweis des ersten Teils des Satzes ist
abgeschlossen.

Jetzt kommen wir zum Beweis des zweiten Teiles des Satzes. Zunéchst nehmen wir
an, das gegebene Steuerungsproblem sei zur Zeit ¢; normal und haben die angegebene
Eindeutigkeitsaussage zu beweisen. Hierzu sei n eine nichttriviale Losung von —n =
A(t)Tn, ferner uy,uy € U(ty) (also auf [to, t1] zuliissige Steuerungen) mit

()" B(t)us(t) = n(t)" B(t)uz(t) = maxn(t)" B(t)u

u€e)
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fast tiberall auf [¢g,t;]. Dann ist

n(t)"S(w)(t) = n(t)"

:<I>(t1):c0 + O(t1) /t1 O(t) " B(t)u(t) dt]

to

= )T :@(tl)onr / (O B(tyu (t) dt]

to

— ()" :@(tl)mo + / ' D) B(t)us(t) dt]

= n(t1)"S (ug)(t1).

Nun definiere man
v = n(t)" S (w)(t) (= n(t)" S(uz)(th))
und anschlieSend die Hyperebene

H:={zeR":n(t))" 2 =~}

Offenbar ist H eine Stiitzhyperebene an K (t1) mit S(uq)(t1), S(u2)(t1) € K(t1) N H.
Wegen des schon bewiesenen ersten Teiles des Satzes folgt aus der vorausgesetzten
Normalitit des Steuerungsproblems zur Zeit t;, dass K (t1) strikt konvex ist. Hieraus
wiederum folgt, dass S(uq)(t1) = S(u2)(t1) und dieser Punkt ist notwendigerweise ein
Punkt aus dem Rand 0K (¢;) von K (t;). Aus der Normalitét des Steuerungsproblems
zur Zeit t; folgt, dass uy(t) = wuo(t) fir fast alle t aus [to, ;] und die angegebene
Eindeutigkeitsaussage ist bewiesen.

Jetzt zeigen wir, dass aus der angegebenen Eindeutigkeitsaussage die Normalitét des
Steuerungsproblems folgt. Wir nehmen an, die beiden (auf [¢y, ;] zuldssigen) Steuerun-
gen uy, uy mogen den Prozess vom Anfangszustand zp in denselben Punkt P € 0K (t;)
steuern. Es sei also P = S(uy)(t1) = S(ug)(t1). Ist dann

H:={zcR":nlz=nlP}

mit einem 7; € R™ \ {0} eine Stiitzhyperebene an K (t,) (mit P € K(t;) N H) und ist
n als Losung von

—n=At)"n, nt)=m
definiert, so ist
ik < nlS(u)(ty) =nl S(uy)(ty) fiir alle k € K(t,).
Wie im letzten Teil des Beweises von Satz folgt hieraus, dass

()" B(tus(t) = n(t)" B(t)uz(t) = maxn(t)" B(t)u

u€eS)

fast iiberall auf [to, t1]. Nach Annahme folgt uq(t) = uq(t) fiir fast alle ¢ aus [tg, ;] und
das ist die behauptete Normalitdt des Steuerungsproblems zur Zeit ;. O
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Beispiel 8.18 Wir hatten uns oben schon iiberlegt, dass bei einpunktigem Ziel aus der
Normalitdt eines Prozesses bzw. Steuerungsproblems die Eindeutigkeit zeitoptimaler
Steuerungen folgt. In Beispiel hatten wir ein nicht eindeutig losbares zeitoptimales
Steuerungsproblem mit einem einpunktigen Ziel angegeben, welches also nicht normal
sein kann. Es handelte sich um ein Steuerungsproblem mit dem durch

il"fl o 10 Ui T (O) o —1

.’1")2 N 0 1 U ’ .Z'Q(O) N 0
gegebenen Prozess bzw. Anfangszustand, dem Steuerbereich Q := {u € R?: |Jul|o < 1}
sowie dem Ziel G := {(0,0)}. Die adjungierten Gleichungen sind

+-(3).

also ist eine nichttriviale Losung der adjungierten Gleichungen durch

mit || + |n2] > 0 gegeben. Nun ist

max_ 7' u = |ni| + |na,

wiflulloo <1

aber bei gegebenem 7 € R?\ {0} ist ein v € R? mit ||u|o nur dann aus n7u = |n;|+|nq|
eindeutig bestimmbar, wenn 7, und 7, von Null verschieden sind. Das Steuerungspro-
blem ist also nicht normal. a

Einfach nachpriifbare Bedingungen fiir die Normalitét eines Steuerungsproblem kénnen
wir nur fiir sehr spezielle Probleme angeben. Wir betrachten nadmlich nur autonome
Prozesse und nur den Steuerbereich 2 = [—1,1]™ := {u € R™ : ||lu]| < 1}, siche W.
KRABs (1978, Satz 2.5, S. 53).

Satz 8.19 Ein Steuerungsproblem mit dem autonomen Prozess © = Ax + Bu (mit
A e R B e R"™") dem Anfangszustand xq zur Zeit to = 0 und dem Steuerbereich
Q = [—1,1]™ ist genau dann (fiir jede Zeit t; > 0) normal, wenn fiir j = 1,...,m die
n Vektoren

AV, A1) C R

linear unabhéngig sind, wobei b/ die j-te Spalte von B ist, also B = ( b* b* --- ™).

Beweis: Im ersten Teil des Beweises nehmen wir an, die Vektoren {&7, AV’, ..., A"~ 1p/}
seien fiir j = 1,...,m linear unabhingig. Wegen Satz haben wir zu zeigen: Ist 7
eine beliebige nichttriviale Lésung von —1 = AT, ist also n durch n(t) = exp(—ATt)nq
mit 79 # 0 gegeben, so ist u € L°[0, 1] mit ||ul| < 1 fiir fast alle ¢ € [0, ] eindeutig
durch

(%) n(t)' Bu(t) = max n(t)" Bu

w:||u]] o<1
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bestimmt. Nun ist

n(t)" Bu = nt exp(—ATt)" Bu = n{ exp(—At)Bu = Z%T exp(—At)b u;.

J=1

Ist daher nl exp(—At)b? #0, j =1,...,m, so ist u(t) aus () eindeutig bestimmt und
es ist .
ui(t) = sign (nf exp(—A)Y), j=1,...,m.

Daher ist u € L°[0,¢;] mit ||ul/c < 1 hoéchstens dann nicht eindeutig aus () bestimmt,
wenn es ein k € {1,...,m} und eine Menge S C [0, t;] mit positivem Maf} gibt derart,
dass nl exp(—At)b* = 0 fiir alle t € S. Dann ist aber nl exp(—At)b* = 0 fiir alle ¢ und
folglich
nlbt = gl AbF = -+ = gl Ak = 0.

Dann ist span {b*, ..., A""1b*} ein echter Teilraum des R", da das orthogonale Kom-
plement span {V*,..., A""1bF}+ von span {b*,..., A""!} nicht nur aus {0} besteht,
sondern 79 # 0 enthélt. Damit haben wir einen Widerspruch erhalten.

Nun kommen wir zum zweiten Teil des Beweises. Wir setzen also voraus, das Steue-

rungsproblem sei normal und nehmen im Widerspruch zur Behauptung an, die Vektoren
{bk, AV¥, ..., A""1bk} seien linear abhiingig. Dann gibt es ein 7y # 0 mit

nebt =nd AF = - = pl A"k = 0.
Setzt man
v(t) := nt exp(—At)b*,

so ist i

. v . .

W0 1) = TVt = i (- AV exp(-ADF, =01
und
vD(0)=0, j=0,....,n—1

Sei

p(N) ==det(A — X)) = (=\)" + a1 (=N)"""+ - +ag

das charakteristische Polynom zu A. Nach dem Satz von Cayley-Hamilton ist jede
quadratische Matrix Nullstelle ihres charakteristischen Polynoms, es ist also

P(A) = (—A)" + an1 (A" + -+ a1 (—A) + apl = 0.

Folglich ist
o™ (t) + a0 () + -+ a v (E) + agu(t) = 0

sowie

vD(0)=0, j=0,...,n—1.
Hieraus folgt v = 0 bzw. v(t) = 0 fiir alle ¢. Dies ergibt einen Widerspruch, da u(t) aus

n(t)"Bu(t) = max 7(t)" Bu

w:||u]] o<1
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bzw.
ne exp(—At)Bu(t) = mn\z‘ix ne exp(—At)Bu
w:|||u]|co <1
nicht eindeutig bestimmt ist, da die k-te Komponente ug(t) von u(t) beliebig aus [—1, 1]
gewahlt werden kann. a

8.4 Notwendige Optimalitidtsbedingungen bei diskreten opti-
malen Steuerungsproblemen

Ein diskretes optimales Steuerungsproblem erhélt man durch Diskretisierung eines zu-
gehorigen kontinuierlichen Problems. Genau wie in ist auch ein diskretes optimales
Steuerungsproblem durch Angabe der Daten Prozess, Anfangszustand, Endzustand,
Steuerbereich und Zielfunktion gegeben. In der folgenden Ubersicht findet man in der
linken Spalte das in behandelte kontinuierliche Steuerungsproblem, daneben ei-
ne diskretisierte Form des gleichen Problems, welche man dadurch erhélt, dass man
die Differentialgleichung, die den Prozess beschreibt, z. B. durch die Eulerschen Dif-
ferenzengleichungen ersetzt, sowie die Zielfunktion z.B. mit Hilfe der Rechteckregel
auswertet. In der rechten Spalte wollen wir schliellich das Problem angeben, welches
wir im Anschluss weiter behandeln werden. Wir orientieren uns bei der Darstellung an
A. KirscH, W. WARTH, J. WERNER (1978, S. 111ff.).

(a) Der Prozess sei gegeben Man zerlege [tg, T] in k Teilin- Der diskrete Prozess sei ge-
durch & = f(z,u,t) auf tervalle to < t; < --- < t, = geben durch z;y; — z; =
dem festen Zeitinter- T, setze T; := ti41 — t; und  fi(zi,w;), i = 0,...,k — 1,
vall [to,T]. Hierbei ist diskretisiere die Differential- wobei f;: R™ x R™ — R™.
[R" X R™x [tg,T] — gleichung durch z;41 — x; = Setzt man also fi(z,u) =
R™, Tif(zi,ui, ti), i =0,...,k—1. T;f(z,u,t;), so hat man die

Hierbei ist also z; eine Ndhe- mittlere Spalte als Spezial-
rung fir x(¢;), u; € R™ eine fall.
Naherung fiir u(t;).

(b) Der Anfangszustand x( € R™ gegeben. x4 € R™ gegeben.
zur Anfangszeit ty ist
durch z(tp) = x5 fest
vorgegeben.

(¢) Zur vorgegebenen G(zy)) = 0. G(zr) = 0 mit G:R" —

Endzeit T liege der R".

Endzustand x(T) auf

einer vorgegebenen

Fliche @1 = {z €

R™ : G(x) = 0}. Die

Endbedingung sei also

G(z(T)) = 0, wobei

G:R" — R".

121



(d) Es sei ein Steuerbereich u; € Q, i = 0,...,k—1. Es w; € Q;,i=0,...,k—1,
Q  C R™vorgegeben, ist nicht notig, ux € € zu for- mit ; C R™. Der Steuer-
d.h. jede zuldssige dern, da ug im diskreten Pro- bereich darf sich also mit
Steuerung muss der zess nicht auftritt. der Zeit é&ndern.
Bedingung u(t) €
fiir fast alle ¢t € [to, T
geniigen.

Durch die angegebenen Daten ist erklirt, was man unter einem zuldssigen Paar (Zu-
stand, Steuerung) zu verstehen hat. Fiir das kontinuierliche Problem ist dies in
schon ausfiihrlich geschehen. Wir wollen uns daher bei der Erlduterung auf das diskre-
te Problem beschriinken. Ein Paar (z,u) € R*FD7 x R¥ mit 2 = (2, ..., z;) (Zustand,
Trajektorie), u = (ug, ..., ur—1) (Steuerung) mit x; € R", u; € R™ heifit zuldssig fiir
das in der rechten Spalte definierte diskrete Steuerungsproblem, falls

1. iy — o = filxg,uy), i =0,...,k—1.
2. xy = xj ist der vorgegebene Anfangszustand.
3. G(zx) = 0.
4. u; € Q;,1=0,...,k—1.
Die Menge der zuldssigen Paare werde mit M bezeichnet.

(e) Auf der Menge der Eine Diskretisierung der Ziel- Auf der Menge M der
zuldssigen Paare sei funktion mit Hilfe der Recht- zuldssigen Paare sei

eine Zielfunktion durch eckregel liefert F(xz,u) = eine Zielfunktion gege-
F(z,u) = ¢%x(T)) + ¢%xp) + Zf;ol Tif(zs,ui,t;). ben durch F(z,u) =
S O (t), u(e), 1) dt @) + Y i w)
mit ¢g":R" — R und mit  ¢%R" — R,
FOR™ xR™ x [tg, T] — fR* x R™ — R,
R gegeben. 1=0,...,k—1

In der rechten Spalte haben wir damit vollstindig ein diskretes optimales Steuerungs-
problem formuliert, welches wir mit (DOSTP) bezeichnen. Unser Ziel ist es, notwen-
dige Optimalitéitsbedingungen fiir (DOSTP) herzuleiten. Bei M. D. Canon, C. D.
CurLLuM JRr., E. Porak (1970, S.751f.) wird ein geringfiigig allgemeineres diskretes
optimales Steuerungsproblem betrachtet.

Auf das hier vorliegende diskrete optimale Steuerungsproblem wollen wir Satz[7.2] den
Satz von F. John, anwenden. Sei

C = {(z,u) € REFI" 5 RF - g = 2w = (ug, ..., up—1) € Qo X -+ X Q1 }

und g: RE+D7 5 REm 5 RF? 5 R” definiert durch

. (i1 — 2 — filas, Ui))i:o,...,kfl
g(z,u) = < ) ) .
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Das diskrete optimale Steuerungsproblem (DOSTP) kann dann geschrieben werden als

k-1
Minimiere F(z,u) := ¢"(z3) + Z [ (2, u;)  auf
i=0

M = {(x,u) € REI" x RF™ . (1 u) € C, g(z,u) = 0}.

(DOSTP)

Im folgenden Satz formulieren wir die zu (DOSTP) gehorenden notwendigen Optima-
litdtsbedingungen.

Satz 8.20 Gegeben sei das obige diskrete optimale Steuerungsproblem (DOSTP). Sei
(x*,u*) € M eine lokale Lésung von (DOSTP). Die folgenden (unnétig starken) Glatt-
heitsvoraussetzungen an die Daten seien erfiillt:

1. fiR" xR™ — R", i =0,...,k — 1, ist stetig partiell differenzierbar. Mit f;,
bzw. f;, werden die n X n- bzw. n x m-Funktional-Matrix beziiglich des ersten
bzw. zweiten Satzes von Variablen bezeichnet.

2. G:R" — R" ist stetig partiell differenzierbar. Mit G, wird die r x n-Funktional-
matrix bezeichnet.

3. % R" — R und f:R" x R™ — R, i = 0,...,k — 1, sind stetig partiell
differenzierbar. Mit V¢°, V. f? bzw. V,f? werden die zugehorigen Gradienten

bezeichnet.

Ferner seien ; C R™ konvex und abgeschlossen, Rang G.(x}) = r (also maximal).
Dann existieren

Ao >0, n=mMo,M, M) ER" XR" x -+ x R", peR"
mit (\,n) # (0,0) und:
(a) Es gelten die adjungierten Gleichungen
(i1 = 1) = fial@i i) gy = MoV f (25, u5), i=0,. k1.
(b) Es gilt die Transversalitidtsbedingung
—ik = Ga(z3) 1+ AoV (z}).
(c) Es gilt das lokale Pontryaginsche Maximumprinzip
[fou(@ s u7) miga = MoV (7, uf)] " (ws —uf) <0

fiir alle u; € Q0,1 =0,...,k — 1.
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Beweis: Wir wollen Satz[7.2] den Satz von F. John, anwenden. Die Zielfunktion F und
die Restriktionsabbildung ¢ sind in der lokalen Losung (z*,u*) von (DOSTP) stetig
Fréchet-differenzierbar und die Fréchet-Differentiale in (z*,u*) sind gegeben durch

k-1

F'(a*,u)(y,0) = Vg () "y + D _[Va (@], )y + VP (@, u)) o)

=0

g/(x*7u*)<ij> _ ( (yiJrl_yl fzm( “C;>( )yfzu( IR 1) )=O ..... k—1 )
T xk k

Offenbar sind die Voraussetzungen von Satz [7.2] erfiillt: Der Raum X = R*+Dn x REm
“in dem sich alles abspielt”, ist ein Banachraum, die Menge

und

C :={(z,u) € REFD S RF™ g0 = xy, = (Ug,y ..., Uk—1) € Qo X -+ X Y1}

der expliziten Restriktionen ist konvex und abgeschlossen, der Bildraum Y = R¥" x R”
ist endlichdimensional, es treten nur Gleichungen als implizite Restriktionen auf und
die Glattheitsvoraussetzungen an Zielfunktion und Restriktionsabbildung sind erfiillt.
Damit erhalten wir die Existenz eines Tripels (Ao, p, 1) € R x R* x R™\ {(0,0,0)} mit
M >0,p=(p1,...,pr) ER" x --- x R* = R* und

0 < |XF'(z%,u")+ ( /Zj > g’(x*,u*)] (x — 2", u —u*)
k—1
= X[ Vo) (= ) + DIVaf () (o ) + Vf ) ()

Sl — ) — = 1) — a0 0 29) — oo, ) o )]

+ 1t G (@) (2x — )

fiir alle (z,u) € C. Setzt man hier speziell u = v* (und zy = zf), so erhilt man

0 < X [Vg (z)" ( +ZV £ @i i) (s — @)

+szr+l[(xi+1_x:+l)_(x ) fzz( T, z)( Z—SE:)]

+ pt Ga(}) (2x — )

N

-1

= [)\vaffzo( T z)_'_pl pi+1_fi:v< T, z) lerl]T(xi_x;()
1

+ MoV (z}) + Go(zp) 1+ pil” (zh — 27)

fir alle (zy,...,2;) € R® x --- x R® = R¥", Hieraus erhalten wir

i
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L. _(szrl_pz):fm( Ly z) pl+1_)\0vf(z7 z) Z:L"'?k_la
2. —pr = Go(27) 4+ M Vg (27).
Nun definiere man 7 = (79,71, ..., M) € R” x R" x --- x R® = R*+)" qurch

P1+ me(xga ua)Tpl - onmfg(«rg, Ua)a 1= 07
U ‘
Di, Zzl,...,k.

Dann sind offenbar die Bedingungen (a) und (b) erfiillt. Weiter ist (A, 7) # (0,0). Denn
andernfalls wire (g, p) = (0,0), wegen (b) wire G,(x})" 1 = 0 und dann auch p = 0, da
G, (x}) maximalen Rang besitzt. Wir hitten einen Widerspruch zu (Ao, p, 1) # (0,0, 0)
erhalten. Setzt man in der fiir alle (z,u) € C geltenden Ungleichung

T
Mo F' (2%, u*) + ( Z ) g'(x*,u*)] (x — 2", u—u")

speziell x = z*, so erhélt man

E
—_

0< [)‘Ov fo( Ly, z) fzu( Ly s z) pz-i—l] (Uz_uf)

%

Il
=)

fir alle w = (ug, ..., ug—1) € Qo X -+ X Q1. Setzt man u,; := u; fiir j # 14, so folgt
0 S [/\Ovufzo( L, z) fzu( Lss z) p’H—l] (uz - uj) fiir alle U; € Qz

Wegen p;r1 = 041, 4 = 0,...,k — 1, ist damit auch (c¢) und schlieBlich der ganze Satz
bewiesen. O
Beispiel: Wir betrachten ein diskretes optimales Steuerungsproblem mit der Pro-
zessgleichung z;,y — z; = w;, i = 0,...,k — 1, dem Anfangszustand z, = 3, keiner
Endbedingung, dem Steuerbereich Q; = [-1,1], i =0,...,k — 1, und der Zielfunktion

1< 1 14
F(z,u) := —fo = —a:z—i——Za:?
=0 1=0

Eine Anwendung von Satz liefert zu einer Losung (x*, u*) mit

* *

zt = (xg,...,2%), ut = (ugy .., up_q)

die Existenz von A\g > 0, n = (9, ..., mx) € R mit (A, 1) # (0,0) und
(@) —(Mig1 —mi) = Aoz}, 1 =0,...,k—1,
(b) —mk = Aoz},
(€) Miv1(uw; —uf) <0 fir alle w; € [-1,1],i=0,...,k— 1.
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Hier ist notwendig Ag > 0. Denn wire Ay = 0, so folgt aus (a) und (b), dass n =
0, ein Widerspruch zu (Ag,n) # (0,0). Folglich kénnen wir ohne Einschriankung der

Allgemeinheit Ay = 1 annehmen. Zur Losung (x*, u*) existiert also n = (g, ..., nx) mit
(@) =(iv1 —mi) = —a7,i=0,....k—1,

(€) Miv1(uw; —uf) <0 fir alle w; € [-1,1],i=0,...,k— 1.

Wir wollen uns iiberlegen, dass diese Bedingungen auch hinreichend fiir die Optimalitét
einer zuléssigen Losung (z*, u*) sind. Wir beziehen uns nur auf unser Beispiel, konnten
dieses aber ohne grofle Schwierigkeiten wesentlich verallgemeinern, da man erwarten
kann, dass notwendige Optimalitdtsbedingungen bei einer konvexen Optimierungsauf-
gabe auch hinreichend fiir Optimalitét sind. Sei (z,u) eine weitere zuléssige Losung.
Dann ist

1 1
Flo) - Flt ) = 2300 - 15y
=0 =0
k
S
i=0
(wegen $a* — 3b* > b(a — b))
k-1
= D (i —mi) (@i — 27) — me(e — )
=0
(wegen (a) und (b))
k—1 k—1
= Zmﬂ(xz—xf) - ni(zi — 7)) — ne(zr — 27,)
=0 i=1
(wegen xo = zj))
k—1 k—1
= Z i1 (wi — x7) — i1 (Tiv1 — Tipq)
=0 =0
k—1
= ) i@ — wim) — (2] —27)
=0
k-1
= - an‘—i-l(ui - Uf)
=0 >
(wegen der Prozessgleichung und (c))
> 0.

Damit ist nachgewiesen, dass die Bedingungen (a)—(c) auch hinreichend fiir die Opti-
malitdt von (z*, u*) sind.
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Fiir obige konkrete Daten (z§ = 3, ; = [—1,1]) mit £ = 5 ist eine Losung gegeben
durch

(iJ0 1 2 3 4 5|
z[ 3 2 1 0 0 0
w|-1 -1 -1 0 0

m|—6 -3 -1 0 0 0

Denn offenbar sind die Bedingungen (a)—(c) erfiillt. O

9 Der Brouwersche Abbildungsgrad im R"

Ziel dieses Abschnitts ist es, den Brouwerschen Abbildungsgrad im R™ einzufiihren
und seine wichtigsten Eigenschaften zu beweisen. Der hierbei gewéhlte analytische
Weg stammt von E. HEINZ (1959), siehe auch J. M. ORTEGA, W. C. RHEINBOLDT
(1970, Chapter 6), K. DEIMLING (1974, 1985), M. RUZICKA (2004),J. T. SCHWARTZ
(1969), L. NIRENBERG (1974).

9.1 Definition des Brouwerschen Abbildungsgrades

Der Brouwersche Abbildungsgrad ist eine Funktion d, die einem Tripel (F, €2, y) beste-
hend aus einer stetigen Abbildung F:cl (2) C R® — R", einer offenen, beschriankten
Menge @ C R"™ und einem y € R™ mit y ¢ F(0%2), wobei 02 := cl (2) \ Q2 den
Rand von Q) bedeutet, eine ganze Zahl d(F, €2, y) zuordnet. Man ist an Existenzaus-
sagen zu Losungen eines nichtlinearen Gleichungssystems F'(x) = y interessiert. Eine
der wichtigsten Eigenschaften des Abbildungsgrades wird daher sein, dass man aus
d(F,Q,y) # 0 schlieBen kann, dass F(x) = y mindestens eine Losung = €  besitzt.
Weiter wird der Abbildungsgrad die Eigenschaft haben, dass d(F,2,y) = 1 ist, falls
F die Identitdt und y € Q ist. Ferner wird d(-,€2,-) stetig in (F,y) sein, d.h. kleine
Anderungen in F und y #ndern den Abbildungsgrad nicht.

Die Definition des Abbildungsgrades ist nicht ganz einfach und wird schrittweise erfol-
gen. Hierbei benutzen wir die folgenden Bezeichnungen. Bei gegebenem o > 0 nennen
wir ein Element von

W, = {¢ € C[0,00) : Es existiert 6 € (0,a) mit ¢(¢t) = 0 fiir ¢ & [J, o]}
eine Gewichtsfunktion vom Index «. Ist ¢ € W, so ist g: R" — R, definiert durch

g(x) := ¢(||x||2), eine stetige Funktion mit kompaktem Triger auf dem R™, und damit
sind [p, ¢(||z]|2) dz und die Menge

W= {¢ eWor | o(|zls) dx = 1}

wohldefiniert. Hierbei bedeutet || - || natiirlich die euklidische Norm auf dem R™.
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Definition 9.1 Sei F: D C R" — R" stetig differenzierbar auf der offenen Men-
ge D, Q cine offene, beschrinkte Menge mit ¢l (2) C D und y ¢ F(0f2). Fiir eine
Gewichtsfunktion ¢ € W, mit

0 <a <d(F(09),y) = min [|F(z) -yl
definiere man die Abbildung ®: R” — R durch

@@y:{gﬂﬂ@—mmdaﬁ@% o

Hierbei ist F'(x) die Jacobi- oder Funktionalmatrix von F' in x. Dann heift

dy(F,Q,y) ::/ O(z)dx

n

das Abbildungsgrad-Integral von F auf {2 beziiglich y und der Gewichtsfunktion ¢.

Beispiel: Wir betrachten den eindimensionalen Fall, es sei also n := 1. Sei F:R — R
stetig differenzierbar, 2 := (a, b) ein offenes Intervall mit F’(x) > 0 fiir alle z € Q und
F(a) <y:=0< F(b). Sei a < min(—F(a), F(b)) und ¢ € W,,. Dann ist

b F(b) o0
dsF2.0) = [ olF@FE = [ Cotidy= [ oy
a F(a —o0
also ist dy(F,Q,0) =1, falls ¢ € W2. O
Unser erstes Ziel wird der Nachweis dafiir sein, dass das Abbildungsgrad-Integral d
fiir € W! eine ganze Zahl ist und fiir hinreichend kleines o nicht von ¢ abhiingt. Dies
wird dann zur Definition des Abbildungsgrades fiir stetig differenzierbares F fiihren.

Satz 9.2 Sei F: D C R* — R" stetig differenzierbar auf der offenen Menge D und
Q) eine offene, beschrinkte Menge mit cl () C D, ferner sei y ¢ F(0X)). Es wird
angenommen, dass die Jacobi-Matrix F'(x) fiir alle x € T' := {z € Q : F(x) = y}
nichtsingulér ist. Dann gilt:

(a) T' besteht aus hochstens endlich vielen Punkten.

(b) Es existiert ein & € (0,d(F(09),y)) derart, dass fiir alle ¢ € W} mit o € (0, &)
gilt:

Zsign (det F'(z;)), T ={z1,...,zn}

J=1

d¢(Fa Q? y) =

0, r=0.
Beweis: Im ersten Teil (a) des Beweises zeigen wir, dass I aus hochstens endlich vielen
Punkten besteht. Angenommen, dies sei nicht der Fall, es existiere also eine unendliche

Folge {z;} C I'. Wegen I' C ©Q C cl (2) ist I' als Teilmenge der kompakten Menge
cl (2) selbst kompakt. Also besitzt {z;} eine konvergente Teilfolge {z;, } C {x;} mit
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zj, — x € cl (). Da F speziell stetig ist, folgt aus F'(z;,) = y, dass y = F(z). Da
y & F(09), ist x € Q und damit x € I". Nach Voraussetzung ist F’(z) nichtsingular.
Daher konnen wir den Satz tber inverse Funktionen (siehe z.B. J. M. ORTEGA, W.
C. RHEINBOLDT (1970, S.125)) anwenden:

e Sei F: D C R —» R” stetig differenzierbar auf der offenen Menge D. Sei x € D
und F’(x) nichtsingulédr. Dann ist F' ein lokaler Homéomorphismus in x, d. h. es
existieren Umgebungen U bzw. V von z bzw. F(z) derart, dass die Restriktion
Fyy von F auf U ein Héméomorphismus zwischen U und V' ist?]

Hiernach folgt insbesondere, dass F' eine Umgebung U von x eineindeutig auf eine Um-
gebung von y = F(x) abbildet. Fiir alle hinreichend grofien £ ist x;, € U, andererseits
y = F(x) = F(z;,), also z;, = x fiir alle hinreichend groflen k, ein Widerspruch. Also
besteht I' in der Tat aus hochstens endlich vielen Punkten.

Zum Beweis des zweiten Teiles (b) nehmen wir zunéchst an, essei I' = @ bzw. y & F(Q).
Da auch y ¢ F(09), ist y € F(cl (C)). Daher ist der Abstand

d(F(cl (2)),y) := min ||[F(x) -yl
zecl ()
von y zur kompakten Menge F(cl (2)) positiv. Sei & := d(F(cl (2)),y) und a € (0, &)
sowie ¢ € WL Fiir z € ¢l (Q) ist [|[F(z) —y|la > & > a, folglich ¢(||F(z) —y|2) = 0, da-
mit ¢(z) = 0 fir alle z € R und dy(F, 2, y) = 0 nach Definition des Abbildungsgrad-
Integrals.

Um den Beweis des zweiten Teiles (b) abzuschlieflen, nehmen wir jetzt an, es sei
I' = {x1,...,2n} # O. Wegen des Satzes iiber inverse Funktionen existieren offe-
ne Umgebungen U(z;) C €2 von z; und V;(y) von y derart, dass die Restriktion
F; von F auf U(z;) ein Homéomorphismus von U(z;) auf V;(y) ist, j = 1,...,m.
O.B.d. A. ist U(x;) so klein, dass die U(z;), j = 1,...,m, paarweise disjunkt sind
und sign (det F'(x)) konstant fiir x € U(z;) ist. Da es nur endlich viele Umgebungen
V;(y) gibt, gibt es eine Kugel um y, die in allen V;(y), j = 1,...,m, enthalten ist. Also
existiert ein & € (0,d(F(052),y)) mit

K:={zeR": ||z—yl.<a}CVj(y), j=1,....,m.
Man definiere U; := Fj_l(K), j=1,...,m, und wihle a € (0, &), ¢ € W.. Fiir € U;
)

ist F(z) € K, also ||F(z) — y|l2 > & > a und damit ¢(||F(z) — yll2) = 0. Daher ist
O([F(z) —yll2) = 0 fir = & UL, U;. Folglich ist

do(F.Qy) = / O(IIF(x) — yll) det F'(z) da

= 3 [ 1P~y det Fa)da

2D.h. Fy:U — V ist eine eineindeutige Abbildung von U auf V und Fyy bzw. F; ' sind stetig auf
U bzw. V = F(U).
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- O(| Fj(x) = yll2) det Fj(x) d
D [ )l e )

= Zsign(detF’(xj))/F__l(K) O([[F;(x) — yll2)| det Fj(z)| dx

= > sign (et F(ay)) [ (1~ yla)da
j=1 K
(Substitutionsregel)

= > sien @t F(w) [ oo =yl dr
= JR? - y

=1

= Z sign (det F'(x;)).
j=1
Damit ist der Satz bewiesen. O
Unser erstes Ziel ist damit fast erreicht. Wir mussten allerdings in Satz|9.2] die Voraus-
setzung machen, dass F'(x) fiir « € I" nichtsingulér ist. Unser néchstes Ziel ist es, den
folgenden Satz (siche J. M. ORTEGA, W. C. RHEINBOLDT (1970, 6.1.4. auf S. 151))
zu beweisen.

Satz 9.3 Sei F: D C R" — R" stetig differenzierbar auf der offenen Menge D und )
eine offene, beschrinkte Menge mit cl (2) C D. Ist y & F(0Q), so ist

d(bl(Fva@D = d¢>2(Fa Q,Z/)
fiir alle ¢1, ¢y € WL mit a € (0,d(F(99),y)).

Haupthilfsmittel fiir den Beweis von Satz ist der folgende Satz (siehe J. M. OR-
TEGA, W. C. RHEINBOLDT (1970, 6.1.3. auf S.151)). In dessen Beweis steckt die
Hauptarbeit. Wir werden technische Einzelheiten weglassen und nur die Idee zu sei-

nem Beweis angeben. Einen ausfiihrlichen Beweis findet man bei J. M. ORTEGA, W.
C. RHEINBOLDT (1970, S. 169 1t.).

Satz 9.4 Sei F: D C R* — R" stetig differenzierbar auf der offenen Menge D und
Q) eine offene, beschrinkte Menge mit cl (2) C D. Sei y ¢ F(02). Dann gilt: Ist
a € (0,d(F(09),y)) und ¢ € Wy, so ist n(¢) = [ t"'é(t) dt wohldefiniert und
n(¢) = 0 impliziert d,(F, 2, y) = 0.

Beweisidee: Trivialerweise ist 7(¢) wohldefiniert, da ¢(t) = 0 fiir ¢ > a. Der erste
Beweisschritt besteht darin sich zu iiberlegen, dass F' 0. B.d. A. sogar zweimal stetig
differenzierbar ist. Haupthilfsmittel (siehe J. M. ORTEGA, W. C. RHEINBOLDT (1970,
6.5.5. auf S.172)), welches wir aber nicht beweisen werden, hierbei ist:

(1) Sei F': D C R" — R" stetig differenzierbar auf der offenen Menge D und {2 eine
offene, beschréinkte Menge mit cl (2) C D. Dann existiert zu jedem e > 0 eine
zweimal stetig differenzierbare Abbildung G:R" — R" mit

max([|F(z) — G(z)||2, | F'(z) — G'(2)]]2) < € fiir alle z € cl (Q).
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Jetzt kommt der Nachweis, dass wir o. B. d. A. annehmen konnen, dass F' sogar zweimal
stetig differenzierbar ist. Sei o € (0,d(F(09),y)). Zu € € (0,d(F(99),y) — «) existiert
wegen der (hier nicht bewiesenen) Aussage (1) eine zweimal stetig differenzierbare
Abbildung G¢: R" — R™ mit

(%) max(||F(z) — Ge(2)||2, || F' () — GL(x)]|2) < € fiir alle z € ] ().

Fur alle z € 092 ist

1Ge(2) =yl = [[F(x) = ylla = [[F(2) = Ge(x)[]2
2 IIF(ﬂf/‘)—yllz—6
> d(F(09),y) -
> .

Also ist auch d(G.(092),y) > «. Damit ist dy4(G, (2, y) fiir ¢ € W, wohldefiniert. Ist
€1 > 0 gegeben, so ist wegen der Stetigkeit von ¢ und der stetigen Abhéngigkeit der
Determinante einer Matrix von deren Elementen

’d¢<F7Q>y) - dd)(Gea Qay)’ <€

fiir alle hinreichend kleinen € > 0, wobei wir (%) benutzt haben. Wenn wir also zeigen

konnen, dass
77(¢) =0= d¢(G€7 th) = 07

so folgt aus 1(¢) = 0 auch |dy(F,Q,y)| < €; und, da €; beliebig, sogar dy(F, 2, y) = 0.
Dabher ist es keine Beschrinkung der Allgemeinheit anzunehmen, dass F' sogar zweimal
stetig differenzierbar ist.

Der zweite Beweisschritt besteht darin nachzuweisen, dass der Integrand bei der Defi-
nition von dy(F, (2, y), ndmlich

B(1r) = { AIF(E) —yle)debFa), = Zg

sich als Divergenz darstellen ldsst, d.h. dass eine stetig differenzierbare Abbildung
P:R" — R", P(x) = (p1(2),...,pa(x))T, existiert mit

div P(x Z@x pi(z) = ®(z).

Nun sei F: D C R* — R" auf D zweimal stetig differenzierbar, o € (0,d(F(052),y))
sowie ¢ € W, mit n(¢) = 0. Man setze
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Da nach Definition von W, zu ¢ € W, ein § € (0,a) mit ¢(s) = 0 fir s ¢ [0, o
existiert, ist ¢(t) = 0 fiir ¢ € [0, 6] (wir sagen: ¢ verschwindet auf einer Umgebung von
0), ¥ € C*0,00) und

t
W) = —n! / sy ds + - 1 (0)
0
= —nt () +tg(),
folglich
' (t) + nap(t) = o(t).

Wegen 0 = n(¢) = [ s" ¢(s)ds ist auch (t) = ™" [[*s"1P(s)ds = 0 fiir t > «,
also ¢ € W,. Man definiere dle Abbildungen H:R" — R"™ und G D cCcR"— R"

durch
H(z) = ([[z]l2)z,  G(z) = H(F(z) - y).

Naheliegenderweise sei
H(z) = (h(2),....ha(2))",  G(z) = (91(2),..., gal@))".

Da # in einer Umgebung von ¢ = 0 verschwindet und die euklidische Norm || - ||z in
einem Punkt x # 0 stetig differenzierbar ist mit

0 0 “ /2 [L'i

=

ist H:R" — R"™ und damit auch G: D C R" — R" stetig differenzierbar. Ferner ist

"\ 0
divH(z) = Y([|zl2)z;

==§Z@“W”m||+¢wﬂ”)

= EWﬂMMh+Wﬂﬂm
= oll2)-

Nun benétigen wir eine weitere Hilfsaussage:

(2) Sei F: D C R" — R"™ zweimal stetig differenzierbar auf der offenen Menge D,

F@) = (e S @)= (50).

Sei a;;(x) der Kofaktor des (i, j)-Elementes von F'(x), d. h. die Determinante der
(n—1) x (n — 1)-Untermatrix von F’(x), die durch Streichen der i-ten Zeile und
j-ten Spalte entsteht, multipliziert mit (—1)"*/. Fiir alle z € D gilt dann:

E)
1. 0y; det F'(x) Zaﬂ fk ), k,j=1,...,n,



. aaij .
2. ;8%(33):0,2:1,...,71.

Denn: Fiir den ersten Teil 1. unterscheide man zwischen den Féllen £ = j und k # j.
Fiir k£ = j wird behauptet, dass

det F'(z) = Z aji<x)g_£z(x)a

=1

was richtig ist, da es nichts anderes als die Entwicklung von det F’(z) nach der j-ten
Zeile von F'(z) ist. Nun betrachten wir den zweiten Fall k # j. In F’(x) ersetze man
die j-te Zeile durch die k-te Zeile. Die entstehende Matrix hat zwei gleiche Zeilen,
ihre Determinante ist also gleich Null. Eine Entwicklung dieser Determinante nach der
j-ten Zeile liefert die Behauptung. Fiir einen Beweis von 2. verweisen wir auf J. M.
OrTEGA, W. C. RHEINBOLDT (1970, S.170-171).

Nun setzen wir den zweiten Beweisschritt fort. Dieser besteht im Nachweis dafiir, dass
eine stetig differenzierbare Abbildung P:R" — R™ mit div P(x) = ®(z) fiir alle
x € R" existiert. Wir erinnern an die Definition der Abbildungen H und G. Hiernach
ist

Fir x € D sei auch im folgenden a;;(z) der Kofaktor des (i, j)-Elementes von F'(z).
Wir definieren P:R" — R", P(z) = (p1(),...,pn(2))T, durch

Z aji(x)g;(z), x€Q,
j=1

pi(z) = i=1,...,n.

Fir z €  ist dann

div P(z) = Zapf(x)




ox; oxy,
=1 k=1 =1 ,
@)1
= > 5kjdetF’(x)L(F(w)—y)
- Oxy,
=1 k=1

= (div H)(F(z) —y) det F'(z)
= (| F(z) = yll2) det F'(x)
= O(x).

Da ® und P auflerhalb von 2 verschwinden, ist div P(z) = ®(z) fiir alle x € R"™. Der
zweite Beweisschritt wird abgeschlossen durch den Nachweis dafiir, dass P: R" — R"
stetig differenzierbar ist. Dass P auf (2 stetig differenzierbar ist, ist klar, da F' und G
auf D stetig differenzierbar sind und cl (2) C D gilt. Wir iiberlegen uns, dass P auf
einer Umgebung des Randes 0€) von () verschwindet, woraus dann die Behauptung
folgt. Denn wegen der Stetigkeit von F' und wegen a € (0,d(F(012),y)) existiert eine
Umgebung U(992) von 09 mit ||F(x) —y||2 > « fiir alle x € U(99). Wegen ¢ € W, ist
fir € U(092) dann

G(x) = P(|1F(z) — yll2)(F(x) —y) = 0.

>
NV

=0

N

Folglich ist auch P(z) = 0 fir z € U(092), womit der zweite Beweisschritt abgeschlossen
ist.

Im dritten Beweisschritt iiberlegen wir uns zunéchst die Giiltigkeit der folgenden Hilfs-
aussage:

(3) Sei P:R"™ — R" eine stetig differenzierbare Funktion mit kompaktem Trager.
Dann ist

/ div P(z) dz = 0.

Denn: Der Tréger von P sei in @ := {x € R" : ||z]|» < a} enthalten. Dann ist

/divP(m)dm = /divP(z)dw
" Q
n e aai
_ ;/_a.../_aaii(x)dxl...d:cn

= 0

wegen
“ Op;
—a axz

(z) dz; = pi(a) — pi(—a) = 0.

134



Da die im zweiten Beweisschritt konstruierte Abbildung den Voraussetzungen der letz-
ten Aussage geniigt, ist

0= / div P(z) dz — / (z) dx = dy(F,Q, y).

Damit ist Satz[9.4] (mit Liicken) bewiesen. O
Beweis von Satz Sei a € (0,d(F(99),y)) und seien ¢1,p, € W'. Wie in Satz
sel n(¢) == [;° s"¢(s)ds fiir ¢ € W,. Dann ist

¢ = n(p1)p2 — n(p2)p1 € Wy

und

n(¢) = n(o1)n(2) — n(d2)n(¢1) = 0.
Nun wende man Satz (9.4 mit der Identitéit : R™ — R" (statt F') und

Q={zeR": ||z -yl > 2a}

(statt Q) an. Fiir z € 9O ist ||z — y|l2 = 2 > « und daher ist y ¢ 1(9Q°) = 9Q°
und « € (0,d(1(99°),y)), daher sind die Voraussetzungen von Satz [9.4] erfiillt und wir

erhalten
0=dy(1,2y) = | 6(z—ylla) de = / o(all2) de.
R" R”

Damit wird

0 = [ ollal)dr
= 9(00) [ oulllll)dz = ntéa) [ onllal)do

-~ -~

=1 =1

(wegen ¢y, gy € W1)
= n(¢1) — n(¢2)
= 7I(¢1 - ¢2)-

Wiederum nach Satz [0.4] ist

0= d¢1*¢2(Fvay) = d¢1(F7Q>y) - d¢>2(F7Q7y)-

Damit ist Satz [0.3] bewiesen. O
Aus Satz folgt insbesondere: Sind ay, a € (0,d(F(09),y)) und ¢; € W, , i =1,2,
s0 ist dg, (F,Q,y) = dg,(F,Q,y). Denn sei z.B. a; < as. Dann ist ¢, ¢, € W, aus
Satz folgt die Behauptung. Damit ist die folgende Definition sinnvoll.

Definition 9.5 Sei F: D C R" — R" stetig differenzierbar auf der offenen Menge
D und Q eine offene, beschrankte Menge mit cl () C D. Dann ist der Brouwersche
Abbildungsgrad d(F,,y) von F in einem Punkt y ¢ F(0Q) in Bezug auf 2 definiert
durch

d(F> Q, y) = d¢(F7 Q, y),
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wobei ¢ € W2 mit a € (0,d(F(09),y)) beliebig ist?] .

Der Abbildungsgrad ist bisher nur fiir stetig differenzierbare Funktionen definiert wor-
den. Wir zeigen zunichst, dass der abbildungsgrad d(F, (2, y) stetig von F abhéngt
und iibertragen die Definition des Abbildungsgrades auf stetiges F' mit Hilfe des Wei-
erstralschen Approximationssatzes.

Satz 9.6 Scien F,G: D C R" — R" zwei stetig differenzierbare Abbildungen auf der
offenen Menge D und ) eine offene, beschrinkte Menge mit cl () C D. Sei ferner
y & F(09). Ist dann a € (0,d(F(09Q),y)) und sup,c o) [|1F(x) — G(x)|2 < 3o, so ist
d(F,Q,y) =d(G,Q,y).

Beweis: Sei o := 1o und p: [0,
p(t) =1 fir t € [0,2a0] und p(t)
R™ — R", definiert durch

H(z) = (1= p[F(z) = yll2)) F(2) + p(([F(z) = yll2) G(z),

stetig differenzierbar auf D, was durch Inspektion ersichtlich ist. Ferner ist

o0) —> [0, 1] stetig differenzierbar auf [0, c0) mit
= 0 fiir t > 3ap. Dann ist die Abbildung H: D C

[H(x) = F(x)ll2 = plll F(z) = yll2) |G(2) = Fz)]2 < ao  fiir alle z € cl ()

€0.1]

und daher

[1H(x) =yl = [F(z) —ylls = [[H(x) = F(z)]ls > 6ag fiir alle z € 09,

d(F(09),y)>Tao <ao

(

Y

folglich d(H(99),y) > 6ag. Mit einem beliebigen ¢ € Wy, ist also d(H,Q,y) =

ds(H, S, y) wohldefiniert. Der Beweis erfolgt nun in zwei Schritten.
(a) Esist d(H,Q,y) =d(F,Q,y).
Denn: Man wihle ¢; € Wy, mit ¢;(t) = 0 fiir t € [0, 4cy). Fiir alle 2 € cl () ist dann

[H(2) = ylla < |F(x) = yll2 + | F(x) = H(@)ll; < [[F(x) = yll2 + ao,

vV
<ap

sodass ¢1(||F () — yll2) = &1 (|| H(z) — y||2) = 0, falls ||F(x) — y||2 < 3. Ist dagegen
|F(z) — ylla > 3ap, so ist u(||F(z) — y||2) = 0 (nach Definition von p) und folglich
H(z) = F(x) (nach Definition von H). Daher ist

O (|H(x) — yll2) det H'(x) = ¢1(||F(z) — y||2) det F'(z) fiir alle x € cl (Q)

und folglich
d(H, 8%, y) = d,(H,Q,y) = dy, (F,Q,y) = d(F, €, y).

2Es treten (in Vergangenheit, Gegenwart und Zukunft) hoffentlich keine Missverstindnisse auf.
Der Abstand des Punktes y zu der Menge F(012) bezeichnen wir mit d(F(09),y), wihrend der Ab-
bildungsgrad von F' in einem Punkt y ¢ F(09) beziiglich © durch d(F,,y) bezeichnet wird.
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(b) Esist d(H,Q,y) = d(G,Q,y).
Denn: Fiir alle z € 0X) ist

1G(x) = ylla = [[F(z) —ylly = [ F(z) = G@)llz > [[F(x) = yll2 — ao > Bag.

>d(F(09),y)>Tao <ap

Sei ¢y € W,,. Wegen d(G(99Q),y) > 6oy > ap ist dann d(G,Q,y) = dg,(G,Q,y).
Ist ||F(z) — ylla > 20, so ist ||G(z) — y|l2 > 2ap — a—ap und entsprechend auch
|H () — yll2 > ao, folglich

$2([G(x) = yll2) = ¢2(| H(z) — yll2) = 0.

Ist dagegen ||F(z) — y|l2 < 2ap, so ist u(||F(z) — y|l2) = 1 und folglich H(z) = G(z),
also

G2 ([|G(z) — yll2) det G'(z) = ¢o(||H(x) — y||2) det H'(z) fiir alle z € cl (Q).

Daher ist
d(H> Q> y) = d¢>2 (Hv Qa y) = d¢2<G7 Qa y) = d(G, Qa y)

insgesamt ist der Satz bewiesen. O

Wir definieren nun den Brouwerschen Abbildungsgrad d(F,(2,y) fiir stetiges F und
zeigen im anschlieBenden Satz, dass diese Definition sinnvoll ist.

Definition 9.7 Sei F:cl (2) € R* — R™ stetig, wobei 2 C R™ eine offene, be-
schrankte Menge ist. Sei y ¢ F(09). Sind dann Fy: D C R" — R", k € N, Abbil-
dungen, welche stetig differenzierbar auf der offenen Menge D O cl (€2) sind und fiir
die

lim ||[F, — F|| = lim sup [[Fi(z)— Gg(z)]2 =0

k—00 k—o0 recl (Q)
(d.h. {F}} konvergiert auf cl (Q) gleichméBig gegen F'), so wird der Brouwersche Ab-
bildungsgrad von F' in y beziiglich ) definiert durch

d(F,Q,y) := lim d(Fy, Q,y).

Satz 9.8 Sei F:cl (2) C R" — R" stetig, wobei 0 C R™ eine offene, beschréink-
te Menge ist. Sei y ¢ F(02). Dann ist der Brouwersche Abbildungsgrad d(F,$),y)
wohldefiniert.

Beweis: Im ersten Teil des Beweises iiberlegen wir uns, dass eine Folge { F},} von Abbil-
dungen Fj: D C R® — R" existiert, welche stetig differenzierbar sind auf der offenen
Menge D D cl (2) und welche auf cl (2) gleichméBig gegen F' konvergiert. Dies ergibt
sich aber sofort aus dem Weierstrafischen Approrimationssatz, der aussagt, dass eine
stetige reellwertige Funktion auf einer kompakten Menge cl (2) C R™ gleichméBig durch
eine Folge von Polynomen (in n Variablen) approximiert werden kann. Das entspre-
chende gilt dann natiirlich auch fiir stetige Vektorfunktionen F:cl (2) C R* — R".
Im zweiten Teil des Beweises zeigen wir, dass d(Fj, €2, y) fiir alle hinreichend grofien %
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wohldefiniert ist und limy_, o, d(Fg, 2,y) existiert. Sei a € (0,d(012),y). Fiir alle x € 0
ist

[Ex () = ylla 2 [[F'(z) = yll2 = [[Fr(z) = F(2)]l2 = d(F(092),y) = [[Fi(x) = F(2)]l2
und daher d(Fy(052),y) > « fiir alle hinreichend grofien k, etwa alle k > ky. Damit ist

d(Fg,Q,y) fiir alle & > ko wohldefiniert. Als konvergente Folge ist {F}} eine Cauchy-
folge, damit existiert ein k; > kg mit

1 .
|y — Fj|| = sup ||[Fk(z) — Fi(z)|2 < -« fir alle k, 5 > ky.

zecl ()

Wegen Satz ist d(Fy, Q,y) = d(Fy,,Q,y) fir alle k£ > ki, sodass limy_,o d(Fg, 2, y)
trivialerweise existiert. Im dritten Teil des Beweises bleibt zu zeigen, dass d(F, €2, y) von
der Wahl der Folge {F;} unabhéngig ist. Sei daher {G}} eine weitere Folge von Abbil-
dungen Gi: D C R" — R", die auf der offenen Menge C cl (Q2) stetig differenzierbar
sind und fiir die limg_,o |G — F|| = 0. Dann ist

1
1Fke = Gyll < [[Fi = Fl + | = Gyl < —a

fiir alle hinreichend grofien k, j und damit nach Satz auch d(Fy, Q,y) = d(G,,Q,y)
fiir alle hinreichend grofien k, j. Der Satz ist damit bewiesen. O

9.2 Eigenschaften des Brouwerschen Abbildungsgrades

Wichtig ist die Beantwortung der Frage, unter welchen Variationen an die Abbildung F
der Abbildungsgrad d(F, 2, y) konstant bleibt. Satz gab eine Antwort fiir den Fall,
dass F' stetig differenzierbar ist. Dieses Ergebnis wird im folgenden Satz auf stetiges F
iibertragen.

Satz 9.9 Sei Q) C R" offen und beschrénkt, F:cl () C R" — R" stetig, y ¢ F(09)
und a € (0,d(F(09),y)). Ist auch G:cl (Q) C R* — R” stetig und

1
IG = Fl = sup [|G(z) = F(2)ll < -o,
zecl ()

so ist d(F,,y) = d(G,Q,y).

Beweis: Der Beweis ist einfach. Haupthilfsmittel sind die Dreiecksungleichung und
Satz[0.6] siehe auch J. M. ORTEGA, W. C. RHEINBOLDT (1970, 6.2.1. auf S.156). O

Eine wichtige Folgerung ist der folgende Satz.

Satz 9.10 (Homotopie-Invarianz) Sei Q2 C R" offen, beschriankt und
H:cl(Q) x[0,1] CR" xR — R"

stetig. Ferner sei y # H(x,t) fiir alle (z,t) € 0Q x [0,1]. Dann ist d(H(-,t),,y)
konstant fiir t € [0, 1].
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Beweis: Wir definieren
J = {t € [07 1] : d(H(a t)> Qay) = d(H(v O)a Qa y)}

Dann ist J # 0, da 0 € J. Auf der kompakten Menge cl (2) x [0, 1] ist die stetige
Abbildung H gleichméfig stetig. daher existiert ein § > 0 derart, dass

|H (-, s)— H(-,t)|]2 < 2a fiir alle s,¢ € [0,1] mit |s — ¢ < 4,

wobel

“= (I,t)gélnx[oﬂ H (l‘, ) y”Q

Dabher ist o € (0,d(H (09, t),y)) fiir alle t € [0, 1]. Wegen Satz[9.9] gilt
St 01], |s— 1] < 6 = d(H(,5),9,y) = d(H(-1), 0, ).

Hieraus folgt [0,46] C J, [36,6] C J usw. Nach endlich vielen Schritten erhélt man,
dass [0,1] C J und das war zu zeigen. 0

Ein Spezialfall von Satz ist

Satz 9.11 Seien F,G:cl (2) C R" — R™ zwei stetige Abbildungen und Q2 C R™ offen
und beschrankt. Sei y € R™ ein Punkt mit

y {1 —-t)F(x) +tG(z) : (z,t) € 02 x [0, 1]}.
Dann ist d(F,Q,y) = d(G,Q,y).
Beweis: Man definiere H:cl () x [0,1] — R"™ durch H(z,t) := (1 — t)F(z) + tG(z)
und wende Satz [0.10] an. O

Bemerkungen: 1. Satz [0.11] zeigt, dass der Abbildungsgrad d(F, (2, y) nur von den
Werten von F' auf 0f), nicht aber von den Werten von F in {2 abhéngt. Denn offenbar
gilt:

e Sei Q) C R” offen, beschrinkt und F:cl () C R* — R" stetig. Sei ferner
G:cl (2) C R" — R” eine stetige Abbildung mit F(z) = G(x) fiir alle x € 0SQ.
Fiir jedes y ¢ F(09) ist dann d(F,Q,y) = d(G,Q,y).

2. Eine weitere Folgerung aus Satz ist:

e Scien F,G:cl () C R* — R" zwei stetige Abbildungen, wobei 2 C R" offen,
beschrankt. Mit einem y € R™ gelte

|F(x) — G(x)||2 < ||[F(z) —y|l2 fiir alle z € 0.
Dann ist d(F,Q,y) = d(G,Q,y).

Denn: Angenommen, es existiert (z,t) € 0Q x [0,1] mit y = (1 —¢)F(z) +tG(x). Dann
ist
ly = F(2)ll2 = ]| F(z) = G(z)|2 < [|[F(z) = G(2)]]2,
ein Widerspruch.
3. Eine weitere Folgerung aus Satz [0.11] ist:
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e Seien f,g:cl (2) C R* — R™ zwei stetige Abbildungen, wobei 2 C R™ offen,
beschréinkt. Es sei |g(x)| < |f(x)] fiir alle x € 9. Dann ist d(f + ¢,9,0) =
d(f,Q,0).

Denn: In Satz setze man F := f, G:= f 4+ g und y := 0. a

Bisher wurde der Einfluss der Abbildung F' auf den Abbildungsgrad d(F,€2,y), in den
nichsten Sétzen wird die dagegen die Abhéngigkeit des Abbildungsgrades d(F, €, y)
von y und 2 untersucht.

Satz 9.12 Sei F:cl (2) C R® — R” stetig und Q@ C R™ eine offene, beschréinkte
Menge. Ist y ¢ F(02) und z € R" beliebig, so ist d(F — z,Q,y — z) = d(F,Q,y).
Hierbei ist die Abbildung F' — z natiirlich durch (F — z)(x) := F(z) — z definiert.

Beweis: Es geniigt, die Behauptung fiir eine auf einer offenen Menge D O cl (2)
stetig differenzierbare Abbildung F' nachzuweisen. Sei G := F — z und ¢ € W! mit
a € (0,d(F(09),y)). Wegen

O([G(x) = (y = 2)|l2) det G'(x) = o([|F'(x) — yll2) det F'(x)
folgt die Behauptung. O

Satz 9.13 Sei F:cl (2) C R" — R™ stetig, 2 C R™ eine offene, beschrinkte Menge.
Seien y°,y' € R™ zwei Punkte, welche durch eine stetige Kurve p:[0,1] C R — R"
verbunden werden kénnen (d. h. es ist p(0) = 3°, p(1) = y'), die F(9Q) nicht trifft
(d. h. es es ist p(t) & F(0RQ) fiir alle t € [0,1]). Dann ist d(F,Q,y") = d(F,Q, y').

Beweis: Man definiere die stetige Abbildung H:cl (2) x [0,1] C R* x R — R™ durch
H(z,t) := F(x) — p(t). Dann erhalten wir

d(F,Q,9y°) = d(F—y",Q,0)
(Satz[9.12)
= d(H(-,0),9Q,0)
= d(H(-,1),9Q,0)
(Satz [9.10)
= d(F —y',Q,0)
= d(F,Qy")
(Satz,

womit die Behauptung bewiesen ist. O

Satz 9.14 Sei F:cl () C R" — R”" stetig und Q@ C R™ wie auch Q4,...,Q,, C Q
offene, beschréinkte Mengen mit Q; N €Y = O fiir i # j und cl (Q) = U~ cl (). Ist
dann y ¢ Jj_, F(0%Y), so ist d(F,Q,y) = >0 d(F,Q,y).

Beweis: Aus y & U;n:1 F(0Q,) folgt y ¢ F(0€;), 7 = 1,...,m. Daher ist d(F,;,y)
wohldefiniert, j = 1,...,m. Andererseits zeigt eine leichte Uberlegung, dass 99 C
Uz, 0, sodass auch y ¢ F(99Q) und damit d(F,2,y) wohldefiniert ist. Wiederum
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geniigt es, die Behauptung fiir eine auf einer offenen Menge D D cl (2) stetig differen-
zierbare Abbildung F' nachzuweisen. Wir beachten Definition wihlen ¢ € W! mit
hinreichend kleinem « > 0 und benutzen die Additivitat des Integrals. a

Der folgende Satz (siehe J. M. ORTEGA, W. C. RHEINBOLDT (1970, S. 158)) sagt aus,
dass der Abbildungsgrad d(F, €2, y) konstant bleibt, wenn man aus 2 eine abgeschlos-
sene Menge () herausnimmt, die einen leeren Durchschnitt mit {z € Q : F(z) = y}
hat.

Satz 9.15 Sei F:cl () C R® — R™ stetig, wobei ) C R™ eine offene, beschréinkte
Menge ist. Sei y ¢ F(0L2). Dann gilt:

1. Ist @ C cl(Q) eine abgeschlossene Menge mit y ¢ F(Q), so ist d(F,Q,y) =
d(F,Q\ Q,y).

2. Isty & F(Q), so ist d(F,Q,y) = 0.

Beweis: Die Abbildung F' kann als auf einer offenen Menge D D cl () stetig differen-
zierbare Abbildung angenommen werden, da der allgemeine Fall wieder durch Appro-
ximation von F' durch stetig differenzierbare Abbildungen folgt. Da () kompakt ist und
y & F(Q), ist n := d(F(Q),y) > 0. Nun wihle man « € (0, min(n, d(F(09),y))) und
¢ € WL Dann ist ¢(||F(x) — y|l2) = 0 fiir z € Q, folglich dy(F,Q,y) = dy(F,Q\ Q,y)
und damit d(F,Q,y) = d(F,Q\ Q,y). Ist y ¢ F(2) bzw. dann sogar y ¢ F(cl (Q2)), so
ist ¢(||F(z) —yll2) = 0 fiir ¢ € W} mit o € (0,d(F(cl (R2)),y)), folglich dy(F,,y) =0
bzw. d(F,,y) = 0 (siche auch Satz[9.2] (b)). O
Von den wesentlichen Eigenschaften des Abbildungsgrades ist nur noch die Ganzzahlig-
keit nachzuweisen. Dies wird wieder schwieriger, wobei die Hauptarbeit in dem Beweis
eines Lemmas von Sard steckt.

Lemma 9.16 (Sard) Sei F: Q2 C R® — R" auf der offenen Menge ) stetig differen-
zierbar und C' := {x € Q : F'(z) ist singuldr}. Dann hat F(C) das Maf Null.

Beweis: Zur Erinnerung:

e Eine Menge M C R"™ hat das Maf Null, falls es zu gegebenem e > 0 abzahlbar
viele Quader @);, 7 € N, mit Inhalt ¢; gibt derart, dass M C U;’;l (); und
> ;21 ¢ < €. Unter einem Quader (oder auch Hyperrechteck) versteht man dabei
eine Menge () der Form

Q;: {x0+2a]h704] S [0,1], ]: 1,...,71},
j=1

wobei 2° € R” und h',...,h" € R" paarweise orthogonal und von Null verschie-
den sind. Ist v := ||ht]|o = - -+ = ||h"]|2, s0 sprechen wir statt von einem Quader
von einem Kubus der Seitenlinge ~v. Der Inhalt q eines Quaders () ist definiert
durch ¢ := []j_, [[#7[l2. In Abbildung @ veranschaulichen wir uns einen Quader
im R2. Man beachte, dass die abzihlbare Vereinigung von Mengen vom Maf Null
ebenfalls das Mafl Null besitzt.
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Abbildung 6: Ein Quader im R?

Die offene Menge €2 C R" kann als abzdhlbare Vereinigung von Kuben @Q); C €2, j € N,
geschrieben werden. Mit C; := {z € Q; : F'(z) ist singuldr geniigt es zu zeigen, dass
F(C;) das Maf3 Null besitzt, j € N.

Der Gang des Beweises ist nun der folgende.

1. Seien ein Kubus ) C 2 und ein € > 0 gegeben. Sei
C:={zx €@ : F'(z) ist nichtsingulér}.
Unser Ziel besteht darin nachzuweisen, dass F'(C') das Mafl Null besitzt.

2. Der Kubus @ habe die Seitenlédnge v. Man teile  in m” (kleine) Kuben P; der
Seitenldnge v/m. Dies wird fiir n = 2 und m = 3 in Abbildung [7| dargestellt. Sei

Abbildung 7: Unterteilung eines Kubus

u € C beliebig. Dann ist u € @ in einem der kleinen Kuben der Seitenlédnge v/m
enthalten, sei dies etwa P,. Der Durchmesser von P, kann durch y/ny/m nach
oben abgeschétzt werden. Denn ist

P, = {y°+zajk;j:aj e [0, 1], jzl,...,n}
j=1
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mit y° € R” und paarweise orthogonalen k' ... k™ mit ||k|y = -+ = ||k"]], =
~v/m, so ist fiir beliebiges x € P, offenbai™| ||z — ull» < v/n7y/m und folglich

P, C{z e R": ||z — ulls < V/ny/m}.
Da F' in u differenzierbar ist, gibt es zu € > 0 ein § > 0 mit
|z —ully <6 = [[F(z) = Fu) = F'(u)(z = u)l2 < €]lz = ull2.
Man wihle m nun so gro8, dass /ny/m < §. Dann ist

|F(x) — F(u) — F'(u)(z —u)|s < €|lx —ullz < ev/ny/m fiir alle x € P,.

3. Unser néchstes Ziel besteht darin, F'(P,) in einem moglichst kleinen Quader (bzw.
einer flachen Dose) einzuschlieffen und damit das Maf von F'(P,) nach oben durch
den Inhalt dieses kleinen Quaders abzuschétzen. Hierzu definiere man die affin

lineare Abbildung B:R™ — R" durch B(z) := F(u) + F'(u)(z — u). Da F'(u)
singulér ist, liegt B(P,) in einem affinen Teilraum des R™ mit einer Dimension
<n —1. Wegen
|F(z) — B(x)|2 < ev/ny/m fiir alle x € P,
ist F'(P,) in einer ey/ny/m-Umgebung von B(P,) enthalten. Ferner ist
|B(x) — F(u)|s < B|lz — ullz < Bv/ny/m fiir alle z € P,,

wobei = max,eq ||F'(2)|. Da B(P,) in einem affinen Teilraum des R™ einer
Dimension < n—1 enthalten ist, existiert eine Hyperebene H im R" mit B(P,) C
H. Wir nehmen an, H habe die Darstellung

H={zeR": (i)Tz=¢c}

mit ||A']|; = 1 und ¢ € R. Man ergéinze h' durch h2,..., h" zu einem (vollstéindi-
gen) Orthonormalsystem des R™. Sei x € P, beliebig. Beziiglich des Orthonor-
malsystems {h',... h"} hat F(z) — F(u) € R" eine eindeutige Darstellung

F(z)— F(u) = Z AR

25Denn: Seien . .
r=y"+> k!, u=y"+> Bk
=1

j=1
mit o, 3; € [0,1], j =1,...,n. Dann ist

n

o= ulls = 2 (3t - 517 R

Jj=1
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mit \; € R, j = 1,...,n. Wir schiitzen |\;| = (W/)7(F(z)—F(u)| ab,j =1,...,n.
Der Fall j = 1 spielt eine Sonderrolle. Hier beriicksichtigen wir nédmlich, dass

F'(u)(z — u) = B(z) — B(u) € B(P,) — B(P,)

als Differenz zweier Elemente aus B(P,) auf einer zu H parallelen Hyperebene
durch den Nullpunkt liegt bzw. ()T F'(u)(x — u) = 0 gilt. Daher ist

Ml = (B (F(x) = F(u))
= |(W) (F(x) = F(u) = F'(u)(z — u)
< Pz 1F() = F(u) = F'(u)( = u)])
hnd
< ev/ny/m.
Fir j =2,...,n ist ferner
Al = ()T (F () = F(u)ll2
<

1B ]|2 | F(z) — F(u)]|2

—

| F(x) = F'(u) = F'(u)(z — w2 + [[F'(u)(z — u)|2
ev'ny/m+ By/ny/m

(e + B)v/ny/m.

Nun definiere man h', h%, ..., h" durch
Al = sign (\)(ev/ny/m)Rt, B = sign (\))((e + B)vny/m)h?, §=2,...,n.

Hierbei vereinbaren wir, dass sign (\;) = 1, falls \; = 0. Dann lésst sich F(z) €
F(P,) darstellen als

IA A

F(z) = F(u) + Z )\jﬁj = F(u) + Zajhj
=1 =1
mit a; € [0,1], j =1,...,n. Also ist
F(P,) C Q, = {F(u) +Y ol oy e0,1], j=1,... n}
j=1

Weiter ist .
Inhalt (Qu) = [ [ 177l = e(e + 8)" " (Vny/m)".
j=1

Damit ist es uns gelungen, F(P,) in einer flachen Dose einzuschlieflen.

. Zum Finale des Beweises beachten wir, dass C' in héchstens m™ solcher Kuben
P, und damit F(C) in hochstens m™ von Quadern @, enthalten ist. Daher ldsst
sich das Mafl von F(C) durch

m"e(e + B)" " (Vny/m)" = e(e + B)" (V)"
nach oben abschétzen. Mit € — 0+ erhalten wir, dass F'(C') das Mafi Null besitzt.
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Das Lemma von Sard ist bewiesen. O

Satz 9.17 Sei F:cl () C R" — R" stetig, wobei {2 C R™ eine offene und beschréankte
Menge ist. Dann ist d(F, ), y) fiir jedes y & F(0S2) ganzzahlig.

Beweis: Es geniigt offenbar wiederum, die Behauptung fiir den Fall zu beweisen, dass
F auf einer offenen Menge D D cl () stetig differenzierbar ist.

Da y ¢ F(02) existiert eine Umgebung U(y) von y mit U(y) N F(9Q2) = O. Sei nun
V' C U(y) ebenfalls eine Umgebung von y. Dann ist VN (R™\ F(C)) # O, wobei wieder

C:={x € Q: F'(z) ist singulér}.

Denn wiare V N (R*\ F(C) = O, so ware V. C F(C), ein Widerspruch dazu, dass
F(C) wegen des Lemmas von Sard das Maf Null besitzt. In jeder hinreichend kleinen
Umgebung von y existieren also Punkte, die weder zu F'(9€2) noch zu F(C) gehoren.
Also existiert eine Folge {*} mit y* ¢ F(9Q)UF(C), k € N, und lim,_,, y* = y. Ferner
kann angenommen werden, dass die Folge {y*} in einer Kugel B(y;¢) um y mit dem
Radius € liegt, welche einen leeren Durchschnitt mit F/(02) hat: B(y;e) N F(0Q2) = O.
Nun koénnen y* und y durch eine stetige Kurve py: [0, 1] € R — R™ verbunden werden,
welche F(99) nicht trifft. Man definiere nimlich py(t) := (1 — t)y* + ty. Fiir t € [0, 1]
ist pr(t) € B(y;€) und daher pi(t) ¢ F(092), k € N. Nach Satz ist d(F,Q,y*) =
d(F,Q,y), k € N. Zu zeigen bleibt also die Ganzzahligkeit von d(F, 2, y*). Diese folgt
aber aus Satz Ist ndmlich [y := {z € Q: F(z) = y*}, so ist F'(x) nichtsingulir
fir € T'y. Es gibt zwei Moglichkeiten. Ist Ty = @, so ist d(F,Q,y*) = 0. Im zweiten
Fall (T # @) ist T, notwendigerweise endlich, und d(F,Q,y*) = 3" . sign det F'(z)
ganzzahlig. Damit ist der Satz bewiesen. O

9.3 Existenzsitze fiir nichtlineare Gleichungssysteme

Nun kommen wir zu Existenzsétzen iiber die Losbarkeit nichtlinearer Gleichungssyste-
me.

Satz 9.18 (Kronecker) Sei F:cl (Q2) C R" — R" stetig, wobei 2 C R" eine offene,
beschrinkte Menge ist. Ist y ¢ F(02) und d(F,Q),y) # 0, so besitzt die Gleichung
F(z) = y mindestens eine Losung in €).

Beweis: Hitte F'(z) = y keine Losung in €2, so wire y ¢ F(£2). Der zweite Teil von
Satz ergibt d(F, ), y) = 0, ein Widerspruch. O

Eine direkte Anwendung von Satz[9.18]ist selten méglich, da eine Berechnung des Abbil-
dungsgrades ein nichttriviales Problem ist. Dagegen ist der Satz ein Hilfsmittel fiir den
Beweis weiterer Existenzsitze wie des Brouwerschen Fixpunktsatzes, eines der berithm-
testen Sitze der Analysis (fast wortlich nach J. M. ORTEGA, W. C. RHEINBOLDT
(1970, S.161)). Siehe auch Abschnitt 37 bei http://num.math.uni-goettingen.de/
werner/schmankerl.pdf, wo ein anderer Beweis angegeben wird.

Satz 9.19 (Brouwer) Sei G: K C R" — R" stetig auf der nichtleeren, kompakten
und konvexen Menge K. Die Abbildung G bilde K in sich ab, d. h. es sei G(K) C K.
Dann besitzt G einen Fixpunkt in K, d. h. es existiert ein z* € K mit G(z*) = x*.
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Beweis: Es geniigt, den Brouwerschen Fixpunktsatz fiir den Fall zu beweisen, dass
K := BJ[0;1] die abgeschlossene euklidische Einheitskugel ist, also der Abschluss der
offenen euklidischen Einheitskugel ©Q := B(0;1) ist. Dies wird z.B. in Abschnitt 37
bei http://num.math.uni-goettingen.de/werner/schmankerl.pdf begriindet. Wir
werden hier diese Argumentation im wesentlichen noch einmal wiederholen.

1. Sei K := BJ[0;r] die abgeschlossene Kugel um 0 mit dem Radius r > Ound damit
K =l (Q) mit Q := B(0;r). Man definiere die Homotopie H: K x [0,1] C R* x R —
R™ durch H(z,t) := x — tG(x). Angenommen, G habe keinen Fixpunkt in K = cl (§2),
es sei also 0 ¢ (I — G)(cl (2)). Wir wollen den Satz tiber die Homotopie-Invarianz
anwenden und zeigen hierzu, dass 0 # H(z,t) fir alle (z,t) € 0Q x [0,1]. Fiir t = 1 ist
dies nach Annahme der Fall. Fiir (z,t) € 0Q x [0,1) ist

[H (2, )l = llz = tG(@)ll2 = [lz]l = t|G(z) = r = t[|G(2)[l2 = (1 = t)r >0,
also sind die Voraussetzungen von Satz erfiillt. Wir erhalten

0 = d(I—-G,Q,0)
(wegen des zweiten Teiles von Satz [9.15))

= d(H(-,1),Q,0)
= d(H(-,0),Q,0)
(wegen Satz [0.10)
d(1,9,0)
1,

wobei wir am Schluss die Definition des Abbildungsgrades (fiir stetig differenzier-
bare Abbildungen) benutzt haben. Damit haben wir den gewiinschten Widerspruch
erhalten und der Brouwersche Fixpunktsatz ist fiir den Fall, dass K eine (abgeschlos-
sene) Kugel um den Nullpunkt ist, bewiesen.

2. Sei nun K C R”™ nichtleer, konvex und kompakt. Man wahle » > 0 so grof3, dass
K C B[0;7]. Zu y € B|0;r] existiert G(y) € K mit ||G(y) — yll2 = mingex ||z — y|l2,
da K kompakt. Da K konvex ist, ist G’( ) eindeutig bestimmt. Also ist die Abbildung
G: B[0;r] — K wohldefiniert. Weiter ist G auf K die Identitiit. Wir zeigen, dass G
stetig ist. Sei {xx} C BJ0;7] eine Folge mit limy_,o, xx = z. Es ist limy G(xk) =
G(x) zu zeigen. Hierzu geniigt es zu zeigen, dass jede konvergente Teilfolge {é’(xk )}

von {G(zx)} den Limes G(z) besitzt. Denn ‘angenommen, dies sei der Fall und im
Widerspruch zur Behauptung gelte G(xk) s (G( ). Dann existiert ein € > 0 und eine
Teilfolge {G(xk )} mit ||G(xk) G(z)|l2 > e fir alle j. Da {G(xk )} € K und K
kompakt ist, besitzt wiederum {G (7x,)} eine konvergente Teilfolge, die nach Annahme
gegen G(z) konvergiert, was wegen Hé(xk ) — G(z)||; > € nicht méglich ist. Sei also
{G(mk )} C {G(xk)} eine gegen ein z € K konvergente Teilfolge. Wir zeigen, dass

|z —z||y = ||z —G(x)]|2, woraus z = G(z) wegen der Eindeutigkeit einer Minimallsung
folgt. Angenommen, dies wére nicht der Fall, d.h. es wire ||z — G(2)[]2 < [z — 2|2
Man wihle ein € > 0 so klein, dass sogar noch 3¢ + ||z — G(z)]|2 < ||z — z||2. Fiir alle
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hinreichend groflen j ist dann

le =2l < Jlo =l + Jaw, = Glaw)lls + [Gla,) — 2lls

<e <llar,~G(a)l <
< 2+ ||lag, — G(@)|]
< 2+ ok, — alla + |lz — G(2)]2
< e+ ||z — G()|l2

<z =22

ein Widerspruch. Damit ist die Stetigkeit der Abbildung G: B [0;7] — K gezeigt.

3. Die zusammengesetzte Abbildung GoG: B[0;7] — K C BJ0;r] ist stetig und besitzt
wegen des ersten Teiles des Beweises einen Fixpunkt 2* € K. Da G auf K die Identitét
ist, ist G(z*) = 2* und folglich

= GoGz*) = G(G(z")) = G(z¥).

Also ist z* € K ein Fixpunkt von G, der Brouwersche Fixpunktsatz ist bewiesen. O

Bemerkungen: 1. Unter den Voraussetzungen des Brouwerschen Fixpunktsatzes kann
natiirlich nicht die Eindeutigkeit eines Fixpunktes erwartet werden, wie das Beispiel
G = I zeigt.

2. Die Konvexitédtsbedingung an K im Brouwerschen Fixpunktsatz kann ein wenig
abgeschwicht werden. Es geniigt, dass K homdomorph zu einer kompakten, konvexen
Menge im R" ist. O

Satz 9.20 (Leray-Schauder) Sei Q2 C R” eine offene, beschréankte Menge mit 0 € €,
G:cl () C R* — R” stetig. Sei G(x) # Az fiir alle (x,\) € 02 x (1, 00). Dann besitzt
G einen Fixpunkt in cl ().

Beweis: Man definiere wieder die Homotopie H:cl (©2) x [0, 1] — R"™ durch
H(z,t) =z —tG(x).

Es sind zwei Fille moglich. Im ersten existiert ein z € 092 mit x = G(x), wir sind fertig.
Im zweiten Fall ist  # G(z) fir alle x € Q. Um den Satz iiber die Homotopie-
Invarianz anwenden zu koénnen, wollen wir H(z,t) # 0 fir alle (z,t) € 09 x [0,1]
nachweisen. Dies ist fiir ¢ = 0 richtig. Da ndmlich 0 € € und 2 offen ist, ist 0 € 02
bzw. x = H(x,0) # 0 fiir x € 0. Weiter ist

H(z,t) =t{t 'z — G(x)) #0 fiir (z,t) € 9Q x (0,1],
N————
#0
es ist also auch fiir ¢ € (0, 1] richtig. Daher ist
1= d(Ia Qa O) = d(H(a O)? Q? 0) = d(H(> 1)7 Qa O) = d([ - Ga Qa O)
Aus dem Satz folgt die Behauptung. O

Als letzten Existenzsatz in diesem Unterabschnitt formulieren und beweisen wir
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Satz 9.21 Die Abbildung G:R"™ — R" sei stetig und streng monoton, d. h. es exis-
tiere eine Konstante ¢ > (0 mit

(G(x1) — G(x2)) (21 — 22) > c||wy — a2||3  fiir alle 21, 29 € R".
Dann besitzt die Gleichung G(x) = u fiir jedes u € R™ genau eine Losung.
Beweis: Die Eindeutigkeitsaussage ist trivial. Denn ist G(z1) = G(x2) = u, so ist
0= (G(z1) = G(a2))" (w1 — 22) 2 c |21 — 223,
also x1 = x9. Fiir den Existenzbeweis definieren wir die Homotopie
H(z,t):=(1—t)x 4+ tG(x)

und die (offene) Kugel
B(0;r) :={z € R" : ||z|]2 < r},
wobei 7 > 0 so groB gew#hlt wird, dass H(x,t) # u fiir alle (z,t) € 9B(0;7) x [0, 1].
Mit Gy := ||G(0)]|2 und beliebiges x € R™ ist
IG@)]212]l2 = Gz)"z > cllz]; + G(0)" = > c|lz]; — Go llz]l2-

Fiir beliebiges (z,t) € 0B(0;7) x [0,1] und r > 19 := Gp/c, wobei wir o.B.d.A.
€ (0,1) annehmen koénnen, ist dann

[H(z, )5 = (1—1)?|z]3+2t(1 — )G (x)"z + || G(x)]3

= (1=t +2t(1 —t)(G(z) — GO) Tz +2t(1 — )G(0) "z
+t2||G( Ik
(

> (1=t +2t(1 — t)er® — 2t(1 — t)Gor + 2 ||G(2) I3
> (1 —=t)*r* 4+ 2t(1 — t)r(cr — Go) + t*(cr — Gy)?

= [(1=t)r+tler — Go))?

= [(1 = t)r +te(r —ro))?

> c(r—m)?,

wobei wir am Schluss ¢ € (0, 1) ausgenutzt haben. Wahlt man also r > r( so gro, dass
c(r —rg) > ||lu|l2, so ist H(x,t) # u fir alle (z,t) € 0B(0;7) x [0, 1]. Eine Anwendung
von Satz iiber die Homotopie-Invarianz liefert

d(1,B(0;r),u) =d(H(-,0),B(0;7),u) =d(H(-,1), B(0;7r),u) = d(G, B(0;7), u).

Nach Wahl von r ist insbesondere ||u|ls < r, folglich d(0B(0;7),u) = r — ||ul|s. Nach
Definition des Abbildungsgrades fiir stetig differenzierbare Abbildungen ist

d(I,B(0;7),u) = de(I, B(0;r),u) = /B(o~ )gb(Hx —ully)dr =1

mit einem beliebigen ¢ € W}, wobei @ € (0,7 — |lul]2). Aus Satz [9.18, dem Satz von
Kronecker, folgt die Behauptung. O
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9.4 Anwendungen

In diesem Unterabschnitt wollen wir auf einige Anwendungsméglichkeiten der angege-
benen Existenzséitze, speziell des Brouwerschen Fixpunktsatzes, eingehen.

Zunéchst soll mit Hilfe des Brouwerschen Fixpunktsatzes ein Teil des Satzes von Perron-
Frobenius (siehe Abschnitt 59 bei http://num.math.uni-goettingen.de/werner/
schmankerl.pdf) bewiesen werden.

Satz 9.22 Sei A = (a;j);j=1,..n €ine positive n x n-Matrix, d. h. es sei a;; > 0, ,j =
1,...,n. Dann besitzt A einen positiven Eigenwert A mit einem zugehdrigen positiven
FEigenvektor x.

Beweis: Sei ||- ||, die durch ||z, := 77, |2;] definierte Betragssummennorm auf dem
R"™. Ferner definiere man

K:={zeR":2>0, x| =1}
Dann ist K C R" nichtleer, kompakt und konvex. Sei ferner F: K — R" definiert

durch A

Dann ist F' auf K stetig und wegen A > 0 ist offenbar F/(K) C K. Aus dem Brouwer-
schen Fixpunktsatz folgt die Existenz von € K mit F/(z) = . Dann ist Az = ||Az||; z.
Aus z > 0 und A > 0 folgt Ax > 0 und damit x > 0. Der Satz ist bewiesen. a
K. P. HADELER (1971) hat mit Hilfe des Brouwerschen Abbildungsgrades die Existenz
einer Losung einer inversen Eigenwertaufgabe gezeigt. Das Problem ist das folgende:

o Gegeben seien eine reelle, symmetrische n x n-Matrix A = (a;;) und reelle Zahlen
s1 > -+ > S,. Gesucht ist eine reelle n x n-Diagonalmatrix V = (v;0;;) der-
art, dass A + V die Eigenwerte si,...,s, besitzt. O.B.d. A. kann angenommen
werden, dass die Diagonalelemente von A gleich Null sind.

Unter etwas schérferen Voraussetzungen als bei Hadeler soll auf etwas einfachere Weise
die Existenz einer Losung des obigen inversen Eigenwertproblems gezeigt werden.

Satz 9.23 Gegeben seien eine reelle, symmetrische n x n-Matrix A = (a;;) mit ver-
schwindenden Diagonalelementen und reelle Zahlen s; > --- > s,. Sei

n

gi::Z\aijl>O, 1=1,...,n
j=1
J#

und

si — Six1 > 2(9i + git1), i=1,...,n—1
Dann existiert eine Diagonalmatrix V = (v;0;;) derart, dass A + V die Eigenwerte
S1,...,8, besitzt und

giFE].
26Von K. P. HADELER (1971, Satz 1) wird die schwiichere Voraussetzung s; —s; 11 > 2max(g;, gi11),
t=1,...,n— 1, gemacht. Siehe auch H. JEGGLE (1979, S.115fF) und K. DEIMLING (1985, S. 20).

|Ui_3i’§gi7 izl,...,n,
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Beweis: Man definiere die Menge
Q={veR":|v,—s<g,i=1,...,n}
und eine Abbildung F:cl (2) x [0,1] — R™ durch
F(v,t):=(1—-t)hv+tEWA+V).

Hierbei bedeutet
EW(A+ V)= (M), .., A(v)T

den durch A\ (v) > --- > A, (v) geordneten Vektor der Eigenwerte von
A + V = (aij + Uidij)-

Offenbar ist F' stetig. Das Problem ist gelost, wenn wir zeigen kénnen, dass ein v €
cl () mit F(v,1) = s existiert, wobei s := (s1,...,5,)7. Es ist F(v,0) = v # s fiir
alle v € 0. Wir unterscheiden zwei Félle. Im ersten Fall existiert ein v € 92 mit
F(v,1) = s, dann sind wir fertig, da die Aussage in diesem Fall richtig ist. Im zweiten
Fall ist F(v,1) # s fiir alle v € 9. Wir wollen zeigen, dass dann auch F(v,t) # s
fur alle (v,t) € 092 x (0,1). Dies zeigen wir durch Widerspruch und nehmen an, es sei
s = F(v,t) mit einem Paar (v,t) € 992 x (0,1). Sei i € {1,...,n — 1} beliebig. Wegen
v eI Ccl () ist

—0i <8 — U < Gi,  —Gix1 S Vg1 — Sit1 < Gy
Durch Addition dieser beiden Ungleichungen erhalten wir
—(gi + giv1) < (8i — sit1) — (Vi —viy1) < gi + gina

und damit
Vi — Vit1 > (Si — Siv1) — (gi + giv1) > gi + giy1 > 0.
Speziell ist vy > -+ > v,. Wegen s = F(v,t) ist

si= (1=t +t\(w), i=1,...,n,

und damit )

;‘Si_vi’:‘)‘i(v)_vila ’L:L,TL
Wir wollen zeigen, dass |\;(v) —v;| < g5, 4 =1,...,n. Ist dies gelungen, so erhalten wir
leicht den gewiinschten Widerspruch. Denn wegen v € 09X existiert ein iy € {1,...,n}

mit |v;, — S| = ¢i,- Damit erhalten wir

1

;gio = |/\i0 (U) - vi0| < Gigs

was wegen t € (0, 1) (und g;, > 0) ein Widerspruch ist. Um die gewiinschte Abschétzung
|IAi(v)—v;| < giyi = 1,...,n, zu erhalten, benotigen wir eine Aussage iiber Gerschgorin-
Kreise, die wir nicht beweisen wollen (siehe z. B. J. WERNER (1992, S. 3)).
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e Sei B = (b;j) eine komplexe n x n-Matrix. Man definiere

giIIZ‘CLU|>O, ?::1,...,77,,
j=1
J#
und die Kreise
Dann gilt:

1. |J_, enthilt alle Eigenwerte von B.

2. Sind die Kreise Gy, ...,G, paarweise disjunkt, so enthélt jedes G;, 1 =
1,...,n, genau einen Eigenwert von B.

Bei der Anwendung ist das reelle Intervall (der Gerschgorin-“Kreis” zu einer symme-
trischen Matrix ist ein Intervall!)

GZ(U)Z{AER|)\_UZ|§QZ}ﬂ izl)"'vnv

der i-te Gerschgorin-“Kreis” zu der symmetrischen Matrix A + V. Fiir v € ¢l () sind
die Intervalle G1(v),...,G,(v) paarweise disjunkt, wie sofort aus der Voraussetzung
Si — Six1 > 2(gi + giv1) bzw. v + giv1 < vy —gi, © = 1,...,n — 1, folgt. Aus der
obigen Aussage iiber Gerschgorin-Kreise folgt |\;(v) — v;| < ¢;, i = 1,...,n. Wie wir
gesehen haben, ist damit s # F(v,t) fiir alle (v,t) € 9Q x [0,1]. Aus Satz folgt,
dass d(F(-,t),€, s) auf [0, 1] konstant ist, also

A(F(-,0),9,s) = d(I,Q,s) = d(F(-,1),9, s)

gilt. Wegen Satz ist d(1,9,s) = 1. Aus Satz 9.18, dem Satz von Kronecker, folgt
die Behauptung. O

Beispiel: Das folgende Beispiel soll mehr prinzipieller Natur sein und die Idee skizzie-
ren, wie mit Hilfe des Brouwerschen Fixpunktsatzes die Existenz periodischer Losungen
von Differentialgleichungssystemen nachgewiesen werden kann.

Gegeben sei das Differentialgleichungssystem & = f(x,t), wobei

fl(ZL'l, c. ,ZL‘n,t)
flz,t) = ., [R" xR — R"

fn<$1, ey Ip, t)
Die Abbildung f habe in der letzten Variablen ¢ eine Periode w > 0, es sei also f(x,t) =
f(z,t+w) fiir alle (z,t) € R™xR. Die Frage ist: Besitzt das Differentialgleichungssystem
& = f(x,t) eine w-periodische Losung?
Der Einfachheit halber (dies lasst sich wesentlich abschwichen) machen wir die folgende
Voraussetzung: Die Anfangswertaufgabe

T = f(x,t), z(0) =1
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besitzt fiir jedes xy € R™ eine eindeutige Losung z(+; zo) auf [0, 00), diese hdnge stetig
von dem Anfangswert xy ab.
Man definiere die Abbildung 7:R™ — R™ durch T'(zg) := z(w; (). Angenommen,
xg ist ein Fixpunkt von 7. Dann ist z(t) := x(¢;x¢) eine w-periodische Losung von
& = f(x,t). Denn sei y(t) := z(t +w). Dann gilt

gt) = it +w) = flz(t +w),t +w) = flalt +w), 1) = f(y(t),t)
und

y(0) = 2(w) = z(w;x9) = T(x) = xo.

Wegen der vorausgesetzten eindeutigen Losbarkeit von Anfangswertaufgaben ist x(t) =
y(t) = z(t+w). Da T nach Voraussetzung stetig ist, folgt die Existenz eines Fixpunktes
aus dem Brouwerschen Fixpunktsatz, falls eine nichtleere, konvexe, kompakte Menge
K C R" existiert, die durch T in sich abgebildet wird. O

Als weitere Anwendung beweisen wir, dass eine gewisse Wachstumseigenschaft einer
stetigen Abbildung F:R"™ — R™ ihre Surjektivitdt impliziert, siche K. DEIMLING
(1985, S.19).

Satz 9.24 Sei F:R" — R" stetig und F(z)Tx/||z|s — oo fiir ||z||s — oo. Dann ist
F(R") = R"™ bzw. F surjektiv.
Beweis: Sei y € R" gegeben. Wir definieren H:R"™ x [0,1] — R™ durch
H(z,t):=(1—-t)z+tF(x) —y
und mit r > 0 die offene Kugel
B(0;r) :={z e R" : ||z|2 < r}.
Wir werden wir zeigen, dass wir 7 > 0 so grofl wihlen konnen, dass H(x,t) # 0 fiir alle
(x,t) € 0B(0;7) x [0,1]. Fiir (x,t) € 0B(0;7) x [0, 1] ist
H(z,t)'z = (1—-t)r* +tF(z2)"z —y"x
> (1—t)r? +tF(x) 'z — ||yllar
po= (A=) = llyllz) + t(F (@) =/ [zl = ly]l2)]

> 0,
und daher auch H(xz,t) # 0, falls wir 7 > ||y||2 so gro wihlen, dass F(x)Tz/|z|2 >
|lyll2- Wegen Satz(9.10f dem Satz iiber die Homotopie-Invarianz, ist d(H (-, t), B(0;r),0)
konstant fir ¢ € [0, 1]. Daher ist
= d(H(-,0),B(0;r),0)
= d(H<> 1)7 ( ;T)7 0)

= d(F —vy,B(0;1),0),

wobei wir fiir die erste Gleichung Satz zusammen mit Definition benutzt haben.
Wegen Satz besitzt die Gleichung F(x) = y eine Losung in B(0;r), womit die
Behauptung bewiesen ist. a
Als weitere Anwendung geben wir an (siehe z. B. K. DEIMLING (1985, S.20)):

B(0
B(0
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Satz 9.25 (Igelsatz) Sei() C R" offen, beschréankt mit 0 € Q und F: 02 — R"\ {0}
stetig. Sei ferner n ungerade. Dann existiert ein o € 052 und ein A # 0 mit F'(x¢) = Axy.

Beweis: Wegen des Fortsetzungssatzes von TietzeFZ] konnen wir o. B.d. A. annehmen,
dass F' sogar auf cl () definiert und stetig ist. Da n ungerade ist, ist d(—1,£2,0) =
(—1)" = —1 (wegen 0 € Q ist 0 € 00). Ist d(F,,0) # —1 (beachte, dass 0 ¢ F(09)
nach Voraussetzung), so besitzt die Abbildung H:cl (2) x [0, 1] — R™, definiert durch
H(z,t) := (1 —t)F(z) — tx, eine Nullstelle (xg,t9) € 92 x (0,1). Denn andernfalls
wiire d(H (-, t),$,0) wegen Satz[0.10, dem Satz von der Homotopieinvarianz, auf [0, 1]
konstant, was wegen d(H(+,0),$,0) # —1 und d(H(-,1),9,0) = —1 nicht der Fall ist.
Dann ist F(zg) = to(1—t9) 'z und die Behauptung ist richtig. Ist dagegen d(F,,0) =
—1, so definiere man H:cl () x [0, 1] — R"™ durch H(z,t) := (1 —t)F(z)+tx. Genau
wie im eben diskutierten ersten Fall erhalten wir die Existenz von (xg, ty) € 0€2 x (0, 1)
mit H(zg,to) = 0 bzw. F (o) = —to(1 — to) 'wo. Die Aussage des Satzes ist also auch
in diesem Fall richtig. a
Bemerkung: Im Igelsatz sei speziell 2 := B(0; 1) die offene (euklidische) Einheitskugel
im R"™ mit dem Rand S := 0B(0;1). Ist F: S — R" \ {0} stetig und n ungerade, so
existiert nach dem Igelsatz ein o € S mit F(zg)Txo # 0. Es gibt fiir ungerades n also
keine stetige Abbildung F: S — R" mit F(z) # 0 und F(z)"z = 0 fiir alle x € S,
auf S gibt es also kein stetiges, nichtverschwindendes Tangentenvektorfeld. Oder: In
ungerader Raumdimension kann ein Igel nicht stetig gekdmmt werden. a

9.5 Der Satz von Borsuk
Die Gleichung F'(x) = y besitzt eine Losung in €, falls d(F, 2, y) # 0 (sieche Satz|9.18]).

Um dies nachzuweisen kann der folgende Satz von Borsuk niitzlich sein.
Eine Menge Q2 C R™ heifit symmetrisch (beziiglich des Ursprungs), falls Q = —Q (bzw.

mit z € Q auch —x € Q). Ferner heifit F: Q) — R" ungerade auf der symmetrischen
Menge €, falls F'(—x) = —F(x) fiir alle x € Q.

Satz 9.26 (Borsuk) Sei 2 C R" offen, beschréankt und symmetrisch mit 0 € 2. Die
Abbildung F:cl () — R" sei stetig, ungerade auf Q@ und 0 ¢ F(0S2). Dann ist
d(F,Q,0) ungerade.

Beweis: Wir folgen dem sehr schonen Beweis von W. GROMES (1981). Der Beweis
basiert auf der folgenden Hilfsaussage, in deren Beweis die Hauptarbeit steckt.

e Unter den Voraussetzungen des Satzes von Borsuk existiert zu jedem € > 0
eine stetige Abbildung G:cl (2) — R", welche auf ) stetig differenzierbar und

2"Der folgende Spezialfall, der aber fiir unsere Zwecke ausreicht, wird z. B. bei K. DEIMLING (1974,
S.21) bewiesen:

e Essei (X,d) ein metrischer Raum, A C X abgeschlossen, (Y, ||-||) ein linearer normierter Raum
und F: A — 'Y stetig. Dann existiert eine stetige Fortsetzung F' von A auf X, d. h. eine stetige
Abbildung F: X — Y mit F(x) = F(z) fiir alle z € A.
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ungerade ist (d.h. es ist G(—z) = —G(x) fiir alle z € ), mit

IF = Gl = max [|[F(x) = G(z)[ls < e
zecl ()

und der Eigenschaft, dass G'(z) € R™*" fiir alle x € Q mit G(x) = 0 nichtsingulér
ist.

Zunéchst wollen wir uns davon iiberzeugen, dass aus dieser Hilfsaussage der Satz von
Borsuk folgt. Fiir hinreichend kleines € > 0 ist d(F,2,0) = d(G,,0), wie sofort aus
der Definition und der Ganzzahligkeit des Abbildungsgrades folgt. Wegen Satz (a)
ist I' :== {x € Q : G(x) = 0} endlich. Da G ungerade ist, ist 0 € I'. Insbesondere ist
also I' # . Aus Satz (b) folgt daher, dass

d(G,Q,0) = sign (det G'(0)) + Z sign (det G'(x)).
2€T\{0}

Die rechts stehende Summe ist eine gerade Zahl! Elemente aus I'\ {0} treten ndmlich in
Paaren auf, denn mit x ist auch —z ein (von x verschiedenes) Element aus I'\{0}. Weiter
ist G’ gerade, und folglich die rechts stehende Summe gerade und der Abbildungsgrad
D(G,,0) (und damit auch d(F,,0)) ungerade. Es geniigt also, die obige Hilfsaussage
zu beweisen.

Zum Beweis der Hilfsaussage iiberlegen wir uns zunéchst, dass wir o. B.d. A. anneh-
men konnen, dass F' sogar auf ) stetig differenzierbar und F’(0) nichtsingular ist. Bei
vorgegebenem € > 0 finde man hierzu zunéchst eine auf ) stetig differenzierbare und
auf cl (Q2) stetige Funktion Gy:cl (2) — R™ mit

€
IF = Gall = max |IF(@) = Gi(@)la < 5.

Zu G1 bestimme man den ungeraden Teil Ga:cl (2) — R™, nédmlich
G (z) = 1[G (z) — Gi(—x)].
Dann ist G5 ungerade. Da F' ungerade ist, ist

IF(z) = Ga(2)2 = |I5[F(z) = F(=2)] = 3[Gi(2) = Gi(~2)]l2
I3

<

und folglich ||F'— Gsl| < €/2. Sei nun ¢ € R, |4 hinreichend klein und § kein Eigenwert
von G5(0).Dann ist G5 ungerade, G%(0) nichtsinguldr und

[ = Gsl| < | = Gall + 0] max [zfls <e.
zecl ()

Damit ist nachgewiesen, dass wir o.B.d. A. annehmen koénnen, dass F' sogar auf ()
stetig differenzierbar und F”(0) nichtsinguldr ist.

Zunachst erinnern wir an das Lemma [9.16] von Sard:
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e Sei H:Q) C R" — R™ auf der offenen Menge () stetig differenzierbar und
C:={x € Q: H'(x) ist singuldr}.
Dann hat F(C') das Maf Null.
Firk=1,...,n sei
Sy i ={z = (21,...,2,) € R" : 2, = 0}, Qe =2\ (S1N---NSk).
Offenbar ist dann
Q={reQ:z;#0fiireini e {1,...,k}}, Q, =0\ {0}.

Jetzt definieren wir induktiv stetige, ungerade Funktionen Gy:cl () — R, k =
1,...,n, die auf Q stetig differenzierbar sind, fiir die

|F — Gi|| = max ||F(z) — Gr(2)|2 <€,
z€cl (Q)

und fiir die G (x) nichtsingulér ist fiir alle € Q) mit Gi(x) = 0. Dann wird G := G,
die gesuchte Abbildung sein, da wir auch noch nachweisen werden, dass G7,(0) = F'(0).

Zunichst definiere man Hy: Q; = Q\ S — R” durch

Mit
Cy :={x € Oy : H{(z) ist singulér}
hat die Menge H,(C}) wegen des Lemmas von Sard das Mafl Null. Insbesondere ist in

jeder Kugel um den Nullpunkt ein Punkt enthalten, der nicht zu H;(C}) gehort. Wir
konnen also ein y € R™ \ H,(C}) finden mit ||F — G1|| < ¢, wobei

Gi(z) := F(z) — 23y,

Offensichtlich ist Gi:cl () — R™ stetig, ungerade und auf 2 stetig differenzierbar.
Fiir z € Q) mit Gy (z) = 0ist yV) = H,(x) und damit = & C; bzw. H}(x) nichtsingulsr.
Wegen Hj(z) = (1/23)G)(z) ist auch G} () nichtsingulir.

Fiir ein & < n sei eine stetige, ungerade Abbildung Gy:cl (2) — R"™ gegeben, die
auf Q stetig differenzierbar ist, mit ||F' — Gg|| < € und der Eigenschaft, dass G} (z)
nichtsingulér ist fiir alle x €  mit Gy(x) = 0. Wir definieren Hy 1:Q\ Spy1 — R”

durch
1

Hpa(z) = . Gi(z).

Mit
Ci1 = {2 € Q\ Spy1 : H,(x) ist singuldr}
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hat die Menge Hj1(Cky1) wegen des Lemmas von Sard das Mafl Null. Wie im In-
duktionsanfang konnen wir ein y*+Y € R™\ Hy,(Cyy1) finden mit |[F — G| < e,
wobei
Gryr(2) = Gr(x) — 2y,

Offensichtlich ist Gyq:cl () — R” stetig, ungerade und auf 2 stetig differenzierbar.
Es bleibt zu zeigen, dass G, (z) fiir alle € 1y mit Gj41(x) = 0 nichtsingulér ist.
sei also ein x € Q4 mit Giyq(z) = 0 gegeben. Es ist Qg1 = (Q\ Ski1) U (2% N Ski1)-
Daher machen wir eine Fallunterscheidung.

(a) Ist z € Q\ Sk41, so kann man wie beim Induktionsanfang argumentieren. Wegen
Gry1(z) = 0 ist dann namlich y**V = Hy 4 (z) und damit @ € Cyy1 bzw. Hj,(z)
nichtsingular. Wegen H,_,(z) = (1/z}_,)G}, () ist auch G () nichtsingulér.

(b) Ist x € Qg N Sky1, also insbesondere xp1; = 0, so ist Gyi1(x) = Gg(x) und
Gloyr () = G (x). Wegen x € , und Gi(x) = 0 ist nach Induktionsannahme
G, () nichtsingulédr. Also ist auch Gj,,(z) nichtsingulér.

Durch G := G,, ist also die gesuchte Abbildung gefunden, wenn wir noch zeigen kénnen,
dass G'(0) nichtsingulir ist. Wegen Gy (x) = F(z) — 23y ist G7(0) = F'(0) nichtsin-
guldr. Aus Gyi1(2) = Gi(z) — 23y k=1,...,n— 1, ist G'(0) = G,,(0) = F'(0).
Am Anfang des Beweises der Hilfsaussage hatten wir uns iiberlegt, dass o. B.d. A. u.a.
angenommen werden kann, dass F’(0) nichtsinguldr ist. Damit ist nachgewiesen, dass
die konstruierte Abbildung G alle in der Hilfsaussage geforderten Eigenschaften besitzt,
diese also bewiesen ist. Damit ist auch der Satz von Borsuk bewiesen. O

Bemerkung: Mit Hilfe des Satzes [9.11] (Homotopie-Invarianz) erhélt man aus dem
Satz von Borsuk die folgende Variante (siche K. DEIMLING (1985, S. 22)):

e Sei Q) C R™ offen, beschrédnkt und symmetrisch (beziiglich des Nullpunkte) und
0 € Q. Sei G:cl () — R™ stetig, 0 ¢ G(0N) und G(—z) # AG(z) fiir alle
x € 002 und alle A > 1. Dann ist d(G,€2,0) ungerade.
Denn: Man definiere F:cl (2) — R” durch F(z) := G(z) — G(—z). Da F ungerade
ist, ist d(F,€2,0) wegen des Satzes von Borsuk ungerade. Fiir alle (z,t) € 09 x [0, 1]
ist (1 —t)F(z) +tG(z) # 0 und daher wegen Satz d(G,9,0) = d(F,,0). Denn
wiire dies nicht der Fall, existierte also ein Paar (z,t) € 02 x [0, 1] mit

0 = (1-HF()+tG(x)
= (1-1)[G(x) — G(—x)] + tG(z)
— G(2) - (1-1)G(-a),

so wire t € [0,1) wegen 0 € G(92) und daher

1
G(—z) = 1—¢ G(z),
~—~—
>1
ein Widerspruch zu G(—x) # AG(x) fiir alle (2, \) € 99 x [1,00). O

Wir geben zwei Anwendungen des Satzes von Borsuk an.
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Satz 9.27 (Borsuk-Ulam) Sei 2 C R" offen, beschrankt und symmetrisch mit 0 €
Q. Ist F: 000 — R™ mit m < n stetig, so existiert ein x € 02 mit F(x) = F(—x).

Beweis: Wir konnen o. B. d. A. annehmen, dass F stetig auf cl (£2) ist, siche den Beweis
von Satz(9.25, Man definiere F:cl (Q) — R™ x R*™ = R” durch F(z) := (F(z),0).
AnschlieBend definieren wir G:cl () — R” durch G(z) := F(z) — F(—z). Dann ist
G stetig und auf Q ungerade. Angenommen, es sei G(z) # 0 fiir alle x € 9 bzw.
0 & G(99). Wegen Satz[9.26] dem Satz von Borsuk, ist d(G, €, 0) ungerade und daher
insbesondere d(G,$2,0) # 0. Mit » € (0,d(0,G(012))) sei B[0;r] die abgeschlossene
Kugel um Null mit dem Radius . Wegen Satz ist d(G,Q,0) = d(G,Q,y) fiir jedes
y € B0;r], da p(t) := ty & G(99) fiir alle t € [0,1]. Wegen Satz[9.18] dem Satz von
Kronecker, ist y € G(Q) fiir alle y € B[0;r], also B[0;r] C G(2) bzw. der Nullpunkt
des R" ein innerer Punkt von G(2). Da die letzten n — m Komponenten von Punkten
aus G(Q2) aber verschwinden, hat man einen Widerspruch erreicht. Also existiert ein
x € 00 mit G(x) = 0 bzw. mit F(z) = F(—x). Der Satz ist bewiesen. O

Bemerkung: Ist Q C R? die Erdkugel, 9Q die Erdoberfliche und ist F:9Q — R?
dadurch gegeben, dass jedem Punkt P € 0 ein Paar bestehend aus der in P zu einer
bestimmten Zeit herrschenden Temperatur und Luftdruck zugeordnet wird. Unter der
Voraussetzung, dass diese Abbildung F' stetig ist, sagt der Satz von Borsuk-Ulam aus,
dass ein Paar von antipodalen Punkten auf der Erdoberfléche mit gleicher Temperatur
und gleichem Luftdruck existiert. O
Ist z.B. Q:= {x € R? : ||z]|s < 1} die offene Kreisscheibe um den Nullpunkt mit dem
Radius 1 und 9Q = {z € R? : ||z||s = 1}, so bendtigt man offenbar mindestens drei
abgeschlossene Mengen A; C 9€) um 0f) zu iiberdecken, wenn die A; keine antipodalen
Punkte enthalten diirfen, d.h. A; N (—A4;) = O gilt. Allgemein gilt

Satz 9.28 (Lusternik-Schnirelmann-Borsuk) Sei 2 C R" offen, beschrinkt und
symmetrisch beziiglich 0 € Q. Sei {4, ..., A,} eine Uberdeckung von 02 durch abge-
schlossene Mengen A; C 02 mit A;N(—=A;)) =0, 1=1,...,p. Dann ist p > n + 1.

Beweis: Im Widerspruch zur Behauptung nehmen wir an, es sei p < n. Wir definieren
Fi: AU (=A4) — R i=1,...,p—1, durch

1, x € Ai,

E(x):{ i=1,...,p—1,

—1, —x € Ai;

was wegen A; N (—A;) = O wohldefiniert ist, und setzen diese Funktionen zu (gleich-
namigen) auf cl (§2) stetigen Funktionen fort. Weiter definieren wir Fj:cl (2) — R
durch Fj(x) :=1,7=p,...,n, und anschlieflend F":cl () — R™ durch

Fi(x)

Wir werden uns iiberlegen, dass F(—z) # AF(x) fiir alle (z,\) € 9Q x [0, 00). Wegen
der Bemerkung im Anschluss an den Beweis des Satzes von Borsuk folgt insbesondere
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d(F,,0) # 0, aus Satz (Kronecker) folgt die Existenz eines x € € mit F(z) = 0,
was wegen F,(z) =1 fiir alle z € cl (©2) einen Widerspruch ergibt.

Da {A;,..., A} eine Uberdeckung von 09 ist, ist 9Q C b, Ai. Ist ¢ € A, so ist
—x ¢ A, und daher —x € A; fiir eini € {1,...,p — 1}. Also ist

00 C ID(Ai U(—A)).

1=1

Ist also z € 09, so ist © € A; mit einem i € {1,...,p — 1} und folglich F;(z) = 1,
Fi(—x) = —1. Also ist F(—x) # AF(z) fiir alle (z,\) € 0Q x [0,00). Der Satz ist
bewiesen. O

10 Der Leray-Schaudersche Abbildungsgrad in li-
nearen normierten Raumen

Ziel dieses Abschnitts ist es, den Brouwerschen Abbildungsgrad vom R™ auf lineare
normierte Ra&ume zu iibertragen, um dadurch Existenzsétze fiir Gleichungen in linearen
normierten Rdumen zu erhalten. Als Literatur geben wir wieder die Biicher von K.
DEIMLING (1974, 1985), M. RUZICKA (2004), J. T. SCHWARTZ (1969), L. NIRENBERG
(1974) an.

10.1 Definition des Abbildungsgrades

Die Konstruktion des Abbildungsgrades fiir Abbildungen, die einen linearen normierten
Raum in sich abbilden, verlauft in folgenden Schritten:

1. Der Abbildungsgrad wird fiir Abbildungen in einem endlichdimensionalen linea-
ren normierten Raum definiert. Wichtig ist hierbei die Invarianz des Abbildungs-
grades gegeniiber Koordinatentransformationen.

2. Der Abbildungsgrad wird fiir spezielle Abbildungen auf einem linearen normierten
Raum definiert, ndmlich “endlichdimensionale Stérungen” der Identitét.

3. Auf einem linearen normierten Raum wird der Abbildungsgrad fiir Operatoren
definiert, die sich als Grenzwert von endlichdimensionalen Storungen der Identitét
darstellen lassen. Es wird sich herausstellen, dass Operatoren der Form [ 4 G mit
kompaktem G diese Eigenschaft besitzen.

Nach diesem Aufbau wird es ziemlich klar sei, dass die wesentlichen Eigenschaften des
so konstruierten Abbildungsgrades erhalten bleiben und auch die Existenzaussagen zu
Losungen von Gleichungen (mit Vorsicht) sich {ibertragen lassen.

Definition 10.1 Sei E ein n-dimensionaler (reeller) linearer normierter Raum. Durch
{v1,...,v,} C E sei eine Basis von E, es sei also £ = span {vy,...,v,}. Sei Q C E
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offen und beschrinkt, F:cl () C E — E stetig sowie y € E mit y ¢ F(092). Dann
ist der Abbildungsgrad von F auf Q) beziiglich y definiert durch

d(F,Q,y) = d(®'F®,o71(Q), d (y)).

Hierbei ist ®: R® — E der durch

O(x) := i x;v;
i=1

definierte lineare Homéomorphismus.

Satz 10.2 Die Definition des Abbildungsgrades in einem endlichdimensionalen
linearen normierten Raum ist sinnvoll und von der gewéhlten Basis unabhédngig.

Beweis: 1. Da ®: R"” — F ein Homdomorphismus ist, ist Q,, := ®71(Q) C R" offen,
P~1(0Q) = 9Q,, und P~(cl (Q)) = ¢l (Q,,). Die Abbildung

F,:=®'Fd:cl (Q,) C R" — R"

ist stetig und y, := ®7(y) € F,(052,). Folglich ist der Brouwersche Abbildungsgrad
d(F,,Qy, yn) definiert.

2. Sei {0y,...,0,} eine weitere Basis von E und ®:R" —s E der durch &(z) :=
>, x;0; definierte ® entsprechende lineare Homgomorphismus. Dann ist

Uo=0 ' R" — R”

ein linearer Homdomorphismus, es ist also ¢ (z) = Ax mit einer nichtsinguldren Matrix
A € R™". Definiert man analog zu den obigen Bezeichnungen

Qn = (i)_l(Q)a Fn = (i)_lFé7 gn = qA)_l(y%
so ist zu zeigen, dass d(F,,, 2, y,) = d(ﬁ’n, Qn, Un)- Nun ist
E,=®'"Fé=0"19""FO¥ = U 'F,T

und

Q=071 (Q) =¥OTHQ) =V Q), G =V ().
Also ist zu zeigen, dass
A(Fy Qs yn) = AT E 0,07 H (), U ().

Es kann o.B.d. A. angenommen werden (siche den Beweis von Satz [9.17, in dem die
Ganzzahligkeit des Abbildungsgrades nachgewiesen wird), dass:

1. F, ist stetig differenzierbar auf einer cl (£2,) umfassenden offenen Menge D,,,

2. F)(x) ist nichtsingulér fiir alle € I',,, wobei

Lyi={zeQ,: F.(x) =y}
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Nach Satz[0.2] ist dann

d(Fry Qny yn) = Z sign det F (x).

JEEFn

Da F, den entsprechenden Voraussetzungen geniigt, ist

d(Ey, Q. Gn) = Z sign det F” (2)

z€ln

mit R X X
Ly ={2€Q,:F.(2) =0n}

Wegen E, = U 'F,U baw. F,(z) = ATE,(Az) ist F'(z) = A7 F!(Az)A und folglich
det I} (2) = det F,(Az). Da auBerdem 2 € I', genau dann, wenn 9(2) = Az € [, ist
d(Fy, QL Un) = d(Fy, Q, yn) bewiesen. O
Nach der Konstruktion des Abbildungsgrades in linearen normierten Rdumen ist klar,

dass sich alle Aussagen iiber den Brouwerschen Abbildungsgrad auch fiir den erweiter-
ten Begriff gelten.

Unser néchstes Ziel ist, den Abbildungsgrad auf “endlichdimensionale Storungen der
Identitat” zu iibertragen.

Definition 10.3 Sei X ein linearer normierter Raum, D C X eine Teilmenge. Eine
stetige Abbildung G: D — X heif3t endlichdimensional, falls ein endlichdimensionaler
linearer Teilraum £ von X mit G(D) C F existiert. Ist G: D — X endlichdimensional,
so heifit F':= I + G eine endlichdimensionale Storung der Identitdt.

In der folgenden Definition wird der Begriff des Abbildungsgrades auf endlichdimen-
sionale Storungen der Identitét iibertragen.

Definition 10.4 Sei X ein linearer normierter Raum und € C X eine offene, be-
schrankte Teilmenge. Die Abbildung G:cl (2) € X — X sei stetig und endlich-
dimensional, F' := I + G und y ¢ F(09). Sei E ein endlichdimensionaler linearer
Teilraum von X mit y € E, QN E # O und G(cl (2)) C E. Sei

Fa e = Rest|q @nel’cl (QNECE—E

die Restriktion von F' auf cl (2) N E. Dann ist der Abbildungsgrad der endlichdimen-
sionalen Storung der Identitit F' auf ) beziiglich y durch

d(F,Q,y) = d(Fu (ne, QN E,y)
definiert.

Satz 10.5 Die Definition des Abbildungsgrades einer endlichdimensionalen Sto-
rung der Identitét ist sinnvoll und von dem gewdahlten endlichdimensionalen linearen
Teilraum unabhéngig.
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Beweis: 1. Die Menge 2N E' ist offen in dem endlichdimensionalen Teilraum E und
esist cl (RN E) =cl (2) N E. Die Abbildung Fy (o)ng:cl () N E — E ist stetig und
AN E) C 09, sodass Fy (o) mE(@(Q NE)) C F(0Q) und y € Fu ()ne(d(cl () N E)).
Nach Definition [10.1] _ 1| bzw. Satz ist also d(F ()nE, 2N E,y) definiert.

2. Sei F ein weiterer Aendlichdimensionaler linearer Teilraum von X mit y € E, QNE #*
@ und G(cl (2)) C E. Wir werden zeigen, dass

A

d(Fcl (Q)NE; an Ea y) = d(Fcl (QNE> an Ea y)

O.B.d.A. ist E C E. Denn ist dies nicht der Fall, so bilde man den E und E um-
fassenden endlichdimensionalen linearen Teilraum F := span {E, E}. Wir kénnen also
annehmen, dass E C E. Daher ist dim(E) = m < n = dim(E). Da der Abbildungsgrad
in einem n-dimensionalen linearen normierten Raum durch Abbildungsgrad im R™ ge-
geben ist, geniigt es, den Fall £ = R™, E = R" zu betrachten, wobei die Inklusion
R™ C R" bedeutet, dass

= {I = ($i)1§z‘§n ER":xpp1=-=x, = 0}7

der R™ also mit dem rechts stehenden linearen Teilraum des R"™ identifiziert wird.
Daher geniigt es, die folgende Behauptung zu beweisen:

e Sei Q C R™ offen und beschrénkt, R™ C R™ (im obigen Sinne), Q N R™ # O
und G:cl (2) € R® — R™ stetig. Die Abbildung F:cl (2) — R™ sei durch
F := 1+ G definiert. Fiir jedes y € R™ mit y ¢ F(0N2) ist dann

f(F7 Q7 y) = d(Fcl (Q)NR™, aQn Rm7y)

Denn: Es ist offenbar F'(cl (2) NR™) C R™, sodass der rechts stehende abbildungsgrad
einen Sinn hat. Wie beim Beweis von Satz kann wiederum angenommen werden,
dass G auf einer cl (2) umfassenden offenen Menge D stetig differenzierbar ist und
F'(x) fiir alle z € T nichtsingulér ist, wobei

[''={ze€Q: F(z) =y}
Ist z € I, soist x + G(x) =y, also x = y — G(x) € R™ und daher
F'={zeQ:F(x)=y}={x € QNR™: F (o)nrn(z) =y}
Fir x € QN R™ ist

$1+G1(l’1,...,l‘m,0,...,0)

T + Gz, ..., T, 0,...,0)
Tm+1

Tn
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wéhrend

x1+ Gi(x1, ..., T, 0,...,0)
Fa@nrm (21, .., ) = :

T + G(T1, .., T, 0,...,0)
Fir z € QN R™ ist daher

du; 1<i,j<m 5 F @rrm (T) =1 + (
0 T

0G;

)
Oz, 1<i,j<m

F'(z) = I+<

Folglich ist det F'(z) = det F}} q)pm () filr alle z € QN R™, speziell fiir alle z € I'.
Hieraus folgt die Behauptung und der Satz ist bewiesen. O

Bemerkung: Der Abbildungsgrad einer endlichdimensionalen Storung der Identitét in
einem linearen normierten Raum wird auf den “endlichdimensionalen Abbildungsgrad”
zuriickgefithrt. Damit iibertragen sich alle Eigenschaften des Brouwerschen Abbildungs-
grades. O

Nun erweitert man den Abbildungsgrad auf diejenigen Abbildungen, die Limes von
endlichdimensionalen Storungen der Identitédt sind. Es wird sich zeigen, dass diese
Abbildungen sich gerade als die kompakten Stirungen der Identitét ergeben.

Definition 10.6 Seien X, Y lineare normierte Rdume und D C X. Eine Abbildung
G:D C X — Y heiit kompakt, wenn sie stetig ist und beschriankte Teilmengen von
D in relativ kompakte Teilmengen von Y abbildet.

Bemerkung: FEine relativ kompakte Teilmenge eines linearen normierten Raumes
ist insbesondere beschriankt. Eine lineare Abbildung, die beschrinkte Mengen in be-
schriankte Mengen abbildet, ist stetig. Fiir lineare Abbildungen ist die Stetigkeitsvor-
aussetzung in der obigen Kompaktheitsdefinition also tiberfliissig, da sie automatisch
erfiillt ist. O

Satz 10.7 Sei X ein linearer normierter Raum, S C X beschrdnkt und G: S C X —
X eine kompakte Abbildung. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 eine endlichdimensionale
kompakte Abbildung G.:S C X — X. C X mit ||G(z) — G(x)|| < € fiir alle x € S.

Beweis: Da S beschrinkt und G kompakt ist, ist G(S) relativ kompakt und daher
cl (G(S)) kompakt. Trivialerweise ist cl (G(5)) C U,ea (a(s)) B(v; €). Hierbei bedeutet
B(y; €) die offene Kugel um y mit dem Radius e. Aus dieser Uberdeckung kann eine
endliche Teiliiberdeckung ausgewéhlt werden. Daher existieren {y,...,yx} C X mit
cl (G(S)) € UL, B(ys; €). Man definiere den endlichdimensionalen linearen Teilraum
X, :=span {yi, ..., yr} und die stetige Abbildung u;: S — [0, €] durch

pi(z) = max(0,e — |G(x) — i), i=1,... k.

Ferner existiert zu jedem z € S ein i € {1,...,k} mit G(x) € B(y;; €) bzw. p;(x) > 0.
Also wird durch
Alz) == % i=1,... k
Zj:l i ()

162



cine stetige Abbildung \;: S — [0,1] definiert und es ist S°¢_ \i(z) = 1 fiir alle
x € S. Die gesuchte endlichdimensionale Approximation G.: S — X, C X von G
wird nun definiert durch

Dann gilt:

1. Es ist G¢(S) € X und X, C X ist ein endlichdimensionaler linearer Teilraum,
die Abbildung G. ist also endlichdimensional.

2. Die Abbildung G.: S — X, ist stetig, da die \;, i = 1,..., k, stetig sind.

3. Esist ||Gc(z) — G(z)]] < e fiir alle x € S.
Denn: Fiir z € S ist

uam—GmH:H§>MM—§ymmmH

_ > M@y — Gl

i|ly;—G(z)||<e
< e

4. Die Abbildung G.: S — X, ist kompakt.

Denn: Hierzu braucht nur gezeigt zu werden, dass G.(S5) beschrénkt ist. Denn ei-
ne beschriankte Menge in einem endlichdimensionalen linearen normierten Raum
ist relativ kompakt. Da S C X beschrankt und G: S — X eine kompakte Abbil-
dung ist, ist G(S) relativ kompakt und damit beschriankt, sodass eine Konstante
Cy > 0 mit ||G(z)]| < C fiir alle x € S existiert. Fiir ein beliebiges x € S ist
daher

IG@)]l < IG@)] + |Gelx) — G| < C +e.

Damit ist der Satz bewiesen. O

Hiermit bietet sich die folgende Definition an:

Definition 10.8 Sei X ein linearer normierter Raum, 2 C X offen und beschriankt,
G:cl (2) € X — X eine kompakte Abbildung, F' := I + G:cl () — X und
y & F(09). Dann wird der Abbildungsgrad von F auf € beziiglich y durch

definiert. Hierbei ist Fy, := I + Gy und Gj:cl () — X endlichdimensional mit
limy 00 SUP,ear (@) [[Gr(7) = G(2)]] = 0.
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Der folgende Satz klart die Wohldefiniertheit des Abbildungsgrades fiir kompakte
Storungen der Identitét.

Satz 10.9 Definition[I0.§ ist sinnvoll, d. h. unter den gemachten Voraussetzungen exi-
stiert limy o d(Fy, Q,y). Ferner ist dieser Limes von der Wahl der Folge {F:} un-
abhéngig. Ist also Fk =1+ G’k mit endlichdimenionalem Gk cl (Q) — X und

lim sup [|Gy(z) — G(z)|| =0,

k=00 el (®)

SO Ist

klggod(Fk,Q y) = hm d(Fk,Q Y).
Beweis: 1. Zuniichst zeigen wir, dass ein o > 0 mit ||F(x) — y|| > « fiir alle x € 9
existiert. Dies wird durch Widerspruch gezeigt. Angenommen, es existiert eine Folge
{z;} € 0Q mit lim;_, || F(z;)—y|| = 0. Da mit £ auch 092 beschrénkt ist, folgt aus der
Kompaktheit von G auf cl () die Existenz einer Teilfolge {x;, } mit der Eigenschaft,
dass {G(z;,)} konvergent ist, etwa gegen ein z. Aus

Y= klggoF<xjk) = ;}ggo[%k + G(‘%k)]
folgt dann auch die Konvergenz der Folge {z;, }, und zwar ist

w: ljl_glo Tj, =2 —Y.

Da {z; } in der abgeschlossenen Menge 02 enthalten ist, ist auch w € 9€2. Da G als
kompakte Abbildung stetig ist, ist schliefllich y = w 4+ G(w) = F(w), ein Widerspruch
y & F(0Q).

2. Nach Satz existiert zu G:cl () — X eine endlichdimensionaler Abbildung
Ga:cl (2) — X, C X mit ||Ga(z) — G(2)| < /2 fur alle z € cl (). Durch Ad-
junktion von y und notfalls eines Punktes von €2 kann X, so vergréflert werden, dass
y € Xy, QN X, # O und X, C X ein endlichdimensionaler linearer Teilraum ist. Mit
F, :=1+ G, ist dann der Abbildungsgrad d(F,, 2, y) nach Definition bzw. Satz
wohldefiniert, falls y ¢ F,,(09). Dies ist aber der Fall, denn fiir z € 9 ist

[Fa(z) =yl = llz + Ga(z) = yll
= [IF(z) =y + Galz) - G(z)|
> |[F(z) =yl = [|Galz) = G(2)]]

2

v

e Sl e)

Der Satz ist bewiesen, wenn wir zeigen konnen:

o Ist G:cl () — X3 C X endlichdimensional und gilt |Gs(z) — G(x)| < /2
fir alle z € cl (2), so ist d(F,,,y) = d(Fp,Q,y), wobei Fj := I+ Gg.
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Denn: Zunéchst bette man X, X3 in einen gemeinsamen endlichdimensionalen linearen

Teilraum X C X ein. Nach Definition ist
d(Fo,Q,y) = d(F,

a,cl(Q)ﬂX’QmX’y)7 d(FB7Q7y):d<Fﬂcl ﬂX’QﬂX y)
Nun definiere man die stetige Abbildung H: (cl (Q) N X) x [0,1] — X durch
H(z,t) := (1 —t)F,(z) + tFs(x).

Dann ist y # H(z,t) fiir alle (z,t) € AN X)x[0,1] = (80N X) x [0,1], denn fiir
beliebiges (z,t) € (9Q N X) x [0, 1] ist

1 (2,t) —yll = [[F(z) =y + (1= )[Fa(x) = F(x)] + t{Fp(z) — F(2)]|
> [[F(x) —yll = (L= 1) [[Fa(z) = F(2)]| = t][Fp(z) = F(2)]
> a-0-0% e
T2
0.

Wegen Satz von der Homotopie-Invarianz des Brouwerschen Abbildungsgrades
bzw. der Bemerkung im Anschluss an den Beweis von Satz folgt d(Fy,Q,y) =
d(Fz,Q,y). Damit ist der Satz bewiesen. O

Dem Beweis des vorigen Satzes entnimmt man:

Satz 10.10 Sei X ein linearer normierter Raum, Q2 C X offen, beschrénkt, G: cl () —
X eine kompakte Abbildung, F := 1+ G:cl (Q2) — X und y ¢ F(092). Dann gilt:

1. Es ist
7= d(F(09),y) = nf |[F(z) —y] >0.

2. Ist G4:cl (Q) — X, C X endlichdimensional mit

sup [|Ga(2) = G2)|| <<y
zecl ()

und F, := [ + G,, so ist d(F,Q,y) = d(F,,,y).

Nun iibertragen sich alle aus dem R™ bekannten Sétze iiber den Brouwerschen Abbil-
dungsgrad sinngeméafl auf den Abbildungsgrad kompakter Stérungen der Identitét in
einem linearen normierten Raum. Dies soll fiir den Satz iiber die Homotopie-Invarianz
vorgefiihrt werden.

Satz 10.11 Sei X ein linearer normierter Raum, €} C X offen und beschréinkt. Die Ab-
bildung H(-,t):cl () — X sei fiir jedes t € [0, 1] kompakt und beziiglich t gleichméfig
stetig auf cl (2), d. h. zu jedem € > 0 existiere ein § = §(¢) > 0 derart, dass
t1,to € [O, 1], ‘tl - t2’ <= sup ||H($,t1) - H(a:,tg)H <e.
zecl ()
Fernerseiy € X,y # x+ H(x,t) fiir alle (z,t) € 0Qx [0, 1]. Dann ist d(I+H (-, t),,y)
konstant fiir t € [0, 1].
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Beweis: Der Beweis ist ist im wesentlichen genau wie der von Satz [0.10]

1. Es ist
A= inf{||z + H(z,t) — y|| : (z,t) € 0Q x [0,1]} > 0.

Denn: Angenommen, es existiert eine Folge {(xy, tx)} C 0Q %[0, 1] mit xp+ H (2, tx) —
y. Aus {tx} C [0,1] kann eine konvergente Teilfolge ausgewihlt werden. Diese wer-
de der Einfachheit halber wieder mit {¢;} bezeichnet. Es sei also ty := limy oo t.
Die Folge {zx} C 09 ist beschrinkt und die Abbildung H(-,t;) kompakt. Daher
kann aus {H(zg,t9)} eine konvergente Teilfolge ausgewdhlt werden. Sei also z :=
limj_,o0 H (24, t0). Wegen der gleichméfigen Stetigkeit von H (-, t) beziiglich ¢ auf cl (£2)
ist lim;_,oo H(7y,,tr;) = 2. Hieraus und aus xy, + H(xy,,tr;) — y folgt die Konver-
genz von {xy;} und es ist 2, = w =y — z € 9. Dann folgt y = w + H(w,ty) mit
(w,ty) € 9 x [0, 1], ein Widerspruch.

2. Man wahle 6 > 0 so klein, dass

tlat € [07 1]7 |t1 _t’ < 0 = Sup ||H($,t1> o H($>t>H <
z€cl ()

b 2>

was wegen der gleichméfiigen Stetigkeit von H(-,t) beziiglich ¢ auf cl (€2) moglich ist.
Sei H,(-,t1):cl () — X, C X eine endlichdimensionale kompakte Approximation
an H(-,t;) mit

sup (| Ho(z, 1) = H(z, 1) <
z€cl ()

Dies ist wegen Satz moglich. Nach Satz [10.10] ist d
H,(,t1),Q,y). Fir t € [0, 1] mit |t; —t| <0 ist

[

—~

|Holw,t2) = HG, O < [ Halw, ) = He, 1)+ iz, ) = Hz, 1)

< 1.7
= 373
_3/\
< v

fiir alle z € cl (92), sodass wiederum nach Satz
d(I +H(:,1),8,y) = d(I + Ho(-, 1), Q,y) = d(I + H(, 11),Q,y)

falls |t — t;| < d. Da man das Intervall [0, 1] durch endlich viele Intervalle der Lénge 0
iiberdecken kann, folgt hieraus die Behauptung. a

10.2 Fixpunkt- und Existenzsitze in linearen normierten Riu-
men

Ziel ist es, Existenzsitze fiir Gleichungen der Form x + G(z) = y in einem linearen
normierten Raum X zu beweisen, wobei wir gelegentlich auch die Vollstandigkeit von
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X voraussetzen miissen. Wir werden sdmtliche Existenzsétze mit Hilfe des Abbildungs-
grades beweisen, obwohl z. B. der Beweis des Schauderschen Fixpunktsatzes mit Hilfe
des Brouwerschen Fixpunktsatzes auch direkter erbracht werden koénnte.

Der erste Existenzsatz entspricht Satz[9.18, dem Satz von Kronecker.

Satz 10.12 Sei X ein linearer normierter Raum, 2 C X offen und beschrankt, die
Abbildung G:cl () — X sei kompakt sowie F':= [+ G und y € X \ F(0S2). Dann
existiert ein x € ) mit F(x) =z + G(z) = y.

Beweis: Nach Definition des Abbildungsgrades bzw. der Sétze [10.9] ist
d(F,Q,y) = d(F,Q,y) fur alle hinreichend groBen k, wenn Fy = I + G}, eine endlich-
dimensionale Storung der Identitét mit sup,cq o) [[Fx(z) — F(2)|| — 0 fiir & — oo.
Fiir alle & > ko mit hinreichend groflem kg ist also auch d(Fy,Q,y) # 0. Aus dem
endlichdimensionalen Satz von Kronecker (Satz folgt fiir k > ko die Existenz
von zx € QN X C Q (hierbei ist X C X ein endlichdimensionaler linearer Raum
mit Gi(cl (2)) C Xg) mit Fy(xg) = xp + Gr(zg) = y. Die Folge {zx}r>k, C Q ist,
beschrinkt, die Abbildung G:cl (2) — X ist kompakt. Daher existiert eine Teilfolge
{or,} C {xr}trzk, derart, dass z := lim;_,o G(zy,) existiert. Sei x := y — 2. Dann ist

oy, — 2l = |Gy (zx, — 2]
S l‘Gk] (.Z'kj) — G(SC]@J)L —|—\’G(£ij) — ZU,
) )

also xy, — x. Aus

Yy = Fk‘j (ka)

$k]. + Gk]. (l’kj>

=, +G(x) + Gy, (2r,) — G(aw,) + G(y,) — G(z)
~~ ~ o

vV Vv
—x —0 —0

folgt y = 2 + G(x) = F(x). Wegen {z,} C Qist x € cl (). Day & F(09Q) ist v € 09,
insgesamt also z € (). Damit ist der Satz bewiesen. a
Satz wird, genau wie im endlichdimensionalen Fall, zusammen mit dem Homoto-
piesatz das Haupthilfsmittel zum Beweis der folgenden Existenzsétze sein. Unser
erstes Ziel ist der Beweis des Schauderschen Fixpunktsatzes. Beim Beweis des Brou-
werschen Fixpunktsatzes (Satz gingen wir folgendermaflen vor:

1. Zunichst wird die Aussage fiir eine (abgeschlossene) Kugel bewiesen.

2. Der allgemeine Fall einer kompakten, konvexen Menge K, die durch die Abbil-
dung G stetig in sich abgebildet wird, wird auf 1. zuriickgefiihrt, indem G stetig
auf eine K umfassende Kugel fortgesetzt wird und zwar so, dass auch das Bild
der Fortsetzung in K liegt.

Um diesen Zugang zu simulieren, wird man versuchen, den folgenden Satz zu beweisen.
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Satz 10.13 Sei X ein linearer normierter Raum, K C X eine nichtleere, kompakte,
konvexe Menge. Die Abbildung G: K — X sei stetig und G(K') C K. Dann ldsst sich
G zu einer stetigen Abbildung G: X — K C X fortsetzen.

Beweis: Die Idee des Beweises besteht darin, die Behauptung fiir die Identitdt zu
zeigen. Denn angenommen, I[: X — K sei die gesuchte Fortsetzung der Identitiit.
Dann ist G := G o I die gesuchte Fortsetzung von G.

Die kompakte Menge K C X ist separabel, d.h. es existiert eine abzéhlbare, dichte
Teilmenge {y; ien C KFFiir 2 € X \ K definiere man

llys — |l

Ai(x) = maX{Q " K

,0}, ieN,

wobel

K) :=inf ||z —
d(a, K) = inf |1z ]
den Abstand von x zu K bedeutet. Dann gilt:

e \;: X\ K — R ist stetig.

e Firzre X\ KundieNist 0 < \(z) <1
Denn es ist d(z, K) < ||y; — z||.

e Zu jedem z € X \ K existiert ein i € N mit \;(z) > 0.

Denn: Da K kompakt ist, existiert yo € K mit || — yo|| = d(z, K). Sa {y; }ien
dicht in K ist, existiert ein Index i € N mit ||ly; — yo < 3d(z, K). Dann ist aber
lyi = Il < [ly: = voll + llyo — 2l < 5d(, K), also ||y; — z[|/d(z, K) < § und damit

Nun definieren wir A: X \ K’ — R durch

o0

Wegen \;(z) € [0, 1] ist die Konvergenz der A(+) definierenden Reihe gesichert. Offenbar
ist A(+) auf X \ K positiv und stetig (als gleichméBiger Limes stetiger Funktionen,
nidmlich der Partialsummen). Nun definieren wir ;;: X \ K — R, ¢ € N, durch

PA@) 1 € N.

a;(x) =

Fiir alle x € X \ K ist dann o;(x) > 0, .7, a;(x) = 1. Wir werden zeigen:

1. Fir alle z € X \ K existiert a(z) := lim, o0 > 1y 04(2)y;.

2Denn fiir jedes k € N ist (o, B(z;1/k) N K eine Uberdeckung von K, aus der wegen der

Kompaktheit von K eine endliche Teiliiberdeckung U;’; | B(zF;1/k) N K auswihlbar ist. Dann ist
{aF :1=1,... 1, k € N} eine abziihlbare, dichte Teilmenge von K.
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2. Firallez € X\ K ist a(z) € K.
3. af+) ist auf X \ K stetig.
Hierzu machen wir zunéchst eine Vorbemerkung:

e Eine kompakte Menge K in einem linearen normierten Raum X ist vollstdndig
(d. h. jede Cauchyfolge aus K konvergiert gegen ein Element aus K).

Denn: Sei {z,} C K eine Cauchyfolge. Da K kompakt ist, existiert eine konvergente
Teilfolge x,, — x € K. Dann ist

lzn = 2l <z = 2n, ]l + l2n, —2[ =0,

da {z,} eine Cauchyfolge ist und {x,, } gegen x konvergiert.
Fir z € X \ K sei

n [e.9]

Sn(T) = Zai(x)yi + ( Z ai(x))yn—i-b

=1 i=n-+1

Dann ist s,(x) eine Konvexkombination der n + 1 Punkte {y1,...,yns1} C K. Da
K konvex ist, ist s,(z) € K. Wir zeigen, dass {s,(x)} eine Cauchyfolge ist. Da K
kompakt ist, ist K beschrankt. Insbesondere existiert eine Konstante C' mit ||y;|| < C,
1=1,2,.... Flir n < m ist

Isn(@) = sn(@)] < C (3 aile)+ 3 al@)+ Y o)),
i=n+1 i=n+1 i=m—+1

woraus man abliest, dass {s,(z)} eine Cauchyfolge ist. Nach obiger Bemerkung ist die
Folge {s,(x)} konvergent, es existiert also

s(x) == lim s,(z) € K.

n—o0

Wegen (Z;’inﬂ ai(x)>yn+1 — 0 folgt dann

s(x) = a(zr) = JEEOZO‘A”?)% € K.

=1

Damit sind 1. und 2. bewiesen. Zu zeigen bleibt die Stetigkeit von «a(-) auf X'\ K. Diese
folgt aber sofort aus der Darstellung

Nun setze man



Dann ist I auf K und auf X \ K stetig. Um die Stetigkeit von I auf ganz X zu beweisen,
geniigt es zu zeigen:

{z,} c X\ K, lim z, =2y = lim a(x,) = .
n— o0

n—oo

Sei € > 0 gegeben und z ein beliebiges, festes Element der Folge {x,} mit ||z — x| < e.
Sei

I'={ieN:|y —z| < 2¢}.
Fiir ¢ & I ist also ||y; — x| > 2¢, wegen d(z, K) < ||z — x¢|| < € ist also A\;(z) = 0 und
folglich auch o;(x) = 0. Daher ist a(z) = >, .; 2i(x)y; und daher

o) = ol = |2 awl@)ws = )| < 3 aute) s = o] < 2.

Daher ist

le(x) = ol < [la(z) — ]l + [z — wol| < 2¢ + €= 3e.
Wegen der Konvergenz der Folge {z,} gegen zg ist ||z, — xo|| < € fiir alle hinrei-
chend grofien n und daher auch [|a(z,) — o[l < 3¢ fiir alle hinreichend groBen n bzw.

lim,, o a(x,) = zo. Damit ist die Stetigkeit von I auf ganz X bewiesen. Nach der
Bemerkung am Anfang des Beweises ist der Satz vollstindig bewiesen. O

Es folgt ein erster Fixpunktsatz.

Satz 10.14 Sei X ein linearer normierter Raum, K C X eine nichtleere, konvexe,
kompakte Teilmenge und G: K — X stetig mit G(K) C K. Dann besitzt G einen
Fixpunkt z € K.

Beweis: Als kompakte Menge ist K beschriankt. Daher existiert eine (offene) Ku-
gel B(0;7) um den Nullpunkt in X und dem Radius » > 0 mit K C B(0;7). Nach
Satz |10.13| existiert eine stetige Erweiterung G: B[0;7] — K C X von G auf die
(abgeschlossene) Kugel B[0;7]. Nun definiere man H: B[0;7] x [0,1] — X durch
H(z,t) := —tG(z). Dann gilt:
e Fiir alle t € [0,1] ist H(-,t): B[0;r] — X kompakt.
Denn: Fiir ¢t € [0,1] ist H(-,t) = —tG(-) stetig. Da
H(B[0;7],t) = —tG(B[0;7]) € —tK

und —tK kompakt ist, ist H(B[0;r],t) als Teilmenge einer kompakten Menge
relativ kompakt.

e Die Abbildung H(-,t): B[0;r] — X ist beziiglich t gleichmé&Big stetig auf B[0; 7],
d.h. zu jedem € > 0 existiert ein § = d(€) > 0 derart, dass

1,12 € [07 1]7 |t1 - t2| <= sup ||H(.I,t1) - H(‘rat2)|| Se
z€B0;r]
Denn: Sei € > 0 gegeben. Ist t1,to € [0,1] und |t; — t2| < d(€) := €/, so ist
€

|H(z,t1) — H(z, ta)|| = |t; — to] | G(2)|| < ree
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o Esist 0# z+ H(x,t) =z — tG(z) fiir alle (z,t) € 9B(0;7) x [0,1].
Denn: Es ist G(B[0;7]) ¢ K C B(0;r), woraus die Aussage sofort folgt.

Aus Satz [10.11] erhalten wir
1=d(I,B(0;r),0) =d(I — G, B(0;r),0).

Eine Anwendung von Satz[10.12|liefert die Existenz eines x € B(0;r) mit z — G(z) = 0.

Hieraus folgt + = G(x) € K. Daher ist = G(z) = G(x) und der Satz ist bewiesen. O
Fiir Anwendungen ist Satz nicht besonders gut geeignet ist, weil es in unendlich-
dimensionalen linearen normierten Rdumen, grob gesprochen, nur Wenigﬂ kompakte

Mengen gibt. Der fiir viele Anwendungen wichtige Schaudersche Fixpunktsatz wird
aber aus Satz [10.14] leicht folgen, wenn wir den néchsten Satz benutzen.

Satz 10.15 Sei X ein Banachraum, E2 C X relativ kompakt. Dann ist auch die konvexe
Hiille co (F) von E, also die kleinste E enthaltende konvexe Menge, relativ kompakt.

Beweis: Man bestétigt sehr leicht, dass die konvexe Hiille co (E) einer Menge E in
einem linearen Raum X durch

co(E):{Zaixi:xiEE, a; >0(=1,...,m), ZO@':L mGN}
=1 i=1

dargestellt werden kann. Man zeige nun, dass co (E) totalbeschrinkf™ ist. Da in
einem vollstdndigen metrischen Raum, speziell in einem Banachraum, eine totalbe-
schrankte Teilmenge relativ kompakt isﬂ, sind wir dann fertig. Sei hierzu ¢ > 0

29Bekanntlich ist die abgeschlossene Einheitskugel in einem linearen normierten Raum genau dann
kompakt, wenn X endlichdimensional ist.

30Eine Teilmenge A eines linearen normierten (oder metrischen) Raumes X heifit totalbeschrinkt,
wenn es zu jedem € > 0 eine Uberdeckung der Menge durch endlich viele offene e-Kugeln gibt, wenn
es also zu jedem € > 0 endlich viele {z1,...,2,} C X, ein sogenanntes e-Netz, mit A C |J!", B(z;;e€).
Ist A C X totalbeschrinkt, so existieren zu jedem e > 0 sogar endlich viele {y1,...,ym} C A mit
A c U~ B(yi;€). Denn: Sei € > 0 vorgegeben. Da A totalbeschriinkt ist, existieren {x1,...,2z,} C X
mit A C |J;~, B(w;; 3€). Hierbei kénnen wir annehmen, dass

AﬁB(xi;%e);é®7 i=1,...,m.

Denn ist AN B(z;; 3¢) = O, so triigt die Kugel B(z;; 2¢) nichts zur Uberdeckung von A bei und kann
daher weggelassen werden. Nun bestimme man

yieAﬁB(a:i;%e), 1=1,...,m.

Dann ist B(xz;; 5€) C B(y;;€), i = 1,...,m, wie man sofort mit Hilfe der Dreiecksungleichung nach-
weist. Damit ist gezeigt, dass die Mittelpunkte der tiberdeckenden Kugeln o. B.d. A. zu A gehéren.
31Denn: Sei A eine totalbeschriinkte Teilmenge eines Banachraumes X und {a,} C A eine Folge.
Wir zeigen, dass {a,} eine Cauchyfolge als Teilfolge besitzt. Da X als vollstéindig vorausgesetzt wurde,
ist diese Teilfolge konvergent und die Menge A daher relativ kompakt. Fiir & € N sei ¢, := 1/k. Da A
totalbeschrinkt ist, existieren {z11,...,2Z1m, } C A mit A C U, B(z1;;€1). Wir kénnen annehmen,
dass unendlich viele Folgenglieder von {a,} in B(x11;€1) liegen. Wir wihlen nun ein Folgenglied
an, € Ay := ANB(x11; €1). Als Teilmenge der totalbeschrinkten Menge A ist auch A; totalbeschréinkt,
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vorgegeben. Als relativ kompakte Menge ist F totalbeschréinkt@. Daher existieren
E:={y,...,ys} C Emit B C J_, B(yi; 2¢), also ein Je-Netz fiir E. Die konvexe
Hiille co (E) ist als beschrinkte Menge in dem durch E erzeugten endlichdimensionalen
linearen Raum selbst relativ kompakt und damit totalbeschréankt. Daher existieren end-
lich viele {21, ..., 2} C co (E) mit co (E) ¢ U, B(z; 1e), also ein Je-Netz fiir co (E).
Wir zeigen, dass {z1,...,2} ein e-Netz fiir co (E) ist bzw. co (E) ¢ UL, B(zi¢)
gilt. Sei hierzu = € co (E) beliebig. Dann lésst sich = in der Form = = ", oy,
mit oy > 0, z; € E, ¢ =1,...,m, mit m € Nund > " a; = 1 darstellen. Da
E= {Y1,..,yn} €in %e—Netz fir £ ist bzw. E C U}, B(y;; %e) gilt, existiert zu jedem
z; ein yy, mit [lz; — yp,|| < 26, i = 1,...,n. Dann ist § := >_1" | oy, € co (E). Da
andererseits {z1,..., 2} ein 1e-Netz fiir co (E) bildet, existiert ein z; € {z1,..., 2}
mit ||§ — z;|| < 3e. Insgesamt ist dann

le =zl < llz =gl + g -l

=1

1=

+ (17— 5l

1 1
< 26+2€

= €.

Damit ist der Satz bewiesen. O
Nun kommen wir zum Schauderschen Fizpunktsatz, sieche J. SCHAUDER (1930).

Satz 10.16 (Schauder) Sei X ein Banachraum, A C X eine nichtleere, abgeschlos-
sene und konvexe Menge. Die Abbildung F: A C X — X sei stetig und F(A) C A
sowie F'(A) relativ kompaktlﬂ. Dann besitzt F' einen Fixpunkt in A.

Beweis: Sei K :=cl (co (F'(A))). Dann gilt:

1. K ist kompakt.

Denn: Da F'(A) nach Voraussetzung relativ kompakt ist, ist co (F(A)) nach Satz
10.15| relativ kompakt und damit K = cl (co (F'(A))) kompakt.

besitzt also eine endliche Uberdeckung durch offene ex-Kugeln. Es existieren also {21, . . ., Tam, } C A1
mit Ay C J!"? B(x2;; €2). Wir kénnen annehmen, dass in B(z21; €2) unendlich viele Folgenglieder von
{a,} liegen. Man wihle ein a,, € As := A; N B(x21;€2), wobei ng > ny. Im k-ten Schritt wihlt man
an, € A := Ag_1 N B(xk1; €x) mit ng > ni_1. Dann ist die Teilfolge {a,,} eine Cauchyfolge. Denn
fiir k,1 > K ist ay,,an, € Ax C B(xk1;€x) und daher

2
lan, = an || < llan, =21l + lloxs = an, || < 2ex = .

Wie wir oben schon begriindet haben ist damit die Behauptung bewiesen.

32Wire E nicht totalbeschréinkt, so géibe es ein € > 0 mit der Eigenschaft, dass F nicht durch endlich
viele offene e-Kugeln iiberdeckt werden kann. In naheliegender Weise erhélt man hieraus die Existenz
einer Folge {z;} C E mit ||z; — ;|| > € fiir i # j. Dann hétte {x;} keine konvergente Teilfolge, ein
Widerspruch dazu, dass E relativ (folgen)kompakt ist.

33Djies ist z. B. erfiillt, wenn A beschriankt und F: A — X kompakt ist.

172



2. Esist K C A.
Denn: Wegen F(A) C A und der Konvexitét von A ist co (F(A)) C A. Da A
abgeschlossen ist, ist

K =cl(co (F(A))) Cecl(A)=A.

3. Esist F(K) C K.
Denn: Wegen K C A ist

F(K)C F(A) Cco (F(A)) Ccl(co (F(A))) =K.

Also ist G eine stetige Abbildung, die die kompakte, konvexe (beachte: Der Abschluss
einer konvexen Menge ist konvex) Menge K in sich abbildet. Aus Satz folgt,
dass G einen Fixpunkt in K C A besitzt. Damit ist der Schaudersche Fixpunktsatz
bewiesen. a

Man kann sich fragen, ob in Satz vorausgesetzt werden muss, dass die Menge
K kompakt und konvex ist, und ob es nicht geniigt vorauszusetzen, dass K konvex,
abgeschlossen und konvex ist. Oder: Muss im Schauderschen Fixpunktsatz G(A) als
relativ kompakt vorausgesetzt werden? Kann diese Bedingung gestrichen werden oder
durch die Voraussetzung ersetzt werden, dass A beschréinkt ist? Hierzu geben wir ein
Beispiel an.

Beispiel: Sei X := [? der reelle Hilbertsche Folgenraum, also
.= {x ={zitien 1 7; € R, (1 €N), Zm? < oo}, ||| = (Z x?) )
i=1 =1

Die Einheitskugel B[0;1] := {x € X : |jz|| < 1} ist abgeschlossen, beschrinkt und
konvex. Wir definieren F: B[0;1] — X durch F(z) := (y/1 — ||z||?, 21, 22, ...). Dann
gilt:

1. Esist F(B]0;1]) C 0B[0;1] C B[0;1].
Denn: Ist ||z|| < 1 bzw. x € B[0; 1], so ist F(z) definiert und

IE@)IP =1 Jal® + ) af =1~ |z + [l = 1

bzw. F(z) € 0B|0; 1].
2. Die Abbildung F: B[0; 1] — X ist stetig.
Denn: Seien z,y € BJ0; 1]. Dann ist
1F(2) = FW)I* = (V1 = [l = 1 = [ly)* + = = yll?,

woraus man die Stetigkeit von F' abliest.
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3. Die Abbildung F' besitzt in B[0; 1] keinen Fixpunkt.
Denn: Angenommen, es existiert ein 2* € B[0; 1] mit F(z*) = *. Wegen
F(B[0;1]) Cc 0BJ0;1]
ist ||2*|| = 1 und daher
F(z*) = (0,27,25,...) = (2], 25, 23,...) = x".
Daher ist zf =0, ¢ € N, bzw. z* = 0, ein Widerspruch zu ||z*|| = 1.

Daher hat eine stetige Abbildung, die eine abgeschlossene, beschréankte, konvexe Teil-
menge eines unendlichdimensionalen linearen normierten Raumes in sich abbildet,
i. Allg. keinen Fixpunkt. O

Als Vorbereitung fiir den Beweis des nédchsten Fixpunktsatzes formulieren und beweisen
wir (siehe z. B. A. E. TAYLOR (1958, S.135)):

Lemma 10.17 Sei p: X — R das durch
p(z) :=inf A, mit A, ={a:a>0, x€ad}
deﬁnierte*g_l] Minkowski-Funktional zu 2. Dann gilt
1. Esist p(0) = 0 und p(Ax) = A\p(z) fiir alle x € X, A > 0.
2. Esist p(x +vy) < p(x) + p(y) fiir alle z,y € X.
3. Die Abbildung p: X — R ist stetig.

4. Es ist
Q={re X :pl) <1}, cl () ={x e X :p(x) <1}

Beweis: Wegen 0 € Q ist p(0) = 0. Sei x € X und XA > 0. Fiir ein beliebiges a € A,
ist © € af2, daher Az € Aaf? und folglich p(Az) < Ap(z). Anderseits ist

p(a) = p(A""Aa) < A'p(Ax)
und insgesamt p(Az) = Ap(x). Sind z,y € X und a € A,, f € A, so ist

o B
a+ﬁQ+a—|—ﬁQ

x+y€aQ+5Q:(a+ﬁ)< )C(OH—B)Q

wegen der Konvexitdt von Q und daher p(x + y) < p(x) + p(y). Da 0 € Q und Q
offen ist, existiert ein € > 0 mit B[0;¢] C Q. Fiir ein beliebiges x € X \ {0} ist
ex/||z|| € B[0;¢e] C Q bzw. x € (||z]|/€)Q und folglich p(z) < (1/€)||z| fiir alle z € X.
Fiir beliebige z,y € X ist

p(r) =ply+(z—y)) <ply) +plr—y)

34Da 0 € Q und Q beschriinkt ist, ist p wohldefiniert.
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und daher )
p(x) — ply) < plz —y) < Z””” —yll.

Vertauscht man hier x und y, so erhélt man

p(y) —pla) < ply —7) <~z — 3],

insgesamt also
1
p(e) ~ p(w)| < iz~

Hieraus liest man die Stetigkeit von p auf X ab. Zu zeigen bleibt, dass
Q={re X :pl) <1},

denn hieraus folgt wegen der Stetigkeit von p sofort cl (2) = {x € X : p(x) < 1}. Ist
x € ), soist Az € Q fiir alle A € [0,1] wegen 0 € 2 und der Konvexitidt von 2. Da
2 offen ist, existiert ein € > 0 mit (1 + €)z € Q. Folglich ist p(z) < 1/(1+¢€) < 1. Ist
umgekehrt p(x) < 1, so existiert o € (0,1) mit z € af2 bzw. (1/a)x € . Wegen der
Konvexitat von € ist dann (A/a)z € Q2 fir alle A € [0, 1]. Insbesondere (setze A = «)
ist € 2. Damit ist das Lemma bewiesen. O

Wir wollen jetzt noch eine Reihe (zumindestens theoretisch) interessanter Existenzaus-
sagen formulieren und beweisen. Der erste stammt von E. ROTHE (1938, S. 186), siche
z.B. auch D. R. SMART (1974, S.27).

Satz 10.18 (Rothe) Sei X ein Banachraum und )2 C X eine offene, konvexe, be-
schréankte Menge mit 0 € Q. Die Abbildung G:cl (2) C X — X sei kompakt und
G(092) C Q. Dann besitzt G einen Fixpunkt in €).

Beweis: Mit p bezeichne man das zu 2 gehérende Minkowski-Funktional. Weiter de-
finiere man ¢: X — R und die Abbildung ¢g: X — X durch
q(z) == max(p(x),1),  g(x):=—=

Dann gilt:
1. Die Abbildung g: X — X ist stetig.
Denn: Dies ist trivial, da ¢ stetig und ¢(x) > 1 fiir alle z € X ist.
2. Esist g(X) C cl ().
Denn: Sei x € X. Dann ist

und folglich g(x) € cl ().

3. Die Restriktion Rest (o)g von g auf cl (2) ist die Identitét.
Denn: Ist x € cl (), so ist p(x) < 1, also ¢(z) = 1 und daher g(x) = z.
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Sei nun B eine cl (2) und G(cl (2)) umfassende Kugel. Da cl (©2) und G(cl (£2)) (als
relativ kompakte Menge) beschrénkt sind existiert eine solche Kugel. Dann ist g(B) C
cl (C) € B und daher ist auch G o g(B) C G(cl (R)) C B. Folglich ist G := G o
g: B — B eine stetige Abbildung mit der Eigenschaft, dass G(B) als Teilmenge der
relativ kompakten Menge G(cl (£2)) selbst relativ kompakt ist. Aus dem Schauderschen
Fixpunktsatz folgt die Existenz eines x € B mit x = é(x) Angenommen, es wére
x & . Dann wére p(xz) > 1, folglich ¢(x) = p(z) und p(g(z)) = 1, also g(x) € 9.
Nach Voraussetzung ist G(92) C €, also wire x = G(g(z)) € Q, ein Widerspruch.
Also ist z € Q, g(z) = x und x = G(x). Der Satz ist bewiesen. O

Der néchste Fixpunktsatz stammt von M. [ (1957), siche z. B. auch V. I. ISTRATESCU
(1981, S. 168).

Satz 10.19 (Altman) Sei X ein linearer normierter Raum, Q) C X offen beschrénkt
und 0 € Q. Die Abbildung G:cl (2) C X — X sei kompakt und es gelte

|G (x) — z||* > |G(2)|]* — ||=||* fiir alle z € OS).
Dann besitzt G einen Fixpunkt x € cl ().

Beweis: Wie beim Beweis von Satz [10.14| definieren wir H:cl (2) x [0,1] — X durch
H(z,t) == —tG(z). Wiederum ist H(-,t):cl (2) — X kompakt fiir alle ¢ € [0, 1] und
beziiglich ¢ auf cl () gleichméBig stetig. Wir unterscheiden zwei Félle.

1. Es existiert ein x € 0Q mit 0 = x + H(z,1) bzw. x = G(x).
Dann besitzt GG einen Fixpunkt auf dem Rand 02 von (2.

2. Esist 0 # o+ H(x,1) fiir alle x € 09.

Wir wollen zeigen, dass 0 # x+ H(z,t) fiir alle (z,t) € 02 x [0, 1]. Angenommen,
dies sei nicht der Fall. Dann existiert ein Paar (xg, o) € 92 x [0, 1) mit

0= To + H(l’o, to) = Ty — toG(Q?())
bzw. toG(zo) = x¢. Dann ist notwendig ¢y € (0,1), da 0 € Q. Dann ist

IG o) — ol = | (3 = V)] = (F522) Neol?

to

und
1—13

1G(zo)I” = llzol® = —
0

[EN

Nach Voraussetzung ist
IG (o) — wol* = IG (o) [I* = llzoll®,

also a 2 )

— 1 —t

e P -t

0 0

Da o € 99 ist 29 # 0, also (1 —1t)? > 1 -2, eine Ungleichung, die fiir ¢y € (0, 1)

falsch ist. Insgesamt ist also 0 # = + H(x,t) fur alle (x,t) € 02 x [0, 1]. Aus Satz

10.11} folgt d(1,92,0) = d(I — G,Q,0). Andererseits ist d(/,$2,0) = 1. Aus Satz
10.12 folgt die Existenz eines Fixpunktes x € 2 von G.

[
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In beiden Féllen haben wir die Existenz eines Fixpunktes = € cl (£2) von G nachgewie-
sen. O

Bemerkung: Angenommen, in Satz[10.19]sei der lineare normierte Raum X sogar ein
reeller Pra-Hilbertraum mit dem inneren Produkt (-,-). Was sagt dann die Bedingung

|G (z) — z||* > |G(2)|* — ||=||* fiir alle z € OQ
aus? Wegen
IG(z) — 2|* = (G(z) — 2, G(z) — 2) = |G(2)||* — 2(G(2), ) + ||z
ist obige Bedingung dquivalent mit

(G(z),z) < ||=||* fiir alle x € O9).

Der néchste Satz entspricht der Aussage von Satz [9.20]

Satz 10.20 (Leray-Schauder) Sei X ein linearer normierter Raum, 2 C X offen
und beschrénkt, y € Q. Die Abbildung G:cl (2(C X — X sei kompakt. Ferner sei
y # v—tG(x) fiir alle (z,t) € 0Qx 0, 1]. Dann existiert ein x € cl () mity = 2 —G(x).
Beweis: Die Behauptung folgt offenbar durch eine einfache Kombination von Satz

[[0.17 und Satz [10.12 0

Als Korollar hierzu erhilt man

Satz 10.21 Sei X ein linearer normierter Raum, G: X — X eine kompakte Abbil-
dung und y € X. Es existiere ein r > 0 derart, dass

(x,t) e X x (0,1), y=2 —tG(x) = ||z —y| < r.
Dann besitzt die Gleichung y = x — G(z) wenigstens eine Losung x mit ||z — y|| < r.

Beweis: Sei B(0;r) die offene Kugel um den Nullpunkt 0 mit dem Radius r. Nach
Voraussetzung ist y # « — tG(x) fur alle (x,t) € 0B(0;7) x (0,1). Aus Satz [10.20] folgt
die Behauptung. a

10.3 Anwendungen der Fixpunkt- und Existenzsitze

In diesem Unterabschnitt wollen wir einige wenige Beispiele fiir die Anwendung der im
letzten Unterabschnitt vorgestellten Fixpunkt- und Existenzsitze geben.

Beispiel: Ein Standardbeispiel fiir die Anwendung des Schauderschen Fixpunktsatzes
ist der Beweis des Existenzsatzes von Peano fiir Anfangswertaufgaben bei gewohnlichen
Differentialgleichungen. Dieses findet man in fast jedem Buch, in dem der Schaudersche
Fixpunktsatz bewiesen wird, also etwa bei L. W. KANTOROWITSCH, G. P. AKILOW
(1964, S.527), R. E. EDWARDS (1965, S.164), L. A. LJUSTERNIK, W. I. SOBOLEW
(1968, S.202) sowie bei E. ZEIDLER (1986, S.58) und M. RuziCka (2004, S.28). O

Zum Nachweis der relativen Kompaktheit von Teilmengen eines Raumes stetiger Funk-
tionen spielt der Satz von Arzela-Ascoli eine entscheidende Rolle. Wir geben eine
verhéltnisméafig allgemeine Version dieses Satzes ohne Beweis an:
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e Sei (R,0) ein kompakter metrischer Raum, (S, A) ein vollstindiger metrischer
Raum und (C[R, S],d) der metrische Raum der von R nach S stetigen Abbildun-
gen mit der Metrik

(f.9) == max A(f (u) g(u)).
Sei K C C[R,S]. Dann ist K in (C[R,S],d) genau dann relativ kompakt, wenn
1. K gleichgradig stetig ist, wenn es also zu jedem € > 0 ein u(e) > 0 mit
u,v € R, feK, §(u,v) < ple) = A(f(u), f(v)) <€

gibt,
2. {f(u) : f € K} fiir alle u € R relativ kompakt in (S, A) ist.
Beispiel: In Satz hatten wir gezeigt, dass eine positive n xn-Matrix einen positiven

Eigenvektor mit einem zugehorigen positiven Eigenvektor besitzt. In der folgenden
Aussage wird dieses Ergebnis auf Integraloperatoren iibertragen.

e Seik € C([a,b] x [a,b]) und k(t,s) > 0 fiir alle (t,s) € [a,b] X [a,b]. Dann besitzt
die durch

b
Kx(t) ::/ k(t,s)z(s)ds

definierte Abbildund™| K: Cla,b] — Cla,b] einen positiven Eigenwert mit zu-
gehoriger auf [a,b] stetiger und positiver Eigenfunktion. D. h. es es existiert ein
Paar (z,\) € Cla,b] x R mit x(t) > 0 fiir allet € [a,b], A\ > 0 und Kx = Az bzw.
Kx(t) = A\x(t) fiir alle t € [a, b).

Denn: Ahnlich wie in Satz der Brouwersche Fixpunktsatz angewandt wurde, wollen
wir hier den Schauderschen Fixpunktsatz (Satz [10.16) anwenden. Hierzu setzen wir
X = Cla,b], || - || == || - [oo (mit [|2]sc := maxsclap |2(t)]). Dann ist (X, || - ||) ein
Banachraum. Ferner definiere man auf X die Norm ||z||; := f: |z(s)| ds, setze

A:={x € Cla,b] : z(t) > 0 fiir alle t € [a,b], ||z], =1}
und definiere G: A — X durch

1
=——Kuz.
¢ = e

Fir z € A ist offenbar || Kz||; > 0, sodass diese Definition einen Sinn macht. Offenbar
ist G(A) C A. Ferner ist:

1. A ist konvex und abgeschlossen in X.

Denn: Trivialerweise ist A eine konvexe Teilmenge von X. Zum Nachweis der
Abgeschlossenheit von A beachten wir, dass

|z]|1 < (b—a)||z]|s fiir alle z € Cla, b].

35Hier, schon frither, und im folgenden schreiben wir i. Allg. Kx statt K(z), wenn K eine lineare
Abbildung ist.
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Ist {xx} C A und z;, — x bzw. x € Cla,b] mit ||z — x| — 0, so ist natiirlich
auch z eine auf [a, b] nichtnegative stetige Funktion. Ferner ist

1= lJzlh] = [lleelly = [[zlh] < flee = 2l < (b= a)llzxe — 2/ = 0
und damit auch ||z||; = 1 bzw. z € A.

. G(A) ist relativ kompakt.

Denn: Wir wenden den Satz von Arzela-Ascoli (mit R := [a,b] C R und S :=R
jeweils mit der durch den Betrag gegebenen Metrik) an und zeigen, dass G(A)
beschréankt und gleichgradig stetig ist. Da k € C([a, b] x [a,b]) und k(t, s) > 0 fiir
(t,s) € |a,b] x [a,b] existieren positive Konstanten m < M mit

m < k(t,s) <M fir (t,s) € [a,b] X [a,b].

(a) G(A) ist beschrankt.
Denn: Ist z € A, so ist

|K:E()|—/ k(t,s ds<M/ s)ds =M fir alle t € [a, b,

also ||Kz||o < M. Andererseits ist

]Ka;Hl/ / (t,8)x(s)dsdt > m(b— a)

und damit

|Kallo M

fiir alle z € A.
[Kzlly = m(b—a)

1G ()]l =

Daher ist G(A) beschrinkt.

(b) G(A) ist gleichgradig stetig.
Denn: k ist auf [a, b] X [a,b] gleichmé&Big stetig. Daher existiert zu € > 0 ein
0 > 0 derart, dass

|k(t1,s) — k(ta,s)| < em(b—a) falls [t; —ts] <0, s € [a,].

Fiir alle t1,t9 € [a,b] mit [t; — t2| < § und beliebiges « € A ist dann
Ga) (1)~ Cl)(t)] < ||Kx||1 [ k(t19) = kit lats) s

m (b—a)/a x(s) ds

= 6’

womit die gleichgradige Stetigkeit von G(A) bewiesen ist.
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3. G: A — X ist stetig.

Denn: Sei {z,} C A und lim, , ||z, — z|]|lc = 0. Da K:Cla,b] — Cla,b]
(trivialerweise) stetig ist, gilt lim,, o || K2, — K| = 0. Ferner gilt

lim || K[l = [[Kx]L,
n—oo

da
Kz lly — [ Kzlli] < [[K(zn —2)|li < (b—a)||Kzp — Kzf[oo — 0.

Damit ist die Stetigkeit von G auf A nachgewiesen.

Damit sind alle Voraussetzungen von Satz [10.16] dem Schauderschen Fixpunktsatz,

nachgewiesen. Es folgt die Existenz von x € A mit G(x) = = bzw. Kz = ||[Kz||; z.
Dann ist x eine Eigenfunktion von K mit dem zugehérigen Eigenwert A := || K (z)||;.
Wegen

M®b—a) > ||Kz|f =A>m((b—a) >0

und
_ Ku(t)

T =
O el = M)
ist (z, ) ein Paar der gesuchten Art.

>0 fiir alle ¢ € [a, b]

Eine starke Einschrankung in der letzten Aussage ist die Voraussetzung, dass der Kern
k von K auf [a,b] X [a,b] positiv ist. Geniigt es nicht, dass der Kern k nichtnegativ
auf [a,b] X [a,b] ist, wobei natiirlich ausgeschlossen werden muss, dass k identisch
verschwindet? Die folgende Aussagd®| gibt hierauf eine Antwort.

e Seik € C([a,b] xa,b]) und k(t,s) > 0 fiir alle (t, s) € [a,b] X [a,b]. Die Abbildung
K:Cla,b] — Cla,b] sei definiert durch

Kx(t) ::/ k(t, s)x(s)ds.

Es existiere u € Cla,b] \ {0} mit u(t) > 0 fiir t € [a,b] und eine Zahl o > 0 mit
Ku(t) > au(t) fiir alle t € [a,b]. Dann besitzt K wenigstens einen (positiven)
Eigenwert A\ > « mit zugehdriger nichtnegativer Eigenfunktion x € Cla, b].

Denn: Man definiere die Menge
A:={zeCla,b]: x>0, ||| < 1}.

Hierbei bedeute z > 0 fiir x € Cla,b], dass z(t) > 0 fiir alle ¢t € [a,b]. Offenbar
ist A nichtleer, abgeschlossen, konvex und beschrankt. Fiir n € N definiere man die
Abbildung G,: A — C|a, b] durch

o K(x +u/n)
o) = R il

Dann gilt:

36Sieche M. A. KRASNOSELSKII (1964, S.67).
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1. Gh(A) C A.
2. Gp(A) ist relativ kompakt in (Cla, b], || - [|oo)-

Denn: Natiirlich wendet man wieder den Satz von Arzela-Ascoli an. Trivialerweise
ist G,,(A) beschrankt. Fiir x € A ist

Kz +u/n)(t) > %Ku(t) > %u(t) firalle t € [a, ]

und daher o
0 < —llullo = 1K (2 +u/n)llo.

Zum Nachweis der gleichgradigen Stetigkeit von G,,(A) geben wir uns ein € > 0
vor. Da der Kern k von K auf [a,b] X [a,b] gleichmé&Big stetig ist, existiert ein
0 > 0 mit

|k(t1,s) — k(t2,s)] < eac falls |[t; — ta| <9, s,1t1,t2 € [a,b],

wobei ¢ > 0 eine noch geeignet zu wéihlende Konstante ist. Fiir alle ¢1,¢s € [a, b]
mit |¢; — t3| < § und beliebiges x € A ist dann

|G(7)(t1) — Gu()(t2)]

1 b
< ||Kn(x+u/n)||oo/a e(tr, ) — K(ta, 8)|(2(5) + uls) /) ds
< S [ +us)m s
< (b= a) (1 [lulloe/n).

[l

Wahlt man daher

[l

(b—a)(n+ [ufl)’

c =
So ist
|Gr(2)(t1) — Gp(x)(t2)] <€ falls ty,ts € [a,b] mit |t; — o] < 9.

Damit ist auch die gleichgradige Stetigkeit von G,(A) und wegen des Satzes von
Arzela-Ascoli die relative Kompaktheit von G,,(A) bewiesen.

3. Gp: A — Cla, b] ist stetig.
Denn: Die Stetigkeit von G,, auf A folgt aus der Stetigkeit der Abbildung K.

Aus dem Schauderschen Fixpunktsatz folgt fiir jedes n € N die Existenz von z,, € A
mit G, (z,) = x,. Dann ist offenbar ||z, ||« = 1. Definiert man A, := || K(x 4+ u/n)|| s,

so gilt"] also
K(z, +u/n) = \yay.

3TWegen K (z +u/n) # 0 ist A, > 0.
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Die Abbildung K ist kompakt auf ganz Cla, b], bildet also jede beschrénkte Teilmenge
von Cla, b in eine relativ kompakte Menge ab. Die Folge {x,, +u/n},cy ist beschrinkt.
Folglich kann aus {K(z, + u/n)},.en eine konvergente Teilfolge { K (z,, + u/n;)}ien
ausgewahlt werden, sei etwa

y = lim K(z,, +u/n;).

1—00

Hieraus folgt
Ani = K (@, 4 1/75)][s0 = [[Yllo-

Angenommen, wir wiissten schon, dass y # 0. Wegen

1 y
Tp, = —K(zp, +u/n;) - 2= ——
Ang 19]]oo
und
Kz K(xn, +u/n;) = AT, — [|Y]|co @
ist Kz = Az mit A := ||y||o. Die behauptete Aussage wire also bewiesen. Zu zeigen

bleibt, dass y # 0. Aus

1
—_ — >
T )\n[{(xn+u/n) > > )\ n

schlieft man wegen u # 0 auf die Existenz eines maximalen g, > 0 mit z, > [,u.
Dann ist

20 = K (@ Fufn) 2 (B + Ln) K > 6+ 1/,
>Bnu

wegen der Maximalitdt von 3, ist also

(0%

und folglich

a
Ap > o+ > o

nB
Insbesondere ist A,, > «, i € N, und daher ||y|| > a > 0 und folglich y # 0. Daher ist
obige Aussage bewiesen. O

Beispiel: Die Idee des Galerkin-Verfahrens zur Losung einer Fixpunktaufgabe
r=G(x)

besteht in folgendem: Sei L; C Ly C --- C L, C --- X eine aufsteigende Folge end-
lichdimensionaler linearer Teilrdume eines linearen normierten Raumes X und {P,}
eine Folge linearer Projektionsoperatoren P,: X — L,, d.h. es sei Pﬁ = P,. Das
unendlichdimensionale Problem = = G(z) ersetze man durch die Folge der endlich-
dimensionalen Probleme z = P,G(x), n € N. Wir stellen uns die beiden folgenden
Fragen: Angenommen, x = G(x) besitze eine Losung x.
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1.

2.

Unter welchen Bedingungen hat das endlichdimensionale Problem =z = P,G(z)
wenigstens fiir alle hinreichend grolen n eine Losung x,, € L,,?

Angenommen 1. kann positiv beantwortet werden. Unter welchen Bedingungen
kann x,, — x gezeigt werden?

Hierzu beweisen wir die folgende Aussage, M. A. KRASNOSELSKII (1964, S. 169 f.):

e Sei X ein Banachraum und G:D(G) C X — X eine kompakte Abbildung.

Die Gleichung v = G(z) besitze eine Losung x* € int (D(G)), in der G Fréchet-
differenzierbar und 1 kein Eigenwert von G'(x*) ist (sodass x = G'(z*)x nur die
triviale Losung © = 0 besitzt). Fiir n € N sei P,: X — L, C X mit endlich-
dimensionalem linearen Teilraum L,, eine lineare, stetige Abbildung. Schlieflich
konvergiere die Folge {P,} stark gegen die Identitét, d. h. es gelte

lim ||P,x — || =0 fiir allex € X.
n—o0

Dann existieren o > 0 und ng € N derart, dass die Gleichung v = P,G(z) fiir
alle n > ng eine Losung x, € L, N Blx*; 0] besitzt, wobei Blx*;0] := {x € X :
|z —a*| <o} C D(G).

Der Beweis erfolgt mit Hilfe der folgenden Schritte:

(a)

(d)
(e)

Aus der Voraussetzung, dass 1 kein Eigenwert von G'(z*) ist, schliefe man, dass
x* eine isolierte Losung von x = G(x) ist, d. h. dass es eine abgeschlossene Kugel
Blz*;0] :={z € X : ||z — 2*|| < o} gibt, in der z = G(z) keine weitere Losung
besitzt.

Sei B(z*;0) := int (B[z*;0]) die offene Kugel um z* mit dem Radius ¢ > 0.
Wegen Definition bzw. Satz ist der Abbildungsgrad d(I —G, B(z*;0),0)
wohldefiniert. Man zeige, dass d(I — G, B(z*;0),0) # 0.

Die Abbildung P,G: D(G) — L, C X ist (endlichdimensional und) kompak{*]
Man zeige, dass
lim sup ||G(z)— P,G(z)||=0

N0 ze Bla*;o]

und schlieBe mit Satz [10.10, dass d(I — P,G, B(z*;0),0) fiir alle hinreichend
grofien n sinnvoll ist und d(I — G, B(2*;0),0) = d(I — P,G, B(z*;0),0) gilt.

Wegen (b) ist d(I — P,G, B(z*;0),0) # 0 fiir alle hinreichend grofien n.

Aus Satz[10.12] folgt, dass z = P,G(x) fiir alle hinreichend grofien n eine Losung
Ty € L, N B(z*;0) besitzt.

Der Beweis von (a) erfolgt in zwei Schritten. Im ersten Schritt {iberlegen wir uns die
Giiltigkeit der folgenden Aussage:

38Hierzu ist zu zeigen, dass P,G eine beschrinkte Teilmengen von D(G) in eine relativ kompakte
Teilmenge von X abbildet. Dies folgt aber sofort aus der Stetigkeit von P,, und der Kompaktheit von

G.
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e Seien X,Y lineare normierte Rédume, G: D(G) C X — Y kompakt und in
x* € int (D(G)) Fréchet-differenzierbar. Dann ist G'(z*): X — Y kompakt.

Denn: Angenommen, G’'(z*) wére nicht kompakt. Dann wéire G’'(z*)(B) mit der Ein-
heitskugel B := {z € X : ||z|| < 1} nicht relativ kompakt. Dies bedeutet, dass eine
Zahl 6 > 0 und eine Folge {h;} C B gefunden werden kénnen mit |G’(z*)(h; —h;)|| > ¢
fir i # j (denn dies bedeutet gerade, dass aus {G’(z*)h;} keine konvergente Teilfolge
ausgewihlt werden kann. Nach Definition der Fréchet-Differenzierbarkeit von G in x*
existiert zu ¢ ein p > 0 mit

|G(z* + h) — G(z*) — G'(x*)h|| < g||h|| fiir alle A mit ||h|| < p.

Hieraus folgt aber, dass

IG (" + phi) = G(@™ + phy)|| = |pG'(x") (i — hy)
+[G(z" + phi) — G(z") — pG'(27)hi]
= [G(z" + phy) = G(z") = pG'(z")hj]|
> plG'(z7)(hi = hy)
— IG(z" + phi) — G(z") — pG' (2" ) hi
— G(@" + phy) — G(&*) — pG'(«")hj]|

v
|
|
|
|

fir ¢ # j. Dies bedeutet aber, dass aus {G(z* + ph;)} keine konvergente Teilfolge
ausgewahlt werden kann, ein Widerspruch zur Kompaktheit von G.

Nun folgt der Beweis von (a). Genauer zeigen wir:

e Sei X ein linearer normierter Raum, G: D(G) C X — X eine kompakte Ab-
bildung und z* € int (D(G)) eine Losung von z = G(z). Sei G in z* Fréchet-
differenzierbar und 1 kein Eigenwert von G'(x*). Dann existiert ein ¢ > 0 bzw.
eine Kugel B[z*;0] :={z € X : ||z — 2*|| < o} derart, dass = G(z) in B[z*; 0]
nur die Losung x* besitzt.

Denn: Nach dem schon bewiesenen Hilfsergebnis ist mit G auch G’(x*) eine kompakte
Abbildung. Hieraus und aus der Voraussetzung, dass 1 kein Eigenwert von G'(z*) ist
folgt, dass (I —G'(z*))~! auf X existiert und beschrinkt ist. Es gilt ndmlich (Stichwort:
Fredholmsche Alternative):

e Sei X ein linearer normierter Raum und 7: X — X eine lineare, kompakte Abbildung mit der
Figenschaft, dass 1 kein Eigenwert von T ist. Dann gilt:

(i) Bild (I —T) C X ist abgeschlossen.
(ii) Bild (I - T) = X.
(iii) (I —T)~! existiert auf X.
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(iv) (I -T)": X — X ist stetig.

Denn: Zum Beweis von (i) nehmen wir an, es sei {y;} C Bild (I —T') eine Folge mit y;, — y. Zu zeigen
ist y € Bild (I = T). Es sei yx, = (I —T)xy. Wir zeigen zunichst, dass die Folge {x}} C X beschrinkt
ist. Angenommen, das sei nicht der Fall. Dann existiert eine Teilfolge {xk,} C {zx} mit |ag,| — oo.
Wir definieren die Folge {zy,} durch zy, := xy, /|| 2k, ||. Dann gilt

(I =T)zr, _ ki

I—Tz,i: = — 0.
T=Dz =T~ Tow

Wegen der Kompaktheit von T kann aus der Folge {T'zx,} eine konvergente Teilfolge ausgewéhlt
werden. Um Schreibarbeit zu sparen, nehmen wir an, die Folge {T'zx,} sei selbst schon konvergent,
etwa gegen ein w. Dann gilt
2k, = (I =Tz, + Tz, — w.
—_——
—0 —w
Wegen ||z, || = 1 ist auch ||w| = 1. Wegen der Stetigkeit von (I —T) ist (I — T)w = 0, also 1 ein
Eigenwert von T', was in der Voraussetzung ausgeschlossen wurde. Also ist die Folge {x} beschrinkt.
Da T kompakt ist, besitzt {Tx} eine konvergente Teilfolge {Txy,}, sei etwa Tz, — z. Wegen
g, =Yg, + Txp, > y+2zist z=T(y+ z) und daher y = (I = T)(y + z) € Bild (I — T'). Damit ist (i)
bzw. die Abgeschlossenheit von (I — T') nachgewiesen.
Zum Nachweis von (ii) nehmen wir an, es sei Bild (I — T) # X ein echter Teilraum von X. Man
definiere X} := Bild ((I — T)*), k=0,1,.... Da (I = T)* = I — T mit einer linearen, kompakten Ab-
bildung T:X — X , ist X, wegen (i) ein abgeschlossener linearer Teilraum von X. Durch vollstindige
Induktion nach k iiberlegen wir uns, dass Xy ein echter (abgeschlossener) linearer Teilraum von Xy,
ist, k = 0,1,.... Der Induktionsanfang liegt bei k = 0. Denn nach Annahme ist X; = Bild (I — T)
ein echter Teilraum von Xy = X. Wir nehmen an, die Aussage sei fiir k& — 1 richtig, es sei also
Xy = Bild ((I —T)¥) ein echter Teilraum von X;_; = Bild (( —T)*~!). Dann existiert ein x € X mit
(I —T)=1z # (I — T)*y fiir alle y € X. Trivialerweise ist Xj,1 C Xj. Wir zeigen die Existenz eines
Elementes in X}, welches nicht in Xj41 liegt. Nun ist (I — T)kx ¢ Xi+1. Denn andernfalls existiert
ein y € X mit (I — T)*x = (I — T)**1y. Dies wiederum impliziert

(I =TI =T)" e — (I -T)"y] =0,
#0

ein Widerspruch dazu, dass 1 kein Eigenwert von T ist. Wegen des Lemmas von Riesz existiert ein
yr € X mit |lyg]l = 1 und d(yx, Xg+1) > % Denn sei w € Xj \ Xp41 (beachte: X1 ist ein echter
Teilraum von Xj). Da X1 abgeschlossen ist, hat w einen positiven Abstand d(w, Xg11) zu Xp41.
Sei z € Xj11 ein Punkt mit [|w — z|| < 2d(w, Xj11) und setze

w—2z
Yp =
lw — z]|
Dann ist y;, € Xy, ||yg]l = 1 und
d(w, Xp1) _ 1
d(yr: Xkt1) =2 ——— > = 5.
lw =z 2

Jetzt bekommen wir sehr schnell den gewiinschten Widerspruch. Denn fiir [ > k ist

1Tye =Tl = llye =+ U =Tyr — (I =Tyl
€Xkt1
> d(yr, Xp+1)
1
> 2.
- 2

Dies steht im Widerspruch dazu, dass aus {Ty,} eine konvergente Teilfolge ausgewihlt werden kann.
Damit ist schliefflich (ii) bewiesen.
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Wegen (i) und (ii) ist klar, dass (I — 7)~! auf X existiert bzw. (iii) gilt. Zu zeigen bleibt, dass
(I-T)~": X — X stetig bzw. beschréinkt ist. Hierzu zeigen wir zunéichst, dass ¢ := inf e x,jz)=1 (1 —
T)z| > 0. Angenommen, dies sei nicht der Fall. Dann existiert eine Folge {xy} C X mit ||zx| = 1
und (I —T)xp — 0. Da T: X — X kompakt ist, existiert eine gegen ein w € X konvergente Teilfolge
{Tzy,} C {Txi}. Wegen
g, = (I —T)ag, + Tz, — w
—_— =~

—0 —w

und ||z, || = 1ist ||w|| = 1 und insbesondere w # 0. Aus (I —T)xzy, — 0 und der Stetigkeit von (I —T)
folgt (I — T)w = 0 bzw. Tw = w, ein Widerspruch dazu, dass 1 kein Eigenwert von T ist. Damit ist
c:=infiex:|z)=1 [|(I = T)z| > 0 bewiesen. Folglich ist

(I —=T)z|| > c|z| firallez e X.

Hieraus erhilt man sehr leicht die Stetigkeit von (I — T)~!. Denn fiir ein beliebiges y € X und
x = (I —T) tyist

_ 1 1
I =)yl = llzll < < 17 = D)zl = — Ilyll;
womit die Beschréinktheit bzw. Stetigkeit von (I — T')~! bewiesen ist.

Nun kommen wir zum Beweis von (a). Wegen der Stetigkeit von (I —G'(z*))™": X —
X existiert a > 0 mit

(I = G'(z*))h|| > allh| firalle h € X.
Da G in x* Fréchet-differenzierbar ist, existiert ein o > 0 mit
* * * a
Ihll < 0 = |G(2" + h) = G(@") = G"(@")n]| < 3 |17l

Hierbei sei ¢ so klein gewéhlt, dass Blz*; 0] C D(G), auBerdem koénnen wir o. B.d. A.
annehmen, dass o < 1. Fiir ||h]| < o ist dann

I +h) =G +h)| = | @+ —G'@)h—[G"+h) -G )|
=G(z*)

(I — G'(@*)h — [G(z" + h) — G(a") — G ("))

(T = G'(@))hl| - ||G(a* + h) — G(z*) — G ()|

2],

2

AVARN AV

woraus die Aussage (a) folgt.

Nun kommen wir zum Beweis von (b). Wegen Definition bzw. Satz ist der
Abbildungsgrad d(I — G, B(z*; 0),0) wohldefiniert, wenn G (bzw. —G) eine kompakte
Abbildung von cl (B(z*;0)) = B[z*;0] C X in den linearen normierten Raum X ist
und 0 ¢ (I — G)(0B(z*;0)) ist. Dies ist nach Voraussetzung oder wegen (a) (denn
I — G hat keine Nullstelle in B[z*; o] auler z*, insbesondere keine auf dem Rand von
B(z*;0)) erfiillt. Fiir die Aussage (b) bleibt zu zeigen, dass d(I — G, B(z*;0),0) # 0.
Hierzu beweisen wir in (i) zunéchst, dass d(I — G'(z*), B(z*;0),2* — G'(2*)z*)) # 0
und anschlieBend in (ii) mit Hilfe des Homotopiesatzes [10.11], dass

d(I — G,B(z*;0),0) =d(I — G'(z*), B(z*;0),2* — G'(x*)z")),
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womit dann (b) nachgewiesen sein wird. In (i) zeigen wir sogar, dass
d(I — G'(z¥), B(x*;0), 2" — G'(z*)z*) = £1.
Hierzu iiberlegen wir uns die Giiltigkeit der folgenden Aussage:

e Sei X ein Banachraum, {P,} eine Folge linearer, stetiger Abbildungen P,: X —»
X mit lim,,_,, P,x = x fiir alle x € X. Sei K: X — X eine lineare kompakte
Abbildung. Dann gilt

lim [P~ K] =0,

d. h. {P,K} konvergiert (gleichméfig) gegen K.

Denn: Aus dem Prinzip der gleichméBigen Beschréanktheit (die punktweise Beschréinkt-
heit einer Folge linearer stetiger Abbildungen von einem Banachraum in einen linea-
ren normierten Raum impliziert deren gleichméfige Beschrénktheit) folgt die Existenz
einer Konstanten M > 0 mit ||P,|| < M fur alle n € N. Angenommen, es wire
|P.K — K| 4 0. Dann gibt es eine Teilfolge {nx} C N und ein ¢ > 0 mit

| P, K — K|| = sup ||(P,, K — K)z|| > ¢ furalle k € N,

llzll<1

Folglich existiert eine Folge {z,,} C X mit ||z, || <1 und ||(P,, — I)Kz,,| > e fiir
alle k € N. Da K kompakt ist, besitzt die Folge {Kx,,} eine konvergente Tellfolge
O.B.d. A. ist schon {Kx,, } konvergent, etwa gegen ein € X. Dann gilt

|Pui =2l = [[(Pa, — D2
= |(Po, = DKo, = (P, = D)(Ka, — )]
> |(Pay = DK |l = (P, = 1) (K, — 3)]
> §—<M+1>1|K:cnk—xu
€
> _
- 4

fiir alle hinreichend grofien k. Dies ist ein Widerspruch zu P, & — . Damit ist obige
Aussage bewiesen.

Nun definieren wir
= inf{||(] — G'(z"))z| : ||z — 2*|| = o}

Dann ist v > 0, siche den ersten Teil von Satz [10.10, Nun wéahle man ¢ € (0,7)
und anschliefend n € N so grof}; dass ||G'(z*) — P,G'(z*)]| < €, was wegen obiger
Hilfsaussage moglich ist. Wegen Satz [10.10] ist

d(I — G'(z*), B(x*;0), 2" — G'(z")2*) = d(I — P,G'(x*), B(z*; 0, 2" — G'(x*)z"),
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weiter existiert (I — P,G'(z*))"': L,, — L,,. Denn es ist (I — P,G'(z*))z # 0 fiir jedes
z # 0. Um dies einzusehen, kénnen wir ||z|| = ¢ annehmen. Dann ist

(U= PGGY = (0 -G+ () - PG )]
> (I - (i(ﬂf*))zll = [(G'(2") = B.G'(27)) 2
> 9= [Ca) = REE)| ||
> y—¢€o )
> v —¢ (wegen o € (0,1])
> 0 (wegen € € (0,7),

woraus wir die Behauptung ableiten. Nun ist aber klar, dass
d(I — P,G'(z*), B(z*;0), 2" — G'(2*)x*) = +1,

da der Abbildungsgrad in diesem Falle gleich dem Vorzeichen der Determinante von
I — P,G'(x*) bzw. der diese Abbildung darstellenden nichtsinguléren Matrix ist. Damit
haben wir

d(I — G'(z*), B(z*;0),2* — G'(z*)z*) = d(I — P,G'(z*), B(z*;0), 2" — G'(¢")x*) = +1
bewiesen. Jetzt zeigen wir noch, dass
d(I — G,B(2*;0),0) =d(I — G'(z*), B(z*;0), 2" — G'(z*)z"),
womit dann schliefllich die Aussage (b) vollsténdig bewiesen sein wird. Wegen
d(I = G'(z"), B(z";0), 2" = G'(2")z")) = d(I = G'(z") — [z" = G'(z")2"], B(z"; 0), 0)

(siche Satz der sich offenbar auf den unendlichdimensionalen Fall iibertrégt)
geniigt es zu zeigen@, dass

d(I — G,B(z*;0),0) =d(I — G'(z*) — [z" — G'(z")x*], B(z*;0),0).

Hierzu definiere man die G und G'(z*) + (2* — G'(z*)x*) verbindende Homotopie
H:Blz*;0] x [0,1] — X durch

H(z,t) := —tG(x) — (1 = )[G'(z")(z) + (I — G'(z¥))z"].

39Man beachte, dass

G(z) = G(z*) + G (2*)(z — 2*) = G (z*)z + 2" — G’ (x*)z*

=x*

bzw. G =~ G'(z*) + 2* — G’ (x*)a*
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Klar ist, dass H(-,t) kompakt und beziiglich ¢ gleichméBig stetig ist. Angenommen, es
existiert (x,t) € 0B(2*;0) x [0,1] mit z + H(x,t) = 0. Mit h := z — z* ist dann

0 = x+ H(x,t)
= \:E; +h—tG(x*+h)— (1 =[G (") (a"+h)+ (I -G (z%))a*
=G(z*)
= G(2*) —tG(z* + h) — (1 =[G (z*)h + G(z")]
= —t[G(z" +h) — G(z*) — G'(z")h] + (I — G'(z¥)h.

Wegen ||h|| = ¢ wird dann

0 = I+ Hiz0)
> (=G @]~ G +h) ~ Gla®) = G ()]
> (a—t3)In
> 20
-2
> 0,

ein Widerspruch. Damit ist gezeigt, dass
r+ H(z,t) #0 fir alle (x,t) € 0B(2*;0) x [0,1].

Aus dem Homotopiesatz [10.11] folgt, dass d(I + H(-,t), B(z*;0),0) auf [0, 1] konstant
ist. Insbesondere ist daher

d(I - G,B(z*;0),0) = d(I+H(,1),B(z";0),0)
= d(I + H(-,0),B(z%;0),0)
= d(I — G'(z%) — [v" — G'(«*)z"], B(z"; 0)
= d(I — G'(z%), B(z*;0),2" — G'(2")z")

= =1

Damit ist schliefllich die Aussage (b) bewiesen.
Fiir (c¢) bleibt wegen Satz [10.10| nachzuweisen, dass

lim sup ||G(x)— P,G(z)| =0.

00 pe Bla*;o]

Hierbei beachte man, dass das sup existiert, da G — P,G kompakt ist, also die be-
schrankte Menge B[z*;0] in eine relativ kompakte und daher speziell beschrinkte
Menge iibergefiihrt wird. Die Behauptung folgt dann aber wortlich wie der Beweis
der entsprechenden Aussage auf S. [187]

Die Aussagen (d) und (e) sind nun offensichtlich richtig und die Aussage ist schliellich
bewiesen. O
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11 M-Matrizen

11.1 Agquivalente Definitionen einer M-Matrix

Wir wihlen als Ausgangsdefinition fiir eine M-Matrix die folgende (siche z.B. R. S.
VARGA (1999, p.91)):

Definition 11.1 Eine Matrix A = (a;;) € R™" mit a;; < 0 fur alle 4,5 € {1,...,n}
mit ¢ # j heifit eine M-Matriz, wenn A nichtsinguldr ist und A=! > 0 bzw. A1
(elementweise) nichtnegativ ist.

In dem folgenden Beweis wird wiederholt eine leichte Folgerung aus dem Satz von
Perron (siehe z. B. J. WERNER (2013, S.209)) benutzt:

o [st A € R™" (elementweise) nichtnegativ, so ist der Spektralradius p(A) von A
ein Eigenwert von A, zu dem ein nichtnegativer Eigenvektor existiert.

Denn: Sei {Az} C R™ " eine Folge (elementweise) positiver Matrizen mit A, — A.
Wegen des Satzes von Perron existiert insbesondere fiir jedes k € N ein (elementweise)
positiver Vektor z; € R™ mit Apxy = p(Ag)xr und [|zg|| = 1, wobei || - || eine vorgege-
bene Norm auf dem R" ist. Indem wir notfalls zu einer Teilfolge iibergehen, kénnen wir
x — = annehmen. Dann ist = (elementweise) nichtnegativ und x # 0 wegen ||z|| = 1.
Ferner ist Az = p(A)x. Damit ist gezeigt, dass der Spektralradius einer (elementweise)
nichtnegativen Matrix ein Eigenwert ist, zu dem es einen (elementweise) nichtnegativen
Eigenvektor gibt.

Aus dem folgenden Satz folgen dquivalente Definitionen einer M-Matrix.

Satz 11.2 Sei A = (a;;) € R™" eine Matrix mit a;; < 0 fiir alle i,5 € {1,...,n} mit
1 # j. Dann sind die folgenden Aussagen édquivalent:

1. A ist eine M-Matrix bzw. A nichtsinguléir und A™' (elementweise) nichtnegativ.

2. Es ist A = sl — B mit einer (elementweise) nichtnegativen Matrix B und s >

p(B).
3. Ist A ein Eigenwert von A, so ist %(A\) > 0.

4. Fiir jedes vy > 0 ist A+~I eine M-Matrix, also A+~I nichtsingulér und (A+~I)™*
(elementweise) nichtnegativ.

Beweis: 1. = 2.: Sei s := max;—1__,a; und B := sI — A. Dann ist B eine (element-
weise) nichtnegative Matrix. Sei x ein (elementweise) nichtnegativer Eigenvektor zum
Eigenwert p(B) von B. Dann ist Ax = (s — p(B))z. Da A nichtsinguldr und x # 0,
ist s # p(B). Da x und A™! (elementweise) nichtnegativ sind, folgt s > p(B) aus
r=(s—p(B))A 1.

2. = 3.: Nach Voraussetzung lésst sich A in der Form A = sI — B mit einer (element-
weise) nichtnegativen Matrix B und s > p(B) darstellen. Sei A ein Eigenwert von A
und daher s — A ein Eigenwert von B. Dann ist

s =A< p(B) <s
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und folglich R(A) > 0.

3. = 4.: Sel s := max;_;__, a;. Dann ist s > 0, denn andernfalls wire A eine (element-
weise) nichtpositive Matrix und hétte einen reellen, nichtpositiven Eigenwert. Offen-
sichtlich ist B := sI — A eine (elementweise) nichtnegative Matrix. Da p(B) ein Eigen-
wert von B und folglich s—p(B) ein Eigenwert von A ist, ist s—p(B) = R(s—p(B)) > 0.
Mit vorgegebenem v > 0 ist auch

1
B, = B
s+
eine (elementweise) nichtnegativ, ferner ist
(B,) = —p(B) < —— <1
PR = s+ vp sS+y
Daher ist I — B., nichtsingulér und
1-B) =38
k=0

(elementweise) nichtnegativ. Wegen

A IHY)=1-1B
s+7< +’Y) y

ist auch A + ~I nichtsingulidr und (A + vI)™! (elementweise) nichtnegativ und damit
A+ ~I eine M-Matrix.

4. = 1.: Diese Richtung ist trivial: Setze ~ := 0. a

Satz liefert zwei weitere dquivalente Definitionen einer M-Matrix, die jeweils als
Ausgangsdefinition genommen werden kénnten. Z. B. ist bei Wikipedia eine M-Matrix
eine Matrix, deren Eintrdge auflerhalb der Diagonalen nichtpositiv sind und deren
Eigenwerte einen positiven Realteil haben. Bei R. J. PLEMMONS (1977), wo man
(ohne Beweis) ebenso wie bei dem Wikipedia-Artikel viele dquivalente Definitionen
einer M-Matrix findet, ist dagegen A € R™*™ definiert als eine M-Matrix, wenn A sich
darstellen lidsst in der Form A = s — B mit einer (elementweise) nichtnegativen Matrix
B und s > p(B).

11.2 Der Satz von Krein-Rutman im R"

Haupthilfsmittel im Beweis von Satz war eine Folgerung aus dem Satz von Per-
ron, dass ndmlich der Spektralradius einer (elementweise) nichtnegativen Matrix einer
ihrer Eigenwerte ist und hierzu ein (elementweise) nichtnegativer Eigenvektor existiert.
Eine n x n-Matrix ist offenbar genau dann (elementweise) nichtnegativ, wenn sie den
natiirlichen Ordnungskegel

K} ={x=(z;) eR":2; >0, j=1,...,n}
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der (elementweise) nichtnegativen Punkte des R™ in sich abbildet. Als Verallgemei-
nerung hierzu betrachten wir nun Matrizen, die einen vorgegebenen Ordnungskegel
invariant lassen bzw. diesen in sich abbilden. Hierbei heifit eine Menge K C R"™ be-
kanntlich ein Kegel (im R"™), wenn mit x € K auch Az € K fiir jedes A > 0, wenn
also mit jedem Punkt aus K auch der ganze Strahl, ausgehend vom Nullpunkt, durch
diesen Punkt zu K gehort. Ein konvexer Kegel K mit K N (—K) = {0} heifit ein Ord-
nungskegel. Unser Ziel in diesem Unterabschnitt ist es, den folgenden Satz zu beweisen.
Diesen Satz bezeichnen wir als den Satz von Krein-Rutmann im R™. Wir présentieren
einen sehr schonen Beweis, der auf G. BIRKHOFF (1967) zuriickgeht, siche auch A.
BErMAN, R. J. PLEMMONS (1979, p.6).

Satz 11.3 Sei K C R" ein abgeschlossener Ordnungskegel mit int (K) # ) und
A € R™™ eine Matrix mit A(K) C K bzw. Az € K fiir alle v € K. Dann ist der
Spektralradius p(A) von A ein Eigenwert von A, zu dem ein Eigenvektor aus K exi-
stiert.

Beweis: Wir erinnern zunéchst an die Jordansche Normalform von A. Hiernach exi-
stiert eine nichtsingulire Matrix P € C™*" mit P~'AP = J, wobei

J = dlag (Jl,...,Jk)

eine Blockdiagonalmatrix ist und die Blocke J; die Form

Ao 1o 0
J; = 0 A e Cmixmi i=1,...,k,
o
0 0 N\
haben. Fiir : = 1, ..., p sind \; die Eigenwerte von A. Zunéchst nehmen wir an, es sei

p(A) = 0, d.h. alle Eigenwerte \;, i = 1,...,k, von A verschwinden. Wegen J;" = 0
ist A" = 0 mit 7 := max;—;__m; und A”' # 0. Dann existiert ein z € K \ {0}
mit w = A" 'z # 0. Dies ist eine Folge der Voraussetzung int (K) # @, welche
R™ = K — K (Kegel mit dieser Eigenschaft nennt man auch reproduzierend: Jeder
Punkt des R™ lésst sich als Differenz zweier Punkte aus K darstellen) impliziert, wie
man sehr leicht nachweist. Wire also A" "1z = 0 fiir jedes € K, so wiire A"~! = 0, ein
Widerspruch. Dann ist Aw = A"z = 0, also w ein Eigenvektor aus K zum Eigenwert
p(A) = 0.

Nun nehmen wir an, es sei p(A) > 0. In der Jordanschen Normalform P~'AP = J von
Asei P=(P,...,P;) mit

PZ':(.CL’“ ximi)eRnxmi, 2217,]{3

Dann ist
(AP, -+ AP, )=AP=PJ=(PJ; -+ PJy)

und folglich
AP, = P, J;, 1=1,...,k.

192



Mit
Iiolzo, izl,...,k7

ist also
ALEUIAZ‘SL’U—Q—SL’L];I, ’izl,...,k, jzl,...,mi,

und daher insbesondere
A@»l:)\ixﬂ, Zzl,,k’

Firr e {j,j+1,...} ist dann

j—1
T r r—S
(1) Ay =) <8) A s

s=0

Dies beweisen wir durch vollstdndige Induktion nach r. Fiir r = 1 ergibt sich fiir die
rechte Seite

1 1
(O) Az + (1) NTij1 = Nij + Tijo1 = Az,

also ist (%) fiir r = 1 richtig. Fiir den Induktionsschluss nehmen wir an, die Aussage
(1) sei fiir r richtig und beachten, dass dann

Arﬂxij = A(i (Z))\:_Sffi,j—s>

s=0
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womit (1) bewiesen ist. Hierbei ist der Binomialkoeffizient

<r> o =1) - (r = (s 1))

s s!

ein Polynom vom Grade s in 7. Nun bestimme man ein z € int (K') derart, dass in der

eindeutigen Darstellung
k.  my;

i=1 j=1
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alle ¢;; nicht verschwinden, also ¢;; # 0,7 = 1,...,k, j = 1,...,m;, gilt. Dies er-
reicht man, indem man sich zunéchst ein beliebiges y € int (K) ahlt Dieses hat eine

eindeutige Darstellung
k m;
i=1 j=1
Dann existiert ein dy > 0 derart, dass

k

Z Zl(ozij +0)x;; € int (K)

i=1 j=1
fiir alle § mit 0| < §p. Nun bestimme man ein § # 0 mit 0| < o derart, dass
cij::aij+57é0, izl,...,k,jzl,...,mi.

Dass dies mdoglich ist, erkennt man, indem man die beiden Falle o;; = 0 und oy; # 0
betrachtet. Also existiert ein z € int (K) mit der Eigenschaft, dass alle Koeffizienten
¢;; in der Darstellung von z als Linearkombination der x;; von Null verschieden sind.
Dann ist

2) Az = i i cij ATy = Z Z cij Z C) Ao

i=1 j=1 i=1 j=1 s=0
Wegen A(K) C K ist {A"z},en € K. Nun sei

m = m;
ie{l,..., k} P\I p(A)

und
L:={le{l,....;k}: |\ =p(A), m =m}.
Fiir [ € L sei schlieBlich \; = p(A)e® mit 6; € [0,27). Den fiir groe r dominierenden

Term in (2) erhalten wir fiir ¢ € L, j = m und s = m — 1. Da (mr_l) ein Polynom in r
vom Grade m — 1 ist, ist daher

3 Az = 177 (A =D [ 3 00 ()],
—_————
leL £0
7

wobei lim,_,,, 0o(1)/r = 0. Folglich ist A"z # 0 fiir alle hinreichend groBen r € N, etwa
alle r € Ny. Wir definieren

2 :={w € R" : Es gibt eine Teilfolge von {A"z/|| A"z }ren,, die gegen w konvergiert},

wobeli || - || eine beliebige Norm auf dem R™ ist. Offenbar ist 2 eine nichtleere Teilmenge
von K \ {0}. Wegen (3) enthélt 2 nur von Null verschiedene Elemente w der Form

(5) w= Zﬁml-

leL
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Nun {iberlegen wir uns, dass das folgende elementare Resulta@ richtig ist:

e Sei a € C\ R,, also « eine komplexe Zahl, die keine nichtnegative (reelle) Zahl
ist. Dann ist o Nullstelle eines Polynoms mit positiven Koeffizienten, d. h. es
existieren positive Zahlen wy, . .., w, mit ZZ:O wpa? = 0.

Denn: Sei o = pe'® mit p > 0 und 0 € (0,27). O.B.d. A. kénnen wir p = 1 annehmen.
Denn ist Y27 w,(e”)? = 0 mit positiven wy, ..., w,, so ist Y0 jw,p~?(pe)P = 0.
Daher sei im folgenden o = ¢ mit § € (0,27). Dann liegen o und alle Potenzen o®,
p =0,...,q, auf dem Einheitskreis. Ist § = (m/n)7 ein rationales Vielfaches von 7
(also m,n € N), so ist die Aussage wegen Z?f;gl a? = 0 trivial. Dies ist insbesondere
fir = 7 der Fall. Weiter konnen wir # € (0,7) annehmen. Ist die Behauptung fiir
6 € (0, ) richtig und 6 € (m,27), so ist 2r — 0 € (0, 7), sodass positive wy, . .., w, mit
> p=0 w,(e!?7=9)P = () existieren. Dann ist aber auch

q q
Z wy(e!Cm=0))p = Z w,(e?)? = 0.
p=0 p=0

Daher nehmen wir nun an, 6 € (0, 7) sei kein rationales Vielfaches von 7. Sei ¢ := [7/6]
die kleinste natiirliche Zahl, die grofer oder gleich 7/6 ist. Da wir annehmen, dass 6

Abbildung 8: Beweis obiger Hilfsaussage

kein rationales Vielfaches von 7 ist, ist (¢ — 1) < m < ¢f. Offenbar ist ¢ die kleinste
natiirliche Zahl mit der Eigenschaft, dasﬂ 0 € co({a® al,... a?}), dass also der

4Dieses wird von G. BIRKHOFF (1967) und auch von A. BERMAN, R. J. PLEMMONS (1979) nicht
bewiesen.

“1Hierbei identifizieren wir natiirlich die Potenzen a? der komplexen Zahl o = e mit den Punkten
(cos pf, sin pd) des R2.
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Nullpunkt in der konvexen Hiille von {a®, ..., aP} bzw. der kleinsten die Punkte a?,
p=0,...,q, enthaltenden konvexen Menge liegt. Genauer ist sogar

0€co({a’ it a?}) Ceo({a’,a?2 a? a?}) C--- Cco({a’al,...,ait al}).

Hier ist lediglich 0 € co ({a% a?' a9}) zu zeigen, da die weiteren Inklusionen tri-
vialerweise gelten. Man sehe sich hierzu Abbildung [§] an. Dass aber 0 im Innern des
Dreiecks mit den Eckpunkten 1, ¢/@1¢ und € liegt, folgt aus (¢ — 1)8 < m < ¢6.
Daher existieren positive Parameter Ao, A\;—1, A\, mit

0= )\OOZO + )\q_laq_l + )\qaq

(und Ao + Aj—1 + A, = 1). Nun ist a?"! enthalten in cone ({a?,a?"2}), der konvezen
Kegelhiille von {a4, «9=?}. Daher existieren positive Zahlen a, b mit a?~! = aa?+bad™2.
Folglich ist

0 = Xa’+ A7+ N\
Ag— Ag—
= X+ qu&q,l + "Tloﬂ*l + A0

Ag— Ag—
= o'+ —qz : (aa? + bat™?) + _qQ Lad™l 4 Ao

b -1 _ A -1 _ a\ 1
= A0a°+—; a?? 4 —5o " (—2" +>\q>oﬂ
= 1o + ptg_ 20" + pg 10"t + pgad

mit positiven pig, ftg—2, ftq—1, ftg- Nach endlich vielen Schritten erhalten wir, dass o Null-
stelle eines Polynoms ¢-ten Grades mit positiven Koeffizienten ist. Die obige Hilfsaus-
sage ist damit bewiesen.

O.B.d.A. sei L = {1,...,h}. Ferner seien die Eigenwerte A,..., A, so angeordnet,
dass \; = p(A)e? mit 0< 6, <--- <O, <2m,l=1,..., h Sei

h
Wh = E 5lh$l1
=1

ein beliebig aus €2 herausgegriffenes Element. Ist A\, = p(A), so ist (hier geht ein, dass
0<6 <--- <0, <2m also b, =0gilt) \y =--- = A\, = p(A) und folglich p(A)
ein Eigenwert von A mit dem Eigenvektor w, € K. In diesem Fall ist der Satz schon
bewiesen. Daher nehmen wir jetzt an, es sei A\, # p(A), also A\, = p(A)er keine positive
Zahl. Wegen obiger Aussage existieren positive Zahlen wy, ..., w, mit ZZ:O wpAp = 0.
Dann ist

q
Wh_1 = prprh
p=0
als positive Linearkombination von Elementen aus K selbst ein Element aus K. Es ist
wp—1 # 0, da andernfalls w,APw;, = 0, p = 0,...,q, was aber wegen wow;, # 0 nicht
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sein kann. Ferner ist

q
Wh_1 = E wyAPwy,
p=0

q h
= E wa Bin AP
=1

p=0
h

= Z (5zh pi;) wp)\f) Ha

=1

h—1
= Z Bl,h—lxu
=1
mit
q
Bin—1 = B Z Wy, lelL,
p=0

wobei wir .
ﬁh,h—l = Bun Z pr’,Z =
=0
- =0
ausgenutzt haben. So kénnen wir fortfahren. Ist Aryq # p(A) und Ay = p(A), so ist
p(A) ein Eigenwert von A mit dem Eigenvektor w; = sz:1 Bigxin, andernfalls existiert
Wi = Z{;ll Bi.f—1xzin € K\ {0}. Dieser Prozess zeigt, dass (spétestens) A\; = p(A) ein
Eigenwert von A mit dem Eigenvektor wy = f1121; ist. Der Satz ist damit bewiesen. O

11.3 M-Matrizen beziiglich eines Ordnungskegels

In Definition hatten wir eine nichtsinguldre Matrix A € R™*™ eine M-Matrix
genannt, wenn ihre Auflerdiagonalelemente nichtpositiv sind und die inverse Matrix
A~ elementweise nichtnegativ ist. Diese Definition wird nun verallgemeinert.

Definition 11.4 Sei A € R und K C R” ein Ordnungskegel.

(a) Die Matrix A heiit quasipositiv beziiglich des Ordnungskegels K, wenn ein o > 0
mit (A + ol )(K) C K existiert.

(b) Die Matrix A heiit eine M-Matriz beziiglich des Ordnungskegels K, wenn A
nichtsingulir, —A quasipositiv beziiglich K ist und A™(K) C K gilt.

Offenbar stimmt diese Definition fiir den natiirlichen Ordnungskegel K = R’} mit der
in Definition iiberein. Der folgende Satz verallgemeinert Satz Es wird sich
herausstellen, dass der Beweis fast vollig dem von Satz entspricht.

Satz 11.5 Sei K C R™ ein abgeschlossener Ordnungskegel mit int (K) # @ und A €
R"™*" eine Matrix mit der Eigenschaft, dass —A quasipositiv beziiglich K ist. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent:
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1. A ist eine M-Matrix beziiglich K bzw. A nichtsingulir und A™'(K) C K.
Es ist A = sI — B mit einer Matrix B mit B(K) C K und s > p(B).

Ist X\ ein Eigenwert von A, so ist R(\) > 0.

W

Fiir jedes vy > 0 ist A4+~I eine M-Matrix beziiglich K, also —(A+~I) quasipositiv
beziiglich K und nichtsingulér sowie (A +~I) 1K) C K.

Beweis: Da — A quasipositiv beziiglich K ist, existiert « > 0 mit (—A+al)(K) C K.
1. = 2.: Sei B := al — A. Nach Wahl von « ist B(K) C K. Nach Satz dem

Satz von Krein-Rutman im R", gibt es ein z € K \ {0} mit Bx = p(B)z. Dann ist
Az = (o — p(B))z. Da A nichtsinguldr und = # 0 ist, a # p(B). Wegen

Bz, =(a—p(B)) z_
eK eK
ist a > p(B), da andernfalls x € K N (—K) = {0}, ein Widerspruch. Damit gilt 2. mit
s = q.

2. = 3.: Sei A € C ein Eigenwert von A. Dann ist s — A ein Eigenwert von B, daher
s=RA)=R(s—AN) <[s=A<pB)<s

und folglich R(A) > 0.

3. = 4.0 Sei 7 > 0 gegeben. Wir haben zu zeigen, dass —(A + «I) quasipositiv und
nichtsingulér ist, ferner (A + 1)~ (K) C K gilt. Ersteres ist offenbar wegen

—A+al)(K)=|-(A+~])+(a+7)I|(K) C K
( al)(K) = [-(A+) + (o + PI(K)
>0
richtig. Es ist a > 0, denn andernfalls wire
—AK)C(-A+al)(K)—aKCK+KCK

und nach Satz hétte —A einen nichtnegativen bzw. A einen nichtpositiven (reellen)
Eigenwert, was durch 3. ausgeschlossen ist. Wir definieren B := al — A. Wegen B(K) C
K ist p(B) nach Satz ein Eigenwert von B und daher oo — p(B) ein Eigenwert von
A. Wegen 3. ist o — p(B) = R(av — p(B)) > 0. Definiert man

1
B, = B,
o+
so ist auch B,(K) C K und
1 o
B,) = B) < <1
B = ——plB) < <

Daher ist 1 — B, nichtsingulir. Wegen (I — B,)~" = >"° | B und der Voraussetzung,
dass K C R™ ein abgeschlossener Ordnungskegel ist, ist (I — B,) '(K) C K. Wegen

1
— (A+~l)=1-B,

a+ 7y
ist auch A + ~[ nichtsingulir und (4 +~1)"1(K) C K.
4. = 1.: Diese Richtung ist trivial: Setze v := 0. a
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12 Der Zwischenwertsatz

12.1 Der klassische Zwischenwertsatz der Analysis
Der klassische Zwischenwertsatz der Analysis sagt aus:

Satz 12.1 Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall und f:[a,b] — R stetig. Dann
existiert zu jedem u zwischen f(a) und f(b) ein u € [a,b] mit f(c) = u. D. h. zu jedem

u € [f(a), f(b)] (falls f(a) < f(b)) bzw. u € [f(D), f(a)] (falls f(b)—< f(a)) gibt es ein
¢ € [a,b] mit f(c) = u.

Beweis: O.B.d. A. sei f(a) < f(b) und u € [f(a), f(b)]. Man definiere die stetige
Funktion g: [a,b] — R durch g(z) := f(z) — u. Dann ist g(a) < g(b) und g(a) <0 <
g(b). Nun definiere man die Folgen {a;} und {b;} durch

e Setze a; :=a, by :=b.
e Firk=1,2,...:

— Berechne ¢, := %(ak + b.).
— Falls g(¢x) = 0, dann: ¢ := ¢, STOP.
— Setze

S { cg,  falls g(er) <0, _— { be,  falls g(cx) <0,
kel = k1 1=

ag, sonst, Ck, sonst.

Dann ist {ax} eine monoton nicht fallende, nach oben beschrinkte Folge und {by}
eine monoton nicht steigende, nach unten beschréinkte Folge. Beide Folgen sind daher
konvergent und ihr Limes ist wegen

b—a
2k—1"

bk — Q) =
gleich, etwa gleich c. Wegen
glar) <0 <g(br),  keN,

und der Stetigkeit von g ist g(c¢) = 0 bzw. f(c) = u. a

Als Folgerung aus dem Zwischenwertsatz [12.1] erhalten wir den Nullstellensatz von
Bolzano, aus dem man wiederum sehr leicht den Zwischenwertsatz folgert.

Korollar 12.2 Sei f: [a,b] — R stetig und f(a)f(b) < 0. Dann existiert ein * € [a, D]
mit f(z*) =0.

Bemerkung: Wir wollen uns tiberlegen, dass (fiir n = 1) der Brouwersche Fixpunkt-
satz aus dem Nullstellensatz folgt. Denn sei F': [a, b] — R stetig und F'([a,b]) C [a, b].
Definiert man die stetige Funktion f:[a,b] — R durch f(x) := z — f(x), so ist
fa) <0 < f(b), sodass wegen des Nullstellensatzes eine Nullstelle von f bzw. ein
Fixpunkt von F in [a, b] existiert. Auch umgekehrt kann der Nullstellensatz mit Hilfe
des Brouwerschen Fixpunktsatzes bewiesen werden, wie wir gleich beim Beweis des
verallgemeinerten Zwischenwertsatzes von Poincaré-Miranda sehen werden. O
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12.2 Der Satz von Poincaré-Miranda

Von H. Poincaré (1883) stammt die folgende Vermutung (wortlich zitiert nach F.
BROWDER (1983)):

o Let &,&,...,&, be n continuous functions of n variables x1, xs, ..., x,: the va-
riable z; is subjected to vary between the limits +a; and —a;. Let us suppose for
xr; = a;, & is constantly positive, and that for x; = —a; constantly negative; I say
there will exist a system of values of x for which all the £’s vanish.

Diese Aussage wurde von C. Miranda (1940) bewiesen. Wir bezeichnen den folgenden
Satz (es gibt verschiedene Versionen, wir folgen im wesentlichen V. 1. ISTRATESCU
(1981, S.118)) als Satz von Poincaré-Miranda. Etwas andere Versionen werden in der
folgenden Bemerkung vorgestellt.

Satz 12.3 Seien a = (a;), b= (b;) € R" mit a; <b;, i =1,...,n, gegeben. Hiermit sei
der Quader
Q={z=(r;)) eR":a; <z; <b;,i=1,...,n}

definiert. Fiiri = 1,...,n seien die Abbildungen F;:(Q — R, i=1,...,n, stetig und

E(.ﬁl}l ey L1, Ay Ljy 1y - - 13n> >0 ..
* L T T = fiir alle z € Q).
(+) { Fi(@, .. o1, b @i, -, 2n) <0 @

Dann existiert einx € Q mit F;(z) =0,71=1,...,n, bzw. F(z) = 0, wobei F: () — R"
durch F(x) := (Fy(z),...,F,(z))" definiert ist.

Beweis: Im ersten Teil des Beweises zeigen wir die Aussage des Satzes unter der
starkeren Voraussetzung, dass () fir ¢ = 1,...,n sogar mit dem >- bzw. <-Zeichen
erfiillt ist. Wir definieren f;:Q — R durch fi(z) := z; + ¢ F;(z) mit geeignet zu
wéhlenden ¢; > 0,7 =1,...,n. Wir setzen

m; := min F(x), M; := max F;(z).

T€Q z€Q
Wegen der oben gemachten Annahme ist m; <0< M;, i =1,...,n.

(a) Es existiert (51(1) > (0 mit

r € Q, Fi(x)<O:>(5i(l)§xi—ai.

Denn: Angenommen, es gibt eine Folge {#®} c @ mit F;(z®) < 0 und :Egk) —a; —
0. Da @ kompakt ist, existiert eine konvergente Teilfolge {z*)} C {x(®}, sei etwa
) — 3. Dann ist #; = a; und F;(2) < 0, ein Widerspruch zu der Annahme, dass (*)
mit > erfiillt ist.

(b) Es existiert 6§2) > (0 mit

x € Q, Fz(x) >0 = 552) < b, — x;.
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Der Beweis fiir diese Aussage verlauft entsprechend dem Beweis von (a).
Nun setze man

s 5@
ei::min<—2 ’](4)’ 1=1,...,n.
my; i

Wir zeigen, dass f = (f;) mit fi(z) :=z; + ¢ F;(z), i = 1,...,n, den Quader ) in sich
abbildet.

1. Ist z € Q und F(x) =0, so ist a; < x; = fi(z) < b;.
2. Ist x € Q und Fj(x) < 0, so ist

a; S xl—éfl)

= fi(x)_ez Z( )_5

< filw) —em; — 61'1)
—_———

<0

< filz)

= z;+¢ Fi(x)
——
<0

< b

3. Ist x € Q und Fj(x) > 0, so ist

a; < m+e¢ Fi(r)
>0
= fi(z)
< b — 6% 4 ,Fy(x)
< b—5§2 + €;M;
<0
< b

Damit ist gezeigt, dass die Abbildung f den Quader ) in sich abbildet. Aus dem
Brouwerschen Fixpunktsatz folgt die Existenz eines Fixpunktes z von f = (f;)
bzw. einer Nullstelle von F' = (F;). Ist also die Bedingung (%) fiir i« = 1,...,n strikt
erfiillt, so ist die Behauptung bewiesen.

Im zweiten Teil des Beweises nehmen wir an, (x) sei erfiillt und definieren fiir m € N
die Abbildung F Q — R, 2=1,...,n, durch

(m) . 1 aﬁ—bi
F, <x>—m<x>—a(l— ).
Dann ist
E(m)(xlu---7~Ti71;aiaxi+17--~axn) = Fi<x17---7mi717ai7xi+17-~-73:n)
1 bi—(ll'
m 2
> 0
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und entsprechend

(m) —
E (:1:1,...,mi_l,bi,xiﬂ,...,xn) = Fi(l’l,...,$i_1,bi,xi+1,...,xn)
1 bl — a;

m 2

<

0

fiir alle z € Q. Fiir Fi(m) ist die Bedingung (%) sogar strikt erfiillt, sodass wegen des
schon bewiesenen ersten Teiles des Beweises (™ € @ mit Fi(m) (™) = 0 existieren,
i=1,...,n. Aus {z(™} C Q kann eine gegen ein = € @ konvergente Teilfolge {z(™)}
ausgewiahlt werden. Offensichtlich ist Fj(z) = 0,7 =1,...,n, baw. F(x) = 0. Der Satz
ist bewiesen. O
Bemerkung: Von M. N. VRAHATIS (1989) ist ein kurzer Beweis (einer etwas spe-
zielleren Version) des Satzes von Poincaré-Miranda mit Hilfe des Abbildungsgrades
und eine Verallgemeinerung angegeben worden. Genauer wird die folgende Aussage bei
Vrahatis bewiesen:

o Sei Q:={zxeR":|z;] <L, i=1,...,n}. Die Abbildung
F=(F,...,F):Q —R"
sei stetig und F'(z) # 0 fiir alle x € 0Q. Fiir alle x € () sei ferner

{ E(fﬁl, sy Ti—1, _Lwri—‘rl? s 71771) Z 07

1=1,...,n.
Fi(xy, ...,z + L, xi0q, ... x,) <0, B

Dann existiert ein x € int (Q) mit F(z) = 0.

Zum Beweis mit Hilfe des Homotopie-Satzes definieren wir H:Q x [0,1] — R"
durch H(z,t) := (1 — t)F(z) + t(—x). Um den Satz iiber die Homotopie-Invarianz
anwenden zu konnen, haben wir H(z,t) # 0 fiir alle (z,t) € 9Q x [0, 1] nachzuweisen.
Nun ist nach Voraussetzung H (z,0) = F(z) # 0 fiir alle z € 0Q. Weiter ist H(z,1) =
—x # 0 fiir alle x € 0Q). Es ist aber auch H(x,t) # 0 fiir alle (z,t) € 9Q x (0,1). Denn
ist (z,t) € 0Q x (0,1) vorgegeben, so existiert wegen x € 9Q ein i € {1,...,n} mit
x; = —L oder z; = +L. Bezeichnen wir mit H;(x,t) die i-te Komponente von H(x,t),
so ist im ersten Fall
Hi(z,t) = (1 = t)F(xq,..., 21, —L,xi41, ..., xy) + tL >0,

Vv - 0

>0 =

wahrend im zweiten Fall

Hz(l',t) = (1 — t)E(ZEl, ey L1, L,l’i+1, R ,I’n) + t(—L) < 0.

) > T
Daher ist
d(F,int (Q),0) = d(H(-,0),int (Q),0)
= d(H(-,1),int (Q),0
= d(—1,int (Q),0)
- (1
#+ 0



Aus dem Satz von Kronecker folgt die Behauptung der obigen Aussage.

Von F. STENGER (1975, S.37) ist mit Hilfe des Abbildungsgrades die folgende (ver-
glichen mit den obigen Aussagen) schwache Version des Satzes von Poincaré-Miranda
bewiesen worden:

e Sei ) :={x € R": |x;] < 1}. Die Abbildung
F=(F,..,F):Q —R"

sei stetig. Fiir alle x € () sei ferner

F’i(xlw"7xi—la_1axi+l7-"7~rn) <0, .
1=1,...,n.
E(l'la sy L1, +17 Litls - 7xn> > 07
Dann existiert ein x € int (()) mit F(z) = 0.
Offenbar ist dies ein Spezialfall der vorigen Aussage. a

12.3 EinschlieBungssitze bei nichtlinearen Randwertaufgaben
zweiter Ordnung

Als Prototyp eines Finschlieffungssatzes bei einer nichtlinearen Randwertaufgabe wol-
len wir uns iiberlegen, dass der folgende Satz richtig ist. In diesem wird ausgesagt, dass
zwischen einer Unter- und einer Oberlosung eine Losung einer Randwertaufgabe liegt.
Daher kann der folgende Satz als eine Art Zwischenwertsatz angesehen werden.

Satz 12.4 Gegeben sei die nichtlineare Randwertaufgabe (zweiter Ordnung)
(P) —u" = f(u,t), u(a) = uq, u(b) = up.

Hierbei seien u,, u, € R vorgeben und f:R x [a,b] — R stetig sowie beziiglich der
ersten Variablen stetig differenzierbar. Es mégen o, 8 € C?[a,b] existieren mit

1. a(t) < B(t) fiir alle t € [a, b),

2. =a(t) — flalt),t) <0< =p"(t) — f(B(t),t) fiir allet € [a,b], d.h. « ist eine
Unterlésung und (3 eine Oberlésung von (P),

3. ala) <u, < f(a), ad) < u, < 5().
Dann existiert eine Losung u € C?[a, b] von (P) mit a(t) < u(t) < B(t) fiir allet € [a, b].

Beweis: Wir werden den Schauderschen Fixpunktsatz [10.16] anwenden. Der Raum
(X, |- 1) == (C[a,b], || - ||o) ist ein Banachraum. Die Menge

A:={z € Cla,b] : at) <z(t) < p(t) fir alle t € [a,b]}

ist nichtleer, abgeschlossen und konvex. Die Idee besteht darin, eine stetige Abbildung
F: A C Cla,b] — Cla,b] mit F(A) C A und relativ kompaktem F(A) zu bestimmen,
deren nach dem Schauderschen Fixpunktsatz in A existierender Fixpunkt eine Losung
der nichtlinearen Randwertaufgabe (P) ist. Hierzu iiberlegen wir uns:
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e Seien r € Cla,b], A > 0 sowie u,,u, € R gegeben. Dann besitzt die (lineare,
inhomogene) Randwertaufgabe

(%) —u" + Nu = r(t), u(a) = ug, u(b) = up
eine eindeutige Losung, welche durch

1
u(t) = uavfﬁ) (t) + ubleA) (t) + / GW (t,s)r(s)ds
0

gegeben ist. Hierbei ist

b—t t—a
O(g) .— O .
UCL (t) b_a’ Ub (t) b—a
e L [ (s—a)b—-1) b
(0) - s—a t), a = t <0,
¢ (t’s)'_b—a{(b—s)(t—a), a<t<s<hb,
wahrend fiir A > 0
W () . SHBAD — 1) O gy . SLA( —a)
va () sinh A(b — a)’ o () sinh A(b — a)
und
GO, 5) = 1 sinh \(s —a) sinhA(b—1t), a<s<t<b,
)T N SmhA(b—a) | sinhA(b—s) sinhA(t—a), a<t<s<b.

Denn: Durch Nachrechnen weist man nach, dass die fiir A = 0 und A > 0 angegebenen
Funktionen Losungen von () sind. Die Eindeutigkeit erhélt man sehr leicht, indem man
nachweist, dass das homogene Problem (homogene Differentialgleichung und homogene
Randbedingungen) nur trivial 16sbar ist.

Nun sei

K :={(z,t) e R x [a,b] : a(t) <z < ()},

anschliefend wihle man A > 0 so grof3, dass

.0 5
= > 0.
() Join axf(x,t) +A*>0

Mit diesem A definiere man die Abbildung F: A — C'a, b] durch
b
F(a)(t) = uav (1) + gy (1) + / GO (1, 5)[f(x(s), 5) + Noa(s)] ds,

wobei v\ (1), vék) (t) und GM (¢, 5) die oben fiir A = 0 bzw. A > 0 definierten Funktionen

sind. Wichtig ist, dass v((l)‘)(-), Ul()/\)(~) und vor allem die sogenannte Greensche Funktion

GWM(.,-) auf [a,b] bzw. [a,b] x [a, b] nichtnegative Funktionen sind.
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Zunéchst zeigen wir F'(A) C A, danach die relative Kompaktheit von F'(A). Fir z € A
und beliebiges t € [a, b] ist

F@)(t) = uo () +uoiM(t) + / GV, )[f (2(s), s) + A2x(s)] ds

> gV () + wol M (t) + / GV(t, s)[f(a(s), s) + N2a(s)] ds

a

(nach Wahl von \)
b

> a(a)oM(t) + a(b)uy” (1) + / G (t,5)[—a(s) + Na(s)] ds

a

= aft).

Entsprechend ist F(x)(t) < §(t) fiir alle ¢ € [a,b], womit insgesamt F(A) C A be-
wiesen ist. Weiter ist F'(A) C C|a,b] relativ kompakt, wie man mit Hilfe des Satzes
von Arzela-Ascoli (siehe Seite feststellt. Wegen des Schauderschen Fixpunktsatzes
besitzt F' also einen Fixpunkt u € A. Dieser Fixpunkt ist eine Losung der nichtlinearen
Randwertaufgabe (P). Damit ist der Satz bewiesen. O

Bemerkung: In Satz betrachteten wir fiir eine gewohnliche Differentialgleichung
zweiter Ordnung die erste Randwertaufgabe, bei welcher die Werte der gesuchten Diffe-
rentialgleichungslosung auf dem Rande des Intervalls vorgeben sind. Denkbar sind aber
auch andere Randbedingungen, fiir die ebenfalls die Nichtnegativitdat der zugehorigen
Greenschen Funktion gesichert werden kann. Hierauf wollen wir nicht néher einge-
hen, sondern nur z. B. auf L. COLLATZ (1964, S.300) (monotone Art bei Sturmschen
Randwertaufgaben) in Verbindung mit z. B. J. WERNER (2001, S.205ff.) (Existenz
der Greenschen Funktion bei Sturmschen Randwertaufgaben) verweisen. Dafiir soll
aber auf den Fall periodischer Randbedingungen ndher eingegangen werden. Hierbei
beschrinken wir uns auf [0, 1] als zu Grunde liegendes Intervall, was durch eine Varia-
blentransformation erreicht werden kann. Als Ersatz fiir die zu Beginn des Beweises
von Satz gemachte Aussage {iber die Darstellung der Losung einer linearen, inho-
mogenen Randwertaufgabe erster Ordnung gilt:

e Seien r € C[0,1], A > 0 sowie ug,u; € R gegeben. Dann besitzt die Randwert-
aufgabe zweiter Ordnung mit periodischen Randbedingungen

(%) —u" + Nu = r(t), u(1) — u(0) = ug, (1) —u'(0) = uy
eine eindeutige Losung, welche durch

1
u(t) = uoodM () + u oM (t) + / GN(t,s)r(s)ds
0

gegeben ist. Hierbei ist

0 (sinh At — sinh A(1 — ¢)),

2sinh A

M) = —— L (sinn inh A(1 —
v (t) )x(cosh)\—l)(sm At + sinh A\(1 —t)),
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weiter ist G die Greensche Funktion zu (Ly, R), wobei

R T (v B G e B

Die Greensche G Funktion existiert zu (Ly, R) (da die die homogene Aufgabe
Lyu =0, Ru = 0 nur trivial 16sbar ist) und ist bekanntlich durch die folgenden
Eigenschaften charakterisiert:

1. GM:[0,1] x [0,1] — R ist stetig.
2. In jedem der beiden Dreiecke

Ay :={(t,s): 0< s <t <1}, Ay :={(t,s):0<t<s<1}

existieren die partiellen Ableitungen GEA), G;? ) und sind stetig, wobei auf
der Diagonalen des Quadrats [0, 1] x [0,1] die dem Dreieck entsprechende
einseitige Ableitung zu nehmen ist.

3. Bei festem s € [0,1] ist LGW(t,s) = 0 fiir alle t € [0,1] \ {s}.
4. Es gilt die Sprungbeziehung

GVt +0,t) =GNt —0,t)=—1 firallet e (0,1).

5. Es ist RGM (-, 5) = 0 fiir alle s € (0, 1).

Die Greensche Funktion G® ist durch

1 : B : B
GOt 5) = : { sinh A\(t —s) +sinh A(1 —t+s),  (s,t) € Ay,

AMcosh A — 1) | sinhA(s —t) +sinh \(1 —s+1),  (s,1) € Ay,
gegeben, da die charakterisierenden Eigenschaften 1.-5. erfiillt sind.

Man beachte, dass die Greensche Funktion G auf [0, 1] x [0, 1] offensichtlich fiir jedes

A > 0 positiv ist. Die Funktion v(()’\) wechselt auf dem Intervall [0, 1] das Vorzeichen,

wahrend v?’ auf [0, 1] positiv ist. Daher kann die folgende Aussage genau wie Satz
mit Hilfe des Schauderschen Fixpunktsatzes bewiesen werden.

e (Gegeben sei die nichtlineare Randwertaufgabe zweiter Ordnung mit periodischen
Randbedingungen

(P) —u" = f(u,t), u(0) —u(1) = up, w'(0) —u'(1) = uy.

Hierbei seien ug,u; € R vorgegeben, ferner sei f:R x [0,1] — R stetig sowie
beziiglich der ersten Variablen stetig differenzierbar. Es mégen «, 3 € C?[0,1]
existieren mit

1. a(t) < B(t) tir alle t € [0,1],
2. =a"(t) — f(alt),t) <0< =p"(t) — f(B(t),t) fir alle t € [0,1],
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3. Es ist
a(1) = a(0) = ue = B(1) — B(0)
und
/(1) = a’(0) < ui < B'(1) — B(0).
Dann existiert eine Lésung u € C?[0,1] von (P) mit a(t) < u(t) < B(t) fiir alle
te0,1].
Ganz entscheidend wurde in Satz und obiger Bemerkung ausgenutzt, dass die
nichtlineare Funktion f(u,t) in der Randwertaufgabe (P) nicht von der Ableitung '

abhéngt. Durch eine Anwendung der Ergebnisse im folgenden Unterabschnitt kénnen
wir uns von dieser Einschrankung zum Teil befreien. O

12.4 Nichtlineare Randwertaufgaben bei Systemen von Diffe-
rentialgleichungen erster Ordnung
Wir betrachten in diesem Unterabschnitt, in dem wir uns im wesentlichen an J. WER-

NER (1969) halten, nichtlineare Randwertaufgaben fiir ein System von n Differential-
gleichungen erster Ordnung der Form

(P) —2' = f(z,1), Rz := Mz(a) + Nz(b) = ~.
Hierbei sind M, N € R™*",
filzr, .05 20, t) "

f(Z7t) = ) Y= :
fulz1, oy 2, 1) o

vorgegeben. Die Idee bei der Behandlung von (P) besteht darin, auf beiden Seiten des
Differentialgleichungssystem einen geeigneten linearen Term C(t)z (mit C' € Cyxynla, b,
es sei also C: [a, b] — R™ " stetig) dazu zu addieren, um auf diese Weise eine Art Mo-
notonie der rechten Seite zu erzwingen, und (P) anschlieBend in eine Fixpunktaufgabe
umzuformulieren. Dies ist moglich, falls die homogene Aufgabe

2 +C2=0, Rz=0

nur die triviale Losung z = 0 besitzt. Grundlage ist der folgende Satz, siehe z.B. E.
A. CoDDINGTON, N. LEVINSON (1955, S.204) oder auch H. WERNER, H. ARNDT
(1986, S.262ff.).

Satz 12.5 Gegeben sei die lineare Randwertaufgabe
(L) Lz:=—24+Cz=, Rz := Mz(a) + Nz(b) =,

wobei € Cpynla,b], f € Cyla,b] (die Abbildung f:[a,b] — R™ sei also stetig), M, N €
R™™ und v € R". Die homogene Aufgabe Lz = 0, Rz = 0 besitze nur die triviale
Lésung z = 0. Sei ® € C} la,b] ein Fundamentalsystem von Lz = 0, die Spalten

nxn
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von ® also linear unabhéngige Losungen von Lz = 0. Dann besitzt (L) eine eindeutige
Losung, welche in der Form

) 0 =90+ [ G0 5(s) s
dargestellt werden kann. Hierbei ist

g(t) = (1) M®(a) + NO(b)]
die Losung von Lz =0, Rz = vy und

_ [M®(a) + NO(b)| " Nb(b) — I L s<t,
Glt.5) = 2(t) { [M®(a) + N®(b)] " ND(b) } ) o

die Greensche Matrix zu (L, R).

Beweis: Zunéchst miissen wir uns tiberlegen, dass M ®(a) + N®(b) nichtsingular ist,
weil andernfalls ¢ und die Greensche Matrix G nicht definiert wéren. Dies ist aber
einfach einzusehen. Denn wenn ein x € R™ \ {0} mit [M®(a) + N®(b)]x = 0 existieren
wiirde, so wire ®(¢)z eine nichttriviale Losung von Lz = 0, Rz = 0, ein Widerspruch
zur Annahme. Dass unter dieser Annahme die inhomogene Randwertaufgabe héchstens
eine Losung besitzen kann, ist klar. Daher bleibt zu zeigen, dass durch (k) eine Losung
von (L) gegeben ist. Wegen Lg = 0, Rg = 7y geniigt es hierfiir wiederum nachzuweisen,

dass ,
_ / G(t, 5)f(s) ds

eine Losung von Lz — f, Rz — 0 ist. Wegen
o) — /abG(t,s)f(s)ds
= [owareas+ [ et a
— (0){[MD(a) + NO®) " ND(b 1}/

+ ®(t)[MP(a) + NO(b)]~ 1Nc1>(b)/ ®(s)f(s)ds

ist
Lx(t) = —2'(t) + C(t)z(t)
— —/(t){[Mo(a) + NB(b)] ' N(D) - I} /
— 0(0){[Mb(a) + NO(B) I ND(B) — T} 0 (1) (1)

b
— ' (1) [MP(a) +N<I>(b)]‘1N<I>(b)/t d(s)"1f(s)ds
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O(t)[M®(a) + NO(b)] " NO(b)D(t) " f(t)
C(t)x(t)

= —CHe({[Mé(a) + NO(b)] ' N(b ”/

C(t)2(t)[M(a) + N(b)] 1J\“P(b)/ ©(s) "' f(s) ds

Cltye(t) + F(8 t
PN NN
.

und damit Lz = f. Weiter ist
Rx = Muz(a) + Nx(b)
~ MB@ID(0) + N NDE) [ 0(s)7 () ds

+ NO(L){[M®(a) + N®(b)] ' N®(b I}/

= [M®(a)+ NO(b)|[MP(a) + NO(b)|~ 1Nd)(b)/ O(s)"f(s)ds

—N(I)(b)/ B(s)~L f(s) ds
= 0.

Damit ist der Satz bewiesen. O

Ist also die homogene Aufgabe —z' + Cz = 0, M z(a) + Nz(b) = 0 nur trivial losbar,
so ist die nichtlineare Randwertaufgabe

(P) -z = f(z,1), Mz(a) + Nz(b) = v

dquivalent zu der Fixpunktaufgabe fiir die Abbildung F: Cy[a, b] — C,,]a, b] definiert
durch

b
F(x)(t) = g(t) + / G(t,s)[f(2(s), s)i C(s)z(s)] ds.
Fo(2)(s)

Mit Lz := —2'+Cz, Rz := Mz(a)+ Nz(b) ist g die Losung von Lz =0, Rz = yund G
die Greensche Funktion zu (L, R). Ferner definieren wir die Abbildung F¢: C,[a, b] —

Cyla,b] durch
Fo(2)(t) := f(2(1),8) + C(t)z(t).

Die Greensche Funktion G(t,s) wird i. Allg. auf [a,b] X [a,b] nicht elementweise von
einem Vorzeichen sein, d. h. die durch

€ G(2)(t) := g(t) +/ G(t,s)z(s)ds

209



definierte (affin lineare) Abbildung G: C,[a,b] — Cy[a,b] wird i. Allg. nicht beziiglich
der natiirlichen Halbordnung < (siche das néchste Beispiel) auf C,[a,b] isoton bzw.

monoton wachsend sein. Beziiglich einer anderen Halbordnung ist dies aber sehr wohl
denkbar.

Definition 12.6 Ist X ein linearer normierter Raum, so heifit eine Menge O C X ein
Ordnungskegel, wenn gilt:

(i) O ist konvex und O # {0};
(ii) aus A > 0 und u € O folgt \u € O;
(ili) aus v € O und —u € O folgt v =0, d.h. es ist O N (—0) = {0}.

Der Ordnungskegel O induziert in kanonischer Weise eine Halbordnung <, indem wir
u < v anstelle von v — u € O schreiben. Weiter schreiben wir gelegentlich v > u statt
u < v. Wenn wir die Abhéngigkeit der Halbordnung < vom Ordnungskegel O explizit
hervorheben wollen, so schreiben wir <, statt <. Ein Ordnungskegel O C X heifit
normal, wenn eine Konstante ¢ > 0 mit

0<u<v=ul <clvl
existiert. Sind ug, vg € X zwei Elemente mit ug < vy, so heifit
[uo, vo] :={w € X 1wy <w < vy}

das durch ug, vy gegebene Intervall™l Wenn wir die Abhingigkeit vom Ordnungskegel
O bzw. der Halbordnung < deutlich machen wollen, so schreiben wir [ug, vo]o bzw.
[ug, vo]< statt [ug, vol.

Beispiel: Eine “natiirliche Halbordnung” im R"™ ist durch die komponentenweise Halb-
ordnung < gegeben, welche durch den nichtnegativen Orthanten

R == {2z = (z;) e R" : ; > 0}

als Ordnungskegel erzeugt wird. Auf C),[a, b], dem mit der Maximumnorm versehenen
linearen normierten Raum der stetigen Abbildungen von [a, b] in den R”, ist hierdurch
in naheliegender Weise der Ordnungskegel

Ch+la,b] .= {z € Cyla,b] : 2(t) € RY fiir alle t € [a,b]}

gegeben. Dieser ist offenbar abgeschlossen und normal. Die zugehorige Halbordnung
wird ebenfalls mit < bezeichnet.

Natiirlich gibt es in R” und Cy,[a, b] neben R} bzw. C,, 1 [a, b] weitere abgeschlossene
und normale Ordnungskegel. Ist z. B. H € R™*" nichtsingulér, so ist

Oy :={zxeR":Hx e R}

42Ist der Ordnungskegel O C X normal, so ist das Intervall [ug, vg]o offenbar beschrinkt. Ist der
Ordnungskegel O C X abgeschlossen, so ist das Intervall [ug, vg]o abgeschlossen.
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ein normaler, abgeschlossener Ordnungskegel im R". Ist weiter H: Cy[a, b] — Cy[a, b]
linear, stetig und bijektiv (dann existiert H':C,[a,b] — C,[a,b] und ist natiirlich
linear und wegen Satz [6.15, dem Satz iiber die Beschrinktheit der Inversen einer li-
nearen, stetigen und bijektiven Abbildung zwischen Banachriaumen selbst stetig), so
ist
Op :={zx € Cyla,b] : H(z) € C,, +[a,b]}

offenbar ein abgeschlossener, normaler Ordnungskegel in C,,[a, b]. Die zugehorige Halb-
ordnung im R™ bzw. in C),[a,b] wird jeweils mit <y bezeichnet. Wir sagen, dass die
Halbordnung <g in R" bzw. C,[a,b] durch die nichtsinguldre Matrix H € R™*" bzw.
die lineare, stetige, bijektive Abbildung H: C,la,b] — C,la,b] induziert sei. O
Mit Hilfe des néchsten Satzes iiber Matrizen (siehe J. WERNER (1969, Hilfssatz 3))
kann eine Bedingung dafiir angegeben werden, dass es lineare, stetige und bijektive Ab-
bildungen H, K von C,,[0, 1] auf sich gibt derart, dass HG K ~! beziiglich der natiirlichen
Halbordnung isoton ist. Hierbei ist G: C},[0, 1] — C,[0, 1] durch (x) definiert.

Satz 12.7 Sei A € R"*". Ist p ein Eigenwert von A, so sei pp € R und pu ¢ (0,1). Dann
existieren nichtsinguldre Matrizen H, IC € R™*" mit

HAK™L >0, H(A-DK >0,
d. h. alle Eintrége der jeweiligen Matrizen sind nichtnegativ.

Beweis: Durch eine nichtsingulire Matrix H € R™*" lisst sich A € R™" auf Jordan-
sche Normalform transformieren, d. h. es ist

HAH ™ = diag (Jo, J1, ..., Js, Juits -, J).

Hierbei ist
Jo 1= diag (1, - - - s Hg)

eine ¢ X g-Diagonalmatrix und

fgrs 1 - 0

Jo=| O Haw ER" =1t
: Co1
0 - 0 fge

Die p; sind die (nach Voraussetzung reellen) Eigenwerte von A und liegen nach Voraus-
setzung nicht in (0, 1). Es sei pigq; > 1,0 =1,...,s,und py; < 0,7 =s+1,...,t. Mit I
bezeichnen wir die g x g-Einheitsmatrix, mit [; fiir ¢ = 1, ..., ¢ die r; X r;-Einheitsmatrix.
Ferner definiere man M; € R™" ¢ = s+ 1,...,t, als diejenige Matrix, die aufler in
der Hauptdiagonalen und der oberen Nebendiagonalen nur Nullen als Eintrédge besitzt,
wihrend die Hauptdiagonale aus (1, —1, ..., F1, +1) und die obere Nebendiagonale aus
(1,—1,...,F1) besteht. Man setze

Ji = My ;MY i=s41,...,t,

211



und anschliefflend

H = dlag (I(],Il, ce 7IS,MS+1, R ,Mt)H-

Dann ist

HAH ' = diag (Jo, J1, -, Jss Jypts s ).

Schliellich definiere man

[ sign(uy)  falls py #0, o
K ._{ -1 falls p1; = 0, Jj=1,...,q,

setze
S = diag (s1,...,5,)

und gewinne KC aus
K :=diag (S I1,... . Iy, —Ig1,...,—1)H,

d.h. es ist
Kt =H'diag (S, I1,..., Iy, —Ies1,...,—1).

Wir wollen uns iiberlegen, dass mit H und K Matrizen gefunden sind, die die gesuchten
Eigenschaften besitzen. Es ist

HAK™ = HAH 'diag (S, Iy,..., I, —1eiq,...,—1)
= diag (Jo, J1, ..., Jss Jeq1, ..., o) diag (S, Iy, ... Iy, —Ior, ..., —1})
= diag (JoS, J1,. ... Js,—Jei1s .., —Jp).

Wir wollen uns iiberlegen, dass in dieser Blockdiagonalmatrix alle Eintrége nichtnegativ
sind. Zunéchst ist

JoS = diag (i, ., 1g) diag (st ., 33) = dliag (Jurl, - 1]

trivialerweise nichtnegativ. In den Jordanblécken Jy, . .., J; sind nur die Haupdiagonale
und die obere Nebendiagonale mit von Null verschiedenen Eintrégen besetzt. In der
Hauptdiagonale sind alle Eintrage > 1, wiahrend die obere Nebendiagonale mit Einsen
besetzt ist. Zu zeigen bleibt also, dass —J; > 0,i = s+ 1,...,t. Hierbei ist J; =
MiJiMi_l, wobei im Jordanblock J; die Diagonalelemente durch pi44; < 0 besetzt sind,
1 =s+1,...,t. Um die Notation zu vereinfachen, nehmen wir an, dass J; und damit
auch J; ein 4 x 4-Block sei. Dann ist

—Jz — —MZJZMfl
1 1 0 0 fgri 1 0 0 1 1 1 1
B 0 —1 -1 0 0 fgri 1 0 0 —1 —1 —1
— o o 1 1 0 0 jpigyi 1 0 0 1 1
0 0 0 —1 0 0 0 fig 0 0 0 —1
fgri Hgri +1 1 0 1 1 1 1
_ 0 —pgri —Hgri—1  —1 0 —1 —1 -1
- 0 0 [hqri fgri + 1 0 0 1 1
0 0 0 — gt 0 0 0 —1




Hg+i  — 1 0 0
0 Hg+i  — 1 0
0 0 fpigrs —1
0 0 0 pge

Wegen p44, < 0 ist dies eine Matrix, deren Eintrdge sémtlich nichtnegativ sind. Der
allgemeine Fall ergibt sich analog. Damit ist HAKX ™' > 0. Weiter ist
HA-DHK' = HAK ' —HK!
= diag (JoS, J1, ..., Js,—Jgs1s. .., —Jy)
—diag (S, I1,...,Is,—Isi1,...,—1})
= diag (Jo—10)S, Jy — I, ..., Js — Iy, Iypy — Joyr, ..., I, — Jy).
Alle Eintrége dieser Blockdiagonalmatrix sind nichtnegativ! Der erste Block besteht

aus der Diagonalmatrix (Jy — Ip)S. Das j-te Diagonalelement d; dieser Diagonalmatrix
ist

di = (1 — 1)s,; = =1,...,q,
i = (1 )s; {1_%7 1 <0, J q
und folglich nichtnegativ. In den s Blocken J;, i = 1,..., s, sind die Diagonalelemente

> 1 und folglich J; — I; > 0,7 =1,...,s. Schlielich wissen wir schon, dass —J; > 0,
i=s+1,...,t sodass erst recht I, —.J; > 0,7 =s+1,...,t. Alsoist H(A—I)K~* > 0.
Insgesamt ist der Satz bewiesen. O
Als einfache Folgerung aus dem letzten Satz erhalten wir die folgende Aussage:

Satz 12.8 Seien C' € C«,la,b], M, N € R"*" gegeben. Wie in Satz seien hiermit
Lz :=—-2'+Cz, Rz := Mz(a) + Nz(b)

definiert. Es wird vorausgesetzt, dass die homogene Aufgabe Lz = 0, Rz = 0 nur
trivial losbar ist. Mit einem Fundamentalsystem ® von Lz = 0 sei, wie in Satz [12.5
angegeben,

o [M@(a) + N@(b)]_lN@(b) -1 1 s <t,
Glt,5) = ®(t) { (M®(a) + NO(b)]-LND(b) }q’(s) L<s

die Greensche Funktion zu (L, R). Es wird vorausgesetzt, dass die Eigenwerte von
A= [M®(a) + N®(b)] ' No(b)
reell sind und nicht in (0,1) liegen (was von der Wahl des Fundamentalsystems un-

abhéngig ist). Mit g € Cy[a,b] sei die Abbildung G: Cy[a,b] — Cy[a,b] durch

G(2)(t) :=g(t) +/ G(t,s)z(s)ds

definiert. Dann existieren lineare, stetige und bijektive Abbildungen H, K: C),[a, b] —
Chpla,b] mit der Eigenschaft, dass HGK ™' beziiglich der natiirlichen Halbordnung in
Cyla, b] isoton ist bzw. die Implikation

u<gv= G(u) <y G(u)

gilt.
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Beweis: Ist ® ebenfalls ein Fundamentalsystem zu Lz = 0, so existiert eine nichtsin-
gulidre Matrix M € R™ "™ mit ® = ®X. Daher hat

A= [M®(a) + NO©D) 'NO)b) = M *AM

dieselben Eigenwerte wie A. Wegen Satz existieren nichtsingulédre Matrizen H, KC €
R™™ mit HAK™! > 0 und H(A — )K= > 0 bzw. der Eigenschaft, dass alle Eintrige
von HAK™! und H(A — I)K~! nichtnegativ sind. Nun definiere man H, K: C,,[a, b] —
Cyla, b] durch

H(2)(t) == HP(t) " 2(t), K(2)(t) == K®(t) '2(¢).

Offenbar sind H und K lineare, stetige und bijektive Abbildungen von C,la,b] auf
Cyla,b]. Sind nun w,v € Cyla,b] mit v < v (mit der natiirlichen Halbordnung <) und
ein beliebiges ¢ € [a, b] gegeben, so ist

HGK '(u)(t) = HG®t)K tu(t)
= 1o + / G(t, 5)B(s)K u(s >ds)

— H(g)(t) + HD(t /Gts Lu(s) ds

o) / b@(t)A@<s>*<I><s>fc*u<s> s

t

= H(g)(t)+H(A—])IC_1 ’ u(s)d8+7-[/i/0C_1/t u(s) ds

< H(g)(t)+HA-I)K™ / s)ds + HAK™ /
= HGK'(v)(1).

Damit ist die Isotonie von HGK ! beziiglich der natiirlichen Halbordnung auf C,,|a, b]
bewiesen. Sind nun u,v € Cyla,b] mit v <g v bzw. K(u) < K(v) gegeben, so folgt
wegen der Isotonie von HGK ™', dass HG(u) < HG(v) bzw. G(u) <y G(v), womit
der Satz insgesamt bewiesen ist. O

Die folgenden Aussagen iiber EinschlieBungssétze bei nichtlinearen Randwertaufgaben
fiir Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung werden sich als Folgerungen
des folgenden allgemeinen Satzes erweisen.
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Satz 12.9 Sei X ein Banachraum, O C X ein normaler, abgeschlossener Ordnungske-
gel, und < die hierdurch induzierte Halbordnung. Seien ug, vy € X zwei Elemente mit
uy < vp und [ug, vo] C X das hiervon erzeugte Intervall. Die Abbildung F': [ug, vo] — X
sei kompak{™| und monoton wachsend auf [ug, v, d. h. fiir u, v € [ug, vo] mit u < v ist
F(u) < F(v). Ferner sei uy < F(up) und F(vg) < vy. Dann existiert mindestens ein
u* € [ug, vo] mit F(u*) = u*.

Beweis: Die Menge [ug, vo] ist nichtleer, konvex, abgeschlossen und beschrénkt (da der
Ordnungskegel abgeschlossen und normal ist). Die Existenz mindestens eines Fixpunk-
tes u* € [ug,vo] von F folgt aus dem Schauderschen Fixpunktsatz (Satz [10.16]), wenn
wir noch F'([ug, vo]) C [ug, vo] zeigen. Ist u € [ug, v,] bzw. uy < u < g, so folgt

uyg < F(ug) < F(u) < F(vg) < vg

bzw. F(u) € [ug,vo] und damit F'([ug, vo]) C [uo, vo). 0

Als eine Anwendung des letzten Satzes iiberlegen wir uns die Giiltigkeit des folgenden
Satzes (siche J. WERNER (1969, S.28)).

Satz 12.10 Gegeben sei (wie zu Beginn dieses Abschnitts) die nichtlineare Randwert-
aufgabe

(P) —2' = f(z,1), Rz := Mz(a) + Nz(b) = 7,

mit f:R" x [a,b] — R". Sei C' € Cy,xy[a,b] und die Aufgabe —z'+C(t)z =0, Rz =0
nur trivial 16sbar ist. Durch die linearen, stetigen und bijektiven Abbildungen

H,K:C,la,b] — C,]a,b]

seien auf C,[a,b] die Halbordnungen <y und <k gegeben, durch die nichtsingulére
Matrix P € R™"™ auf R" die Halbordnung <p, wobei die folgenden Figenschaften
ertiillt seien:

(a) Ist w € Clla,b], —w'+ Cw >, 0 und Rw = 0, so ist w > 0.
(b) Ist w € C}la,b], —w' + Cw =0 und Rw >p 0, so ist w >g 0.
Weiter mogen «, 3 € Clla,b] existieren mit
a<yB,  —o—fla,) <k 0<g —=F' = f(B,), Ra<py=<pRB
und der Eigenschaft, dass
a<gu<ygv<ygp= Fo(u) <k Fc(v).

Die Abbildung f sei auf Q = {(z,t) € R" x [a,b] : o < 2z <y B} stetigd"] Dann
besitzt (P) eine Losung z mit o <p z <py f.

43Sjehe Definition
UWenn o <y z <y B mit z € R” und «, 8 € C,a, b] geschrieben wird, so soll die heifien, dass die
konstante Funktion f(¢) := 2z im Intervall [, 8]<,, liegt.
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Beweis: Wir wenden Satz an und definieren hierzu den Banachraum X := C,,[a, b]
versehen mit der Maximumnorm, O := Oy sei der von H: C,[a, b] — C,[a, b] erzeugte
Ordnungskegel, ug := « und vy := f. Die Abbildung F": [ug,vg] — X sei definiert
durch ,

FE® =90+ [ Gltos)f(a().5) + Clo)a(s) ds,

-~

Fo(z)(s)

wobei ¢ die Losung von —2' + C(t)z = 0, Rz = v und G die Greensche Funktion zu
(L, R) (siehe Satz ist, wobei Lz := —2' + Cz. Da F auf [ug, v eine kompakte
Abbildung ist, bleibt zu zeigen, dass F' auf [ug,vo] isoton bzw. monoton wachsend
beziiglich der Halbordnung <y ist. Seien u,v € C,[0,1] mit vy <y u <y v <y v
gegeben. Wir setzen w := F(v) — F(u). Dann ist

—w' + Cw = Fo(v) — Fo(u) >k 0, Rw = 0.

Nach Voraussetzung (a) folgt hieraus w >y 0 bzw. F(u) <y F(v). Daher ist F' isoton
auf [ug, vo] = [a, B]. Zu zeigen bleibt, dass uy <y F(ug) bzw. a <y F(«a) und F(vy) <g
vo bzw. F(B) <y . Zur Abkiirzung definiere man z,,v, € C}[0, 1] durch

zo(t) == g(t) + / G(t,s)[—d/(s) + C(s)a(s)] ds, Ve (t) = F(a)(t) — z4(t).
Dann ist
=, 4+ Cuy = Fo(a) — [—d' + Ca] =o' + f(o, ) >k 0, Rv, = 0.

Wegen Voraussetzung (a) ist v, >y 0 bzw. z, <y F(«). Ferner ist a <y z,. Denn
setzt man w, = z, — @, so ist —w!, + Cw, = 0 und Rw, = v — R, >p 0. Wegen
Voraussetzung (b) folgt hieraus w >k 0 bzw. a <k z,, womit o <x F(«) bewiesen
ist. Da entsprechend auch F'(5) < ( gezeigt werden kann, ist der Satz bewiesen. O

Der néchste Satz ist eine Folgerung des vorigen und gibt an, wann man mit Hilfe eines
Fundamentalsystems ®(t) zu —z' + Cz = 0 geeignete Halbordnungen <p, <y und <p
finden kann, fiir die die Bedingungen (a) und (b) aus Satz [12.10| erfiillt sind.

Satz 12.11 Gegeben sei die nichtlineare Randwertaufgabe
(P) —2' = f(z,1), Rz = Mz(a) + Nz(b) =7,

mit f:R™ x [a,b] — R". Sei C' € Cyxnla,b] mit der Eigenschaft, dass die Aufgabe
—2'+ C(t)z = 0, Rz = 0 nur trivial Iosbar ist. Fiir ein Fundamentalsystem ®(t) von
Lz := —2' 4+ Cz =0 habe A := [M®(a) + N®(b)]"'N®(b) nur reelle Eigenwerte, die
nicht in (0,1) liegen. Seien H,KC € R™ " nichtsingulire Matrizen mit HAK™' > 0
und H(A — I)K~' > 0 (siche Satz[12.7). Hiermit definiere man die linearen, stetigen,
bijektiven Abbildungen H, K: Cy[a,b] — C,,[a, b] durch

H(2)() = HOW®)L2(t),  K(2)(t) = KO(t) " 2(t).
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Mit <y bzw. <y seien die induzierten Halbordnungen auf C,[a, b|] bezeichnet. Schlief3-
lich sei die nichtsinguldre Matrix P € R™" durch

P :=H[M®(a) + N®(b)]*

definiert, <p bezeichne die induzierte Halbordung auf R". Dann sind die Bedingungen
(a) und (b) in Satz|12.10 erfiillt. Erfiillen also «, 8 sowie f die Voraussetzungen von
Satz|12.10, so besitzt (P) eine Losung z mit « <p< z <p f.

Beweis: Sei w € C}la,b], v := —w' 4+ Cw > 0 und Rw = 0. Bezeichnet

Glt,s) = @(t){ A-d }q><s)—1 et

die Greensche Funktion zu (L, R), so ist

fiir jedes t € [a, b] ist daher
b
H(w)(t) = ’H(I)(t)_l/ G(t,s)x(s)ds

= ch(t)1</t

a

O(t) (A — I)D(s)a(s) ds + /t O(t)AD(s) L (s) ds)

- /GH(A—I)K:_IK(I)(S) ds—l-/t HAK ' K(x)(s) ds

>0 >0 >0 >0

v

0,

also w >p 0. Damit ist Bedingung (a) in Satz|12.10| erfiillt. Da ®(-) ein Fundamental-
system zu —z’' + C'z = 0 ist, existiert ein £ € R™ mit w(t) = ®(¢)&. Folglich ist

H(w)(t) = HO(t)'®(t)¢ = HE = P[M®(a) + N®(b)]¢ = PRw > 0,

also w >y 0. Damit ist auch Bedingung (b) von Satz [12.10] erfiillt und der Satz bewie-
sem. O

12.5 Nichtlineare erzwungene Schwingungen

Die Ergebnisse des vorigen Unterabschnitts sollen nun auf Differentialgleichungssyste-
me mit periodischen Randbedingungen angewandt werden. Gesucht sei eine Losung
von

(P) —2' = f(z,1), Rz := 2(b) — z(a) = 7.

Im allgemeinen ist hier 7 = 0, die gesuchte Losung von (P) hat in diesem Fall also
an den Intervallenden des vorgegebenem Intervalls [a, b] den gleichen Wert. Wir lassen
aber zunéchst ein beliebiges v € R™ zu.
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Satz 12.12 Gegeben sei das nichtlineare Differentialgleichungssystem mit periodischen
Randbedingungen (P), wobei f:R™ X [a,b] — R™ und v € R". Sei C' € R"*" eine
durch H € R™™ diagonalisierbare Matrix mit reellen Eigenwerten \; £ 0,1 =1,...,n,
also HOH ™' = diag (\;). Dann gilt:

(a) Die homogene Aufgabe —z' + Cz = 0, Rz = 0 ist nur trivial Iosbar.

(b) Sei K := diag (sign (\;))H. Hiermit definiere man (wie in Satz|12.11|) die linearen,
stetigen, bijektiven Abbildungen H, K: C,[a,b] — C,|a,b] durch

H(2)(t) := He “'2(1), K(2)(t) == Ke 9 2(t).

Die hierdurch induzierten Halbordnungen auf Cy[a,b] seien mit <y bzw. <k

bezeichnet. Weiter sei
P = H[e — ef !

und <p die von P induzierte Halbordnung auf dem R™. Sind dann «, 3 € C}|a, ]
stetig differenzierbare Vektorfunktionen mit
a<pp, —a' = f(a,) <k 0 <k =B = f(8,), Ra <p~y<p Rf
und der FEigenschaft, dass
a<gu<ygv<pgp= Fo(u) <k Fc(v),
wobei F¢: Cpla, b — Cyla, b] definiert ist durch
Fo(u)(t) = f(u(t),t) + Cu(t),
ist ferner die Abbildung f auf Q := {(2,t) € R" X [a,b] : a« <y z <y [} stetig,
so besitzt (P) eine Losung z mit a <p z <py p.

Beweis: Durch ®(¢) := ¢! ist ein Fundamentalsystem des linearen Differentialglei-
chungssystems —z’ 4+ Cz = 0 gegeben. Hétte die homogene Aufgabe —z' + Cz = 0,
Rz = 0 eine nichttriviale Losung, so existierte ein ¢ € R™\ {0} mit (e“®~® — I)¢ = 0.
Wegen HOH ™! = diag (\;) mit reellen \; # 0, i = 1,...,n, wire

0= (e~ — ¢ = H ' diag (MO — 1)He
#0

und damit HE = 0 und £ = 0, ein Widerspruch. Damit ist (a) bewiesen. Nun definieren
wir

A = [®(b) — ®(a)] (D)

— [€Cb . €Ca]—1€()b

- efC(bfa)]fl

1
_ oyl
= H ‘diag <1 — e—/\i(b—a)>H'
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Die Eigenwerte von A sind also 1/(1 — e (t=9) § = 1,... n. Diese sind reell und
liegen nicht in (0, 1). Wegen K = diag (sign (\;))H ist dann

HAK ™' = diag (ﬁ(&) = diag <;> >0

1 — e—Xilb—a) 1= e ilo-a)]
und
1 . e_Ai(b_a)
H(A - ])’C = dlag <m> > 0.
Die Behauptung des Satzes folgt dann aus Satz [12.11] O

Bemerkung: Mit den Bezeichnungen von Satz[12.12]ist die Abbildung H: C),[a, b] —
Cyla, b] durch
H(2)(t) = He “'2(t) = diag (e M) Hz2(1)

gegeben. Fir K: C,,[a,b] — C,[a, b] gilt entsprechend
K(2)(t) = Ke “"2(t) = diag (sign (\;))He “'2(t) = diag (e™ )z (t).

Daher werden die Halbordnungen <y bzw. <y auf C,[a, b] schon von H bzw. K erzeugt.
Wegen

P = H[er o 60(1]—1
= diag (eAib — exla)
. e hia . .
= diag <m>d1ag (sign (X))
) e—)\ia
= diag <—’e>\i(ba) — 1‘>IC
wird die Halbordnung <p auf dem R" schon von K erzeugt. O

Bei den jetzt folgenden Anwendungen von Satz [12.12 auf Systeme von zwei Differenti-
algleichungen erster Ordnung bzw. eine Differentialgleichung zweiter Ordnung sei das
zugrunde liegende Intervall [a, b] durch [0, w] mit w > 0 gegeben.

Satz 12.13 Gegeben sei die periodische Randwertaufgabe

(P) _Z/:_(§:>:(ﬁg’?_y)sz%

Seien «, B € C?|0,w] 2wei Funktionen mit
1. at) < B(t) fir allet € [0,w].
2. a(0) = a(w), a’(0) = o/(w), B(0) = B(w), 8'(0) < f'(w).



d

3. —a"(1)~ S P(0(t), 1)~ g(0(t), 1) < 0 < (1)~ T F(3(2). 1) ~ g(B(1)1) fir alle

t e [0,w].
F und g seien auf
Q:={(z,t) e Rx [0,w] : a(t) <x < B(t)}

stetig und nach dem ersten Arqument x stetig differenzierbar. Auflerdem sei

und

F(a()7)7F(/B()7> S 01[07w]'

Dann besitzt (P) eine Lisung z = (z,y)T mit 2(0) = 2(w) und a(t) < z(t) < B(t) fir
alle t € [0, w].

Beweis: Wir wenden Satz|12.12|unter Beriicksichtigung der anschlieBenden Bemerkung

mit
o Mt o A 1
e (M) = )

an, wobei Ay, Ao mit Ay < 0 < A; noch passend zu wahlende reelle Zahlen sind. In der
Tat ist hiermit

AN VR T N0 VIS VRS T NS IR A Rt I W5 VI
HOH _(_)‘2 _1)( —A1As O))\Q_)\l A AN ) 0 X /)~

Dann ist o)
L Sigl’l /\1 0 . )\1 1

Wir definieren A, B € C3[0,w] durch

[ a(t) _( B®)
“”’(w@+Fm®ﬁ)’ ZM”_(W®+NMW”)

und zeigen, dass fiir geeignete A\, Ay die Voraussetzungen von Satz [12.12| (mit A, B
statt a, 8) erfiillt sind. Man wahle A; > 0 so groff und Ay < 0 so klein, dass fiir alle
(x1,1), (z2,t) € Q mit x; < 2y gilt:

(1) A — 1) + M[F (22, 1) — F(1,)] 4 g(22,t) — g(21,1) >0,
(2) Ao (29 — 21) + Xo[F(w9,t) — F(x1,1)] + g(aa,t) — g(21,1) >0,
und

(3) M[B(w) — a(w)] + [f'(w) — &/ (w) + F(B(w),w) — F(a(w),w)] >0,
(4) —A2[B(0) — a(0)] — ['(0) — a’(0) + F(5(0),0) — F(a(0),0)] > 0



Bei (3) und (4) beachte man, dass wegen der von « und /3 geforderten Randbedingungen
in 2. gilt: Es ist a(0) = £(0) genau dann, wenn a(w) = f(w). Ist dies der Fall, so ist
0<F'(0) —a'(0) < f(w) — o/ (w) <0,

also o/(0) = A’(0) und o/ (w) = f'(w). Die Bedingungen (3) und (4) sind in diesem Falle
also fiir beliebige A1, Ay erfiillt.

Nun weisen wir nach, dass bei Wahl von A\; > 0 und Ay < 0 geméf (1)—(4) die Voraus-
setzungen von Satz [12.12] erfiillt sind.

(a) Esist A <y B.
Dies gilt genau dann, wenn H[B(t) — A(t)] > 0 fiir alle t € [0,w] bzw.
M[B(t) —a(®)] + [6'() — /(1) + F(B(¢), 1) — Fa(t),t)] = 0,
—X[B(t) — a(t)] = [5'(t) — /() + F(B(2),t) — Fla(t),t)] = 0
J

fiir alle ¢ € [0, w]. Wir weisen zunéchst die erste Ungleichung nach. Fiir beliebiges
t € [0,w] ist (a(t),t), (B(t),t) € Q und wegen (1) daher

—M[B(1) — a(t)] = M[F(B(8),t) — F(a(t),1)]
< g(B@1),t) = gla(t),t)
(wegen (1))
< 80— (0]~ SIPB(0), 1) - Fla(r). 1)
(wegen Voraussetzung 3.).
Dann ist
/tw e {=AI[B(s) — als)] = M[F(B(s), ) — Fla(s), )|} ds

< /t i e_)‘ls{—[ﬁ”(s) —a(s)] - %[F(B(s), s) — F(a(s), s)]} ds

= e [F () — (9)] — [F(B(s), ) — Fla(s), o))} |

+M[%”ﬂ>W@—d@»ﬁmmmﬁ—Fm@wmw
= e M—[8w) - o'(W)] — [F(Bw) - Fla(w)]}

<M [B(@)—a(w)]

(wegen (3)
+ e MH[BE) — &/ (8)] + [F(B(t), t) — Fa(t), t)]}

-\ /tw e B (s) — o/ (s)] ds

—w{[lﬁwwwwxﬁ—Fm@x@ws
< MeMB(W) — alw)] + e M{B(E) — o' ()] + [F(B). 1) — Flalt), 1)]}
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S=w

= Aie M[B(s) — a(s)]

s=t

+ / T e (=A2[8(s) — a(s)] = MIF(B(s), 5) — Flals), )]} ds
= e MYUN[B) — a(t)] + [B'(t) — A (t) + F(B(t),t) — F(a(t), )]}
[ e 18() = als)) = MIF(3(6).5) = Fla(s) )} ds

und hieraus folgt die behauptete erste Ungleichung. Die Giiltigkeit der zweiten
Ungleichung ergibt sich mit Hilfe von (2) und (4) entsprechend. Damit ist A <y B
bewiesen.

Es ist —A" — f(Aa) <k 0 <k -B' - f(B7>

Dies gilt genau dann, wenn
K[-A'(t) — f(A(t),t)] <0< K[-B'(t) — f(B(t),t)] fiir alle t € [0,w]

bzw.

und

(o)=(n1) ( —5'(t) - %F(B(zt),t) — 9(8(0),1 )

fiir alle t € [0, w]. Wegen Voraussetzung 3. ist (b) erfiillt.

Esist RA <x 0 <x¢ RB.
Die Behauptung (c) ist gleichwertig mit

KlA(w) = A(0)] <0 < K[B(w) — B(0)]

bzw.

(il 1>(a'<w>2a'<o>)§0§(§l 1)(@(@95'(@)’

wobel wir

und
F<a(0>70) = F(a(O),w), F(B(O),O) = F<6(0)7w)

ausgenutzt haben. Wegen
o (w) —a’(0) <0 < ' (w) - 5(0)

ist auch (c) bewiesen.
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(d) Fiir 21,29 € Co[0,w] mit A <3y 21 <y 20 <y B ist Fe(z1) <x Fo(z2) bzw.
KF(z1)(t) < KF(z2)(t) fiir alle ¢ € [0, w], wobei

Fo(2)(t) = f(=(t),1) + C2(t) = ( F<§(<;>é ;)g 9;3;();@) > |

Denn: Mit z; = (z1,11)7, 22 = (22, y2)" folgt aus A <y 21 <y 22 <y B, dass
a(t) <z (t) < xo(t) < B(t)  fir alle ¢ € [0,w].

Wegen der Bedingungen (1) und (2) an A; und A ist

Alwa(t) — 21 ()] + M[F(22(t), 1) — F(21(t), )] + g(2(t), 1) — g(a:1(2), 1) 2 0,
sowie

Nolwa(t) — 21(8)] + Ao F(22(t), 1) — F(21(t), )] + g(2(t), 1) — g(1(t), 1) > 0.
Wie man leicht nachrechnet sind diese beiden Ungleichungen gleichwertig mit

KlFe(22)(t) = Fo(21)(8)] = 0,

womit auch (d) bewiesen ist.

Damit ist der Satz bewiesen. O

Bemerkung: Die Differentialgleichung

(%) "+ f(x)x’ + g(x,t) =0
ordnet sich dem System
-z = F(zx)—vy

unter, wenn man

setzt. O

Beispiel: Gesucht sei eine 27-periodische Losung von
" 1 2\ ./ 3
x —5(1—$ )z’ 4+ 3z — 42° = cost
bzw. eine Lésung von

-1 = —f(x—32%) —y z(0) = z(2m)

—y = 3z — 42’ — cost, y(0) = y(27).

Mit a(t) := 3 und S(¢) := 1 sind die Voraussetzungen von Satz(12.13erfiillt, es existiert
also eine 2m-periodische Losung z von (x) mit 3 < z(¢) < 1 fiir alle ¢ € [0, 27]. O
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Weitere EinschlieBungssétze bei Randwertaufgaben fiir nichtlineare Differentialglei-
chungen zweiter Ordnung mit periodischen Randbedingungen kann man mit Hilfe des
folgenden Hilfssatzes gewinnen.

Hilfssatz Seien \{, Ay reelle Zahlen mit Ay < A\; < 0 und

Y APV P U o . _
C:= ( A 0 ) : Lz := -2+ Cx, Rz := z(w) — 2(0).

Man definiere die nichtsinguldren Matrizen

(10 (=10 A V|
H._<)\11), K._<_/\2 _1), p._( N 1),

welche Halbordnungen <p, <y und <p auf C5[0, w| bzw. R? induzieren. Dann sind die

folgenden beiden Eigenschaften (siehe Satz|12.10) erfiillt:
(a) Ist w € C}[0,w], —w' + Cw >, 0 und Rw = 0, so ist w >5 0.
(b) Ist w € C5[0,w], —w' + Cw =0 und Rw >p 0, so ist w >p 0.

Beweis: Da C' eine diagonalisierbare Matrix mit reellen Eigenwerten ist, besitzt Lz =
0, Rz = 0 nur die triviale Losung (siche Aussage (a) von Satz[12.12)). Sei z := —w'+Cw.
Wegen Rw = 0 ist

w(t) = /O "Gt 5)u(s) ds.

Wegen © = —w' + Cw > 0 ist Kz(s) > 0 fiir alle s € [0,w]. Da

Huw(t) = /Ow HG(t,s)K ' Kx(s) ds

geniigt es zum Beweis von (a) zu zeigen, dass HG(t,s)K ! > 0 fiir alle (¢, s) € [0,w] X
[0, w]. Mit einem Fundamentalsystem ®(-) von —z' + C'z = 0 ist die Greensche Matrix

G(t,s) zu (L, R) gegeben durch

o] 930 Yo 95150

wobel

A= [0(w) — B(0)]10(w) = [1 - B(w) (0)] .
Wegen HCOH ™! = diag (A1, A2) mit

o A1
W= ( g )
(siche Beginn des Beweises von Satz|12.13]) ist

®(t) := e = H 'diag (e, eM)H
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und damit

1 1
A = H'di ( >7—[
148 1l—eMw’ 1 —egrew) 7

—\w —dow

e
1 —eMw’ ] — e Aew

A—T = H 'diag (

Folglich ist

e)\l(t—s—w) A2 (t—s—w)

. e
G s)—?—[‘l diag (1_67)\1w’1_67)\2w> 2 0<s<t<w,
3 - 4 ( eAl(t—s) €>\2(t—3) ) 0<t<s< w,
BTGRP VIRE R ve
und damit
d& eAl(t—s—w) 6/\2(t—s—w)
w (L
-1 1 1_6 )\10.) 1_e>\2w 1 _S< _CL),
HG(t,s)K~" = HH ; ( i) alt—s) ) HK 0<t<s<uw
T e e T e
Nun ist
. 1 11 ) (A= Ae) 1
1 _ 1 _ 1 2
H _,\1_,\2(>\1—>\2 0)’ K ( 0 1)
und folglich
HG(t s)K = — ~hmd)d o B4
’ A=A\ =M —=0)24 —(\ —X)A )]
wobei,
e)\l(tfsfw) 6)\2(tfsfw)
A:I]-_e—_m, B:l—@—_m (8<t),
bzw.
6)\1(1575) 6)\2(t78)
A:I]-_e—_m, B:l—@—_m (t<5)

Wegen Ay < A\ < 0ist A < B < 0 und damit HG(t,s)K~' > 0 fiir alle (¢,s) €
[0, w] x [0,w]. Damit ist (a) bewiesen.

Beim Beweis von (b) nehmen wir an, es sei w € C3[0,w], —w'+Cw = 0 und Rw >p 0.
Da ®(t) = ! ein Fundamentalsystem zu —z’ 4+ Cz = 0 ist, existiert ein £ € R? mit
w(t) = e“*¢. Die Voraussetzung Rw >p 0 besagt dann, dass

PRw = P(w(w)—w(0))
= P(e™ — 1)
= PH '[diag (eM¥ — 1, — 1)H¢
= diag (1 —eM¥, 1 — eM¥)HE
> 0
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und damit ‘HE > 0. Die Behauptung w >p 0 ist dann richtig, da
Hw(t) = He%¢
= HH 'diag (eM!, e)HE
_ 1 1 Ly Mt ot
N )\1—)\2</\1—>\2 O)glag(ev,e 21{5/

N J/ >0 >0

>0
> 0.

Damit ist der Hilfssatz bewiesen. O

Die beiden folgenden Sétze (siehe Sétze 5 und 6 bei J. WERNER (1969)) sind Anwen-
dungen von Satz [12.10]in Verbindung mit dem obigen Hilfssatz.

Satz 12.14 Gegeben sei die Randwertaufgabe mit periodischen Randbedingungen

(%) o'+ f@)r e =e(t), 2(0)=1zw), 2(0) =2 ().

Sei e € Cl0,w], A := minyepe(t), B := maxcpe(t) und f € C[A, B]. Es moge

reelle Zahlen \i, Ao mit Ay < Ay < 0 geben derart, das

A2+ 1
A2

Dann besitzt (%) eine Losung x mit A < x(t) < B fiir alle t € [0, w].

max(—)\l, - ) < f() < —(\ + X)) fiir alle x € [A, B].

Beweis: Man schreibe die Randwertaufgabe (x) um in das System

:9; - ffcl(—t)y R(i):(ﬁg:%;):(g)

mit
Wir setzen

und wenden Satz [12.10] mit

und den durch (siehe obigen Hilfssatz)

(1 0 o -1 0 =N -1
me(y 0) w=(n ) (0 )

gegebenen Halbordnungen <p, <y bzw. <p auf (5[0, w] bzw. R? an. Um Satz [12.10
anwenden zu konnen, ist zundchst o <y [ nachzuweisen. Dies ist gleichwertig mit

0 < HIB() - alt)
- (n D)o rw)



Wegen B — A > 0 und

M(B = A)+ F(B) = F(A) = (M + f(C)(B-4) >0

>0 >0

ist dies richtig. Die zweite Bedingung —a/ — f(a, -) <x 0 <x —f'— f(B,-) in Satz|12.10
besagt in unserem Spezialfall, dass

—K( F(ﬁ)__eég“l) ) < ( 8 ) < —K< F(B) _eF(B) ) fiir alle ¢ € [0, w]

bzw.
A—e(t) <0< B—e(t) furallete |0,w],

was wegen A 1= mincjo e(t) und B := maxyco, €(t) richtig ist. Da o und 3 konstant
sind, ist R = 0 = RS und damit die dritte Bedingung in Satz [12.10] trivialerweise
erfiillt. Daher ist nur noch zu zeigen, dass fiir 21, zo € C5[0,w] die Implikation

a<pyz <pgz<pf= Fo(zn) <k Fo(z)

giiltig ist. Hierbei ist F: C3[0,w] — Cs[0,w] definiert durch

%@wwz(f?4$)+(fﬂtEJ<§):<fﬁx§$iﬁ?)'

Nach Definition von H und K ist daher zu zeigen, dass

—(F(x) — F(z1)) — (M + X)) (29 —21) > 0,
hsmsmenms ~(FE) = F@) = (iAo >
—No(F(x2) = F(1)) = (L + A3)(z2 —21) = 0
Wegen F(zy) — F(z1) = f(x)(z2 — x1) mit einem = € [z, 22] C [A, B] und
2
1
_A2A+ < f(z) < —(\ +Ag) fiir alle z € [A, B]
2
ist dies aber richtig, womit der Satz bewiesen ist. a

Beispiel: Gesucht sei eine Losung der Randwertaufgabe mit periodischen Randbedin-
gungen

1
"+ B+x)r +a= 5 cost, z(0) = z(2m), 2/(0) = 2'(2).

2
erfiillt. Es existiert daher eine Losung z mit —1 < z(¢) < 1 fiir alle ¢ € [0, 27]. O

Mit A = —%, B:=1 )\ = —%, Ao := —2 sind die Voraussetzungen von Satz (12.14
Satz 12.15 Gegeben sei die Randwertaufgabe mit periodischen Randbedingungen
() o’ + Da' +g(z) =e(t),  z(0) ==z(w), 2(0) = 2'(w),

wobei D > 0. Es seien A, B, A1, \y reelle Zahlen mit

1. Esist A< B und Xy < \; <0.
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2. Esist e € C[0,w] und g(A) < e(t) < g(B) fiir alle t € [0, w].

3. Esist \{ + X < —D < Ay

4. Esist g € CYA, B] und ¢'(x) < —Xy(Ao + D) fiir alle x € [A, B].
Dann besitzt (%) eine Lésung x mit A < x(t) < B fiir alle t € [0, w].

Beweis: Im Prinzip verlduft der Beweis genau wie der des vorigen Satzes. Man schreibe
zunéchst die Randwertaufgabe (%) um in das System

:? _ Zi)_—ye(t), R( y ) - ( 58 ?§§33 ) - ( 8 ) |

Wir setzen
ay=( gy ) 0= { gy )

und wenden Satz [12.10] mit
C— M+ 1
T XAy O

und den durch (siehe obigen Hilfssatz)

(10 (=1 0 A V|
H._<)\11), K._<_)\2 _1), p._( N 1)

gegebenen Halbordnungen <y, <y bzw. <p auf C5[0,w] bzw. R? an. Es ist a <y 8,
da

a1 o) = (1) (o5 )= (osmis-n )z (o)

wegen A < Bund A\;+D > 0. Die zweite Bedingung —o/— f(a, ) <x 0 <x —3'—f(5,")
in Satz [12.10] besagt in unserem Spezialfall, dass

K ( gl()j)__f{?) ) < ( 8 ) < —K(glzg)__{j(% ) fiir alle ¢ € [0, w]

s

bzw.

g(A) —e(t) <0< g(B)—e(t) furallete0,w].

Dies ist aber nach Voraussetzung 2. richtig. Da o und S konstant sind, ist Rae = 0 = Rf
und damit die dritte Bedingung in Satz [12.10] trivialerweise erfiillt. Daher ist nur noch
zu zeigen, dass fiir z1, 2o € (5[0, w] die Implikation

a<pyz <pgz<pf= Fo(zn) <k Fo(z)

giiltig ist. Hierbei ist F: C3[0,w] — Cs[0, w] definiert durch

Fe(=)(t) = ( gé?f—_f&) ) " ( A—IAJZAA; é ) ( 5 > N ( g(fcl))jhilkj;j):(t) ) '
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Nach Definition von H und K ist daher zu zeigen, dass

—(D+ M+ X)(zg —21) > 0,
A<z <2< B=
—(9(22) — g(21)) = A2(D + Ag) (22 — 1) = 0.
Diese beiden Ungleichungen sind wegen —(D + A; + A2) > 0 bzw. ¢'(z) < —Xa(D + A9)

fiir alle z € [A, B] (Voraussetzung 3. bzw. 4.). richtig. Damit ist der Satz bewiesen. O
Beispiel: Die Randwertaufgabe

1
" + 5a’ + 1 = 5 cos t z(0) = x(2m), 2'(0) = 2'(2m)
—x
besitzt mindestens eine Losung x mit —1 < z(t) < % Denn mit D := 5, A := —1,

B = %, AL = —% und A := —g sind die Voraussetzungen von Satz |12.15| erfiillt. O

12.6 EinschlieBungssitze fiir periodische Loésungen der Lié-
nardschen Differentialgleichung

Unter einer (nicht-autonomen) Liénardschen Differentialgleichung versteht man eine
Differentialgleichung zweiter Ordnung der Form

(P) 2"+ f(x)x' + g(z) = e(t).

Wir interessieren uns fiir Losungen von (P), welche den periodischen Randbedingungen
(%) 2(0) = z(w), 2'(0) = 2’(w)

geniigen, wobei w > 0 fest vorgegeben ist. Wir halten uns im wesentlichen an J.
WERNER (1970). Speziell fragen wir danach, unter welchen Bedingungen zwischen
einer Unter- und einer Oberliosung (jeweils geeignet definiert) eine Losung von (P)
mit den periodischen Randbedingungen (x) liegt. Durch Satz (siehe auch die
anschliefende Bemerkung) haben wir bewiesen:

e Gegeben sei die Liénardsche Differentialgleichung (P). Gesucht sei eine Losung
von (P), welche den periodischen Randbedingungen () mit vorgegebenem w > 0
geniigt. Seien a, 3 € C?[0,w] zwei Funktionen mit:

1. Esist a(t) < S(t) fiir alle t € [0, w].
2. Es ist

3. Es ist
D(a)(t) <0< D(B)(t) fiir alle t € [0,w],

wobei fiir y € C?0,w] der Defekt D(y) durch
D(y)(t) == —y"(t) = fly(@)y'(t) — g(y(t)) + e(t)

gegeben ist.
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Mit
Qmin := min «a(t), max (= mMa t
tE[(},w} ( ) B te[o,i;(]ﬁ( )

seien e € C[0,w], f € Clomin, Bmax] und g € C'amin, Bmax]. Dann besitzt (P)
eine Losung x, welche den periodischen Randbedingungen (x) geniigt, mit c(t) <
x(t) < B(¢t) fiir alle t € [0, w].

Bemerkung: Ist g: [min, fmax] — R echt monoton wachsend, gilt also

Qpin < @ < Yy < 5max — g(l’) < g<y)

und
Qmin S X S ) S Bmaxa g(ZE) = g<y> == T = Y,

sind ferner «, [ zwei Funktionen, die den Bedingungen 1.-3. der obigen Aussage
geniigen, so ist notwendigerweise o = [ eine Losung von (P), welche den periodi-
schen Randbedingungen (x) geniigt. In diesem Fall ist die Aussage also nicht sinnvoll
anwendbar. Dies erkennt man an der folgenden Gleichungs-Ungleichungskette, bei der
wir F(z) := [ f(s)ds benutzen:

0 < / “o(8) - gla) dt

. /0“{_[3,(25) "(t)] — %[F(ﬂ(t)) — F(a(t))] - [p(ﬁ)(t);p(a)(tz]} dt
< /0 w{—[ﬁ”(t) ") - %[F(ﬂ(t)) — F(a(t))]} dt

IA
o

Wegen der vorausgesetzten strengen Monotonie von g auf [in, Bmax] erhélt man, wie
behauptet, o = . Eine wichtige Klasse von Liénardschen Differentialgleichungen, fiir
die die obige Aussage daher nicht (sinnvoll) anwendbar ist, besteht z. B. aus Gleichun-
gen der Form

2"+ f(z)a’ +x = e(t).

Um auch fiir einige Differentialgleichungen dieses und &hnlichen Typs entsprechende
EinschlieSungssétze aufstellen zu konnen, werden die Bedingungen 2. und 3. der obigen
Aussage verédndert. O

Satz 12.16 Gegeben sei die Liénardsche Differentialgleichung

(P) 2"+ f(x)2' + g(x) = e(t).

Gesucht sei eine Losung von (P), welche den periodischen Randbedingungen
(%) 2(0) = z(w), 2'(0) = 2’(w)

mit vorgegebenem w > 0 geniigt. Seien «, € C?[0,w] zwei Funktionen mit:
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1. Esist a(t) < B(t) fiir alle t € [0, w].

2. Esist

3. Es ist
—D(a)(t) <0< —=D(B)(t) fiirallet € [0,w],

wobei fiir y € C?[0,w] der Defekt D(y) durch

D(y)(t) == —y"(t) — fy(®)y'(t) — g(y(t)) + e(?)
gegeben ist.
Mit
Cmin = 10D a(t),  Bmax = max B(t)
seien e € C[0,w], f € Clamin, Bmax] und g € Camin, Bmax]- Sei
G':= max ¢'(z)>0

xre [aminaﬁmax]

und
WG < f(x) fiir alle 2 € [0min, Bmax)-

Dann besitzt (P) eine Losung x, welche den periodischen Randbedingungen (x) geniigt,
mit ot) < x(t) < B(t) fiir alle t € [0, w].

Beweis: Zunichst schreiben wir (P) mit den periodischen Randbedingungen (x) als
das System
2 = h(z,1), Rz := z(w) — 2(0) = 0,

() weom (). o= o

Mit noch geeignet zu wihlenden A, Ay > 0 mit A\; # Ay sei

o Mt -1 o 10 o
Q.—( Mo 0 ), H.—(_/\l 1), Loz =2+ Qxz.

Die homogene Aufgabe Loz = 0, Rz = 0 besitzt nur die triviale Losung, da @) die
beiden reellen, voneinander und von Null verschiedenen Eigenwerte A; und Ay besitzt
(siche den Anfang des Beweises von Satz [12.12). Dann besitzt die Aufgabe Loz = r,

Rz = 0 fiir jedes r € (3]0, w] eine eindeutige Losung z, welche durch

wobel

A(t) = /0 " Golt, s)r(s) ds
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mit der Greenschen Funktion Gg zu (Lg, R) gegeben ist. Da ®(t) := ¢~%! ein Funda-
mentalsystem zu Loz = 0 ist, ist die Greensche Funktion G¢ durch

. —Qt (AQ_I) Qs 0§s<t§w,
Golt,s) .= —e { Aq e 0<t<s<uw

gegeben, wobei
Ag = [I — e
Man stellt leicht fest, dass

~Qt-s)
e 0 S s<t S W,
Golt,s) = (I — Aq) { o~ Q=) } 0<t<s<w.

Wir wollen nachweisen, dass HGg(t,s)H* fiir alle (¢, s) € [0,w] x [0,w] eine nichtne-
gative Matrix ist. Wegen HGq(t, s)H " = Gyou-1(t, s) ist es hierzu niitzlich, ef/@H "t
zu berechnen. Wegen

(A =1\ (1 —a A2 0 1 a
mar =% )= (G5 ) (1)

mit

ist

eHQH_lt _ 1 —a €>\2t 0 1 a
0 1 0 eMt 01

Folglich ist

AHQH*1 = [I _ BHQHilw]—l

. 1 0 B e)\Qw a(e)\gw 6)‘1"" —1

01 0 eMw
o 1 1 — e)\lw a(ez\gw 6)‘10'))
(1 _ e)qw)(l _ e)\gw) 0 1 — ehew
und daher
I—A = 1 ez\zw(eAlw _ 1) _a(e)\Qw . 6)‘1‘”)

HQH (eMw — 1)(6)\2w _ 1) 0 eAIUJ(e,\Qw N 1) .

Nach Voraussetzung sind A1, Ay positive Zahlen mit A\; # Ay. Daher ist

€>\2w _ 6)\10.)
—a(e? — M) = >
A2 — A
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und folglich I — Aggp-1 > 0. Weiter ist e HQH™'t >(0ftrallet > 0. Fir0<s<t<w
ist daher

HGQ(t, S)H_l = GHQH*1 (t, S)

= (I — AHQH*1> e_HQH_I(t_S)
~———
>0 20

> 0.
Fiir 0 <t < s < w ist entsprechend

HGQ(f,S)H_l = GHQHfl(t S)
_ (I AHQH 1) —HQH Y(w+t—s)
N’

~~

>0

>0

> 0.

Damit ist nachgewiesenﬁ, dass HGq(t,s)H ' = Gprgu-1(t,s) nichtnegativ ist. Bei
gegebenem \; induziert die nichtsingulidre Matrix H € R**? auf C,[0, w] eine Halbord-
nung >y indem man z >y 0 fiir z € C5[0, w] durch Hz(t) > 0 (komponentenweise) fiir
alle ¢t € [0,w] definiert. Man wihle A\; > 0 so, dass

M+ Mf(x) -G >0 fiir alle 7 € [omin, Bmax]-

7.B. kann man )\, = VG (wegen 220G < f(z) fir alle z € [min, Bmax]) Wéhlen.
Anschlielend wihle man Ay > 0, Ay # Ay, so groB, dass f(x) < A\ + Ay fiir alle
T € [Omin, Bmax]. Wir definieren nun A, B € C5[0,w] durch

- a(t) L B(t)
40 = (i P00 ) 20 = (o5 sy )

Es wird zunéchst gezeigt, dass A <y B. Hierzu ist zu zeigen, dass

0 < H(B() - A1)

(1) = a() "
(50— o + 510 o)+ ) - Fragry ) Tt €0

Es bleibt zu zeigen, dass
0 < —=X\[B(t) —a(t)] + B'(t) — ' (t) + F(B(t)) — F(a(t)) fir alle ¢t € [0,w].
Fiir beliebiges t € [0, w] ist

jt“{ M[B() — a®)] + B'(t) — & (t) + F(B1) — Fa(t)}
]

= {=AB() — a()] + M[B (1) — o/ (O] + M[F(B(1) — F(a(t))]
— A1) = ()] + [87(1) — " ()] + [F(B(1)B'(1) = falt))e'(1)]}

45Im folgenden Unterabschnitt werden wir untersuchen, was der eigentliche Grund hierfiir ist.
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MM — alt)] + M[F(B(1) — F(at)] = [g(B(1) — g(a(t))]

+ [D(a)(t) - D(B)(#)]}
> eM{=N[B(t) - ;%(75)] +M[F(B(1) — Fat)] — [9(B(t) — g(a(t))]}
> M =NB() — a(®)] + M[F(B(t) — F(a(t)] = G'[B(E) — a(t)]}
= MY[=AT+ f(V(t)) G[B(t) . a(t)]}
(nach Wahl von \; wegen 'y} € [a(t), B(t)] C [min, Omax))
> 0.

Folglich ist

0

IN

/0 jt*”{ —M[B(t) —a@®)]+ B'(t) — (t) + F(B(t)) — F(a(t)} dt

-~

>0

= M-A[BW) - a)] + B(@) — o/ (w) + F(B(w))
/( +

—{=M[B(0) — a(0)] + 5'(0) — a’(0) + F(5( ))—F( 0))}
< M= M[B(0) — a0)] + B'(0) — o (0) + F(B(0)) — F(a(0))}
—{=M[B(0) = (0)] + 5'(0) — & (0) + F(5(0)) — F((0))}
= (M = D{=M[B(0) — a(0)] + B'(0) — &’(0) + F(B(0)) — F(a(0))}.

Folglich ist
0 < =M[B(0) = a(0)] + B(0) — &/(0) + F(5(0)) — F(a(0))
= M{=M[B(t) —a(t) + B'(t) — o'(t) + F(B(1) — Fla(t

~_ =
S~—
——

wegen

0< 5 M\ [B(t) — a(t)] + B'(t) — o/ (t) + F(B(t)) — F(a(t))} fiir alle t € [0,w

ist dann auch
0 < eM{—N[B(1) —a)]+B(t) —a'({t)+ F(BE) — F(a(t)} fir alle t € [0,w]

bzw.
0 <{=M[B(t) — alt)] + B'(t) — ' (t)+ F(B(t)) — F(a(t))} fir alle t € [0, w].

Damit ist schliellich A <y B nachgewiesen.
Auf
M :={z€Cs0,w]: A<y z<y B}

definieren wir die Abbildung 7: M C (5[0, w] — C5[0,w] durch

T(2)(t) :== /Ow Gol(t, s)[h(=(s),s) + Qz(s)] ds
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Dann ist M C C5[0,w] nichtleer, konvex, abgeschlossen und beschrénkt, ferner ist die
Abbildung T kompakt (siehe Definition , also stetig und T'(M) relativ kompakt.
Wenn wir noch 7'(M) C M nachweisen, konnen wir den Schauderschen Fixpunktsatz
(Satz anwenden und erhalten die Existenz eines Fixpunktes z € M von T'. Zum
Nachweis von T'(M) C M zeigen wir, dass

A<pgz1 <gz<gB=T(z) <y T(z)

und
A<y T(A), T(B) <y B.
Sei also
A<pz <gzn<ygB
bzw.

= ( —Alx?tl)(li (1) )
( —>\1$2x(2§t4>r ya(t) >

: (—Mm>+?$ U%D)

~
|
g
o
S
S~— Q
T=
=
Q
=
~
|

IN

fiir alle t € [0,w], wobei

Fiir beliebiges ¢ € [0, w] ist dann

)(t) T(zl)(t)]

)
_ ( (X — flu(s)))
(=X A f(u(s)) — o (v

mit u(s),v(s) € [x1(s), 22(s)] C [Amin, Pmax] und (nach Wahl von A\; und Ag)
Mt A > fluls), =M+ Af(u(s) - g'(u(s)) = 0,
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ist

Hih(zo(s), s) — h(z1(s),s) + Q(z2(s) — 21(s))] = 0

und daher
H[f@ﬂ(ﬂ — T(=21)(t)]
_ /O HQalt. s)H ! HI((s). ) = h(1(9). 5) + Qa(s) = ()] ds
- >0 >0

bzw. T(z1) <p T(z2). Weiter ist

, o ()\1+)\2) () ( ()
A'(t) + QA(t) = ( () + fat))d(t) + A Aaa(t) )

" Alw) - A(0) = ( o (w) ’ o/(0) )
folglich
Alt) = e @ (e -1t < o (w) 2& '(0) )
/ Golt. ( (A1 +(/\2()SCY(> )( )F_;_(C;(‘Z)a( ) ) ds.
Weiter ist

)\1+/\2) (s) = F(als))
0= [ 606 ( (5 gaisy = wimatn )
Fiir alle ¢ € [0,w] ist daher

T(A)() — A(t) — /OWGQ(IS,S) ( D(O(S) ) ds

a)
e — e ( o (W) 2 a/(0) )

- [ Gatts ( Do ) "

retr- 0= (i)
und folglich

HIT(A)(t) — A(t)] = /0 " HGo(t ) H H ( D(O?) ) ) ds
IO~ (1 = M)A ( o (w) 2 a’(0) )
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- /OWM< Do)y ) -
\UQION)

>0

>0
—-HQH Y17 _ _ _HQH 'w\-1 0
+€jr/[{ ([ 6;,0 ) J] < o/(w) . O/(O) )/

>0

und daher T(A) — A >5 0 bzw. A <p T(A). Da entsprechend T'(B) <y B gezeigt
werden kann, ist auch T (M) C M bewiesen. Aus dem Schauderschen Fixpunktsatz

folgt die Existenz eines Fixpunktes z € M von T. Mit z = ( ; ) ist x eine Losung

der Liénardschen Differentialgleichung (P), welche den periodischen Randbedingungen
(%) gentigt und fiir die a(t) < z(t) < B(t) fur alle ¢ € [0,w] gilt. Damit ist der Satz
bewiesen. a

Beispiel: Gesucht sei eine Losung x der Liénardschen Differentialgleichung
(P) 2" +4(1 — 2%)2’ + 2 + 0.5 = 0.5sint,
welche den periodischen Randbedingungen
(%) z(0) = z(2m), Z'(0) = 2’ (27)
geniigt. Wir wollen Satz anwenden und setzen
a(t) := —0.125cost — 0.01, p(t) := —0.125cost + 0.01.

Dann sind die Bedingungen 1 und 2’ in Satz [12.16]| mit w := 27 offensichtlich erfiillt.
Aber auch die Bedingung 3’ gilt, wie man aus

—D(a)(t) = "(t)+4(1 —at)®)d/(t) + at) + 0.5a(t)® — 0.5sint

= Sy”(t) +4d/(t) + a(t) — 0.5 sint 40.5 - alt)?la(t) — 8a/(t)]
:—‘6.01

= —0.01 —0.5-[0.125cost + 0.01]%[0.125 cos t + 0.01 + sin ]

< 0

und Abbildung [J erkennt, in der —D(a) iiber dem Intervall [0, 27] aufgetragen ist.
Entsprechend ist

—D(B)(t) = B"(t)+4(1—Bt)H)B(t) + B(t) + 0.53(t)> — 0.5sint
= B'(t) +45'(t) + B(t) — 0.5sint +0.5- B(t)*[3(t) — 85'(t)]
=001
= 0.01 +0.5-[—-0.125cost + 0.01]*[—0.125cos t + 0.01 + sin ¢]

> 0,

wie man aus Abbildung (10| entnimmt, in der —D() iiber dem Intervall [0, 27| aufge-
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Abbildung 9: —D(«) auf [0, 27]

tragen ist. Weiter ist

Qpin := min «a(t) = —0.135, Pmax := max [(t) = 0.135.

te[0,27] t€[0,27]

AuBlerdem ist

d
G':= max —(z+0.52%) = max (14 1.52%) = 1.0273375

2€[Amin,Bmax] AT |2|<0.135

und folglich
2VG' < 202715318 < 3.9271 < min  4(1 — 2?).

|2|<0.135
Damit sind alle Voraussetzungen von Satz [12.16] erfiillt. Daher besitzt (P) eine 27-
periodische Losung x mit |z(t) + 0.125 cost| < 0.01 fiir alle ¢ € [0, 27]. 0

Bisher sind wir bei der Behandlung der Liénardschen Differentialgleichung, einer Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung, mit periodischen Randbedingungen

"+ f(z)x' + g(x) = e(?), z(0) = z(w), 2'(0) =2'(w)

so vorgegangen, dass wir zundchst das dquivalente System von zwei Differentialglei-
chungen erster Ordnung mit periodischen Randbedingungen

= (3)- () e - (59) () -

bildeten, wobei
F(x) ::/ f(s)ds.
0
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Abbildung 10: —D() auf [0, 27]

Anschlieffend untersuchten wir, ob durch Addition eines geeigneten linearen Terms Qz
auf beiden Seiten des Differentialgleichungssystems, also den Ubergang zu der Aufgabe

Loz =2+ Qz=h(z,t) + Qz, Rz := z(w) — 2(0),
erreicht werden kann, dass zum einen die homogene Aufgabe
LQZ = 0, Rz=0

nur trivial 16sbar ist und damit die Greensche Matrix Gg(t, s) zu (Lg, R) existiert, und
zum anderen die durch

T(2)(t) := /Ow Gol(t, s)[h(z(s),s) + Qz(s)] ds

definierte Abbildung beziiglich einer geeigneten Halbordnung auf Cs[0, w] ein Intervall
M C (5]0,w] isoton in sich abgebildet wird.

Ist dagegen der Reibungsterm f konstant, ist die Liénardsche Differentialgleichung also
durch
" 4+ 2Dx" + g(z) = e(t)

mit konstantem D gegeben, so liegt es nahe, die dquivalente Gleichung
" + 2Dz’ + C?x = e(t) — g(v) + C*x

mit hinreichend grofem C' (um die Monotonie der rechten Seite auf einem geeigne-
ten Intervall zu erzwingen) zu betrachten und zunéchst zu iiberlegen, unter welchen
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Voraussetzungen die homogene Aufgabe

Lz :=2" + 2Dz’ + C%x = 0, Rz = #w) = x,(()) =0
— 2'(0)

nur trivial 16sbar ist. Wir setzen voraus, dass 0 < D? < C? und definieren F :=

VC? — D?. Dann sind
z1(t) := e P cos Et, z9(t) == e P sin Et

zwei linear unabhingige Losungen von Lx = 0. Eine beliebige Losung x von Lx = 0
ldsst sich eindeutig als © = ayx1 + asxs mit ai, as € R darstellen. Dann ist

Rx = a;Rxi+ asRxs

B e PYcos Bw—1
— M\ —eP(Dcos Ew + Esin Ew) + D
N e P¥sin Bw
“\ ePv(Ecos Ew— DsinEw)— E )
Da die Matrix

e PYcos Bw — 1 e PYsin Fw
A = —Duw : —Dw :
—e PY(Dcos Bw+ Esin Ew) + D e 7“(FE cos Ew — Dsin Fw) — E

aber wegen

det A = [eP“cos BEw — 1][e"P¥(F cos Ew — Dsin Ew) — E]
— e P¥sin Bw[—e P¥(D cos Ew + Esin Ew) + D]
= ¢ ?PY(Ecos? Bw — D cos Ewsin Ew) — e P¥(2E cos Ew — Dsin Ew) + E
+ e *P¥(D cos Ewsin Ew + Esin®? Ew) — e P D sin Ew
= Ble* 41— eP“2c0s Ew)
El(e™?¥ — cos Ew)* + (1 — cos® Ew)]
> 0

nichtsingulér ist, folgt aus Lxr = 0 und Rx = 0, dass x = 0, die homogene Aufgabe
Lz =0, Rx = 0 also nur trivial 16sbar ist. Wir definieren

e P oy cos B(t—s+5) +apsin B(t—s+ 2 )], 0<t<s <w,
- —_— 2 2
G(t,s):= ; W w
e~ Plt=s=3) [a1 CosE<t —s5— 5) —l-aQSinE<t— 5 — 5)}; 0<s<t<w,
wobei
a1 = 5 sinE%) coshD%}, @2 = 5o COSE% SinhDg
mit

F := cosh Dc_u sinh Dc—d.
2 2
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Wir wollen uns iiberlegen, dass bei vorgegebenem r € C[0,w| durch

x(t)

die (eindeutige) Losung von

= /Ow G(t,s)r(s)ds

Lx =, Rx =0

gegeben ist, d.h. dass G(t,s) die Greensche Funktion zu (L, R) ist. Hierzu beachten
wir zunéchst, dass G:[0,w] x [0,w] — R stetig ist und die partiellen Ableitungen
G, Gy in jedem der beiden Dreiecke {(t,s) : 0 <t < s < w} und {(¢t,s) : 0 < s <
t < w} existieren und stetig sind, wobei natiirlich auf der Diagonalen die dem Dreieck
entsprechende einseitige Ableitung zu nehmen ist. Weiter gilt:

1. Bei festem s € [0,w] ist LG(-,s) = 0.

Dies ist offensichtlich, da durch

z1(t) := e P cos Et, z9(t) :== e Plsin Bt

zwei linear unabhéngige Losungen von Lx = 0 gegeben sind.

2. Es gilt die Sprungbedingung

Gi(t+0,t) = G(t —0,¢) =1 furallet € (0,w).

Denn es ist

Golt+0,8) — Gyt — 0,1)

nach Definition von F'.

{—DeD% [al CoS EE — a9 sin Eg}
2 2
+ P2 [alE sin E%} + a9 F cos E%} }
— {—De’D% [al CoS Eg + a9 sin E%}
+e P35 [—alE sin Eg + ao F cos Eg] }
2 cos Eg [—alD sinh Dg + ay F cosh Dg]

+ 2sin E%} [aQD cosh Dg + a1 E sinh Dg}

1 w : w w . w
Vol Cos E§ [—D sin E§ cosh D§ sinh D§

+ F cos E’g sinh Dg cosh Dg}
2 2 2

1
+ F sin Eg [D CoS E%} sinh D% cosh D%

) w w . w
+ E'sin E§ cosh D§ sinh DE]

1
ya cosh Dg sinh D% [\cos2 E% + sin? Egj

=1

1
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3. Bei festem s € [0,w] ist RG(-,s) = 0.

Hierzu ist zu zeigen, dass
G(w,s) —G(0,s) =0, Gi(w, s) — G¢(0,s) = 0.
Dies ist aber offensichtlich richtig.

Wir zeigen nun, dass bei vorgegebenem r € C[0,w] durch

x(t) = /Ow G(t,s)r(s)ds

die (eindeutige) Losung von
Lxr =, Rx =0

gegeben ist. Denn wegen
x(t) = /0 Gt 5)r(s) ds + /t "G, 5)r(s) ds
ist
Pt = Gttr(t)+ /0 Gty 5)r(s) ds — Gt Dr() + /t "Gt $)r(s) ds
= /t Gy(t, s)r(s) ds + /w Gy(t, s)r(s) ds.

0 t

Durch erneutes Differenzieren erhalt man
t
2'(t) = Gu(t+0,t)r(t) +/ Gu(t, s)r(s)ds
0

—Gi(t=0,)r(t)+ [ Gult,s)r(s)ds

t

= [Gi(t+0,0) — G(t — 0, tl]r(t) + /Ow Gu(t,s)r(s)ds

~~
=1

= r(t) +/0w Gu(t, s)r(s) ds.

Folglich ist
Lx(t) = 2"(t) +2D2'(t) + C?x(t)
= r(t) + /w LG(t,s)r(s)ds
0o S~
=@,
d.h. es ist Lz = r. Weiter ist
G(0,)lr(s) ds

e N M RO
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Damit ist gezeigt, dass x die Losung von Lx = r, Rx = 0 bzw. G die Greensche
Funktion zu (L, R) ist.

Nun ist es nicht mehr schwierig, den folgenden Satz zu beweisen.

Satz 12.17 Gegeben sei die Differentialgleichung
(P) 2" 4+ 2Dz + g(x) = e(t)

mit konstantem D. Gesucht sei eine Lésung von (P), welche den periodischen Randbe-
dingungen

(%) 2(0) = z(w), 2(0) = 2'(w)
mit vorgegebenem w > 0 geniigt. Seien «, € C?[0,w] zwei Funktionen mit:
1. Esist a(t) < B(t) fiir alle t € [0,w].

2’. Es ist

3’. Es ist
—D(a)(t) <0< =D(P)(t) fiirallet € [0,w],

wobei fiir y € C?[0,w] der Defekt D(y) durch

D(y)(t) == —y"(t) = 2Dy'(t) — g(y(t)) + e(t)
gegeben ist.

Mit
i B 0k = g PO
seien e € C[0,w] und g € C'amin, Bmax]- Ferner sei
2
g(x) < 1 + D?  fiir alle € [tmin, Buax)-
Dann besitzt (P) eine Losung x, welche den periodischen Randbedingungen (x) geniigt,
mit o(t) < x(t) < B(t) fiir alle t € [0, w].

Beweis: Wir definieren

Mit
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sei G die Greensche Funktion zu (L, R). Wie wir oben nachgewiesen haben, ist

e_D(t_er%)[alcosE(t—s—l—g) —l—agsinE(t—s—i—%)}, 0<t<s<w,

G(t,s):= y w w
e’D(t’sff)[al CosE(t —5— 5) —|—a28inE<t —S5— 5)} 0<s<t<w,
wobei
E=V(?2_Dz="
2w
sowie
a1 = orr sinEg coshDg, (g 1= 5r €08 Eg sinhD%
mit

F := cosh Dg sinh D%.

Offenbar ist
V2w V2w
a; = as = :
' orsinh(Dw/2) > 21 cosh(Dw)/2)
Wir wollen zeigen, dass G(t,s) > 0 fiir alle (¢, s) € [0,w] x [0, w], die Greensche Funktion
also nichtnegativ ist. Hierzu geben wir uns (¢, s) € [0, w] x [0, w] beliebig vor und setzen

Dann ist
G(t,s) = e P¢[a, cos B€ 4 ag sin E¢].

Offensichtlich ist £ € [—w/2,w/2] und daher E¢ € [—7 /4, 7/4]. Mit
V2 V2

e[ 2]
o :=sin K¢ € 7 5
ist dann
G(t,s) Delay cos B¢ + ay sin B¢

= e [
= e_Dg[alm + ay0]
e Pelar|o| + ayo]
(wegen |o] < V3/2)
aze P¢[|o| + o]

(wegen a; > as)

A%

v

0.

Damit ist nachgewiesen, dass die Greensche Fuktion G zu (L, R) nichtnegativ ist. Auf
dem Banachraum C[0,w] (versehen mit der Maximumnorm) definieren wir das (nicht-
leere, abgeschlossene, konvexe und beschrénkte) Intervall

M :={z € C0,w] : a(t) <z(t) < B(t) fir alle t € [0,w]}
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sowie die Abbildung 7: M — C10, w| durch

T(z)(t) := /Ow G(t,s)le(s) — g(z(s)) + C*x(s)] ds.

Da T'(M) relativ kompakt ist, liefert der Schaudersche Fixpunktsatz[10.16]die Existenz
eines Fixpunktes x € M von T bzw. einer Losung von (P), welche den periodischen
Randbedingungen (x) geniigt, wenn noch T'(M) C M gezeigt werden kann. Wegen
—g'(z) + C? > 0 fiir alle © € [, Bmax] (bzw. der Monotonie von —g(z) + C%z auf
[Omin, Omax)) und der Nichtnegativitit der Greenschen Funktion G ist T auf M isoton.
Aus r € M folgt also T(a)(t) < T(x)(t) < T(B)(t) fiir alle t € [0,w]. Zu zeigen bleibt,
dass a(t) < T'(«)(t) und T'(B)(t) < S(¢) fiir alle t € [0,w). Zur Abkiirzung definieren
wir oy (t) := T'(a)(t). Nach Definition der Abbildung 7 ist

o) (t) +2Dal (t) + C*ay(t) = e(t) — g(a(t)) + C%a(t) fiir alle t € [0, w]

sowie
a1(0) = ar(w),  a1(0) = a}(w).
Wegen Bedingung 3’. ist
a"(t) + 2D (t) + g(a(t)) —e(t) <0 fiir alle ¢ € [0,w].

Definiert man daher 6(¢) := a4 (t) — a(t) und beriicksichtigt die Bedingung 2’., so erhilt
man

r(t) == 0"(t) + 2D (t) + C26(t) > 0,  6(0) —6(w) =0, &'(0)—0d'(w) > 0.

Also ist

wobei ¢ die (eindeutige) Losung von
¢"+2D¢ +C%q=0,  ¢(0) —qw) =0, ¢(0) ¢ w)=o01:=5(0)—dWw)

ist. Wir zeigen, dass ¢ und damit auch ¢ auf [0, w] nichtnegativ ist bzw. a(t) < T'(«)(¢)
fiir alle ¢ € [0,w] gilt. Da durch

z1(t) == e P2 cog E(t - g), To(t) = e PU=2) sinE(t - c_u)

mit
E-=+\C2_-D? = 21
w

ein Fundamentalsystem zu Lz = 0 gegeben ist, machen wir fiir ¢ den Ansatz ¢ =
c1T1 + coxo mit konstanten ¢y, co. Wegen

q(0) — q(w) = 61\/§Sinh Dg — 62\/§cosh Dg
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und
! / . w w
q¢0)—qdw) = C1\/§[—D sinh DE 4+ E cosh DE]
= + 02\/§[D cosh Dg + E'sinh Dg]

erhalten wir aus
q(0) —qw) =0,  ¢0)—dw)=0y

fiir ¢1, ¢ das lineare Gleichungssystem

sinh Df — cosh DE 0
2 2 a1\ _
_Dsinh DY + Ecosh DY Decosh DY + Esinh DY o) | &
2 2 9 2 V2
Mit . y
A= E(sinh2 D3 + cosh® DE) >0
ist dann
D cosh Dg + F'sinh DE cosh DC—u 0
( ¢ ) 1 2 2 2 o
C2 A\ Dsinh D% _ Ecosh Dg sinh D% NG
also

cosh D=
( C1 ) _ % 2
€2 V2A sinhDg
Fir ¢t € [0,w] ist £ := t —w/2 € [~w/2,w/2], damit E{ € [—n/4,7/4], und daher
o = sin B¢ € [—v/2/2,1/2/2]. Folglich ist
qt) = crx(t) + coxa(t)

- *D“*ﬂ)[ LDY E(t—f> inh D= si E(t—fﬂ
\/§A€ 2/ |Cos 5 CcOS 7 4+ sin 5 Sin 5

L -cosh D% cos E¢ + sinh D% sin Ef]

V2A
- %e‘m V107 cosh Dg + o sinh D%}]
> %6_[)’5 _\J| cosh Dg + o sinh D%}
(wegen [o] < v3/2)
> \/UEIA@_D& sinhDg[|a| + o]
> 0.
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Also ist ¢ und damit auch ¢ := T'(a) —« auf [0, w] nichtnegativf'’] Da entsprechend auch
die Nichtnegativitdt von § — T'(3) auf [0, w] bewiesen werden kann, ist T'(M) C M.
Wie oben schon angegeben folgt die Existenz eines Fixpunktes x € M von T bzw.
einer Losung x € M, welche den periodischen Randbedingungen (x) geniigt, aus dem

Schauderschen Fixpunktsatz [10.16, Der Satz ist damit bewiesen. a

Beispiel: Gesucht sei eine Losung x der Liénardschen Differentialgleichung
(P) 2" 422" +x +0.12° = sint,

welche den periodischen Randbedingungen

(%) z(0) = x(2m), 2'(0) = 2/ (27)

geniigt. Mit w := 27, D := 1 und

a(t) := —0.5cost — 0.012, B(t) := —0.5cost + 0.012

sind die Bedingungen 1, 2’ und 3’ der Séatze [12.16| bzw. [12.17] mit w := 27 erfiillt. Dies
ist fiir die beiden ersten Bedingungen offensichtlich. Aber auch die Bedingung 3’ gilt,
wie man aus

—D(a)(t) = (t) + 0.1a(t)® — sint

«
aft) — sint +0.1a(t)?

=—0.012
= —0.012+0.2(—0.5cost — 0.012)?
< 0,

und Abbildung [L1] erkennt, in der —D(«) iiber dem Intervall [0,27] aufgetragen ist.
Entsprechend ist

~D(B)(t) B"(t) +28'(t) + B(t) + 0.18(t)* — sint
= ['(t) +20'(t) + B(t) — sint +0.15(t)°

= 0.012+0.1(—0.5cost + 0.012)*
>0

wie man aus Abbildung|12|erkennt, in der —D() iiber dem Intervall [0, 2] aufgetragen
ist. Die Voraussetzungen von Satz [12.17] sind erfiillt. Denn mit

Qpin := min «a(t) = —0.512, Pmax := max [3(t) = 0.512
t€[0,27] t€[0,27]

und
g(x) =2 +0.12°

46Man beachte, dass die Nichtnegativitit von ¢ ganz dhnlich wie die der Greenschen Funktion G
bewiesen wird.
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Abbildung 11: —D(«) auf [0, 27]

ist
s ]g’(x) =1+0.3-0.512% = 1.0402653184,
TE[Omin;Pmax
wahrend
™ot — L 11062
402 16 T
Dagegen sind die Voraussetzungen von Satz [12.16| nicht erfiillt. a

12.7 Nichtnegative Greensche Matrizen bei Randwertaufga-
ben mit periodischen Randbedingungen
In diesem Unterabschnitt wollen wir die Ergebnisse von J. WERNER (1972) darstellen.

Wir betrachten das lineare Differentialgleichungssystem mit periodischen Randbedin-
gungen

(P) = A(t)x +r(t), z(0) = z(w),

wobei w > 0 vorgegenen ist und A € Cx,[0,w] eine auf [0,w] stetige n x n-Matrix-
funktion ist, mit A(t) = (a;;(t)) also a;; € C0,w], i,j = 1,...,n, ist. Die Aufgabe (P)
besitzt fiir jede stetige Vektorfunktion r € C,[0,w] genau dann eine Losung z, wenn
das homogene Problem (hier ist r := 0) nur die triviale Losung besitzt. In diesem Fall
lasst sich x mit Hilfe der Greenschen Funktion G in der Form

z(t) = /Ow G(t, s)r(s)ds
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Abbildung 12: —D(/3) auf [0, 27]
darstellen, wobei (siehe Satz [12.5)) mit einem durch ®(0) = I normierten Fundamen-

talsystem ® zu 2’ = A(t)x die Greensche Matrix durch

3 (I = d(w)! Los<t,
G(t,S) = @(t) { ([ _ q)(w»—lq)(w) }(I)(S) ) t ES

gegeben ist.
Sei K C R” ein Ordnungskegel (siehe Definition [12.6) im R™. Dieser induziert durch

r<gy firz,yeR" <= y—zxr e K
in kanonischer Weise die Halbordnung <, im R". Durch K wird mittels
K.:={zx € C,[0,w] : z(t) € K fiir alle t € [0,w]}

in C,[0,w] ein Ordnungskegel induziert. Wir wollen hinreichende und zum Teil auch
notwendige Bedingungen dafiir angeben, dass die durch

Gr)(t) = /0 "Gt s)r(s) ds

definierte Abbildung G: C,,[0,w] — C,,]0,w] den Ordnungskegel K, in sich abbildet.

Mit einer Vektornorm || - || auf R” sei C},[0,w] durch
= t
ol = s (0]

tir z € C,[0, w| normiert.
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Definition 12.18 Die Matrixfunktion A € C,x,[0,w] heifit quasipositiv beziiglich des
Ordnungskegels K C R”, wenn es eine Konstante o > 0 mit

(A()+al)z e K, furallez e K
gibt.
Bezeichnet
R} :={x=(z;) eR":2; >0, j=1,...,n}

den nichtnegativen Orthanten im R", so ist A = (a;;) € C,[0,w] offenbar genau dann
beziiglich R"! quasipositiv, wenn a;;(t) > 0 fiir alle ¢t € [0,w] und alle 7, j € {1,...,n}
mit ¢ # j. Bei N. J. HiIGHAM (2008, S.260) heifit eine Matrix essentially nonnegative,
wenn ihre Nebendiagonalelemente nichtnegativ sind.

Lemma 12.19 Sei A € C,4,[0,w| quasipositiv beziiglich des abgeschlossenen Ord-
nungskegels K C R", r € K. und zy € K. Bezeichnet x die Lésung der linearen
Anfangswertaufgabe

= A(t)x +r(t), 2(0) = x,

so ist v € K.

Beweis: Da A nach Voraussetzung quasipositiv (beziiglich K) ist, existiert ein o > 0
mit (A(-) + al)z € K, fir alle 2 € K. Wir definieren die Abbildung 7": C,,[0,w] —
Cy[0,w] durch

T(2)(t) := e *xg +/0 e EI[(A(s) + al)z(s) + 7(s)] ds.

Offenbar ist T'(K.) C K.. Wir zeigen, dass T" beziiglich einer geeigneten Norm kontra-
hierend (auf dem gesamten Raum C,[0,w]) ist. Mit einem noch geeignet zu bestim-
menden k > 0 definiere man die Norm || - ||z durch

—kt
'= max t)|l.
||x||k tG[O,w]e ||x( )H

Fiir beliebige z1, 2o € C,[0,w] ist dann

e MT(2)(t) = T(z2)(t)] = /0 eI (A(s) + al)e ™ [a1(s) — 2(s)] ds

und daher

T - T < —

IT (1) = Tl < =12 = 2l
wobei C' > 0 eine nichtnegative (von z1,2e und k unabhéngige) Konstante ist. Fiir
hinreichend grofles k ist 1" also auf C,,[0,w| beziiglich der Norm || - || kontrahierend.

Wegen T'(K.) C K., der Abgeschlossenheit von K, (da K abgeschlossen ist) und des
Banachschen Fixpunktsatzes muss also der einzige Fixpunkt  von 7" in K, liegen. Da
x auch die Losung der gegebenen Anfangswertaufgabe ist, ist das Lemma bewiesen. O

Wendet man Lemma [12.19| mit r := 0 an, so erhélt man:
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Lemma 12.20 Sei A € C,4,[0,w| quasipositiv beziiglich des abgeschlossenen Ord-
nungskegels K C R"™. Sei ® ein durch ®(0) = I normiertes Fundamentalsystem zu
x' = A(t)x. Dann ist ®(-)xy € K, fiir alle o € K.

Ist im obigen Lemma A € C),4,[0,w] quasipositiv beziiglich des nichtnegativen Or-
thanten R}, so ist ®(t) € R™™ fiir alle t € [0,w] eine nichtnegative Matrix, d.h.
alle Eintrage von ®(t) sind nichtnegativ. Im Falle einer konstanten Matrixfunktion
gilt auch die Umkehrung, wie das nichste Lemma aussagt (siche auch N. J. HIGHAM
(2008, S.260)).

Lemma 12.21 Die Matrix A = (a;;) € R™" ist genau dann quasipositiv beziiglich
des nichtnegativen Orthanten R’ (bzw. a;; > 0 fiir alle 4,5 € {1,...,n} mit i # j),
wenn das durch ®(0) = I normierte Fundamentalsystem ®(t) = e/ fiir alle t > 0
(elementweise) nichtnegativ ist.

Beweis: Zu zeigen bleibt:

o Ist e elementweise nichtnegativ fiir alle t > 0, so ist a;; > 0 flir alle ¢,5 €
{1,...,n} mit ¢ # j.

Die Behauptung folgt wegen e! = I + At + O(t?). 0

Im folgenden Satz wird eine hinreichende Bedingung dafiir angegeben, dass die Green-
sche Matrix G(t, s) zur linearen, periodischen Randwertaufgabe (P) existiert und die
durch

(%) G(r)(t) == /Ow G(t,s)r(s)ds

definierte Abbildung G: C,,[0,w] — C,,[0,w] den Ordnungskegel K. in sich abbildet.
Mit p(C') wird der Spektralradius der n x n-Matrix C' bezeichnet.

Satz 12.22 Sei A € C,,«,[0,w] quasipositiv beziiglich des abgeschlossenen Ordnungs-
kegels K C R™ und ® ein durch ®(0) = I normiertes Fundamentalsystem zu x' = A(t)x.
Ist p(®(w)) < 1, so existiert die Greensche Matrix G(t, s) zu (P) und die durch (x) defi-
nierte Abbildung G: C,[0,w] — C,,[0,w] bildet den (abgeschlossenen) Ordnungskegel
K. C C,[0,w] in sich ab.

Beweis: Wegen p(®(w)) < 1 ist I — &(w) nichtsinguldr. Daher ist das homogene
Problem 2’ = A(t)z, (0) = z(w) nur trivial losbar. Folglich existiert die Greensche
Matrix G(t, s) zu (P). Sei r € K, gegeben. Dann ist z := G(r) die (eindeutige) Losung
von

Y= Az (), 2(0) = 2(w).

Sei y die Lésung von
v =AMy +r),  y(0)=0.
Wegen Lemma [12.19]ist y € K.. Definiert man z durch

2(t) = () (I — @(w)) " y(w) + y(t),
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SO ist

und weiter

2w) = 2(0) = Pw)( = 2(w)) 'y(w) +y(w) — (I — ¢(w)) y(w)

Dabher ist
G(r)(t) = 2(t) = 2(t)(I — 2(w)) " 'y(w) +y(t).
Wir iiberlegen uns nun, dass (I — ®(w)) 'y(w) € K. Denn wegen p(®(w)) < 1 ist

(1= @) yw) = d(w)'y(w).
=0
Wegen Lemma [12.20] ist ®(w)'y(w) € K, i = 0,.... Wegen K + K C K und der
Abgeschlossenheit von K folgt (I — ®(w))~ 1y( ) € K Damit ist
B()(I — () y(w) € K.

Wegen y € K. und K.+ K, C K, ist damit G(r) € K, und der Satz ist bewiesen. O

Nun wollen wir uns dem Fall zuwenden, dass A(t) = A eine konstante Matrix ist. Wir
erinnern an die Definition einer M-Matrix beziiglich eines vorgegebenen Ordnungske-
gels, siehe Definition [11.4]

Lemma 12.23 Sei K C R" ein abgeschlossener Ordnungskegel mit int (K) # .
Ferner sei A € R™*"™ eine Matrix mit der Eigenschaft, dass — A eine M -Matrix beziiglich
K ist. Bei vorgebenem w > 0 existiert dann die Greensche Matrix G(t, s) zu

(P) o =Az+rt), 2(0)=2z()
und die Abbildung G: C,,[0,w] — C,,[0, w], definiert durch

() /Gts

bildet den Ordnungskegel
K.:={x € C,[0,w] : z(t) € K fiir alle t € [0,w]}

in sich ab.
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Beweis: Wir wenden Satz an. Da ®(t) := e ein durch ®(0) = I normiertes
Fundamentalsystem zu 2’ = Az ist, geniigt es nachzuweisen, dass p(e“) < 1. Wegen
Satz (und der Voraussetzung, dass —A eine M-Matrix beziiglich K ist) ist ®(\) <
0 fiir jeden Eigenwert A von A. Die Eigenwerte von e4“ sind durch e mit einem
Eigenwert A von A gegeben. Fiir diese gilt R()\) < 0 und daher ist p(e4“) < 1. Damit
ist das Lemma bewiesen. O

Fiir den Fall, dass K = R} der natiirliche Ordnungskegel ist, kénnen wir eine Umkeh-
rung von Lemma [12.23 beweisen.

Satz 12.24 Sei A € R™*" eine Matrix mit der Eigenschaft, dass die Greensche Matrix
G(t,s) zu

(P) ¥ = Az +r(t), z(0) = z(w)

tiir jedes w > 0 existiert und die durch

() Glr)(t) = /0 Gt $)r(s) ds

definierte Abbildung G: C,[0,w] — C,[0,w] (komponentenweise) nichtnegative Ele-
mente aus C,[0,w] in sich abbildet. Dann ist —A eine M-Matrix (beziiglich des natiirli-
chen Ordnungskegels R” ).

Beweis: Die Greensche Matrix G(t,s) zu (P) existiert bei gegebenem w > 0 genau
dann, wenn die homogene Aufgabe 2/ = Az, 2(0) = 2(w), nur trivial l6sbar bzw. I —e
nichtsingulir ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn e # 1 bzw. \w # 2kmi fiir alle
k € Z und jeden Eigenwert A von A. Insbesondere folgt aus der Voraussetzung, dass
die Greensche Matrix zu (P) fiir jedes w > 0 existiert, dass A = 0 kein Eigenwert von
A bzw. A nichtsingulér ist. Ist ferner r € C,,[0,w] definiert durch r(¢) := r mit einem
(komponentenweise) nichtnegativen Vektor r € R™, so ist G(r) = —A~'r nach Vor-
aussetzung (komponentenweise) nichtnegativ und folglich —A~! (komponentenweise)
nichtnegativ. Zu zeigen bleibt, dass A quasipositiv (beziiglich R") ist bzw. a;; > 0 fiir
alle 4,5 € {1,...,n} mit ¢ # j gilt. Die Greensche Matrix zu (P) ist gegeben durch

G(t S) _ 6At{ (I - eAw)_l }e—As s < t:

(I — eAw)~leAw t<s.

Da die Abbildung G' (komponentenweise) nichtnegative Elemente aus C,[0,w] in sich
abbildet, sind die Eintrage von G(t, s) fir (¢,s) € [0,w] X [0,w] und insbesondere von
eM(I — )7L fiir t € [0,w] und alle w > 0 nichtnegativ.

Angenommen, wir wiissten schon, dass R(A) < 0 fir jeden Eigenwert A von A.
Dann ist lim,, ;o (1 — )™t = I und daher e (elementweise) nichtnegativ fiir alle
t > 0. Aus Lemma folgt, dass A quasipositiv beziiglich R ist.

Zu zeigen bleibt also, dass R(\) < 0 fiir jeden Eigenwert A von A. Hierzu bemerken
wir, dass die Eigenwerte der (elementweise) nichtnegativen Matrix e« (I —e4«)~! durch
e (1 — )~ mit einem Eigenwert A von A gegeben sind. Da der Spektralradius von
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e (I—eA%)~1 ein Eigenwert dieser Matrix ist, existiert ein (reeller) negativer Eigenwert
A von A mit

A Awy—1 ehe
(I —e™) ) = )
ple(T — et ) =
Fiir einen beliebigen Eigenwert A von A ist daher
6?}%(/\)0.2 |6)\w | eAw

< .
1+ eR®Ne = |1 — | = 1 —ehw
Angenommen, es sei R(A) > 0 fiir einen Eigenwert A von A. Fiir alle w > 0 wére dann
1 e?R()\)w eAw
- < < .
2 7 14 efNe = 1 — e

Mit w — oo erhalten wir einen Widerspruch. Der Satz ist damit bewiesen. a
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