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Kapitel 1

Einfiihrung durch Beispiele

Unter einer unrestringierten Optimierungsaufgab{] versteht man das Problem
(P) Minimiere f(z), x € R",

wobei die Zielfunktion f:R"™ — R gegeben ist und geeignete Eigenschaften besitzt
(z. B. kann vorausgesetzt sein, dass [ stetig differenzierbar ist und f(z) sowie der Gra-
dient V f(x) fiir alle z € R™ in “analytischer Form” zur Verfiigung stehen). Eine globale
Liosung von (P) ist ein x* € R™ mit der Eigenschaft, dass f(z*) < f(z) fiir alle z € R™,
dagegen ist x* € R" eine lokale Lésung von (P), wenn eine Umgebung U* von x* mit
f(z*) < f(z) fir alle z € U* existiert. Wir werden uns i. Allg. mit der ndherungs-
weisen Berechnung einer lokalen Losung von (P) begniigen miissen (es sei denn, die
Zielfunktion ist so beschaffen, dass lokale und globale Losungen tibereinstimmen), da
wir Iterationsverfahren betrachten werden, die ihrer Natur nach lokaler Natur sind.

Beispiel: Sei (siche C. GEIGER, C. KANZOW (1999, S.4)) f:R? — R gegeben durch

1 1
f(z) = —a?xy + Z(?x% —13) — 5(2 — 2t —23)%

"'Wir geben einige Lehrbuchliteratur an:

e J. E. DENNIS, R. B. SCHNABEL (1983) Numerical Methods for Unconstrained Optimization
and Nonlinear Equations. Prentice-Hall, Englewood Cliffs.

R. FLETCHER (1987) Practical Methods of Optimization. Second Edition. John Wiley & Sons,
Chichester-New York-Brisbane-Toronto-Singapore.

C. GEIGER, C. KaNzow (1999) Numerische Verfahren zur Losung unrestringierter Optimie-
rungsaufgaben. Springer, Berlin-Heidelberg-New York.

e C. T. KELLEY (1999) Iterative Methods for Optimization. SIAM, Philadelphia.

e J. NOCEDAL, S. J. WRIGHT (1999) Numerical Optimization. Springer, Berlin-Heidelberg-New
York.

P. SpeLLuCI (1992) Numerische Verfahren der nichtlinearen Optimierung. Birkhduser, Basel-
Boston-Berlin.

e J. WERNER (1992) Numerische Mathematik 2. Vieweg, Braunschweig-Wiesbaden.



2 Einfiihrung durch Beispiele

Die Frage ist: Wo hat f (lokale) Minima, wo (lokale) Maxima, wie sieht f aus? Die
Benutzung von MATLAB wird eine ganz wichtige Rolle in der Vorlesung spielen und
hier ist eine gute Gelegenheit, dieses wunderbare Programmsystem ein erstes Mal an-
zuwenden. Hier benutzen wir zunéchst die Moglichkeiten zur Visualisierung, die MAT-
LAB bietet. In Abbildung links geben wir einen Fliachenplot von (z, f(z)) mit
x € [=2,2] x [-2,2] wieder. Rechts findet man zugehérige Hohenlinien. Den linken

Abbildung 1.1: Flachenplot, Héhenlinienplot

Plot haben wir z. B. erhalten durch

x_1=-2:0.1:2;x_2=x_1,;
[X_1,X_2]=meshgrid(x_1,x_2);

=-(X_1.72) .%xX_2+0.26%(2*X_1.72-X_2.72)-0.5%(2-X_1.72-X_2.72) ."2;
surf(X_1,X_2,F);colorbar

den rechten durch anschliefflendes
contour (X_1,X_2,F,150);

Es sieht hier so aus, als wenn f mindestens drei lokale Extrema besitzt. Dies werden
wir spater nachpriifen. O

Jetzt geben wir noch einige weitere Beispiele von unrestringierten Optimierungsaufga-
ben an, auf die wir zum Teil spéter zuriickkommen werden.

Beispiel: Die Konzentratiorﬂ z(t) eines Stoffes in einem chemischen Prozess gehorcht
dem Gesetz
2(t) = ay + axe®™’ + aze™®

2Dieses Beispiel haben wir aus
H. R. SCHWARZ (1988) Numerische Mathematik. B. G. Teubner, Stuttgart.



mit noch unbekannten Parametern aq, as, as und aq, as. Zur Bestimmung dieser Para-
meter liefern Messungen zu Zeiten t; die Messwerte z;, ¢ = 1,...,9, die gegeben sind
durch.

;100 05 1.0 15 20 3.0 50 &80 10.0
z; || 3.85 295 2.63 2.33 224 205 182 1.80 1.75

Die Parameter sind nach der Methode der kleinsten Quadrate als Losung von

9

e . X t; t; 2

Minimiere f(ay, as, as, aq, as) == E [a1 + age®" + aze™" — z]°,
i=1

(a17 a2, a3, 01, 052) S RS

zu bestimmen. Dies ist ein spezielles nichtlineares Ausgleichsproblem bzw. nonlinear
least squares problem. Hier ist eine Abbildung F:R" — R™ gegeben (n ist hierbei
die Anzahl der zu bestimmenden Parameter, m die Anzahl der Beobachtungen, wobei
i. Allg. m > n), gesucht ist eine Losung der Aufgabe

1 1 &
Minimiere f(z) := §HF(;U)Hg =3 Y Fi(x)’, xeR",
=1

wobei der Vorfaktor % nur kosmetischer Art ist. Es kann sinnvoll sein, die euklidische

Norm || - ||z durch eine andere Norm zu ersetzen, etwa durch die Maximumnorm || - || «.
Die Aufgabe

Minimiere f(x) := ||F ()]0 = max |Fi(z)|, xeR"

nennt man eine diskrete, nichtlineare Tschebyscheffsche Approximationsaufgabe. a

Beispiel: Das folgende Problem scheint 1629 zum ersten Mal von Fermat formuliert
worden zu sein:

e Gegeben seien drei Punkte in der Ebene. Man finde einen Punkt in der Ebene
derart, dass die Summe der Abstédnde dieses Punktes zu den drei vorgegebenen
Punkten minimal ist.

Die Verallgemeinerung auf m Punkte im R"™ heiftt das Fermat-Weber-Problem:

e Gegeben seien m > 3 paarweise verschiedene Punkte aq, ..., a,, € R™ und positive
reelle Zahlen wy, ..., w,,. Man bestimme eine Losung z* € R" von

(P) Minimiere f(z) := > w; ||z —a;|| auf M =R",

i=1
wobei || - || in diesem Abschnitt die euklidische Norm auf dem R™ bedeutet.

Verglichen mit anderen Optimierungsaufgaben ist das Fermat-Weber-Problem einfach
in der Hinsicht, dass es sich hierbei um eine unrestringierte, konvexe Optimierungsauf-
gabe handelt. Schwierig ist es es vor allem deshalb, weil die Zielfunktion nicht iiberall
differenzierbar ist.



4 Einfiihrung durch Beispiele

Die 6konomische Interpretation (man spricht in den Wirtschaftswissenschaften auch
von dem “Standortproblem”) kénnte die folgende sein: Eine Warenhauskette mit Filialen
in ay,...,a, und Zulieferern in ay 1, .. ., a,, will den Standort eines zusatzlichen Lagers
bestimmen. Dieser soll so gewéhlt werden, dass eine gewichtete Summe der Abstdnde
vom Lager zu den Filialen und von den Zulieferern zum Lager minimal wird.

Auch hier wollen wir uns die Aufgabenstellung durch Visualisierung der Fléche und
der Hohenlinien veranschaulichen. Im ersten Beispiel ist

2 90 43
w::(27475>T7 (al az a3):(42 11 88)

In Abbildung[1.2]links findet man einen Fliachenplot, rechts einen Plot der Hoéhenlinien.
Man erkennt, dass es hier genau ein lokales und globales Minimum gibt. Wesentlich

200777777

3500
1501

4000

3000

3500 100

X0
(IR
(B
\\\\‘:8\“‘:‘::‘:’:‘:‘::0
2500 \\\\&\\“:‘\“:‘\ S
000 N

3000

50
“ 2500

%

1500 2000

1000
=501

500 1500

10018
200
1000

-150

500

-200 NN\ \ \ \ \ \
200 200 20 150 -0 50 0 10 150 20

Abbildung 1.2: Flachenplot, Hohenlinienplot beim (konvexen) Fermat-Weber Problem

anders werden die Verhéltnisse, wenn auch negative Gewichte auftreten, siehe C. T.
KELLEY (1999, S.118ff.). Im zweiten Beispiel setzen wir

—-10 0 5 25

w:=(2,—-4,2,1)7, (a1 as az aq):= < 10 0 8 30 ) :

Die entsprechenden Plots (links haben wir allerdings die Flache (x, — f(x)) aufgetragen,
weil man dann besser sieht, dass man bei negativen Gewichten auch mit lokalen, nicht
globalen Lésungen rechnen muss) findet man in Abbildung [1.3] 0

Beispiel: Wir folgen jetzt C. T. KELLEY (1999, S.101ff.) und schildern ein diskretes
optimales Steuerungsproblem, das auf eine unrestringierte Optimierungsaufgabe fiihrt.
Das diskrete optimale Steuerungsproblem entsteht durch Diskretisierung eines konti-
nuierlichen optimalen Steuerungsproblems, daher schildern wir zunéchst dieses.

Man stelle sich vor, ein Prozess kénne durch Wahl einer Steuerungsfunktion wu(-),
einer Funktion auf dem Intervall [0, 7], beeinflusst werden. Die zugehorige Trajektorie
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Abbildung 1.3: Plots beim nicht-konvexen Fermat-Weber Problem

x(-) ist die Losung der gewohnlichen Anfangswertaufgabe

x(0) = xo,

r = Qﬁ(l’, U(t), t),

wobei xp € R ein von u unabhéngiger Anfangszustand ist und die Funktion ¢: R X
R x [0,7] — R so beschaffen sei, dass die obige Anfangswertaufgabe fiir “verntinftig
glattes” u eine eindeutige Losung z(-;u) besitzt. Zu minimieren sei die Zielfunktion

flu):

/OT F(z(t;u),u(t),t)dt.

e Wir wollen ein Beispiel im Beispiel angeben. Sei etwa (siehe C. T. KELLEY (1999,

S.35)) T =1, g =0 und

1
F(z,u,t) = (v — 3)* + §u2,

Die Lésung von

Bz, u,t) := ux + 2

v = u(t)r + 1% z(0) =0
ist gegeben durch (es handelt sich hier um eine lineare Differentialgleichung erster
Ordnung und eine solche ist im Prinzip exakt 16sbar)

(t;u) = /Ot exp([u(s) ds>72 dr,

die eigentliche Zielfunktion ist also

Fu) - /0 1 [(a(tu) — 3" + %u(t)Z] dt.

Ohne Vorkenntnisse wird man Schwierigkeiten haben, die eindeutig existierende
Losung dieser kontinuierlichen (es ist eine Funktion und kein Vektor gesucht)
unrestringierten Optimierungsaufgabe zu bestimmen.



6 Einfiihrung durch Beispiele

Durch Diskretisierung erhilt man aus dem kontinuierlichen ein diskretes optimales
Steuerungsproblem bzw. eine endlichdimensionale unrestringierte Optimierungsaufga-
be. Z.B. kann man die Anfangswertaufgabe mit Hilfe des expliziten Euler-Verfahrens
naherungsweise 16sen und das Integral in der Zielfunktion mit der zusammengesetzten
Trapezformel approximieren. Man wéhle also etwa N € N mit N > 2, definiere die
Maschenweite h := T/N und t; := jh, j = 0,...,N. Zu u = (u;)j—0,. n € RVF!
bestimme man den Vektor z = ()0 v € RV aus

Tjy1 = .Z‘j+h¢(.l‘j,Uj,tj), j:O,...,N—l,

wobei x( natiirlich der gegebene Anfangszustand ist. Die Zielfunktion ist dann gegeben
durch

N—1
1 1
f(u):=nh éF(xo,uo, 0) + ; F(xj,uj,tj) + §F(:17N, un, T,
diese ist auf dem R¥*! zu minimieren. Wir haben hier ein Beispiel kennengelernt, bei
welchem die Berechnung des Gradienten der Zielfunktion keineswegs trivial ist. a

Beispiel: Auch dieses Beispiel findet man bei C. T. KELLEY (1999, S.11), es ist ein
spezielles Parameter Identifikations Problem. Ziel ist es, den Dampfungsfaktor ¢ und
die Federkonstante k in einem schwingenden System nach der Methode der kleinsten
Quadrate zu bestimmen, indem man zu Zeiten t; Auslenkungen wu;, i = 1, ..., m, misst.
Genauer sei u(-; (¢, k)) bei gegebenem wuy € R die Losung der Anfangswertaufgabe

'+ cu' + ku =0, uw(0) = up, u'(0) =0.

Zur Identifikation der zu den beobachteten Werten gehorigen Parameter ist die Aufgabe

o 1 <& 2 2
Minimiere EZ ti; (e, k)] —wil®, (e, k) € R?,

zu losen. Wieder ist keineswegs klar, wie der Gradient von f zu berechnen ist. O

Wir werden in dieser Vorlesung Verfahren zur numerischen Behandlung unrestringier-
ter Optimierungsaufgaben entwickeln und analysieren. Wie iiblich in der Numerischen
Mathematik kann man nicht hoffen, mit einem Superverfahren alle auftretenden Pro-
bleme zu l6sen. Vielmehr kommt es auf Eigenschaften der Zielfunktion f an, welche
Verfahren erfolgversprechend sind.



Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Optimalitatsbedingungen

2.1.1 Notwendige Optimalitatsbedingungen erster Ordnung

Wir betrachten bei vorgegebener Zielfunktion f:R"™ — R die unrestringierte Opti-
mierungsaufgabe

(P) Minimiere f(z), z € R".

Unser Ziel in diesem Unterabschnitt ist es, notwendige Bedingungen erster Ordnung
dafiir anzugeben, dass ein 2* € R" eine lokale Losung von (P) ist. “Erster Ordnung”
bedeutet in diesem Zusammenhang, dass lediglich Ableitungen erster Ordnung von f
auftreten.

Definition 1.1 Ist F: R" — R™ in einem Punkt z € R” stetig partiell differenzierbar,
existieren also die partiellen Ableitungen 0F;/0x;, i = 1,...,m, j = 1,...,n, aller
Komponenten F; von F' in einer Umgebung von x und sind diese in x stetig, so heift
F in x stetig differenzierbar. Man nennt

P() = (G oy, € R

die Funktionalmatria|von F in x. Ist f:R" — R in z € R" stetig differenzierbar, so

heifst } - of of .
fa) = (Gr-@) - (@)

der Gradient von f in x. Die Funktion F:R"™ — R™ heilst stetig differenzierbar auf
einer offenen Menge D C R™, wofiir wir kiirzer F' € C'(D;R") schreiben werden, wenn
F in jedem Punkt z € D stetig differenzierbar ist. Statt C'*(D;R) schreiben wir kiirzer
Cl(D).

Im englischen wird oft von “the Jacobian” gesprochen.



8 Grundlagen

Beispiel: Bei nichtlinearen Ausgleichsproblemen nach der Methode der kleinsten Qua-
drate handelt es sich um die Aufgabe, die Zielfunktion

1 2
) =5 3 Fe)
zu minimieren, wobei F;: R® — R, 7 =1, ..., m. Sind alle F; in z stetig differenzierbar,
so auch die Zielfunktion f und es ist
of — OF, .
—(x) = Fi(x), =1,...,n.
9o, (=D G R, =

Fasst man die F; als Komponenten einer Abbildung F: R"™ — R™ auf (die Zielfunktion

lisst sich dann als f(z) = || F(2)||3 schreiben), so ist der Gradient von f in  durch

Vf(z)=F(x)"'F(x)
gegeben. O

Von Zielfunktionen der Form

kann man nicht erwarten, dass sie stetig differenzierbar sind, selbst dann, wenn es die
F; sind. Daher ist es sinnvoll, auch einen schwécheren Ableitungsbegriff einzufiihren.

Definition 1.2 Die Abbildung F:R" — R™ heift in z € R" in die Richtung p € R"
richtungsdifferenzierbar, wenn

Fl(a:p) = lim F(z+tp) — F(x)
) t—0+ t

existiert. In diesem Fall heilt F’(x;p) die Richtungsableitung von F in x in Richtung
p. Die Funktion F' heifst im Punkte x richtungsdifferenzierbar, wenn F' in jede Rich-
tung p € R™ richtungsdifferenzierbar ist. In diesem Falle nennt man die Abbildung
F'(z;-):R" — R™ die Gateauz-Variation von F in x.

Natiirlich ist eine in einem Punkt x stetig differenzierbare Funktion dort auch rich-
tungsdifferenzierbar. Dies notieren wir in dem folgenden Lemma.

Lemma 1.3 Ist F:R" — R™ in x € R" stetig differenzierbar, so ist F' in x richtungs-
differenzierbar und die Gateaux-Variation F'(z;-):R" — R™ ist durch F'(x;p) =
F'(x)p gegeben.

Der folgende Satz liefert eine erste notwendige Optimalitdtsbedingung.

Satz 1.4 Sei x* € R" eine lokale Losung von (P). Ist f in x* richtungsdifferenzierbar,
so ist f'(z*;p) > 0 fiir jedes p € R™. Ist f in x* sogar stetig differenzierbar, so ist
Vf(xz*)=0.



2.1 Optimalitatsbedingungen 9

Beweis: Da z* eine lokale Losung von (P) ist, existiert eine Umgebung U* von z* mit
f(z*) < f(x) fir alle x € U*. Bei vorgegebenem p € R" existiert ein ¢y > 0 derart,
dass z* + tp € U* und daher f(z*) < f(z* + tp) fir alle ¢ € [0, to]. Folglich ist

>0 fiir alle p € R™.
t—0+ t

Ist f in 2* sogar stetig differenzierbar, so ist f'(z*;p) = Vf(2*)Tp > 0 fiir alle p € R"
und (setze z.B. p := =V f(2*)) daher V f(z*) = 0. O O

Die néchste Definition ist grundlegend.

Definition 1.5 Ist f:R" — R in 2* € R" richtungsdifferenzierbar mit Gateaux-
Variation f'(z*;-) (bzw. stetig differenzierbar mit Gradienten V f(z*)), so heift z* ein
stationdrer Punkt von f oder eine stationdre Losung von (P), wenn f'(z*;p) > 0 fur
alle p € R™ (bzw. V f(2*) = 0).

Bemerkung: Sei f:R" — R in x € R” richtungsdifferenzierbar mit Gateaux-
Variation f’(x;-). Ein p € R™ heifst eine Abstiegsrichtung in = (natiirlich beziiglich
der Zielfunktion f), wenn f’(z;p) < 0. Nach Definition der Richtungsableitung impli-
ziert dies némlich, dass f(z + tp) < f(x) fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0. Man kann
daher sagen, dass ein z* € R" eine stationire Losung von (P) ist, wenn es in x* keine
Abstiegsrichtung gibt. O

Wegen Satz ist eine lokale Losung von (P), in der die Zielfunktion richtungsdiffe-
renzierbar ist, notwendig eine stationére Losung.

Beispiel: Eine beliebte Testfunktion bei unrestringierten Optimierungsaufgaben ist
die sogenannte Rosenbrock-Funktion

f(z) :=100(zy — 271)* + (1 — )%

In Abbildung zeichnen wir einen einen Flachen- und Hoéhenlinienplot der Rosen-
brock-Funktion, wobei wir allerdings den Faktor 100 durch 2 ersetzen (andernfalls
wiirde man nichts erkennen). Man erkennt, dass die Suche nach einem Minimum der
Suche nach dem tiefsten Punkt in einem langgestreckten, “bananenférmigen” Tal ent-
spricht. Mit dem Faktor 100 statt 2, ist dies in noch weitaus gréfserem Make der Fall.
Als Gradienten von f berechnet man

V() = ( —400z (29 — 22) — 2(1 — x1) > ‘

200(zy — x?)

Der einzige stationdre Punkt von f ist offenbar z* = (1,1). Dieser Punkt ist sogar die
eindeutige globale Losung der zugehorigen unrestringierten Optimierungsaufgabe. Dies
ist ein besonders gliicklicher Umstand und keineswegs die Regel. a

Beispiel: Gegeben sei das nichtlineare Ausgleichsproblem, f(z) := || F(z)||3 auf dem

R"™ zu minimieren, wobei F:R" — R™ stetig differenzierbar sei. Dann ist z* ei-
ne stationdre Losung des nichtlinearen Ausgleichsproblems, wenn F”(z*)T F(x*) = 0.
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Abbildung 2.1: Flachenplot, Hohenlinienplot zur Rosenbrock-Funktion

Ist F(z) := Az — b mit A € R™™ und b € R", so spricht man von einem linea-
ren Ausgleichsproblem. Ein x* ist genau dann zugehorige stationdre Losung, wenn
AT(Az* —b) = 0 bzw. z* den sogenannten Normalgleichungen geniigt. O

Konvexe Funktione spielen in der (unrestringierten) Optimierung eine wichtige Rolle.
Hierbei heiftt bekanntlich eine Funktion f:R™ — R konvezr auf einer konvexen Menge
D C R", wenn

fll=tx+ty) < (1 —t)f(z)+tf(y)  fiir alle z,y € D und alle t € [0, 1].
Wir wollen zwar im folgenden den Schwerpunkt auf “glatte” unrestringierte Optimie-
rungsaufgaben legen, aber doch einige Grundlagen fiir “nichtglatte” (oder besser: “halb-
glatte”) Aufgaben bereitstellen. Interessant in diesem Zusammenhang ist das folgende

Lemma.

Lemma 1.6 Sei f:R" — R (auf dem R") konvex. Dann ist f in jedem z € R"
richtungsdifferenzierbar und es ist

f(z;p) < flx+p)— f(2) fiir alle z,p € R".
Die Gateaux-Variation f'(z;-):R"™ — R von f in x ist nichtnegativ homogen, d. h.
f'(z;ap) = af (z;p) fiir alle « > 0 und alle p € R™,
subadditiv, d. h.
f@ip+aq) < f(zp) + fiasq)  firallep,q € R™,

und konvex.
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Beweis: Zu z,p € R" definiere man ¢: (0, 1] — R durch

J+tp) = f(x)

o(t) = T

Wir zeigen die Existenz von lim; oy ¢(t) bzw. der Richtungsableitung von f in Rich-
tung p, indem wir nachweisen, dass ¢ auf (0, 1] nach unten beschrankt und monoton
nicht fallend ist. Wegen der Konvexitéit von f ist

(0= 9) S T S+ )+ T = p)

(x +tp) +

f) = £(

144 141

fir alle t € (0,1], woraus f(z) — f(x — p) < ¢(¢) fiir alle ¢ € (0,1] folgt. Ist ferner
0<s<t<1, s0ist

f(x—l—sp)—f(x):f(;(x_i_tp)th_

)~ f(x) <

s
S [f(a +tp) — f(a)]

wieder wegen der Konvexitdt von f, woraus ¢(s) < ¢(t) folgt. Die Existenz von
f'(z;p) = limyo4 ¢(t) ist damit gesichert. Wegen ¢(t) < ¢(1) erhalten wir insbe-
sondere f'(x;p) < f(x + p) — f(z). Der Nachweis der restlichen Behauptungen ist
einfach und wird hier iibergangen. O a

Bemerkung: Insbesondere ist bei konvexer Zielfunktion f ein stationdrer Punkt von
f eine globale Losung der Aufgabe, f auf dem R”™ zu minimieren. Denn aus

0< fl(az*;p) < f(a*+p)— f(z¥)  firalle p e R"

folgt (setze p := x — 2*) natiirlich f(z*) < f(x) fir alle z € R™. Fiir eine konvexe

Zieldunktion fallen also die Begriffe “lokale Losung”, “stationédre Losung” und “globale
Losung” zusammen. O

Wegen Lemma [1.6| wissen wir, dass konvexe Funktionen eine Gateaux-Variation besit-
zen. Diese aber im konkreten Fall auszurechnen, kann schwieriger sein. Vektornormen
auf dem R™ sind prominente Vertreter konvexer Funktionen. Im folgenden satz wird
die Gateaux-Variation der Maximumnorm berechnet.

Satz 1.7 Sei f:R"™ — R durch

=l,...

definiert. Dann ist f in jedem x € R" richtungsdifferenzierbar, die Gateaux-Variation
ist durch
, ”pHOO? r=0,
flap) = max sign (z;)p;, x#0
jed(x)
mit

J(x):={je{l,....n} |zl = |lzll}
gegeben.
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Beweis: Wir nehmen o0.B.d. A. = # 0 an. Sei eine Richtung p € R™ gegeben. Aus
Stetigkeitsgriinden ist |z; + tp;| < ||z + tp|lo flr alle j & J(z) und alle hinreichend
kleinen ¢ > 0. Daher ist

flattp) = flz) _ e +tol = oyl _

= m = max sign (z;)p;
t jed(x) t jeJ(i:{) gn (z;)p;

fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0., woraus nach dem Grenziibergang ¢t — 0+ die
Behauptung folgt. | O

Bemerkung: Ahnlich kann die Gateaux-Variation der durch
fla) = max oy f() = el =Y |
j=1

definierten konvexen Funktion f:R™ — R berechnet werden, siche Aufgabe [2] O

Die unrestringierte Optimierungsaufgabe

(P) Minimiere f(z) := ||F(z)||, =z € R",

bei der F:R"™ — R™ eine i. Allg. nichtlineare glatte Abbildung und || - || eine Norm
auf dem R”™ ist, nennt man eine diskrete nichtlineare Approximationsaufgabe. Wich-
tigste Spezialfille sind || - || = || - ||2 (nichtlineares Ausgleichsproblem), || - || = || - ||

(dann spricht man von einer diskreten Tschebyscheffschen Approzimationsaufgabe und
||l = |- |l (diskrete Ly-Approzimationsaufgabe). 1. Allg. wird hier m > n sein, so dass
man (P) als die Aufgabe auffassen kann, den Defekt des tiberbestimmten und daher ge-
wohnlich nicht 16sbaren nichtlinearen Gleichungssystems F'(x) = 0 beziiglich der Norm
| - || zu minimieren. Hierdurch und durch die sogenannte (unrestringierte) Min-Maz-
Optimierungsaufgabe, bei der die Zielfunktion f die Form f(z) = max;— __,, Fi(2)
hat, sind die wohl wichtigsten “halbglatten” Optimierungsaufgaben gegeben. Wenn die
Abbildung F:R" — R™ bzw. die Komponentenfunktionen F;, ¢ = 1,...,m, hinrei-
chend glatt sind, kann man immer noch hoffen, dass die Zielfunktion f der unrestrin-
gierten Optimierungsaufgabe (P) richtungsdifferenzierbar ist. Diese Vermutung soll im
folgenden Satz fiir die bei der diskreten Tschebyscheff-Approximation auftretende Ziel-
funktion exemplarisch nachgewiesen werden.

Satz 1.8 Mit der Abbildung F:R"™ — R™ sei f:R"™ — R durch
f(@) = |F(@)| = max [F(x)

definiert. Dann gilt: Ist F' in z* € R" stetig differenzierbar, so ist f in x* richtungsdif-
ferenzierbar mit der Gateaux-Variation
max |VE;(z*)Tp|, F(z*) =0,

i=1,...,

max sign (F;(z*))VFi(z*) p,  F(a*) #0,

i€l (™)

flz*;p) =

wobel

I(a") == {ie{1,...om}: |[Fi(z")] = [ F(2")]|oc }-
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Beweis: Mit g: R™ — R, definiert durch
9(y) = Yl = max |y,
i=1,....m

ist f = g o F. Die Abbildung F ist nach Voraussetzung in x* stetig differenzierbar,
wahrend g eine konvexe Funktion ist, deren Gateaux-Variation wir wegen Satz
kennen. Behauptet wird, dass f in * die Gateaux-Variation

f'(w%p) = g'(F(z7); F'(«")p)
besitzt. Hieran erkennt man sehr deutlich, dass der Aussage des Satzes eine Kettenregel
zugrunde liegt. Wir wollen den Beweis so fithren, dass dieser Zusammenhang deutlich

wird.
Seien p € R™ und eine Nullfolge {t;} C R, gegeben. Definiert man

re = F(a” + tep) — F(a") — e (2")p,

so ist 7, = o(ty) bzw. limy_, ri/tx = 0, da F' als in x* stetig differenzierbare Funktion
insbesondere in z* (total) differenzierbar ist. Damit erhdlt man

[ +tep) = fa")  _ goF(a"+twp) —go F(z7)
' P P+ ) — g(F)
PG £ ) — P
) ) — () + 6 )

ty,

Da g in F(x*) eine Gateaux-Variation ¢'(F'(z*);-) besitzt, konvergiert der erste Sum-
mand gegen ¢'(F(z*); F'(z*)p). Greifen wir auf die Definition von ¢ als Maximumnorm
auf dem R™ zuriick, so erhalten wir fiir den Betrag des zweiten Summanden

L) + 8B (27)p + rilloo = [|F(27) + B (27)plloo | _ (175l
t = ot

Wegen limy_, 7 /tx = 0 konvergiert dieser zweite Summand gegen Null. Daher ist
f'(z*;p) = ¢'(F(a*); F'(x*)p) bewiesen, woraus die Behauptung des Satzes folgt. O O

Bemerkung: Eine etwas genauere Inspektion des Beweise von Satz zeigt, dass ne-
ben der stetigen Differenzierbarkeit von F' die Existenz der Gateaux-Variation und die
Lipschitzstetigkeit der durch ¢(y) := max;—1__, |y:| definierten Abbildung ¢g: R™ — R
entscheidend fiir die Existenz der Gateaux-Variation von f = go F' in x* sowie die Giil-
tigkeit der Kettenregel f'(z*;p) = ¢'(F(z*); F'(z*)p) sind. Analog kann die Existenz
der Gateaux-Variation weiterer halbglatter Zielfunktionen f = ¢ o F' nachgewiesen
werden. O

Wir fassen die notwendigen Optimalitdtsbedingungen (erster Ordnung) fiir eine lokale
Losung einer diskreten Tschebyscheffschen Approximationsaufgabe in dem folgenden
Satz zusammen.



14 Grundlagen

Satz 1.9 Gegeben sei die diskrete Tschebyscheffsche Approximationsaufgabe
(P) Minimiere f(x) := ||F(2)|lc = max |Fi(z)], = eR™

Die Funktionen F;:R™ — R, i = 1,...,m, seien in x* € R" stetig differenzierbar und
es sei F(x*) # 0. Dann gilt: Ist x* eine lokale Lésung von (P), so ist x* auch eine
stationare Losung von (P), d. h. es gilt

(%) f'(z*;p) = max sign (F;(«*))VF(z*)'p >0 fiir alle p € R,

el (x*)

wobei
1) = {i € {1,...,m} s |Fi(@")] = [F ()|}

Ferner ist (x) dquivalent zu der Existenz von reellen Zahlen \f, i € I(z*), mit

(x%) A'>0 (iel(z"), Z =1, > Agsign (Fi(2*))VE(z*) = 0.

€l(x el (z*)

Beweis: Eine lokale Losung von (P) ist notwendig eine stationdre Losung (Satz
zusammen mit Definition [L.F]). Wegen Satz ist fiir eine lokale Losung x* also not-
wendig () erfiillt. Die Aquivalenz von (x) und (xx) ist daher die eigentliche Aussage
des Satzes.

Zunéchst wollen wir die einfache Richtung des Satzes beweisen und nehmen an,
(x+) wiirde gelten. Fiir alle p € R™ ist dann

Z isign (Fy(a*))VF;(2z*)p < max sign (Fy(z*))VE(2*)"p

iel(x*
€l(z (@)

es gilt also (x).

Der Beweis der umgekehrten Richtung ist schwieriger, hier kommt man nicht ohne
etwas tiefere Hilfsmittel aus. Jetzt nehmen wir also an, (x) wiirde gelten bzw. z* sei
eine stationére Losung von (P). Zum Beweis benutzen wir das Farkas—Lemmaﬂ:

e Seien A € R™*" und b € R™. Dann besitzt das System Ax = b, x > 0 genau dann
keine Lésung, wenn das System ATy < 0, b7y > 0 eine Losung besitzt. Hierbei
ist die <- bzw. >-Beziehung zwischen Vektoren komponentenweise zu verstehen.

Sei ¢ := #(I(x*)) die Anzahl der Elemente in der nichtleeren Indexmenge I(z*) und
B die n x g-Matrix, deren Spalten sign (F;(x*))VF;(x*), i € I(z*), sind. Ferner sei
e:=(1,...,1)T € R9. Die Annahme, dass (**) nicht gilt, bedeutet gerade, dass

(2)=(2). 2=

2Einen elementaren, aber nicht sehr anschaulichen Beweis findet man z. B. bei

J. WERNER (1984, S.37fl.) Optimization. Theory and Applications. Vieweg, Braunschweig-Wies-
baden.

Anschaulichere Beweise basieren auf der Abgeschlossenheit endlich erzeugter Kegel und einem starken
Trennungssatz. Siehe aber auch

J. WERNER (1992, S.116) Numerische Mathematik 2. Vieweg, Braunschweig-Wiesbaden.
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nicht 16sbar ist. Das Farkas-Lemma liefert, dass das System

e (1) su (1) (1)

16sbar ist. Die Zeilen von BT sind sign (F;(x*))V F;(x*)T, i € I(x*). Daher erhalten wir
die Existenz eines p € R” und einer positiven Zahl v mit BTp < —ve < 0 bzw.

sign (Fy(2*))VFi(z*)'p < —y <0 fiir alle i € I(z*),

ganz offensichtlich ein Widerspruch zu (k). Der Satz ist damit bewiesen. O O

Bemerkung: Entsprechend zu Satz[1.9 konnen auch stationare Losungen fiir die Min-
Max-Aufgabe sowie die diskrete Li-Approximationsaufgabe charakterisiert werden, sie-
he Aufgaben [3 und [f O

Beispiel: Wir betrachtenrf] das diskrete Tschebyscheffsche Approximationsproblem

(P) Minimiere f(z) := max |Fy(z)|, z€eR?
wobei
Fi(z) = xy — 2+ 523 — 225 — 13,
Fy(z) = xp+ a5+ 25 — 1dz9 — 29.

Zunéchst geben wir in Abbildung[2.2]einen Fléchen- und einen Hohenlinienplot machen,
wobei wir uns den (x1, z5)-Bereich [7,15] x [—1.3,—9.3] beschrénken. Letzteren haben
wir z. B. durch

x_1=7:0.2:15;%x_2=-1.3:0.05:-0.3;
[X_1,X_2]=meshgrid(x_1,x_2);
F_1=X_1-X_2.73+5%xX_2.72-2xX_2-13;
F_2=X_1+X_2.73+X_2.72-14%xX_2-29;
F=max (abs(F_1) ,abs(F_2));
contour(X_1,X_2,F,30);

erhalten. Man erkennt, dass man bei der numerischen Behandlung dieser Aufgabe
mit Schwierigkeiten rechnen muss, da man &dhnlich wie bei der Rosenbrock-Funktion
in einem langgestreckten Tal nach einem tiefsten Punkt sucht. Fir z* := (5,4) ist
F(2*) =0, also z* trivialerweise eine globale Losung von (P). Uns interessieren weite-
re lokale Losungen z*. Offenbar ist notwendigerweise I(z*) = {1,2}. Daher existieren
nichtnegative A7, A5 mit A} + A5 =1 und

Alsign (Fy (%)) VE(z") 4+ Ajsign (Fo(z))VFy(2*) = 0.

3Siehe
R. GonNIN, A. H. MONEY (1989, S. 125) Nonlinear L,-Norm Estimation. M. Dekker, New York-Basel
und

R. FLETCHER, G. A. WATSON (1980) First and second order conditions for a class of nondifferentiable
optimization problems. Mathematical Programming 18, 291-307.
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Abbildung 2.2: Flachenplot, Hohenlinienplot bei einer diskreten Tschebyscheffschen
Approximationsaufgabe

Betrachtet man in der letzten Gleichung die erste Komponente, so lautet die entspre-
chende Gleichung
Ajsign (Fy(x7)) + Assign (Fa(z*)) = 0.

Zusammen mit A} + A5 = 1 erkennt man hieran, dass notwendigerweise sign (Fy(z*)) =
—sign (Fy(x*)), also 0. B.d. A. sign (Fy(z*)) = 1, sign (F3(x*)) = —1. Notwendigerweise
ist also A} = \; = % Folglich ist z* = (27, x3) genau dann eine stationdre Losung von
(P), wenn z* Losung des nichtlinearen Gleichungsystems

Fi(z) 4+ Fy(x) =0, VFi(x) — VFy(z) = 0.
Dies ist gleichbedeutend mit
Ty + 325 — 879 — 21 = 0, —325 + 4wy + 6 = 0.
Als Losungen erhélt man x* = (27, x3) mit
= 15+4(§i%\/ﬁ), xgzgi%\/ﬁ
als stationdre Losungen. Die stationdren Losungen sind also

(x7, %) = (23.92055434643124, 2.23013858660781)

und
(x7,23) = (11.41277898690209, —0.89680525327448).

Im néchsten Unterabschnitt stellen wir Aussagen bereit, mit deren Hilfe wir entscheiden
kénnen, ob es sich bei diesen stationdren Losungen auch wirklich um lokale Losungen
von (P) handelt. 0
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2.1.2 Notwendige und hinreichende Optimalitatsbedingungen
zweiter Ordnung

Nachdem wir uns bisher mit notwendigen Optimalititsbedingungen erster Ordnung (es
gehen nur Ableitungen erster Ordnung ein) beschéftigt haben, kommen wir nun zu
notwendigen und hinreichenden Optimalitdtsbedingungen zweiter Ordnung fiir lokale
Losungen der unrestringierten Optimierungsaufgabe

(P) Minimiere f(z), x € R".
Zunichst betrachten wir den “glatten” Fall und definieren analog zu [L.1}

Definition 1.10 Ist f:R"™ — R in einem Punkt z € R” zweimal stetig partiell dif-
ferenzierbar, existieren also alle partiellen Ableitungen 0°f/0x;0z;, i,j7 = 1,...,n,
in einer Umgebung von x und sind diese in = stetig, so heilst f in x zweimal stetig
differenzierbar. Man nennt die symmetrische Matrix

o0 f
2 o nxn
Vif(x) = <8xi8xj (x)>l<i,j<n €R

die Hessesche von f in z. Die Funktion f: R"™ — R heiflt zweimal stetig differenzierbar
auf der offenen Menge D C R™, wofiir wir kiirzer f € C?(D) schreiben werden, wenn
f in jedem Punkt x € D zweimal stetig differenzierbar ist.

Beispiel: Fiir

1 & 1
=3 2 Fule) = SIF @)}
k=1

mit in x € R™ zweimal stetig differenzierbaren Fy:R" — R, k= 1,...,m, erhilt man
8Fk aFk = 82Fk
F
8%896] Z 3@ 8% (@) + O0z;0z; (#)Fe(2),
k=1
so dass .
Vif(z) = F'(x)"F'(z) + > _ Fi(a)V’Fy(x)

k=1

die Hessesche von f ist. O

Aus der Analysis sind die folgenden notwendigen und hinreichenden Optimalitétsbe-
dingungen zweiter Ordnung bekannt.

Satz 1.11 Die Funktion f:R"™ — R sei auf einer offenen Umgebung von x* € R"
zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt:

1. Ist z* eine lokale Losung von (P), so ist V f(z*) = 0 und V?f(z*) ist (symmetrisch
und) positiv semidefinit.

2. Ist Vf(z*) = 0 und ist V?f(z*) positiv definit, so ist z* eine isolierte, lokale
Lésung von (P), d. h. es gibt eine Umgebung U* von x* mit f(z*) < f(z) fiir alle
xeU*\ {z*}.
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Beispiel: Wir kommen auf ein Beispiel aus der Einfiihrung zuriick und betrachten die
Funktion
f(z) = —a?xy +

1 1
@t ad) - L@t )

Vi) = ( )

Wir bestimmen zunéchst alle stationdren Punkte von f und entscheiden dann, wel-
che lokale Minima und welche lokale Maxima von f sind. Offenbar sind (0,0) und
(0, :l:\/%) stationédre Losung. Zur Bestimmung stationidrer Punkte, bei denen die er-
ste Komponente nicht verschwindet, hat man das nichtlineare Gleichungssystem

Es ist
—2x179 + 1 + 271 (2 — 27 — 23)
—x? — %33'2 + 219(2 — 2% — 23)

—279 +1+2(2 — 2% — 23)
)

zu 16sen. Mit Unterstiitzung von Maple erhalten wir die weiteren stationdren Losungen
(+£1/v/2,1) und (£+/95/6, —5/6). Als Hessesche von f berechnet man

)

In der folgenden Tabelle geben wir das Resultat unserer Berechnungen an, wobei wir
wieder massiv Maple eingesetzt haben:

0,
0

2 —

1
—z] — 5% + 2x4(2

—2ZE1(1 + QZEQ)
Ty — 2x% — 63

5 — x9 — 627 — 223
—2[[’1(1 + QIQ)

vr) = (

2

’ Stationarer Punkt x* ‘ Eigenwerte von V2 f(x*) ‘ Typ ‘
(0,0) 5, % Lokales Minimum
(0, \/g) 2-1v6,-% - 1V6 Sattelpunkt
0,-/3) _uy lf 2+ 16 Sattelpunkt
(\/g, 1) —L + 1V/337, -5 — 1V/337 Sattelpunkt
(—/51) _14 1337, 1 _1./337 Sattelpunkt
195, -3 —33 4 1.,/1884 ,—3— — /18849 | Lokales Maximum
(5 6 PR 36
(—£V95,—2) —33 4+ /18849, -2 — L-/18849 | Lokales Maximum

Hierbei nennen wir einen stationdren Punkt einen Sattelpunkt, wenn die Hessesche in
diesem Punkt indefinit ist. O

Vom mathematischen Standpunkt aus interessanter sind notwendige und hinreichende
Optimalitdtsbedingungen zweiter Ordnung fiir “nichtglatte” unrestringierte Optimie-
rungsaufgaben. Exemplarisch wollen wir die diskrete Tschebyscheffsche Approximati-
onsaufgabe betrachten und eine hinreichende optimalitdtsbedingung zweiter Ordnung
im folgenden Satz formulieren und anschlieffend beweisen.

Satz 1.12 Gegeben sei die diskrete Tschebyscheffsche Approximationsaufgabe

(P) Minimiere f(x) :=||F(2)|lc = max |Fi(z)], = eR™

.....
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Die Funktionen F;::R" — R, ¢ = 1,...,m, seien auf einer offenen Umgebung von
x* € R™ zweimal stetig differenzierbar und es sei F'(z*) # 0. Sei

I(z") :={ie{l,...,m}: |[Fi(a")] = | F(2")[|oc }-
Es wird vorausgesetzt, dass reelle Zahlen X!, i € I(x*), existieren mit:

1. Es ist

N>0 0 (ieI(zY), dooar=1, > Arsign (Fy(a))VEy(z*) =0,

i€l (x*) i€l(x*)

d. h. in x* ist die notwendige Optimalitatbedingung erster Ordnung (x*) aus Satz

erfiillt.
2. Mit
T = {p € R": VE(z*)"p = 0 fiir alle i € I(x*) mit \} > 0}
ist
{ Z Alsign (F, ))VzFi(x*)}p >0 fiir alle p € T* \ {0}.
€l(z

Dann ist x* eine isolierte lokale Lésung von (P), d. h. es gibt eine Umgebung U* von
x* mit ||F(2*)]|oo < [|[F(x)]|oo fiir alle x € U*\ {z*}.

Beweis: Angenommen, die Behauptung sei falsch. Dann gibt es eine gegen z* konver-
gierende Folge {x;} mit xp # z* und f(zy) < f(a*) fiir alle k. Es ist xp = x* + tgpg
mit .
% T — T
ty = ||or — 2", Pk =
[l — ¥

Da wir notfalls zu einer Teilfolge iibergehen kénnen wir annehmen, dass limy_ o pr =

p #0.
Wegen xp = z* + tgp + rp mit ry := tg(pr — p) und limy_,o rx/tx = 0 kann leicht
analog zum Beweis von Satz [1.§] gezeigt werden, dass

lim (@ +tepr) — f(2¥)
k—o0 tk

= f'(z";p).

Wegen f(z* + tipr) < f(2*) und ¢, > 0 ist f'(z*;p) < 0, wegen Satz ist also
£(a*sp) = max sign (F(«") VE (") p <0

Aus der ersten Voraussetzung erhalten wir

> Asign(F, ))VF (2)Tp=0

/

1€l(z*) SO
und hieraus p € T*. Fiir i € I(z*) ist

|Ex(@i)| < [F ()l < [1F(27) oo = [Fi(z7)],
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ferner ist sign (F;(zg)) = sign (F;(2*)) fiur alle hinreichend grofen k. Fiir alle i € I(x*)
und alle hinreichend grofsen k ist daher

0 > |Fi(a)| — |Fi(x")]
= sign (Fj(2"))[Fi(a" + tppr) — Fi(z")]

= tysign (F(a")VE(e) i+ 58207 {sign (F,(a) V2 Fieae) b

mit zy, = x* + Oitepr und 6 € (0,1). Eine Multiplikation dieser Ungleichung mit
Af i € I(x*), und anschlieflendes Aufsummieren liefert unter erneuter Benutzung der
ersten Voraussetzung, dass

* _: * 1 * *
0> tk{g(j*) Nsign (B VA et st { E;)A isign (Fy(a") V2 F(za) b

-~

=0

bzw.

{ Z Asign (F, ))V2Fi(zl-k)}pk <0

i€l(x

fiir alle hinreichend grofen k. Mlt k — oo folgt wegen pr, — p und z;, — x*, dass

{Z Nisign (Fi(a")) V2R (") fp <0,

i€l(x

was wegen p* € T*\ {0} ein Widerspruch zur zweiten Voraussetzung ist. O 0

Beispiel: Wir haben in einem fritheren Beispiel nachgewiesen, dass x* = (z7, z5) mit
2 1 2 1
2t =15 + 4(— + —\/22>, 5= 2+ 222
3 3 3 3
stationdre Losungen des diskreten Tschebyscheffschen Approximationsproblems
(P) Minimiere f(z) := max |Fi(z)|, zeR?

sind, wobei

Fi(z) = x — x5+ 525 — 2wy — 13,
Fy(z) == m + a5+ 25 — 149 — 29.

Die zugehorigen “Multiplikatoren” sind A} = Aj = % Wir betrachten zunédchst z* =

(5(53 +4v/22), 3(2 + v22). Bs ist

Vﬂ@ﬂ=V5“ﬂ:<—ué¢ﬁ>

T*:{a<4_?m):aeR}.

und daher
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Weiter ist
Aisign (Fy(2%)) V2 Fy(2%) + Assign (Fy(2%)) V2 Fy(2*) = ( 0 —2v29 ) ’

diese Matrix ist negativ definit auf 7" und daher ist in 2* die hinreichende Bedingung
zweiter Ordnung fiir ein lokales Minimum von f nicht erfiillt. Nun betrachten wir die
andere stationiire Losung z* = (3(53 — 4v/22), £(2 — v/22). Diesmal ist

VF(z*) = VF(z") = ( 4 _12@ )

T*:{a(4+?\/ﬁ):aek}.

und daher

Weiter ist
Nisign (Fi(2%)) V2 Fy(2*) + Assign (Fy(z*)) V2 Fy(2*) = ( 0 222 ) ’

diese Matrix ist positiv definit auf 7" und daher liegt bei z* ein lokales Minimum von

f 0

2.1.3 Aufgaben
1. Die Funktion f:R? — R sei definiert durch]
f(z) = (z3 + 22 — 11)* 4 (21 + 25 — 7)%

Fir (x1,22) € [-5,5] x [—5, 5] gebe man einen Flachen- und einen Héhenlinienplot an.
Anschlieffend berechne man wenigstens einen stationéren Punkt von f.

2. Man berechne die Gateaux-Variation der durch

fl@) = max xz;,  f(x):=|zl=)_ |l
j=1

Jj=1,...,n
definierten konvexen Funktion f:R"™ — R.

3. Ist f(z) := max;—1__m, Fi(z) mit in z* € R" stetig differenzierbaren F;:R" — R,

i=1,...,m, so ist £* genau dann stationdrer Punkt von f bzw.

(%) f'(z*;p) = max VFi(z*)Tp>0 fiir alle p € R,
i€l (x*)

wobei

I@*) = {ie {1,...,m}: B(z*) = f(z*)},

wenn reelle Zahlen A}, i € I(x*), existieren mit

() >0 (ieI(z)), doa=1, > NVE(z") =0.
i€l (z) G

4Siehe
D. M. HIMMELBLAU (1972) Applied Nonlinear Programming. McGraw-Hill, New York.
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: Gegebenﬂ sei die Min-Max-Aufgabe

(P) Minimiere f(z) := max Fj(z), € R?
wobei
Fi(x) := af + 3, Fy(z) = (2 —21)* + (2 — 32)°, F3(z) := 2exp(—z1 + 22).

Man zeige, dass z* = (1, 1) eine stationére Losung von (P) ist. Ferner mache man einen
Flachen- und einen Hohenlinienplot auf [0, 2] x [0, 2].

CIst f(z) = Y00 |Fi(x)] mit in z* € R™ stetig differenzierbaren F;:R" — R, i =

1,...,m, so ist * genau dann stationdrer Punkt von f bzw.
fla*p) = Y IVE@) I+ Y sign(F(«))VE(*)p>0
(%) iel(z*) igI(z*)

fiir alle p € R™,

wobei
I(z*):={ie{l,...,m}: Fi(z*) = 0},

wenn reelle Zahlen A}, i € I(x*), existieren mit

(o) X €[-11] (el(@"), ) NVE(@)+ Y sign(F@")VE)=0.
icl(z*) igl(z*)

. Mit Hilfe von Aufgabe [5| zeige man: Ist 23 die reelle Lésung von 23 + 29 — 9 = 0 und

x] = /10 — %, so ist 2* = (27, x3) eine stationére Losung der Aufgabeﬁ
3
(P) Minimiere f(z) := Y |Fi(z)|, x€R?
i=1

wobei
Fi(z) == 2% + 29 — 10, Fy(z) =2y + 23— 17, Fy(z) == 2% — a3 — 1.

Auf [0, 5] x [0,4] mache man einen Hohenlinienplot.

. Man bestimme alle stationidren Punkte der durch

fl@) = aiad + (25 — 1)?

definierten Funktion f:R? — R. Welche dieser stationiren Punkte sind lokale Minima,
welche lokale Maxima?

. Zeigeﬂ, dass die durch f(z) := 81 + 1229 + 2 — 223 definierte Funktion nur einen

stationdren Punkt besitzt, der weder ein lokales Minimum noch ein lokales Maximum
ist. Man mache einen Hohenlinienplot von f in der Néhe des stationdren Punktes.

5Siehe

R. GONIN, A. H. MONEY (1989, S.127) Nonlinear L,-Norm Estimation. M. Dekker, New York-Basel.

5Dieses Beispiel stammt aus R. GONIN, A. H. MONEY (1989, S. 49).
"Diese Aufgabe haben wir J. NOCEDAL, S. J. WRIGHT (1999, S. 30) entnommen.
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9.

10.

11.

Gegeben sei die unrestringierte Min-Max-Optimierungsaufgabe

(P) Minimiere f(x) := max Fi(z), zeR"
i=1,..., m
Die Funktionen F;:R™ — R, i = 1,...,m, seien auf einer offenen Umgebung von

z* € R™ zweimal stetig differenzierbar. Sei
I(z"):={ie{l,...,m}: Fi(z¥) = f(z")}.

Es wird vorausgesetzt, dass reelle Zahlen \!, i € I(x*), existieren mit:

(a) Es ist
>0 (i e I(z), doar=1, > X VFi(z*) =0.
i€l (z) icl(z*)
(b) Mit
T* = {peR": VEi(z*)Tp=0 fiir alle i € I(z*) mit Ar >0}
ist

pT{ Z /\fV2Fi(x*)}p >0 fir alle p € T* \ {0}.
el (x*)

Man zeige, dass z* eine isolierte lokale Losung von (P) ist.

Gegeben sei die Min-Max-Optimierungsaufgabe aus Aufgabe [4] also

(P) Minimiere f(x) := max, Fi(z), xcR?

wobei
Fy(x) =z + 23, Fy(z) = (2—21)* + (2 — 22)?, F3(x) = 2exp(—z1 + z2).
Man zeige, dass z* = (1, 1) eine isolierte lokale Losung von (P) ist.

Gegeben sei die diskrete Li-Approximationsaufgabe

m
(P) Minimiere f(x) := Z |Fi(z)|], z€R"
=1
Die Funktionen F;:R"™ — R, ¢ = 1,...,m, seien auf einer offenen Umgebung von

z* € R" zweimal stetig differenzierbar. Sei

I(z") :={ie{l,...,m}: Fi(z") = 0}.

*

Es wird vorausgesetzt, dass reelle Zahlen A}, i € I(x*), existieren mit:

(a) Esist \f € [-1,1], i € I(z*), und

Z NV (z*) + Z sign (Fj(z*))V F;(z*) = 0.
i€l (z) il (z)
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(b) Mit
=0, i€ I(z*) mit [\7] <1,
T :={pcR":VE")pd >0, diclI(z*) mit \f=1,
<0, i€ l(x*) mit A} = —1
ist
pT{ Z NV2F(x*)+ Z sign (Fz(l‘*))v2ﬂ(l‘*)}p > 0 fur alle p € 7%\ {0}.
€l(z*) iZ1(z*)

Man zeige, dass z* eine isolierte lokale Losung von (P) ist.

2.2 Konvexe Funktionen

2.2.1 Glatte konvexe Funktionen

In diesem Unterabschnitt sollen glatte, d. h. einmal oder zweimal stetig differenzierbare
Funktionen betrachtet und ihre Konvexitdt durch geeignete Bedingungen charakteri-
siert werden.

Definition 2.1 Eine Funktion f: R" — R heifst gleichmdflig konvex auf der konvexen
Menge D C R", falls eine Konstante ¢ > 0 existiert mit

(I=t)f(x) +tf(y) = F(A =)z +ty) = gt(l — )|z —yll3
fir alle z,y € D, t € [0,1].

(*)

(Dagegen heifst f bekanntlich konvexr auf D, wenn (x) mit ¢ = 0 gilt.)

Bemerkung: Spezielle quadratische Funktionen sind die einfachsten Beispiele fiir glat-
te, nichtlineare und konvexe Funktionen. Genauer seien ¢ € R und eine symmetrische,
positiv semidefinite Matrix () € R™*" gegeben und hiermit f:R"™ — R durch

fz):=clz + %xTQx

definiert. Fiir z,y € R™ und ¢ € [0, 1] ist

(1= 107() + 7)1~ 1) = D)oy 20,

womit die Konvexitéit von f bewiesen ist. Ist () sogar positiv definit, so ist f gleichmé-
fsig konvex (als Konstante ¢ kann der kleinste Eigenwert von () gewéhlt werden). Als
Gradienten von f in x erhélt man V f(x) = ¢+ Qx. Damit ist ein z* € R" genau dann
ein stationdrer Punkt von f bzw. (fiir positiv semidefinites Q) eine globale Losung der
zugehorigen unrestringierten Optimierungsaufgabe, wenn x* dem linearen Gleichungs-
system ¢ + Qr = 0 geniigt. Fiir positiv definites @) bzw. gleichméfig konvexes f ist
dieses lineare Gleichungssystem eindeutig 16sbar. Offenbar ist V2 f(z) = Q. O

In den beiden folgenden Sétzen wird die Konvexitat und die gleichméafige Konvexitéat
einer glatten Funktion f durch ihre ersten bzw. zweiten Ableitungen charakterisiert.
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Satz 2.2 Sei D C R" konvex und f:R" — R auf einer offenen Obermenge von D
stetig differenzierbar. Dann gilt:

1. f ist genau dann auf D konvex, wenn

Vi) (y—2) < fly) = f(z)  fiir allex,y € D.
2. f ist genau dann auf D gleichméfig konvex (mit einer Konstanten ¢ > 0), wenn

Sy~ 2l + VI (s - 2) < fy) ~ @) firalles,y € D

Beweis: Fiir alle z,y € D und ¢ € [0, 1] sei
c
(L=0)f(2) +f(y) 2 F(1 =)z + ty) + 51 = D]y — 2l

mit einer Konstanten ¢ > 0. Es sei also f konvex (¢ = 0) bzw. gleichméafkig konvex
(¢ > 0). Dann ist

flot+tly =)~ f@)

- (1—t)|ly— x|  fiir alle t € (0, 1].

fly) = flz) =

Mit ¢t — 0+ folgt

N O

) = F@) = V(@) (y ) + Slly = ll3.

Damit ist eine Richtung (némlich “==") bewiesen. Fiir die andere Richtung “<="
nehmen wir an, mit einer Konstanten ¢ > 0 sei

Sly =3l + V@) (y—2) < fly) = fl2)  fiir alle 2,y € D.

Seien z,y € D und t € [0, 1] vorgegeben. Dann ist z := (1 — t)z + ty € D wegen der
Konvexitdat von D und daher nach Voraussetzung

=
&
~
|
=
I
~
\Y

VI (@ = 2) + Gl =2l
fo) = £ = VIR -2+ 5ly - =13

Eine Multiplikation dieser Ungleichungen mit (1—¢) bzw. ¢ und anschlieflende Addition
ergibt

c

(I=t)f(x)+tfly) = (L =t)x+ty) > 3

C
= St— )yl

(1= )llw = 2l + tlly — z[12]

Also ist f konvex (¢ = 0) bzw. gleichméfig konvex (¢ > 0). O 0

Bemerkung: Konvexe Mengen und konvexe Funktionen machen natiirlich nicht nur
im bzw. auf dem R" einen Sinn, sondern ganz allgemein in einem linearen Raum (der
Einfachheit halber mit R als Skalarkorper). Man erhélt dann z. B. die folgende Aussage:
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e Sei E ein linearer Raum, D C E konvex und f:D — R eine Abbildung mit
der Figenschaft, dass die Gateaux-Variation in jedem x € D existiert und eine
lineare Abbildung von E nach R ist. Ist dann f'(z)(y —z) < f(y) — f(x) fiir alle
x,y € D, so ist f auf D konvex.

Denn: Der Beweis kann offenbar vollstandig analog zum zweiten Teil des obigen Be-
weises gefiihrt werden. O

Beispiel: Als Anwendung der letzten Bemerkung wollen wir nachweisen:

e Sei §™*" der lineare Raum der symmetrischen n x n-Matrizen und SP*" die
(konvexe) Teilmenge der positiv definiten Matrizen. Man definiere f: S7*" — R
durch f(A) := —Indet(A). Dann ist f auf S7*" konvex.

Denn: Wir zeigen zunéchst, dass die Gateaux-Variation von f auf S7*" existiert und
linear ist. Fiir A € S1™", also eine symmetrische, positiv definite n x n-Matrix, und
PeS™™ist A4+ tP € 8" fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0. Fiir diese ¢ ist

F(A+tP)— f(A)  Indet(A+tP) — Indet(A)
t - t
~Indet(I +tA7V2PAT/?)
- t

1 . -1/2 -1/2
= —glnq/\i(IthA PA~/2)
1 < _ _
= —;Zln(l—l—t)\i(A 12pA=1/2Y).
=1
Folglich ist

f,(A)P = — Z )\i(A_l/sz_lm) = _tI~<A—1/2pA—l/Q)7
=1

die Gateaux-Variation existiert also auf S™" und ist linear. Fiir beliebige A, B € S}*"
ist ferner

FAB—A) = —tr(A"V(B — A)A~?)

% i AAA””BA””)) o

i=1

a-12p a-12\ "
(A= /2BA™Y%) +n

IA
|
3
g

(Ungleichung vom geometrisch-arithmetischen Mittel)

= —ndet(A7V2BATY2)Un L
n n n
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< —n[lndet(B)Y" — Indet(A)'/"]
(Konkavitat des Logarithmus auf R)
= f(B) = f(A).
Dabher ist f konvex auf S7*". O

Satz 2.3 Sei D C R" konvex und f:R" — R auf einer offenen Obermenge von D
zweimal stetig differenzierbar. Dann gilt:

1. Ist V2f(x) positiv semidefinit fiir alle x € D, so ist f auf D konvex.
2. Existiert eine Konstante ¢ > 0 mit
clplls < p'VAf(x)p  fiir allex € D und alle p € R",
so ist f auf D gleichméfig konvex (mit der Konstanten c).
3. Ist D auch offen, so gelten in 1. und 2. auch die Umkehrungen.

Beweis: Die ersten beiden Aussagen werden zusammen bewiesen, indem wir anneh-
men, es existiere eine Konstante ¢ > 0 mit c||p||3 < p” V2f(z)p fiir alle z € D und alle
p € R™

Seien x,y € D. Definiert man ¢: [0, 1] — R durch ¢(t) := f(z 4+ t(y — x)), so ist

6(1) = 6(0) ~ 9(0) = 56" (0)  mit 10 € (0,1)

bzw.
Fl) — F(&) = VIl — ) = 50— 0V F @+ toly — o))y —2) > Sy al3

Aus Satz [2.2]folgt, dass f konvex (¢ = 0) bzw. gleichméRig konvex (mit der Konstanten
¢ > 0) ist.

Nun sei D auch offen und f auf D konvex (¢ = 0) bzw. gleichméfig konvex (mit
der Konstanten ¢ > 0). Seien x € D und p € R" beliebig. Wegen der Offenheit von D
ist © + tp € D fiir alle hinreichend kleinen [¢|. Nach Satz [2.2] gilt fiir diese ¢:

flo+tn) = f() = VI () + 52 b,
f@) = fa+tp) = =V +w) )+ 51l

so dass nach Addition [V f(z+tp) — V f(x)]T (tp) > ct?||p||? fiir alle hinreichend kleinen
|t|. Wegen

V@ tp) = V@)

p'VAf(x)p = li

t—0 t
_ oy VS tp) = V@) (tp)
t—0+ t2

> clpll;
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ist die Behauptung bewiesen. O O

Mit Hilfe von Satz[2.3]kann die Konvexitét gegebener Funktionen nachgewiesen werden,
ahnlich wie im eindimensionalen Fall, bei dem man zum Nachweis der Konvexitéat die
zweite Ableitung berechnet und zeigt, dass diese nichtnegativ ist. Wir geben gleich ein
nichttriviales Beispiel an.

Beispiel: Fiir £ = 1,...,m seien ¢ > 0 und a; € R". Hiermit seien auf dem R" die
reellwertigen Funktionen f und g durch

m

cr exp(a; x) g(x) :=In (Z Ck exp(afx))

k=1 k=1

Ms

definiert. Wir wollen uns iiberlegen, dass f und g auf dem R™ konvex sind. Dass f
konvex ist, ist ziemlich klar, da f eine positive Linearkombination konvexer Funktionen
ist (exp(af}-) ist Kombination einer linearen und einer monoton wachsenden, konvexen
Funktion, daher selbst konvex, siche Aufgabe . Man erkennt es auch daran, dass

Vif(z) = Z cr exp(aj r)agay

k=1

also die Hessesche V?f(r) von f in x, eine positive Linearkombination der positiv
semidefiniten Matrizen apal, k = 1,...,m, ist, also selbst positiv semidefinit ist, was
nach Satz die Konvexitat von f impliziert. Der Nachweis der Konvexitédt von g ist
ein wenig komplizierter. Hier erhélt man als Hessesche

Vig(z) = ﬁ{ (Zm: Ch exp(afq:)) (Zm: Ch exp(af:c)awf)
— (g Ck exp(a{x)ak) (kZ: Ck exp(af:c)ak> T}.

Fiir alle p € R™ ist wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

(i: Ch exp(a}fz)a{p) i = (i: \/ck exp(alx) [\/Ck exp(afx)afp]) i
< <§:ckexp (af ><

NE

cr exp( ak: akp)2>

k=1 k=1
und daher
p'Vi(zr)p = f(;)Q { (i oy, exp(ay, ) )(zm: ey, exp(ay akp)2>
k=1 =1
_ (Z Ch exp(afz)afpf}
k=1

Y,
o
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Aus Satz folgt die Konvexitét von g. O

Bemerkung: Konvexe Funktionen spielen aus mehreren Griinden eine wichtige Rolle
in der Optimierung, insbesondere auch bei unrestringierten Optimierungsaufgaben.
Bei einer konvexen Zielfunktion stimmen lokale und globale Minima iiberein, daher
wird man i. Allg. nur bei einer konvexen Zielfunktion eine globale Konvergenzaussage
gegen eine globale Losung fiir spater zu untersuchende Verfahren erwarten kénnen. Ist
andererseits in einer lokalen Losung x* die hinreichende Bedingung zweiter Ordnung
erfiillt, ist also f in einer Umgebung von z* zweimal stetig differenzierbar und ist
V2 f(z*) positiv definit, so existiert eine offene, konvexe Umgebung D von x* und eine
Konstante ¢ > 0 derart, dass

clpll3 < p" VAf(x)p fir alle x € D und alle p € R™.
> 0 der kleinste Eigenwert von V2 f(x*), so ist bekanntlich
AinllP3 < p"Vf(2")p  fiir alle p € R™
Bestimmt man daher eine offene, konvexe Umgebung D von z* (etwa eine offene Kugel
um z* mit einem hinreichend kleinen Radius) so, dass

AL
IV2f(2) = VEf ()]l < 5= fir alle w € D,

Denn ist \*

min

so ist fiir beliebiges x € D und alle p € R™:
p'Vif(x)p = p'VEf(a")p+p [V f(2) = VA f(a)]p

> Aunllpllz = [IV2f(2) = V2 f(@)]l2 12112

> D 2

Z 9 Pll2
und damit (%) erfiillt. Man beachte, dass (x) gleichwertig mit der Aussage ist, dass
alle Eigenwerte von V2 f(z) fiir jedes x € D groRer oder gleich ¢ sind. Wir haben uns
damit iiberlegt: Ist f auf einer Umgebung von x* zweimal stetig differenzierbar und
ist V2f(z*) positiv definit, so ist f auf einer hinreichend kleinen, offenen, konvexen
Umgebung von z* gleichméfig konvex. O

Beispiel: Die Rosenbrock-Funktion
f(z) =100(zy — 22)* + (1 — 21)?

besitzt z* = (1, 1) als einziges lokales und damit globales Minimum. Als Hessesche von
f in x berechnet man

2o o (120022 — 40025 +2 —4001,
Vi) = ( —400a, 200 )°
so dass
802 —400 1 ~ 1001.6
2 *\ __ : 3 1 )
Vaf(a*) = ( 400 200 ) mit den Eigenwerten N~ 04,

Also ist V2 f(z*) positiv definit, ein Eigenwert klein, der andere groR. Dies ist ein Indiz
dagiir, dass x* niedrigster Punkt in einem “langgestreckten Tal” ist. Die Rosenbrock-
Funktion ist nicht auf dem gesamten R? konvex, da VZf(z) offenbar auch negative
Eigenwerte besitzen kann. O
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2.2.2 Nichtdifferenzierbare konvexe Funktionen

Konvexe Funktionen haben einige doch recht iiberraschende Glattheitseigenschaften.
Wir fassen alle wesentlichen Eigenschaften auf dem ganzen R™ konvexer Funktionen
in dem folgenden Satz zusammen, von dem die Teile 2] und [3] durch Lemma [1.6] schon
bekannt sind.

Satz 2.4 Sei f:R"™ — R konvex. Dann gilt:
1. f ist auf dem R™ stetig.

2. f besitzt in jedem x € R" in jede Richtung p € R" eine Richtungsableitung
f(z;p), d.h.

g e i LET) =)

t—0+ t

existiert fiir alle x,p € R"™.

3. Die sogenannte Gateaux-Variation f'(x;-):R™ — R hat bei festem x € R" die
folgenden FEigenschaften:

(a) f'(x;p) < f(x 4+ p) — f(x) fiir alle p € R™.
(b) f'(x;-) ist nichtnegativ homogen, d. h. f'(x;ap) = af'(z;p) fir alle o > 0,
p € R".

(c) f'(x;-) ist subadditiv, d. h. f'(x;p+q) < f'(x;p)+ f'(x; q) fiir alle p,q € R™.
(d) f'(x;-) ist konvex.

4. Sei K C R" kompakt. Dann ist f auf K lipschitzstetig, d.h. es existiert eine
Konstante L > 0 mit

lf(x) — fy)] < Lz — vy fiir alle z,y € R™.

5. Bei vorgegebenem x € R™ heifst
Of(x) :={z € R": 21 (y —2) < f(y) — f(x) fiir alley € R"}

das Subdifferential von f in x, Elemente von 0f(z) heien Subgradienten. Dann
gilt:

(a) Fiir jedes x € R™ ist das Subdifferential Of(x) nichtleer, konvex und kom-
pakt.
(b) Es ist
f'(z;p) = max z'p  fiir allep € R".
z€0f(x)

Beweis: Alle Aussagen und jeweils einen Beweis findet man (eventuell mit einiger
Miihe) in dem Standardwerk von R. T. ROCKAFELLAR (1970)F] Wir wollen auf Beweise
verzichten. O O

8R. T. ROCKAFELLAR (1970) Conver Analysis. Princeton University Press, Princeton.
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2.2.3 Aufgaben

1.

2.

Sei g: R™ — R™ affin linear und f: R™ — R konvex. Dann ist auch h := f o g konvex.

Sei D C R™ konvex, g:R"™ — R auf D konvex und f:R — R konvex und monoton
nicht fallend. Dann ist A := f o g auf D konvex.

. Seien F;:R" — R, i =1,...,m, konvex auf dem R". Dann ist auch die durch

f(z):= max Fi(z)

i=1,....m
definierte Funktion f:R™ — R konvex (auf dem R"™).

Sei A € R™"™ symmetrisch und positiv semidefinit. Die Abbildung f:R" — R sei
definiert durch

Fla) = 5" Az

Man berechne den Gradienten und die Hessesche von f und weise nach, dass f auf dem
R"™ konvex ist.

. Man zeige: Ist f:R"™ — R gleichmaéfig konvex mit der Konstanten ¢ > 0, so ist

c . n
SlIPllz + f'(@;p) < flw+p) = f(z)  fiir alle z,p € R™.

. Sei f:R™ — R gleichmifig konstant mit der Konstanten ¢ > 0. Man zeige:

(a) Es ist
bl +v"p < fl@+p) - f(@)
fiir beliebige z € R™, v € df(x) und p € R™.
(b) Fiir beliebiges xp € R™ ist die Niveaumenge

Ly:={z eR": f(z) < f(zo)}
kompakt.

Sei §™*™ der lineare Raum der symmetrischen n x n-Matrizen und S7*" die konve-
xe, offene Teilmenge aller positiv definiten n x n-Matrizen. Man definiere f:S?*" C

S™" — R durch r(A)/
r n
JA) = qaaym

Man zeige:

(a) Esist f(A) > 1 fiir alle A € 87", ferner ist f(A) = 1 genau dann, wenn A ein
positives Vielfaches der Identitét ist.

(b) Fiir jedes A € S7*" und jedes P € S™*" existiert

Man berechne f’(A; P) und zeige, dass die Abbildung f'(4;-): 8™ — R linear
ist.
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(c) Sind A,B e 8" und 0 < f/(A; B — A), soist f(A) < f(B).

8. Sei S™*™ der lineare Raum der symmetrischen n x n-Matrizen. Wir definieren die Abbil-
dung Apax: S — R dadurch, dass Apax(A) den maximalen Eigenwert von A € S™*"
bedeutet. Man zeige:

(a) Die Abbildung Apax: S™*™ — R ist konvex.
(b) Die Abbildung Apax: S"*™ — R besitzt auf S"*" eine Gateaux-Variation, d. h.
fiir alle A, P € S™*" existiert

)\max(A + tP) - )\max(A)

Apax(4; P) := lim

max

(c) Die Gateaux-Variation von Apay ist fiir A, P € §"*" gegeben durch

q' Pq

"(A; P) = max .
S 4 P) 4€Qumax(AN{0} ¢Tq

Hierbei bezeichne Qmax(A) den Eigenraum zu Apax(A), also die lineare Hiille aller
Eigenvektoren zu Apax(A4).



Kapitel 3

Schrittweitenverfahren

Wir betrachten in diesem Kapitel eine Klasse von Verfahren zur Losung unrestringierter
Optimierungsaufgaben, der sich bis auf die spéter zu besprechenden Trust-Region-
Verfahren fast alle gebréuchlichen Verfahren unterordnen lassen. Dem deutschen Wort
“Schrittverfahren” entspricht der englische Begriff “Line Search Methods”.

3.1 Ein Modellalgorithmus

Wir betrachten die unrestringierte Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z), x € R",

und nehmen an, die Zielfunktion f:R™ — R besitze in jedem x € R" eine Gateaux-
Variation f’(z;-), sei also z. B. aus C'(R"). Die meisten der spiter zu untersuchenden
konkreten Verfahren lassen sich dem folgenden Modellalgorithmus unterordnen:

e Sei xp € R" gegeben.
o Firk=0,1,...
— Test auf Abbruch: Falls f'(xy;p) > 0 fiir alle p € R, dann: STOP, da xy
stationéare Losung von (P) ist.
— Wahl einer (Abstiegs-) Richtung: Bestimme p; € R™ mit f/(zx; pr) < 0.
— Wahl einer Schrittweite: Bestimme t;, > 0 mit f(xp + tppr) < f(xp).
— Bestimme neue Naherung: Setze xp.1 := xx + tips.
Uns kommt es darauf an, deutlich zu machen, dass dieser Algorithmus sich aus einer
Richtungs- und einer Schrittweitenstrategie zusammensetzt. Durch eine Spezifikation
dieser Strategien wird aus dem Modellalgorithmus ein auf die gegebene Aufgabe an-

wendbares, konkretes Verfahren. In diesem Kapitel wird noch keine Festlegung der
Richtungsstrategie erfolgen, dies wird erst in den folgenden Kapiteln geschehen.
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3.1.1 Schrittweitenstrategien bei glatter Zielfunktion

Wir betrachten die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P) und nehmen an, dass die
folgenden Voraussetzungen fiir die Zielfunktion f:R"™ — R erfiillt sind:

(V) (a)  Mit einem gegebenen zp € R"™ (gewthnlich Startwert eines Iterationsverfah-
rens) ist die Niveaumenge Lo := {x € R™: f(z) < f(zo)} kompakt.
(b)  Die Zielfunktion f ist auf einer offenen Obermenge von Lg stetig differen-
zierbar.

(¢c)  Der Gradient V f(+) ist auf L lipschitzstetig, d. h. es existiert eine Konstante
v > 0 mit

IVf(@) =Vl <vlle—yll  firalle z,y € Lo.

Auf die Wahl von Richtungsstrategien im Modellalgorithmus werden wir (bis auf eini-
ge Beispiele) erst in spéteren Abschnitten eingehen. In diesem Unterabschnitt stellen
wir uns auf den Standpunkt, es sei eine aktuelle Naherung z. = =, € Ly gegeben
(der Index ¢ links bedeutet current), es sei z. keine stationdre Losung von (P), also
Vf(z.) # 0, und p = pi eine Abstiegsrichtung fir f in x, bzw. Vf(z.)Tp < 0. Z.B.
ist p := =V f(x.) (diese Richtungswahl fiihrt auf das schon 1827 von Cauchy angege-
bene Gradientenverfahren, manchmal auch Verfahren des steilsten Abstiegs genannt)
oder allgemeiner p := —H_.V f(z.) mit einer symmetrischen, positiv definiten Matrix
H. € R™" eine Abstiegsrichtung.

Ziel dieses Unterabschnittes ist es, Strategien zur Berechnung einer Schrittweite
t > 0 anzugeben, fiir welche die Verminderung f(x.) — f(z. + tp) der Zielfunktion
einerseits positiv und andererseits so grof ist, dass (einfache) Konvergenzaussagen fiir
das entstehende, von einer speziellen Richtungsstrategie weitgehend unabhéngige Ver-
fahren gemacht werden konnen. Hierbei wird i. Allg. von der Schrittweite gefordert,
dass

f(@e+1tp) — f(ze) > —atVf(z.) p

mit einer von (z.,p) unabhingigen Konstanten o € (0, 1), wobei typischerweise o :=
0.0001 gesetzt ist. Diese Bedingung wird bei C. T. KELLEY (1999, S.41) und J. No-
CEDAL, S. J. WRIGHT (1999, S.37) eine Bedingung fiir hinreichenden Abstieg bzw.
sufficient decrease condition genannt.

Das folgende Lemma wird sich als niitzlich erweisen, wenn f(z.) — f(x. + tp) nach
unten abgeschétzt werden soll.

Lemma 1.1 Die Zielfunktion f von (P) geniige den Voraussetzungen (V) (a)—(c). Sei
x. € Lg keine stationére Losung von (P) und p € R™ eine Abstiegsrichtung fiir f in z.,
d.h. es sei Vf(x.)"p < 0. Ist dann t = t(x., p) die erste positive Nullstelle der durch
W(t) = f(x.) — f(x.+ tp) definierten Abbildung 1:[0,00) — R, so ist

flae+1p) < flae) + V() Tp+ £ 2IplE  fiir alle t € [0,1]

und

2V f(z)"p

< t.
vIpl3
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Beweis: Wegen Voraussetzung (V) existiert £ und es ist . +tp € Ly fiir alle ¢ € [0, ].
Fiir ¢ € [0,] erhilt man

Faettp) = fla)+1VF(z)Tp+ / Vf (e + 5p) — Vi (2)|Tpds

€Lg
t

< )+ V@) p+ [ Alplids
0
(Voraussetzung (V) (c¢) und Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
= @) +tV f(ae)p+ 2 |pl,

und damit die erste Behauptung. Die zweite folgt, indem man in der gerade eben
bewiesenen Ungleichung ¢ = ¢ setzt. O a

Eine naheliegende Schrittweitenstrategie besteht darin, als Schrittweite t* > 0 eine
globale oder die erste stationédre Losung der eindimensionalen Minimierungsaufgabe

Minimiere f(x.+tp), t € [0,00),
zu wahlen. In diesem Fall wird ¢* > 0 also so bestimmt, dass

f(ae +1"p) = min f(z. +p)

bzw.
Vi +t'p)'p=0 und Vf(x.+tp)'p<0 fiiralletec[0,t).

Unter der Voraussetzung (V) ist die Existenz dieser Schrittweite gesichert. Man spricht
von einer ezakten Schrittweite, da eine eindimensionale Minimierungsaufgabe bzw. eine
eindimensionale Nullstellenaufgabe zur Bestimmung der Schrittweite exakt zu l16sen
ist. Es istklar, dass nur in Ausnahmefillen die exakte Schrittweite (in endlich vielen
Schritten) berechnet werden kann, i. Allg. muss man sich mit einer Ndherung begniigen.

Im folgenden Satz werden wir die durch die exakte Schrittweite erreichbare Vermin-
derung abschétzen.

Satz 1.2 Die Zielfunktion f von (P) gentiige den Voraussetzungen (V) (a)—(c). Sei
x. € Ly keine stationére Losung von (P) und p € R™ eine Abstiegsrichtung fiir f in z..
Zur Abkiirzung sei ¢(t) := f(x. + tp). Ist t* die erste positive Nullstelle von ¢'(-) auf
0, 00), so ist

. Vi)' _ - oo 1 V() py2
*) ez = fze) f(x"’”p)Zm( T )

Beweis: Wegen der Voraussetzung (V) ist die Existenz der exakten Schrittweite ¢*
gesichert. Die Funktion ¢ ist monoton fallend auf [0, #*], ferner ist t* < £, wobei  wie
in Lemma die erste positive Nullstelle von ¢(0) — ¢(-) ist. Der Beweis des Satzes
erfolgt in zwei Schritten. Zunéchst wird ¢t* nach unten abgeschéatzt und dann mit Hilfe
der Monotonie von ¢ und Lemma die Behauptung bewiesen.
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Wegen der Lipschitzstetigkeit von V f(+) auf der Niveaumenge L ist

0=Vf(ze+t'p)'p=Vf(x) p+[Vf(ze+tp) = Vf(z)'p < Vf(ze)p+t"|pl3,

€Lg

so dass .
P _ V() p

<t
Ylpll3

Hieraus erhélt man
. - - 1 /Vf(z)Tp\2
Floet ) < flret 1) < floe) + IV F )T+ Pl = fle) - o (VLR
2 29\ Iplle

die Behauptung ist bewiesen. O O

Da eine exakte Schrittweite i. Allg. nicht in endlich vielen Schritten realisiert werden
kann, sind zunehmend inexakte Schrittweiten in Theorie und Praxis untersucht und
angewandt worden. Bei der sogenannten Wolfe-Schrittweite wird bei vorgegebenen o €
(0,%) und 3 € (a,1) ein t > 0 so bestimmt, dass

(a) flae +tp) < f(xe) + otV f(ae)"p,
also die Bedingung fiir hinreichenden Abstieg erfiillt ist, und
(b) Vf(xe+tp)'p > BV f(xe)'p

gilt. Die “sufficient decrease condition” (a) ist fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0 erfiillt
und besagt, dass die erwiinschte Verminderung f(z.) — f(x.+tp) der Zielfunktion nicht
kleiner als ein kleines Vielfaches von —tV f(z.)"p ist. Die Forderung (b) soll sichern,
dass nicht zu kleine Schrittweiten gewéhlt werden.

Beispiel: Wir betrachten ein einfaches Beispiel, und zwar sei f:R" — R definiert
durch

flz) :=c'z + %JﬁTQm

mit symmetrischem und positiv definitem Q € R™". Sei (c + Qx.)Tp < 0, also p eine
Abstiegsrichtung in z.. Dann ist

flae) = flac+tp) + atVf(z)'p = —(1—a)tVf(z.) p— %tszVQf (ze)p
= —t(l—a)(c+Qu)"p— %tQpTQp-

Daher ist (a) erfiillt, wenn

(et Qre)'p

0<t<-2(1 -«
( ) pTQp
Weiter ist

Vi(e+tp)p—pBVf(x)"p = (c+ Qze+tp)p—Blc+ Qu)'p
(1= B)(c+ Qz)"p +tp" Qp,
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so dass die Bedingung (b) fiir alle ¢ mit

(c+Que)'p

t>—(1-p) TOp

gilt. Daher sind (a) und (b) fiir alle ¢ mit

T T
(- 5)% <t< 21— a)(chTQ—xc)p
ptQp ptQp
erfiillt. Wegen 1 — 8 < 1 — a < 2(1 — «) handelt es sich hier um ein ganzes Intervall
von Punkten, fiir die (a) und (b) erfiillt sind. O

Im folgenden Satz wollen wir zeigen, dass stets eine Schrittweite ¢t > 0 existiert, die den
Forderungen (a) und (b) geniigt, ferner soll die durch die Wolfe-Schrittweite erreichbare
Verminderung der Zielfunktion nach unten abgeschétzt werden.

Satz 1.3 Die Zielfunktion f von (P) geniige den Voraussetzungen (V) (a)—(c). Sei
x. € Lg keine stationdre Losung von (P) und p eine Abstiegsrichtung fiir f in .. Seien
a € (0,1), 8 € (a,1) gegeben und

._ . flae+tp) < flze) + atVf(z:)"p,
Tov(7e,2) 1= {t>0' Vi(ze+tp)'p = BVf(ze)Tp }

die Menge der Wolfe-Schrittweiten in x. in Richtung p. Dann gilt:
1. Esist Ty(z.,p) # Q.

2. Es existiert eine Konstante 6 > 0, die nur von «, 8 und 7y (der Lipschitzkonstanten
von V f(-) auf Ly) abhéngt, nicht aber von z. oder p, mit

Vi)

Tp 2
(%) f(xe) — flze +tp) > 0( il > fiir alle t € Ty (z., p).

Beweis: Zur Abkiirzung setze man
O(t) == f(xe) + atV f(ze)"p — fwe+tp).
Ist t* die erste positive Nullstelle V f(z. + tp)p, so ist
®'(0) = —(1 — a)Vf(z.)"p >0, d'(t*) = aVf(z.)"p <0,

Wegen ®(0) = 0 existiert daher ein ¢ € (0,¢*) mit ®(¢) > 0 und ®’(¢) = 0. Offenbar ist
t € Tw(x.,p), der erste Teil des Satzes ist bewiesen.

Sei t € Ty (z.,p) gegeben, insbesondere ist f(x. + tp) < f(z.) und z. + tp € Ly.
Aus

(1= B)Vf(z)"p < [Vf(we+tp) = VI(z)]"p < vt |pll3
folgt

fze) = f(ze +tp) > —atVf(x)p >

a(l=8) (Vi) p\?
ot ( Il p)’
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die Behauptung ist mit § := a(1 — §)/v bewiesen. O O

Bemerkung: Etwas genauer wollen wir auf die Frage eingehen, wie man in endlich
vielen Schritten ein ¢ € Ty (x., p) bestimmen kann. Wir orientieren uns an J. E. DEN-
NIS, R. B. SCHNABEL (1983, S.328), siehe aber auch C. GEIGER, C. KaNzOow (1999,
S.451ff.) und P. SPELLUCCI (1993, S. 102 ff.). Die Aufgabenstellung ist also die folgende:

1

e Gegeben: Konstanten o € (0, 3

Vf(z:)"p <0.

), B € (a,1) sowie x. € Ly und p € R™ mit

e Gesucht: Schrittweite ¢ > 0 mit

(a) flaze+1tp) < f(xe) + atV fz)"p
und
(b) Vf(ze+tp)'p> BV f(x)"p.

Die Schrittweite ¢ = 1 spielt bei Quasi-Newton-Verfahren eine besondere Rolle, so
dass es sehr oft verniinftig ist, am Anfang zu testen, ob diese Schrittweite den beiden
geforderten Ungleichungen geniigt. Der Algorithmus wird aus zwei Phasen bestehen.
In der ersten Phase wird ein Intervall [tmin, tmax] bestimmt mit:

o Esist i < tmax, Weiter ist

f(@ettminp) < f(ze)+atmnV f(z)"p, F(@ettmaxp) > f(e)+atmaV f(z) D

und
Vf('rc + tminp)Tp < BVf(QZ(;)Tp

Dann ist es ndmlich nicht schwierig zu zeigen:
e Es existiert ein ¢ € [tmin, tmax), fiir welches (a) und (b) erfiillt sind.

Denn: Man definiere

O(t) := f(xe+tp) — f(xe) — octVf(Ic)Tp.
Nach Konstruktion ist ® (i) < 0, ®(fmax) > 0 und
(I),(tmin) = Vf(l’c + 2fminp)Tp - OéVf(ZL‘C)Tp < (6 - Oé) Vf(l'c)Tp < O
0 0
> <

Ist t* > tn;, die erste Nullstelle von ®(-) in (fmin, tmax), S0 ist (a) fiir alle ¢ € [tpin, t*]
erfiillt. In [t t*] existiert ein t** mit @' (t**) = 0 bzw. Vf(z. +t*p)Tp = aV f(z.)'p.
Offensichtlich erfiillt ¢** auch (b).

Jetzt geben wir den Algorithmus zur Bestimmung des Intervalles [tmin, fmax] an:

(0) Setze t := 1.
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(1) Gelten (a) und (b), dann: STOP, Ziel erreicht, ¢ ist gesuchte Schrittweite.

(2) Gilt (a) (und nicht (b)), dann:
Setze toiy = t.
Solange ((a) gilt): Setze t := 2t.

Setze tnax = t.

(3) Gilt (a) nicht, dann:

Setze tpax = t.

Solange ((a) gilt nicht) oder ((b) gilt): Setze t := 3¢.

Setze tn = t.
Aus den Schleifen in (2) und (3) kommt man ganz offensichtlich nach endlich vielen
Durchldufen heraus. Denn einerseits gilt (a) fiir alle hinreichend groften ¢ nicht (andern-
falls hiatte man einen Widerspruch zur Kompaktheit der Niveaumenge) andererseits gilt
(a) fir alle hinreichend kleinen ¢, wahrend (b) fiir alle hinreichend kleinen ¢ nicht gilt.
Man beachte, dass man in Schritt (3) daher auch einfach ¢,,;, := 0 setzen konnte.

Nun kommt es darauf an, in endlich vielen Schritten einen Punkt ¢ € [tmin, timax]

zu bestimmen, fiir welchen (a) und (b) erfiillt sind. Die primitivste Methode besteht
darin, ein Bisektionsverfahren anzuwenden:

(i) Setze t := % (tmin + tmax)-

1) Falls (a urch ?) nicht ertullt: ¢, := 7, gehe nach (1).

ii) Fall durch icht erfiill h h (i
Andernfalls:

Falls (b) (durch ¢) erfiillt, dann: STOP, Ziel erreicht.
Andernfalls: Setze t, := t und gehe nach (i).

Wir miissen uns jetzt iiberlegen, dass dieses Intervallhalbierungsverfahren nach end-
lich vielen Schritten abbricht. Angenommen, dies wéare nicht der Fall. Dann existieren
Folgen {tF. } und {tf 1} mit t*, 7t und ¢tk "\ t sowie

min max

f(l'c + tfmnp) S f(flfc) + atfninvf<$C)Tp7 f(ZL'C + tfnaxP) > f(ZEC> + atfnaxvf(xC)Tp

und
Vf(we + taunp) P < BV f ()P
Wegen des Mittelwertsatzes existiert ;. € (0,1) mit

OéVf(ZEC)Tp < f(xc + tfnaxp) - f(:Cc + tfninp)

trlfna - tk i
= Vf(xc + Zfllf/-ninp + gk(tfnax - tl:[lln)p)Tp
-0

— Vf(z.+tp)Tp.
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Also ist aVf(z.)Tp < Vf(z. + tp)Tp. Andererseits folgt aus Vf(z. + t&. p)Tp <
BV f(x)Tp mit k — oo, dass Vf(x. + tp)Tp < BV f(x.)Tp. Wegen Vf(z.)Tp < 0
und « <  hat man einen Widerspruch erreicht. Das obige Verfahren bricht also nach
endlich vielen Schritten ab.

Sei ¢(t) := f(x. + tp). Im obigen Intervallhalbierungsverfahren hat man fir das
linke Intervallende t,,;, die Werte ¢ (tmin) und ¢ (tmin), fiir das rechte Intervallende .«
den Wert ¢(tyayx) zur Verfiigung. Statt des Mittelpunktes des Intervalls [tyin, tmax| kann
man nun die Minimalstelle der durch diese drei Werte bestimmten Parabel berechnen
und diese, wenn sie hinreichend im Innern von [tiin, tmax] liegt, als neuen Testwert ¢
akzeptieren. Die gesuchte Parabel ist gegeben durch

Q(S) = ¢( mln) + ¢ ( mln)( - tmin) + GQ(S - 2fmin)Qa

wobel

¢(tmax> - (¢(tm1n) + (b/(tmin)(tmax - tmin))
(tmax - tmin)2 ‘

g =
Nun berticksichtige man, dass

@ (tmax) f(xe) + atma V f (2 )
= f(2) + atuin VI (2) P + (timax — tuin) V. (2) ' P
¢(tmln) ( max mm)Vf(xc)Tp
(
(

V

¢ tmln) + ﬁ( max tmin)vf<xc)Tp
O(tmin) + ¢ (fmin) (frmax — tmin)-

vV VvV IV

Also ist az > 0 und ¢(-) besitzt ein eindeutiges Minimum bei

le (tmin)

2@2

= tin — = tin + At

mit

¢,( min)( max tmin)2

At = — > 0.
2[¢(tmax) - (¢( mln) + ¢ ( mm)( max ~_ Zfmin))}
Als neuen Testwert kann man dann z. B. setzen
to— t*u t* € [tmin + T(tmax - tmin); tmax - T<tmax - tmin)];
o %(tmin + tmax)v t* ¢ [tmin + 7_(tmax - tmin)a Zfmax - T(tmax - tmin)]~

Hierbei ist 7 € (0, 1) gegeben, etwa 7 := 0.1. Damit ist eine mogliche Realisierung der
Wolfe-Schrittweite beschrieben.

Jetzt wollen wir noch eine Matlab-Implementation der Wolfe-Schrittweite angeben.
Wir folgen hierbei, auch bei den Bezeichnungen, eng der obigen Vorgehensweise. Ins-
besondere erfolgt die Berechnung der Schrittweite in zwei Phasen.

function [t,anz]=Wolfe(x_c,p,fun)
%Input-Parameter:

% X_c current iterate
yA P search direction
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% fun function to be minimized, accepts a vector

% X as argument, returns f=fun(x) objective

% function value resp [f,gl=fun(x) objective

% function and gradient at x.

%0utput-Parameter:

% t Wolfe-stepsize

% anz number of calls to fun (if line search succeeds)

%3k ok sk ok ook ok o K ok ok K oK ok oK oK ok oK oK oK KoK K oK o K oK oK K oK ok o oK ok K oK KoK oK oK o K oK o K oK ok oK oK ok K oK Kok KoK KoK K K
alpha=0.0001; beta=0.9; tau=0.1; %line search parameters
[f_c,g_cl=feval(fun,x_c);init_slope=g_c’*p;t=1.0;x_plus=x_c+t*p;anz=0;
[f_plus,g_plus]=feval (fun,x_plus) ;anz=anz+1;
new_slope=g_plus’*p;
if (f_plus<=f_c+alpha*t*init_slope)&(new_slope>=beta*init_slope)
return
end;
if (f_plus<=f_c+alpha*t*init_slope)
t_min=t;f_min=f_plus;g_min=g_plus;
while (f_plus<=f_c+alphaxt*init_slope)
t=2*t;x_plus=x_c+t*p;f_plus=feval (fun,x_plus) ;anz=anz+1;
end;
t_max=t;f_max=f_plus;
else
t_max=t;f_max=f_plus;
while (f_plus>f_c+alpha*t*init_slope) | (new_slope>=beta*init_slope)
t=0.5%t;x_plus=x_c+t*p; [f_plus,g_plus]=feval(fun,x_plus);
anz=anz+1;new_slope=g_plus’*p;
end;
t_min=t;f_min=f_plus;g_min=g_plus;
end; %end of phase I
success=0;
while success==0
slope=g_min’*p;
Delta_t=-slope*(t_max-t_min)~2/(2*(f_max- (f_min+slopex(t_max-t_min))));
t_stern=t_min+Delta_t;
if (t_min+tau*(t_max-t_min)<=t_stern)&(t_stern<=t_max-tau*(t_max-t_min))
t=t_stern;
else
t=0.5*(t_min+t_max) ;
end;
x_plus=x_c+t*p; [f_plus,g_plus]=feval (fun,x_plus) ;anz=anz+1;
if (f_plus>f_c+alpha*t*init_slope)
t_max=t;f_max=f_plus;
else
new_slope=g_plus’*p;
if (new_slope>=betaxinit_slope)
success=1;
else
t_min=t;f_min=f_plus;g _min=g_plus;
end;
end;
end;

So kdénnte eine Realisierung der Wolfe-Schrittweite in Matlab aussehen, wobei es uns
mehr auf Durchsichtigkeit als auf Effizienz ankam. O
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Beispiel: Wir wollen ein Beispiel bei P. SPELLUCCI (1993, S. 105) reproduzieren. Hier
ist f:R? — R gegeben durch

f(z) = (23 4+ 2y — 11)? + (2, + 23 — 7)%,

ferner ist

z. = (—4,—4)T, p:=(8,48/7)

(von Spellucci werden die etwas ungewohnlichen Werte nicht erlautert). Wir schreiben
ein File Myfun.m mit dem Inhalt:

function [f,gl=Myfun(x);

f=(x(1)"2+x(2)-11) "2+ (x (1) +x(2) ~2-7) ~2;

if nargout>1

g=[4*x (1) *(x(1)~2+x(2)-11)+2x (x (1) +x(2) ~2-7) ;
2% (x(1)~2+x(2) -11) +4xx (2) * (x (1) +x(2) ~2-7) ] ;

end;

Nach

>>x_c=[-4;-4];p=[8;48/7]; [f_c,g_cl=Myfun(x_c);
>>[t,anz]=Wolfe(x_c,p, ’Myfun’);

jeweils nach dem Matlab-Prompt » erhalten wir ¢ = 0.0637 als Wolfe-Schrittweite. Mit
9 Funktionsaufrufen wird das Intervall [0.0039, 1] gefunden, danach sind in der Phase
2 noch 3 Funktionsaufrufe nétig, wobei jeweils die Minimalstellen der konstruierten
Parabeln als Testwerte genommen werden. In Abbildung[3.1]geben wir ¢(t) := f(z.+tp)

Wolfe—Schrittweite

200

180 - — TX+p) i
T txQrat Vix)p

160 - -

140 4

120 - 1

100 - b

80—

60 -

40

20

[o]
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8
Y

Abbildung 3.1: f(z.+ tp) (blau) und f(z.) + atV f(z.)"p (rot)

und die Gerade f(x.) + atV f(x.)Tp auf dem Intervall [0,1] an. Wir sehen, dass die
von uns gefundene Wolfe-Schrittweite in der Néhe des ersten lokalen Minimums von f
liegt. O
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Wie schon frither erwéhnt spielt die Schrittweite ¢ = 1 oft eine besondere Rolle. Dies ist
insbesondere dann der Fall, wenn p ~ —V?f(z.)"'V f(z.), die Abstiegsrichtung also
nahe bei der sogenannten Newton-Richtung liegt. Denn dann wird man hoffen, in der
Néhe einer lokalen Losung z* von einem geddmpften Verfahren (die neue Nédherung
ist , = x.+ tp mit einer geeigneten Schrittweite ¢ > 0) zu einem ungeddmpften
Verfahren (hier ist . = x. + p, die Schrittweite also ¢t = 1) tibergehen zu kénnen. Bei
der Armijo-Schrittweite testet man zunéchst, ob bei einem vorgegebenen « € (0, %) die
Ungleichung
flze+1tp) < flze) + atV f () p,

also die Bedingung fiir hinreichenden Abstieg, fiir ¢ := 1 erfillt ist. Ist dies der Fall, so
wird ¢t = 1 als Schrittweite akzeptiert. Andernfalls wird ¢ “kontrolliert verkleinert” und
die Bedingung fiir hinreichenden Abstieg mit der neuen Schrittweite erneut getestet.
Sobald diese erfiillt ist (wir wissen, dass sie fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0 erfiillt
ist) wird die entsprechende Schrittweite akzeptiert.

Etwas genauer sieht die Berechnung der Armijo-Schrittweite folgendermafsen aus.

e Seien a € (0, %) und 0 <! <wu < 1 gegeben.

e Setze py := 1.

e Fir j=0,1,...
— Falls f(z. + pp) < f(2.) + ap;V f(2.)7p, damn: ¢ i= pj, STOP,
— Andernfalls: Wahle p;q € [lp;, up;jl.

Bemerkung: Auf eine Matlab-Implementation der Armijo-Schrittweite werden wir
spater ausfiihrlich eingehen. Hier sollen nur einige wenige Bemerkungen zu einer mog-
lichen Implementation gemacht werden.

Ist z.B. | = u =: p, so ist die Armijo-Schrittweite durch t = p’ gegeben, wobei j
die kleinste nichtnegative ganze Zahl mit

flxe + pjp> < flw) + aijf(xc)Tp

ist. Man spricht dann auch von einem “backtracking line search”. Von S. P. HAN (1981)EI
wird

pszf(:UC)Tp
2 (xe + pjp) — (f(we) + p;V [ () )]

gesetzt. Ist f(z.+ p;p) > f(z.) + ap;V f(z.)"p, die zu testende Ungleichung im j-ten
Schritt also nicht erfiillt, so zeigt eine einfache Rechnung, dass

piv1 = max(0.1p;, p}) mit  p; = —

1

2(1 -«
—_——
<1

0.1p; < pjs1 < Pj-

1S. P. HAN (1981) “Variable metric methods for minimizing a class of nondifferentiable functions.”
Mathematical Programming 20, 1-13.
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Die von Han benutzte Schrittweite fallt also mit

1

l:=0.1 = —_—
0L =Ty

unter obiges Konzept. Man rechnet leicht nach, dass bei p; gerade das Minimum des
quadratischen Polynoms ¢ liegt, das den Interpolationsbedingungen ¢(0) = f(x.),
¢ (0) = Vf(z.)"p und q(p;) = f(z. + p;p) geniigt. Auf eine etwas raffiniertere Ver-
sion gehen wir spéter ein. O

Im folgenden Satz wird die durch eine Armijo-schrittweite erreichte Verminderung der
Zielfunktion nach unten abgeschéatzt.

Satz 1.4 Die Zielfunktion f von (P) geniige den Voraussetzungen (V) (a)—(c). Sei
x. € Ly keine stationdre Losung von (P) und p eine Abstiegsrichtung fiir f in x. Seie
a € (0, %), 0 <! <wu <1 und hiermit eine Schrittweite t = p; gegeben. Dann existiert
eine Konstante 6 > 0, die nur von «, vy sowie [ und u, nicht aber von . oder p abhingt,
mit

Vf (xc)Tp)Q}

() F(e) = f(e +1p) > Omin| ~V f(ze) p, ( Ipll2

Beweis: Offenbar muss die zu testende Ungleichung nach endlich vielen Schritten
erfiillt sein. Ist j = 0 bzw. t = pg = 1, so ist f(z. + tp) < f(z.) + aVf(x:)Tp. st
dagegen j > 0, so gelten mit s := p;_; zwei Ungleichungen, nédmlich:

flae+1tp) < flae) + atVf(xe)p,  flze+sp) > flae) + asV fz)"p.
Ferner ist Is < t. Mit ¢ wie in Lemma machen wir eine Fallunterscheidung. Fiir
s <t ist
~
flxe) + asVf(xe)'p < flae+ sp) < flxe) + 5V ) p+ 52§||p”§a

daher
20(1 - a) Vf(z)Tp

gl Ip113

<ls<t

und folglich

201(1 - ) <Vf(fcc)Tp>2.

Ist dagegen s > £, so ist wiederum wegen Lemma

T
ANVI@ITR gy g <y
YlIpll
und daher
2al (V f(x, T\ 2
fxe) = flae +tp) > —atV f(x,)p > _(L}p) .
gl ]2
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Mit
0 := amin(1,2/(1 — a)/y)
ist die Aussage des Satzes bewiesen. a O

Bemerkungen: Die Voraussetzung o € (0, %) bei der Definition der Wolfe- und der
Armijo-Schrittweite konnte durch a € (0,1) ersetzt werden und die Sétze und
[1.4] wiirden immer noch gelten. Bei dem Nachweis der superlinearen Konvergenz von
Newton- und Quasi-Newton-Verfahren wird klar werden, weshalb « € (0, 5) vorausge-
setzt wird.

Schrittweiten ¢, fiir die eine Aussage wie bei der exakten Schrittweite oder der
Wolfe-Schrittweite gemacht werden kann, fiir die also unter den Voraussetzungen (V)
(a)—(c) eine von z, und p unabhéngige Konstante 6 > 0 mit

v/ (xc)Tp>2

(+) Fe) = floe+19) 2 6( =70

existiert, wurden von W. WARTH, J. WERNER (1977)E] effizient genannt. Entspre-
chend werden Schrittweiten ¢, wie z. B. die Armijo-Schrittweite, zu denen es unter den
Voraussetzungen (V) (a)—(c) eine von x. und p unabhéngige Konstante # > 0 mit

v/ (xc)Tpﬂ

(+5) (o) = f(re-+ 1p) 2 Omin| =V f(ae) ", ( Ipll2

gibt, von P. KosmoL (1989, S. 92)E] semi-effizient genannt. Die Beziehungen (%) und
(%) stellen sich als fundamental bei der Konvergenzanalyse heraus. Etwas vereinfacht
gesagt: Hat man fiir eine Schrittweitenstrategie (x) bzw. (%) bewiesen, so kann man
fiir die Konvergenzanalyse vergessen, wodurch die Schrittweitenstrategie spezifiziert ist,
alleine die Richtungsstrategie spielt danach noch eine Rolle. a

Bemerkung: Wir wollen nun auf eine Matlab-Implementation der Armijo-Schrittweite
eingehen. Wir orientieren uns hierbei an J. E. DENNIS, R. B. SCHNABEL (1983,
S.325ff.) und C. T. KELLEY (1999, S.43ff.). Hierbei wird eine quadratische (im er-
sten Schritt) bzw. kubische Interpolation (in allen weiteren Schritten) benutzt. Mit
o(t) := f(x. + tp) sind am Anfang (dann wird die Schrittweite ¢t := 1 getestet)
#(0) = f(x.), #(1) = f(x. + p) und ¢'(0) = Vf(z.)"p bekannt. Dann ist

q(s) = ¢(0) +¢'(0)s + ((1) — ¢(0) — ¢(0))s”

das durch diese Werte bestimmte quadratische Polynom. Da wir davon ausgehen, dass
die Schrittweite ¢ = 1 keinen hinreichenden Abstieg garantiert, ist

¢(1) > ¢(0) + a¢'(0) = ¢(0) + ¢'(0) + (@ = 1)¢'(0) > ¢(0) + ¢(0).
————

>0

2W. WARTH, J. WERNER (1977) “Effiziente Schrittweitenfunktionen bei unrestringierten Optimie-
rungsaufgaben.” Computing 19, 59-72.

3 P. KosMoL (1989) Methoden numerischer Behandlung nichtlinearer Gleichungen und Optimie-
rungsaufgaben. B. G. Teubner, Stuttgart.
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Folglich hat ¢ bei
N #(0)

o 2[p(1) — ¢(0) — ¢/(0)]
ein Minimum. Nach dem ersten Schritt sind neben ¢(0) und ¢'(0) noch ¢(tpey) und
¢(t) bekannt, wobel 0 < t < ey die beiden letzten getesteten Schrittweiten sind. Das
entsprechende kubische Interpolationspolynom ist

>0

q(s) = ¢(0) + ¢'(0)s + a5 + ass”,

wobei (a1, az) so zu bestimmen sind, dass ¢(t) = ¢(t) und q(tprev) = O(tprev), was auf
das lineare Gleichungssystem

( 2o ) ( a ) ) < o(t) — 6(0) — (0}t )

t}?)rev tgrev a2 qb(tpre‘/) - ¢(O> - ¢/<O)tprev

(mit einer nichtsinguldren Koeffizientenmatrix) fithrt. Ist hier a; = 0 (dann ist a; > 0),
so ist ¢ eine Parabel mit dem eindeutigen Minimum

_¢'(0)

2@1 ‘

ttemp =

Andernfalls besitzt ¢/(-) die beiden Nullstellen

Sy = 3La2 {—al +4/a? — 3a2¢’(0)} .

Fiir as # 0 setzen wir daher (eine Diskussion, ob es sich hierbei wirklich um ein lokales
Minimum handelt und ob der so berechnete Wert iiberhaupt reell ist, wollen wir uns

ersparen@
1 /
ttemp = 3—a2 |:—Cl1 + CL% — 3a2¢’(0)} .

Die neue Schrittweite ¢,lus wird dann bestimmt als

0.5¢, ttemp > 0.9,
t+ = Olt, ttemp < Olt,
Ltemp; sonst.

Eine auf diesen Uberlegungen basierende Matlab-Implementation kénnte dann folgen-
dermafien aussehen:

function [t,anz]=Armijo(x_c,p,fun)
%Input-Parameter:

% x_c current iterate

% P search direction

A fun function to be minimized, accepts a vector
% X as argument, returns f=fun(x) objective
% function value resp [f,g]l=fun(x) objective

4Auch J. E. DENNiS, R. B. SCHNABEL (1983, S. 128) sind hier sehr kurz.
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% function and gradient at x.

%0utput-Parameter:

% t Armijo-stepsize

% anz number of calls to fun

%, sk sk ok sk s ok sk sk ok sk sk s ok sk s ok sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk s ok sk s ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk s ok sk s ok sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok
alpha=0.0001; %line search parameter

[f_c,g_cl=feval(fun,x_c);
init_slope=g_c’*p;
t=1;x_plus=x_c+t*p;f_plus=feval (fun,x_plus);anz=1;
while (f_plus>f_c+alpha*t*init_slope)
if (t==1)
t_temp=-init_slope/(2*(f_plus-f_c-init_slope));
else
A=[t"2 t~3;t_prev~2 t_prev~3];
b=[f_plus-f_c-t*init_slope;f_prev-f_c-t_prev*init_slopel];

a=A\b;

if (a(2)==0)
t_temp=-init_slope/(2*a(1));

else

diskr=a(1)~2-3*a(2)*init_slope;
t_temp=(-a(1)+sqrt(diskr))/(3*a(2));
end;

end;

t_prev=t;f_prev=f_plus;

t=max (0.1*t,min(0.5%t,t_temp));

x_plus=x_c+t*p;f_plus=feval (fun,x_plus) ;anz=anz+1;

end;

O
Beispiel: Wir betrachten dasselbe Beispiel wie zur Wolfe-Schrittweite, d.h. f: R?* —
R sei definiert durch
f(z) = (22 4+ 2y — 11)® + (2, + 22 — 7)?,
ferner sei
Te = (—4,—4)T, p = (8,48/7).

Mit der oben definierten Funktion Myfun erhalten wir nach

>>x_c=[-4;-4];p=[8;48/7]; [f_c,g_cl=Myfun(x_c);
>>[t,anz]=Armijo(x_c,p,’Myfun’);

jeweils nach dem Matlab-Prompt » mit 3 Funktionsauswertungen die Schrittweite ¢ =
0.1036. O

3.1.2 Konvergenz des Modellalgorithmus bei glatter Zielfunk-
tion
Der folgende Satz gibt unter verhédltnismafig schwachen Voraussetzungen an die Ziel-

funktion f sowie an die benutzten Abstiegsrichtungen ein, wie man nicht anders er-
warten kann, schwaches Konvergenzergebnis an.
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Satz 1.5 Die Zielfunktion f der unrestringierten Optimierungsaufgabe (P) geniige den
Voraussetzungen (V) (a)—(c). Als Schrittweite im Modellalgorithmus verwende man
ty == t*(xg, pr) (exakte Schrittweite), t := tyw(vg, pr) (Wolfe-Schrittweite) oder t, 1=
ta(zy, pr) (Armijo-Schrittweite). Zur Abkiirzung setze man gy := V f(xy). Ferner wird
vorausgesetzt:

1. Es existiert eine Konstante o > 0 mit

g}fpk

2k >4 k=0,1,....
19kll2 llpxll2

2. Es existiert eine Konstante 7 > 0 mit
Ipklle > 7llgell, & =0,1,....

Dann gilt: Jeder Haufungspunkt der durch den Modellalgorithmus mit Abstiegsrich-
tungen py, erzeugten Folge {x} ist eine stationdre Losung von (P). Besitzt (P) genau
eine stationare Losung z* in der Niveaumenge Ly, so konvergiert die gesamte Folge

{zy} gegen x*.
Beweis: Wegen der Sitze [1.3] [1.4] existiert eine Konstante 6 > 0 mit

T 2
f(zx) — f(Tgs1) = O min [—g;{pk, <“|g;j’2) ], kE=0,1,....

Wegen der Voraussetzungen 1. und 2. ist daher

f(zx) — f(xgs1) > 0o min(T, o) ||gk\|§, E=0,1,....

Da {f(zx)} eine monoton fallende, nach unten beschrankte Folge ist, konvergiert damit
{gx} gegen den Nullvektor.

Ist 2* € Lo ein Haufungspunkt von {zy}, so ist * Limes einer konvergenten Teilfolge
{xr)} C {zr}. Da{gry)} einerseits gegen V f(2*) und andererseits gegen 0 konvergiert,
ist Vf(2*) = 0, also z* eine stationdre Losung von (P).

Nun besitze (P) genau eine stationdre Losung z* in Lg. Angenommen, {x;} kon-
vergiert nicht gegen z*. Dann existiert ein € > 0 und eine Teilfolge {zx;)} C {z} mit
l|lzey — %[l > € 7 = 1,2,.... Da Ly kompakt ist, kann aus {z(;)} eine gegen ein
& € Lo konvergente Teilfolge ausgewihlt werden. Als Haufungspunkt der Folge {xj}
ist & wegen des gerade eben bewiesenen ersten Teils eine stationdre Losung von (P).
Wegen || — 2*||2 > € ist & # x*. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass x* die einzige
stationdre Losung von (P) ist. 0 O

Bemerkungen: Man erkennt, dass in den Beweis des Konvergenzsatzes nicht die De-
finition der jeweiligen Schrittweiten eingeht, sondern lediglich die Folgerungen (%) bzw.
(#x) aus den Sétzen [1.2] [I.3|und [1.4] Klar ist auch, dass man auf die zweite Vorausset-
zung in Satz [I.5] also die Existenz einer Konstanten 7 > 0 mit

HpkHQ zTHQkH% k:0>17"'7
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(hier und im folgenden wird die Abkiirzung gi := V f(zx) benutzt), verzichten kann,
wenn nur die exakte Schrittweite oder die Wolfe-Schrittweite (oder eine andere effiziente
Schrittweite) verwendet wird.

Eine Folge von Abstiegsrichtungen {py} wird gradientendhnlich genannt, wenn die
erste Voraussetzung in Satz [L5] erfiillt ist, wenn es also eine Konstante o > 0 mit

T
—_IkPe k=0,1,...,
lgrll2 [Pl
gibt. Diese Voraussetzung besagt, dass der Winkel zwischen —g; und pj; gleichméfig
kleiner als der rechte Winkel sein muss. Fiir p, = —g; (dann spricht man vom Gradi-
entenverfahren) kann o = 1 gewahlt werden. a

Beispiel: Man betrachte den Modellalgorithmus mit einer Richtungsfolge {py}, wobei
pr = —Hpgr, K =0,1,..., mit einer symmetrischen und positiv definiten Matrix Hy €
R™ ™. Dann ist

G 9w S 1 _ 1
lgellz el gl | Hrgrll2 — \/HHkH2 1H 2 ka(Hy,)'

wobei ks(+) die Kondition einer Matrix beziiglich der Spektralnorm bedeutet. Die erste
Voraussetzung in Satz ist daher erfiillt, wenn {ro(Hy)} beschrénkt ist. Hierbei
haben wir benutzt: Ist A € R™*" symmetrisch und positiv definit, bezeichnet ferner
AY? die symmetrische und positiv definite Quadratwurzel aus A, so ist fiir beliebiges

x e R"\ {0}:

eTAx | AY/22]|2 1 1

= > = .
lzll2 [Azlly  [|ATY2AV 2], |[AVZAV2Z]y — Ky(AV2) Kz (A)

Wegen

1
pxll2 = [ Hrge TH, gkll2

l2 >
15y

ist die zweite Voraussetzung in Satz erfiillt, wenn {||H,'||2} beschrinkt ist. Bei-
de Voraussetzungen gelten, wenn {H} eine Folge symmetrischer, gleichméfig positiv
definiter und beschriankter Matrizen ist, wenn es also Konstanten 0 < ¢ < d mit

c|lzl|? < 2T Hyz < d||2||3 fir alle z € R*, k=0,1,...

gibt. Dies wiederum ist gleichbedeutend mit der Beschrénktheit der Folgen {||Hy||2}
und {||H, '||2}. Insbesondere ist dies natiirlich fiir Hy, = I, also das Gradientenverfahren
der Fall. O

Beispiel: Das Gradientenverfahren, kombiniert mit einer der angegebenen Schrittwei-
tenstrategien (wobei diese natiirlich auch von Schritt zu Schritt gedindert werden kann),
ist global konvergent bei der Rosenbrock-Funktion

f(z) =100(xq — 23)? + (1 — 1)
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Denn diese besitzt genau einen stationdren Punkt, ndmlich z* = (1,1), ferner sind
offensichtlich die Voraussetzungen (V) (a)—(c) erfiillt. Natiirlich bedeutet “Konvergenz”
nicht automatisch “gute Konvergenz”. Dies wollen wir uns durch ein Zahlenbeispiel klar
machen. Hierzu schreiben wir zunéchst ein Function-M-File Rosenbrock.m mit dem
Inhalt:

function [f,gl=Rosenbrock(x);
£=100%(x(2)-x(1)"2) "2+ (1-x(1))"2;
if nargout>1

g=[-400%x (1) *(x(2)-x(1)~2) -2% (1-x(1) ) ;200% (x(2) -x(1)~2)];
end;

Mit dem kleinen Programm

x=[1.2;1] ;x_stern=[1;1];

A=[71; [f,gl=Rosenbrock(x) ;

for k=1:1001
p=-g;
t=Wolfe(x,p, ’Rosenbrock’);
x=x+t*p; [f,g]=Rosenbrock(x);
if (mod(k,100)==1)

A=[A;k,norm(g) ,norm(x-x_stern) ,f];

end;

end;

disp(A);

erhalten wir die folgenden Ergebnisse (wir benutzen format short g):

Lk VSl [lloe — 2] flo) |
1 133.04 0.16376 10.491
101 | 0.02495 0.055729 | 0.00060819
201 | 0.022234 | 0.050273 | 0.00049586
301 | 0.019705 | 0.044999 | 0.00039801
401 | 0.017349 | 0.039944 | 0.00031416
501 | 0.015165 | 0.035149 | 0.00024367
601 | 0.013152 0.03065 0.00018557
701 | 0.011310 | 0.026478 0.0001387
801 | 0.0096205 | 0.022643 | 0.00010156
901 | 0.0080655 | 0.019089 | 7.2275e — 05
1001 | 0.0066686 | 0.015852 | 4.9895e — 05

Man erkennt, dass die Konvergenzgeschwindigkeit schlecht ist. O

Nun betrachten wir noch die Anwendung des Modellalgorithmus bei einer glatten,
gleichméfig konvexen Zielfunktion. Hierzu fassen wir zunéchst einige Hilfsmittel in
dem folgenden Lemma zusammen.

Lemma 1.6 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P). Die folgenden
Konvexitéts- und Glattheitsvoraussetzungen an die Zielfunktion f seien erfiillt:
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(K) (a)  Mit einem gegebenen x, € R" (Startwert eines Iterationsverfahrens) ist die
Niveaumenge Ly := {z € R" : f(z) < f(z0)} konvex.
(b)  Die Zielfunktion f ist auf einer offenen Obermenge von Ly stetig differenzier-
bar und auf Ly gleichméfig konvex, d. h. es existiert eine Konstante ¢ > 0
mit

Sy =3+ Vi@ (v —2) < f(y) = fa)  fiir alle 2y € Lo,

(¢c)  Der Gradient V f(-) ist auf Ly lipschitzstetig, d. h. es existiert eine Konstante
v > 0 mit

IVi(@) =NVl <~vllz =yl firallex,y € L.

Dann ist die Niveaumenge Ly kompakt, (P) besitzt daher eine globale Lésung z*,
diese liegt in Ly und ist die einzige stationdre Losung von (P) in Lg. Ferner gilt die
Fehlerabschatzung

c 1 .
Sl = o3 < flz) — f(a*) < %va(x)ﬂg tiir alle x € Ly.

Beweis: Die Niveaumenge L ist abgeschlossen. Fiir alle © € L ist wegen der gleich-
mékigen Konvexitat von f ferner

Sle = @oll3 + V. (20)" (& = 20) < f(2) = fa0) <0

und daher mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
2
Lo C {z € R": [lz = woll2 < 2|V (o) -

Insgesamt ist Ly kompakt, die auf Ly stetige Funktion f nimmt auf Ly ihr (globales)
Minimum an. Da eine globale Losung von (P) nicht auferhalb von Ly liegen kann,
ist die Existenz einer globalen Losung z* € Ly bewiesen. Natiirlich ist V f(z*) = 0,
also x* auch eine stationédre Losung von (P). Wir zeigen nun noch die behaupteten
Abschétzungen, aus denen insbesondere die Eindeutigkeit einer stationédren Losung
von (P) in L folgt.

Die erste Ungleichung folgt direkt aus der vorausgesetzten gleichméfigen Konvexi-
tat, indem man y = x und x = z* setzt. Bei festem x € L ist

o IVF@IB < Slla* — 2l + V@) (@ — ) < f&) ~ f(@).

2c
Dies erkennt man daran, dass die Aufgabe
e c n
Minimiere f,(p) := §||p||§ +Vf(x)'p, peR,
die eindeutige Losung p* := —(1/¢)V f(x) besitzt. Insgesamt ist der Satz damit bewie-
sen. U

O

Im folgenden Satz wird bei gleichméafig konvexer Zielfunktion eine hinreichende Kon-
vergenzbedingung fiir den Modellalgorithmus angegeben.
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Satz 1.7 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P). Die Voraussetzun-
gen (K) (a)—(c) aus Lemma seien erfiillt. Zur Losung von (P) betrache man den
Modellalgorithmus mit Abstiegsrichtungen py, und Schrittweiten ty, := t*(xg, pr) (ex-
akte Schrittweite), ty, := ty (xy, pr) (Wolfe-Schrittweite) oder ty, := t a(xg, pr) (Armijo-
Schrittweite). Zur Abkiirzung sei gy := V f(xy) gesetzt. Schlieflich sei

T T 2
min|— L8 (IR N falls = (e ),
5 lgell2" Mlgll2 l[pxll2
k= T 2
i, Pk g% _
—eE ) falls  tp = t*(wg, pi), t = tw (T, Pr).-
19l2 [|Pell2
Dann gilt:
1. Ist

2% =00

5=0
so konvergiert die durch den Modellalgorithmus erzeugte Folge {x;} gegen die
eindeutige (globale) Lésung x* von (P).

2. Existiert ein 6 > 0 mit

k
1
< — ; =
5_“12@, k=0,1,...,

J=0

so konvergiert die Folge {x;} R-linear gegen z*, d.h. es existieren Konstanten
C >0 und q € (0,1) mit ||z, — 2*||s < C¢*, k=0,1,....

Beweis: Wegen der Sitze und [I.4] sowie der Definition der Jj, existiert eine von
k unabhéngige Konstante 6 > 0 mit

flae) = f(@rg1) > 06 || gull3 > 2600k [ f () — f(27)], k=0,1,...,

wobei auch noch die Fehlerabschétzung aus Lemma [I.6] benutzt wurde. Daher ist

0 < flews) = f(@*) < (1 —2c06)[f (x) — f(z)]

k

<TI0 —2008)f o) — fa*)

< exp<—2c€ Zi: 5j) [f(z0) — f(z7)].

Wegen 3 7 0; = oo konvergiert {f(z)} gegen f(z*). Wiederum wegen der Fehlerab-
schéitzung in Lemma folgt die Konvergenz von {x;} gegen x*.
Existiert ein d > 0 mit §(k+1) < 3% (6;, k=0,1,..., so ist

k—1

Flan) = £(o%) < exp(=268 S8, ) [f(wo) = F(a)] < exp(—2e68) [ (o) — ()]
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Mit Hilfe von |Jz), — 2*[|2 < {2[f(x) — f(z*)]/c}/? (siehe Lemma [1.6) folgt daher

ek — s < {2”(“’0); f(@) }1/2 exp(—cOo),  k=0.1,....

Der Satz ist damit bewiesen. O O

Bemerkung: Die Schrittweitenstrategien gingen wiederum nur dadurch ein, dass die
Aussagen der Sétze [I.2HI.4] benutzt wurden.

Wird im Modellalgorithmus unter den Voraussetzungen von Satz[1.7stets die exakte
oder die Wolfe-Schrittweite (oder eine andere effiziente Schrittweite) gewéhlt, so ist

T 2
5 = (M) C k=0,1,....
gwll2 [[pll2

Die Bedingung Z;io d; = oo besagt, dass der Winkel zwischen —g; und pj, sich zwar
einem rechten Winkel annéhern, dies aber nicht zu schnell geschehen darf. O

3.1.3 Aufgaben

1. Die Zielfunktion f der unrestringierten Optimierungsaufgabe (P) gentge den Bedin-
gungen (V) (a)-(c) in Unterabschnitt Sei z. € Lo keine stationdre Losung von
(P) und p € R™ eine Abstiegsrichtung fiir f in z., d.h. V f(zc)Tp < 0. Seien a € (0, 3)
und 3 € (a, 1) gegeben. Hiermit definiere man

flxe+tp) < flxe) + atVf(xc)Tp, }
IV f(ze+tp)'p| < —BVf(ze)"p ’

die Menge der strengen Wolfe-Schrittweiten. Man zeige:

(a) Esist Tsw (e, p) # O.

(b) Es existiert eine von z. und p unabhéngige Konstante 6 > 0 mit

Vf(x)p
||pH2

Tsw (e, p) := {t >0:

2
f(xe) — flze+1tp) > 9< > fiir alle t € Tsw (z¢, p).

2. Die Zielfunktion f der unrestringierten Optimierungsaufgabe (P) gentige den Bedingun-
gen (V) (a)—(c) in Unterabschnitt[3.1.1} Sei . € Lo keine stationire Lésung von (P) und
p € R™ eine Abstiegsrichtung fiir f in z., d.h. Vf(x.)"p < 0. Seien a € (0,1), 0 > 0
und p € (0,1) gegeben. Folgendermafen bestimme man eine Schrittweite ¢ = t(z., p):

e Wihle 7 > —oV f(z.)Tp/|pl|3, bestimme die kleinste nichtnegative ganze Zahl j
mit

f(@e+ ijp) < flze) + oszij(xc)Tp
und setze t := 7p7.

Man zeige, dass eine von (x.,p) unabhingige Konstante 6 > 0 mit

v/ (wc)Tp> ?

Fee) — Flaettp) > 9( s

existiert.
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3. Die Zielfunktion f der unrestringierten Optimierungsaufgabe (P) geniige den Bedingun-
gen (V) (a)—(c) in Unterabschnitt Sei z. € Lo keine stationdre Losung von (P)
und p € R™ eine Abstiegsrichtung fiir f in z., d.h. Vf(z.)"p < 0. Bei vorgegebenem
a € (0, 3) definiere man

TG(wwp) = {t >0: f(xc) + (1 - a)tVf(a;c)Tp < f(xc + tp) < f(xc) + atVf(a;C)Tp}
(Menge der Goldstein-Schrittweiten). Analog zu Satz |1.3| zeige man:

(a) Esist Tg(xe,p) # Q.

(b) Es existiert eine von z. und p unabhéngige Konstante § > 0 mit

Vf(xe)p

2
> fir alle t € Tg(z., p).
P12

F(e) — flae +tp) > e(

4. Eine Funktion ¢:[a,b] — R heifst unimodal, wenn es genau ein t* € (a,b) gibt mit
B(t*) = minyg|q4) (), und wenn ¢ auf [a,t*] monoton fallend und auf [t*,b] monoton
wachsend ist. Zur Lokalisierung des Minimums t* der auf [a, b] unimodularen Funktion
¢ betrachte man die Methode vom goldenen Schnitt:

e Sei ¢ > 0 (gewiinschte Genauigkeit) gegeben, setze F := (v/5 — 1)/2.

s = at(1-F)b—a), & = o(s),
t = a+ F(b—a), & = ot).

e Solange b —a > e
— Falls ¢5 > ¢4, dann:

e Berechne {

a:=s, si=t t:=a+Fb—a), ¢s:=0c¢, o :=a(t)
— Andernfalls:
bi=t, t:=s s=a+(1—F)b—a), ¢ :=ds ¢s:=0d(s).
o 1*~ (a+0)/2.

Man beweise, dass dieser Algorithmus nach endlich vielen Schritten mit einem Intervall
[a, b] abbricht, das t* enthélt.

5. Man gebe eine Matlab-Implementation der Methode des goldenen Schnittes an und
erprobe sie an den Funktionerﬁ

(a) ¢(t) := —t/(t? + ¢) mit c:= 2,
(b) ¢(t) := (t+¢)® — 2(t + ¢)* mit ¢ := 0.004.
Hierbei veranschauliche man sich die Funktionen durch einen Plot.

6. Die Zielfunktion f der unrestringierten Optimierungsaufgabe (P) geniige den Bedin-
gungen (V) (a)—(c) in Unterabschnitt Zur Losung von (P) wende man den Mo-
dellalgorithmus mit py := —gj (hierbei sei wieder g := V f(xy)) und der konstanten

°Siehe C. GEIGER, C. KaNzow (1999, S.52).
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Schrittweite ¢ := 1/ an. Dann ist jeder Haufungspunkt der durch das Verfahren er-
zeugten Folge {zj} eine stationire Losung von (P).

Hinweis: Man wende Lemma (1.1} an, um

1
f(xk)_f(mk-i-l) > ankna k‘:O,l,...,

zu zeigen und beweise hiermit die Behauptung.

7. Die Voraussetzungen von Satz seien erfiillt. Die Zielfunktion f besitze in der Ni-
veaumenge L nur endlich viele stationdre Punkte. Der Modellalgorithmus erzeuge eine
Folge {z)} mit lim_, o0 (xg+1 — k) = 0. Dann konvergiert die gesamte Folge {z)} gegen
einen der stationdren Punkte von f.

Hinweis: Siehe J. M. ORTEGA, W. C. RHEINBOLDT (1970, S.476)|ﬂ.

8. Sei A € R™ "™ eine symmetrische, positiv definite Matrix mit kleinstem Eigenwert Amin
und grofstem Eigenwert Apax Dann gilt die Ungleichung von Kantorowitsch:

(Amin + >\max)2

(xTAa:) (xTA_la:) < TS -

(zTz)? fiir alle x € R™.

Hinweis: Durch eine orthogonale Ahnlichkeitstranformation kann man erreichen, dass
A 0.B.d. A. eine Diagonalmatrix ist, siche auch D. G. LUENBERGER (1973, S. 151)|Z|
und C. GEIGER, C. KAaNzow (1999, S.71).

9. Sei A € R™"™ symmetrisch und positiv definit mit kleinstem Eigenwert Api, und grof-
tem Eigenwert Apax. Fiur alle x € R™ \ {0} ist dann

( T Ax )2 N AAminAmax 4k (A)
||‘T”2 ”AxHQ ()‘min +)\max)2 (1 +/€2(A))27
wobei ka(A) natiirlich die Kondition von A beziiglich der Spektralnorm bedeutet.

10. Die Zielfunktion f der unrestringierten Optimierungsaufgabe (P) geniige den Voraus-
setzungen (K) (a)-(c) aus Lemma [1.6] Auf (P) wende man das Gradientenverfahren
(d.h. pg := —gg, wobei g := Vf(z)) mit exakter Schrittweite (d.h. ¢, = t*(zk, pr))
an. Mit z* werde die globale Losung von (P) bezeichnet.

(a) Mit Hilfe von Satz und Lemma [1.6| zeige man, dass
* c *
Flann) = 6 < (1= ) o) = F@) k=0.1,....

(b) Sei A € R™*™ eine symmetrische, positiv definite Matrix mit kleinstem Eigenwert
Amin und grofstem Eigenwert Apyax, ferner sei f(z) := %xTA:U — bT'z. Dann sind

6J. M. ORTEGA, W. C. RHEINBOLDT (1970) Iterative Solution of Nonlinear Equations in Several
Variables. Academic Press, New York-London.

"D. G. LUENBERGER (1973) Introduction to Linear and Nonlinear Programmin. Addison-Wesley,
Reading.
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die Voraussetzungen (K) (a)—(c) mit ¢ := Apin und v := Apax erfiillt. Man zeige,
dass sich die aus dem vorigen Teil der Aufgabe resultierende Abschétzung zu

o . 2
Flann) = 16 < (325 ) [ - @) k=01

verbessern lasst.

Hinweis: Man zeige

flar) — f@)  (gf Agr) (i A ar)

flar) = f(zrg1) llgx I3

und wende die Ungleichung von Kantorowitsch an.

11. SeiF_;] f:R" — R stetig differenzierbar und gleichméfig konvex sowie V f(-) global
lipschitzstetig auf dem gesamten R™. Es bezeichne v > 0 die zugehorige Lipschitz-
Konstante (beziiglich der euklidischen Norm) sowie ¢ > 0 die Konstante aus der De-
finition der gleichméfigen Konvexitat. Dann konvergiert das Gradientenverfahren mit
konstanter Schrittweite

T+ =z — aV f(xg), k=0,1,...,

fiir jeden Startvektor zg € R™, sofern a € (0,2¢/4?).

Hinweis: Man wende den Banachschen Fizpunktsatz an.

3.2 Quasi-Newton-Verfahren

3.2.1 Das Newton-Verfahren

Wir betrachten wieder die unrestringierte Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z), z € R",

wobei die Zielfunktion f:R™ — R als zweimal stetig differenzierbar vorausgesetzt
wird. Stationédre Losungen von (P) sind Losungen des i. Allg. nichtlinearen Gleichungs-
systems V f(z) = 0. Es liegt nahe, hierauf das Newton-Verfahren anzuwenden, was auf
die Iterationsvorschrift

Lht1 = T — VQf(.Tk)_lVf(.Tk)

fiihrt. Der lokale Konvergenzsatz fiir das Newton-Verfahren sagt aus:

Satz 2.1 Die Abbildung f:R™ — R sei auf einer Umgebung von x* € R" zweimal
stetig differenzierbar. Es sei V f(x*) = 0 (also x* ein stationdrer Punkt von f bzw. eine
stationire Losung von (P)) und V?f(z*) nichtsinguléir. || - || bezeichne eine beliebige
Norm im R™ bzw. die zugeordnete Matrixnorm. Dann existiert ein 6 > 0 derart, dass
fiir jedes

zg € Blz™; 0] :=={x e R": ||z — z"|| < 6}

8Diese Aufgabe haben wir C. GEIGER, C. KANZOW (1999, S.80) entnommen.
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die durch das Newton- Verfahren
Tpy1 i= 2 — V2 [ (2) "'V f (21), k=0,1,...,

gewonnene Folge {x;} definiert ist (d.h. V?f(x}) existiert und ist nichtsingulér, k =
0,1,...) und superlinear gegen z* konvergiertﬂ Ist zuséitzlich V2 f(-) auf einer (hin-
reichend kleinen) Kugel um x* in x* lipschitzstetig, d. h. existieren n > 0 und L > 0
mit

|V2f(x) — V2f(2)|| < L ||z — 2™ fiir alle x mit ||z — 2*|| < n,

so konvergiert {xy} bei hinreichend kleinem 6 > 0 fiir jedes o € B[x*;0] sogar von
mindestens zweiter Ordnung gegen x*, d. h. die Folge {z}} konvergiert gegen z* und es
existiert eine Konstante C' > 0 mit ||zgy; — 2% < C ||z, — 2*||%, k =0,1,. . ..

Beispiel: Wir kommen auf ein Beispiel aus Kapitel 1 zuriick. Es sei namlich f:R? —
R definiert durch

1 1
f(@) =~y + (208 — ad) — S(2 — o — a)?

In (0,0) liegt ein lokales Minimum. Wir schreiben ein function file Geiger.m (da die
Funktion im Buch von Geiger-Kanzow vorkommt), in dem der Funktionswert, der Gra-
dient und die Hessesche von f berechnet werden (es hétte fiir das jetzt kommende
Beispiel geniigt, nur den Gradienten und die Hessesche zu berechnen). Das konnte
folgendermaken aussehen:

function [f,g,Bl=Geiger(x);
c=2-x(1)"2-x(2)"2;
f=-x(1)"2%x(2)+0.25% (2*x (1) ~2-x(2)~2)-0.5*%c"2;
if nargout>1

g=[-2%x (1) *x(2)+x (1) +2*x (1) *c;-x(1) ~2-0.5*%x(2) +2*x(2) *c] ;
end;
if nargout>2

B=[5-x(2)-6%x (1) ~2-2*x(2) "2, -2%x (1) * (1+2%x(2)) ;

-2xx (1) *(1+42*x(2)),3.5-x(2) -2*x (1) ~2-6*x(2)~2];

end;

Nun schreiben wir eine kleine, einfache Funktion Newton zum ungedédmpften Newton-
Verfahren. Diese konnte folgendermafien aussehen:

function [x,iter]=Newton(fun,x_0,max_iter,tol);
O s ke ks s ok sk o s ok sk sk o s ok sk o o e ok sk o s sk ok sk ke ks s ok sk o s o sk ok sk o ks ok

%Undamped Newton method
Yhsk ok ok ok ok ok ok sk ok o ok ook K ok ok ok oK ok K ok oK ok oK oK oK ok K ok ok ook KoK ok K ok oK K K oK

%Input parameter:

% fun function to be minimized
% [f,g,B]l=fun(x) gives function value,
% gradient and hessian at x
yA x_0 starting vector
9Dies bedeutet bekanntlich, dass limg o [|2x+1 — 2*||/ |2k — 2*|| = 0, woraus natiirlich auch die

Konvergenz von {z;} gegen x* folgt.
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A max_iter maximal number of iterations

% tol method is stopped if norm of gradient
h is <=tol

%0utput parameter:

% X approximate solution (if successful)
% iter number of iterations performed

Of sk sk sk ok ok ok sk ok ok o ok sk sk o sk sk ok o ok sk sk ok o ok sk sk ok o sk sk ok ok ok sk ok ok o ok skok ok ok ok ok ok ok
x_c=x_0; [f_c,g_c,B_cl=feval(fun,x_c);iter=0;
while (norm(g_c)>tol)&(iter<max_iter)
p=-B_c\g_c; x_c=x_c+p;
[f_c,g_c,B_cl=feval(fun,x_c);
iter=iter+1;
end;
X=X_C;

Ein Aufruf
[x,iter]=Newton(’Geiger’, [5;4],100,1e-8);
ergibt (nach format long)

/ 0.70710678441217 or— 18
=\ 0.99999990614887 )@ = 1o

Hier wird also der Sattelpunkt (1/+/2,1) approximiert. Mit dem Startwert (2, —1) wird
z. B. das (lokale) Maximum in (%\/%, —+/56) approximiert, entsprechendes gilt fiir den
Startwert (—2, —1). Experimente zeigen, dass man in einer kleinen Umgebung von (0, 0)
starten muss, um Konvergenz gegen dieses (lokale) Minimum zu erreichen. O

Durch die Einfiihrung von Schrittweiten, also den Ubergang zum gedédmpften Verfahren

Tpy1 = xp — .V f(2) TV f ()

kann man versuchen, zu einem global konvergenten Verfahren zu kommen. Unter geeig-
neten Konvexititsvoraussetzungen, die u. a. sichern, dass V?f () positiv definit und
damit die Newton-Richtung py := —V?2f(z2,) 'V f(2;) eine Abstiegsrichtung ist, wird
man die Konvergenz des geddmpften Newton-Verfahrens erwarten. Ferner wird man
die Schrittweitenstrategie so gestalten wollen, dass nach endlich vielen Schritten, wenn
die durch das gedampfte Newton-Verfahren erzeugten Néherungen erst einmal hinrei-
chend nahe bei einer Losung liegen, automatisch vom gedampften zum ungedampften
Newton-Verfahren iibergegangen wird. Diese Erwartungen werden durch den folgenden
globalen Konvergenzsatz fiir das Newton-Verfahren bestéatigt.

Satz 2.2 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P). Uber die Zielfunk-
tion f:R" — R wird vorausgesetzt:

(a) Mit einem o € R" ist die Niveaumenge Ly := {x € R" : f(x) < f(z0)} konvex.

(b) f ist auf einer offenen Obermenge von Ly zweimal stetig differenzierbar und es
existieren positive Konstanten ¢ < vy mit

(%) cllpl < p"VPf(x)p <~vlpll;  fiirallex € Lo, p € R™
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Zur Bestimmung der unter diesen Voraussetzungen eindeutig existierenden (globalen)
Losung x* von (P) betrachte man das geddmpfte Newton-Verfahren

Tht1 = Tk + LDk mit  py = —V2f(33k)7lvf(37k)v

wobei ty, in jedem Schritt die Wolfe- oder die Armijo-Schrittweite sei. Dann gilt: Bricht
das Verfahren nicht vorzeitig mit der Lésung x* von (P) ab, so erzeugt es eine gegen
x* konvergente Folge {x}. Ferner ist t, = 1 fiir alle hinreichend grofken k, nach endlich
vielen Schritten geht das gedadmpfte Newton-Verfahren also in das ungeddmpfte iiber.

Beweis: Aus c||p||2 < pT'V2f(z)p fiir alle z € Lo und alle p € R™ folgt wegen Satz
2.3] dass die Zielfunktion f auf der nach Voraussetzung konvexen Niveaumenge Ly
gleichmiifig konvex ist. Wegen p?V2f(z)p < ~||pl|3 fiir alle x € Ly und alle p €
R™ ist |[V2f(z)]l2 < 7. Hieraus folgt die Lipschitzstetigkeit von V f(-) auf Ly mit
der Lipschitzkonstanten v > 0 (beziiglich der euklidischen Norm). Denn fiir beliebige
x,y € Ly ist

95w -Vl = | Pt sty = e - as

>

€Lg
1
< [ [Vt stw= o)) ds oo
0 N~
<y

< 7llz -yl

Zum Nachweis der Konvergenz der Folge {x} wollen wir Satz anwenden. Durch
(a) und (b) sind die Voraussetzungen (K) (a)—(c) aus Lemma erfiillt, wie wir uns
gerade eben tiberlegt haben. Die Bedingung (*) in Voraussetzung (b) impliziert

V()" pr Vi(z)Tpr \2 e
ol ol | 25 5] =

v
wie man unschwer nachweist. Insbesondere ist

k
1
<—E ; =0,1,....

0 1= min [—

Wegen Satz konvergiert die Folge {z}} gegen die eindeutige (globale) Losung z*
von (P). Um ¢, = 1 fiir alle hinreichend grofen k nachzuweisen, miissen wir (Wolfe-
Schrittweite)

flxr+pr) < flzw) +aVif(z) pr, Vf(zr +pe) o > BV () i

bzw. (Armijo-Schrittweite)

flae+pe) < flaw) + oV fae) e

fiir alle hinreichend groften k nachweisen. Es geniigt, die Wolfe-Schrittweite zu betrach-

ten und
i L@k oe) = flaw) 1 i Y @+ 2e) D

) — 0
k—o00 Vf(fl,‘k)Tpk 2 k—o0 Vf(xk)Tpk
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nachzuweisen.

Wegen ||prlla < [[Vf(zx)]|2/c konvergiert die Folge {py} der Newton-Richtungen
gegen den Nullvektor. Da aufserdem o.B.d. A. z* im Innern der Niveaumenge L liegt
und {zy} gegen x* konvergiert, liegt die gesamte Verbindungsstrecke zwischen z; und
xy + py fiir alle hinreichend grofsen k in Lg. Mit einem 6, € (0, 1) ist daher fiir diese &
wegen des Mittelwertsatzes

floy +pp) = flae) V() i + %ngQf(xk + Orpr)pr.
V f (k) pr a V f (k) pr
_ . PEVA (et Okpr)pi
B 2p V2 £ (x1)pi
_ 1 p (VP + Opr) — V2 f ()l
2 2pIV2 f(x,) '

Wegen xp, + Oppr — =¥ und xp, — 2* ist nun

108 [V f(k + Ocpr) — V2 f (23) ||

1
< EHVQf(Ik + Opi) — V2 f (i) ||l2 — 0,

P V2 f (k) pr
ot Flaxtpe) — flog) 1
T+ pr) — [Tk
1 = —
kgrolo Vf(xk)Tpk 2 - a
und damit

Flae+ k) < flze) + aV f(2r) pe

fiir alle hinreichend grofsen k bewiesen ist. Zum Nachweis der zweiten Beziehung beachte
man, dass wiederum wegen des Mittelwertsatzes ein 7, € (0,1) mit

Vf(xr +pp) pe = Vf (26) pr + 0L V2 f (25 + kD) Dk

exisyiert. Folglich ist

V f(zr + o) pr _ i [V2f (z + nepr) — V2 (21)]pe
V f(ze) Tk PEV2 f (k) pr
1
< EHVQf(xk + nepr) — V2 f ()2
— 0.
Insgesamt ist der Satz damit bewiesen. ] O

Beispiel: Wir wollen einmal das Newton-Verfahren mit der Wolfe-Schrittweite auf
die Rosenbrock-Funktion anwenden. Hierzu erweitern wir das schon frither erkléarte
Function-File Rosenbrock.m durch

function [f,g,B]=Rosenbrock(x);
£=100*% (x(2)-x(1)~2)~2+(1-x(1))"2;
if nargout>1
g=[-400*x (1) *(x(2)-x(1)~2)-2%(1-x(1)) ;200* (x(2) -x(1)~2)];
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end;
if nargout>2

B=[1200%x (1) ~2-400*x(2)+2 -400%*x(1);-400*x(1) 200];
end;

Mit dem kleinen Programm

x=[-1.2;1] ;x_stern=[1;1];
[f,g,B]=Rosenbrock(x) ;
A=[1;
for k=1:25
p=-B\g;
t=Wolfe(x,p, ’Rosenbrock’);
x=x+t*p; [f,g,B]=Rosenbrock(x) ;
A=[A;k,norm(g) ,norm(x-x_stern) ,f,t];
end;
disp(A)

erhalten wir Ergebnisse, die wir nicht angeben wollen, die aber zeigen, dass die Kon-
vergenzgeschwindigkeit, wie nicht anders zu erwarten, zumindestens lokal gut ist. O

Es gibt einige Einwénde gegen das Newton-Verfahren. Der erste ist theoretischer Art
und besteht darin, dass die Anwendung des Newton-Verfahrens fern einer stationéren
Losung von (P) keinen Sinn macht. Denn hier zieht die dem Newton-Verfahren zugrun-
de liegende Motivation nicht. Denn diese besteht ja darin, das zu 16sende nichtlineare
Gleichungssystem V f(z) = 0 in einer aktuellen Naherung z, zu linearisieren und die Lo-
sung dieses nichtlinearen Gleichungssystems V f(z.)+V?*f(z.)(z —z.) = 0 als neue Ni-
herung x, zu nehmen. Auch wenn in dem zu berechnenden Punkt z* die hinreichende
Optimalititsbedingung zweiter Ordnung erfiillt ist, also V f(z*) = 0 gilt und V2f(z*)
positiv definit ist, wird die Hessesche V?f(x,.) fiir von z* weit entferntes x. i. Allg.
nicht positiv definit sein und damit die Newton-Richtung p = —V2f(z.) 'V f(x.)
nicht unbedingt eine Abstiegsrichtung sein. Der zweite Einwand ist praktischer Art.
Das Newton-Verfahren verlangt die Berechnung der Hesseschen der Zielfunktion in der
aktuellen Naherung, also der zweiten partiellen Ableitungen. Dies ist bei vielen An-
wendungen, bei denen schon die Berechnung des Gradienten der Zielfunktion Miihe
bereitet, unzumutbar. Weiter muss beim Newton-Verfahren in jedem Schritt ein li-
neares Gleichungssystem mit der (symmetrischen) Koeffizientenmatrix V2 f(z,.) gelost
werden. Die Anzahl der hierzu nétigen arithmetischen Operationen ist im wesentli-
chen proportional zu n®. Ferner wird man kaum hoffen kénnen, Kenntnisse iiber eine
Zerlegung (Cholesky-, LR- oder QR-Zerlegung) von V2 f(z.) nutzbringend auf die Be-
rechnung einer entsprechenden Zerlegung von V2 f(z,) anwenden zu konnen.

3.2.2 Die Broyden-Klasse und das BFGS-Verfahren

Die Quasi-Newton-Verfahren versuchen, die Nachteile (Berechnung zweiter Ableitun-
gen, kostspieliges Losen linearer Gleichungssysteme) des Newton-Verfahrens zu vermei-
den, ohne die Vorteile (globale Konvergenz durch Einfiihrung von Schrittweiten und
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automatischer Ubergang zum ungedampften Verfahren bei gleichméfiig konvexer Ziel-
funktion, lokal superlineare Konvergenz des ungeddmpften Verfahrens) aufzugeben. Ins-
besondere das zu dieser Klasse gehérende BFGS-Verfahren (BFGS steht fiir Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Shanno, die dieses Verfahren unabhéngig voneinander 1970 entdeck-
ten) gilt fiir glatte, nicht zu hochdimensionale unrestringierte Optimierungsaufgaben,
bei denen neben den Zielfunktionswerten auch der Gradient zur Verfiigung steht, als
das anerkanntermafsen beste Minimierungsverfahren. In den Grundziigen sehen die zu
betrachtenden Quasi-Newton-Verfahren folgendermafsen aus (man vergleiche mit dem

Modellalgorithmus zu Beginn von Abschnitt :

e Gegeben zy € R"” und eine symmetrische, positiv definite Matrix B, € R™*".
Ferner sei gy := V f(zo).

e Fir k=0,1,...

— Test auf Abbruch: Falls g, = 0, dann: STOP.
— Berechne Abstiegsrichtung py, := —B; ' gy..

— Berechne Schrittweite ¢, etwa die exakte Schrittweite, die Wolfe- oder die
Armijo-Schrittweite.

— Berechne neue Naherung xy.1 := x + txpr und gryq := Vf(pi1).

— Berechne symmetrische, positiv definite Matrix Bi,; € R™" durch eine
sogenannte Update-Formel. In die Berechnung von By, gehen i. Allg. By
sowie S := Tgy1 — T und Yi ‘= grr1 — Gk €in.

Ein Quasi-Newton-Verfahren ist also (neben der Wahl der Schrittweitenstrategie) durch
die Update-Formel festgelegt. Um Schreibarbeit zu sparen, nehmen wir nun an, x, := xy
sei eine aktuelle Naherung mit g. := Vf(z.) # 0, B. := By sei symmetrisch und
positiv definit und damit p := —B_ !¢, eine Abstiegsrichtung, und mit einer geeigneten
Schrittweite ¢ := ¢, seien die neue Naherung x, := z.+tp und g, := V f(x,) berechnet.
Ferner sei s := x, — x, und y := g, — g.. Wie sollte nun die neue symmetrische und
positiv definite Matrix By := By, berechnet werden? Hierauf gibt es keine eindeutige
Antwort. Neben der Symmetrie und positiven Definitheit sollte B, der sogenannten
Quasi-Newton-Gleichung
B.s=y

(gelegentlich auch Sekantengleichung genannt) gentigen. Als Motivation fiir die Quasi-
Newton-Gleichung geben wir an, dass fiir hinreichend glattes, etwa zweimal stetig dif-
ferenzierbares f, die Beziehung

Vi) - Vi) = / V2 + tly — 2)) di(y — )

gilt. Es liegt daher nahe, y = B, s zu fordern, um B, “in die Ndhe der Hesseschen zu
zwingen”.

Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz einer symmetrischen, positiv definiten
Matrix mit Bys = y ist offenbar y’s > 0. Diese Bedingung ist z. B. unter den Bedin-
gungen (K) (a)—(c) aus Lemma [1.6| erfiillt, wenn also insbesondere die Zielfunktion f
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auf der konvexen Niveaumenge Ly gleichméfig konvex (mit einer Konstanten ¢ > 0)
ist. Denn dann ist

y's = V() = V()] (@4 —ze) > cllay =zl = c|s]l; > 0.

Aber auch ohne die gleichmiRige Konvexitit von f ist i. Allg. y¥s > 0. Denn ist z. B.
t > 0 eine Wolfe-Schrittweite, so ist

yTS = t[Vf(ZE+) - Vf(l‘c)}Tp > t(ﬁ - 1)Vf(l‘c)Tp >0

mit vorgegebenem 3 € (0,1). Ist ferner ¢ die exakte Schrittweite, so ist V f(x;)Tp =0
und daher y''s = -tV f(z.)Tp > 0.
Eine Update-Formel der Broyden-Klasse ist bei gegebenem ¢ € R durch

By = B, — + + ¢(sT Bes)vo”
s

mit
Y B.s
V= —— —
yT's  sTB.s

definiert, wobei wir in diesem Zusammenhang ausnahmsweise, um die Abhéngigkeit
von dem Parameter ¢ zu unterstreichen, B, statt By schreiben. Die prominentesten
Vertreter dieser Broyden-Klasse ergeben sich fiir ¢ = 0 (BFGS-Update-Formel) und
¢ = 1 (DFP-Update-Formel, wobei DFP fiir Davidon-Fletcher-Powell steht, die 1959
bzw. 1963 diese Formel angaben und das zugehorige Verfahren untersuchten, das zu der
Zeit einen wesentlichen Fortschritt gegeniiber dem vorher noch ziemlich konkurrenzlo-
sen Gradientenverfahren bedeutete). Ist ¢ € [0, 1], so spricht man von einem Update
aus der konvexen Broyden-Klasse.

In dem folgenden Satz wird unter der Voraussetzung y’'s > 0 u. a. gezeigt, dass mit
B, fiir alle ¢ > 0 auch B, symmetrisch und positiv definit ist. Hierbei wird das Lemma
von Sherman-Morrison benutztl¥} das wir jetzt zitieren.

Lemma 2.3 Sei A € R™*" nichtsingular und u,v € R™. Dann gilt:
1. Die Matrix A + uv? ist genau dann nichtsinguléir, wenn 1 + vT A=ty # 0.

2. Ist 1 +vT A7t # 0, so ist

A T AL
AfuwT)y =gt o 2 W2
(A+uv") T ATy
Es ist
det(A +uv”) = (1 +vT A ) det(A).
10Giehe z. B.

J. WERNER (1992) Numerische Mathematik 1. Vieweg, Braunschweig-Wiesbaden.
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Satz 2.4 Seien y,s € R™ mit y’'s > 0 sowie eine symmetrische, positiv definite Matrix
B, € R™"™ gegeben. Durch

B, := Bgras + ¢(s” Bes)vo”
mit
(Bes)(Bes)" | yy” oy Bes
sTB,s yT's’ T yTs  sTB.s
sei die zum Parameter ¢ € R gehérende Update-Formel des Broyden-Verfahrens defi-
niert. Dann gilt:

Bgrgs := B. —

1. Fiir jedes ¢ € R ist Bys =y, d. h. jedes Update der Broyden-Klasse gentigt der
Quasi-Newton-Gleichung.

2. Die Matrix B, ist fiir jedes ¢ > 0 symmetrisch und positiv definit.

3. Es ist
y''s

det(BBpgs) = STB S

det(B.)

und

B—l — B—l . (Bc_ly)<BC_1y)T SST
BFGS c yTBc_ly yTs
1

B s B Yy s B 'y 1T
+ (y" B, 'y) [ ] [y

yTs  yTBlyllyTs  yTB ly
_ gy (14 Y BlyyssT  s(BIly)T + (Bily)s”
e yT's JyTs yT's
— (I_i)g—l(]_ﬂ) —i—ﬁ
- T c T T
yT's yTs/) =~ yTs

Beweis: Die Giiltigkeit der Quasi-Newton-Gleichung Bys = y ist offensichtlich. Klar
ist ferner, dass mit B. auch B, symmetrisch ist. Fiir den zweiten Teil des Satzes geniigt
es offenbar zu zeigen, dass Bgpgs positiv definit ist.

Da B, € R™"™ symmetrisch und positiv definit, besitzt B, eine Cholesky-Zerlegung
B. = LLT mit einer unteren Dreiecksmatrix L., deren Diagonalelemente positiv sind.
Wir zeigen, dass Bprgs = J4J1 mit einer nichtsinguldren Matrix J, woraus die zweite
Behauptung folgt. Hierzu definiere man

T 1/2 — L T
_( YS T — (y W)W
v (STBCS> Les.he=bed Tmm

TL—l _Lc TL—l T 1/2
pom g WL W Law)  w cy:<ys> 40,
wlw wlw sTB.s

ist J, nach Lemma [2.3] nichtsingular und

(L 'y —w)w L]

e
+ ¢ ocwlw

, det(J}) = o det(L,).




3.2 Quasi-Newton-Verfahren 65

Ferner bestétigt man nach leichter Rechnung, dass J;J{ = Bgrgs, womit der zweite
Teil des Satzes bewiesen ist.

Es ist T,
det(Bgras) = det(J,)2 = 02 det(L,)® = —2—— det(B
et(Bpras) et(Jy) o”det(L.) sTB.s (Be)-
Aus Bgpas = Ji 7 J:! erhilt man durch Einsetzen und Umformen leicht einen Beweis
der restlichen Behauptungen. O a

Bemerkung: Der Broyden-Update ist
B, = Bgras + ¢(s” Bes)vv”

so dass eine erneute Anwendung von Lemma liefert, dass B, genau dann nichtsin-
gular ist, wenn
Ist dies der Fall, so ist

o(sT B.s)

B_1 _ B_1 _ -1 v -1 v T
¢ BFGS 1+ ¢(STBCS) (UTB]E]}\GSU>( BFGS )( BFGS )
Hierbei ist
_ Loy y'Bly 1 "Bty y's
1 _ 1 o7 c
Bras? = % <BC 4= yTs )’ o' Barast = yTs< yTs STBCS>'

Mit der im Beweis von Satz vorkommenden Matrix J, ist ferner

By = Ji[I + ¢(s" Bes)(J: ) (I 0) T
Daher ist By genau dann symmetrisch und positiv definit, wenn es

Jy =1+ ¢(s" Bes)(J ) (J )"

ist. Diese Matrix hat den (n — 1)-fachen Eigenwert 1 und den weiteren Eigenwert
1+ ¢(s" Be.s)(vT Bgpasv). Mit den Abkiirzungen

a = yTBc_ly, b:=y’s, c:=s'B,s
ist dies genau dann der Fall, wenn

b > — !

(sTBes) (v Bppasv)
b2

ac —b?’

Hierbei beachte man, dass b? < ac wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und
hier Gleichheit genau dann gilt, wenn y ein positives Vielfaches von B.s ist. Auferdem
ist (wegen des zweiten Teils von Lemma [2.3)

det(By) = [1+ ¢(s" Bes)(v" Bgpasv)] det(Bgras)
- Dess- Db

= -9+ 7] det(B.).
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Dieses Ergebnis hatten wir z. B. auch dadurch erhalten konnen, indem wir die Eigen-
werte von Bs "/ 2B¢Bc_ "2 berechnet hitten, siche Aufgabe . O

Ausgehend von denselben Startelementen xg und B, erzeugen alle Verfahren der Broy-
den-Klasse identische Folgen {z}, wenn in jedem Schritt die exakte Schrittweite t;, =
t*(zk, pr) gewahlt wird. Dieses bemerkenswerte Ergebnis stammt von L. C. W. DIXON
(1972)@, fiir eine genaue Formulierung und einen Beweis vergleiche man auch J. WER-
NER (1992, S.198{f.). Wendet man ein Quasi-Newton-Verfahren der Broyden-Klasse
auf eine gleichméfig konvexe quadratische Zielfunktion f:R™ — R an und benutzt
man in jedem Schritt die exakte Schrittweite, so bricht das Verfahren nach m < n
Schritten mit der Losung ab. Wegen des Ergebnisses von Dixon geniigt es, dies fiir das
BFGS-Verfahren zu beweisen. Wir begniigen uns mit einer genauen Formulierung und
verweisen fiir einen Beweis auf J. WERNER (1992, S. 200).

Satz 2.5 Auf die unrestringierte Optimierungsaufgabe

1
(P) Minimiere f(x) := §:cTA:c — bz, zeR

mit symmetrischer und positiv definiter Matrix A € R"*" wende man das BFGS-
Verfahren mit exakter Schrittweite an:

e Seien xy € R™ und eine symmetrische, positiv definite Matrix Hy € R™*" vorge-
geben. Berechne gq := V f(xy).

o Fiirk=0,1,...:

— Falls g;, = 0, dann: m := k, STOP.

— Berechne
9k Dr
pe = —Hige, tri=——"— Tpr1 =Tk + b Grr1 = Vo (@ri1).
Dy Apy,

— Mit s := xy1 — o und yi ‘= grr1 — g berechne

ykTHky> skst se(Heyr)' + (Hyyr) st

Hip o= Hy + (1+ 27 -
Y Sk

Yr Sk Yk Sk
Dann gilt:
1. Das Verfahren bricht nach m < n Schritten mit der Lésung x,,, = «* von (P) ab.

2. Esist pf Ap, = 0 fiir 0 < i < k < m — 1, d. h. die erzeugten Richtungen sind
orthogonal beziiglich des durch (x,y) := x* Ay definierten Skalarproduktes.

3. Esist pf'gr, =0 und Hyy; = s; fir 0 <i < k < m.

U1, C. W. DixonN (1972) “Variable metric algorithms: Necessary and sufficient conditions for
identical behavior on nonquadratic functions.” J. Opt. Theory Appl. 10, 34—40.
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4. Ist m =n, so ist H, = A~'.

Beispiel: Wir wollen die Aussage des letzten Satzes an einem einfachen Beispiel (siehe
P. SpeLLUCT (1993, S.136), dort allerdings ein kleiner Schreibfehler) nachpriifen. Es
sei die Funktion

f(z) == 2] — da129 + 825 — 311 — day

zu minimieren. Es ist also f(z) = ;27 Qz — b2 mit

() a(13)

Wir wenden das Verfahren aus Satz 2.5 mit

we(9) m=(3Y)

an. Wir legen ein Function-File QuadBFGS.m ab:

function [x,H,m]=QuadBFGS(b,A,x_0,H_0);
%Input-Parameter:

% b n-vector

% A n-by-n matrix, spd

% x_0 initial iterate

% H_O starting spd matrix
%0utput-Parameter:

% X solution of Ax-b=0

% H last BFGS-matrix, usually H=A"-1
% m number of steps

Yk ok sk ok ko ok ok sk ok ok ok ok ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok sk ok ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok sk ok ok ok K
m=0;

epsilon=1e-12*(norm(b)+norm(A));
x_c=x_0;H=H_O;
g_c=A*x_c-b;
while (norm(g_c)>epsilon)
m=m+1;
p=-Hxg_c; q=A*p; t=-g_c’*p/(p’*q);
x_plus=x_c+t*p; g_plus=g_c+t*q;
s=x_plus-x_c;y=g_plus-g_c;
b=y’ *s;z=Hx*y;
H=H+(1+(y’*z) /b) *(s*s’) /b- (s*z’+z*s’) /b;
x_c=x_plus; g_c=g_plus;
end;
X=X_C;

Belegen wir die Eingangsparameter und rufen diese Funktion auf, so erhalten wir nach
m = 2 Schritten

_/ 4.0000 4 _ (10000 0.2500
=\ 19500 )’ ~ 1\ 02500 0.1250 /-

Wir werden spéter zeigen, dass das auf eine gleichméfig konvexe, quadratische Ziel-
funktion angewandte ungedédmpfte BFGS-Verfahren global superlinear konvergent ist.
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Andert man obige Funktion indem man die Schrittweite ¢ = 1 benutzt, so erhilt man
z.B. einen Ausstieg nach m = 9 Schritten. O

Es muss zugegeben werden, dass die Update-Formeln der Broyden-Klasse und damit
insbesondere auch die BEFGS-Update-Formel bisher vom Himmel gefallen sind. In den
Aufgaben |4 und [5| gehen wir auf Variationsansétze ein, bei denen das Problem be-
trachtet wird, unter allen symmetrischen und positiv definiten Matrizen, welche der
Quasi-Newton-Gleichung gentigen, eine zu bestimmen, die beziiglich eines geeigneten
“Abstandes” moglichst wenig von der aktuellen, symmetrischen und positiv definiten
Matrix B, € R™" entfernt ist.

3.2.3 Globale Konvergenz des BFGS-Verfahrens

In diesem Unterabschnitt gehen wir auf die globale Konvergenz des BFGS-Verfahrens
ein, beweisen also Konvergenzergebnisse, bei denen nicht vorausgesetzt wird, dass der
Startwert in der Ndhe einer Losung ist.

Wie stets in dieser Vorlesung ist auch hier die unrestringierte Optimierungsaufgabe

(P) Minimiere f(z), x € R",

gegeben. In der globalen und der spater zu untersuchenden lokalen Konvergenzanalyse
spielt eine Funktion v(-) eine Rolle (siehe auch Aufgabe , die wir im folgenden Lemma
definieren und von der wir einige Eigenschaften beweisen werden.

Lemma 2.6 Sei S™*" der lineare Raum der symmetrischen n xn-Matrizen und SI™" C
S™*" die konvexe Teilmenge der positiv definiten Matrizen. Man definiere ¢: S7*" —
R durch

P(A) :==tr(A) — Indet(A).

Dann gilt:
1. Esist ¢(A) > n fiir alle A € S7*". Es gilt Gleichheit genau dann, wenn A = I.

2. Ist {Ag} € 87", soist {1(Ax)} C Ry genau dann (nach oben) beschrénkt, wenn
{1l Axll2} und {||Az"||} beschrinkt sind.

3. Die Abbildung v (-) ist auf S¢*" konvex.

Beweis: Sind A\ (A) > --- > A\, (A) die Eigenwerte der symmetrischen, positiv definiten
Matrix A € R™*" so ist

O(4) =) [N(A) —lnA(A)] > n.

>1

Gilt hier Gleichheit, so ist \;(A) = 1,4 = 1,...,n, und folglich A = I. Fiir dieses
Argument spielt die Funktion ¢ — Int auf R, eine Rolle, wir veranschaulichen sie uns
in Abbildung Offenbar ist ndmlich 1 <t —Int fiir alle £ > 0 und es gilt Gleichheit
genau dann, wenn ¢t = 1. Ist {¢)(Ay)} fiir eine Folge {Ax} C S}*" beschrénkt, so
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35

25| t-log t

Abbildung 3.2: Die Funktion ¢t — Int

existieren positive Konstanten ¢ und C' mit ¢ < A\pin(Ax) und Apax(Ax) < C fiir alle
k, woraus auch die zweite Behauptung folgt. Die dritte Aussage hatten wir in einem
Beispiel im Anschluss an Satz[2.2]in Abschnitt [2.2| bewiesen (leider wird diese Aussage
im weiteren aber keine Rolle spielen). Damit ist das Lemma bewiesen. a a

Es folgt nun ein globaler Konvergenzsatz fiir das BFGS-Verfahren, wobei die Zielfunk-
tion als gleichméfig konvex vorausgesetzt wird. Von den friiheren Beweisansitzen sei
nur der von M. J. D. POWELL (1976) genannt.

Satz 2.7 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P), die Voraussetzun-
gen (K) (a)-(c) aus Lemmall.6 seien erfiillt. Es gelte also:

(K) (a)  Mit einem gegebenen xy € M (Startwert eines Iterationsverfahrens) ist die
Niveaumenge Ly := {x € R" : f(z) < f(x0)} konvex.

(b)  Die Zielfunktion f ist auf einer offenen Obermenge von Ly stetig differenzier-
bar und auf Ly gleichméfig konvex, d. h. es existiert eine Konstante ¢ > (
mit

c .
g~ 2l + V1@ (- 2) < J) ~ f@)  firallex,y € Lo
(¢)  Der Gradient V f(-) ist auf Ly lipschitzstetig, d. h. es existiert eine Konstante
v > 0 mit
Vi) =Vl <vlz—yll  firallez,y € L.

Man betrachte das durch die exakte, Wolfe- oder Armijo-Schrittweite geddmpfte BFGS-
Verfahren:

12M. J. D.POWELL (1976) “Some global convergence properties of a variable metric algorithm for
minimization without exact line searches.” STAM-AMS Proceedings 9, 53-72.
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e Gegeben der Startwert o € R™, sei gy := V f(x¢). Ferner sei eine symmetrische,
positiv definite Matrix By € R™"*" gegeben.

o Fiirk=0,1,...:

— Falls g = 0, dann: STOP, zy, ist Lésung von (P).
— Berechne py, := —Bk_lgk.

— Sei t;, > 0 die exakte Schrittweite, Wolfe-Schrittweite oder Armijo-Schritt-
weite in xy, in Richtung py.

— Sei Tpy1 := x) + tgpy und berechne g1 := V f(xp11).
— Mit s = xgy1 — o und yg ‘= g1 — gk Sei

(BkSk)<Bk5k)T I yky;?

+1 - k T T .
55, Bisk, Ype Sk

Dann gilt: Das Verfahren bricht nach endlich vielen Schritten mit der Lésung x* von (P)
ab oder es liefert eine Folge {x}}, die R-linear gegen x* konvergiert, d. h. es existieren
Konstanten C' > 0 und q € (0,1) mit ||z — 2*|| < Cq* fiir alle k.

Beweis: Die Durchfiihrbarkeit des Verfahrens ist gesichert. Denn ist gr # 0 und By
symmetrisch und positiv definit, so ist p, = — B, 19, eine Abstiegsrichtung und daher
sk # 0. Wegen der gleichméfigen Konvexitit der Zielfunktion f ist folglich yi sy >
c||st]|> > 0 und damit auch By, positiv definit.

Es wird angenommen, das Verfahren breche nicht schon nach endlich vielen Schrit-
ten mit der Losung ab. Wir wollen Satz anwenden und zeigen hierzu die Existenz
einer Konstanten 9 > 0 mit

k
1
< — ; =0,1,...
0< =72 % k=01,

J=0

wobel

97 p; ( 91 p; )2}
g 112" Mgl s |
Hierzu benutzen wir die durch ¢(A) := tr(A) —Indet(A) auf der Menge S7*" der sym-

metrischen, positiv definiten n x n-Matrizen in Lemma [2.6] definierte Abbildung. Wegen
det(Byi1) = (yi sp/st Bysy,) det(By) (siehe den dritten Teil von Satz erhalten wir

; := min [—

||Bk5k||2 Hykl|2 y}fsk
B = B;) — —1
Y(By11) Y(Bk) SgBkSk y,fsk nsszSk
Sk Brsk 2 || Besi|? || Brs|®
(B —i—ln( k > + [1 —— +1 —}
(Be) [sell | Beskl| Ska;Sk s;{Bksk

lyel®> | ykTSk’].

+
Yk Sk lsk]”
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Man iiberzeugt sich leicht davon, dass der letzte Term beschrankt ist. Denn es ist

2 2
Iol? _ 2 sl
Yi Sk ykSk C
und daher ) . ,
[H%H —1-1 yksg] Sl— Inc=:C
Yi Sk skl c

Mit C := )(By) + C' ist daher

n < (Bgs1)
st Besk \? || Besi|? [Brskll*] | 2
< v (i) - el el v
< VBB TBusy T Buse ) T
STBys; |2 1B,z IBys; 121y . -
< v Sl - sl e
= ”Z B 15T, YT, s+ Ok

k
s Bjsj \? 18511 155>
< Clk+1)+ {ln(—j> +[1— 2 I0 4 n L H
]Z 113,51 sTBjs; | sIBys;

<O <0

Folglich ist

i G [nBjst? W HBjstPH <Ol 1)

TP .. TP .. TP ..
= S; Bjs; S; Bjs; Sj Bjs;
vV TV
>0 >0

fiir alle k. Nun iiberlegen wir uns:

e Sind ag,...,a, > 0 und a > 0 eine Zahl mit Z?:o aj <a(k+1), so gibt es eine
Indexmenge J;, C {0, ..., k}, die mindestens %(k + 1) Elemente enthalt, und fiir
die o; < 2a fiir alle j € Jj.

Denn: Man definiere [, := {i € {0,...,k} : a; > 2a}. Dann ist

WE

(/C + 1)& > o7 > ZOQ‘ > #([k)Qa

§=0 i€l

so dass Ij, weniger als 3(k 4+ 1) Elemente enthélt. Dann ist J, := {0,...,k} \ I die
gesuchte Indexmenge.

Eine Anwendung dieser Zwischenbehauptung liefert fiir jedes k die Existenz einer
Indexmenge J;, C {0, ..., k} mit mindestens 3(k + 1) Elementen und

1 1Bass N 2 B;s;||? Bjs;||?
ln<||Sy|| I ]SJH) +[H il _1_111”]#” <20 fir alle j € Jj,.

TR .. TP <. TP .
S; Bjs; S5 Bjs; S5 Bjs;
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Insbesondere erhélt man hieraus die Existenz einer von k unabhéngigen Konstanten
C1 > 0 mit
(IISjII IIBijH) 1B; SJIIZ <

fiir alle 5 € Jj.
szjsj TB ir alle j &

Nun ist s; = t;p; = —thj_lgj und daher

I

<||Sj|| ||Bj='>“j||>2 _ <||9j|| ||pj||)2 1Bjsill®> gy

TR . T,,. TR .o. T, °
s Bjs; 9; pj s; Bjs; 9; pj

Folglich ist

T, . Ty, 2 R 1
d; := min [— 9 p]2, ( % s ) } >0 == fiir alle j € Jj.
111" Mgl Hlps] Cy

Fir alle k ist daher

l\DIOvn

Zé > "0 > #(D)d

JE€Jk

(k+1),

so dass die Behauptung des Satzes aus dem allgemeinen Konvergenzsatz folgt. OO

Nun folgt ein globaler Konvergenzsatz, in welchem die Zielfunktion nur noch als konvex
vorausgesetzt wird, siehe M. J. D. POWELL (1976). Ferner wird vorausgesetzt, dass
die Wolfe-Schrittweite benutzt wird.

Satz 2.8 Die Zielfunktion f sei konvex und auf einer offenen Obermenge der Niveau-
menge Lo zweimal stetig differenzierbar, ferner existiere eine Konstante M > 0 mit
|V2f(z)|| < M fiir allex € Lo. Auf die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P) wende
man das BFGS-Verfahren mit der Wolfe-Schrittweite an. Mit vorgegebenen o € (0, 3)
und f € («, 1) bestimme man die Schrittweite t;, > 0 also so, dass

[ +tipe) < flz) + atrgi pr, Gk > BaL D
Ist dann f nach unten beschrdnkt auf der Niveaumenge Lg, so gilt

liminf ||gx|| = 0.
k—ro0

Beweis: Die Durchfiihrbarkeit des Verfahrens ist auch ohne die gleichméfige Konve-
xitéat der Zielfunktion gesichert, da die Wolfe-Schrittweite verwendet wird.
Zunachst zeigen wir, dass

||yk||2

yk Sk

< M, E=0,1,....
Denn mit der symmetrischen, positiv semidefiniten Matrix

1
0
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ist
||yk||2 _ ||Gk;3k||2 _ (Gllﬁ/st)TGk(G,i/QSk) < |Gkl < M.
Yisk sy Grsi G s 2 - -

Es ist

s

|| Brsi|” N |y
TBkSk yfsk

_ Z |B; 3g||2 Z [[yll?
TB S, T
7=0

tI‘(Bk+1) = tI‘(Bk>—

A
o
=
+
=

|
'Mw

&9

h('IJ

mit
¢y = tr(By) + M.

Wegen tr(Bjy1) > 0 und der Ungleichung vom geometrisch arithmetischen Mittel ist

Aus tr(Biy1) < ei(k + 1), det(Bry1) = (yf si/st Bgsy) det(By) und der Ungleichung
vom geometrisch-arithmetischen Mittel folgt ferner, dass det(Bgy1) < (c1(k + 1)/n)"
und folglich

k
H ijsj _ det(By11) < okl
S i S det(B()> -

fiir alle £ € N mit einer hinreichend grofen Konstanten ¢, > 0. Folglich ist

k 2,T
1B;s;|I” yj s;
H 710 7 <7 §(0102)k+1

it (s)Bjs)?

fiir alle £ € N. Unter Benutzung der zweiten Bedingung an die Wolfe-Schrittweite
erhalten wir, dass

k T
(6162)k+1 > H”Bjsj||2yjsj

o (s]Bjsy)?

k
11 95117y} s;

j=0 ( gJTSj)2

k+1 H HQJ

Jj= O_QJ

I

H2

v
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Im Widerspruch zur Behauptung nehmen wir nun an, es existiere ein > 0 mit ||g;|| >
n fiir alle 5. Dann ist, wieder unter Benutzung der Ungleichung vom geometrisch-
arithmetischen Mittel,

(1—p)n <

C1C2

A
VS
—

N
5,

V)]

.
S~—

"

—_

~

=

J’_

=

II M;r
S
CI)
Q

Insbesondere ist Z?ZO( g7 sj) = co. Wegen der ersten Bedingung an die Wolfe-Schritt-
weite ist andererseits

S (-gFsi) < = S U7w) ~ Flrga)] = L[7e) - Flae)] < L=

«

wobei f, eine untere Schranke von f auf Lo ist. Also ist Z?ZD(—ngsj) < oo, der
gewiinschte Widerspruch ist erreicht. O O

Bemerkung: Die Konvexitidt von f wurde nur benutzt, um aus der Beschréanktheit
von |[V2f(+)|| auf der Niveaumenge L, auf die Beschrinktheit von {|lyx||?/y}si} zu
schliefsen. Setzt man diese voraus, so ist die Konvexitiatsvoraussetzung unnétig. O

Es ist nach wie vor ungeklart, ob das BFGS-Verfahren auch ohne Konvexitatsvoraus-

setzung global konvergent ist bzw. die folgende Frage mit “ja
kann.

beantwortet werden

e Sei die Zielfunktion f auf der Niveaumenge L nach unten beschriankt. Die Folge
{1} sei durch das BFGS-Verfahren mit Wolfe-Schrittweite gewonnen. Ist dann
liminfy o ||V f(zg)]| = 07

Von D.-H. L1, M. FUKUSHIMA (2001)"] ist in diese Richtung ein kleiner Fortschritt
erreicht worden. Genauer ist ihr Hauptergebnis der folgende Satz.

Satz 2.9 Uber die Zielfunktion f wird vorausgesetzt, dass die Niveaumenge Ly :=
{z € R": f(x) < f(xo)} beschrinkt ist, f auf einer offenen Obermenge von Ly stetig
differenzierbar ist und eine Konstante v > 0 mit |V f(z) — Vf(y)|| < v|lx — y]|| fiir
alle x,y € Ly existiert. Seien ¢ > 0 und o > 0 gegeben. Man betrachte das folgende
Verfahren:

e Gegeben der Startwert xo € R"™, sei gy := V f(x¢). Ferner sei eine symmetrische,
positiv definite Matrix By € R™*" gegeben.

o Fiirk=0,1,...:

— Falls g, = 0, dann: STOP, xy, ist stationdre Losung von (P).
— Berechne p;, := —B,;lgk.

13D.-H. L1, M. FUKUSHIMA (2001) “On the global convergence of the BFGS method for nonconvex
unconstrained optimization problems.” STAM Journal on Optimization 11, 1054—-1064.
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— Sei t, > 0 die exakte Schrittweite, Wolfe-Schrittweite oder Armijo-Schritt-
weite in xyp in Richtung py..

— Sei xyy1 := xp + tgpr und berechne g1 := V f(xp11).

— Mit sp := xpy1 — o und yYg = grr1 — Gi S€l

(Besi)(Brse)” | yyi Yp Sk
S > €l|gil|®

B, —
T T
By = 53, Brsg Yk Sk

By, sonst.

Dann gilt: Das Verfahren bricht nach endlich vielen Schritten mit einer stationéren
Losung ab oder es liefert eine Folge {xy} mit liminfy_, ||gx|| = 0.

Beweis: Die Durchfiihrbarkeit des Verfahrens ist offenbar gesichert, es handelt sich um
ein Abstiegsverfahren. Es wird angenommen, das Verfahren breche nicht nach endlich
vielen Schritten mit einer stationdren Losung ab. Wegen der Sétze [1.2] und
existiert eine Konstante # > 0 mit

fla;) = f(zje1) > 6065 lg;I?,  7=0,1,...,

wobel

9, pj ( 9; Dy )2]

1g511>" Mgill lpsll /3

Im Widerspruch zur Behauptung nehmen wir an, dass es ein n > 0 mit ||g;|| > n fir

alle j gibt. Da dann f(z;) — f(xj11) > Ond; fiir alle j, geniigt es, die Existenz einer

Konstanten > 0 mit ¢; > ¢ fiir unendlich viele j zu zeigen. Denn dann erhalten wir

einen Widerspruch dazu, dass f auf der Niveaumenge Ly nach unten beschriankt ist.
Wir definieren die Indexmenge

;1= min [—

T
. Y8
Sj

Ist J endlich, so ist B; = B mit einer symmetrischen, positiv definiten Matrix B fiir
fast alle j. In diesem Falle ist daher

J.

; min(1, Apin(B))

= min[

T T
55 Bs; < s Bs;

J EEP
1Bs;l12" Misi I 1 Bsjll/ 4~ Amax(B)

fiir fast alle j und die Behauptung richtig. Wir kénnen daher im folgenden annehmen,
dass J nicht endlich ist. Zunéchst definieren wir die Indexmengen

Joo=Jn{0,1,....k}, k=0,1,...,

und beachten, dass limy_,, #(Jx) = 0o. Dann ist (wir benutzen wieder die Funktion

¥(-) aus Lemma [2.6] siehe auch den Beweis zu Satz

sTBjsj \? | B;s;]? | B;s;]?
Y(Byy1) = (Bo) + {ln( d ) +[1— 21 +n ] ]}
" Z HS]H | Bjs;l s1 Bjs; 51 Bjsj




76 Schrittweitenverfahren

ly;ll* v 5
eyl v
2 15112

jEJk yJ 5j
s; Bisj \? 135511 135511
< v+ (o) - Y s )
Z \SJH 1Bjs s; Bjs; s; Bjs;

—I—Z(——l—ln(en ))

Jj€Jk

s Bisi N IBssil® IBysil
< O#(Jk)+§{1n( J )+[1 S5 gy 1255 ]}

5511 1855 s; Bjs, sj Bjs,

mit einer von k unabhéngigen Konstanten C' > 0. Hieraus erhalten wir die Existenz
einer Indexmenge J;; C Jy, mit #(J;) > 3#(J,) und einer Konstanten Cy > 0 mit

N IB:s: N2 || Bis:||2
ax[(Hng I JSJH) 1B;5,l } <C,  firallej e Ji.

TR o. PN/ Ay » SN
sjBJs] sjB]s]

Folglich ist 6; > ¢ := 1/C} fiir alle j € J}. Fiir alle k € N ist also

flwo) = floren) = Y [f(x;) = fw0)]

§=0
on?

>

> Cl#(‘]k)
on*

>

= 20, (k).

Da limy_,o, #(Ji) = 00, erhalten wir einen Widerspruch dazu, dass f auf Ly nach unten
beschrankt ist. Der Satz ist bewiesen. O O

Im letzten Satz dieses Unterabschnitts beweisen wir die globale und superlineare Kon-
vergenz des ungeddmpften BFGS-Verfahrens bei gleichméfig konvexer, quadratischer
Zielfunktion.

Satz 2.10 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe
o . . T 1 T n
(P) Minimiere f(z) :=c =+ 3% Qx, zeR"
wobei Q € R™"™ symmetrisch und positiv definit. Dann ist das auf (P) angewandte
ungedampfte BFGS-Verfahren global und superlinear konvergent.

Beweis: Mit s;, := x,1 — x; lautet die Update-Formel des BFGS-Verfahrens in diesem

Falle . .
(Brsk) (Bisk) +(st)(st) '

By = By, —
+1 k T T
53, Bisi, 55, @Sk

Mit )
By :=Q'?B,Q7'2, § = Qs
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erhalten wir ~ ~ . .
. . B51)(BS S8
Bowr = By — ( kf;)g fSk) N sfst.
51, BiSk [l
Mit der in Lemma [2.6| eingefiihrten Funktion ¢(A) := tr(A) — Indet(A) auf der Menge
der symmetrischen, positiv definiten n x n-Matrizen ist

- - || B2 EAlR
B = B —+1—1In
Y(Bpy1) Y(By) — 5 Buss ET
ot Y[ B I
5%l HBkSkH 57 By Sk 51 B3, !
<0 20
< ¢(Bk)-

Dabher ist einerseits die nach unten beschréankte Folge {Q/J(Bk)} monoton nicht wachsend
und damit konvergent und insbesondere beschriinkt, damit { By} und { B, '} sowie { B;}
und {B;'} beschriinkt, andererseits {1(By) — w(BkH)} eine Nullfolge, daher

3 B~ 2 B 2 B~ 2
hmm(HSkllHN_mH):O’ g [1Bs3:1° 1_1DM]:0,

k—o0 §£Bk§k k—o00 §ZB]€S]€ §k B35
dann ~ B )
s B s s
lim HSiiH I ijSkH —1 g k~8k~|\ 1
k—00 Sszsk k—00 SZBksk
und folglich
By B
i 1856l _ 3 e
k=oo |3k koo [kl
Also ist . i o e
(H(Bk - I)Sk\|>2 _ (HBfSkHy_Q SkNBkik 1150
fenl 5| 15|
—1 —1
also ~
By —1)s
o 1B = D3l _
koo |5
Nun ist

§e=0Q"s), = —Q"*B. ¢+ Qup) = —Q"*B.'Q(xy, — 2*) = =B 'Q"*(x), — a¥)
und )
QY (wps1 — %) = S+ QY (wp — %) = (I — By)5y
Folglich ist
(Br — D3l

fowo =l _ QB = D3l vy vy gty |
|z, — || Q1285  ~ 15l

— 0,

womit die Behauptung bewiesen ist. O O
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3.2.4 Lokale superlineare Konvergenz des BFGS-Verfahrens

Gegeben sei weiter die unrestringierte Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(x), x € R™
Wir setzen tiber (P) in diesem Abschnitt generell voraus:

(V) Die Zielfunktion f ist auf einer konvexen Umgebung U* der (isolierten) lokalen
Losung z* € R™ zweimal stetig differenzierbar, die Hessesche V2f dort in x*
lipschitzstetig und B* := V2 f(z*) positiv definit.

Grundlage lokaler Konvergenzaussagen fiir Quasi-Newton-Verfahren ist haufig das auf
C. G. BROYDEN, J. E. DENNIS, J. J. MORE (1973)!] zuriickgehende sogenann-
te Bounded-Deterioration-Theorem. Wir ziehen gegeniiber dem iiblichen Bounded-
Deterioration-Theorem (einen recht iibersichtlichen Beweis findet man bei J. E. DEN-
N1s, H. J. MARTINEZ, R. A. TAPIA (1989)) die folgende einfacher zu beweisende
Version vor. Hierbei benutzen wir wieder die auf der Menge der symmetrischen und
positiv definiten Matrizen durch ¢(A) := tr(A) — Indet(A) definierte Funktion ).

Satz 2.11 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P), die Vorausset-
zung (V) sei erfiillt. Dann existieren positive Konstanten ¢ und a mit der folgenden
FEigenschaft: Sind x.,xz, € Blz*;¢] := {x € R" : ||x — 2*|| < €} mit z. # z, und
B. € R™" symmetrisch und positiv definit gegeben, so ist

(BCS)(BCS)T yy"
sTB.s yT's

B_|_ = BC_

mit
§ =Ty — T, y =V f(zy) = Vf(z)

symmetrisch und positiv definit und
w(B*fl/QB+B*71/2> S w(B*fl/QBcB*fl/Q) + OéO'(xc, x+),

wobel

o (u, v) := max(|lu — 27, [l — 2).

Beweis: Wegen Voraussetzung (V) existiert ein ¢; > 0 derart, dass f auf Blz*; €]
zweimal stetig partiell differenzierbar und V2f auf B[z*;€;] in 2* mit einer Lipschitz-
konstanten L > 0 lipschitzstetig ist. Der kleinste Eigenwert von B* = V2 f(z*) werde
mit \* . bezeichnet. Seien z., 2, € B[z*; ;] gegeben. Mit 5 := B*'/2s und jj := B*~ /2y

min

14C. G. BROYDEN, J. E. DENNIS, J. J. MORE (1973) “On the local and superlinear convergence
of quasi-Newton methods.” IMA Journal of Applied Mathematics 12, 223-246.

15J. E. DENnIs, H. J. MARTINEZ, R. A. TAPIA (1989) “Convergence theory for the structured
BFGS secant method with an application to nonlinear least squares.” JOTA 61, 161-178.
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ist dann
153l = IB"2(y — B"s)|
1
< — B*s
< A;"mn ly I
= V) = Vi) - V) )
1
= W_H | I b= 00) = V@O =)
< F o =l [ ey + e )
_ \/_ 2y — o] / 101 = )y — %) + t(ze — 2*)] dt
L * *
< o 174 = el (e = 2+ flze = 27[)
L * *
< o e = el max(flze = 27, flag = 27)
L
S 3] (e, 4.
Fir z.,x, € B[z*; €] ist daher
575 = (7= 975+ 307 > [1 = 5o lee, )] 15
Definiert man daher v
€:= mm(el, 5] ),
so ist ]
grs > ~ H§H2 fir alle z., x4 € Blz*; €.
Seien nun x., r, € Blz*; €] mit z. # z, und eine symmetrische, positiv definite Matrix

B. € R™" gegeben. Zur Abkiirzung setzen wir
B.:= B~'?B,B'? B, .= B~’B, B

Dann ist auch

symmetrisch und positiv definit. Hieraus leitet man (siche den Beweis zu Satz ab,

dass

L

$B.5  y's 5T B.3
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= Y(B.) +1n(—§éi§ )2+ [1 — ”Bf§”2 +1In ” ~~NH2]
RN EEE] 5B.s 3B )
glI°
1 —In }
+ [yTs

§
. glI® J
< B+ [Jr; -1 ]

Es kommt darauf an, den letzten Term durch ein Vielfaches von o (z., 2. ) abzuschétzen.
Nun ist

BlF_, _ iG-9)
J7s iE
_ lalllz -3l
L (glsl
S e s e
2L |yl
< " TU(%ax )
i 1151l ’
2L g — s|| +[I3]
< = - o(xe, )
Afnin 15]] !
2L L
< gy Gt #1)oteor)
2L s L
< s (et oo,
Weiter ist . ( v
s j— 373 L
— :1—|—~—21 " (.TC,./E )
15112 15[ N !
Wegen
L 1
D T P TR
und —In(1 —¢) < 2t fiir alle ¢ € [0,1/2] ist
~T~
y's L 2L
—1In EIE < —ln<1 — )\;knina(xc,x+)> < )\:nina(xc,mr)
Mit
2L ( L +2>
=
Nin i
ist dann

¢(B*_1/2B+B*_1/2> S w(B*_l/ZBCB*_I/Q) + OéO'(IC, I-‘r)a

die Behauptung ist bewiesen. O O
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Satz ist Haupthilfsmittel des folgenden Satzes, in dem die lokale ()-lineare Kon-
vergenz des ungeddmpften BFGS-Verfahrens ausgesagt wird. Genau wie in Satz [2.1]]
arbeiten wir nicht mit gewichteten Frobenius-Normen sondern mit der ¢)-Funktion.

Satz 2.12 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P), die Vorausset-
zung (V) sei erfiillt. Dann gibt es zu jedem r € (0,1) positive Zahlen €(r) und 6(r)
mit der folgenden Eigenschaft: Ist ||xg — z*|| < €(r) und By € R™" eine symmetrische,
positiv definite Matrix mit ¥(B*~Y/2ByB*~'/?) —n < §(r), so ist das (ungedimpfte)
BFGS-Verfahren x4 := x, — B, 'V f(2,) mit

(Bksk)(BkSk)T yk@/;{
T + =7
S Bksk Y. Sk

Biy1 = By, —

und
Sk 1= Tkq1 — Tk, Yi = V f(xp11) — V f ()
durchfiihrbar und liefert (o.B.d. A. findet kein vorzeitiger Abbruch statt) eine Folge

{z} mit ||z — z*|| < rllzg — *|| fiir alle k, die also Q-linear gegen x* konvergiert.
Ferner sind die Folgen {||B||} und {||B; ||} beschréiinkt.

Beweis: Auch im folgenden wird die Abkiirzung B* := V?2f(z*) benutzt. Fiir eine
symmetrische, positiv definite Matrix B € R™"*" ist

n

0 < (B YV2BB YA —n =Y N(BTV2BBY?) — 1~ In\(BV2BBY?)),

i=1 R

>0

wobei
/\1<B*—1/2BB*—1/2) 2 . Z /\n(B*—l/QBB*—l/2>

die (positiven) Eigenwerte von B*~1/2BB*~1/2 bezeichnen. Wir definieren fiir positives
0 die Menge
Bs := {B € R™" : B symmetrisch, positiv definit, ¢(B*Y/?BB*~1/?) —n < §}

und anschliefend die Funktion g¢: (0,00) — R durch

9(6) := sup ||B — B".
BeB;

Wir iiberlegen uns, dass die Funktion g die folgenden Eigenschaften besitzt:

e Fiir alle positiven ¢ ist g(J) positiv. Weiter ist ¢: (0,00) — (0, 00) monoton nicht
fallend und lims_,0, g(0) = 0.

Denn: Sei 6 > 0 gegeben. Dann ist B*+al € B; fiir alle hinreichend kleinen || > 0 und
folglich g(0) > 0. Sei nun 0 < 0; < dy. Dann ist Bs, C Bs, und folglich ¢g(d;) < g(da).
Nun zeigen wir, dass lims_,s4 g(d) = 0. Zur Abkiirzung setzen wir h(t) ==t —1—1Int
fir t > 0. Zu vorgegebenem ¢ € (0,1) gibt es ein d(¢) > 0 mit |t — 1] < €/||B¥|,
falls t > 0 und h(t) < d(e). Ist nun 0 < § < d(¢) und B € B;, so ist insbesondere
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h(\(B*~Y2BB*71/%)) < §,i = 1,...,n, und folglich |\;( B*~'/2BB*~1/2) 1| < ¢/||B*||.
Daher ist

HB — B*H = HB*l/Z([_B*—l/QBB*,l/Q)B*l/ZH
< ||B|||II - B**BB
= HB*H 'Er%ax |/\i([_B*71/2BB*,1/2)‘
— ||B*| max [\(B“Y2BBVY?) 1]
i=1,...,n
< B[l €/[| B

= €.

Insbesondere ist g(d) < e fiir alle positiven 6 mit 6 < d(e). Damit ist lims_04 g(d) =0
und die ganze Hilfsbehauptung bewiesen.

Nun beginnen wir mit dem eigentlichen Beweis. Wegen Satz [2.11] existieren positive
Konstanten ay, €; derart, dass fiir jede symmetrische, positiv definite Matrix B, € R"*"
und alle x., z, € Blx*; €] mit z, # x, der BFGS-Update B, symmetrisch und positiv
definit ist und die Ungleichung

(BB BT < (BTEB.BTTR) + ano (e, )

gilt. Nun sei r € (0,1) beliebig vorgegeben. Man bestimme positive € = €(r) < ¢ und
d = d(r) mit

1>\j 7a[Le +g(20)] <, €

min

<.

I—7r
Nun sei (xg, By) € Blz*; €] x Bs beliebig. Durch vollstdndige Induktion zeigen wir, dass
1. Die Matrix By, ist symmetrisch und positiv definit, 1 (B* /2B, B*~1/2) —n < 26,

2. IBI < (L+7)/x

3. los — 2 < 7 lla — 2|
fiir k =0,1,.... Ist dies gelungen, so ist der Satz bewiesen. Der Induktionsanfang liegt

bei k = 0. Die erste Aussage ist nach Wahl von By trivialerweise richtig. Zum Beweis
der zweiten beachten wir, dass

1 T
B[ ||By — B*|| < §) < 26) < 1.
157180 = Bl < 0(6) < 5-0(2) < 1 <
Aus dem Stérungslemma| folgt
B 1+
1570 < 1= r/(14+7) A

16Dieses besagt bekanntlich:
Ist A € R™" nichtsinguldr und S € R™ "™ mit [[A7Y| ||S|| < 1, so ist A + S nichtsinguldr und

- A~
I(A+8)7H < - :
L —[lA=H S]]

Siehe z.B. J. WERNER (1992, S. 25).
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Weiter ist

lwo — By 'V f(a) — 27|

[y = 2]

< By [V f(xo) = Vf(a*) =V f(x*)(xo — 2")]|
-0
+ || By ' (By — B) (o — =) ||

< |IBy || (Le + || Bo — B*[]) [lzo — «*|

147 .
< et o) oo - )

1+7r .
< 2T (Le ot g20)] o - o7
< rllwe — 2.

Damit ist der Induktionsanfang gelegt. Nun nehmen wir an, die Aussagen 1.-3. seien fiir
k =0,...,m—1 richtig, was nach dem gerade eben bewiesenen jedenfalls fiir m = 1 der
Fall ist. Nach Induktionsvoraussetzung ist x,,_ 1, x,, € B[z*; €] und B,,_; symmetrisch
und positiv definit. Da z,, 1 # x,, folgt aus Satz , dass B,, € R™" symmetrisch
und positiv definit ist. Fiir £ = 0,...,m — 1 ist weiter

V(B V2B B*Y?) —op(B* V2B B*Y?) < oy max(||z — x|, |rsr — 27||) < ager.

Aufsummieren liefert

€

G(BTVPBLB ) —n < (BT VPByBT ) — g = <24,
N\ - < - T
< ot

Damit ist die erste Aussage fiir k = m bewiesen. Folglich ist B,, € Bys und daher
| B — B*|| < 26. Jetzt kann wieder wie beim Induktionsanfang geschlossen werden.
Denn wegen

1 r
B*YI|B,, — B|| < —¢q(20) < —— < 1
1B | <5920 € —

ist o
HBflu < ”B || — 1+T
TR T l=r/(T+T) A

Damit ist auch die zweite Aussage fiir K = m bewiesen. Auch die dritte kann wie beim
Induktionsanfang gezeigt werden. Es ist namlich

lzmer =2l = Jlom = B, 'V f(wm) — 27|
< B [V (wm) = V(@) =V f (@) (@m — a7)]]
——

=0
+11B, (B — B) (@ — 27|

< 1B (Le + | B — BY|)) [|2m — 2|
1+7r .

< o Let g(20)] ||z — 27|

< 1l — 2.
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Damit ist auch die dritte Aussage fiir &k = m gezeigt und der Satz bewiesen. 0O 0O

In dem folgenden Satz von Dennis-Moré wird eine hinreichende (und wie man zeigen
kann auch notwendige) Bedingung fiir die superlineare Konvergenz eines Quasi-Newton-
Verfahrens angegeben.

Satz 2.13 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P), die Vorausset-
zung (V) sei erfiillt. Fiir eine Folge { B} C R™*" nichtsinguldrer Matrizen konvergiere
die Folge {x}} mit

Tpt1 = $k—B,;1Vf(xk), k:()al:"'a
gegen x*, es sei V f(xy) # 0 fiir alle k. Ist dann

1B = V2 (@) (@41 — ) |

* lim =0,
) A R
so konvergiert die Folge {z}} superlinear gegen x*.
Beweis: Aus
[Be — V2 f () (xh1 — ) = =V f(xe) = V(@) (@1 — 22)
= Vf(wr) = V(ar) = V(@) (@rer — x5
— V(1)
1
= / (V2 f @k + tapar — 2p)) = V(@) (21 — 2p) dt
0
— V(1)
folgt
IVfe)l o IBe = V2F (@) (k1 — 2a)|
[@prr —zl| N |21 — | |
=0
1
+ / [V2f($k + t(karl - ili'k)) - VQf(l’*)] dt
Jo
=0
und damit
lim IV f i)l _ 0.

k—o0 ||l‘k+1 — :L‘kH N

Hieraus wollen wir auf die superlineare Konvergenz von {z} gegen z* schliefien. Wegen
Vf(z*) =0 ist

1
V[ (t5m) = Vi (21) — V() = / V2 (@ + bz — 1)) dt = Gop (21 — 2°).

-~

=:Gry1
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Wegen Gy, — V2f(x*) ist
*\ — * 1
IV F @) G = V(@) < 5
fiir alle hinreichend groften k. Das oben schon erwiahnte Storungslemma impliziert, dass

G+ fiir alle hinreichend grofen k nichtsingulér ist und |G, || < 2(|V2f(z*) 7! gilt.
Setzt man zur Abkiirzung 3 := 1/(2||V2f(x*)7!||), so ist daher

IV @r)l| = |G (wrsa = 27) 2 = B lwrs — 27

|| > T ka+1 -
Gt

fiir alle hinreichend grofisen k. Fiir diese k ist

IV f (k)] Bllzrer — 2" _ o ok — 2|/, — 2]
[zpar — @pll — llow — 2+ llze —2*| 1+ [long — 2|/ lloe — 21
—_——
—0
woraus die superlineare Konvergenz der Folge {x} gegen z* folgt. O O

Zum Nachweis der entscheidenden Voraussetzung (*) in Satz geben wir einen
Beweis an, der auf R. H. BYRD, J. NOCEDAL (1989)"] zuriickgeht. Wieder wird die
durch ¥ (A) := tr(A) — Indet(A) auf der Menge der symmetrischen, positiv definiten
n x n-Matrizen A definierte Funktion 1) benutzt und zur Abkiirzung B* := V2 f(z*)
gesetzt.

Satz 2.14 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P), die Vorausset-
zung (V) sei erfiillt. Das (geddmpfte oder ungeddmpfte) BFGS-Verfahren erzeuge eine
(0o.B.d. A. nicht abbrechende) Folge {x)} mit Y . |lzx — 2*|| < oo und eine Fol-
ge symmetrischer, positiv definiter Matrizen {By}. Dann sind die Folgen {Bj} und
{B,;'} beschréinkt und es gilt

" o NBe = V2 @) (@i = )]

=0.
k—00 kaJrl —ka

Beweis: Zur Abkiirzung definieren wir
By = B*'*B.B'/?, 5, = B2, i = B2y,

dhnlich wie im Beweis von Satz [2.11] Mit den positiven Konstanten «, € aus Satz [2.1]]
ist x € B[z*; €] und

Y(Biar) < ¥(By) + amax(||ay — ||, lpe1 — o))

fiir alle hinreichend grofen k. Wegen »° max(|[xx — 2*||, [|[7g41 — %) < oo folgt
die Beschriinktheit der Folge {t)(B;)} und hieraus die Beschrénktheit von {B;} und

I7R. H. BYRD, J. NOCEDAL (1989) “A tool for the analysis of quasi-Newton methods on convex
problems.” SIAM J. Numer. Anal. 26, 727-739.
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{B.'} (siehe Lemma und folglich von { By} und {B,'}. Im Beweis von Satz

wurde genauer nachgewiesen, dass

- - ST Brdr 2 B2 Byéil)?
W(Brer) < w(Bi) +In( ) +[1—”~T"“+’i”+ln”~f+k~”]
ISl IBeskll 7 b 5 Bsi 5% Bidy 4
<0 <0
+ amax(|lzy — 27|, [|zra — 2*]).
Wiederum wegen der Voraussetzung » .- |lzx — 2*|| < oo ist
Bl 5N Bl B
Z{ln(” ~1~c;k:~|| HSkH) N [H~Tk~8k~” 1 ||~Tk~8k~|| ” .
—0 SkBkSk N SkBk:Sk SkBkSk y
>0 >0
Hieraus folgt
el 5]\ 2 Bual? Busel?
lim ln<—H i Us’f”> —0, lim [—‘[T’is";” SR
k—o0 Sy, By S, k—o00 Sy B 5, Sy, By S,

danach ~
I | Besell |56l
im —— =

B = 12
T el

L,
k—oo Ekaék k—o0 Ekaék
Damit wird
[[Bx — V2 f (@) (@41 — z)|1? |B*/2(By, — I)3]”
[ €p41 — @l B 1252
B 155112
B.5.|12 TR,
5%l 15kl
—1 —1
— 0 fiir £ — oo,
womit schlieflich die Behauptung des Satzes bewiesen ist. O O

Die Voraussetzung Y52 ||z — 2*|| < oo in Satz[2.14]ist offensichtlich erfiillt, wenn die
Folge {x)} zumindestens R-linear (siehe Satz[2.7) oder Q-linear (siehe Satz gegen
x* konvergiert. Aus Satz (lokale @-lineare Konvergenz des ungeddmpften BFGS-
Verfahrens), Satz (Satz von Dennis-Moré) und Satz folgt die lokale superline-
are Konvergenz des ungedampften BFGS-Verfahrens. In der angegebenen Version des
Satzes von Dennis-Moré gingen wir von einem ungedampften Quasi-Newton-Verfahren
aus. Es ist aber leicht einzusehen, dass die Bedingung

1[Br — V2 f (2*) (241 — x|

[ zks1 — 2l

(%) lim

k—o0

=0
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auch die superlineare Konvergenz eines gedampften Quasi-Newton-Verfahrens impli-
ziert, wenn nur die Folge {¢;} der Schrittweiten gegen 1 konvergiert, also wenigstens
asymptotisch zu einem ungeddmpften Verfahren tibergegangen wird. Ist ¢, die Armijo-
oder die Wolfe-Schrittweite, so ist sogar ¢t = 1 fiir alle hinreichend grofen k. (Hierbei
wird bei der Wolfe-Schrittweite natiirlich davon ausgegangen, dass die Schrittweite 1
als erste getestet wird.) Die entsprechenden Aussagen werden im néchsten Satz zusam-
mengefasst.

Satz 2.15 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P), die Vorausset-
zung (V) sei erfiillt. Sei { B} C R™ ™ eine Folge symmetrischer, gleichméfig positiv
definiter Matrizen (d. h. {B; '} ist beschréinkt). Die Folge {z}} mit

Thy1 = T —thk_IVf([L'k), k= 0,1,...,

konvergiere gegen x*, es sei V f(xy) # 0 fiir alle k. Hierbei sei t;, > 0 die Armijo- oder
die Wolfe-Schrittweite. Ist dann

" o W= V2 @) anss = )|
S e -l

=0,

so gilt:
1. Es ist t;, = 1 fiir alle hinreichend grofen k.
2. Die Folge {x}} konvergiert superlinear gegen z*.

Beweis: Zuniichst®| gehen wir auf die Armijo-Schrittweite ein. Bei vorgegebenem o €

(0, %) muss gezeigt werden, dass

fler+pr) < flan) + aV f(zr) i
fiir alle hinreichend groften k. Hierzu iiberlegen wir uns, dass

Sl pr) = flze) 1
klggo Vf(xk)Tpk N 5 > &

woraus die Behauptung folgt. Wegen z;, — z* und p; — 0 (man beachte, dass {B; '}
beschrénkt ist) ist die gesamte Verbindungsstrecke zwischen xp und zj + pj fir alle
hinreichend grofen & in der Umgebung U* von z* enthalten, auf der f zweimal stetig
differenzierbar und V2f(-) in 2* noch lipschitzstetig ist. Aus dem Mittelwertsatz folgt
die Existenz von 6y € (0,1) mit

f(e +pi) = flzr) + V(xe) pe + %pZVQf(ﬂﬁk + 0w )Pi

bzw.
" flag+pr) = floe) 1 plIVf (g + Orpr) — Bk]pk.

Vi) Tpe 2 2p¥ Bipi
18Gjehe auch den Beweis von Satz




88 Schrittweitenverfahren

Nun ist

Pt V2 f(x1, + Okpr) — Bilps|

< B |92 (e + i) = VEF ()]

Pt Bipr,
—0
I[Bx — V2 £ (@*)]px|
Al
—0

und hieraus folgt wegen der Beschriinktheit von {B; '} die Behauptung.
Um die entsprechende Aussage auch fiir die Wolfe-Schrittweite mit vorgegebenen

a € (0, %) und $ € («, 1) machen zu kénnen, muss zusétzlich nachgewiesen werden,
dass V f(xy, + pp)Tpe > BV f(x)Tpy fiir alle hinreichend grofen k. Hierzu iiberlegen
wir uns, dass

, V f(zx + pp) i

im

koo Vf (k) i

Aus dem Mittelwertsatz folgt diesmal die Existenz von n;, € (0,1) mit

=0<p.

Vf(wr +pp) pe = Vf (26) pr + 0L V2 f (28 + 71Dk ) D

Dann ist
Ve +pe) pe| _ P [Br — V2 (@ + mep) okl
V(@) pr P Brpr
i By — V2f(z* .
< ) (MBI 192 ) - 921t ]
S ~ 0
—0

— 0,

womit die Behauptung bewiesen ist.

Damit ist gezeigt, dass bei Verwendung der Armijo- oder Wolfe-Schrittweite das
geddampfte Verfahren nach endlich vielen Schritten in das ungeddmpfte iibergeht. Die
superlineare Konvergenz der Folge {z}} folgt aus Satz dem Satz von Dennis-Moré.
Insgesamt ist der Satz bewiesen. O O

3.2.5 Die Implementation des BFGS-Verfahrens

Sieht man einmal von der Berechnung der Schrittweite ab, so besteht die Hauptar-
beit bei der Durchfiihrung des BFGS-Verfahrens darin, die Richtung p := —B.lg,
zu berechnen. Hierbei ist natiirlich g. = Vf(z.) der Gradient der Zielfunktion in
der aktuellen Ndherung z. und B. € R™"™ die aktuelle Update-Matrix, von der wir
voraussetzen, dass sie symmetrisch und positiv definit ist. Alternativ ist die Matrix
H, = B.' bekannt. Wir wollen verschiedene Mdglichkeiten zur Implementation be-
sprecheﬂ. Bekannt sind stets s := x, — z. und y := g, — g., wobei hier moglichst

9Siehe z.B. J. E. DENNIS, R. B. SCHNABEL (1983, S.2081f.), J. WERNER (1992, S.2011ff.), C.
GEIGER, C. Kanzow (1999, S.179ff), J. NOCEDAL, S. J. WRIGHT (1999, S.200).
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die Wolfe-Schrittweite benutzt wurde, weil diese im Gegensatz zur Armijo-Schrittweite
wenigstens theoretisch die wichtige Beziehung y*'s > 0 sichert.

Zuerst geben wir die einfachste Methode an. Hier ist die symmetrische, positiv
definite Matrix H. € R"*" bekannt, es wird die neue Matrix H, durch

1
pi= g He=(- psy" VHo(I — pys") + pss’
berechnet. Anschlieffend kann dann die neue Richtung einfach durch py = —H, g,

erhalten werden. Offenbar ist O(n?) die Anzahl der benétigten arithmetischen Opera-
tionen. In einer kleinen Matlab-Funktion kénnte das folgendermafien aussehen:

function H_plus=BFGSa(H_c,y,s);
%Input Parameter:

pA H_c symmetric, positive definite Matrix
yA V.8 standard

%0utput :

% H_plus =inv(B_plus)

Gh sk ks ok ok ok sk sk sk o ok ok ok ok ook ok K ok K ok ok ook ok oK K ok oK ok ok ok oK K ok K ok ok ok oK K ok ok K
rho=1/(y’*s); z=H_c*y;
H_plus=H_c+rho* (1+rho*(y’*z))*(s*s’)-rhox(z*s’+s*z’) ;

Der Nachteil dieser Methode besteht darin, dass wir keine Kontrolle dariiber haben,
ob die neue Matrix H, (bzw. B, = H;') wieder positiv definit ist. I, Allg. ist es daher
vorzuziehen, eine Cholesky-Faktorisierung von B, “upzudaten”. Genauer sei B, = LCLCT
eine Cholesky-Faktorisierung von B,, also L. eine untere Dreiecksmatrix mit positiven
Diagonalelementen. Gesucht ist eine Cholesky-Faktorisierung By = L L von

(Bes)(Bes)™ | yy"
sTB,s yl's

B+ = Bc—

Man speichert also gar nicht B. und B, sondern nur die entsprechenden Cholesky-
Faktoren L. und L, . Die Vorgehensweise konnte die folgende sein:

e Input: Untere Dreiecksmatrix L, € R™*"™ mit positiven Diagonalelementen (Cho-
lesky-Faktor von B.) sowie y, s € R" mit y’s > 0.

e Berechne
LTs
S )
[ LEs]|2

Dann ist By = J,JT (siehe den Beweis zu Satz .

STty M L)

— ST
U=y T3

e Berechne eine QR-Zerlegung JL = Q1 R, wobei die obere Dreiecksmatrix R
positive Diagonalelemente besitzt. Mit L, := RE ist dann

By =J,Jl =RQTQ,R, = L. L.
die gesuchte Cholesky-Zerlegung von B, .

e Output: Untere Dreiecksmatrix L, mit positiven Diagonalelementen (Cholesky-
Faktor von B.).
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Hierbei bleibt noch offen, wie man die QQR-Zerlegung einer Matrix A, = R + uv?
effizient berechnen kann, wenn R eine obere Dreiecksmatrix mit positiven Diagonal-
elementen ist. Bei der uns interessierenden Anwendung ist R = LI und z. B. (hier hat
man Freiheiten bei der Verteilung der Konstanten)

LT — L.
U= \/yTs—CS p = L2t

ILEsll2” y''s

Das Ziel erreicht man, indem man A, sukzessive von links mit hochstens 2(n — 1)
Givens-Rotationen multipliziert. Sei m := max{i € {1,...,n} : u; # 0}. Zunéchst
fiihrt man den Vektor u durch sukzessive Multiplikation mit m — 1 geeigneten Givens-
Rotationen G,—1 m, - . ., G12, welche der Reihe nach die Komponenten mit den Indizes
m, ..., 2 annullieren, in ein Vielfaches u;e; des ersten Einheitsvektors iiber. Die paral-
lel hierzu durchgefiihrte Multiplikation der oberen Dreiecksmatrix R mit den Givens-
Rotationen G,—1,m, - .., G2 transformiert diese in eine obere Hessenberg-Matrix, die
wir wieder mit R bezeichnen. Wir veranschaulichen uns diesen ersten Schritt im Fal-
le n = 4 und m = 3, wobei festbleibende Elemente mit e, sich verdndernde mit x
bezeichnet werden.

e o o o o e o6 o o o k * * * *
e o oo G2§ X ok x| % Glg X k%
e o | o * ok ok e o o
[ J [ J [ ]

Nach Abschluss dieses ersten Schrittes ist Gia -+ Gpm1mAr = R+ ure;v! mit einer
Hessenberg-Matrix R (deren Subdiagonalelemente in den Spalten m,...,n — 1 ver-
schwinden). In einem Zwischenschritt berechnet man R := R + weqv!, wodurch nur
die erste Zeile verandert wird. Durch Multiplikation mit weiteren Givens-Rotationen
G2, ..., Gm_1,m annulliert man schlieflich im letzten Schritt die stérenden Subdiago-
nalelemente in den Spalten 1,...,m — 1. Hierbei hat man darauf zu achten, dass die
erzeugten Diagonalelemente positiv sind. Auch diesen Schritt wollen wir uns fiir n = 4,
m = 3 veranschaulichen.

[ J

[ J

Sk C

e o o
e o o
e o o o
® X X
® X X
o O Xx X
* X% @
® X X @

Damit ist ausfiihrlich beschrieben, wie man aus einer Cholesky-Zerlegung der positiv
definiten Matrix B, eine der BFGS-Update-Matrix B, berechnen kann. Die hierzu
benotigte Anzahl arithmetischer Operationen ist offenbar im wesentlichen propartional
zu n?. Wir geben nun eine Matlab-Funktion an, in der genau das eben beschriebene
Umgesetzt wird:

function L_plus=CholBFGS(L_c,y,s);
%Input-Parameter

A L_c Cholesky-factor of B_c
% y,8 standard
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%0utput-Parameter

% L_plus Cholesky-factor of BFGS-update B_plus

Of sk sk sk ok ok ok sk ok ok o ok sk ok ok o ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok o Kok ok ok kK ok ok

b=y’*s; v=L_c’*s; u=sqrt(b)*v/norm(v); v=(1/b)*(y-L_c*u);

R=L_c’;n=length(y);

m=max (find (u));

for i=m:-1:2
[G,u(i-1:i)]=planerot(u(i-1:1));
R(i-1:1,i-1:n)=G*R(i-1:i,i-1:n);

end;

R(1,:)=R(1,:)+u(1)*v’;

for i=1:m-1
[G,R(i:i+1,i)]=planerot(R(i:i+1,1));
R(i:i+1,i+1:n)=G*R(i:i+1,i+1:n);

end;

L_plus=R’;

Hierbei haben wir die Matlab-Funktion planerot benutzt. Nach help planerot erhélt
man die Information:

PLANEROT Givens plane rotation.
[G,Y] = PLANEROT(X), where X is a 2-component column vector,
returns a 2-by-2 orthogonal matrix G so that Y = G*X has Y(2) = 0.

See also QRINSERT, QRDELETE.

Dies ist keine sogenannte built-in function, sondern sie ist selbst in Matlab geschrie-
ben, und man kann sie sich mittels type planerot oder edit planerot ansehen (im
Gegensatz zur built-in function norm). Sieht man einmal vom Kommentar ab, den wir
oben schon angegeben haben, so sieht diese Funktion folgendermafien aus:

function [G,x] = planerot(x)
if x(2) "= 0
r = norm(x);

G = [x"; -x(2) x(1)]/r;
x = [r; 0];

else
G = eye(2);

end

Wenn die zweite Komponente x5 des Vektors x € R? also von Null verschieden ist, so

wird
G — 1 Ty T2
|zl \ —r2 m
gesetzt, so dass in diesem Falle
Gy — 1 T To 1\ _ [ llzll
HxHQ —T2 X i) 0 ’

ferner wird (bei einem Aufruf [G,y]=planerot (x))y := (||z||2,0) gesetzt. Andernfalls
wird G gleich der 2 x 2-Identitét gesetzt (und y = x gesetzt bzw. x nicht veréndert).
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Man erkennt, dass im obigen Programm die Diagonalelemente des Outputs positiv
sind.

Nun wollen wir eine zweite Moglichkeit angeben, die Cholesky-Zerlegung des BFGS-
Updates zu berechnen. Diese benutzt die Matlab-Funktion cholupdate (eine built-in
function, man kann sie sich also nicht ansehen). Die folgende Funktion sollte einfach
zu verstehen sein:

function L_plus=BFGSb(L_c,y,s);
%Input-Parameter

% L_c Cholesky-factor of B_c

% y,s standard

%0utput-Parameter

% L_plus Cholesky-factor of BFGS-update B_plus

%******************************************************
z=y/sqrt (y’*s);

L_plus=cholupdate(L_c’,z)’;

v=L_c’*s;z=L_c*v/norm(v) ;
L_plus=cholupdate(L_plus’,z,’-’)’;

In zwei Schritten wird also die Cholesky-Zerlegung des BFGS-Updates B, aus einer
von B, berechnet.

Einige wenige Worte wollen wir nun noch zur Wahl der Startmatrix By (bzw. Hy =
By') verlieren. Wenn man gar nichts besseres weift, so setzt man By = I bzw. Ly = I
und Hy = I, so dass am Anfang ein Gradientenschritt durchgefithrt wird. Bei J. E.
DENNIS, R. B. SCHNABEL (1983, S.209) wird auch noch die Wahl By := |f(zo)|]
bzw. Lo = /| f(x0)|] angegeben. Hiermit ist es nun moglich, ein einfaches function-file
BFGS.m zu schreiben. Dies konnte z. B. folgendermafen aussehen:

function [x_min,iter]=BFGS(fun,x_0,max_iter,tol);
%Input-Parameter:

% fun function to be minimized

% x_0 starting value

% max_iter maximal number of iteratioms
% tol If norm(gradient)<=tol: exit
%0utput-Parameter:

% X_min (local) solution

% iter number of iterations

Yok ok sk ok ok o sk Kk ok Kok ok o K KR ok K Kok Kok K KKK ok K KRR ok KK
x_c=x_0;
[f_c,g_cl=feval(fun,x_c);iter=0;
L_c=sqrt(abs(f_c))*eye(length(x_0));
while (norm(g_c)>tol)&(iter<max_iter)
p=-(L_c’\(L_c\g_c)); t=Wolfe(x_c,p,fun); x_plus=x_c+t*p;
[f_plus,g_plus]=feval(fun,x_plus);
s=x_plus-x_c; y=g_plus-g_c;
L_c=CholBFGS(L_c,y,s); g_c=g_plus; x_c=x_plus;
iter=iter+1;
end;
if (norm(g_c)<=tol)
X_min=x_c;
end;
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Z.B. liefert der Aufruf
[x,iter]=BFGS(’Rosenbrock’,[-1.2;1],100,1e-8);

_( 1.00000000000062
~\_ 1.00000000000132

und die Information, dass hierzu 35 Iterationen benétigt wurden.

3.2.6 Das L-BFGS-Verfahren

Das BFGS-Verfahren (und andere Quasi-Newton-Verfahren) verlangt die Speicherung
wenigstens einer n X n-Matrix, ndmlich der Approximation an die Hessesche (bzw. ih-
rer Inversen oder eines Cholesky-Faktors). Das kann fiir grofse n problematisch werden.
Wir schildern daher in diesem Unterabschnitt das L-BFGS-Verfahren (Limited-memory
BFGS-method, BEGS-Verfahren mit beschranktem Gedéchtnis). Dieses Verfahren spei-
chert statt einer n x n-Matrix lediglich einige Vektoren der Lénge n. Ein Schritt des
BFGS-Verfahren fiir die unrestringierte Optimierungsaufgabe, die glatte Zielfunktion
f:R" — R auf dem R” zu minimieren, hat die Form

Lpt1 ‘= T —tkaVf(fL‘k), k:O,l,...,
wobei t;, die Schrittweite ist und Hj, in jeder Iteration mit der Formel
Hisr = U HyUx + prsisi,

upgedatet wird, wobei
Pk = —p— U =1 — pryisy,

und (wie immer)

Sk = Tk41 — Tk, Yk = V[ (wr1) = V().
Daher ist

H, = U{HyUy + pososy,
Hy, = UlH\U, + pisist
= U (U HoUy + pososg )Us + p1sisy
= (UoUh)" Ho(UoUn) + po(U7 50)(Uy 50)" + prsusy
Hy = U} HyUs + pysysy
= Uy [(UoUn)" Ho(UoU) + po(U 50)(Uy 50)" + prsisy |Us + pasasy
= (Ul Us)" Ho(UpUrUs) + po((UrUs) " s0) (U1 U) " s9)™
+p1(Uy 51)(Uy 51)" + pasasy

He = (Uy-- Uy ) Ho(Up--- Uy 1)
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+ po((U -+ Up—1)"50) ((Uy -+ - Up—1)"'s0) "
+p1((Uy -+ Up—a) 1) ((Uz -+ - Ug—2)"'s1)"

+ pr—2(Up—1)  s1—2) (Up—1) " sp2)"
+‘pk718k,18%;1.
Hierbei ist natiirlich

1

T
Y; Sj

Also lasst sich Hy, aus Hy und den Vektorpaaren (s;,y;), j = 0,...,k — 1, berechnen.
Anschliefsend kann dann die Richtung

P = —HV f(xy)

berechnet werden. Beim auf J. NOCEDAL (1980 zuriickgehenden L-BFGS-Verfahren
gibt man sich ein festes m € N vor und behélt nur die letzten m Vektorpaare (s;,y;),
Jj =k—m, ..., k—1, mit denen die entsprechenden Skalare p; und Matrizen U; berechnet
werden konnen. Alle vorherigen Informationen, also py, . .., pgr—m—1 und Uy, . .., Ux_p_1,
werden vergessen bzw. in der obigen Rekursionsformel durch Nullen (Skalare) bzw.
Einheitsmatrizen (Matrizen) ersetzt. Mit my := min(k, m) lautet die Update-Formel
des BFGS-Verfahrens mit beschrénktem Gedéchtnis bzw. der L-BFGS-Update also

Hy = (Upm, Uk,_l)THék)(Uk_mk - Uk—q)

+ i pi((Ujsr -+ Uy1) 8) (Ujr -~ Up—a) Ts5)

Jj=k—my

= (Ukal T Ulglmk)HO(k)(Uk*mk o Up—q)

k—1
+ Z pj<U]3Ll..'U]T+1>SjS?(Uj+1”'kal)-

Jj=k—my

Hierbei soll die Schreibweise Hék) statt Hy ausdriicken, dass diese Matrix von k£ abhén-
gig sein kann. Auf die effiziente Berechnung der Suchrichtung py := —H;V f(x}) wollen
wir jetzt eingehen. Diese kann durch den folgenden Algorithmus geschehen. Hierbei
bezeichne k die aktuelle Iterationsstufe, ferner sei my, := min(m, k).

e Input: Die Paare (s;,y;) € R™ x R", hiermit die Skalare p; := 1/ijsj, j =
kE — my,...,k — 1, ferner die (symmetrische und positiv definite) Matrix H(()k)

(gewohnlich eine Diagonalmatrix, z. B. Hék) = v mit v =y} Sk_1/yL 1 yr_1)
und ¢ := =V f(xy).

o Firj=~k—1,...,k—my:

20J. NOCEDAL (1980) “Updating quasi-Newton matrices with limited storage.” Mathematics of
Computation 35, 773-782.
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— Berechne a; := p;s] ¢;
— Berechne ¢ := q — a;y;;

e Berechne p := Hék)q;

o Firj=~%Fk—my,....k—1:

— Berechne [ := ,ij;‘rp;
— Berechne p := p+ (o; — f)sy;

e Output: Es ist p = —HyV f(zx).

Es ist leicht nachzuweisen, dass dieser Algorithmus das Verlangte tut. Durch ihn wird
deutlich, dass es nicht notig ist, n X n-Matrizen zu speichern, sondern dass es geniigt,
zur Berechnung von py, die 2m Vektoren (y;,s;), j =k —m,..., k—1, der Lange n im
Gedéchtnis zu behalten. Wenn also im folgenden etwa von der “Berechnung der Matrix
H}” gesprochen wird, so soll dies nicht suggerieren, das diese Matrix wirklich berechnet
wird, sie erzeugt lediglich die Suchrichtung und es ist natiirlich wichtig, Eigenschaften
dieser Matrizen zu kennen.

Lemma 2.16 Es gilt die Quasi-Newton-Gleichung Hypy,_1 = S,_1 und mit Hék) ist
auch Hy symmetrisch und positiv definit.

Beweis: Wegen

T
Yk—1Sp_
Uk—1Yp—1 = <f - ¢>yk71 =0

y]z,13k;_1
ist
Hyypmr = (Up—my, -+ U 1)TH U, mi * Un—1Yk—1
=0
k-1
+ Z pj<Uka1 UJ+1)SJ g(Uj+1"‘Uk—1)yk—1
j=k—my
k—2
_ T
= Pj(Uk 1 U]+1)5y j (Uj+1'"Uk—1>ykz—£+\pk—15k71yk—1 Sk—1
k=i > A
= Sk—1,

also ist die Quasi-Newton-Gleichung erfiillt. Nun zeigen wir, dass Hy positiv definit
ist (die Symmetrie ist offensichtlich). Wegen p; > 0, j = k — my, ...,k — 1, ist Hy
die Summe von positiv semidefiniten Matrizen und daher selbst positiv semidefinit.
Wir kénnen annehmen, dass k& > m und damit m; = m (andernfalls stimmt Hj; mit
einem normalen BFGS-Update iiberein und die Aussage ist bekanntlich richtig). Ist

2T Hyx = 0, so folgt aus der positiven Definitheit von Hék), dass

(Upem - Upe)z =0, s; (Ujpr -+ U)o =0 (j=k—m,....k—1).
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Aus s] x =0 (setze j = k — 1) folgt Uy_;z = x, also ist auch
(Uk_m"'Uk_Q)ZE:O, S?(Uj_i'_l"‘Uk_Q)x:O (j:k'—m,,k}—Q)

In dieser Weise kann man fortfahren und erhélt nach endlich vielen Schritten, dass
x = 0. Damit ist das Lemma bewiesen. O O

Bemerkung: Die Matrix Hy kann man in my, := min(k, m) Schritten aus Hék) auf die
folgende Weise erhalten:

e Setze ngo) = H((]k).

e Firi=0,...,m, —1:
— Berechne
T T
gD . ([ B yk—mk+iskmk+i>TH(i) (I B yk—mk-l-iskfmwri)
k = T k T
yk—mk+i8k_mk+i yk‘—mk-l-isk_mk'i'i

T
Sk_mk“"isk—mk-‘ri

T

e Setze Hj, = H,gmk).

Hieraus konnte man erneut einen Beweis dafiir erhalten, dass H) die positive Defini-
theit von H(()k) erbt, da man leicht durch Induktion die positive Definitheit von H lgi),
1 = 0,...,my, zeigt. Filir uns wichtiger ist, dass wir hiermit auch ein Verfahren zur
Berechnung von By, := H, ' aus Bék) = (H’ék))_1 erhalten. Man beachte namlich, dass

H ,(:H) die Form eines inversen BFGS-Updates von H ,Ei) besitzt. Daher ist das folgende
Verfahren naheliegend:

o Mit Bék) = (H'O(k))_1 setze B,go) = B((,k).
o Firi=0,...,mp — 1:
— Berechne

(@) (4) T
B . gl _ (B} Sk—my+i) (By Sk—my+i)" o YooYy i

SZ—mk—i-iBl(ci)Sk—mk—‘ri yg—mk—}isk*kari
e Setze By := B,imk),
Sehr leicht erhdlt man B,Sf) = (ngi))_ly it =0,...,mg, siche z. B. Satz O

Das L-BFGS-Verfahren sieht daher folgendermafien aus:
e Gegeben o € R" und m € N. Setze gy := V f(xo).
o Fir k=0,1,...
— Falls g, = 0, dann STOP.
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— Wihle symmetrische und positiv definite Matrix Hék).

— Berechne p := — Hygr nach obigem Algorithmus.

— Sei t, > 0 die exakte Schrittweite, die Wolfe- oder die Armijo-Schrittweite
in x; in Richtung py.

Setze xyy1 := x) + tgpr und berechne gxi1 := V f(xg41).

Falls k > m: Vergiss das Paar (yx_m, Sk—m)-

— Berechne und speichere sy := 211 — Tk, Yk = Grt1 — k-

Hierbei hat man darauf zu achten, dass yi s; > 0 fiir alle k gilt, was fiir eine gleichmiifig
konvexe Zielfunktion stets der Fall ist, wihrend es ohne Konvexitédtsvoraussetzungen
an f jedenfalls noch fiir die exakte Schrittweite und die Wolfe-Schrittweite gilt.

Nun wollen wir einen globalen Konvergenzsatz fiir das L-BFGS-Verfahren formu-
lieren und beweisen, siehe D. C. Liu, J. NOCEDAL (1989, Theorem 7.1)@

Satz 2.17 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe (P), die Vorausset-
zungen (K) aus Satz seien erfiillt. Weiter seien die Folgen symmetrischer, positiv
definiter Matrizen {H\"} und {Bék)} mit Bék) = (Hék))_l beschrankt. Dann gilt: Das
L-BFGS-Verfahren bricht nach endlich vielen Schritten mit der Lésung x* von (P) ab
oder es liefert eine Folge {z}}, die R-linear gegen x* konvergiert.

Beweis: Die Durchfiihrbarkeit des Verfahrens ist natiirlich gesichert, man vergleiche
die entsprechenden Aussagen zu Beginn des Beweises von Satz Die Matrizen Hy
und daher auch By := H, ! sind symmetrisch und positiv definit. Wir benutzen wie-
der die auf der Menge der symmetrischen, positiv definiten n x n-Matrizen durch
P(A) := tr(A) — Indet(A) definierte Funktion . Wir zeigen die Beschranktheit der
Matrizenfolgen {Hy} und {By} dadurch, dass wir die Beschrénktheit von {¢(By)}
nachweisen. Hierzu wiederum benutzen wir die obige Bemerkung, dass By, in m,, Schrit-
ten aus Bék) berechnet werden kann. Mit den dortigen Bezeichnungen haben wir fiir
i =0,...,my — 1 die folgende Ungleichungskette (siehe die entsprechenden Teile im

Beweis von Satz

T () 2
Sh—mp+iBr Sk—my+i

V(B = w(BY)+In q
Mkl 1B sk mill

—~
<0
s MBSl 1B sk men?
Sz—mk—&-iBl(gZ)sk—mk—H Sg_mk.ﬂ'B](j)sk—mk—H’
A >
<0
+ [ T”yk*kariHQ ~1-1n ygmk+i8k—m;+i}
Yy +iSk—mp+i Hsk*mlﬁri”

21D, C. Liv, J. NOCEDAL (1989) “On the limited memory BFGS method for large scale optimiza-
tion.” Mathematical Programming 45, 503-528.
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i |2 r i Sk—my+i
< w(BIEZ))_i_ [ [ —{—1n Ye—my,+iSk—mi+

yl{—kariSk—mk-H' ||Sk—mk+i”2

72

— —1—1Inc
c

< w(B) +
ONIEN s
< w(BY) + i+ 1L —1-mne],
c
wobei die Konstanten ¢,y in Voraussetzung (K) erklart sind. Wegen Bék) = B,(go) und
B = B}(ka) sowie my, < m ist

2
W(By) < v(BP) +m [% ~1-In c]
Dies zeigt die Beschrianktheit von {¢(By)} und damit die von {By} und {H}. Dies
wiederum impliziert, dass

51— mi [ 9L P < G Pi >2] . [g,fHkgk ( 9 Higi >2]
gk i= min|— 5 = min R
g1 Mgell o lgell> * Ngwll I Hrge |
unabhéngig von k£ durch eine positive Konstante nach unten beschréankt ist. Aus dem
allgemeinen Konvergenzsatz folgt die Behauptung des Satzes. O O
Bemerkung: 7. B. kann man
(k+1)  _ Yk Sk
’ [y I?

setzen. Die an {Hék)} und {B((]k)} gestellte Beschrianktheitsforderung ist bei gleichméfig
konvexer Zielfunktion erfiillt. Ist dariiber hinaus m = 1 und daher m;, = 1 fiir alle k,
so wird

He = (1—Ye)" (s ) (p - Besn) | sesn
’ |

yrse/ Ayl yrse/  yisk
T
Yk Sk 2 T 1 T T
I+ SESi1 — —(Sky + YiS )
Iyl s Qe ’
Daher ist
T T T T
Yk Sk Sk 9k Yk 9k+1 Sk 9k
Pry1 = —Hip1961 = _k—29k+1 - < kT 2k z )Sk + & Zlyk.
Y| yrse Nyl 1yl
Mit pg := —go ist dies genau die Richtungsstrategie eines Verfahrens von D. F. SHANNO
(1978)P Daher ist Satz Verallgemeinerung eines Konvergenzsatzes von D. F.
SHANNO (1978, Theorem 6) (siche auch J. WERNER (1992, S.227)). O

Jetzt wollen wir noch kurz auf eine Matlab-Implementation des L-BFGS-Verfahrens
eingehen. Wir geben das Function-File LBFGS.m an, dem eine Funktion LBFGSdir an-
gehangt ist.

22D. F. SHANNO (1978) On the convergence of a new conjugate gradient algorithm. STAM J. Numer.
Anal. 15, 1247-1257.
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function [x_min,iter]=LBFGS(fun,x_0,m,max_iter,tol);
%Input-Parameter:

% fun function to be minimized

% x_0 starting value

% m number of vector pairs to be stored
% max_iter maximal number of iteratioms

% tol If norm(gradient)<=tol: exit
%0utput-Parameter:

% X_min (local) solution

% iter number of iterations

Of sk ok ok o o o ko ok sk sk sk ok ok sk ok ok ok ok o o ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok o o ok ok ok sk sk ok sk sk ok ok ok ok ok ok o ok
x_c=x_0;
[f_c,g_cl=feval(fun,x_c) ;k=0;
S=[1; Y=[1; rho=[1;
while (norm(g_c)>tol)&(k<max_iter)
if k==0
p=-8-¢;
else
p=LBFGSdir(S,Y,rho,g_c);
end;
t=Wolfe(x_c,p,fun); x_plus=x_c+t*p;
[f_plus,g_plus]=feval(fun,x_plus);
s=x_plus-x_c; y=g_plus-g_c;
S=[S, sl; Y=[Y, yl;rho=[rho, 1/(y’*s)];

if k>=m
S=S(:,2:m+1);Y=Y(:,2:m+1) ;rho=rho(2:m+1) ;
end;
g_c=g_plus; x_c=x_plus;
k=k+1;
end;

if (norm(g_c)<=tol)
X_min=x_c;iter=k;
end;
Of stk s sk sk ok sk sk ok sk sk o sk sk sk o s sk sk sk ok ok sk ok sk sk o sk o sk s sk s ko sk ok ok sk ok o
function p=LBFGSdir(S,Y,rho,g_c);
%Input-Parameter

% S Columns are s_{k-m_k},...,s_{k-1}

% Y Columns are y_{k-m_k},...,y_{k-1}

% rho Components are rho_{k-m_k},...,rho_{k-1}
% g_c gradient at the current iterate
%0utput-Parameter

% p L-BFGS direction

O ks ok ok ok sk ok ok ok ok ok o ok koK ok ok K sk ok ok ok sk ok ok KK ok ok o KK ok ok ok koK ok ok ok Kok ok ok ok ok o K
[n,m_k]=size(S); gq=-g_c;
for j=m_k:-1:1
alpha(j)=rho(j)*(S(:,j)’*q);
g=g-alpha(j)*Y(:,3);
end;
ga_mma:S(: ,m_k)?*Y(:,m_k)/(Y(:,m_k)’*Y(:,m_k));
p=gammax*q;
for j=1:m_k
beta=rho (j)*(Y(:,3) ’*p);
p=p+(alpha(j)-beta)*S(:,j);
end;
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Wir testen die Funktion durch den Aufruf
[x,iter]=LBFGS(’Rosenbrock’,[-1.2;1],1,100,1e-8);
und erhalten

~( 0.99999999999710
1\ 0.99999999999091

) , iter = 44.
Mit dem Aufruf
[x,iter]=LBFGS(’Rosenbrock’,[-1.2;1],2,100,1e-8);
erhalten wir das Ergebnis

~( 1.00000000024967
~\ 1.00000000050844

) . iter = 43,

Natiirlich ist dies eigentlich kein gutes Beispiel fiir die Anwendung des L-BFGS-Ver-
fahrens.

3.2.7 Aufgaben

1. Mit dem ungeddmpften Newton-Verfahren und dem durch die Wolfe- bzw. die Armijo-
Schrittweite geddmpften Newton-Verfahren 16se man die Aufgabe:

(P)  Minimiere f(z) := 1.12% + 1.223 — 22122 + /1 + 23 + 23 — Ta; — 372,

wobei man den Startwert zq := (0,0)7 nehm.

2. Mit dem durch die Wolfe- bzw. die Armijo-Schrittweite geddmpften Newton-Verfahren
16se man die unrestringierte

(P) Minimiere f(z), € R%,
wobei

f(z) = 100(z% — 29)* + (1 — 21)® + 90(23 — 24)* + (1 — x3)*
+10.1[(1 — 22)® + (1 — 24)?] + 19.8(1 — 29)(1 — )

(die sogenannte Wood-Funktion). Man nehme zy = (—1.5,—1,-3,—1)7 und xy =
(—3.1,8.2,5.5,—-3.5)T als Startwerte.

3. Seien y,s € R” mit y's > 0 und die symmetrische, positiv definite Matrix B, € R?*"
gegeben. Sei By € R™™ der Broyden-Update zum Parameter ¢ € R. Man berechne die

Eigenwerte von B, 1 2B¢B; /2 Hierbei benutze man die Abkiirzungen

a = yTBc_ly, b:=yls, c:= s Bes.

ZSiehe P. SPELLUCCI (1993, S.117).
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4. Seien y,s € R® mit y”'s > 0 und eine symmetrische, positiv definite Matrix B, € R?*"
gegeben. Sei S"*™ der lineare Raum der symmetrischen n x n-Matrizen und S7*" C
S™*™ die konvexe Teilmenge der positiv definiten Matrizen. Man zeige, dass der BFGS-
Update

_ (Bes)(Bes)™ | yy”

By :=B.— i =
s* B.s yl's
Losung der Aufgabe
®) Minimiere ¢(B) := tr(B/2BB;Y/?) — Indet(B;Y2BB;/?)  auf
M :={BeS8"":BeS", Bs=y}

ist.
Hinweis: Diese Aussage findet man bei R. FLETCHER (1991)@ Man gebe einen alter-
nativen Beweis an, der die Gateaux-Variation und die Konvexitét von ¢ benutzt.

5. Seien y, s € R™ mit y”s > 0 und eine symmetrische, positiv definite Matrix B, € R"*"
gegeben. Sei S™*™ der lineare Raum der symmetrischen n x n-Matrizen und S7*" C
S™*™ die konvexe Teilmenge der positiv definiten Matrizen, ferner bezeichne || - ||r die
Frobenius-Norm. Sei schlieflich V' € R™*" symmetrisch und positiv definit mit Vs =y
und H, := B;!. Man zeige, dass die Inverse H, des BFGS-Updates B, also

T T T T
y Hey\ ss S(Hcy) + (Hcy)s
H, :=H, 1+—— ) — —
" C+< T )yTS yTs ’
die Losung der Aufgabe
1
®) Minimiere ¢(H) := §||V1/2(H — H)VY?|2 auf
M:={HeS8"":HecS"", Hy = s}
ist.

6. Seien y,s € R® mit y”'s > 0 und eine symmetrische, positiv definite Matrix B, € R"*"
gegeben. Sei S™*™ der lineare Raum der symmetrischen n x n-Matrizen und S7*" C
S™*™ die konvexe Teilmenge der positiv definiten Matrizen, ferner bezeichne || - ||r die
Frobenius-Norm. Man zeige, dass

. (Bcs B y)Ts T
By :=B. - W(Bcs)(Bcs)
eine Losung der Aufgabe
1
®) Minimiere ¢ (B) := 5HB;W(B — B.)B'?|)2 auf
M:={BeS8™":BeS8"", s'Bs=y's}
ist.
24R. FLETCHER (1991) “A new variational result for quasi-Newton formulae.” SIAM J. Opt. 1,

18-21.
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7. Seien y, s € R™ und eine symmetrische, positiv definite Matrix B, € R"*™ gegeben. Es
sei (y — B.s)T's # 0. Man bestimme v € R und u € R” so, dass die Matrix B, = B, +
yuu® der Quasi-Newton-Gleichung Bys = y geniigt. Unter welchen Voraussetzungen

ist die so bestimmte Matrix positiv definit?

8. Seien y,s € R™ mit y’s > 0 und die symmetrische, positiv definite Matrix B, €
R™*™ gegeben. Sei S™*" der lineare Raum der symmetrischen n x n-Matrizen und
S 8™ die konvexe Teilmenge der positiv definiten Matrizen. Man zeigﬂ dass
der BFGS-Update der skalierten Matrix

B — y" By
C yTS Cy
also . o .
- B.s)(B
B_l,_ = Bc o ( CS)(A CS) y?]{ 7
sTB.s Yy s
Losung der Aufgabe
—1/2 p p—1/2
tr(B. /" BB
Minimiere ¢(B) := i 7 T 2)/ auf
(P) det(B: ?BB; /)1
M :={BeS8"":BeS", Bs=y}
ist.
Hinweis: Zunéchst zeige man, dass ¢(-) in jedem B € ST*" in jede Richtung P € S™*"
richtungsdifferenzierbar ist und die Gateaux-Variation ¢'(B;-): S"*" — R gegeben ist
durch (siehe auch Aufgabe [7]in Abschnitt
1 _ tr(B;1B) _
'(B; P) = trBlP—CtrBlP).
IBiP) = e (i) (5P
Anschliefend iiberlege man sich, dass fiir beliebige A, B € S!™" die Implikation
¢'(B;A—B) =2 0= ¢(B) < ¢(4)

gilt. Im letzten Schritt zeige man, dass By € M und ¢/(By; B — By) > 0 fiir alle
BeM.

9. Man wende das BFGS-Verfahren mit Wolfe-Schrittweite auf die Minimierung der Funk-

tion
f(z) = 100(z3 — 29)* + (1 — 21)® + 90(23 — 24)* + (1 — x3)*
+10.1[(1 — 22)® + (1 — 24)?] + 19.8(1 — 29)(1 — )
an. Seien zg = (—1.5, — —1)" und 29 = (-3.1,8.2,5.5, —3.5)" die Startwerte.

10. Auf die unrestringierte Optimierungsaufgabe aus Aufgabe [9] wende man das L-BFGS-
Verfahren mit m = 1,2,3,4 an, wobei man den Startwert zo = (1.5, -1, -3, —1)T
nehme.

25Giehe

J. E. DENNIS, H. WoLkowIcz (1993) “Sizing and least-change secant algorithm.” STAM J. Numer.
Anal. 30, 1291-1314.
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3.3 Verfahren der konjugierten Gradienten

Die in Abschnitt untersuchten Quasi-Newton-Verfahren haben den Nachteil, dass
sie Speicherplatz fiir eine Approximation B, € R"*" der Hesseschen V?f(z.) der Ziel-
funktion f in der aktuellen Ndherung x. benttigen. Dies kann fiir groftes n ein Problem
werden. Ein Ausweg bietet das in Unterabschnitt angegebene L-BFGS-Verfahren.
Noch weniger Speicherplatz benétigen i. Allg. die jetzt zu besprechenden Verfahren der
konjugierten Gradienten. Wie von J. NOCEDAL, S. J. WRIGHT (1999, S.101) zu Be-
ginn ihres Kapitels iiber Conjugate Gradient Methods ausgefiihrt wird, besteht ein
zweifaches Interesse an Verfahren der konjugierten Gradienten. Einmal gehoren diese
Verfahren zu den niitzlichsten Techniken zur Losung grofser linearer Gleichungssysteme
mit einer symmetrischen, positiv definiten Koeffizientenmatrix bzw. der unrestringier-
ten Minimierung einer quadratischen, gleichméfig konvexen Zielfunktion. Zum anderen
konnen die Verfahren zur Losung allgemeiner unrestringierter Optimierungsaufgaben
adaptiert werden. Wesentlich ist hierbei, dass keine Matrix gespeichert werden muss
und die Verfahren (es gibt etliche Varianten) schneller als das Gradientenverfahren
bzw. das Verfahren des steilsten Abstiegs ist. Hingewiesen sei aber darauf, dass die
Wahl einer richtigen Schrittweitenstrategie nicht ganz einfach ist.

3.3.1 Quadratische Zielfunktionen
Wir betrachten die Aufgabe

(P) Minimiere f(z) := %:L‘TAZ' — bz, zeR
wobei A € R™ " stets als symmetrisch und positiv definit vorausgesetzt wird und
b € R". Die Aufgabe (P) besitzt genau eine Losung x*, ndmlich die Losung des linea-
ren Gleichungssystems Ax = b. Daher konnen die Verfahren dieses Unterabschnittes
auch zur Losung linearer Gleichungssysteme mit symmetrischer, positiv definiter Ko-
effizientenmatrix eingesetzt werden.

Wichtig ist die Definition

Definition 3.1 Sei A € R™*" symmetrisch und positiv definit. Vektoren pg,...,px €
R", k < n, heifen konjugiert beziiglich A oder auch A-konjugiert, wenn sie vom Null-
vektor verschieden sind und p! Ap; = 0 fiir 0 <i < j < k gilt.

Ist ein System {po,...,pn_1} C R"™ von A-konjugierten Richtungen bekannt (diese
sind notwendig linear unabhéngig), so kann das Verfahren der konjugierten Richtun-
gen angewandt werden, siche Aufgabe [2| In dem folgenden Satz wird das auf H. M.
HESTENES, E. STIEFEL (1952)@ zuriickgehende Verfahren der konjugierten Gradien-
ten angegeben, in dem im Verfahren selber konjugierte Richtungen erzeugt werden.

Satz 3.2 Zur Losung von (P) betrachte man das folgende Verfahren:

26H. M. HESTENES, E. STIEFEL (1952) “Methods of conjugate gradients for solving linear systems.”
J. Res. Bur. Standards 48, 409-436.
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o Wihle xy € R", berechne gy := Axg — b und setze pg := —gp.

o Fiirk=0,1,...:
— Falls g, = 0, dann: m := k, STOP. z,, ist die Lésung von (P).
— Andernfalls:

* Berechne

T
9k, Pk
by 1= — Tk ) Tgy1 = T + tiPr, Jki1 = gk + trApg.
P Apr.
* Berechne || ||2
Gk+1
B = o2 D41 = —Gk+1 + BrPr-

lgell3
Dann gilt:

1. Das Verfahren bricht nach m < n Schritten ab.
2. Esistp?gkzofﬁr0§i<k§m.

3. Esist gl pr = —||grl3 fiir 0 < k < m.

4. Esist gl gr =0 fir0<i <k <m.

5. Die Richtungen po, .. ., pm—1 sind A-konjugiert.

6. Es ist Spall {p07 B 7pk} = Spall {goa s 7.gk’} = Spall {907 AgOa s 7Akg()} tir 0 <
k<m.

Beweis: Wir zeigen durch vollstdndige Induktion nach k: Sind gy, ..., gx # 0, wird das
Verfahren also bis zum k-ten Schritt nicht abgebrochen, so gilt

Fok = —1lgkll3,
fgkzofﬁr0§i<k:,

Do, - - -, P sind A-konjugiert,

o
~ — ~ = N2
N

(e sSpan {p07 cee 7pk} = spall {gOa S 7916} = Span {907 AgOa S aAng}-

Diese fiinf Aussagen sind fiir £ = 0 (beachte: py := —gg) trivialerweise richtig. Fiir den
Induktionsschluss nehmen wir an, g, ..., g1 seien vom Nullvektor verschieden.
Fir 0 <i <k ist
Py gk = i (g + teApr) =0,

wobei die Induktionsvoraussetzungen (a) und (d) benutzt wurden. Ferner ist pl gz, = 0
nach Definition der (exakten) Schrittweite ¢;. Damit ist der Induktionsschluss fiir (a)
vollzogen.
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Es ist

G Pei1 = Gior (—grs1 + Bepr) = — || gt

wegen des gerade eben fiir k£ + 1 bewiesenen Teils (a). Damit ist auch (b) fir & + 1
bewiesen.
Fir 1 <i < kist

giTng = (Bi-1pi-1 — pz’)Tng =0,
wobei der fiir k + 1 schon bewiesene Teil (a) benutzt wurde, aus welchem auch
90 k1 = Do Grs1 =0
folgt. Beriicksichtigt man nun noch, dass
9k Apk = (Be—1pk—1 — pr)" Apr = —pi Apr,
so erhélt man

i Ap

9Pk 1

Pprkgk e = |lgellz Pr APk )

9F g1 = gi (g + trApy) = |lgill3 —

wobei auch noch die Induktionsvoraussetzung (b) benutzt wurde. Insgesamt ist auch
(c) fiir £+ 1 bewiesen.

Wegen der schon fiir £ + 1 bewiesenen Aussage (b) ist mit gy auch pgy; vom
Nullvektor verschieden. Fir 0 < i < k ist

1
piTApkH = PiTA<—gk+1 + 5kpk) = _gl{JrlApi = ;ngﬂ(gi - gi—i—l) =0.

Da schlieflich

1 1
P APk = (= gie1 + Bip)" (g1 — 9) = (= llgr1 13 + Bre llgwll3) = 0,

173 122
ist auch (d) fiir £ + 1 richtig.
Wegen pri1 = —grr1 + Brpr und der Induktionsvoraussetzung (e) folgt sofort, dass
span {po, . . ., Pr+1} = span{go, ..., grt1 . Weiter ist nach Induktionsannahme

9k S span {907 Ag()7 s 7Ak90}7 Dk € span {907 Ag07 s 7Akg()}-

Daher ist

k41 = Gk +tpApy
€ span {907 AgOu s 7Akg()} + A(Span {907 Ag()7 cee 7Ak90})
C span{go, Ago, ..., A" gy}

und folglich
span {go, g1, - - -, Ge+1} C span {go, Ago, ..., A" go}.
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Um die umgekehrte Inklusion zu beweisen, benutzen wir, dass nach Induktionsvoraus-
setzung

Ango = A(Akgo) € A(span {poa e J%}) C span {Apo»Aph . ,Apk}-
Wegen Apl = (gi+1 - gz)/tzu 1= 07 R k7 ist

Ango € span{go, g1, -, Gkt1}-

Zusammen mit der Induktionsvoraussetzung fiir (e) erhalten wir

span {go, Ago, - . ., A" go} C span {go, g1, - - -, Gri1}-

Damit ist der Induktionsbeweis abgeschlossen.

Insbesondere ist bewiesen worden, dass das Verfahren A-konjugierte Richtungen
erzeugt, solange es nicht abbricht. Da A-konjugierte Richtungen linear unabhéngig sind,
kann es von ihnen nicht mehr als n geben. Der Satz ist daher vollstdandig bewiesen. O
O

Bemerkungen: Die exakte Schrittweite ¢ kann im Verfahren der konjugierten Gradi-
enten auch durch ¢, := ||gx||3/p}f Apy. (siehe die dritte Behauptung in Satz berechnet
werden.

Ein Vorteil des Verfahrens der konjugierten Gradienten zur Losung der unrestrin-
gierten Optimierungsaufgabe (P) (mit der quadratischen, gleichméfig konvexen Ziel-
funktion f(z) := 327 Az — b'x) bzw. des dquivalenten linearen Gleichungssystems
Az = b (mit der symmetrischen, positiv definiten Koeffizientenmatrix A) gegeniiber
Eliminationsverfahren besteht darin, dass die Matrix A in jedem Iterationsschritt nur
dadurch eingreift, dass ihre Wirkung auf die aktuelle Richtung py zu bestimmen ist. Ge-
nau das macht das Verfahren attraktiv fiir hochdimensionale, diinn besetzte Aufgaben
vom angegebenen Typ. O
Wendet man das Gradientenverfahren mit exakter Schrittweite auf die Optimierungs-
aufgabe (P) mit der Zielfunktion f(x) := %xTAx — bz an, wobei A eine symmetrische,
positiv definite Matrix mit kleinstem (positiven) Eigenwert A, und groftem Eigen-
wert A\pnax iSt, so konnte in Aufgabe in Abschnitt mit Hilfe der Ungleichung von
Kantorowitsch gezeigt werden, dass

)\max - )\min 2 *
Flan) = flat) < (T200) o) = F@), k=01,

wobei natiirlich z* = A~!b die Losung von (P) bedeutet. Beriicksichtigt man, dass die
Kondition von A beziiglich der Spektralnorm durch xa(A) = Ajax/Amin gegeben ist,
und fiithrt man die (elliptische) Norm || - || 4 durch ||z]|4 := V2T Az auf dem R™ ein, so
erkennt man, dass dieses Ergebnis in

ra(A) —1
ka(A) +1

iibergeht. Hieraus wiederum folgt

o — "l _ (alA) — 1
< kE=0.1.....
2o — 27| = </<;2(A)+1) ) 0.1,

lons —2*lla < ( Ve —alla k=01,
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Hierdurch wird die Aussage “Je kleiner die Kondition von A, desto besser ist die Kon-
vergenz des Gradientenverfahrens” quantifiziert.

Uns kommt es nun darauf an, eine entsprechende Aussage auch fiir das in Satz
angegebene Verfahren der konjugierten Gradienten (fast vollstdndig) zu beweisen.

Satz 3.3 Secien xy, ..., x,, durch das Verfahren der konjugierten Gradienten gewonnen
und x* die Lésung von Ax = b. Dann ist

o =l /) = 1y

lzo —2*[la = \\/ka(A) +1

Hierbei ist die Norm || - |4 durch ||z||4 := V2T Az auf dem R" definiert.

k=20,...,m.

Beweis: Wir definieren zunéchst fiir £ = 0, ..., m den sogenannten Krylov-Raum
Ki(A, go) == span {go, Ago, - .., A* g},
der auch schon in der letzten Ausage von Satz vorkam. Nun beweisen wir:
o Fir k=0,...,m gilt:

1. Die k-te Iterierte x; ist die Losung der Aufgabe

(P,) Minimiere ||z — 2*||a, = € zo+ Ki(A, go).
2. Esist
rp —2%||a = min A)(zo — 27)] a-
o —alla= _min  Ip(A) o — o)

3. Ist Apin der kleinste, Aay der grofste Eigenwert der symmetrischen, positiv
definiten Matrix A und ist p € II; ein beliebiges Polynom mit p(0) = 1, so
ist

—a2*||a < A — x| 4.
o =o' lla < e [pOV)] o — "l

Denn: Zunéchst ist xp € xo + Kr(A, go), wie man durch vollstéandige Induktion unter
Benutzung des letzten Teils von Satz nachweist. Bei (Py) handelt es sich um die
Aufgabe, die Losung z* beziiglich der durch dass innere Produkt (z,y)s4 := x7 Ay
induzierten Norm || - || 4 auf den affinen Teilraum xy + Ky (A, go) zu projizieren. Daher
ist ) genau dann diese Projektion bzw. die Losung von (Py), wenn (z —2*,2)4 =0
fir alle z € Kr(A, go). Wiederum wegen des letzten Teils von Satz ist (A, go) =
span {go, - .., gx_1}. Folglich ist

(zp — 2%, 2)a = (xp — ") Az = (Arp, — b)) 2 =g} 2 =0,

da g wegen des vierten Teiles von Satz auf go, ..., gr_1 senkrecht steht. Damit ist
der erste Teil der Aussage bewiesen. Die zweite Aussage ist nur eine Umformulierung
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der ersten. Ein Element = € g + Kx(A, go) besitzt eine Darstellung x = z¢ + q(A)go
mit einem Polynom ¢ € II;_;. Dann ist

*

r—2" = xo+q(A)go —
xo+Q(A)(Axo—b)—9€
(A)
)A

o+ q(A)A(xg — z*) — z*

= (I +q(A)A)(zo — ")

= p(A)(zo — %),
wobei p(t) := 1+ ¢(t)t ein Polynom vom Grad < k mit p(0) = 1 ist. Aus dem ersten
Teil der obigen Aussage folgt dann sofort der zweite. Seien \;, i« = 1,...,n, die Ei-
genwerte der symmetrischen, positiv definiten Matrix A € R™ ", mit \,;, bezeichnen
wir den kleinsten, mit Ay, den groften Eigenwert von A. Ferner sei {uy,...,u,} ein

vollstandiges Orthonormalsystem von Eigenvektoren und

n
*
To— T = E Uy
=1

Fiir ein beliebiges Polynom p € Il ist dann

Ip(A)(zo — 2% = Z Aip(hi)*a;

.....

IN

max N2 |2 —
Ae[)\min)\max]p( ) || 0

Daher impliziert die zweite Aussage auch die dritte der obigen Aussagen.

Ist Amin = Amax, S0 ist nach dem ersten Schritt die Losung erreicht und daher die
Behauptung trivialerweise richtig. O. B. d. A. kbnnen wir daher im weiteren A, < Amax
annehmen. In der dritten der obigen Aussagen setze man als das Polynom p vom Grad
< k mit p(0) = 1 speziell

Amin + Amax — 2A> / T, (Amm + Amax)

)\max - )\min )\max - )\min

p(A) = Tk<

Hierbei bedeutet Ty (-) das k-te Tschebyscheffsche Polynom erster Art, welches fiir [t| <
1 die Darstellung
Ty (t) = cos(k arccost)

und fiir |[t| > 1 die Darstellung

To(t) = 1[(1& + m)’“ + <t+ \/ﬁ>k]

2
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besitzt. Fiir A € [Anin, Amax] 1St

>\min + )\max - 2>\ )\min + >\max
—1,1 —>1
)\max - )\min © [ ’ ]7 )\max - )\min ~
und daher
|2x — 2" la
To—X*|la /\e[,\rnlllina,}fmx] |p()\)]
|29 — 2]
< 1
- |Tk((/\min + Amax)/(/\max - /\min))|
1

Ti((r2(A) + 1)/ (r2(A) = 1))
Zur Abkiirzung setze man 7 := 1/(ko(A) — 1). Dann ist

Te((r2(A) +1)/(r2(A) = 1)) = Ti(1+2n)

Sl + 20 + /(T 22 = 1
= %[1 +2n 4 24/n(n + 1)]F

— Sl VT

— 1( Vk2(A) + 1)'“,

v

2 K9 (A) —1
wobei man die letzte Gleichung durch Einsetzen und einfache Manipulationen verifi-
ziert. Daher ist der Satz schlieflich bewiesen. O
O

Die Abschéitzung in Satz fiir das Verfahren der konjugierten Gradienten ist bes-
ser als die entsprechende Abschéatzung fiir das Gradientenverfahren, qualitativ sagt sie
wieder aus, dass “gute” Konvergenz bei kleiner Kondition von A zu erwarten ist. Durch
eine sogenannte Prdkonditionierung kann man versuchen, ein dquivalentes Problem zu
16sen, bei dem die Hessesche der Zielfunktion (bzw. die Koeffizientenmatrix des linearen
Gleichungssystems) immer noch symmetrisch und positiv definit ist, aber eine kleine-
re Kondition besitzt. Die Idee hierzu besteht darin, mit einer symmetrischen, positiv
definiten Matrix M € R™" zu dem transformierten unrestringierten Optimierungspro-
blem

1
(Py,) Minimiere ¢(y) := inM_lﬂAM_l/Qy — (M~ Y2y, yeR,
bzw. dem transformierten linearen Gleichungssystem
M71/2AM71/2y — M71/2b

tiberzugehen. Ist z* die Losung von (P) und y* die Losung von (Py), so ist z* =
M~'2y*. Nun wende man auf (P,;) das Verfahren der konjugierten Gradienten an,
wobei wir bei der Berechnung der Schrittweite ¢, eine Bemerkung im Anschluss an den
Beweis von Satz [3.21 benutzen. Wir erhalten:
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e Wihle yy € R™, berechne ho := M ~Y2(AM =12y, — b) und setze qo := —hy.
o Fir k=0,1,...

— Falls hy = 0, dann: m := k, STOP. y,, ist die Losung von (Pj;) und daher
Ty := M~Y2y,, die Lésung von (P).

— Andernfalls:
* Berechne
by == Il Yk+1 = Yk + LrQk
= EMRAM R B
sowie
his1 := hi + tkM_l/QAM_1/2qk.
* Berechne I “2
k
By = 2 Q1 = —hiy1 + Bk
[AE:

In dieser Form ist der Algorithmus natiirlich nicht brauchbar, da man nicht bereit ist,
M~/2 zu berechnen. Setzt man aber z, := M2y, g, := M2k, und py, := M~ 2q,
so erhalt man das Verfahren der konjugierten Gradienten mit Prikonditionierung:

e Wilhle zy € R", berechne gy := Axg — b und pg :== —M Lg.
o Fir k=0,1,...

— Falls g, = 0, dann: m = k, STOP. z,, ist die Losung von (P).
— Andernfalls:

x Berechne Ap;, und anschlieffend

_giM g,

=~ : Tpy1 = Tp + LD, Gk+1 = Gk + teApy.
Py Apy,

* Berechne M ~'g,,; und anschliefend

_ G M g

= =M1 .
B T g, Pr+1 Jr+1 7+ Brpr

Der Unterschied in der Komplexitat zum Verfahren der konjugierten Gradienten ohne
Prikonditionierung besteht darin, dass hier in jedem Schritt M !¢, zu berechnen, also
ein lineares Gleichungssystem mit M als Koeffizientenmatrix zu 16sen ist. Die Anforde-
rungen an den Prékonditionierer M sind also, dass M symmetrisch und positiv definit
ist, ein lineares Gleichungssystem mit M als Koeffizientenmatrix “einfach” zu losen ist
und die Kondition von M~Y2AM~1/2 bzw. von M~'A “méglichst klein” sein sollte,
also M “moglichst nahe” bei A sein sollte. Auf allgemeine oder spezielle (d. h. vom Pro-
blem abhéngende) Prikonditionierer wollen wir hier nicht eingehen. Stattdessen geben
wir eine Matlab-Funktion zum obigen Verfahren der konjugierten Gradienten mit Pra-
konditionierung an. Wir hétten diese wesentlich flexibler mit einer variablen Zahl von
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In- und Output-Parameterm gestalten konnen, verzichten aber darauf. Als Parameter
geben wir nicht den Priakonditioniere M selber an, sondern den Cholesky-Faktor L, wo-
bei also M = LL" mit einer unteren Dreiecksmatrix L, die positive Diagonalelemente
besitzt.

function [x,error,iter] = ConGrad(A,b,x,L,max_iter,tol)
% This function solves the symmetric positive definite linear system Ax=b
% using the Conjugate Gradient method with preconditioning.

% Input A symmetric positive definite matrix

% b right hand side vector

% b initial guess vector

% L Cholesky-factor of preconditioner matrix
b max_iter maximum number of iterations

% tol error tolerance

)

% Output x solution vector

A error error norm

% iter number of iterations performed

Of s ke ks ok ok ok sk ok o o ok sk sk ok o ok sk ok ok o sk ko o ok sk ok o ok sk sk ok o ok sk sk ok o sk sk ok o sk sk ok ok ook sk ok ok o ok skokok ok ok sk ok ok ok
iter=0; [n,n]=size(A);
bnrm2=norm(b) ;
if bnrm2==0
x=zeros(n,1); error=0; return
end;
g=Axx-b; z=L’\(L\g); p=-z; rho_k=g’*z;
error=norm(g) /bnrm?2;
while (error>tol)&(iter<max_iter)
g=A*p; t=rho_k/(p’*q); x=x+t*p; g=g+t*q;
z=L’\(L\g) ; rho_kp=g’*z; beta=rho_kp/rho_k;
p=-ztbetaxp; rho_k=rho_kp;
error=norm(g) /bnrm2; iter=iter+1;
end;

Beispiel: Gegeben sei die Poisson-Gleichung —Awu = 1 im FEinheitsquadrat Q :=
{(z,y) : 0 < x,y < 1}, gesucht ist die (eindeutig existierende) Losung, die auf dem
Rande 02 von  verschwindet. Nach dquidistanter Diskretisierung mit der Maschen-
weite i :=1/(N + 1) mit einer N? x N?-Koeffizientenmatrix

Ay —Iy - On

A= | v Ay T € RV xN?
: o =y
On -+ —In Ax

mit der N x N-Nullmatrix Oy, der NV X N-Einheitsmatrix Iy und der Tridiagonalmatrix
4 -1 --- 0
AN = . - : c RNXN.

Do
0 - —1 4
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Ferner ist der Vektor b durch b := (1/N?)ey2 gegeben, wobei ey2 der Vektor des RN
ist, dessen Komponenten alle gleich 1 sind. Die Matrix A wird in einem function-file
Modell.m berechnet. Es lautet

function A=Modell(N);
% A is the N~2-by-N"2 coefficient matrix corresponding to the
% model problem
Of sk sk sk sk sk sk ks ok ok ok ok sk sk sk kK K o o ok ok ok ok ok ok ok K K K K o ok ok ok ok ok ok sk kK K K o ok ok ok ok ok ok ok K K Kk ok ok ok ok ok oK
I=eye(N);
S=4xeye(N)+diag(-ones(N-1,1),1)+diag(-ones(N-1,1),-1);
A=zeros(N~2,N"2);
for i=1:N

AC(i-1)*#N+1:i*N, (i-1)*N+1:1i*N)=S;
end;
for i=1:N-1

AC(i-1)*N+1:i*N,i*N+1:(i+1)*N)=-1;

A(i*N+1: (i+1)*N, (i-1)*N+1:i*N)=-T1;
end;

Als Test benutzen wir das script-file Test.m mit dem Inhalt

N=100;

A=sparse (Modell(N)) ;b=(1/N)~2*ones(N~2,1);
x0=zeros(N~2,1);

max_iter=1000;to01=0.0000001;

L=speye(N~2);

tic;
[x,error,iter]=ConGrad(A,b,x0,L,max_iter,tol);
toc;

Immerhin ist hier ein lineares Gleichungssystem mit 10 000 Gleichungen und Unbekann-
ten zu 16sen. Wir sind erfolgreich. Nach 170 Iterationen und elapsed time=3.8021 ist
error=9.5582e-08. Wie wir am obigen Programm sehen, haben wir keinen Prakondi-
tionierer benutzt. Ersetzen wir dagegen die Zeile

L=speye(N~2);
durch
L=cholinc(A,1e-3)’;

(dann wird eine sogenannte unvollstéandige Cholesky-Faktorisierung mit drop-tolerance
1073 durchgefiihrt), so erhalten wir nach 15 Iterationen, elapsed time=0.8985, dass
error=3.0549e-08. O

3.3.2 Das Fletcher-Reeves-Verfahren

Von R. FLETCHER, C. M. REEVES (1964)F| stammt eine erste Verallgemeinerung des
Verfahrens der konjugierten Gradienten auf unrestringierte Optimierungsaufgaben

(P) Minimiere f(x), x € R",

2TR. FLETCHER, C. M. REEVES (1964) “Function minimization by conjugate gradients.” Computer
Journal 7, 149-154.
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mit nicht notwendig quadratischer Zielfunktion f. Wir beschrinken uns im wesentli-
chen auf die Beschreibung dieses Verfahrens, Varianten werden in den Aufgaben ange-
sprochen. Wir erinnern an die Voraussetzungen (V) (a)—(c) aus Unterabschnitt
und die (gleichméRigen) Konvexitétsvoraussetzungen (K) (a)—(c) aus Lemma [1.6] Im
folgenden Satz wird das Fletcher-Reeves-Verfahren mit exakter Schrittweitenstrategie
angegeben und unter den Voraussetzungen (V) (a)—(c) bzw. (K) (a)—(c) eine globa-
le Konvergenzaussage bewiesen. Auf einen entsprechenden Konvergenzsatz mit einer
inexakten Schrittweitenstrategie, ndmlich der in Aufgabe [I] in Abschnitt angege-
benen strengen Wolfe-Schrittweite, werden wir in Aufgabe [6] eingehen, siehe auch M.
AL-BAALI (1985

Satz 3.4 Gegeben sei die Optimierungsaufgabe (P). Die Zielfunktion f:R"™ — R
gentige den Voraussetzungen (V) (a)—(c). Das Verfahren der konjugierten Gradienten
von Fletcher-Reeves ist durch den folgenden Algorithmus gegeben:

e Gegeben xy € R", berechne gy := V f(xy) und setze py := —go.
o Fiirk=0,1,...:

— Falls g, = 0, dann: STOP. zy, ist stationdre Losung von (P).
— Andernfalls:

* Berechne die exakte Schrittweite ty, 1= t*(xy, pg).
* Berechne

Tyl = Tk + LDk, Git1 = Vf(Tps1)

sowie

50 ol

2 Prt1 = —Gk+1 + BrDr-
lgrll3

Dann gilt: Bricht das Verfahren nicht nach endlich vielen Schritten mit einer stationédren
Losung von (P) ab, so liefert es eine Folge {xy} mit liminfy o ||gx||2 = 0, wenigstens
ein Haufungspunkt von {x;} ist also eine stationdre Losung von (P). Sind sogar die
Konvexititsvoraussetzungen (K) (a)—(c) erfiillt, so konvergiert die gesamte Folge {xy}
gegen die dann eindeutige Losung x* von (P).

Beweis: Zunéchst beachten wir: Da im Verfahren stets die exakte Schrittweite gewahlt
wird, ist gipr = —|lgxl3 < O fiir g # 0, also py eine Abstiegsrichtung in x;. Das
Verfahren breche nicht vorzeitig mit einer stationdren Losung ab. Im Widerspruch zur
Behauptung nehmen wir an, es sei liminfy . ||gx|l2 > 0. Dann existiert ein € > 0 mit
|lgk|l2 > € fir alle k. Wegen Satz gibt es eine von k£ unabhéngige Konstante 6 > 0
mit

NN

T 2 4
i Pk ||ng2 0 . Hpk|
flzy) — f(x 29(—) =40 = — mit oy 1=
() = f{@n) A I3~ o T gl

DN

28M. AL-BAALI (1985) “Descent property and global convergence of the Fletcher-Reeves method
with inexact line search.” IMA J. Numer. Anal. 5, 121-124.



114 Schrittweitenverfahren

Fir £ > 1 ist

o lpelld  Ngklls + By llpk—all3 1
= 1= 1 = 57+ Q1.
||9k:||2 ||gk||2 HngQ

Durch Zuriickspulen erhakt man

||M»

1 k 1
Z” k=0

9]”2 €2

und hieraus

Oe?
E+1°

(%) flae) = f(ar) = k=0,1....

Die harmonische Reihe ist bekanntlich divergent. Daher folgt aus (x), dass { f(xy)} nicht
nach unten beschrénkt ist, was einen Widerspruch zur vorausgesetzten Kompaktheit
der Niveaumenge Lo darstellt.

Nun seien sogar die Voraussetzungen (K) (a)—(c) erfiillt. Ein € > 0 sei vorgegeben.
Wegen der unter den schwécheren Voraussetzungen (V) (a)—(c) bewiesenen Aussage
existiert ein kg € N mit ||gx,||2 < ce. Eine Anwendung von Lemma |1.6| liefert fiir alle
k > ko die Ungleichungskette

c . . . 1 ce?
Sl —= 12 < flzx) = f(27) < flan) — f2") < 2—CH9koH§ S5
Daher ist ||z — 2*[]a < € fur alle k& > ko, so dass auch der zweite Teil des Satzes
bewiesen ist. O O

Bemerkungen: Spezialisiert man das Fletcher-Reeves-Verfahren auf eine quadratische
Zielfunktion, so erhélt man genau das in Unterabschnitt untersuchte Verfahren
der konjugierten Gradienten. Insbesondere bricht das Verfahren in diesem Fall nach
m < n Schritten ab.

Es gibt einige Variantem zum Fletcher-Reeves-Verfahren. Diese unterscheiden sich
im wesentlichen in der Definition des Skalars (3, reduzieren sich fiir eine quadratische
Zielfunktion aber sts auf das Verfahren der konjugierten Gradienten aus[3.3.1] So setzen
z.B. E. POLAK, G. RIBIERE (1969

91?+1(9k+1 - gk)
194113

Br =

Konvergenzaussagen zum Polak-Ribiére-Verfahren werden in Aufgabe [f] gemacht.

I. Allg. macht man in einem Verfahren der konjugierten Gradienten alle n Schritte
einen sogenannten restart, indem man wieder mit der negativen Gradientenrichtung in
der aktuellen Ndherung beginnt. O

YE. PoLAK, G. RIBIERE (1969) “Note sur la convergence de méthodes de directions conjuguées.”
Rev. Fr. Inf. Rech. Oper. 16, 35-43.
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Wir wollen eine einfache Matlab-Funktion angeben, durch die das Fletcher-Reeves-
Verfahren implementiert wird. Als Schrittweitenfunktion benutzen wir hierbei die Ar-
mijo-Schrittweite, wodurch allerdings nicht garantiert ist, dass man Abstiegsrichtungen
erhélt. Besser wére es, die strenge Wolfe-Schrittweite zu implementieren (Hinweise
hierzu findet man bei C. GEIGER, C. KANzZOW (1999, S.491t.)).

function [x_min,iter]=FleRee(fun,x_0,max_iter,tol);
%Input-Parameter:

% fun function to be minimized

% x_0 starting value

% max_iter maximal number of iterations
% tol If norm(gradient)<=tol: exit
%0utput-Parameter:

% X_min (local) solution

% iter number of iteratioms

Yk ok ok sk ok ok ok ok o ok ok ok ok ok K ok K ok Kok K ok ok K ok oK oK KoK Kok K ok K K K R Kok oK kR K
%The Fletcher-Reeves conjugate gradient method with
%Armijo-line search and restart every n=length(x_0) steps
%is used.
%ok ok ok sk o sk ok ok ok ok ok o sk ok ok ok o ok o ok ok ok ok o ok sk o ok ok o ok oK o ok ok K ok o oK oK ok K ok ok ok ok oK
x_c=x_0;
[f_c,g_cl=feval(fun,x_c);iter=0;n=length(x_0);
while (norm(g_c)>tol)&(iter<max_iter)
if (mod(iter,n)==0)
p=-g-¢;
end;
t=Armijo(x_c,p,fun); x_plus=x_c+t*p;
[f_plus,g_plus]=feval(fun,x_plus);
beta=(norm(g_plus)/norm(g_c))~2;
p=-g_plust+beta*p; g_c=g_plus; x_c=x_plus;
iter=iter+1;
end;
if (norm(g_c)<=tol)
X_min=x_c;
end;

Der Aufruf
[x,iter]=FleRee(’Rosenbrock’, [-1.2;1],500,1e-8);

liefert z. B.
- < 0.99999999988120

0.99999999976207 ) , iter = 85.

3.3.3 Aufgaben

1. Mit dem Verfahren der konjugierten Gradienten von Hestenes-Stiefel 16se man die Auf-
gabe, die Funktion

f(x) := 3 4+ 0.3z129 + 0.97523 + 0.012123 + 25 + 321 — 4o + 23

auf dem R3 zu minimierenPl

30Siehe P. SPELLUCCI (1993, S.164).
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2. Gegeben sei die quadratische Zielfunktion f(z) := %xTAac — bT2 mit einer symmetri-
schen, positiv definiten Matrix A € R"*™. Seien py, ..., pn—1 € R™ konjugiert beziiglich
A. Man betrachte das folgende Verfahren zur Minimierung von f(z) auf dem R™:

e Wihle zg € R", berechne gg := Axg — b.
e Firk=0,1,...
— Falls g = 0, dann: m := k, f nimmt in z,, das Minimum an. STOP.

— Andernfalls berechne

_ ngpk
phApy,’

Tpt1 := Tk + tkDk, Gk+1 = gk + trApg.

Durch vollsténdige Induktion nach k zeige man: Sind go, ..., gr # 0, ist das Verfahren
im k-ten Schritt also noch nicht abgebrochen, so ist x4 die Losung der Aufgabe

(P,) Minimiere f(z), « € zo+ span{po,...,pk}

Wegen z¢ + span {po, . ..,pn—1} = R” bricht das Verfahren also nach m < n Schritten
mit dem Minimum von f ab.

Hinweis: Nach Konstruktion ist klar, dass xx+1 € xo + span{po,...,pr}. Man zeige,
dass g,:gﬂpi =0,7=0,...,k, und iiberlege sich, dass dies die Behauptung impliziert.

3. Gegeben sei die quadratische Zielfunktion f(x) := %xTAx — bT'z mit einer symmetri-
schen, positiv definiten Matrix A € R™*". Zur Losung der zugehdrigen unrestringierten
Optimierungsaufgabe bzw. des linearen Gleichungssystems Ax = b betrachte man die
folgende Modifikation des Verfahrens der konjugierten Gradienten, welche sich von die-
sem dadurch unterscheidet, dass nicht notwendig am Anfang pg := —gg gewéhlt wird.

e Wihle xg € R", berechne gg := Axg—0b. O.B.d. A. sei gg # 0. Wéhle pg € R mit

g(j;po < 0.
o Fir k=0,1,...
— Berechne
T
9 Dk
b = — Tk ) Tg41 = Tk + tkDk, Qk+1 = gk + t Apk.
Py APk

— Falls gx11 =0, dann: m := k + 1, STOP. z,, ist die Losung.
— Andernfalls:

* Berechne

T
g1 \91 — go
—g1 — L ( T )pOa k= 07
» ) 9o Po
k+1 -— T 2

Gk+190 Jk41

—Gk+1 + k;l p0+w ’ k:1>2>
9o Po ”ng2

Durch vollstdndige Induktion nach k zeige man: Ist £ > 1 und sind g1,..., g # 0, so
gilt:

(a) Esist plgr=0,i=0,...,k—1,
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(b) Bs ist gz = —llgxl3,
(c) Esist gfgp =0,i=1,...,k—1,

(d) Es ist pZTApk = 0,7 =0,...,k — 1, d.h. die Richtungen po,...,pr sind A-
konjugiert.

Insbesondere bricht das Verfahren nach m < n Schritten ab.

4. Man zeige: Hat die symmetrische, positiv definite Matrix A € R™*™ nur r verschiede-
ne Eigenwerte, so bricht das Verfahren der konjugierte Gradienten, angewandt auf das
lineare Gleichungssystem Ax = b bzw. die dquivalente unrestringierte Optimierungs-
aufgabe, nach spétestens r Iterationsschritten ab.

Hinweis: Man benutze die im Beweis von Satz bewiesene Aussage:

e Ist xp die durch das Verfahren der konjugierten Gradienten gewonnene k-te Ite-
rierte, sind Aq,..., A\, die Eigenwerte der symmetrischen, positiv definiten Matrix
A und ist p € I, ein beliebiges Polynom mit p(0) = 1, so ist

= o*lla < max [p(N)] 1o — .

=1,...,

Hierbei ist die Norm || - ||4 durch |z]/4 := VaT Az auf dem R™ definiert.

5. Das Verfahren der konjugierten Gradienten von Polak-Ribiére unterscheidet sich von
dem Fletcher-Reeves-Verfahren nur darin, dass Sy = gi.(grk+1 — 9x)/llgkll3 (statt
Br = llgk+1ll3/]lgxl|3) gesetzt wird. Man betrachte das dann definierte Polak-Ribiére-
Verfahren mit exakter Schrittweitenstrategie zur Losung von

(P) Minimiere f(x), =z € R"
Man zeige:

(a) Sind die Voraussetzungen (K) (a)—(c) erfiillt, so liefert das Verfahren, wenn es
nicht vorzeitig mit der Losung x* von (P) abbricht, eine Folge {zy}, die R-linear
gegen x* konvergiert.

(a) Die Voraussetzungen (V) (a)—(c) seien erfiillt, das Verfahren breche nicht vorzeitig
mit einer stationdren Losung von (P) ab. Fir die durch das Verfahren erzeugte
Folge {xx} gelte limg oo ||2x+1 — 2k|l2 = 0. Dann ist liminfg o ||gk]]2 = 0, so
dass die Folge {z\} wenigstens eine stationdre Losung von (P) als Haufungspunkt
besitzt.

Hinweis: Man setze

2
S = < ngpk > o ||9k||%
k= = 5
g ll2 |px |2 x5

Fiir den ersten Teil der Aufgabe zeige man die Existenz einer Konstanten § > 0 mit
0 >0, k=0,1,..., und wende Satz an. Fiir den zweiten Teil der Aufgabe mache
man einen Widerspruchsbeweis. Zum einen ist ) - ,0; < oo unter Benutzung von
Satz zum anderen 1/0;11 < 14 1/J; fiir alle hinreichend grofen k£ und daher

2 k=0 0k = 00,
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6. Unter den Voraussetzungen (V) (a)—(c) aus Unterabschnitt betrachte man zur
Losung der unrestringierten Optimierungsaufgabe (P) das Fletcher-Reeves-Verfahren
mit der strengen Wolfe-Schrittweite (siehe Aufgabe [1]in Abschnitt [3.1)):

e Fiir die Schrittweitenstrategie seien a und f mit 0 < a < 8 < % gegeben.

e Gegeben zy € R™, berechne gg := V f(x0) und setze py := —go.

e Firk=0,1,...
— Falls g = 0, dann: STOP. zy, ist stationdre Losung von (P).
— Andernfalls:

x Bestimme eine strenge Wolfe-Schrittweite, also ein ¢ > 0 mit
f@r+ tepr) < f(an) + otrgipe, IV f (@ + tror) prl < —Bgi pe-
* Setze bzw. berechne
Trt1 = Tk +tePks k1 = V. (Tp41)

sowie )
P 79
M )

lgx I3

Pk+1 = —Gk+1 + BrPk-

Man zeige:

(a) Ist im k-ten Schritt noch kein Abbruch erfolgt, ist also go, ..., gr # 0, so ist

k T k
1 i~ i Pk : 1-25
———— <y ek <24y p < - :
L=87 = o3 = 1-5

Wegen 3 € (0, %) ist daher p; eine Abstiegsrichtung in x. Mit Hilfe von Aufgabe
in Abschnitt [3.1] folgt die Existenz einer Schrittweite t; > 0 mit den geforderten
Eigenschaften.

(b) Bricht das Verfahren nicht vorzeitig mit einer stationdren Losung ab, so erzeugt
es eine Folge {zx} mit liminfy_,~ [|gk||2 = 0. Sind sogar die Voraussetzungen (K)
(a)—(c) erfiillt, so konvergiert die gesamte Folge {x;} gegen die dann eindeutige
Losung z* von (P).

3.4 Das Gauls-Newton-Verfahren

In diesem Abschnitt untersuchen wir das (durch die Armijo-Schrittweite geddmpfte)
Gaubk-Newton-Verfahren zur Losung der diskreten, nichtlinearen Approximationsauf-
gabe

(P) Minimiere f(z) :=||F(z)||, =€ R"
Hierbei ist F:R"™ — R™ und || - || eine das Problem bestimmende, fest vorgegebene
Norm auf dem R™ ist. Ist z.B. || - || = || - ||2 die euklidische Norm, so handelt es sich

bei (P) um ein nichtlineares Ausgleichsproblem.
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3.4.1 Die Konvergenz des Gaul-Newton-Verfahrens

Analog zu den Voraussetzungen (V) (a)—(c) in Unterabschnitt formulieren wir
diesmal als generelle Voraussetzungen:

(V) (a)  Mit einem gegebenen zq € R" (Startwert des Iterationsverfahrens) ist die
Niveaumenge Ly := {z € R": f(z) < f(x0)} kompakt.
(b)  Die Abbildung F:R™ — R™ ist auf einer offenen Obermenge von Lg stetig
differenzierbar.

(c)  Die Funktion F'(-) ist auf Lg lipschitzstetig, d. h. es existiert eine Konstante
v > 0 mit

1F'(x) = F'(y)ll < vllz =yl fiir alle 2,y € Lo.

(Hierbei ist rechts || - || eine feste Norm auf dem R™, wéhrend || - || links die
der vorgebenen Norm auf dem R™ und der Norm auf dem R" zugeordnete
Matrixnorm auf R"™*" bedeute@.

Die Zielfunktion f von (P) kann auch als

f(x) =g o F(x) = g(F(x))

geschrieben werden, wobei g:R™ — R durch ¢(y) := ||y|| gegeben ist. Daher be-
sitzt unter den Voraussetzungen (V) die Zielfunktion f von (P) in jedem x € L, eine
Gateaux-Variation f’(z;-):R" — R, die durch f'(z;p) = ¢'(F(z); F'(z)p) gegeben ist.
Dieses Ergebnis haben wir in Satz[1.§)in Abschnitt [2.1] exemplarisch fiir g(y) := [|y]|
bewiesen.

Im folgenden Lemma wird gezeigt, wie man in einer aktuellen Naherung x. € Ly
eine Abstiegsrichtung berechnen oder feststellen kann, dass z. eine stationédre Losung
von (P) ist.

Lemma 4.1 Gegeben sei die diskrete, nichtlineare Approximationsaufgabe (P), die
Voraussetzungen (V) (a)—(c) seien erfiillt. Bei gegebenem x. € Ly betrachte man die
in . linearisierte Aufgabe

(LP,) Minimiere f.(p) := ||F(z.) + F'(zc)p|l, pe€R"
Dann existiert eine (nicht notwendig eindeutige) Losung p* zu (LP,). Ferner gilt:

1. Isf? f.(p*) = f(z), so ist z. eine stationdre Lésung von (P), d. h. esist f'(z¢;q) >
0 fiir alle g € R™.

31Die Lipschitzstetigkeit ist wegen der Aquivalenz der Normen auf einem endlichdimensionalen linea-
ren Raum eine normunabhéngige Eigenschaft. Die eben getroffene Vereinbarung dient der Festlegung
der Lipschitzkonstanten ~.

32Man beachte: Zwar ist p* als Losung von (LP..) nicht notwendig eindeutig bestimmt, aber f.(p*) =
minyepn fo(p) ist natiirlich eindeutig.
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2. Ist fo(p) < f(x.) fiir ein p € R", so ist
f'(@eip) < felp) = flze) <0,

also p eine Abstiegsrichtung fiir f in x.. Insbesondere ist p* eine Abstiegsrichtung

fiir f in ., wenn f.(p*) # f(xc).

Beweis: Um die Losbarkeit von (LP.) nachzuweisen, betrachten wir die Aufgabe
Minimiere g¢.(q) := ||F(z) +¢|, ¢ € Bild (F'(z.)).

Diese Aufgabe besitzt eine Losung ¢* = F'(z.)p*, da eine zugehorige Niveaumenge
offensichtlich kompakt ist. Dann ist p* eine Losung von (LP.,).

Ist f.(p*) = f(z.), so ist p = 0 eine Losung und damit auch eine stationére Losung
von (LP.). Folglich ist

0 < fi(0;q) = ¢ (F(xe); F'(xe)q) = f'(we;5q)  fidr alle ¢ € R,

und daher z. eine stationére Losung von (P).
15t £o(p) < f(z2), 50 ist

f'(we;p) = g/ (F(ze); F'(xe)p) < g(F(ze) + F'(xe)p) — 9(F(2)) = fe(p) — f(2) <0,

d.h. p ist eine Abstiegsrichtung fiir die Zielfunktion f der diskreten, nichtlinearen
Aooroximationsaufgabe (P) in der aktuellen Néherung z.. Ist f.(p*) # f(z.) = f.(0),
so ist notwendig f.(p*) < f(z.) und damit p* eine Abstiegsrichtung in z.. Das Lemma
ist damit bewiesen. O

Bemerkung: Fiir || - || = || - ||2 ist (LP.) ein lineares Ausgleichsproblem, das unter
der Voraussetzung Rang (F’(z.)) = n < m eine eindeutige Losung besitzt, welche z. B.
mit Hilfe einer Q) R-Zerlegung von F’(z.) berechnet werden kann. Fiir Rang (F'(z.)) <
n < m ist (LP.) zwar nicht eindeutig l16sbar, es existiert aber genau eine Losung
minimaler euklidischer Norm. Diese kann mit Hilfe einer Singuldrwertzerlegung von
F'(x.) berechnet werden. Eine Realisierung in Matlab ist denkbar einfach, hierauf
gehen wir spéter ein.
Ist || || = ||  ||os 8O ist (LP.) &quivalent der linearen Optimierungsaufgabe

Minimiere ¢ unter den Nebenbedingungen
—be < F(xc) + F'(x)p < de,

wobei e € R der Vektor ist, dessen Komponenten alle gleich 1 sind. Mit einem Ver-
fahren fiir lineare Programme, etwa dem Simplexverfahren, kann also (LP,) in diesem
Falle gelost werden. Ahnliches gilt auch fiir || - || = || - ||1. 0

Durch Lemma ist eine Richtungsstrategie fiir ein Verfahren zur Losung von (P)
gegeben. Nun kommen wir zur Definition einer Schrittweitenstrategie, wobei wir uns
auf die Ubertragung der Armijo-Schrittweite vom glatten auf den hier vorliegenden
Fall beschréanken. Seien eine aktuelle Ndherung x. € Ly und eine Richtung p € R"
mit f.(p) = [|[F(z.) + F'(z.)p| < f(z.) vorgegeben. Wegen des eben bewiesenen
Lemmas ist p eine Abstiegsrichtung fiir die Zielfunktion f von (P) in x.. Analog
zum glatten Fall definieren wir die zugehorige Armijo-Schrittweite durch den folgenden
Algorithmus:
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e Seien a € (0,3) und 0 < I < u < 1 gegeben.
e Setze pg := 1.
e Fir j=0,1,...:

— Falls f(z.+ pjp) < f(z.) + apjlfe(p) — f(z.)], dann: ¢ := p;, STOP.
— Andernfalls: Wéhle p;.1 € [lpj, up;].
Es ist klar, dass die Armijo-Schrittweite existiert bzw. der obige Algorithmus nach

endlich vielen Schritten abbricht. Denn wére die zu testende Ungleichung fiir kein j
erfiillt, so wére {p;} C R eine Nullfolge und

alf(p) — F(n)] < lim LFe T 2iP) = f(e)

J—00 pj

= f/(xc;p> < fc(p) - f(xc)

wiirde den Widerspruch 0 < (1 — «)[f.(p) — f(z.)] ergeben. Wie im glatten Fall kann
[ = u =: p gewihlt werden, so dass dann die Armijo-Schrittweite durch t = p’ gegeben
ist, wobei 7 die kleinste nichtnegative ganze Zahl mit

fae+p'p) < f(ze) + ap’[felp) — f(z)]
ist. Entsprechend dem glatten Fall kann aber auch py := 1 und

2[f (e + pip) = (f(xe) + pilfe(p) — flxe)])]

pi+1 = max(0.1p;, p}) mit  p; =

gesetzt werden.

Das folgende Lemma wird dazu dienen, ganz entsprechend zu Lemmal|[I.1] die durch
die Armijo-Schrittweite erzielte Verminderung der Zielfunktion nach unten abzuschét-
zen.

Lemma 4.2 Gegeben sei die diskrete, nichtlineare Approximationsaufgabe (P), die
Zielfunktion f geniige den Voraussetzungen (V) (a)—(c). Sei z. € Ly und p € R™ eine
Richtung mit f.(p) := ||F(z.) + F'(xz.)p|| < f(x.), also p eine Abstiegsrichtung fiir f

in x.. Mit
2{]0(.730) — f(xcﬂ

t* = —
vllpl?

ist dann

flxe+tp) < flae) +t[fe(p) — flxe)] + tQ%HpHQ fiir alle t € [0, min(1,¢*)].
Beweis: Wie in Lemma sei t = #(x.,p) die erste positive Nullstelle der durch

¥(t) := f(z.) — f(z.+1tp) definierten Abbildung v: [0, 00) — R. Dann ist 2.+ sp € Ly
fiir alle s € [0,]. Fiir ¢ € [0, ] ist

F(z.+tp) = F(x.) +tF (x.)p+ /Ot[F’(a:C +sp) — F'(z.)]pds

= (1 —t)F(x,) + t[F(z.) + F'(z.)p] + /0 [F'(zc + sp) — F'(zc)]pds.
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Nimmt man hier auf beiden Seiten die Norm, wendet die Dreiecksungleichung und die
Lipschitzstetigkeit von F’(-) an, so erhélt man

flae+tp) < (1= 0)f(w) +tf(p) + £ 3ol

f)/
= [flwe) +tlfelp) = flxe)] + 5 lIpIl”
fiir alle ¢ € [0, min(1,#)]. Ist £ < 1, so folgt hieraus (setze t =), dass t* <{. O O

Entsprechend zu Satz kann auch hier die Verminderung der Zielfunktion abge-
schitzt werden. Da der Beweis vollig analog verlduft (statt Lemma wird Lemma
benutzt), geben wir ihn nicht an, sondern verweisen auf Aufgabe [1]

Satz 4.3 Gegeben sei die diskrete, nichtlineare Approximationsaufgabe (P), die Ziel-
funktion f gentige den Voraussetzungen (V) (a)—(c). Sei . € Ly und p € R™ eine
Richtung mit fo(p) := || F(z.) + F'(z.)p| < f(zc). Seien a € (0,3), 0 <l <u <1 ge-
geben und t := p; eine zugehdrige Armijo-Schrittweite. Dann existiert eine Konstante
6 > 0, die nur von «, v sowie | und u, nicht aber von x. oder p abhédngt, mit

flxe) — f&p)ﬂ '

F(re) = Floe+19) 2 6 f(ae) = flo), (52

Im folgenden Satz wird das durch die Armijo-Schrittweite gedimpfte Gaufs-Newton-
Verfahren zur Losung von (P) angegeben und hierfiir eine Konvergenzaussage gemacht.

Satz 4.4 Gegeben sei die diskrete, nichtlineare Approximationsaufgabe (P), die Ziel-
funktion f geniige den Voraussetzungen (V) (a)—(c). Zusétzlich sei Rang (F'(x)) = n
fiir alle x € Lg. Zur Losung von (P) betrachte man den folgenden Algorithmus:

e Seie o € (0, %) und 0 < [ < wu < 1 (fiir die Armijo-Schrittweite) vorgegeben.
e Sei xp € R" ein Startwert (wie in (V)).
o Fiirk=0,1,...:
— Berechne eine Lésung py, der in x linearisierten Approximationsaufgabe
(LP,) Minimiere  fi(p) := ||F(zg) + F'(zx)p|, p€R™

— Falls fi(px) = f(xy), dann: xy ist stationare Losung von (P), STOP.
— Andernfalls:

x Berechne Armijo-Schrittweite ty.
x Setze Ty = T + tiPp-

Dann gilt: Bricht der Algorithmus nicht nach endlich vielen Schritten mit einer sta-
tiondren Losung von (P) ab, so liefert er eine Folge {xy} C Lo mit f(zxi1) < f(ag),
k =0,1,..., und der Eigenschaft, dass jeder Hiufungspunkt x* von {x} eine stationdre
Losung von (P) ist.
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Beweis: Die Durchfiithrbarkeit des Algorithmus ist wegen Lemma sowie der Exi-
stenz der Armijo-Schrittweite klar. O.B.d. A. nehmen wir an, das Verfahren breche
nicht vorzeitig mit einer stationdren Losung von (P) ab. Da es sich um ein Abstiegsver-
fahren handelt, wird eine Folge {zx} C Lo mit f(xg1) < f(zx), k = 0,1,..., erzeugt.
Sei x* ein wegen der Kompaktheit der Niveaumenge L existierender Haufungspunkt
von {z}. Der Nachweis dafiir, dass z* eine stationédre Losung von (P) ist, erfolgt in
drei Schritten.

(a) Die Folge {px} ist beschrénkt.

Denn: Es ist

1 (@e)pll < |[F (@)l + || F (i) + F'(zi)pel] < 2 (1),
——

-~

=f(xr) <f(zx)

Nach Voraussetzung ist Rang (F”(x)) = n fiir jedes x € Ly, daher ist F'(z)TF'(z) €
R™*"™ fiir jedes x € Lg nichtsingulér. Folglich ist

Ipll = 1 @) ()] F (o) F ()|
< I @) F )] F )| @l
< 2P (@) F (@) F )| )
< (2max [/ @)"F @) F @) £ ()
< (2max |[F (@) F'@)] " F'(@)7]) £ wo),

x€Llg
womit die Beschranktheit der Folge {py} bewiesen ist.

(b) Es ist limp—yoo[f(z1) — fi(pr)] = 0.
Denn: Wegen Satz existiert eine (von k unabhéngige) Konstante 6 > 0 mit

(*)  f(zr) = f(@hs1) > Omin [f($k) — fr(pr), (f(xk)H;k‘]’tk(pk))? ) k=0,1,....

Da {f(xy)} eine monoton fallende, nach unten beschriankte Folge ist, gilt

lim [f(z) — f(zre1)] = 0.

k—ro00
Hieraus, aus der Beschranktheit von {py} sowie (x) folgt limy_,o[f(zx) — frx(px)] = 0.

(c) Da x* ein Haufungspunkt von {x;} und {px} nach (a) beschrinkt ist, existiert
eine unendliche Teilmenge K C N derart, dass {x}rex gegen x* und {py }rex
gegen ein p* konvergiert. Dann ist p* eine Losung von

(LP,) Minimiere f.(p) := ||F(«*) + F'(z")p||, p€R",

mit f.(p*) = f(2*), so dass z* nach Lemma eine stationédre Losung von (P)
ist.
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Denn: Sei p € R™ beliebig. Nach Definition von py als Losung von (LPy) ist
1F () + F'(x)pell < 1 F(ze) + F(zopll,  k=0,1,....

Lésst man hier £ € K nach oo laufen, so erhdlt man, dass p* eine Losung von (LP,)
ist. Mit (b) folgt

0= lim [f(zx) — fulpr)] = f(z") = £ (p").

kEK k—o0

Also ist f.(p*) = f(z*) und der Satz ist bewiesen. O 0

3.4.2 Nichtlineare Ausgleichsprobleme

Ziel dieses Unterabschnittes ist es, eine einfache Matlab-Funktion zur Losung des nicht-
linearen Ausgleichsproblems

(P) Minimiere f(z) := ||F(z)|ls, z €R",

anzugeben. Die obigen Voraussetzungen (V) (a)—(c) seien erfiillt. Einfacher wird die
Umsetzung des Gauss-Newton-Verfahrens vor allem dadurch, dass die Losung des in
der aktuellen Naherung x. linearisierten Problems

(LP,) Minimiere = fo(p) := [[F'(zc) + F'(ze)pll2, p €R,

in Matlab auflerordentlich einfach erhalten werden kann. Ein File GauNew.m hat bei
uns den folgenden Inhalt:

function [x,iter]=GauNew(Fun,x_0O,max_iter,tol);

Yk sk sk o sk o sk sk sk o o sk sk sk ok o sk ok ok o o sk sk ok sk o sk ok sk o ok sk ok ok o ok ok sk ok ok o ok sk ok ok o ok ok ok ok o
%The Gauss-Newton method with Armijo line search is used
%to solve the nonlinear least squares problem

% minimize f£(x):=||F(x)||_2

%okt sk sk ke ok sk ok ok sk sk ok sk sk sk ok sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk ok sk sk ok sksk sk sk ok sk sk ok ok
%Input parameter:

% Fun function, [F(x),F’(x)]=Fun(x)
% x_0 initial iterate

% max_iter maximal number of iterations

% tol tolerance

%0utput parameter:

% X approximate solution

% iter number of iterations performed

Of sk ok ok o o ok ok sk sk sk sk ok sk sk ok ok ok ok o o ke ok ok sk sk sk sk sk sk sk ok ok o o o ok ok ok sk sk sk sk ok sk sk ok ok ok ok
x_c=x_0; iter=0; [F_c,J_c]=feval(Fun,x_c); p=-J_c\F_c;
f=norm(F_c); f_c=norm(F_c+J_c*p);
error=f-f_c;
while (error>tol)&(iter<max_iter)
iter=iter+1;
t=ArmGauNew(x_c,p,Fun,f,f_c);
x_c=x_c+t*p; [F_c,J_cl=feval (Fun,x_c); p=-J_c\F_c;
f=norm(F_c); f_c=norm(F_c+J_c*p);
error=f-f_c;
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end;
if (error<=tol)

X=X_C};
end;
% sk sk ok sk s ok sk sk s sk sk s ok sk s ok sk sk sk sk sk sk sk sk s ok sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk s sk sk sk ok sk ok ok sk ok
function t=ArmGauNew(x_c,p,Fun,f,f_c);
%ok ok ok sk sk sk ok ok sk ok sk sk ok ok ok o sk sk o ok ok o ok sk o sk ok ok sk ok o sk ok ok ok o sk sk ok ok ok o ok ok ok oK
%The Armijo steplength is computed at an current iterate
%x_c in the direction p.
% sk sk ok sk sk sk sk s sk sk s ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk o sk sk sk ok sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk s ok sk sk ok sk sk ok sk ok
%Input parameter:

% X_cC current iterate

% P direction

% Fun F (x)=Fun(x)

% f [IF(x_c)|l_2

% f_c [ IF(x_c)+F’ (x_c)pl|_2
%0utput parameter:

% t Armijo steplength

U ko ok sk ok sk ok ok ok o ok o sk ok ok ok o ok ok ok ok ok K ok sk ok ok ok ok ok o Kok K ok ok K ok Kok ok ok ok K o
alpha=0.0001;rho=1.0;
x_plus=x_c+rho*p;F_plus=feval (Fun,x_plus) ;f_plus=norm(F_plus);
while (f_plus>f+alpha*rho*(f_c-f))
rho_star=0.5*rho~2*(f_c-£f)/(f_plus-f-rho*(f_c-£));
rho=max (0.1*rho,rho_star);
x_plus=x_c+rho*p;F_plus=feval (Fun,x_plus) ;f_plus=norm(F_plus);
end;
t=rho;

Als Test wollen wir die Rosenbrock-Funktion minimieren. Hier ist

Flo) o= ( 10(z5 — 22) ) |

1-— T
Wir schreiben ein fuction file Rose.m mit dem Inhalt

function [F,J]=Rose(x);
F=[10*(x(2)-x(1)~2) ;1-x(1)]
if nargout>1

J=[-20*x(1),10;-1,0];
end;

Ein Aufruf
>> [x,iter]=GauNew(’Rose’,[-1.2;1],100,1e-8)

liefert die exakte Losung (1,1)7, die in 18 Iterationsschritten erreicht wurde.

Beispiel: Wir kehren zu einem Beispiel aus dem ersten Kapitel zuriick. Hierbei handelt
es sich um die Aufgabe

9
) Minimiere f(ay, as, as, oy, ag) = Z[al + age® + aze™! — z)?,
i=1

5
(CLl,CLQ,a{J”Oél?OéQ) S R )
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wobei die Daten durch

00 05 10 15 20 3.0 50 &80 10.0
zi | 3.85 295 2.63 233 224 205 182 180 1.75

gegeben. Da wir das Beispiel aus dem Lehrbuch H. R. SCHWARZ (1988, S.318) ge-
nommen haben, schreiben wir ein function file Schwarz.m mit dem Inhalt:

function [F,J]=Schwarz(x);
t=[0.;0.5;1.0;1.5;2.0;3.0;5.0;8.0;10.0];
z=[3.85;2.95;2.63;2.33;2.24;2.05;1.82;1.80;1.75] ;
F=x(1)+x(2) *exp (x (4) *t)+x(3) *exp (x (5) *t) -z;
if nargout>1

J=[ones(9,1) ,exp(x(4)*t) ,exp(x(5)*t) ,x(2) *t.*(exp(x(4)*t)) ,x(3) *t.*exp(x(5)*t)];
end;

Im folgenden Aufruf werden die von Schwarz vorgeschlagenen (ziemlich guten) Néhe-
rungswerte genommen:

[x,iter]=GauNew(’Schwarz’,[1.75;1.20;0.8;-0.5;-2],100,1e-8);

Wir erhalten
1.7577

1.4208

0.6709 |, iter = 4.
—0.5552
—3.3816

X

3.4.3 Nichtlineare Tschebyscheff-Approximation

Nur kurz wollen wir auf die diskrete, nichtlineare Tschebyscheffsche Approximations-
aufgabe

(P) Minimiere f(z) := [|[F(2)||e0, = € R",

eingehen, wobei wir wieder annehmen, dass (V) (a)—(c) gilt. Der einzige Unterschied
besteht in der Methode zur Lésung des Hilfsproblems, also von

(LP,) Minimiere f.(p) := || F(z.) + F'(z.)plleo, p € R".

Wir hatten uns frither schon iiberlegt, dass diese Aufgabe dquivalent der linearen Op-
timierungsaufgabe

Minimiere ¢ unter den Nebenbedingungen
—de < F(z.) + F'(z.)p < de,
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ist, wobei e € R™ der Vektor ist, dessen Komponenten alle gleich 1 sind. Diese lineare
Optimierungsaufgabe hat die Form

T
Minimiere ( (1) ) ( ]g ) unter der Nebenbedingung

(=) (F)=()

Eine Umsetzung in Matlab ist am einfachsten, wenn die Optimization Toolbox zur
Verfiigung steht. In der folgenden Funktion DisTsch gehen wir davon aus. Wieder
haben wir uns nicht sonderlich um Effizienz bemiiht. Vielmehr kam es uns darauf an,
obige Funktion GauNew zur Losung nichtlinearer Ausgleichsprobleme moglichst wenig
zu dndern. Die Anderungen betreffen eigentlich nur die Losung des Hilfsproblems, ferner
wird die Funktion norm mit dem Zusatz inf benutzt, um ihr zu sagen, dass wir diesmal
die Maximum-Norm benutzen.

function [x,iter]=DisTsch(Fun,x_0,max_iter,tol);

Yotk sk sk sk ok sk sk ok ok sk sk sk sk ok sk ok ok sksksk o ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk ok ok sksk sk ok sk sk sk ok sk sk ok
%The Gauss-Newton method with Armijo line search is used
%to solve the nonlinear Tschebyscheff problem

% minimize  f£(x):=||F(x)||_inf

Ykt sk sk e sk ke ok sk sk o e ok sk sk ok o ok sk sk o ke sk sk sk sk e ok sk sk sk s ke sk sk sk sk ke ok sk sk sk ke ok sk sk sk sk ok sk sk ok
%Input parameter:

% Fun function, [F(x),F’(x)]=Fun(x)
% x_0 initial iterate

% max_iter maximal number of iterations

% tol tolerance

%0utput parameter:

% X approximate solution

% iter number of iterations performed

Of sk sk sk ok ok ok sk ok ok o ok sk ok ok o ok sk ok ok ok sk ok ok o sk sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok o Kok ok ok kK ok ok
options=optimset (’LargeScale’,’off’,’Display’,’off’);
x_c=x_0; iter=0; [F_c,J_c]l=feval(Fun,x_c);f=norm(F_c,inf);
[m,n]=size(J_c) ;e=ones(m,1) ;c=[zeros(n,1);1];
A=[J_c,-e;-J_c,-el;b=[-F_c;F_c];
[z,f_c]l=linprog(c,A,b,[1,[],01,[]1,[],options);
p=z(1:n);
error=f-f_c;
while (error>tol)&(iter<max_iter)
iter=iter+1;
t=ArmGauNew(x_c,p,Fun,f,f_c);
X_C=X_cC+t*p;
[F_c,J_cl=feval(Fun,x_c) ;f=norm(F_c,inf);
A=[J_c,-e;-J_c,-el;b=[-F_c;F_c]l;
[z,f_c]=linprog(c,A,b,[1,[1,[1,[1,[],options);
p=z(1l:n);
error=f-f_c;
end;
if (error<=tol)
X=X_C;
end;
Of s sk sk ok ok ok sk ok ok o ok sk ok ok ok ok sk ok ok ok sk sk ok o sk sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok sk ok ok ok koK ok ok
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function t=ArmGauNew(x_c,p,Fun,f,f_c);

%Kk ok sk ok sk ok o ok oK o K oK ok oK oK ok o oK ok K oK K oK o KoK ok KoK oK o oK ok o oK ok K oK o KoK ok KoK ok KoK o
%The Armijo steplength is computed at an current iterate
%x_c in the direction p.

% sk sk sk ok sk s o sk sk s ok sk s ok sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk sk ok sk ok
%Input parameter:

% x_c current iterate

yA P direction

% Fun F(x)=Fun(x)

% f [IF(x_c) || _inf

% f_c [ IF(x_c)+F’ (x_c)pl|_inf
%0utput parameter:

% t Armijo steplength

Gk ok ok ok sk o sk ok ok ok o ok sk ok ok ok o ok o ok ok ok ok oK ok ok o ok ok K ok oK ok ok K ok ok ok ok Kok ok ok o ok o
alpha=0.0001;rho=1.0;
x_plus=x_c+rho*p;F_plus=feval (Fun,x_plus) ;f_plus=norm(F_plus,inf);
while (f_plus>f+alpha*rho*(f_c-f))
rho_star=0.5*rho~2*(f_c-f)/(f_plus-f-rhox(f_c-£f));
rho=max (0.1*rho,rho_star);
x_plus=x_c+rho*p;F_plus=feval (Fun,x_plus) ;f_plus=norm(F_plus,inf);
end;
t=rho;

Nach dem Aufruf
[x,iter]=DisTsch(’Schwarz’,[1.75;1.20;0.8;-0.5;-2],100,1e-8);

erhalten wir

1.7812
1.4025

T = 0.6316 |, iter = 4.
—0.5971
—2.7079

In Abbildung [3.3| haben wir die (¢, z;), i = 1,...,9, durch ein Kreuz markiert und die
Funktion y(s) = x1 + z9e™® + x3¢™5* geplottet. Diesen Plot (man kénnte die Kreuze
vergrofern, einen Text einfiigen, die Achsen beschriften usw.) haben wir gewonnen
durch

>> t=[0.;0.5;1.0;1.5;2.0;3.0;5.0;8.0;10.0];

>> z=[3.85;2.95;2.63;2.33;2.24;2.05;1.82;1.80;1.75];
>> plot(t,z,’x’);s=linspace(0,10);

>> hold on

>> y=x(1)+x(2) *exp (x(4) *s)+x(3) *exp (x(5) *s) ;

>> plot(s,y);

wobei natiirlich x durch die Losung besetzt ist.

Beispiel: Wir wollen auf ein Beispiel aus Unterabschnitt zuriickkommen. Und
zwar betrachten wir das diskrete Tschebyscheffsche Approximationsproblem

(P) Minimiere f(r) := max |F(x)|, z € R?

i=1,2
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Abbildung 3.3: Losung eines diskreten Tschebyscheff-Problems

wobei

Fi(z) = x — x5+ 5x5 — 2w9 — 13,
Fy(x) = xy+ a5 + a5 — 1day — 29.

Da dies Beispiel von Fletcher-Watson stammt, schreiben wir ein file FleWat.m mit
naheliegendem Inhalt. Der Aufruf

[x,iter]=DisTsch(’FleWat’,[2;3],100,1e-8);

liefert (nach format long) das Resultat

[ 4.99999999999654 er—
=\ 4.00000000000042 ) ~ T=0

Bei der Berechnung des lokalen Minimums bei (11.4, —0.9) waren wir allerdings nicht
erfolgreich. O

3.4.4 Starke Eindeutigkeit, Superlineare Konvergenz

In diesem Unterabschnitt wollen wir annehmen, das geddmpfte Gauf-Newton-Verfah-
ren aus Satz liefere eine gegen ein z* konvergente Folge {x;}. Uns interessiert
die Frage, ob unter geeigneten Voraussetzungen ¢, = 1 fiir alle hinreichend grofen k,
ob also das geddmpfte Gaufs-Newton-Verfahren nach endlich vielen Schritten in das
ungeddmpfte iibergeht. Eine weiter Frage besteht darin, ob etwas iiber die Konver-
genzgeschwindigkeit ausgesagt werden kann. Von entscheidender Bedeutung bei der
Beantwortung dieser Fragen ist die folgende Definition.

Definition 4.5 Gegeben sei die diskrete, nichtlineare Approximationsaufgabe

(P) Minimiere f(z) := ||F(z)||, =z € R".
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Ein z* € R™ heift lokal stark eindeutige Losung von (P), wenn es positive Konstanten
o und J mit

flz) > f(z*) + oz — x7|| fir alle z € R” mit ||z — z*|| < 0
gibt.

Ohne Beweis (siehe J. WERNER (1992, S. 1791f.)) wollen wir den folgenden Satz zitie-
ren.

Satz 4.6 Gegeben sei die diskrete, nichtlineare Approximationsaufgabe
(P) Minimiere f(z):= ||F(z)||, z¢€R"

Hierbei sei F:R™ — R™, || - || eine Norm auf dem R™ und m > n. Das Gaufs-Newton-
Verfahren aus Satz]iefere eine gegen ein x* € R™ konvergente Folge {x}}. Sei z* eine
lokal stark eindeutige Lésung von (P), F stetig differenzierbar und F'(-) lipschitzstetig
auf einer Umgebung von z*. Dann gilt:

1. Fiir alle hinreichend grofsen k ist t, = 1.

2. Die Folge {zy} konvergiert von mindestens zweiter Ordnung gegen x*, d. h. es
existiert eine Konstante C' > 0 derart, dass ||zxy1 — z*|| < Cllzy — 2*||? fiir alle
hinreichend grofsen k.

Die entscheidende Voraussetzung in Satz ist die der lokal starken Eindeutigkeit von
x*, des Grenzwertes einer durch das gedampfte Gauk-Newton-Verfahren aus Satz
erzeugten Folge {x)}. In dem folgenden Satz werden einige Aussagen im Zusammen-
hang mit dieser Voraussetzung gemacht.

Satz 4.7 Gegeben sei die diskrete, nichtlineare Approximationsaufgabe
(P) Minimiere f(x) = ||F(z)||, z€R".

Hierbei sei F:R" — R™ in einem z* € R" stetig differenzierbar, || - || eine Norm auf
dem R™ und m > n. Dann gilt:

1. Ist F(z*) = 0 und Rang (F'(z*)) = n, so ist z* eine lokal stark eindeutige Lésung
von (P).

2. z* ist genau dann eine lokal stark eindeutige Lésung von (P), wenn p* := 0 eine
(global) stark eindeutige Losung der linearisierten Aufgabe

(LP,) Minimiere £,(p) = |F(z*) + F'(a ), peR",
ist.

3. Sei x* € R" eine lokal stark eindeutige Losung des linearen Ausgleichsproblems
(P) Minimiere f(x) := ||F(z)|]2, = €R"™

Dann ist F(z*) = 0.
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Beweis: Sei F(z*) = 0 und Rang (F'(z*)) = n. Man definiere 7 > 0 durch

T:= min F'(z*
pER":HpHZlH (z*)pl|

und wéhle anschliefsend § > 0 so klein, dass

|F(x) = F(a") =F'(z%)(x — 2")|| < gHw — 7|
=0

fir alle x € R” mit ||z — z*|| < J. Fiir diese x ist dann aber

Tlle =27l < [1F (@) (z — 27|
(Definition von 7)
< f@) +||F(x) — F'(@")(z — 27|
< fl@)+le -2’

und folglich
Sl =+ fa) < Fla),
——
=0
also z* eine lokal stark eindeutige Losung von (P).

Sei z* eine lokal stark eindeutige Losung von (P), es existieren also positive Kon-
stanten o und 0 mit f(z) > f(2*) + oljlz — 2*| fiir alle x mit ||z — 2*|] < 6. Die
Abbildung f = g o F, wobei g(y) := ||ly||, besitzt eine Gateaux-Variation in x* (siehe
Satz[1.8in Abschnitt [2.1)), welche durch f'(z*;p) = ¢/(F(z*); F'(z*)p) gegeben ist. Fiir
ein beliebiges p € R™ ist fiir alle hinreichend kleinen ¢ > 0 (genauer: fiir alle ¢ > 0 mit
t||p|| < 9) einerseits

f@™ +tp) — f(z7)
t

> a|pl

und (mit ¢ — 0+) daher
(@) > ollpll,
andererseits
fi(@*p) = ¢(F(a"); F'(z")p)
< g(F(x") + F'(z")p) — g(F(x7))
= [[F(z") + F'(z")pll — | F(z")]],
insgesamt also

(%) [1F(z") + F'(2")pll = |F(z*)]| + ollp|  fiir alle p € R™.

Also ist p* := 0 eine (global) stark eindeutige Losung der linearisierten Aufgabe (LP.).
Nun zur Umkehrung dieser Aussage. Sei also p* := 0 (global) stark eindeutige Losung
von (LP,), mit einem o > 0 gelte also (x). Man bestimme ein so kleines § > 0, dass

[F(z) = F(z®) = F'(a")(z — 27)|| < %le — 7|
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fir alle  mit ||z — 2*|| < 0. Fiir alle solche = ist dann wegen (*) (angewandt mit
pi=x—1z")

* k k * * g *
ollz = @[l + [ F @) < [1F (@) + F (@) (@ — 29| < [F2)] + Fllz =27,

also z* eine lokal stark eindeutige Losung von (P).

Nun betrachten wir ein nichtlineares Ausgleichsproblem, in (P) sei also || || = || - ||2
die euklidische Norm, und nehmen an, z* sei eine lokal stark eindeutige Losung von
(P). Wie wir uns im zweiten Teil dieses Satzes iiberlegt haben, ist dann p* := 0 eine

global stark eindeutige Losung der linearisierten Aufgabe (LP,), es existiert also ein
o > 0 mit

[1F(z") + F'(z")plla = [|F(2")]| + ollplla fiir alle p € R™.

Hieraus wollen wir schliefsen, dass F'(z*) = 0. Diesen Schluss stellen wir als Aufgabe,

siehe Aufgabe 3 O O

Bemerkung: Ist F: R" — R™ mit m > n in x* stetig differenzierbar und
Rang (F'(z")) = n,

so ist x*, wie wir gerade eben gesehen haben, genau dann eine lokal stark eindeutige
Losung des nichtlinearen Ausgleichsproblems

(P) Minimiere f(z) := ||F(z)|]2, =z €R",

wenn F(z*) = 0. Nur in diesem Falle ist also durch Satz gesichert, dass eine
durch das geddampfte Gauk-Newton-Verfahren erzeugte, gegen x* konvergente Folge
{z}} sogar quadratisch gegen x* konvergiert. Das ist nicht verwunderlich, wenn man
sich den Unterschied zwischen dem Gaufs-Newton-Verfahren und dem auf

1
Minimiere h(x) := §||F(:B)||g, r € R",

angewandten Newton-Verfahren genauer ansieht. Unter geeigneten Rangvoraussetzun-
gen lautet ersteres

Trp1 = g — te[F'(xp) T F' ()] F ()T F (21,
wahrend letzteres (in der ungedampften Form) durch
Tp1 = xp — [F'(20) T F (1) + S(wp)] 7 F (2)T F ()
gegeben ist, wobei

ZF )V2F(x

gesetzt ist. Nur fiir S(z*) = 0 wird man daher hoffen kénnen, dass sich die lokale qua-
dratische Konvergenz des Newton-Verfahrens auf das Gaufs-Newton-Verfahren iiber-
triagt. Ferner wird man erwarten, dass fiir “kleines” S(z*) (wenn also F' nur “schwach
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nichtlinear” oder F'(z*) “klein” ist) die lokale Konvergenz des Gauf-Newton-Verfahrens
befriedigend sein wird, weil es dann sozusagen nicht weit entfernt vom Newton-Verfahren
ist. O

Anders als bei nichtlinearen Ausgleichsproblemen sind die Verhéltnisse beim diskreten,
nichtlinearen Tschebyscheffschen Approximationsproblem. Hier kann auch fiir F'(x*) #
0 in z* eine lokal stark eindeutige Losung vorliegen. Dies wird im folgenden Satz pré-
zisiert.

Satz 4.8 Gegeben sei die diskrete, nichtlineare Tschebyscheffsche Approximationsauf-
gabe

(P) Minimiere f(z) := |[|[F(2)||o, = € R".

Sei F:R" — R™ mit m > n in x* € R" stetig differenzierbar, x* eine stationare
Losung von (P) und die sogenannte Haarsche Bedingung in x* erfiillt, d. h. jede n x n-
Untermatrix von F'(x*) sei nichtsinguldr. Dann ist x* eine lokal stark eindeutige Losung
von (P).

Beweis: O.B.d. A. kann F(z*) # 0 angenommen werden (andernfalls wende man den
ersten Teil von Satz an). Definiert man zu der stationdren Losung z* von (P) die

Indexmenge
I(a") == {i e {L,...om} : |[Fi(z")] = [ F(2")]|oo },
so sagt Satz[1.9] dass reelle Zahlen A}, i € I(z*), existieren mit

X>0 (i€ I(zh)), Z =1, Z Asign (Fy(2*))VE,(z*) = 0.

i€l(x i€l(x

Mit anderen Worten liegt der Nullvektor 0 des R™ in der konvexen Hiille der Vektoren
{sign (F;(z*))VF;(x*) : i € I(z*)}, er lasst sich also als eine Konverkombination dieser
Vektoren darstellen. Nun wenden wir einen bekannten Satz von Carathéodory an (mit
den Hinweisen in Aufgabe [5| wird man diesen selbst beweisen kénnen):

e Sei S C R™ und

cof {Zm ES, N\ >0 (i = Z)\_lmeN}

die Menge aller Konvexkombinationen von Punkten aus S. Dann lésst sich jedes
x € co(S) als Konvexkombination von hochstens n+ 1 Punkten aus S darstellen.
Zu jedem z € co(S) existiert also ein m € N mit m < n+ 1 sowie p; > 0, x; € S,
i=1,...om,mit > " o =1lundx=> " ;.

Dabher existieren eine Indexmenge /* C I(x*) mit hochstens n+ 1 Elementen und reelle
Zahlen p, i € I*, mit

pr>0 (iel"), Zuf =1, Z,ulslgn x*))VE;(z*) = 0.

iel* iel*
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Hétte I weniger als n+1 Elemente, so liefse sich der Nullvektor des R™ als nichttriviale
Linearkombination von n Zeilen von F’(z*) darstellen, was einen Widerspruch dazu
bedeutet, dass jede n x n-Untermatrix von F’(z*) nichtsingulér ist. Daher enthélt I*
genau n+ 1 Elemente. Das Ziel besteht darin, die Existenz einer Konstanten o > 0 mit

(%) olpllee + [1F(x) oo < [[F(z") + F'(z")pllec  fiir alle p € R™

zu zeigen, woraus wegen des zweiten Teils von Satz die Behauptung folgt.
Sei ¢ € R™\ {0}. Dann ist

max sign (F;(z*))VF ()¢ > 0,

el*
denn andernfalls wire
T
0> Z pi_sign (Fi(a"))VE(2%)"q = (Z sign (E(x*))vﬂ($*)) q=0,
lEI* SO iel* ,

so dass ¢ # 0 auf den n+1 Vektoren VF;(z*), i € I*, von denen je n linear unabhéngig
sind, senkrecht stehen wiirde, was einen Widerspruch bedeutet. Daher ist

<o := min maxsign (Fj(z )VE(z*)"q

llglloo=1 i€I*

Wir wollen zeigen, dass (x) gilt. Fiir p = 0 ist das trivialerweise der Fall, so dass wir
p # 0 annehmen kénnen. Zu q := p/||p||« existiert nach Definition von o ein k € I*
mit o < sign (Fj.(2*))V EFx(z*)Tq. Dann ist

|F(@®) + F'(a*)plloc > |Fi(a®) + VE(2")"p|

= sign (Fi(a"))[Fi(2") + VFi(2")"pl|
[ |F(2")] + sign (Fi(2"))V Fi(2") " p |
= [F(2")lls + sign (Fi(z"))VFi(2")"p
1 (2)[oe + allplloo,

v

womit die Giiltigkeit von (%) und schlieflich die lokal starke Eindeutigkeit von x*
bewiesen ist. O O

Beispiel: Wir kommen auf ein Beispiel aus Kapitel 2 zuriick. Dort hatten wir das
diskrete Tschebyscheffsche Approximationsproblem

(P) Minimiere f(z) := max |Fi(z)|, zeR?

betrachtet, wobei

Fi(z) = z — x5+ 5x5 — 2w9 — 13,
Fy(z) = x + 5 + x5 — 1day — 29.



3.4 Das Gauli-Newton-Verfahren 135

x* = (5,4) ist eine globale Losung mit F'(z*) = 0. Da

Fer= (1 %)

nichtsingulér ist, ist #* lokal stark eindeutige Losung. Eine isolierte lokale Losung ist
aber auch z* = (27, x3) mit

1 1
x] = 5(53 —4v22), Xy = 5(2 —V22),
wie wir durch Nachpriifen der hinreichenden Bedingungen zweiter Ordnung gesehen
haben. Da aber VFi(z*) = VFy(z*), ist F'(z*) singulér. Nun ist Rang (F'(z*)) =
n eine notwendige Bedingung fiir lokale starke Eindeutigkeit. Daher ist obige lokale

Losung nicht lokal stark eindeutig und es ist kein Wunder, dass das Gaufs-Newton-
Verfahren bei diesem Beispiel Schwierigkeiten hat. a

3.4.5 Aufgaben
1. Man beweise Satz also die folgende Aussage: Gegeben sei die diskrete, nichtlineare

Approximationsaufgabe
(P) Minimiere f(z) := ||F(x)||, =z € R",

die Zielfunktion f geniige den Voraussetzungen (V) (a)-(c). Sei z. € Lo und p € R”
eine Richtung mit f.(p) := ||F(zc) + F'(zc)pl| < f(ze). Seien a € (0,3), 0 < <u <1
gegeben und ¢ := p; eine zugehorige Armijo-Schrittweite. Dann existiert eine Konstante
f > 0, die nur von «, v sowie [ und u, nicht aber von z. oder p abhingt, mit

f(ze) — fe(p ?
o) = foe 1) > 0| o) — £o). (LEILE) .
2. Gegeben sei das nichtlineare Ausgleichsproblem (siehe P. SPELLUCCI (1993, S.199))
Minimiere f(z) := ||[F(z)|2, =z € R%,
wobei F:R* — R!! definiert ist durch
t;
Fi(x) : T1 + T2

R s T I
1—4—1:3752-—1—:647512 Yi

mit den Daten

ti | Yi
4.0000 | 0.0489250
2.0000 | 0.0973500
1.0000 | 0.1735000
0.5000 | 0.3200000
0.2500 | 0.3376000
0.1670 | 0.3754491
0.1250 | 0.3648000
0.1000 | 0.3420000
0.0823 | 0.3924666
10 | 0.0714 | 0.3291317
11 | 0.0625 | 0.3936000

Man berechne eine Losung mit Hilfe des gedampften Gauft-Newton-Verfahrens.

© 00 IO Tk W =T
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3.

Sei A € R™™ und b € R™. Es existiere ein o > 0 mit
ollplla + 11bll2 < lb+ Apllz  fiir alle p € R™.
Man zeige, dass dann Rang (A) =n und b= 0.

Sei F:R™ — R™ mit m > n eine stetig differenzierbare Abbildung. Die Abbildungen
fiR" — R und h: R™ — R seien definiert durch

@)= IF@l ) = IF@I3

Bei gegebenem z. € R™ sei p* € R™ eine Losung des in z. linearisierten Ausgleichspro-
blems

(LP,) Minimiere f.(p) := ||F(zc) + F'(zc)pll2, p € R"™
Man zeige:

(a) Bsist Vh(ze)Tp* = fo(p*)? — f(z:)?
Hinweis: Es gilt die Normalgleichung F”(z.)?[F(x.) + F'(x.)p*] = 0.
(b) Ist fe(p*) < f(z.), ist also p* eine Abstiegsrichtung (fiir f und h) in z., und sind
a,p € (0,1), so impliziert
h(ze + pp*) < h(ze) + apVh(z:) p*,

dass
f(xe+pp*) < flxe) + ap[fe(p®) — f(zc)]-

Man beweise den Satz von Carathéodory: Sei S C R"™ und
i=1

co(S) := {Z)\i:zi:xieS, Ai>0(=1,...,m), Z)‘izl’ mEN}
i=1

die Menge aller Konvexkombinationen von Punkten aus S. Dann lasst sich jedes x €
co(.S) als Konvexkombination von héchstens n + 1 Punkten aus S darstellen. Zu jedem

x € co(S) existiert also ein m € N mit m < n+ 1 sowie y; >0, z; € S, i=1,...,m,
mit Y ;" gy =1und & =" px;.
Hinweis: Sei z € co(S) Konvexkombination von m Punkten z1, ..., x,, aus S. Man zeige:

Ist m > n+1, so ist  auch Konvexkombination von m —1 Punkten aus S (nach endlich
vielen Schritten hat man dann die Behauptung bewiesen). Hierzu benutze man, dass
n + 1 (und mehr) Vektoren des R", etwa {1 — Zm, ..., Tm—1 — Tm}, linear abhéngig
sind und folglich der Nullvektor des R”™ sich als nichttriviale Linearkombination von
xi,...,Tm darstellen l&sst.



Kapitel 4

Trust-Region-Verfahren

In Kapitel [3] haben wir Schrittweitenverfahren zur Losung unrestringierter Optimie-
rungsaufgaben analysiert. Diese bestanden aus einer Schrittweiten- und einer Rich-
tungsstrategie. Insbesondere eine verniinftige Implementation der Schrittweitenstrate-
gie ist nicht ganz einfach. In diesem Kapitel untersuchen wir Trust-Region-Verfahren[t]
die insbesondere bei hochdimensionalen Problemen den Schrittweitenverfahren haufig
iiberlegen sind.

4.1 Ein Modellalgorithmus

Gegeben sei wieder die unrestringierte Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z), x € R".

Die Idee bei den Trust-Region besteht darin, die Zielfunktion f lokal auf einer Kugel
(beziiglich einer geeigneten Norm) um eine aktuelle Naherung durch ein einfacheres
“Modell” zu ersetzen, etwa einer linearen oder quadratischen Approximation der Ziel-
funktion. Dann bestimmt man ein Minimum (oder auch nur eine Approximation an
das Minimum) des Modells bzw. der vereinfachten Zielfunktion auf der Kugel. Wird
eine Verminderung des Zielfunktionswertes entweder nicht erreicht, oder ist diese eher
enttiauschend gering, so hat man dem Modell auf einer zu grofsen Kugel um die aktu-
elle Naherung “vertraut”, diese wird daher verkleinert und auf dieser kleineren Kugel
erneut ein Minimum der Modellfunktion bestimmt. Andernfalls wird dieses Minimum
als neue aktuelle Naherung akzeptiert und der Radis der Kugel wird vergrdfsert, wenn
ein verschérfter Test auf hinreichende Verminderung erfolgreich bestanden wird. Das
ist, sehr lax ausgedriickt, die Idee der Trust-Region-Verfahren.

Nun soll diese Idee etwas genauer gefasst werden. In den folgenden beiden Ab-
schnitten werden wir dann auf glatte (unrestringierte) Optimierungsaufgaben sowie
auf diskrete Approximationsaufgaben eingehen.

L Als Lehrbuch, welches bisher noch nicht genannt wurde, sei hier vor allem auf
A. R. ConN, N. I. M. GouLD, PH. L. TOINT (2000) Trust-Region Methods. STAM-MPS, Philadel-
phia

hingewiesen.
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Bei gegebener aktueller Naherung x. € R” sei ein “einfaches Modell” f.:R" — R
fiir die i. Allg. komplizierte Funktion p — f(x. + p) gegeben. Eine Minimalforderung
an die Modellfunktion f. wird f.(0) = f(z.) sein. Ist z.B. f in z. zweimal stetig
differenzierbar, so liegt es nahe,

Felp) = (o) + Vi) o+ 50 V(o

zu setzen, wonei V2f(z.) durch eine symmetrische (nicht notwendig positiv definite)
Matrix B, € R™" ersetzt sein kann. Ist dagegen f(x) := ||F(x)| mit einer stetig
differenzierbaren Abbildung F': R”™ — R"™ und einer Norm || - || auf dem R™, so kénnte
die Modellfunktion f,. durch

fe(p) = ||F(x) + F'(x)p||

gegeben sein. Entsprechendes gilt fiir andere “halbglatte” Zielfunktionen f = go F' mit
einer stetig differenzierbaren Abbildung F:R™ — R™ und einer konvexen Funktion
goR™ — R.

Ein Schritt eines Modellalgorithmus fiir Trust-Region-Verfahren kénnte dann fol-
gendermalsen aussehen:

e Unabhingig vom aktuellen Iterationsschritt seien Konstanten 0 < p; < p2 < 1,
op € (0,1) und o9 > 1 gegeben. Z.B. sei p; := 0.01, ps := 0.9, oy := 0.5 und
09 (= 2.

e Gegeben sei ein aktuelles Paar (z.,A.), wobei z. eine Ndherung fiir eine (sta-
tionére, lokale, globale) Losung von (P) ist und A. > 0 der Radius einer Kugel
um 0 bzw. z. ist, die bezliglich einer Norm || - ||. zu verstehen ist. Diese Norm
ist gewohnlich die euklidische Norm oder die Maximumnorm, welche noch ab-
héngig von dem aktuellen Iterationsschritt mit Gewichten versehen sein kann.
Mit einer positiv definiten Diagonalmatrix D, € R™*™ kénnte daher || - ||. durch
Iplle :== || Depll2 bzw. ||plle := || Deplls gegeben sein.

e Bestimme eine globale Losung p* € R der Aufgabe
(P,) Minimiere f.(p), |[|p/l. < A..

Natiirlich sollte dieses Trust-Region-Hilfsproblem “einfach” 16sbar sein.

e Falls f(x.) = f.(p*) (dies ist genau dann der Fall, wenn 0 eine Losung von (P,)
ist), dann: STOP.

Ist die Modellfunktion richtig gewéhlt, so wird x. in diesem Falle wenigstens eine
stationédre Losung von (P) sein.

e Andernfalls berechne

r.oi— f(ZL’C) B f(xc +p*)
o fla) = flrr)
Falls r. > p;, dann setze x, := x. + p* als neue Naherung und bezeichne den
Iterationsschritt als erfolgreich. Andernfalls setze z, = x..
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— Falls r. < p;, dann wéhle A, € (0,01A.].
— Falls r. € [p1, p2), dann wahle Ay € [o7A., A,].
— Falls r. > po, dann wihle A, € [A., 02A.].

Einige Bemerkungen zu den Tests im letzten Schritt sind angebracht. In ihm wird an-
genommen, dass f(z.) # f.(p*) (andernfalls wire ein Ausstieg im vorherigen Schritt
erfolgt). Dann ist aber f(z.) > f.(p*), da von der Modellfunktion f.(0) = f(z.) an-
genommen wurde. Entscheidend fiir den Test ist die Grofe r., der Quotient aus der
tatachlichen und der durch das Modell vorhergesagten Verminderung des Zielfunkti-
onswertes. Je naher r. bei 1 liegt, desto besser “stimmt” das Modell.

Ist r. < p1, so hat sich keine Verminderung eingestellt oder diese ist, verglichen mit
der vorhergesagten, zu gering. Das wird darauf zuriickgefiihrt, dass dem Modell auf
einer zu groken Kugel vertraut wurde. Diese wird daher entsprechend verkleinert und
mit derselben aktuellen Naherung ein erneuter Versuch unternommen.

Ist sogar der verschérfte Test r. > po erfolgreich, so stimmen die tatséchliche und
die vorhergesagte Verminderung hinreichend gut iiberein, so dass im néchsten Schritt
dem Modell auf einer i. Allg. groferen Kugel vertraut wird. Fiir r. € [p1, p2) ist man
mit der neuen Naherung zufrieden, vergrofert den Bereich aber nicht. In beiden Féllen
ist man aber erfolgreich und berechnet eine neue aktuelle Naherung.

Beispiel: Ist f in z. stetig differenzierbar, so ist f.(p) := f(z.) + V f(z.)Tp sicher das
einfachste Modell fiir die Abbildung p — f(z + p). Nimmt man im Hilfsproblem (P.)

als Norm || - ||, unabhéngig vom Iterationsschritt die euklidische Norm, so lautet das
entsprechende Trust-Region-Hilfsproblem
(Pc) Minimiere fc(p) = f(xc) + Vf(ZEC)Tp7 ||p||2 < A..

Ist Vf(z.) = 0 (dies ist dquivalent dazu, dass p* := 0 eine Losung von (P.) ist bzw.
min(P.) = f(z.) gilt), so ist x. eine stationére Losung von (P). Andernfalls ist

V(.
U /.0
IV f(e)l2
die Losung von (P..). Also ist p* bis auf den positiven Faktor A. die negative, normierte
Gradientenrichtung. a

Bemerkung: Bei unrestringierten Optimierungsaufgaben, und mit diesen beschéftigen
wir uns ja, wird man als Norm im Hilfsproblem eigentlich immer die (gewichtete)
euklidische Norm nehmen. Wenn lineare Nebenbedingungen auftreten wiirden, konnte
es geschickter sein, etwa die Maximumnorm zu wéahlen, weil man dann insgesamt lineare
Nebenbedingungen hat. a

4.1.1 Aufgaben
1. Sei f€R, g€ R"\ {0} und A > 0. Man gebe eine Lésung von

(P) Minimiere ¢(p) := f +4g7p, [Plle <A

an und begriinde dies.
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2. Man betrachte die unrestringierte Optimierungsaufgabe
o T 1 7 n
(P) Minimiere ¢(p):=f+g' p+ 3P Bp, peR",
wobei f € R, g € R" und B € R™" eine symmetrische Matrix ist. Man zeige:

(a) (P) besitzt genau dann eine Losung, wenn B positiv semidefinit und ¢ € Bild (B)
ist.

(b) (P) besitzt genau dann eine eindeutige Losung, wenn B positiv definit ist.

3. Seiﬂ f(z) :=10(z2 —22)?+ (1 —21)?. Fiir z. := (0, —1)7 mache man einen Contour-Plot
des quadratischen Modells

Folp) 1= fae) + VI (ae)p+ 50"V f(zelp

Man zeichne in den Contour-Plot ferner noch Kreise um (0,0) mit dem Radius 0.5, 1
und 2. Man wiederhole das ganze mit z. = (0,0.5)7.

4. Sei p* eine Losung von
. v, 17
(P) Minimiere - ¢(p) :=g"p+ 50" Bp, [l < A.

Hierbei sind g € R™, die symmetrische Matrix B € R™"™ und A > 0 gegeben. Man
zeige:

(a) Ist —A <pj <A, soist (¢ + Bp*); = 0.

(b) Ist pj = A, soist (¢ + Bp*); < 0.

(c) Ist pj = —A, soist (g + Bp*); > 0.

—2 2 0
g'_<—20>’ B'_< 0 20>‘

Fir A := %, 1, 2 berechne man eine Losung von

5. Sei

. . . 1
(P) Minimiere ¢(p) := g'p+ §pTBpa [Pllec < A.

4.2 Trust-Region-Verfahren bei glatter Zielfunktion

In diesem Abschnitt betrachten wir nach wie vor die unrestringierte Optimierungsauf-
gabe

(P) Minimiere f(z), x € R",

wobei wir voraussetzen werden, dass die Zielfunktion f zweimal stetig differenzierbar
ist. Als Modellfunktion in einer aktuellen Naherung x. werden wir stets eine quadrati-
sche Approximation verwenden, also

fc(p) = f<$c> + g:{p + %pTBcp-

2Diese Aufgabe findet man bei J. NOCEDAL, S. J. WRIGHT (1999, S.97).
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Hierbei ist stets g. := V f(x.), wihrend die symmetrische Matrix B. eine Approxima-
tion an die Hessesche V2 f(z.) (oder mit ihr iibereinstimmt). Wichtig ist, dass B, nicht
als positiv semidefinit vorausgesetzt wird, so dass f. nicht notwendig konvex ist.

4.2.1 Das Trust-Region-Hilfsproblem

Die wesentliche Arbeit im Modellalgorithmus fiir Trust-Region-Verfahren erfolgt bei
der Losung des Hilfsproblems, das (in unserem Falle: quadratische) Modell auf einer
Kugel zu minimieren. Daher beschéftigen wir uns in diesem Unterabschnitt mit der
numerischen Lésung des Problems

(P) Minimiere  6(p) == f + g7+ 50 By, lplla < A,

wobei f € R, g € R”, die symmetrische Matrix B € R™" und A > 0 gegeben sind.
Wir verzichten in diesem Unterabschnitt auf den Index ., da wir sozusagen ein festes
Problem 16sen. Sind die Variablen durch eine nichtsinguldare Diagonalmatrix D € R™*"
skaliert, ist also ¢(-) unter der Restriktion ||Dplls < A zu lésen, so mache man die
Variablentransformation ¢ = Dp, gewinnt ¢* als Losung von

Minimiere (q) := f + (D *g)"q + %qTDlBqua lall: <A
und berechnet anschliefend die Losung p* = D~!¢* von (P). Das ist der Grund, weshalb
wir in diesem Unterabschnitt keine Skalierung der Variablen betrachten.

Ganz entscheidend fiir die numerische Losung von (P) ist, dass man eine globale
Losung von (P) charakterisieren kann, also notwendige und hinreichende Bedingungen
dafiir angeben kann, dass ein p* € R” mit ||p*|] < A eine globale Losung von (P)
ist. Da wir nicht voraussetzen, dass B positiv semidefinit ist, es sich bei (P) also um
eine konvexe Optimierungsaufgabe (konvexe Zielfunktion ist auf konvexer Menge zu
minimieren) handelt, ist dies ein durchaus bemerkenswertes Ergebnis.

Satz 2.1 Genau dann ist ein p* € R™ mit ||p*||2 < A eine globale Lisung von

. . . 1
(P) Minimiere ¢(p) := f +g'p+ épTBp, Iplla < A,

wenn ein \* > 0 mit
(a) (B+A1)p* = -y,
(b) A" (A —lp*[l2) = 0,
(c) B+ X*I ist positiv semidefinit

existiert. Dartiberhinaus ist p* eindeutige globale Lésung von (P), wenn B + \*I sogar
positiv definit ist.
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Beweis: Wir zeigen zunéchst die einfache Richtung, dass ndmlich die Existenz eines
A* > 0 mit (a)—(c) eine hinreichende Optimalitdtsbedingung ist. Seien also p* € R”
mit ||p*|l < A und ein A* > 0 mit (a)—(c) gegeben. Fiir ein beliebiges p € R™ mit
[plla < A st

5p) o) = (g4 BY) (1) + 50— 1) Blo ")

7)\*17*

= X))+ 50— p) BN —p) - lp -
>0
*( x\T * >\* * |2

> =X\ (p") (p—p)—gllp—p I

A
= S (llp 13— lIpl3)

)\*
= 7(A2— Ipll3)
Z 07

und daher p* eine globale Losung von (P). Ist B+\*I sogar positiv definit, so entnimmt
man der obigen Gleichungs-Ungleichungskette, dass p = p* aus ¢(p) = ¢(p*) folgt, und
das bedeutet die Eindeutigkeit der globalen Losung.

Nun kommen wir zu der tiefer liegenden Richtung, dass ndmlich die Existenz eines
A* > 0 mit (a)—(c) eine notwendige Optimalitédtsbedingung ist. Wir nehmen also an,
p* sei eine globale Losung von (P) (und damit p* natiirlich zuldssig, also [[p*]|s < A).
Ist [|[p*]|2 < A, so ist bei p* ein unrestringiertes Minimum von ¢ und daher notwendi-
gerweise Vo(p*) = g+ Bp* = 0 und V?¢(p*) = B positiv semidefinit. Mit A* := 0 sind
also (a)—(c) erfiillt. Wir kénnen daher annehmen, dass p* eine globale Losung von (P)
mit [|p*|l2 = A ist. Zunéchst nutzen wir nur aus, dass p* als globale Losung auch eine
lokale Losung von (P) ist und beweisen:

e Sei p* eine lokale Losung von (P) mit [[p*||s = A. Dann existiert ein A* > 0
mit (B + A*I)p* = —g und der Eigenschaft, dass B + A*I auf dem orthogonalen
Komplement von span {p*} positiv semidefinit ist, also h? (B + X\*I)h > 0 fiir alle
h € R™ mit (p*)"h = 0 gilt.

Denn: Zunéchst zeigen wir, dass es ein \* > 0 mit (B+A\*I)p* = —g gibt. Angenommen,
dies wére nicht der Fall, es wiirde also kein A* > 0 mit A*p* = —(g+ Bp*) geben. Dann
ist

=) (9 +Bp*) < [p"]l2 lg + Bl

~——
A

Man setze

¢ = —p"ll2(g + Bp") — llg + Bp"[|2p"-

Dann ist

@) q = =l (g + Bp*) — llg + Bp*[|2 |Ip*[I3
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= |p"ll2[=(")" (g + Bp*) = llg + Bp”ll2 [|p" 2]

v -~ D
>0 <0

< 0,

und
(9+Bp)'q = —|Ip*ll2llg + Bp*ll5 — llg + Bp*|l2(p*)" (g + Bp")
= |lg+ Bo*llo[=Ip"ll2 llg + Bp*[l2 — (0)" (9 + Bp")]
=0 <0
< 0.

Daher ist ¢ wegen Vo(p*)Tq < 0 eine Abstiegsrichtung fiir ¢ in p*, anderseits ist
Ip* + tqllz2 < ||p*|l = A fiir alle hinreichend kleinen |¢|. Beides zusammen ergibt
einen Widerspruch zur Optimalitdt von p*. Damit ist die Existenz eines A* > 0 mit
(B + M\*I)p* = —g nachgewiesen. Nun sei h € R™ ein Vektor mit (p*)Th = 0. Dann ist
p(t) € R™ durch
*+th *+th
p(t) = A p* + N i
[p* + thl|2 VA2 + 2[|n[]3

fiir alle hinreichend kleinen |t| definiert. Die Funktion ¢ (t) := ¢(p(t)) nimmt bei t = 0
ein lokales Minimum an. Daher ist ¢/(0) = 0 und ¢”(0) > 0. Nun ist

W) = Vo) (1), (1) = Vet) p(t) + ' () Ve(p(t)p (1)

Weiter ist

/(0) o h //(0) _ Hh’H2 *
p - ’ p - AQ
Fiir diese etwas miihsame Rechnung haben wir Maple benutzt. Daher ist
0 < ¢"(0)
= Vo(p(0))"p"(0) +p'(0)" V>4 (p(0)p'(0)
h ; * *
= ——HAEQ (9 + Bp*)'p* + h' Bh

= KWT(B+ X1)h.

Damit ist die obige Zwischenbehauptung bewiesen. Man beachte, dass bisher lediglich
benutzt wurde, dass p* eine lokale Losung von (P) ist.

Nun zeigen wir, dass B + A*I (auf dem ganzen R") positiv semidefinit ist. Hierzu
geniigt es, den Fall ||p*]|s = A zu betrachten und nachzuweisen, dass h” (B+A*I)h > 0
fiir alle b € R™ mit (p*)Th # 0. Ein solches h sei gegeben. Mit

o 2()"h
IR]3

ist dann ¢ # 0 und nach Konstruktion ||p* + th||a = ||p*|l2. Zur Abkiirzung setze man
p:=p* +th. Da p* eine globale Losung von (P) ist, erhalten wir

0 < ¢(p) —o(p”)
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1
= (g+Bp") ' (p—p") + =t*h"Bh
A th 2

— *p* —

1

— —t)\*(p*)Th+§t2hTBh
1 1

— I\*2 2 | 23T
5 |R||3 + 5t h' Bh
t2

= EhT(BJr)\*])h.

Damit ist der Satz schliefilich bewiesen. O O

Nun kommen wir zur numerischen Berechnung einer oder der Lésung p* von (P).
Hierzu benutzen wir die notwendige und hinreichende Optimalitdtsbedingung in Satz
und fiihren diese Berechnung auf die Losung einer nichtlinearen Gleichung in einer
Unbekannten zuriick.
Seien
)\1:"':)\T<)\r+1 <<

die Eigenwerte der symmetrischen Matrix B € R™". Wir suchen nach einem \* >
max(0,—XA;) (da nur dann A* > 0 und B + A\*I positiv semidefinit ist) und einem
p* € R" mit (B + A1)p* = —g und X (||p*||2 — A) = 0. Wir definieren die Funktion
p: (—A1,00) — R durch

PN = —(B + A1)l

Sei A :=diag (A1,...,A\y) und U = (uy --- wu, ) eine orthogonale Matrix mit einem
zugehorigen Orthonormalsystem von Eigenvektoren als Spalten. Dann ist U7 BU = A
und folglich

IOV = A + A0 gl = - 0 = 2 dof+ Y A

=1 = 7’+1

Hieraus liest man ab, dass ||p(-)||2 auf (—A;, 00) beliebig oft differenzierbar sowie (fiir
g # 0) monoton fallend ist und limy_,« [|[p(\)||2 = 0 gilt. Ist g & span {uy,...,u,}*,
steht ¢ also nicht senkrecht auf dem Eigenraum zum kleinsten Eigenwert A, so ist
limy—, 5+ [|[P(A)]| = co. Wir kénnen nun die folgenden Fille unterscheiden:

e Esist \; > 0, also B positiv definit.

Ist [|[B7lglls < A, soist p* := —B~!g die Losung von (P), der zugehérige Multiplikator
ist \* := 0. Andernfalls ist ||p(0)]]2 > A, es gibt genau eine Losung A\* > 0 von
lp(A)|l2 = A und p* := p(A*) ist die Losung von (P).

e Esist \; <0 und g & span {uy,...,u,}*.

Dann ist limy_,_y, 4 [[p(A)]| = o0, limy00 [|[p(A)]l2 = 0. Da ||p(+)||2 auf (=X, 00) mo-
noton fallend ist, gibt es genau eine Losung A* > —A; von |p(A)][2 = A, damit ist
p* := p(\*) die Losung von (P).

e Esist \; <0 und g € span{uy,...,u,}*. Dies ist der sogenannte schwere Fall,
wahrend die beiden ersten Fille einfach genannt werden.
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Dann existiert

. L (P
Bew:= i o= (D0 57 5)

——A1+ Ai — A
! =1 1
ferner existiert auch

R : — _ . +77T
Deri /\_l}l_n}ﬁp(/\) UN—-NI)"U"g,

wobei

(A =XM1t :=diag (0,...,0,1/(N\py1 — A1)y, 1/ (A — A1)
die Moore-Penrose verallgemeinerte Inverse von A — A\I ist. Ist A < A4, so hat
Ip(A)]]2 = A eine Nullstelle A* € (—A1,00) und p* := p(A*) 1ost (P). Ist dagegen A >
A, S0 hat man \* := —\; zu setzen. Fiir ein beliebiges a € R ist (B+A*I)(peri+auy) =
—g. Bestimmt man daher o* als Losung von ||pei + augl|s = A, so ist p* 1= pey + a*uy
eine Losung von (P).

Beispiel: Durch einfache Beispiele wollen wir die obigen Fille illustrieren. Sei

1 1000
1 0200
g=1 101" B=100 30
1 000 4

Das Problem (P) ist also ein konvexes Problem. In Abbildung 4.1|links geben wir einen
Plot von ¥(A) := ||p(A)||2 auf [0,4] an. Wenn A grof ist (genauer: wenn A > ||p(0)||s =

Abbildung 4.1: Die Funktion ¢(\) := ||p()A)]|2: Einfacher Fall

/2~ 1.19), ist ¥(\) < A fiir alle A > 0 und folglich \* = 0. Ist A < 1(0), so hat

144
die Gleichung ¥(\) = A genau eine Losung A* > 0.
Jetzt betrachten wir ein nichtkonvexes Beispiel. Hier sei

1 2 0 0 0
1 0 -1 0 0
g=111 B 0 0 0 0
1 0o 0 0 1
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Der kleinste Eigenwert ist jetzt Ay = —2, also p(-) definiert auf (2,00). In Abbildung
rechts geben wir einen Plot von ¢(A) := [[p(\)|| auf (2, 5] an. Man erkennt, dass es
hier zu jedem A > 0 genau eine Losung A* > 2 von ¢(\) = A gibt. Nun verédndern wir
das Beispiel nur geringfiigig, indem wir die erste Komponente von ¢ auf 0 setzen. Es
sei also

0 2 0 0 0
1 0 -1 0 0
9= B= 0 0 0 0
1 0o 0 0 1

Dann kann 1 (-) durch

1 1 1 1/2
0= (e 2 )

auf (1, 00) fortgesetzt werden. In Abbildung [4.2|links geben wir ¢(+) auf (1,5) an (auch
wenn man nicht sehr viel erkennt), in derselben Abbildung rechts auf dem Intervall
[2,5]. Hier gibt es den kritischen Wert 1(2) = £ ~ 1.17: Ist A < (2), so besitzt die

25 T T T T T T T 13

Abbildung 4.2: Die Funktion (\) := ||p(A)]|2: Schwerer Fall

Gleichung 1(\) = A genau eine Losung \* € (2,00). Fir A > (2) ist notwendiger-
weise A* = —\; = 2. Wir miissen eine Losung p* von (B + A\*I)p* = —g mit ||p*[|s = A
bestimmen. In unserem Fall geniigt p* = (p},1,1,3)” mit belicbigem p; dem Glei-

chungssystem (B + A*I)p* = —g. Die Gleichung |p*||]> = A fiihrt auf /(p})? + 52 = A

bzw. pf = £4/A% — 3. O

Nun geht es um die numerische Losung der Gleichung ||p(A)]2 — A = 0. Es ist keine
gute Idee, auf diese Gleichung direkt das Newton-Verfahren anzuwenden. Denn 1) (-)
fallt in der Ndhe von —\; sehr rasch ab bzw. die Ableitung ¢'(+) ist dort sehr klein, die
Funktion selber also stark nichtlinear. Besser ist es, auf die Gleichung
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das Newton-Verfahren anzuwenden.

Beispiel: Sei

1 2 0 0 0
1 0 -1 0 0
g=1411] B:= 0 0 0 0
1 0 0 0 1

(dies ist ein nichtkonvexer einfacher Fall, siche im obigen Beispiel der zweite Fall). In
der Abbildung (4.3 geben wir 1/||p(A\)||2 auf [2,5] an. Man erkennt, dass zumindestens

25

Abbildung 4.3: 1/||p(A\)||2 ist fast linear

in diesem Fall 1/||p(:)||2 und damit auch x(:) in grofer Néherung linear ist, so dass
man vom auf x(A) = 0 angewandten Newton-Verfahren sehr gute Ergebnisse erwarten
darf. -

Im folgenden Lemma formulieren wir einige Eigenschaften von x(+).

Lemma 2.2 Sei g € R" \ {0} und B € R™" symmetrisch mit kleinstem Eigenwert
A1, ferner sei A > 0. Auf (—\y, 00) definiere man

1 1

Dann ist x(-) auf (—A1, 00) beliebig oft differenzierbar. Die ersten beiden Ableitungen
sind gegeben durch

/ PPN
X () FOLE

, 3[pN)TY ()2 — [N I2 1))
) O ’

wobei
P'(A) = =(B+A)"'p(N).

Weiter ist x(-) streng monoton wachsend und konkav (d.h. —x ist konvex) auf dem
Intervall (—\q, 00).
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Beweis: Sei wieder U BU = diag (\1,...,\,) eine orthoginale Ahnlichkeitstransfor-
mation der symmetrischen Matrix B auf Diagonalgestalt.Dann ist

1 & (ufg)? T2
||p(>\)||2_<z(/\i+)\)2> ’

i=1

woraus man die Aussage tiber die Differenzierbarkeit von x(:) auf (—\;, c0) abliest.
Differentiation von

T BN
X() = [p(N) PN = %

liefert

TN — T -3/2 T, /() — _p(A)Tp/()\)
X () = =) PP P = == A5

Eine erneute Differentiation fithrt auf

VO = 3P N)®  pP" W) + P (Ml

P13 P13
Durch zweimaliges Differenzieren der Gleichung (B + AI)p(\) = —g erhélt man

p(A) 4+ (B+ AD)p'(\) =0, 2p'(\) + (B + M)p"(A) =0.
Daher ist
PN ==B+A)""p(N),  p"(\)==2(B+A)""p(N).

Einsetzen ergibt

pNT(B + A1)~ 'p(N)
P13

X'(\) = > 0,

also ist x(+) monoton wachsend, und
PPN = [=(B+ AP W] [-2(B + ADp' (V)] = 2[[p' (V)]2.
folglich wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

3l(p()TH () — Il 3 [ 2]
EOIE =0

Daher ist x(-) auf (=1, 00) konkav, das Lemma ist bewiesen. O O

X'(\) =

Wir nehmen nun an, es liege der einfache Fall vor und es sei eine Losung A* € (—Ay, 00)
von x(A) = 0 zu bestimmen. Ist A. > —\; eine aktuelle Ndherung, so ist

X(Ae)
X/()‘C)

die durch das Newton-Verfahren gewonnene, (hoffentlich verbesserte) neue Néherung.
Hierzu haben wir x(A.) und x’(A.) bzw. p(A.) und p’(A.) auszurechnen. Wegen

(B + )‘cj)p()‘c) =9, (B + )\CI)p/()\C) = _p()‘c>

)\+ = )\c_
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hat man hierzu zwei lineare Gleichungssysteme mit ein und derselben symmetrischen,
positiv definiten Koeffizientenmatrix B + A.I. Es liegt nahe, eine Cholesky-Zerlegung
B+ M1 = LCLCT zZu berechnenﬂ (L. ist also eine untere Dreiecksmatrix mit positiven
Eintrégen in der Diagonalen). Dann gewinnt man p. = p(A.) durch Riickwérts- und
Vorwirtseinsetzen aus L.L!p, = —g. Wegen

p()‘C>T(B + Ac[)_lp()‘C) _ pFEFLc_TLc_lpc _ HLC_IPCH%
P13 [pell3 pel13

ist die neue Newton-Iterierte gegeben durch

X'(Ae) =

X(Ae)
AL = . —
" ‘ X/(/\C)
_ Ag_( 1 _1) Ipell3
pella AL p|3

- (5 s

Zusammenfassend wird also ein Newton-Schritt folgendermafen realisiert:
e Input: A > 0 und aktuelle Naherung \. > —\;.
e Berechne Cholesky-Faktorisierung B + A\.J = L.LT.

Berechne p, durch Vorwirts- und Riickwirtseinsetzen aus L.LIp, = —g.

Berechne w, durch Vorwértseinsetzen aus L. w. = p..

Output: Die neue Newton-Iterierte

Ap = A+ (HPCHQA— A) <||||ch||||22>2

Das folgende Lemma zeigt, dass die Konkavitét von x(-) erfreuliche Konsequenzen hat.

Lemma 2.3 Fiir den Startwert A9 des Newton-Verfahrens gelte A\© > —\; und
x(A©) < 0. Sei {\®} die durch das Newton-Verfahren

X' (AR)

gewonnene Folge. Es sei x(A®) # 0, k = 0,1,..., es erfolge also kein vorzeitiger
Abbruch. Dann gilt:

1. Esist \®) > -\, und x(A\®) <0, k=0,1,....

3Hierdurch kann gleichzeitig iiberpriift werden, ob A\, > —\;.
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2. Die Folge {\®} ist monoton wachsend und konvergiert quadratisch gegen die
eindeutige Losung \* € (=, 00) von x(A) = 0.

Beweis: Sei A\. > —)\; und x(A\.) < 0. Dann ist Ay := Ao — x(A\e)/X (Ae) > A.. Die
Folge {A\(*)} ist also monoton wachsend und insbesondere A\*) > —X\;, k = 0,1,....
Wegen der Konkavitét von x(+) ist weiter

X(A4) < x(Ae) + Ay = A)xX (Ae) =0,

womit auch y(A*) < 0,k = 0,1, ..., bewiesen ist. Da x(A(?) < 0, limy_,e0) X(A) = +00
und x(-) monoton wachsend ist, gibt es genau ein A\* € (A, 00) mit y(\*) = 0. Es ist
AF) < X\ also {A®} konvergent. Wegen y/(\*) # 0 ist die Konvergenz quadratisch.
Damit ist das einfache Lemma schon bewiesen. O O

Bemerkung: Startet man das Newton-Verfahren also mit einem Startwert A©) zwi-
schen —\; und \*, so ist Konvergenz gesichert. Es ist dann

0 < M\ — \ED

_ s X(AW)
= xR )

)

/( (k
X' (AW )>
(mit A®) € (AF) A*))

; (A7)
< (A (1 z(w))

Dabher ist das Newton-Verfahren global @-linear konvergent mit dem Konvergenzfaktor
vi=1=X\) /X (A9) € [0,1). O

Im folgenden Lemma wird der Fall betrachtet, dass man sich mit einer aktuellen Na-
herung rechts von dem gesuchten \* befindet.

\_/

><

- A<k>)(1

Lemma 2.4 Sei \. > —\; und x(\;) > 0. Ist dann Ay := A.—x(Ac)/X'(Ae) die néchste
Newton-Iterierte, so ist A\, < A\*. Ferner ist Ay > —\; und x(Ay) <0 oder Ay < —\y.

Beweis: Wegen x(\.) > 0 und x’(A.) > 0 ist natiirlich Ay < A.. Ist A > —Aq, so folgt
wieder aus der Konkavitat von x(-) auf (—A;, 00), dass

X(/\-i-) < X(/\c> + (/\-I— - )\C)X/()\C) = 0.

Damit ist das Lemma bewiesen. O O

Bemerkung: Fiir eine effiziente, sichere Implementation wéren noch einige Fragen zu
kldren. Gute Implementationen benutzen z. B. ein sogenanntes “Safeguarding” (Sicher-
heitsmaknahmen), d.h. es wird ein “interval of uncertainty” [\, A\V] konstruiert, von
dem man weifs, dass die gesuchte Losung \* in ihm liegt. Die aktuelle Naherung muss
in diesem “Unsicherheitsintervall” liegen, welches natiirlich moglichst von Schritt zu
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Schritt verkleinert werden sollte. Aufterdem miisste geklirt werden, wie das Newton-
Verfahren gestartet werden sollte und wann es abgebrochen wird. Weiter ist die Berech-
nung von Cholesky-Faktorisierungen bei hochdimensionalen Problemen kaum moglich.
Auf alle diese Fragen wird ausfiihrlich bei A. R. ConN, N. I. M. GouLD, PH. L.
ToINT (2000, S. 176 ff.) eingegangen, ferner findet man dort Hinweise auf die relevante
Originalliteratur. a

4.2.2 Globale Konvergenz

Ziel in diesem Unterabschnitt ist es, einen globalen Konvergenzsatz fiir ein Trust-
Region-Verfahren zu formulieren und zu beweisen. Im quadratischen Modell wird die
auftretende symmetrische Matrix B bzw. By noch nicht spezifiziert. Als Hilfssatz be-
notigen wir das folgende Lemma.

Lemma 2.5 Man betrachte das Trust-Region-Hilfsproblem

. . . 1
Minimiere ¢(p) := f +g'p+ épTBP, pll2 < A,

wobei f € R, g € R", die symmetrische Matrix B € R™"™ und A > 0 gegeben sind. Sei
p* eine globale Lisung dieser Aufgabe. Dann gilt:

1. Esist ¢(p*) = f genau dann, wenn g = 0 und B positiv semidefinit ist.

2. Es ist

95 Lol min(a, 1ol
f = 0) 2 Slgllamin (&, 752 )

Beweis: Ist ¢(p*) = f, so ist auch p** := 0 eine Losung. Aus Satz folgt sofort, dass
g = 0 und B positiv semidefinit ist. Die Umkehrung ist trivial.

Fiir den Beweis des zweiten Teils des Lemmas kénnen wir o. B.d. A. g # 0 anneh-
men. Fiir ein beliebiges p mit ||p|l2 < A ist wegen der Optimalitidt von p* offenbar

(%) f=o) = f—0op)=—g"p- %pTBp >—g'p— %IIPH% B2

Ist A[[Bl|2 < [[gl]2, so ist wegen (x) (setze p := —(A/[lg]l2)g)

) 1 1
f=o@") = Allgll2 — §A2HBH2 2 5Algll2-
Ist dagegen A||B||2 > ||gl|2, so setze man p := —(1/||B||2)g und erhalte aus (x)

f— o) > lgllz — llglls _ llgll3

— Bl 2Bl 2Bl

insgesamt ist die behauptete Abschiatzung bewiesen. O O

Nun folgt der angekiindigte globale Konvergenzsatz.
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Satz 2.6 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z), xz € R".

Die Niveaumenge Lg := {x € R" : f(x) < f(xo)} sei kompakt, wobei xy der Startvek-
tor fiir das gleich anzugebende Verfahren ist. Die Zielfunktion f sei auf einer offenen
Obermenge von Lg stetig differenzierbar und der Gradient V f(-) auf Lq lipschitzste-
tig. Ferner sei {By} C R™" eine beschriankte Folge symmetrischer Matrizen. Man
betrachte das folgende Verfahren.

e Gegeben seien Konstanten 0 < p; < py < 1, 01 € (0,1) und o9 > 1.
e Seien xy € R™ und Ay > 0 gegeben. Berechne gy := V f(z0).
o Fiirk=0,1,...:

— Berechne eine globale Losung p, der Aufgabe

o 1
(P,)  Minimicre fi(p) = f(ex) + gip+ 50" Bip, lplle < A

— Falls f(xy) = fx(px), dann: STOP. Es ist g, = 0 und daher xy, eine stationére
Losung von (P).

— Berechne

f(ar) — f(an + pr)
f(xk) - fk(pk) '

— Falls v, > p1, dann setze xpi1 := xy + pr, und berechne g1 := V f(xpy1).
In diesem Falle nennen wir den Iterationsschritt k erfolgreich.

T ‘=

— Andernfalls setze xj.y1 := xp sowie ggi1 = Gk-
— Update des Trust-Region-Radius:

x Falls ry < p1, dann wéhle Ay, 1 € (0, 01Ak].
x Falls 1y, € [p1, p2), dann wahle Ay € (010, Ag].
x Falls 1y, > po, dann wihle Ay € [Ag, 02A].

Das Verfahren breche nicht vorzeitig ab. Dann liefert es eine Folge {x;.} mitlimy_,, gr =
0, insbesondere ist jeder Hiufungspunkt der Folge {x} eine stationdre Lésung von ( Pf].

Beweis: Als Vorbereitung zeigen wir zunéchst, dass liminfy_, ||gx|l2 = 0. Angenom-
men, das sei nicht der Fall. Dann existiert ein € > 0 mit ||gx||2 > € fiir alle k. Wir zeigen,
dass einerseits > - Ay < 00, insbesondere die Folge {A;} gegen Null konvergiert, und
andererseits limy_,, rx = 1 ist. Da letzteres zeigt, dass rp > po und damit Agq > Ay
fiir alle hinreichend groffen £ gilt, wird man einen Widerspruch erreicht haben.

4Die folgende Aussage ist leicht zu beweisen: Sei {zz} C Lo und L, kompakt. Dann ist
limg 00 Vf(2r) = 0 genau dann, wenn jeder Haufungspunkt von {z;} ein stationirer Punkt von
f ist.
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Gibt es nur endlich viele erfolgreiche Iterationsschritte, so ist Ap 1 < 014 fiir alle
hinreichend grofen k, so dass ) ,- ; Ax < 0o wegen o1 € (0, 1) trivialerweise richtig ist.
Ist der Iterationsschritt k erfolgreich, so ist wegen der Abschétzung in Lemma [2.5

f@r) = f(p1) > pulf () — frlpr)] > %HngQmiH(Ak, ||||g;||||2‘2>'

Wegen ||gx||2 > € und mit 3 := supy_g ;|| Bxl|2 (hier geht die Beschrénktheit der Folge
{By} ein) ist daher fiir jeden erfolgreichen Iterationsschritt &:

() Fla) = flrxen) > 55 min(y, 5).

Nun nehmen wir an, dass es unendlich viele erfolgreiche Iterationsschritte gibt. Diese

seien in der Indexmenge F zusammengefasst. Da { f(zx)} eine monoton nicht wachsen-
de, nach unten beschrénkte Folge ist, erhélt man aus (x)

[e.9]

b gmm(Ak, £) = lf0) = Foe)) £ Y [f ) = Sloen)] < o0

keE k=0

und hieraus ), ., Ay < oco. Nun betrachten wir die %, die zwischen zwei aufeinander-
folgenden erfolgreichen Iterationsschritten i < j liegen. Dann ist A;1; < 094; (da i
erfolgreich) und Ay < oAy fiir k =i+1,...,5—1. Hieraus folgt durch Zuriickspulen
und Summieren

-1
jZAkg A,

- 1 -0y
k=i+1

Also ist auch 3, Ay < oo und insgesamt ) ;7 Ay < 00. Aus

o0 o0 o0
Z [Tt — plla < Z Ikll2 < ZAk < 00
k=0 k=0 k=0

folgt, dass {z4} eine Cauchy-Folge istf] und damit gegen ein 2* konvergiert. Nun wird
limy_, 7x = 1 nachgewiesen. Fiir alle hinreichend grofsen k ist

| f(zr) + gl pr + 50F Bepk — f(zk + pi)|

e — 1 =
f(zn) = fulpe)
2 1
< —’f(afk) + Gx Pr + 5Pk Brpe — f (2 +Pk)‘
EAk 2
(erneute Anwendung der Abschitzung in Lemma
2 1
< {1V £(@0) = Vf e+ 0up0)] Dl + 51 Bile I3
€l|px 2 2
2 1
< Z{IV (@) = Vfn+ Ol + 5Bl }
"Denn: Sei € > 0 vorgegeben. Wegen > p- [|zx+1 — 2xll2 < oo existiert ein kg = ko(e) mit

> ik 41 — zj]l2 < e Fiir ko < k <1 ist dann

-1 e}

e —zrllz <D Nl —agllz < D Nl —agllz < e
=k Jj=ko

Dies zeigt, dass {z} eine Cauchy-Folge ist.
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mit 0 € (0,1). Wegen pp — 0 folgt 7, — 1. Das aber ist, wie wir am Anfang schon
festgestellt haben, ein Widerspruch zu Ay — 1. Damit ist liminfy_, ||gx||2 = 0 bewie-
sen.

Auch die Behauptung des Satzes, dass namlich limy_.o, g, = 0 gilt, zeigen wir durch
Widerspruch. Ist das nicht der Fall, so gibt es ein € > 0 und eine Teilfolge {xy;)} C {z}
mit ||grll2 > 26, ¢ = 1,2,.... Wegen liminf;_, ||gr|l2 = 0 gibt es unendlich viele &
mit ||gxll2 < e. Firi =1,2,... existiert daher ein () > k(¢) mit

lgrllz = € (ki) <k <1(@),  lapll<e  (E=12,...).

Hieraus erkennen wir: Ist k(i) < k < [(i) und der Iterationsschritt & erfolgreich, so ist
wegen ||xgi1 — xklla < Ay und der Abschétzung in Lemma

Flw) = Flan) 2 pilf (o) = felpo)] = 55 min (i — 2l 5).

wobei wie oben wieder 3 := sup,_q; || B2 gesetzt wurde. Da die Folge { f(xx)} (als

monoton nicht wachsende, nach unten beschrinkte Folge) konvergiert, schliefen wir
hieraus, dass

J@e) = flar) 2 B o —anlla k() <k <1(0),

fiir alle hinreichend grofsen 4 (fiir nicht erfolgreiche k ist diese Ungleichung trivial).
Daher ist

1(i)—1
€
—Tee) — il < % Z Tk — il
k=k(7)
1(i)—1
< Z [f(z) = f@hi)]

k=k(i)

= f(@re) — )

fiir alle hinreichend groften i. Da die Folge {f(x)} konvergiert, insbesondere also ei-
ne Cauchy-Folge ist, konvergiert hier die rechte Seite gegen Null. Daher konvergiert
{IlTey — 21)ll2} und wegen der vorausgesetzten Lipschitzstetigkeit von V f(-) auf L
auch {||gri) — 9is)||2} gegen Null. Andererseits ist

lgr) — gyl = llgrllz — g ll2 > 26 — e =€,

womit wir den gewiinschten Widerspruch erhalten haben. Der Satz ist bewiesen. O O

Bemerkung: Die Voraussetzung im vorigen Satz, dass pj, eine (exakte) globale Losung
des Trust-Region-Hilfsproblems ist, kann wesentlich abgeschwécht werden. So wiirde es
geniigen, dass mit Konstanten ¢; € (0,1) und v > 1 die Bedingungen

Sl = 0 2 (3 )
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und
IPkll2 < VI A

gelten. Beide Bedingungen gelten natiirlich fiir die exakte Losung von (Py). In Aufgabe
[6] kann gezeigt werden, dass dies auch fiir den wesentlich leichter zu berechnenden
Cauchy-Punkt gilt. In Aufgabe [7] findet man ein entsprechendes Resultat fiir die “Dog
Leg Strategie”. O

4.2.3 Das Trust-Region-Newton-Verfahren

Im letzten Unterabschnitt wurde iiber die Matrixfolge { By} C R™" die im quadra-
tischen Modell auftreten, lediglich vorausgesetzt, dass sie beschrinkt ist. In diesem
Unterabschnitt setzen wir By, := V2f(z;) (natiirlich miissen wir jetzt entsprechend
stiarkere Glattheitsvoraussetzungen an die Zielfunktion f stellen) und sprechen dann
vom Trust-Region- Newton- Verfahren.

Um ein Bldttern zu vermeiden, formulieren wir den Algorithmus aus Satz im
folgenden Satz noch einmal neu, auch wenn der Unterschied nur darin besteht, dass

diesmal By, = V2f(zy).
Satz 2.7 Gegeben sei die unrestringierte Optimierungsaufgabe
(P) Minimiere f(z), x € R".

Die Niveaumenge Ly := {x € R" : f(x) < f(xo)} sei kompakt, wobei x der Startvek-
tor fiir das gleich anzugebende Verfahren ist. Die Zielfunktion f sei auf einer offenen
Obermenge von Lq zweimal stetig differenzierbar und der Gradient V f(-) auf Lq lip-
schitzstetig. Man betrachte das folgende Verfahren.

e Gegeben seien Konstanten 0 < p; < ps < 1, 01 € (0,1) und o9 > 1.
e Seien zy € R™ und Ay > 0 gegeben. Berechne gy := V f (), By := V2 f(x0).
o Fiirk=0,1,...:

— Berechne eine globale Losung p, der Aufgabe

L 1
(P,) Minimiere fi,(p) := f(zy) + gip + §pTka, Ipll2 < A

— Falls f(xx) = fr(px), dann: STOP. In xy, sind die notwendigen Bedingungen
zweiter Ordnung erfiillt, siehe erster Teil von Lemma [2.5].

— Berechne

f(xr) — f(an + pr)
flae) = fulpe)

— Falls v, > p1, dann setze xy11 := xy + pr, und berechne gxi1 := V f(2p41),
Byi1 := V2f(xry41). In diesem Falle nennen wir den Iterationsschritt k er-
folgreich.

T =

— Andernfalls setze 1 := xp sowie gxi1 = Gr, Bry1 := Byg.
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— Update des Trust-Region-Radius:

« Falls ry, < p1, dann wéhle Ay, € (0, 01A].
x Falls 1 € [p1, p2), dann wahle Apyq € [o1Ak, Ay
x Falls v, > po, dann wéhle A1 € [Ag, 02\

Das Verfahren breche nicht vorzeitig ab. Dann liefert es eine Folge {x)} mit:

1. Die Folge {x}} besitzt mindestens einen Haufungspunkt z*, in dem die not-
wendigen Optimalitatsbedingungen zweiter Ordnung erfiillt sind, fiir den also
Vf(z*) =0 und V?f(x*) positiv semidefinit ist.

2. Ist x* ein Hiufungspunkt der Folge {xy} und ist V?f(z*) positiv definit, so
konvergiert die Folge {x;} gegen z*. Ferner sind nach endlich vielen Schritten
alle Iterationsschritte erfolgreich, es ist ||px|l2 < Ay fiir alle hinreichend grofsen
k und infy—o1 Ay > 0. Ist dariiberhinaus V2f(-) auf einer Kugel um z* in z*
lipschitzstetig, so konvergiert die Folge {xy} von mindestens zweiter Ordnung
gegen ™.

Beweis: Mit Ayin(A) bezeichnen wir den kleinsten Eigenwert der symmetrischen Ma-
trix A € R™"™. Wir zeigen im Anschluss durch Widerspruch, dass

A" = lim sup Apin(Bg) > 0.

k—o0
Ist dies gelungen, so existiert eine Teilfolge {4} C {zx} mit

i—00

Ein Haufungspunkt x* der Folge {4} (ein solcher existiert, da {zxu;} C Lo und
Ly kompakt ist) ist wegen Satz notwendig stationdr (d.h. Vf(z*) = 0), wegen
Amin(V2f(2%)) = A* > 0 ist V2f(z*) positiv semidefinit. Damit wird der erste Teil des
Satzes bewiesen sein.

Angenommen, es gibt ein € > 0 mit Ay, (Bg) < —e fiir alle hinreichend grofen
k. Sei g ein durch ||gx|la = Ay und g{ ¢x < 0 normierter Eigenvektor zum Eigenwert
Amin(Bg). Da py eine globale Losung von (Py) ist, erhalten wir

1
Felpe) < fila) = flan) + gFae+5at Bran < flay) — SA2
<~ 2 2
<0

und damit
(+) Fe) = flpe) = 5A7

fiir alle hinreichend grofen k. Hieraus folgt " ,- j A7 < co mit derselben Argumentation
wie zu Beginn des Beweises von Satz als > 72~ Ay < oo nachgewiesen wurde. Mit
{Ay} ist wegen ||pxll2 < Ay auch {||pk|l2} eine Nullfolge. Hieraus folgern wir, wieder
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dhnlich einem entsprechenden Teil des Beweises von Satz [2.6] dass limg .7 = 1.
Denn wegen (x) ist fiir alle hinreichend grofen k

| f(@r) + gl pr + 30F Bepe — f(r + pr)]
f(ﬁﬂk) - fk(pk)

2 1
————|f(zx) + gf v + = Bepe — f (@i + pr)|

e =1 =

<
€llpx 13 2
1 .
2

< 119w - 9+ 0o

Hieraus folgt limy,_, 7 = 1, damit r, > po und Ag,1 > Ay fiir alle hinreichend grofen
k. Das ist ein Widerspruch zu limy_,. Ar = 0. Der erste Teil des Satzes ist damit
bewiesen.

Fiir den Rest des Beweises sei 2* ein Haufungspunkt der Folge {x)} mit der Eigen-
schaft, dass V2f(x*) positiv definit ist bzw. die hinreichende Optimalitiitsbedingung
zweiter Ordnung erfillt ist.

Zuniichst wird die Konvergenz der Folge {x1} gegen z* nachgewiesen. Da V2 f(z*)
positiv definit ist, gibt es positive Konstanten ¢ und § mit ¢ < A\ (V2f(2)) fiir alle
x aus der (euklidischen) Kugel um z* mit dem Radius ¢. Ein e € (0,0] sei beliebig
vorgegeben. Da z* ein Haufungspunkt von {x;} ist und limg_, ||gk||2 = 0 wegen Satz
2.6] gibt es ein [ € N mit

s — 2*» < llgelle < % fiir alle & > 1.

N |

Wir wollen ||z — 2*||s < e fiir alle k > [ zeigen, womit die Konvergenz der Folge {z}
gegen x* bewiesen sein wird. Dies geschieht durch vollsténdige Induktion nach &, wobei
der Induktionsanfang bei k = [ gesichert ist. Fiir den Induktionsschluss sei also & > [
und ||z, — 2*||2 < 3e. Da p; Losung des Hilfsproblems (Py,) und p = 0 hierfiir zuléssig
ist, erhalten wir

c 1
912k + 5lIPxll3 < g pe + 5P Brpr < 0
und hieraus mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
Slpellz < llgllz <
5 Prll2 > [|9kll2 > 1’
also ||px]l2 < te. Daher ist
* * €
ks = 272 < llows = @illz + llow — 272 < lpellz + 5 < e
Aus (gleichmafige Konvexitéat von f auf der §-Kugel um z*)

C * * *
§||37 — Ty |3 + gp (2" — mpp1) < f(2F) = f@pgr) <0
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erhélt man ebenso ||z441 — x*[]2 < se. Damit ist die Konvergenz der Folge {x:} gegen
x* bewiesen.

Nun zeigen wir limy,_,, 7 = 1, womit bewiesen sein wird, dass sogar der verschérfte
Test r, > po fiir alle hinreichend grofsen £ erfiillt ist. Eben haben wir u.a. erhalten,
dass eine Konstante ¢ > 0 mit 3¢||pill2 < ||gxl|2 fiir alle hinreichend groken k& exi-
stiert. Beriicksichtigt man noch ||pglla < Ay, die Abschétzung in Lemma und die
Beschréanktheit von {||Bg||2}, so erhdlt man die Existenz einer Konstanten c¢q > 0 mit

1 ) g
) = fulpe) = glaulemin (A, 1902) > ol

fiir alle hinreichend grofen k. Wie oben folgt hieraus limy_,, 7, = 1.

Bis auf endlich viele vergebliche Versuche sind alle Iterationsschritte erfolgreich.
Fiir alle hinreichend grofen k ist sogar 7, > py. Daher wird der Trust-Region-Radius
nach endlich vielen Schritten nicht mehr verkleinert, insbesondere ist infz—o1 . Ag > 0.
Andererseits ist xp.1 = xp + pi fiir alle hinreichend grofsen k. Die Konvergenz der
Folge {x} liefert limy .o ||pk|l2 = 0, also ist ||px|| < Ay fiir alle hinreichend groften
k. Daher (siche Satz ist Bypr = —gp fiir alle hinreichend groften k. Nach endlich
vielen Schritten geht die Trust-Region-Modifikation des Newton-Verfahrens in das un-
geddmpfte Newton-Verfahren {iber und erbt deswegen dessen Konvergenzeigenschaften.

Damit ist der Satz bewiesen. a O

Bemerkung: Einige Modifikationen (Skalierung, andere Update-Strategie fiir den
Trust-Region-Radius u. a.) sind denkbar, wir wollen hierauf nicht mehr eingehen. O

4.2.4 Aufgaben
1. Man berechne die Losung der Aufgabe

. . . 1
(P) Minimiere ¢(p) := ng + §PTBP7 [pll2 < A,

1 2 —1 1
(1) w2 ) sl

2. Sei B € R™ "™ symmetrisch mit kleinstem Eigenwert A\; und g € R™\ {0}. Man zeige,
dass die durch

wobel

Y(A) = [[(B + A1) gl

definierte Funktion ¢: (—A1,00) — R auf (=1, 00) monoton fallend und konvex ist.
3. Sei B € R™"™ symmetrisch mit kleinstem Eigenwert A, sei weiter A € R.
(a) Fiir jedes u € R™ mit |Julls =1 ist
A=A —ul (B+X)u < =)\

(b) Sei A > —A; und B + M = LL" eine Cholesky-Zerlegung, also L € R™" eine
untere Dreiecksmatrix mit positiven Diagonalelementen. Um eine moglichst gute
untere Schranke fiir —A; zu erhalten, bestimmt man einen Vektor v € R™ mit
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|lull2 = 1, fiir den u” (B + M )u = ||LTu||3 “klein” ist. Eine mogliche Heuristik zur
Bestimmung von u ist die folgende (siehe A. R. ConN, N. I. M. GouLp, PH. L.
ToINT (2000, S.191)): Mit einem Vektor v € R™ mit v; € {—1,1}, i = 1,...,n,
setze
(B+ M)~
(B + AI)~ oll2

Dann ist

T —1

T v (B4 M) v
B+ M\)u= .
W B A= g

Daher sollte man v so wahlen, dass
I(B+ AL~ o]z = |[L7TL ™ ol

bzw. ||L~'v|| moglichst grof ist. Hierzu bestimme man w = Lv folgendermafen.
Angenommen, wy, ..., wg_1 sind schon bestimmt. Man setze

1, falls Sl lw > 0,
Uk == k-1
+1, falls > 7 lkiw; <0

und anschlieffend

1 k—1
Wy = — <vk - Z lkiwi>.
ik i=1
Weiter ist
(B+ X))~ L Tw

u = = .
I(B+AD)" ]z [IL7 w2

Man schreibe eine Matlab-function Estimate.m, welche den Overhead hat:

function [lambda_plus,info]=Estimate(B,lambda) ;
%Input-parameter:

pA B symmetric matrix

yA lambda real number, usually lambda>-lambda_1
%0utput-parameter:

b lambda_plus lower bound of -lambda_1, if successfull

% info info=0, if successfull

% info=1, if the Cholesky decomposition of

yA B+lambda*I does not exist (because lambda is
% not an upper bound of -lambda_1)

Y%tk ko ok o ok ko sk ok ok ok ok ok Kok sk ok ok ok Kok Kok ok ok ok ok Kok Kok sk ok ok ok ok Kok K ok
Anschliefsend erprobe man die Funktion an den Daten

4 -3 5 -1
-3 2 -6 4
5 -6 1 5
-1 4 5 -8
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4. Sei B € R™"™ gymmetrisch und positiv definit, ¢ € R™ und A > 0. Man schrei-

be eine Matlab-Funktion TrustStep zur Berechnung der Losung des Trust-Region-
Hilfsproblems

. . . 1
(P) Minimiere ¢(p) := ng + §pTBpa [pll2 < A.

Anschlieffend teste man die Funktion fiir den Spezialfall, dass

2 -1 1
-1 2 -1 1
B = € R™*", = e R”
-1 2 -1 1
—1 2 1

mit n := 10 und A :=1.

Hinweis: Wegen der Voraussetzung, dass B positiv definit ist, kann der schwere Fall
nicht eintreten, so dass die Aufgabenstellung einfach ist.

Sei f € R, g € R", B € R"™" symmetrisch, D € R" nichtsinguldr und A > 0. Man gebe
notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir an, dass ein p* € R" mit ||Dp*[j2 < A
eine globale Losung von

1
(P) Minimiere  ¢(p) :=f+g'p+5p' Bp, [ Dplla <A
ist.
Gegeben sei das Trust-Region Hilfsproblem

. . . 1
(P) Minimiere ¢(p) := f + gip+ §pTBpa Ipll2 < A,

wobei f € R, g € R™"\ {0}, die symmetrische Matrix B € R™*™ und A > 0 gegeben
sind. Sei der sogenannte Cauchy-Punkt definiert durch

A
P =T,
gll2
wobei
L falls ¢"Bg <0,
T = )
min(||g[|3/(Ag" Bg),1),  sonst.

Man zeige, dass

VNS P ug||2)
f - o) > HgHzmln<A, loll ).

Der Cauchy-Punkt p© geniigt also derselben Abschiitzung wie eine globale Losung p*
von (P), siche Lemma . Weiter zeige man, dass p¢ Losung der Aufgabe

Minimiere ¢(p), |[[pll2 < A, p € span{g}

ist
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7. Seien f € R, g € R™\ {0}, die symmetrische und positiv definite Matrix B € R™*™ und
A > 0 gegeben. Ferner sei ¢: R — R durch

1
o(p):==f+g'p+-p' Bp

2
definiert. Sei
p’:=-B7lg
(unrestringiertes Minimum von ¢) und
Y= —”f(]i”%
g' By

(unstringiertes Minimum von ¢ in span {g}). Wir nechmen an, es sei p® # pY. Man
definiere p: [0,2] — R™ durch

57) Y, 0<r<1,
T) =
g P+ -1k -pY), 1<7<2

Man zeige:

(a) [|p(+)]|2 ist strikt monoton wachsend,

(b) &(p(+)) ist strikt monoton fallend.

(c) Sei [|pPll2 > A (andernfalls ist p? die Losung des Trust-Region-Hilfsproblems).
Man zeige, dass es genau ein 7* € (0,2) mit ||p(7)]2 = A gibtﬂ

(d) Sei ||pB|l2 > A. Man zeige, dass ¢(p(7*)) < ¢(p®), wobei p© der in Aufgabe |§|
definierte Cauchy-Punkt ist. Insbesondere gilt auch fir p(7*) die Abschitzung aus
Lemma [2.5] also

U SN I
f— o) > Hgl!zmln<A, HBHz>'

8. Seien f € R, g € R™\ {0}, die symmetrische und positiv definite Matrix B € R™*™ und
A > 0 gegeben. Man gebe ein Verfahren zur Berechnung der Losung p™ von

1
®) Minimiere ¢(p) := f + g'p+ ipTBp auf
M :={peR":pespan{g, B g}, |lplla < A}

an und zeige, dass

My < L : lgll2

Hinweis: Fiir den letzten Teil der Aufgabe kann man die Aussage von Aufgabe [6] ver-
wenden.

6Die Bestimmung von p(7*) als Niherungslosung des Trust-Region-Hilfsproblems wird in der eng-
lischsprachigen Literatur als “dog leg method” bezeichnet.
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9. In Aufgabe [l] sollte die exakte Losung p* von
o T L
) Minimicre  6(p) := g"p+ 50" Bp, lplls < A,

berechnet werden, wobei

1 2 -1 1
(1) w2 ) ae)

Zum Vergleich berechne man den Cauchy-Punkt p© (siehe Aufgabe @) und den Dog Leg
Punkt p(7*) (siche Aufgabe . Man vergleiche die Werte ¢(p*), ¢(p®) und ¢(p(7*)).
Schlieflich plotte man den “Dog Leg Pfad” {p(r) : 7 € [0,2]} und (gestrichelt) den
optimalen Pfad {p*(A) : A € [0,1]}, wobei p*(A) die Losung von (P) (mit variablem
A) ist.

4.3 Trust-Region-Verfahren bei nichtlinearen Appro-
ximationsaufgaben

In diesem Abschnitt betrachten wir die (unrestringierte) nichtlineare Approximations-
aufgabe

(P) Minimiere f(z) := ||F(z)||, z € R",

wobei F:R" — R™ als glatt, etwa stetig partiell differenzierbar, vorausgesetzt wird
und || - || eine Norm auf dem R™ ist. Besonders beschéftigen wird uns der Fall, dass es
sich bei der Norm um die euklidische Norm bzw. es sich bei (P) um ein nichtlineares
Ausgleichsproblem (nonlinear least square problem) handelt. In (P) wird grundsétzlich
m > n angenommen, so dass man (P) auch als die Aufgabe auffassen kann, ein i. Allg.
iiberbestimmtes nichtlineares Gleichungssystem so zu “losen”, dass der Defekt beziiglich
einer gegebenen Norm minimal ist. Definiert man g: R™ — R durch g(y) := ||y||, so
erkennt man, dass f = go F', die Zielfunktion f also Komposition der konvexen, global
lipschitzstetigen Abbildung g und der glatten Abbildung F' ist. Viele der spéteren
Aussagen konnen auf sogenannte halbglatte Aufgaben tibertragen werden, was uns hier
aber nicht besonders interessieren soll. Fiir uns ist wichtig, dass f in jedem . (in dem F
differenzierbar ist) eine Richtungsableitung bzw. Gateaux-Variation f'(z.;-):R"” — R
besitzt und diese nach der Kettenregel durch

f(we;p) = ¢ (F(e); F'(2.)p)

gegeben ist. Hierbei ist ¢'(F'(z);-) die Gateaux-Variation von ¢ in F'(x), die wegen der
Konvexitit von g existiert. Zur Erinnerung: Wir nennen ein x* € R” eine stationdre
Lésung von (P), wenn f'(x*;p) > 0 fiir alle p € R". Wegen

1%, 1 f(l’*—i-tp)—f(li*)

bedeutet dies, dass es in x* keine Abstiegsrichtung gibt.
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In dem in Abschnitt angegebenen Modellalgorithmus fiir Trust-Region-Ver-
fahren wahlen wir als Modellfunktion in einer aktuellen Naherung x. € R" die durch
fe(p) = ||F(xc) + F'(2)p||

definierte Funktion f..

4.3.1 Globale Konvergenzaussagen

Unser Ziel in diesem Unterabschnitt ist es, eine (schwache) globale Konvergenzaussa-
ge fiir das auf die nichtlineare Approximationsaufgabe (P) angewandte Trust-Regin-
Verfahren zu beweisen.

Das folgende Lemma wird als Rechtfertigung fiir eine STOP-Bedingung dienen.
Hierbei machen wir eine geringfiigige Bezeichnungsénderung.

Lemma 3.1 Gegeben sei die nichtlineare Approximationsaufgabe (P). Die Abbildung
F:R" — R™ sei in x € R" stetig partiell differenzierbar. Mit einem vorgegebenen
A > 0 sei p* € R"™ eine Losung von

(P,.a) Minimiere  fo(p) = [|F(z) + F'(z)pll,  [lpll < A.
Dann ist x genau dann eine stationédre Losung von (P), wenn f(z) = f.(p*).
Beweis: Sei z eine stationére Losung von (P). Insbesondere ist
0 < flxp")
= g (F(z); F'(x)p)
< |[F(z) + F'(z)p’|| - [|1F(2)]

- fm(p*) - f(l’)
0,

IN

also f(z) = f.(p*). Sei umgekehrt f(x) = f,(p*). Dann ist auch p** := 0 eine Losung
von (P, a) und daher auch der Aufgabe, f,(-) auf dem R™ zu minimieren (siche Aufgabe
1). Fiir alle p € R™ ist daher

g(F(x) + tF'(z)p) — g(F(x))

< 1(0-1) = Ti —_ . —
0= fo(0;p) = lim ; g (F(z); F'(x)p) = f'(z;p).
Also ist z eine stationdre Losung von (P). O 0

Es ist zweckmafig, jetzt eine Bezeichnung einzufiihren. Bei gegebenen x € R™ und
A > 0 sei
v(z, A) := min{||F(z) + F'(x)p] : [Ipll < A},

also v(z, A) der Wert von
(P,.a) Minimiere  f»(p) := [|[F(z) + F'(z)p, [lpll < A.

Ist * € R™ keine Losung von (P), so ist f(z*) — v(z*,A) > 0 fir alle A > 0 (siche
Lemma . Das folgende Lemma impliziert insbesondere, dass alle Punkte aus einer
hinreichend kleinen Umgebung eines nichtstationdren Punktes ebenfalls nichtstationar
sind.
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Lemma 3.2 Gegeben sei die nichtlineare Approximationsaufgabe (P). Ein A* > 0 sei
vorgegeben. Dann gilt:

1. Ist F' in x € R™ stetig partiell differenzierbar, so ist

A
f@) = o(e,8) 2 1

[f(x) —v(x, A")] fiir alle A € (0, A*].

2. Ist F in x* € R" stetig partiell differenzierbar und z* keine stationidre Lésung
von (P), so gibt es ein § > 0 mit

f(x) —v(z, A) > S[f(z") —v(z", A7) fiir alle x mit ||x — z*|| < 0.

DO | —

Beweis: Sei A € (0,A*] und p* eine Losung von (P, a+). Dann ist p := Ap* mit
A= A/A* zuldssig fur (P, a) und daher

F@) v, 8) = [P@)]~ [F )+ A @]
> IF@] (0= X IF@] + A )+ F ]
= ANF@) £+ Fap]
= D) — ol A7)

womit der erste Teil des Lemmas bewiesen ist.
Sei p* eine Losung von (P« a«). Die Abbildung

v = [|[F(@)|| = |1 F(z) + F'()p"]|

ist in x* stetig, dort hat sie den positiven Wert f(z*) — v(z*, A*) > 0, da z* nach
Voraussetzung keine stationdre Losung von (P) ist. Daher gibt es ein § > 0 derart,
dass
f(z*) —v(x*, A%)

2
fiir alle x mit ||z — 2*|| < §. Damit ist auch der zweite Teil des Lemmas bewiesen. OO

In dem folgenden Satz geben wir das Madsen-Verfahren (siche K. MADSEN (1975
dort ist allerdings || - || := || - ||c) an und beweisen (unter unnétig starken Vorausset-
zungen an die Zielfunktion) eine (schwache) Konvergenzaussage.

f(@) —v(z, A%) 2 [|[F(x)]| — [ F(z) + F'(z)p"]| =

Satz 3.3 Gegeben sei die Approximationsaufgabe
(P) Minimiere f(x) := ||F(z)||, z€R".

Mit dem Startwert xy des gleich anzugebenden Verfahrens sei die Niveaumenge L :=
{r € R : f(z) < f(xo)} kompakt. Die Abbildung F:R"™ — R™ sei auf einer Um-
gebung von Lg stetig partiell differenzierbar, die Funktionalmatrix F'(-) sei dort lip-
schitzstetig. Man betrachte das folgende Verfahren:

"MADSEN, K. (1975) An algorithm for minimax solution of overdetermined systems of non-linear
equations. J. Inst. Maths. Applcs. 16, 321-328.
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e (Gegeben seien Konstanten 0 < p1 < po < 1 und 0 < 07 < 1 < 05.

(Bei K. MADSEN (1975) wird p; := 0.01, py := 0.25, oy := 0.25 und oy := 2
empfohlen.)

e Gegeben seien xy € R™ und Ag > 0. Berechne F(x,) und F'(zo).
o Firk=0,1,...:
— Berechne eine Lisung p, der Aufgabe

(Pr) Minimiere  fi(p) := [|F'(zx) + F'(zp)pll,  llpll < Ay

— Falls f(zx) = fx(pr), dann: STOP, xy, ist eine stationdre Losung von (P).

— Berechne

flar) — f(an + pr)
floe) = frloe)

— Fallsry, > p1, dann setze xy 1 := x+pg und berechne F(xyy1) und F'(x41).

Ty =

Andernfalls setze xj1 := xi.

— Falls 7, < po, dann setze Ay = o1 ||px|, andernfalls wihle Ay, €

[Pl o2 llpll]-
(Bei K. MADSEN (1975) wird fiir ry, > py ein weiterer Test gemacht. Ist

| F (x4 pr) — F(xr) — F'(zr)prll < ps[f(wr) — f(@r + pr)]

mit einem ps € (0,1), etwa p3 = 0.25, so wird Ay = o9 ||px|| gesetzt,
andernfalls A1 = ||px]|.)

Das Verfahren breche nicht vorzeitig mit einer stationdren Losung von (P) ab. Dann
liefert es eine Folge {x\} mit der Eigenschaft, dass jeder Hiufungspunkt von {x\} eine
stationdre Losung von (P) ist.

Beweis: Zunéchst beachten wir, dass die Folge {Ax} C R, beschrénkt ist, da es die
Folge {1} C Lo ist, und Ag;; im k-ten Iterationsschritt nur dann vergrofert werden
kann, wenn rp > po und damit Agyy < oo ||pr|| = o9 ||zkr1 — x| gilt. Daher ist
Ay < max(Ag, 02d), wobei d := sup, ., ||z — y|| den Durchmesser von Ly bedeutet.
Daher existiert ein A* > 0 mit {Ax} C (0, A*]. Der Beweis des Satzes zerfillt in zwei
Teile.

(1) Konvergiert die durch das Verfahren erzeugte Folge {z\} gegen einen Punkt x*,
so ist z* eine stationdre Losung von (P).

Zum Beweis dieser Zwischenbehauptung nehmen wir an, x* sei keine stationére Losung.
Wegen limy_.o, 2 = ¥ und Lemma existiert eine positive Konstante ¢q (z. B. kann
co = [f(z*) —v(z*, A*)]/(2A*) gesetzt werden) mit

(%) fzr) — felpr) = coAg fiir alle hinreichend grofen k.



166 Trust-Region-Verfahren

Hieraus wollen wir schliefsen (siehe auch einen entsprechenden Schluss beim Beweis von
Satz , dass Y o Ay < 0o. Dies ist trivialerweise richtig, wenn es nur endlich viele
erfolgreiche Iterationsschritte gibt, denn dann ist Ag 1 = o1 ||px]| < 01Ar mit 0y €
(0, 1) fur alle hinreichend grofen k. Daher nehmen wir jetzt an, dass es unendlich viele
erfolgreiche Iterationsschritte gibt, diese seien in der Indexmenge E zusammengefafit.
Ist £ € F, so ist

f(xk) - f(IkH) > Pl[f(l’k) - fk(Pk)] > p1coAy.

Da {f(x1)} eine monoton nicht wachsende, nach unten beschrénkte Folge ist, erhalten
wir hieraus

pP1Co Z Ap < Z[f(ﬂﬁk) — f(@p1)] < Z[f(xk) — far41)] < o0

und damit ), Ay < co. Nun betrachten wir die &, die zwischen zwei aufeinanderfol-
genden erfolgreichen ITterationsschritten ¢ < j liegen. Dann ist A, < oal|pi]| < 024
(dai € E)und Agyq < 01Ag, k =i+ 1,...,5 — 1. Hieraus folgt durch Zuriickspulen

und Summieren
j—1

YA 2o,

- 1—0y
k=i+1

Insgesamt ist damit ) .- Ay < oo bewiesen. Insbesondere ist {A;} und damit auch
{|lpk]|} eine Nullfolge. Zum Beweis von (1) machen wir eine Fallunterscheidung.

(i) Es gibt eine unendliche Teilmenge K C N mit ||pg|| < Ag fir alle k € K.

Sei k € K fest. Wir iiberleger| uns, dass fi(px) < fi(p) fiir alle p € R". Denn nach
Definition von py ist trivialerweise fi(pr) < fr(p) fiir alle p mit [|p|| < Ag. Ist dagegen
IIpll > Ag, so bestimme man ein A € (0,1) mit ||(1 — N)px + Ap|| = A, nutze die
Konvexitéit von f; aus:

Je(oe) < fo((X = Npr + Ap) < (1= X) fi(pr) + AMfr(p)

und schliefse hieraus auf fi(px) < fr(p). Lasst man k € K gegen unendlich streben, so
folgt wegen x; — z* und p; — 0, dafs

IF@@) = f(2") < far(p) = [I1F(z") + F'(a")pll  fiir alle p € R™.

Wegen Lemma ist «* eine stationdre Losung von (P), ein Widerspruch zu der
Annahme, dass das gerade nicht der Fall ist.

(ii) Fir alle hinreichend grofsen k ist ||px|| = Ag.

Wir zeigen, dass limg_,o, 7 = 1. Dann ist r; > po fiir alle hinreichend grofsen k& und
daher ||pr+1]| = Agg1 > ||pe]| fiir alle hinreichend grofsen k, ein Widerspruch zu p, — 0.

8Siehe auch Aufgabe
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Wegen (x) und (ii) ist fiir alle hinreichend grofen k

IF (zx + pe)ll = [1F(2x) + F'(z1)pell]
f(@r) — fi(pr)
| F(zx + pr) — Fzy) — F'(g)pr|
co ||pxl

1 1
< C—/ |F"(zx + tpr) — F' (i) | dt.
0 Jo

|7“k—1| =

<

Wegen pr, — 0 und zy, — z* folgt limg_,o, 7, = 1. Damit ist (1) bewiesen.
(2) Jeder Haufungspunkt x* der Folge {x}} ist eine stationére Losung von (P).

Angenommen, z* sei ein Haufungspunkt der Folge {z}, der keine stationdre Losung
von (P) ist. Eine Anwendung von Lemma [3.2| zeigt die Existenz positiver Konstanten
0 und ¢y mit

[z — 2™[| <6 = f(xr) — felpr) = collpell-

Wegen Beweisteil (1) wissen wir, dass nicht die gesamte Folge {x} gegen z* konvergiert,
so dass angenommen werden kann, dass es unendlich viele k& mit ||zy — 2*|| > ¢ gibt
(notfalls verkleinere man 0). Da ferner z* ein Haufungspunkt von {x;} ist, gibt es in
jeder Umgebung von z*, insbesondere in der ¢ /2-Kugel um z*, unendlich viele Elemente
von . Daher existieren Folgen {k(7)}ien und {I(7) }ien natiirlicher Zahlen mit k(i) <
1(i) <k(i+1) <l(i+1) und

N

|z — 27| < |lop — ™| <& fir k(i) < k < 1(3), @15 — 2| > 6.

Hieraus folgt

f(xr) = f(@es1) = prco |open —zell, k() <k <1(3),
und damit
1())—1
prco |z — zi |l < prco Y llween — ]
ke=k(i)
1(i)—1
< Z [f(z) = f@hi)]
k=k(i)

= flzrw) — flow)

Da die Folge {f(zx)} konvergiert, insbesondere eine Cauchy-Folge ist, konvergiert die
rechte Seite und damit auch {||zxu) — @;)||} gegen Null. Andererseits ist nach Kon-
struktion

. . b 0
ki) — 2l 2 llzwp = 27l =z — 271 > 0= 5 =5,
ein Widerspruch. Der Satz ist damit bewiesen. O O

Bemerkung: Aus dem letzten Satz folgt natiirlich die Konvergenz der gesamten durch
das Verfahren erzeugten Folge {z}}, wenn es in der Niveaumenge L nur eine stationére
Lésung von (P) gibt. O
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4.3.2 Superlineare Konvergenz

Wir erinnern zunéchst an die Definition [4.5in Abschnitt wo definiert wurde, wann
eine Losung einer nichtlinearen Approximationsaufgabe lokal stark eindeutig heifst. Um
das Blattern zu vermeiden, wiederholen wir sie hier:

Definition 3.4 Gegeben sei die nichtlineare Approximationsaufgabe
(P) Minimiere f(z) := ||F(z)||, =z €R".

Ein z* € R™ heift lokal stark eindeutige Losung von (P), wenn es positive Konstanten
o und ¢ mit

flz) > f(z*) + oz — z7|| fir alle z € R™ mit ||l — z*|| < 0

gibt.

Nun folgt eine Aussage zur superlinearen Konvergenz des Madsen-Verfahrens.

Satz 3.5 Das in Satz angegebene Verfahren zur Losung der nichtlinearen Appro-
ximationsaufgabe

(P) Minimiere f(z):= ||F(z)||, z€R"

liefere eine Folge {xy}, die gegen ein z* € R™ konvergiert. Sei x* lokal stark eindeutige
Losung von (P) und F'(-) auf einer Umgebung von x* lipschitzstetig. Dann sind fast alle
Iterationsschritte erfolgreich und die Folge {x\} konvergiert sogar quadratisch gegen
x*, d. h. es existiert eine Konstante C' > 0 mit

|zper — 2% < C ||log — 2| fiir alle hinreichend grofsen k.

Beweis: Es kann angenommen werden, dass die wegen der lokalen starken Eindeu-
tigkeit von z* existierende Konstante § > 0 so klein ist, dass F'(-) auf der Kugel
Blz*;0] := {x € R" : ||z —z*|| < J} lipschitzstetig mit einer Lipschitzkonstanten L > 0
ist. Mit positiven Konstanten ¢ und ¢ ist also

f@) 2 f@) +olle =27, [F'(x) = F')ll < Lz -yl

fir alle z,y € B[z*;0]. O.B.d. A. bricht das Verfahren nicht vorzeitig ab, so dass
xr # x* flir alle £ angenommen werden kann. Wir erinnern an das beim Madsen-
Verfahren auftretende Hilfsproblem

(Py) Minimiere  fi(p) := [|[F'(zx) + F'(z)pll, [Ipll < Ay
mit Losung py. Der Beweis des Satzes zerfillt in mehrere Teile.

(1) Sind xy, z + p € Bz*; 6], so ist

P+ 9) — o) < 2
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Denn: Es ist
|f(xx +p) — fr(p)]

[[F(x + p)|| = [[1F(2x) + F'(zx)pll |
< |[F(zx +p) — Flxr) — F'(2)p||

/0 | (o + tp) — F'(e2)lp| dt

IN

IN

= ol
Damit ist (1) bewiesen.
(2) Esist [|pk|| < 2||xr — z*|| fiir alle hinreichend grofen k.
Denn: Wegen der vorausgesetzten Konvergenz der Folge {z;} gegen z* existiert ein
ko € N mit
|z — x| Sg, U—%ka—x*ﬂ >0 fir alle k& > k.

Wir wollen zeigen, dass ||px| < 2||zx — 2*|| fir alle & > ko. Angenommen, es wére
Ipkll > 2 ||z, — 2*|| fiir ein k > ko. Dann ist ||z, — 2*|] < 3|[pe]] < Ay, also z* — zy,
zuldssig fir (Py). Wir zeigen, dass fy(pr) > fr(z* — x), was ein Widerspruch dazu
bedeutet, dass p;, das Hilfsproblem (P},) 16st. Hierzu bestimme man A, € (0, 1) so, dass
11 = A)pe + Aw(2” — )| = 2|z — 27
und setze anschliefend
Gk = (1 = Ae)pe + Ae(@" — ).

Dann ist

(1= M) fulpe) = faul@™ —z)] = fular) — fulz™ — ay)

>0
(Konvexitét von f)

felar) — floe + qr) + flor + ) — fe(a™ — xp)

L *
> —Sllall® + flon+a) = fole” — )
(Anwendung von (1))
> 2Lz — 2"|* + oflax + g — 27|
+ f(@") = fula™ — @)
(lokal starke Eindeutigkeit)
L
> 2L floy = 27| + ollze + g — 2" = S llox — 2"
(Anwendung von (1))
5L * |12 *
= D~ 2l + ol + g — |
5L . X
> =l = 2P + o (llgel = o —27)

oL . .
= (0= Fllm ="l e 7|

> 0,
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also fr(px) > fx(z* — xx), womit der gewiinschte Widerspruch erreicht ist. Damit ist
(2) bewiesen.

(3) Es existiert eine Konstante ¢y > 0 derart, dass f(xx) — fx(pr) > co||pe] fiir alle
hinreichend groften k.

Denn: Sei ky € N wie im Beweis von (2) bestimmt. Ist ||z — 2*|] < Ay, also zp — z*
zuléssig fiir (Py), und k > ko, so ist wegen (1) und (2)

fe) = fulpr) = flow) = fula™ — )
flag) = fla*) + f@") = fe(z™ — )

e T
> 2 oy~ |

-5

> 2 il

- 5

Ist dagegen ||zx —2*|| > Ag bzw. Ay := Ag/||zx —2*|| € (0,1) und ist aukerdem k > ky,
so folgt aus der Konvexitéit von fy, dafs

flx) = felpe) = fu(0) — fr(pk)
> f1(0) = fr(Ae(a® — 2y))
= [u(0) = fe((1 = Ap)0 + Ap(z™ — )
> fe(0) = [(T = M) fr(0) + Mg fi(z™ — ay)]
- 5
>
- 5
Damit ist auch (3) bewiesen.
(4) Mit
r fxy) — f(or + pr)

f(@r) = fe(pr)

ist limy_,o 7z = 1. Insbesondere ist 1, > p; fiir alle hinreichend grofsen k, folglich
sind fast alle Iterationsschritte erfolgreich und damit z,.; = xp + pi fiir alle
hinreichend grofsen k.

Denn: Wegen (1)—(3) ist

Ty + pr) — L L .
I — 1] = |f(@x + pr) — fi(p)l < gl < _Oka_x I

flxr) = felpe) 7~ 2c0 G

fiir alle hinreichend grofen k. Wegen limy_,o, x;, = 2* folgt (4).
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(5) Es ist
(%) fip) < fulz™ — xx)
und
() legs = ol < ol — 2|

— 20

fiir alle hinreichend groften k. Insbesondere konvergiert die Folge {x)} von min-
destens zweiter Ordnung gegen z*.

Denn: Sei ky € N so grok gewahlt, dafs
[— mm((s, ;iL) pell < 2|z, — 2|, 7> po  fiir alle k > ko,

was wegen xp — x* sowie (2) und (4) moglich ist. Insbesondere ist zy,1 = z} + py, und
Agi1 > ||pe] fur alle & > ko. Letzteres liefert zusammen mit p, — 0 die Existenz eines
[ > ko mit ||py|| < A;. Wegen der Konvexitat von f; ist p; nicht nur Minimum von f; auf
der Kugel B[0; A)], sondern auf dem gesamten R™ (siehe Aufgabe [I)). Daher ist speziell
(%) fiir k& = [ richtig. Hieraus folgt aber auch die Richtigkeit von (xx) fiir £ = [. Denn
es ist

Lf (@1 + pi) — fa7)]
iz + ) — filee) + filpe) — f(27)]

~RL o= 2P+ file” — ) — (")

2142 = 2™ <

—Q|~Q|r

IN

< =l — |
< -
Damit ist (xx) fiir & = [ richtig. Nach Wahl von kq folgt
lzee = 27 < 5 llae = 27l < 5 {llpell + Nl = 27[]]

damit
2141 — 27| < lpil] < Arga

und hieraus schlieflich (x) fir £ = [ + 1. In dieser Weise kann man fortfahren und
erhélt, dass (%) und (xx) fiir alle & > [ gelten. Der Satz ist bewiesen. O O

4.3.3 Nichtlineare Ausgleichsprobleme
In diesem Unterabschnitt betrachten wir das nichtlineare Ausgleichsproblem
(P) Minimiere f(z) := ||F ()], x € R",

wobei F:R"™ — R™ hinreichend glatt sei. Auf (P) kann das Madsen-Verfahren aus
Satz angewandt werden. Die wesentliche Arbeit besteht in der Losung des hierbei
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auftretenden in einer aktuellen Losung linearisierten Hilfsproblems. Da wir auf eine
Skalierung verzichten wollen, lautet dieses:

(P,.a) Minimiere  fo(p) := [|[F'(z) + F'(z)pll2, [pll2 < A.

Diese Aufgabe ist natiirlich dquivalent zu

1 1
Minimiere | F'()[|3 + [F'(z)" F(2)"p + 5p" F'(@) F'(z)p, [lpll < A.
Da B := F'(x)T F'(z) positiv semidefinit ist, braucht nicht zwischen lokaler und globaler
Losung von (P, a) unterschieden zu werden. Aus Satz erhalten wir damit:

e Genau dann ist ein p* € R™ mit ||p*||s < A eine Losung von (P, a), wenn ein
A* > 0 mit

[F'(x)"F'(z) + XI)p* = —=F'(x)" F(z),  A(A—]p*l) =0
existiert.

Im folgenden werden wir die Existenz einer Singuldrwertzerlegung benutzen. Genauer
gilt die folgende Aussage:

e Sei A € R™™ mit m > n gegeben. Dann existieren orthogonale Matrizen U &€
R™*m e R™™ und eine Diagonalmatrix ¥ := diag (o1, ...,0,) mit og > -+ >

o, derart, dass X
_ by T
a=u(2)m

Die Anzahl r der positiven sogenannten singuldren Werte o; stimmt mit dem Rang
von A iiberein. Ferner ist die sogenannte Pseudoinverae AT € R™ ™ definiert
durch

AT =V(st 0)UT,

wobei die Diagonalmatrix S+ e R™" durch
st .= diag (1/01,...,1/0,,0,...,0)

definiert ist. Natiirlich ist hier r der Rang von A bzw. die Anzahl positiver singu-
larer Werte. Bei vorgegebenem b € R™ ist A™b unter allen Losungen des linearen
Ausgleichsproblems, || Az —b||s auf dem R™ zu minimieren, die eindeutige Losung
mit minimaler euklidischer Norm.

Fiir uns ist es vorteilhaft, dass man die Singuldrwertzerlegung in Matlab sehr einfach
erhalten kann. Nach help svd erhalten wir die Information:

SVD Singular value decomposition.
[U,S,V] = SVD(X) produces a diagonal matrix S, of the same
dimension as X and with nonnegative diagonal elements in
decreasing order, and unitary matrices U and V so that
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X = UxS*V’.

S

SVD(X) returns a vector containing the singular values.

[U,S,V] = SVD(X,0) produces the "economy size"
decomposition. If X is m-by-n with m > n, then only the
first n columns of U are computed and S is n-by-n.

See also SVDS, GSVD.
Fiir A > 0 besitzt das lineare Gleichungssystem
[F' ()" F'(x) + M]p = —F'(2)" F(2)

eine eindeutige Losung p(A). Wir wollen uns iiberlegen, dass p(0) := limy_ o p(})
existiert. Dies ist natiirlich trivial, wenn Rang (F’(z)) = n, der Rang von F'(z) also
maximal ist. Mit einer Singuldrwertzerlegung

F’(x):U( %)VT
von F'(z) ist
Fl@f'Fz) = V(S 0 )UTU( . ) pr

= V(2 0) ( % ) 1%
= vyl
Mit A — 0+ ist folglich

p(N) = —[F'(z)" F(2) + M| F(2)" F(=)
= (VST L ANTWV(S 0)UTF(2)
= —VE24A)TY( S 0)UTF(z)
— —F'(x)"F(),
wobei F'(x)t € R™™ die Pseudoinverse von F'(z) ist. Wir definieren daher die soge-
nannte Levenberg-Marquardt-Trajektorie p: [0,00) — R™ durch
PV @) P (x) + A R ()T F(x), A > 0.

Offenbar gibt es zwei Moglichkeiten:

(a) Esist A* =0 und ||p(0)]|2 < A. Dann ist p* := p(0) eine Lésung von (P, ), und
zwar eine mit minimaler euklidischer Norm.
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(b) Esist A* > 0 und ||p(A*)||2 = A. Dann ist p* := p(\*) die eindeutige Losung von
(Pzn).

Den Vektor p(0) = —F'(x)" F(x) kann man in Matlab sehr einfach mit Hilfe der Funk-
tion pinv erhalten, da pinv(A) die Pseudoinverse der Matrix A liefertﬂ Daher werden
wir uns jetzt mit der Berechnung von p(A) fir A > 0 beschéftigen. Wir machen es uns
einfach™ und nehmen an, es sei eine Singulirwertzerlegung von F’(z) berechnet. Es
seien also orthogonale Matrizen

U=(w - uy)eR™™ V=_(v - v, )R

und eine “Diagonalmatrix”

E:((X)J)ER"LX”, 5 = diag (04,...,00)
mit
F'(z) =UxVT
mit oy > --- > 0, (notwendigerweise sind diese singuldren Werte nichtnegativ) be-

kannt. Ferner sei r := Rang (F’(z)) (der Rang stimmt mit der Anzahl positiver Singu-
lirwerte {iberein[]). Dann ist

p(\) = —(F'(2)"F(x) + X)"'F'(z)" F(x)
= —(vx?t @ SV AN WWETUTF(2)
= —V(ZT2:+ MN)ISTUT P ()
—V(E2+ M) S 0)UTF(2)

wobei z := UTF(z) = (u? F(z)). Daher ist

r

Hp(/\)Hz—(Z%)l/?.

J=1

Die Abbildung 1: [0, 00) — R sei durch () := ||p(A\)]|2 definiert. Wir kénnen anneh-
men, dass ¥(0) > A, da andernfalls A = 0 schon der gesuchte Parameter ist. Weiter ist

9Im Gegensatz zu svd ist pinv keine built-in function, man kann (und sollte) sie sich also ansehen.
10Bei

MORE, J. J. (1978) The Levenberg-Marquardt algorithm: implementation and theory. In: Lecture
Notes in Mathematics 630, G. A. Watson, ed., Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg-New York, 105-116.

wird statt mit der Singuldrwertzerlegung nit der @ R-Zerlegung gearbeitet, genauer mit einer Q)R-
Zerlegung mit Spaltenpivotisierung. Hierdurch kann ebenfalls der Rang einer Matrix berechnet werden.
Bis zur Version 4 wurde dies in Matlab auch so realisiert.

1Tn Matlab wird der Rang einer Matrix auf genau diese Weise berechnet.
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limy 00 ¥(A) = 0 < A. Ferner ist

r

Za—i—)\
]1

also ¢(-) monoton fallend, so dass eine eindeutige Losung A* € (0,00) von ¥(A\) = A
existiert. Weiter ist

2,2

iy 3 5% VN 957
VN = R L T 0 2 o AT

3 «— 077 1 "ol 2
TN 2 @2+ N ()3 (Z (02 + A)3>

j=1 \"J j=1
_ 2y o
() = (0F + 1)
Py g s i (s oy
VOP L (07 £ A2 & (07 + 0!\ (07 + AP
. )

2 o~ 0227
> )7
Z W T
(Cauchy-Schwarzsche Ungleichung),

also () konvex. Ahnlich wie im entsprechenden Fall in Unterabschnitt |4.2.1] ist es
nicht ratsam, auf ¢¥(\) — A = 0 das Newton-Verfahren anzuwenden. Besser ist es, das

Newton-Verfahren auf . .

X(A)::W—K:()

anzuwenden. Entsprechend der Aussage von Lemma kann man auch hier zeigen,
dass x(+) auf (0, 00) streng monoton wachsend und konkav ist. Ersteres folgt aus

(A

XA =50y

>0,

wahrend die zweite Aussage aus

N _ PPN = 20N ()

B w//(}\)
PA)? - p(A)?
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2 "L 0%z 2 . o222 " o222
- P(N)P [(; (UJQJ j)\)3> B ; (U?:_J)\)z ; (UJQJJrJ)\)“]
20

< 0

folgt, wobei am Schluss wieder die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung benutzt wurde.
Wir wollen nun obere und untere Schranken fiir die Losung A* € (0, 00) von ¢(\) =
A bestimmen (wir gehen natiirlich weiter davon aus, dass ¥(0) > A). Wegen

2
J

3 =000 = () < w (3 )

7j=1 J

1st
,

1 9 9 1/2

eine obere Schranke fiir A*. Wegen der Konvexitét von ¢ (-) auf [0, 00) ist

A =p(\) > 9(0) +¢'(0)\",
so dass
P(0) —A
¥'(0)

lo = —

eine (positive) untere Schranke fiir \* ist.

In dem folgenden Lemma formulieren wir einen Algorithmus zur Losung der Glei-
chung ¢(\) = A und beweisen anschliefiend seine quadratische Konvergenz. Im we-
sentlichen handelt es sich hierbei um das auf x(\) = 0 angewandte Newton-Verfahren.

Lemma 3.6 Gegeben sei die obige Gleichung ¥(\) = A, wobei 1(0) > A vorausge-
setzt wird. Man betrachte den folgenden Algorithmus:

e Berechne . D
o s
und
Ao = max(10"*ug, /Iouo).
o Fiirk=0,1,...:
— Berechne ().

— Falls (\,) = A, dann STOP.
— Berechne ¢'(\y,) und

lgrr == max(lk, Ay —

W()\k) ’ Sa Ug sonst.



4.3 Trust-Region-Verfahren bei nichtlinearen Approximationsaufgaben 177

— Berechne

WM»ﬂﬁl
AT (M)
— Falls \jy1 € (lps1, upy1), dann setze Ay := max(10™ g1, A/ lei1Ups1)-

Dann konvergiert die Folge { \;} quadratisch gegen die eindeutige Losung A* von ¢)(\) =
A in (0, 00).

Akl 1= A+ (1 -

Beweis: Es ist leicht einzusehen, dass {l;} untere, {uy} obere Schranken fiir \* sind,
die offenbar monoton nicht fallen bzw. monoton nicht wachsen. Denn nicht ganz offen-
sichtlich ist nur die Beziehung

w,()\k) <A )

welche aber wegen der Konvexitit von v(-) sofort aus

V(M) (A" = Ak) S DAT) = p(Ar) = A —p(\g)

A —

folgt.
Ist (Ar) > A, also [y < A\ < A*, so ist
li = 2y~ 222
" V()
0
>

die neue (verbesserte) untere Schranke, uy;; = u die neue (und alte) obere Schranke

und
Y(A)\ () .
A >¢’(/\k;) <A

/\k < ;\k-&-l = /\k—i- (1 —

wie man mit

RS RPN 1)
W=mm xR
. C
et = <
>0

und mit Hilfe der Konkavitéit von y aus

0= x(\") < x(M&) + X (M) (A" = Ap)
=

>0

erhélt. Offenbar ist [, < 5\k+1 < ugy1 und daher A\pyq = 5\k+1. Liegt also ein Ay
links von A\*, so auch alle folgenden, ab diesem Index ist die Folge auferdem monoton
wachsend. Hieraus folgt die Konvergenz und dann auch die quadratische Konvergenz
gegen \*, wenn es nur ein A\, gibt, welches links von \* liegt.
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Nun nehmen wir an, es sei ¥(A;) < A fiir alle k, d. h. g liege fiir alle k£ rechts von
A*. Dann ist ug11 = Ax. Wieder sei

VI ()Y V(M) X(Ak)
e = ek (1275 >w'<Ak> AN}

Wie oben folgt S\kﬂ < AN < upyq. Ware [y < S\kﬂ, so wiirde A\ = S\kﬂ links von
A* liegen, was wir gerade ausgeschlossen haben. Also ist

Moyt < lpy1 = maX(lk, Ak — %)
Wegen
3 P(A) —A
Akl > A — W

folgt hieraus lyy; = [;. Damit haben wir erhalten: Ist 1 ()\;) < A fiir alle &, so ist
Iy = lo, ugr1 = Mg und Agy1 & (g1, ugyr) fiir alle k. Daher ist die Folge {\z} durch
die Vorschrift

)‘k+l = max(10_4)\k, V lo)\k)

gegeben. Wegen [y < \* < )\ ist
>\k+1 S max(10_4>\k, )\k) = >\k

Also ist {A\x} C Ry eine konvergente Folge. Der Limes sei mit A bezeichnet. Es ist
lo < X\* < A, insbesondere also A > 0. Durch Grenziibergang k& — oo erhélt man aus

Mer1 = max(1074 N\, VIpAx), dass

A = max(1074\, \/loA).

10740 < \Jlph = A,

aus der letzten Gleichung ergibt sich A = Iy, womit der gewiinschte Widerspruch er-
reicht wurde. Das Lemma ist damit bewiesen. O
O

Hieraus folgt

Bemerkung: Von Moré wird vorgeschlagen, obiges Iterationsverfahren zur Bestim-
mung der Losung von () = A abzubrechen, wenn [)(A\g) — Al < 0A mit einem
vorgegebenen o € (0,1), etwa o := 0.1, ist. Dies entspricht der Abbruchbedingung

(1=0)A <p(M)ll2 < (1 +0)A.

Es wird von Moré bemerkt, dass in der Praxis weniger als zwei Iterationen geniigen,
um diese Bedingung zu erfiillen. O
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Damit sind wir ziemlich ausfiihrlich auf die Losung des Hilfsproblems (P, A ) eingegan-
gen. Wir wollen hier nicht auf die Moré-Version eines Trust-Region-Verfahrens fiir nicht-
lineare Ausgleichsprobleme eingehen. Der Unterschied zum obigen Madsen-Verfahren
besteht vor allem darin, dass Moré das zu (P) gleichwertige Problem

~ 1
Minimiere f(x) := §HF(x)H§, z €R"
betrachtet und die entsprechende Modellfunktion
r 1 / 2
falp) = SIIF(2) + F'(2)pll;

benutzt (was Vorteile bei der Berechnung von 7, := (f(z) — f(z 4+ p*))/(f(x) — f.(p*))
bringt), eine diagonale Skalierungsmatrix verwendet und eine andere Update-Strategie

fiir die Trust-Region-Radien verfolgt.
Wir geben nun eine Implementation des auf ein nichtlineares Ausgleichsproblem
angewandtes Madsen-Verfahren an.

function [x,iter]=TrustlLeast(Fun,x_0,Delta_0O,max_iter,tol);
Yok sk ok sk sk ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok o sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok sk o ke sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok
%This function solves the nonlinear least square problem

% Minimize f(x):=||F(x)I|l, x in R™n

%with the More Trust-Region method

Yoo ok o s ke ok ok ook sk sk sk sk sk sk sk o o o o o o ok ok ok ok sk sk sk sk sk sk ok o o o s o ko ok sk sk sk sk sk sk sk sk o ok
%Input parameter:

% Fun [F(x),F’(x)]=Fun(x)

% x_0 initial iterate

% Delta_0 initial radius

% max_iter maximal number of iterations
% tol tolerance

%0utput parameter:

% X approximate solution

% iter number of iterations

Of sk ok ok o o o ok ok ok sk sk sk sk sk ok ok ok ok ok o o ok ok ok ok sk sk ok ok sk ok ok ok ok ok o o ok ok ok sk sk ok ok sk ok ok ok ok ok o o ok
rho_1=0.01;rho_2=0.25;rho_3=0.25;sigma_1=0.25;sigma_2=2;
x_c=x_0;Delta_c=Delta_0;[F_c,J_c]l=feval (Fun,x_c);iter=0;
[p,lambda]=Hebden(F_c,J_c,Delta_c);
f=norm(F_c) ;f_c=norm(F_c+J_c*p);
while (f-f_c>tol)&(iter<max_iter)
iter=iter+1;
x_plus=x_c+p;
[F_plus,J_plus]=feval (Fun,x_plus);
f_plus=norm(F_plus);
r_c=(f-f_plus)/(f-f_c);
norm_p=norm(p) ;
if (r_c<=rho_2)
Delta_c=sigma_l*norm_p;
else
if (norm(F_plus-F_c-J_c*p)<=rho_3*(f-f_plus))
Delta_c=sigma_2*norm_p;
else
Delta_c=norm_p;
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end;
end;
if (r_c>=rho_1)
x_c=x_plus;F_c=F_plus;J_c=J_plus;
end;
[p,lambda]=Hebden(F_c,J_c,Delta_c);
f=norm(F_c) ;f_c=norm(F_c+J_c*p);
end;
x=x_c;%End TrustlLeast
Yok ok ok sk sk ok ok ok o ok ook o ok ok oK ok o ok ok ok K ok o ok o oK o ok ok oK ok o oK o ok ok K ok o ok o ok oK ok Kok oK ok ok K
function [p,lambda]=Hebden(F_c,J_c,Delta_c);
%)k ok ok sk sk sk o ok ok ok ok sk o sk ok ok ok o ok o sk o ok ok ok ok o ok o sk ok ok ok o ok o ok o sk ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok
%This function solves the trust region subproblem
%  Minimize f_c(p):=||F_c+J_c pll|_2, |lpl|_2<=Delta_c
Yok ok ok ok sk sk ok ok ok ok ok ok o ok ok K ok oK oK ok ok K ok oK ok o oK o ok ok K ok o oK oK ok K ok o ok o oK oK ok Kok ok ok ok K
%Input parameter:

A F_c,J_c

% Delta_c current radius

%0utput parameter:

% P (approximate) solution

% lambda corresponding multiplier

%k ok ok ok sk sk ok ok ok ok ok ok o ok ok ok ok o oK ok o ok ok o ok o oK o K ok oK ok o oK o ok o ok ok o ok o oK ok ok K ok ok ok ok oK
sigma=0.1;

%terminate if | ||p(lambda)||-Delta_c|<=sigma*Delta_c

[U,S,V]=svd(J_c,0) ;s=diag(8) ;toll=max(size(J_c))*max(s)*eps;
r=sum(s > toll);%r=rank(J_c)
z=U(:,1:r)’*F_c;s=s(1:1);
p_0=-V(:,1:r)*diag(ones(r,1)./s)*z;psi_O=norm(p_0);
if psi_O<=Delta_c
p=p_0;lambda=0;
else
dpsi_O=-sum((z./s.”2).72)/psi_0;
=-(psi_0-Delta_c)/dpsi_O;u=norm(s.*z)/Delta_c;
lambda=max (0.0001*u,sqrt(1*u));
psi=norm((s.*z)./(s."2+lambda));
while abs(psi-Delta_c)>sigma*Delta_c
dpsi=-sum((s.*z).~2./((s."2+lambda)."~3))/psi;
1=max(1l,lambda-(psi-Delta_c)/dpsi);
if psi<Delta_c
u=lambda;
end;
lambda=lambda+(1-psi/Delta_c)*(psi/dpsi);
if (lambda<l) | (1ambda>u)
lambda=max (0.0001*u,sqrt (1*u)) ;
end;
psi=norm((s.*z)./(s. 2+lambda));
end;
p=-V(:,1:r)*diag(s./(s. 2+lambda)) *z;
end;%End Hebden
93k ok ok sk sk 3 ok sk K ok ok sk K ok ok sk K ok ok 3K K ok ok ok K 3 ok ok 3 ok ok K K 3K ok ok 3 ok ok K K ok ok oKk K ok ok K K ok ok Kk ok

Beispiel: Wir kehren zu einem Beispiel aus dem ersten Kapitel zuriick, sieche auch die
Anwendung des durch die Armijo-Schrittweite geddmpften Gaufs-Newton-Verfahrens
am Schluss von Unterabschnitt [3.4.2] Nach format long und
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[x,iter]=TrustlLeast(’Schwarz’,[1.75;1.2;0.8;-0.5;-2],0.5,100,1e-10);

erhalten wir

1.75773906245383
1.42100956539402

T = 0.67067089707437 |, iter = 8.
—0.55524763139943
—3.38352476697719

Bei der Anwendung des Gaufi-Newton-Verfahrens erhalten wir nach dem Aufruf
[x,iter]=GauNew(’Schwarz’,[1.75;1.2;0.8;-0.5;-2],100,1e-10);

das Ergebnis
1.75773868939074
1.42100338889534
x = 0.67067735263334 | , iter = 6.
—0.55524516124732
—3.38347366913270

Hier darf man natiirlich lange nicht allen Dezimalstellen trauen. O

4.3.4 Aufgaben

1. Sei f:R™ — R konvex und M C R" konvex. Ist dann z* eine Losung der konvexen
Optimierungsaufgabe

(P) Minimiere f(x), =z € M,

welche im Inneren von M liegt (insbesondere sei dieses also nichtleer), so ist f(z*) <
f(x) fiir alle x € R™, d.h. in z* liegt ein unrestringiertes Minimum von f.

2. Gegeben sei die nichtlineare Approximationsaufgabe
(P) Minimiere f(x):= ||F(x)|, =z € R™

Hierbei sei F:R" — R™ in x € R" stetig partiell differenzierbar. Mit gegebenem
A > 0, einer symmetrischen und positiv semidefiniten Matrix B € R™*™ und einer
Norm || - || auf dem R™ sei p* eine (globale) Losung von

o 1
(P,a) Minimiere f(p) := | F(x) + F'(z)pl| + 5p" By, [pll < A,

Dann gilt die folgende Verallgemeinerung von Lemma bzw. des ersten Teils von
Lemma 3.2}
(a) Esist x genau dann eine stationdre Losung von (P), wenn f(z) = f.(p*).

(b) Bezeichnet man den Optimalwert von (P, A) mit v(z, A) und ist A* > 0, so ist

f(x) —ov(z,A) > %[f(m) —v(x, A")] fir alle A € (0, A*].
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3. Man schreibe eine Matlab-Funktion, mit welcher mit Hilfe des Madsen-Verfahrens das
nichtlineare Tschebyscheffproblem

(P) Minimiere |[|F(2)|c, =€ R",

gelost werden kann, wobei F: R"™ — R"™ stetig differenzierbar ist.

Hinweis: Das auftretende Hilfsproblem
Minimiere ||F(z) + F'(2)plloo, |IPlloc < A
ist dquivalent zur linearen Optimierungsaufgabe
Minimiere § unter den Nebenbedingungen
—de < F(x) + F'(z)p < de, —Ae < p < Ae.

Hierbei ist e der Vektor des R™ bzw. R", dessen Komponenten alle gleich 1 sind. Steht
die Optimization toolbox von Matlab zur Verfiigung, so kann man die Funktion 1linprog
benutzen, andernfalls ist man leider gezwungen, sich selbst einen Loser fiir linease Pro-
gramme zu schreiben. Anschliefsend teste man die Funktion an den folgenden Beispielen:

(a) Man setze t; := (i — 11)/10, i = 1,...,21. Die Abbildung F:R5 — R?! sei durch

T + x2t; .
Fi(z1, 2, 23, 24, T5) := 1+ 29t + x4t2l—|— x5t3 —exp(t;), 1=1,...,21,
? A %

gegeben.
(b) Sei F:R? — R? durch
23 + 23 + 1179
F(z1,22) := sin z1

COS T3

gegeben.
(c) Die Abbildung F:R? — R? sei durch

1 — x5 4+ 5x3 — 229 — 13
F(x1,79) 3:< ! 5 2 2 >

r1 + 23 + 23 — 1439 — 29
gegeben.

4. Man 16se das nichtlineare Ausgleichsproblem
(P), Minimiere f(z) := ||F(x)|l2, z € R",

wobei F' wie in den drei Beispielen in Aufgabe [3] gegeben ist.



Kapitel 5

Losungen zu den Aufgaben

5.1 Aufgaben zu Kapitel 2

5.1.1 Aufgaben zu Abschnitt 2.1

1. Die Funktion f:R? — R sei definiert durch
fx) = (@2 + 29 — 11)% + (21 + 25 — 7).

Fir (z1,x2) € [-5,5] x [—5, 5] gebe man einen Flachen- und einen Hohenlinienplot an.
Anschlieftend berechne man wenigstens einen stationdren Punkt von f.

Losung: In Abbildung geben wir einen Flachen- und einen Hohenlinienplot von f
an. Letzteren haben wir z. B. durch

d

M
dnil

14’

/ / ,,mmp' !

Abbildung 5.1: Flachenplot, Héhenlinienplot

x_1=-5:0.25:5;x_2=x_1;
[X_1,X_2]=meshgrid(x_1,x_2);
F=(X_1.724X_2-11) . "2+ (X_14X_2.72-7) .~2;
contour(X_1,X_2,F,80);
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erhalten. Als Gradienten von f berechnen wir
V(@) dzy (23 + 29 — 11) + 2(21 + 23— 7)
x) = .
2(x3 4 x9 — 11) + dao(zy + 23— 7)
Offenbar ist z* = (3,2) ein stationdrer Punkt von f. Wir haben diesen mit Maple
gefunden, zur Berechnung der anderen stationdren Punkte ist man auf numerische Ver-
fahren angewiesen. Mit dem Maple-Befehl £solve erhédlt man z. B. die weitere stationére
Losung x* = (3.584428340, —1.848126527).
2. Man berechne die Gateaux-Variation der durch

n

F0) = s i 1) = el = Do
=

definierten konvexen Funktion f:R" — R.

Losung: Fiir den ersten Teil definieren wir

J(@) = (G € (L. n} 2y = f)},

ferner sei p € R™ gegeben. Fiir alle j ¢ J(x) ist z; + tp; < f(x + tp) und daher

Also ist

die zugehorige Richtungsableitung.

Im zweiten Fall definieren wir

J(x):={je{l,...,n}:x; =0}

Gegeben seien wieder z,p € R”. Fiir alle j ¢ J(x) ist dann x; + tp; # 0 fiir alle
hinreichend kleinen ¢ > 0, genauer hat x; + tp; dasselbe Vorzeichen wie z;. Fiir diese ¢
ist dann

fl@+tp) = fl@) =z +tpg] — |y
, ; J t] J

|z + tpj| — ||
= > i+ 3 ol

jed(z) JgJ)z)

= D pil+ Y sign(x;)p;.

jed(x) JgJ)x)

Also ist
flap)= Y Ipil+ D sign(z))p;
JjEJ(x) JgJ)z)

die zugehorige Richtungsableitung.
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3. Ist f(z) := max;—1,__m Fi(r) mit in * € R" stetig differenzierbaren F;:R" — R,

i=1,...,m, so ist £* genau dann stationdrer Punkt von f bzw.

(%) f'(z*;p) = max VF;(z*)Tp>0 fiir alle p € R™,
1€l (z*)

wobei

I(z*) = {i € {1,...,m} : Fi(a*) = f(z)},

wenn reelle Zahlen !, i € I(x*), existieren mit

() >0 (ieI(z)), doar=1, > NVE(z") =0.
i€l (z) G

Losung: Dass die Gateaux-Variation f’(z*;-) die angegebene Form hat, kann mit Hilfe
von Aufgabe [2| analog zum Beweis von Satz (Kettenregel!) bewiesen werden, hierauf
wollen wir nicht eingehen. Zunéchst nehmen wir an, dass es A}, i € I(z*), mit (sx) gibt.
Fiir jedes p € R" ist dann

0= > AVE(@)p< .n;gx)vmx*)%,
el (x*
iel(x*)

es gilt also (*). Umgekehrt nehmen wir an, dass () gilt. Durch Widerspruch zeigen wir,
dass A7, i € I(2*), mit (xx) existieren. Ist dies nicht der Fall, so besitzt

(2)=(1): e

keine Losung, wobei die n x g-Matrix B gerade die Spalten VF;(x*), ¢ € I(z*), besitzt
und ¢ := #(I[(z*)) die Anzahl der Elemente von I(z*) ist. Das Farkas-Lemma liefert
genau wie im Beweis von Satz [1.9] einen Widerspruch.

4. Gegeben sei die Min-Max-Aufgabe
(P) Minimiere f(z) := max Fj(z), z € R?
wobei
Fi(z) == a] + 22, Fy(z) == (2 — 21)® + (2 — 12), Fs(x) := 2exp(—x1 + x2).

Man zeige, dass z* = (1, 1) eine stationédre Losung von (P) ist. Ferner mache man einen
Flachen- und einen Hohenlinienplot auf [0, 2] x [0, 2].

Loésung: Zunéchst geben wir in Abbildung den Flachen- bzw. Hohenlinienplot an.

Wegen
VE (z¥) = ( ;l > VEy(2") = < :3 ) VE3(a") = ( _3 )

und I(z*) = {1,2, 3} hat man wegen Aufgabe |3 die Existenz von (A}, A5, A3) mit

1 1 1 Al 1 Af
4 -2 -2 o= o], X5l >0
2 -2 2 ¥ 0 b¥;

nachzuweisen. Offenbar ist (A}, A5, \5) = (%, %, %) die gesuchte Losung.
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Abbildung 5.2: Fldachenplot, Hohenlinienplot zur Min-Max-Aufgabe

5. Ist f(x) := > |Fi(z)| mit in 2* € R™ stetig differenzierbaren Fj:R" — R, i =

1,...,m, so ist * genau dann stationdrer Punkt von f bzw.
flasp)= Y IVE@)pl+ Y sign(F(«)VE*)p>0
() i€l(x*) i@I(z*)

fiir alle p € R”,

wobei
I(z*):={ie{1,...,m}: F;(z") = 0},

wenn reelle Zahlen X}, i € I(x*), existieren mit

(o) A€ [-1,1) (el(@®), > MNVE(@")+ > sign(Fi(z*)VF(2z*)=0.
i€l(x*) iZ1(z*)

Losung: Dass die Gateaux-Variation f’(z*;-) die angegebene Form hat, kann mit Hilfe
von Aufgabe [2| analog zum Beweis von Satz (Kettenregel!) bewiesen werden, hierauf
wollen wir nicht eingehen. Dass (%) wieder (%) impliziert, sieht man durch genaueres
Hinsehen. Umgekehrt nehmen wir an, dass (x) gilt. Sei ¢ := #(I(z*)), 0.B.d. A. ist
g > 1 (andernfalls ist die Implikation (x) = (*x) trivial). Mit B € R™*? bezeichne man
die Matrix, deren Spalten durch VFj(z*), i € I(x*), gegeben sind. Schlieflich sei wieder
e:=(1,...,1)T € RY und zur Abkiirzung

c:= Z sign (F;(z*))VE;(z").
il (z*)

Die Annahme, (x%) wiirde nicht gelten, bedeutet dann, dass das System B\ = —c,
—e < X < e keine Losung A € R? besitzt. Um wie beim Beweis von Satz das Farkas-
Lemma anwenden zu konnen, muss dieses System sozusagen auf Simplex-Normalform
gebracht werden. Tut man dies (Einfithrung von nichtnegativen Schlupfvariablen y und
z sowie Darstellung von als Differenz nichnegativer p und v), so erhilt man, dass das
System

B -B 0 0
I -1 I 0

W

1%
17 1 o 1/)J\{7Y
z

ISEINS A N



5.1 Aufgaben zu Kapitel 2 187

nicht 16sbar ist. Nun ist das Farkas-Lemma anwendbar, es zeigt die Losbarkeit von

BT 1 —-I » N »

_pT _ -
g § é U <0, e U > 0.
0 0o I v v

Daher existieren p € R™ sowie u;,v; <0, ¢ € I(z*), mit
VE @) p+u—v;=0 (iel(z?))

sowie

Z sign (F(z*))VE;(z*)Tp < Z (u; + v;).

i1 (z*) iel(@r)
Dann ist aber
flasp) = > [VE@E) P+ D sign(Fy(2*)VE(z*)"p
i€l (z*) i1 (z*)
<) (lui = il A+ (ui +v)]
iel(x*) <0
< 0,

ein Widerspruch zu (x).

6. Mit Hilfe von Aufgabe [5| zeige man: Ist 23 die reelle Losung von 23 + 2o — 9 = 0 und
x] = /10 — 2%, so ist 2* = (27, %) eine stationédre Losung der Aufgabe

3
(P) Minimiere f(z) := Z |Fy(z)], z€R?
i=1

wobei
Fi(x) == 2% + 29 — 10, Fy(x) =21 + 23— 17, Fy(z) =% — a3 — 1.

Auf [0, 5] x [0,4] mache man einen Hohenlinienplot.

Losung: Es ist
x* &~ (2.84250327681,1.92017512134),

ferner Fi(z*) = F3(z*) = 0 und Fy(z*) ~ —0.47042422658, also Fy(z*) < 0 und
I(z*) = {1,3}. Wegen Aufgabe [fist die Existenz von A}, Aj € [—1, 1] mit

NIV (2%) + MV F3(2%) — VFy(z*) = 0

nachzuweisen. Letzteres fiihrt auf das lineare Gleichungssystem
2x] 227 AT L 1
1 —3(x3)? N )T\ 23

5.68500655362  5.68500655362 AT 1
1 —11.0612174898 A5 )\ 3.84035024268

bzw.



188 Losungen zu den Aufgaben

35 4 45 5

Abbildung 5.3: Hohenlinienplot zum diskreten L;-Problem

mit der Losung

AT\ L 0.47972210925660
Ay )\ —0.30382081687141 ) °

Da die Komponenten in [—1, 1] enthalten sind, ist «* stationdre Losung von (P). In
Abbildung haben wir einen Hohenlinienplot angegeben. Dieses haben wir durch

x_1=0:0.1:5;%x_2=0:0.1:4;
[X_1,X_2]=meshgrid(x_1,x_2);
F_1=X_1."2+X_2-10;
F_2=X_1+X_2.72-7;
F_3=X_1.72-X_2.73-1;
F=abs(F_1)+abs(F_2)+abs(F_3);
contour(X_1,X_2,F,30);

erhalten.

7. Ma,rE bestimme alle stationaren Punkte der durch
f(z) = aiag + (a5 — 1)

definierten Funktion f:R? — R. Welche dieser stationiren Punkte sind lokale Minima,
welche lokale Maxima?

Losung: Es ist
27173

Vf(z) = < 22219 + 4o (23 — 1) >

und )
2z dxqx
2 _ 2 122
Vi) = < dximy  —4+ 227 + 1223 > ‘

1Siehe C. GEIGER, C. KAaNzow (1999, S.10).
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Stationdre Punkte sind (0,+1) (lokale Minima) sowie («, 0) mit beliebigem « € R. Fiir
|| > 2 ist die notwendige Bedingung fiir ein lokales Minimum erfiillt, fiir o < 2 die
notwendige Bedingung fiir ein lokales Maximum. Dabei ist f(a,0) = 1. In Abbildung

|
| ‘M

Abbildung 5.4: Flachenplot, Hohenlinienplot

geben wir einen Flichen- und einen Hohenlinienplot an.

8. Zeige, dass die durch f(z) := 8z1 + 12z9 + :E% — Qx% definierte Funktion nur einen
stationdren Punkt besitzt, der weder ein lokales Minimum noch ein lokales Maximum
ist. Man mache einen Hohenlinienplot von f in der Néihe des stationdren Punktes.

Losung: Es ist
. 8+ 214
Vi) = ( 12 — 4 >

so dass x* = (—4, 3) der einzige stationdre Punkt von f ist. Da

van=(5 %)

indefinit ist, ist bei z* weder ein Minimum noch ein Maximum. In Abbildung geben
wir einen Hohenlinienplot an. In diesem sieht man deutlich, dass z* ein Sattelpunkt ist.

9. Gegeben sei die unrestringierte Min-Max-Optimierungsaufgabe

(P) Minimiere f(x) := max Fi(z), xeR"
i=1,....,m
Die Funktionen F;:R"™ — R, ¢ = 1,...,m, seien auf einer offenen Umgebung von

x* € R" zweimal stetig differenzierbar. Sei
(@) = {i € {1,...,m} : Fx(a*) = f(z")}.
Es wird vorausgesetzt, dass reelle Zahlen A, i € I(x*), existieren mit:

(a) Es ist

>0 (ieI(z), d>oar=1, > X VFi(z*) =0.
i€l(z*) iel(z*)
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Abbildung 5.5: Ein Sattelpunkt

(b) Mit
T :={p € R" : VE;(z*)Tp =0 fiir alle i € I(2*) mit \f > 0}
ist
pT{ Z /\fVQFi(x*)}p >0 fiir alle p € 7%\ {0}.
1€l (x*)
Man zeige, dass z* eine isolierte lokale Losung von (P) ist.

Loésung: Wir folgen sehr genau dem Beweis von Satz [1.12] Wieder nehmen wir an, die
Behauptung sei nicht richtig, so dass eine Folge gegen x* konvergente Folge {zj} mit
xp # o* und f(xp) < f(2*) fiir alle k existiert. Es ist xp = x* + tpy mit

Ty — x*
ty = llog — 2|, pri=

e — 2|
O.B.d. A. existiert p = limg oo (xf — *)/||x — ||, ferner ist

f'(z*;p) = max VE(z*)Tp <o.
i€l (x*)

Aus der ersten Voraussetzung erhalten wir
> N VFE(@)p=0
iel(z*) T
und hieraus p € T*. Fiir ¢ € I(z*) ist
Fi(zy) < fag) < f(2") = Fi(2")
und daher

0 > Fi(z)— Fi(x")
= Fi(z" + tipr) — Fi(2)
N 1
= t,VE(z*) pyp + it%p£v2Fi(zik)pk
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10.

11.

mit z;x = 2* + Otepr und O € (0,1). Eine Multiplikation dieser Ungleichung mit
¥

¥, 4 € I(z*), und anschliefendes Aufsummieren liefert unter erneuter Benutzung der
ersten Voraussetzung, dass

T
1
ozm{ > A;-‘VF@-(:c*)} pk+2tip£{ > A;vm(zik)}pk

i€l (z*) el (@)

=0

bzw.

pg{ > AfVQFi(Zik)}pk <0

el (z*)

fiir alle k. Mit k — oo folgt wegen pp — p und z;; — z*, dass
pT{ Z )\;‘VQFi(:U*)}pS 0,
i€l (x*)
was wegen p* € T* \ {0} ein Widerspruch zur zweiten Voraussetzung ist.

Gegeben sei die Min-Max-Optimierungsaufgabe aus Aufgabe [4] also

(P) Minimiere f(z) := max, Fi(z), xcR?

wobei
Fy(2) =z + 23, Fy(z) = (2—21)* + (2 — 22)?, F3(2) 1= 2exp(—z1 + z2).

Man zeige, dass * = (1, 1) eine isolierte lokale Losung von (P) ist.

Losung: Es ist I(z*) = {1,2,3} und Teil (a) der hinreichenden Optimalitdtsbedin-
gung zweiter Ordnung in Aufgabe |§| ist mit \* = (%, %, %) erfiillt. Man rechnet leicht
nach, dass 7% = {0} (mit den Bezeichnungen von Aufgabe [J), so dass Teil (b) der
hinreichenden Optimalitdtsbedingung zweiter Ordnung automatisch erfiillt ist.

Gegeben sei die diskrete Li-Approximationsaufgabe

m
(P) Minimiere f(z) := Z |Fi(z)|, x=eR"™
i=1
Die Funktionen F;:R™ — R, i = 1,...,m, seien auf einer offenen Umgebung von

z* € R"™ zweimal stetig differenzierbar. Sei
I(z*):={ie{l,...,m}: Fi(z*) = 0}.
Es wird vorausgesetzt, dass reelle Zahlen \!, i € I(x*), existieren mit:

(a) Esist \f € [-1,1], 4 € I(z*), und

Z NV (z*) + Z sign (Fj(z*))V F;(z*) = 0.
i€l (z) il (z)
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12.

(b) Mit

=0, del(zr*) mit |\ <1,
T*:={pecR":VE@")pd >0, diecl(z*) mit \f =1,
<0, i€ l(z*) mit A} = —1

ist

pT{ Z NV2Fy(x*) + Z sign (Fz(x*))VZFZ(:U*)}p > 0 fur alle p € T\ {0}.
1el(z*) iZI(x*)

Man zeige, dass z* eine isolierte lokale Losung von (P) ist.

Loésung: Wie im Beweis von Satz (und der Losung von Aufgabe @ erhélt man
unter der Annahme, die Aussage sei falsch, die Existenz einer Richtung p # 0 mit
I (x*;p) <0. Also ist

0 > f'(z*p)
Z IVE;(z*) pl + Z sign (Fy(2*))VF;(z*)p
i€l (z*) el(z*)
= ) [|nablaFi(x*)"p| — A\ VE(z")"p],
i€l (z*) >0

woraus wir X!V F;(z*)Tp = |VF;(x*)Tp| fiir alle i € I(z*) schlieRen. Hieraus folgt ganz
offensichtlich p € T*. Der Rest folgt analog zum Beweis von Satz bzw. Aufgabe [9]
wir wollen diese Schliisse diesmal nicht wiederholen.

Wir betrachten noch einmal die dikrete Li-Approximationsaufgabe aus Aufgabe[6] also

3
(P) Minimiere f(x) := Z |Fi(z)|, z¢€R?

=1

wobei
Fi(x) := 23 4 zo — 10, Fy(z) =21 + 23— 17, Fy(z) == 2% — a3 — 1.

Wir wissen: Ist 23 die reelle Losung von x3 + 22 — 9 = 0 und a7} := /10 — z3, so ist

x* = (x7,2%) eine stationdre Losung. Man zeige, dass z* eine isolierte lokale Losung

von (P) ist.

Losung: Es ist I(z*) = {1,3}. Teil (a) von Aufgabe [11] ist mit gewissen A}, A}, die
betragsméfig kleiner als 1 sind, erfiillt (siche Losung von Aufgabe @ Dabher ist

T ={peR?: VF (") p=VF3(z*)p =0} = {0},

so dass Teil (b) trivialerweise erfiillt ist.
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5.1.2 Aufgaben zu Abschnitt 2.2

1. Sei g: R™ — R™ affin linear und f: R”™ — R konvex. Dann ist auch h := f og konvex.

Losung: Seien z,y € R™ und ¢ € [0, 1]. Dann ist

M-ttty = (1 -+ 1)
= S =t)g(z) +t9(y))
(g affin linear)
< (1=0f(g(x)) +1f(9(y))
(f konvex)
= (1 —=t)h(z) + th(y).

Damit ist die Konvexitiat von h bewiese

2. Sei D C R” konvex, g:R" — R auf D konvex und f:R — R konvex und monoton
nicht fallend. Dann ist h := f o g auf D konvex.

Losung: Auch dieser Beweis ist vollig elementar und benutzt nur die Definition der
Konvexitét von Funktionen. Seien z,y € D und ¢ € [0, 1]. Dann ist

M-t tty) = (1~ )+ 1)
< f((1=1)g(x) +tg(y))
(g konvex und f monoton nicht fallend)
< (1=0f(g(x)) +1f(9(y))
(f konvex)
= (1 —=t)h(z) + th(y).

Damit ist die Konvexitidt von h bewiesen.
3. Seien F;:R" — R, i =1,...,m, konvex auf dem R". Dann ist auch die durch

f(z):= max F;(z)

i=1,....m

definierte Funktion f:R™ — R konvex (auf dem R™).

Losung: Seien z,y € R™ und ¢ € [0, 1]. Dann ist
FO=Datty) = max F((1-ta+ty)
= F((1—-t)z+ty) mit einem gewissen k € {1,...,m}.
< (1=t)F(x) + tFi(y)
(F}, konvex)

(1—-t) max Fj(z)+t
i=1,..,m i

(I =t)f(z) +tf(y),

IN

ax Fi(y)

=1,....m

also f konvex.
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4. Sei A € R™"™ gymmetrisch und positiv semidefinit. Die Abbildung f:R"™ — R sei

6.

definiert durch )
f(z) = §(a:TA;1:)2.

Man berechne den Gradienten und die Hessesche von f und weise nach, dass f auf dem
R™ konvex ist.

Losung: Es ist

fa+h) = gl n) A+ w)

= %[xTAa: +2(Az)Th + hT Ah)?
= %[(xTA:J: +2(Az)Th)? + 22 Az) (hT AR)] + O(||||3)

= %(I‘TA.Z')Q + 227 Az (Az)Th + 2((Az)Th)? + (2T Az)(hT AR) + O(||h|)3)

- %(a:TAJ:)Q + 227 Az Az]Th + %hT[4Ax(A:p)T +2(a Az) Al + O(|[h[}2)

= F@)+ V) b+ ShTT @)k + ORI
Hieraus erhalt man
Vf(z) =227 Az Az, V2f(z) = 4Azx(Az)" + 2(2T Az) A.

Als Summe von zwei positiv semidefiniten Matrizen ist die Hessesche V2 f(x) fiir alle
x € R" positiv semidefinit und daher f auf dem R™ konvex. Natiirlich hétte man die
Konvexitat von f aber aber auch direkt beweisen kénnen.

Man zeige: Ist f: R" — R gleichméfig konvex mit der Konstanten ¢ > 0, so ist

c . "
SIpl3 + f(@ip) < fo+p)— f) v alle z,p € R

Lo6sung: Bei vorgegebenen z,p € R™ und alle ¢ € [0, 1] ist (Definition der gleichméfigen
Konvexitét mit y := z + p)

St =PI+ f(z + tp) = f(@) < Hf(z +p) — f(@))

Nach Division dieser Ungleichung durch ¢ > 0 und anschlieRendem Grenziibergang
t — 0+ folgt die Behauptung.

Sei f:R®™ — R gleichméfig konstant mit der Konstanten ¢ > 0. Man zeige:
(a) Esist
c
I3+ < Fa+p) ~ Sl2)
fiir beliebige z € R™, v € 9f(z) und p € R™.
(b) Fiir beliebiges xp € R™ ist die Niveaumenge

Lo:={z e R": f(z) < f(20)}

kompakt.
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Losung: Seien z € R", v € 9f(z) und p € R" beliebig gegeben. Wegen Aufgabe [5|ist
c
Sl + f:p) < Fla+p) — f().

Wegen v € 0f(x) ist fiir alle ¢ > 0 ferner

STy U p) vz ttp—2) _ f(z+tp) - f(2)
P="" = t = t ’

woraus mit ¢ — 0+ gerade v’'p < f/(z; p) folgt (das ist die einfache Richtung in Teil
von Satz .

Fiir beliebiges x¢p € R" ist die Niveaumenge

Lo:={z € R": f(z) < f(z0)}

wegen der Stetigkeit von f (siehe Teil [1| von Satz abgeschlossen. Zu zeigen bleibt
daher die Beschranktheit von Lg. Sei hierzu z € Lg beliebig. Mit v € df(z¢) erhilt man
aus dem ersten Teil dieser Aufgabe, dass

Slle = @oll3 + 0 (@ — o) < f(&) — flwo) < 0.

Daher ist c
llz = zoll5 < —v" (z — 20) < [|v]l2 [lz — o2,

so dass Lo in der euklidischen Kugel um x¢ mit dem Radius 2||v||2/c enthalten ist. Also
ist Ly auch beschrankt und die Aussage bewiesen.

7. Sei §™*™ der lineare Raum der symmetrischen n x n-Matrizen und S7*" die konve-
xe, offene Teilmenge aller positiv definiten n x n-Matrizen. Man definiere f:S?*" C

S™" — R durch r(A)/
I n
JA) = ey

Man zeige:

(a) Esist f(A) > 1 fiir alle A € 87", ferner ist f(A) = 1 genau dann, wenn A ein
positives Vielfaches der Identitét ist.
(b) Fiir jedes A € S7*" und jedes P € S™*" existiert

oapy o j S A+ D) — f(A)
F(A;P) '_t1—1>%1+ t '

Man berechne f’(A; P) und zeige, dass die Abbildung f'(A4;-): ™™ — R linear
ist.

(c) Sind A, B € 87" und 0 < f/(A; B — A), so ist f(A4) < f(B).

Losung: Fir A € 87" mogen X\;(A4), i = 1,...,n, die (positiven) Eigenwerte von A
bezeichnen. Dann ist

_ A/ (1/n) 3 Ai(A)

TA) = Qe = T M(A
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Wegen der Ungleichung vom geometrisch-arithmetischen Mittel ist f(A) > 1. Gleichheit
gilt hier genau dann, wenn alle Eigenwerte von A gleich sind, was fiir eine symmetrische,
positiv definite Matrix genau dann der Fall ist, wenn sie ein positives Vielfaches der
Identitéat ist.

Nun seien A € 8" und P € §"*" gegeben. Dann ist A+ tP € S7*" fiir alle hinrei-
chend kleinen ¢ > 0 und
fA+tP)—f(A) _ 1/ tx(A+tP)/n  tr(4)/n
t B det(A +tP)V/n  det(A)Y/r
1 tr(A)/n + ttr(P)/n _ tr(4)/n
t \det(A)V/"det(I +tA-1/2PA-Y/2)1/n  det(A)Y/n
1 tr(A)/n + ttr(P)/n
_ —tr(A
tdet(A)l/"( - (1 +m (-izpa-i)yim A/
A)/n + ttr(P)/n
_ —tr(A
tdet(A 1/n( 1+ttr A 12PA-1/2) + O(t2)|1/n x(A)/n
A)/n + ttr(P)/n
= —tr(A
tdet A)t/n (1 + ttr( A 1/2PA 1/2) /n 4+ O(2) x(A)/n
= tr( tr(A"Y2PATY2) ) + O).
e () = e )) + o)
Daher ist
1 tr(A) _ _
"(A;P)= —— [ tr(P) — —Ltr(A™1/2PpA~ 1)),
J4:P) ndet(A)l/"<r( ) n i )
Offensichtlich ist f/(A;-): S™*™ — R linear. Damit ist auch der zweite Teil der Aufgabe
gelost.
Fiir A, B € SI™" ist
1 tr(A) _ _
(A4;B—A) = tr(B) — tr(A) — —— [tr(A"Y2BATY?) —
PUB =) = s (1)~ () - 2 )~
1 tr(A-1/2BA~1/?)
= —(tr(B) —tr(A
ndet(A)l/”<r( )~ ) n >
1
< ———[tr(B) — tr(A) det(A~Y/2BA/Z)l/n
(Unglelchung vom geometrisch-arithmetischen Mittel)
~ det(B YW/ tr(B)/n _ tr(4)
~ det(A)Y/n \det(B)/n  det(A)t/n )
Hieraus liest man ab, dass f(A) < f(B) aus A, B € S7*" und 0 < f'(A4; B — A) folgt.
Damit ist die Aufgabe gelost.
8. Sei S™*™ der lineare Raum der symmetrischen n x n-Matrizen. Wir definieren die Abbil-

dung Apax: S — R dadurch, dass Apax(A) den maximalen Eigenwert von A € S™*"
bedeutet. Man zeige:

(a) Die Abbildung Apax: S™*™ — R ist konvex.
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(b) Die Abbildung Apax: S™*™ — R besitzt auf S"*" eine Gateaux-Variation, d. h.
fiir alle A, P € 8™*" existiert

(A; P) = tim 2moxtAT D)= Amaxl ),
t—0+ t

)\l

max

(c) Die Gateaux-Variation von Amax ist fiir A, P € 8"*" gegeben durch

TPq
"(A; P) = max q .
F4:P) 9€Qmax(A\{0} ¢Tq

Hierbei bezeichne Quax(A) den Eigenraum zu Apax(A), also die lineare Hiille aller

Eigenvektoren zu Apax(A4).

Losung: Seien A, B € §"*" und t € [0, 1]. Wir benutzen im folgenden, dass der grofite
Eigenwert einer symmetrischen Matrix das Maximum des Rayleigh-Quotien iiber alle
von Null verschiedenen Vektoren ist. Daher ist

2T'((1 —t)A+tB)x

Amax((1 —t)A+tB) =
ax((1=t)A+1tB) max T
< (-1 T Ax + ' Bz
— t) max max ———
- w20 xlx 220 xlzx

= (1 — t))\max(A) + t)\maX(B)a

das ist die Konvexitidt von Apax: S**" — R.

Die Existenz der Gateaux-Variation folgt aus Lemma [I.6] denn natiirlich gilt die Aus-
sage dort nicht nur fiir konvexe Funktionen auf dem R" sondern auch fiir solche auf
einem beliebigen linearen Raum. Damit ist auch der zweite Teil der Aufgabe bewiesen.

Gegeben seien A, P € 8"*™. Sei {t;} C R4 eine Nullfolge. Hierzu existiert eine Folge
{ar} € R™\ {0} mit

F(A+ P T(A+ 4P
Aac(A 4 tP) = WAL (A 6Pl
i, Ik 7€EQmax(A)\{0} q°q
O.B.d. A. kénnen wir ||gx/l2 = 1 annehmen. Dann kann aus {g;} eine konvergente

Teilfolge ausgewéhlt werden, o. B.d. A. ist schon {gx} konvergent gegen ein g € R™ mit
llgll2 = 1. Wir iiberlegen uns zunéchst, dass ¢ € Qmax(A). Hierzu beachten wir, dass
{Amax(A + t,.P)} einerseits gegen Amax(A) und anderseits gegen g7 Ag konvergiert. Da
Amax(A)I — A symmetrisch und positiv semidefinit ist, folgt aus q7 (Amax(A)I—A)g = 0,
dass Aq = Amax(A)q bzw. ¢ € Qmax(A). Wegen

)\max(A + tkP) - )\max(A) < QE(A + tkP)Qk - QEAQk

< = qi Pg — q" Pq
172 tg

folgt
Tp
(4P)<  max L9
7€Qmax(A\{0} q" ¢
womit eine Richtung bewiesen ist. Zum Nachweis der anderen gebe man sich ein be-
liebiges ¢ € Qmax(A) mit ¢ # 0 vor. O.B.d. A. ist ||g|l2 = 1. Wegen Amax(A4) = ¢7 Aq
ist

)\/

max

Amax(A + txP) — Amax(A) S qP(A+t,P)qg —q" Aq

T
= P
tr - tr 9 9
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und folglich M. (A; P) > ¢T Pq fiir jedes ¢ € Qumax(A) mit ||g|l2 = 1. Insgesamt ist

max
damit

T
(A; P) = max g I{Dq
7€Qmax(A\{0} ¢° ¢

bewiesen, also auch der dritte Teil der Aufgabe geldst.

)\/

max

5.2 Aufgaben zu Kapitel 3

5.2.1 Aufgaben zu Abschnitt 3.1

1. Die Zielfunktion f der unrestringierten Optimierungsaufgabe (P) geniige den Bedin-
gungen (V) (a)—(c) in Unterabschnitt [3.1.1] Sei z. € Ly keine stationire Lésung von
(P) und p € R" eine Abstiegsrichtung fiir f in z., d.h. Vf(z.)'p < 0. Seien a € (0, 3)
und 5 € (a, 1) gegeben. Hiermit definiere man

L . f(xc + tp) < f(xc) + Othf(Ic)Tp,
Tsw (e, p) == {t >0\ et t)TH < BV f(2)Tp }

die Menge der strengen Wolfe-Schrittweiten. Man zeige:

(a) Esist Tsw(ze,p) # O.

(b) Es existiert eine von z. und p unabhingige Konstante 6 > 0 mit

Vif(xe)

T 2
f(ze) — flze+tp) > 9< ol p> fir alle t € Tow (zc, p).
pil2

Losung: Jede strenge Wolfe-Schrittweite ist auch eine Wolde-Schrittweite, so dass es
wegen Satz geniigt, die Existenz strenger Wolfe-Schrittweiten zu zeigen. Die Argu-
mentation kann aber nun genau wie im Beweis zu Satz verlaufen. Wir wiederholen
sie hier. Zur Abkiirzung setze man

O(t) == f(xc) + atVf(ze)'p — flzc + tp).
Ist t* die erste positive Nullstelle V f(z. + tp)Tp, so ist
@’(0) =—(1- a)Vf(xc)Tp >0, (I)/(t*) = an(xC)Tp <0.

Wegen ®(0) = 0 existiert daher ein ¢ € (0,t*) mit ®(¢) > 0 und ®'(t) = 0. Wegen
O(t) > 0ist f(we +tp) < f(xe) + atVf(z:)Tp, die erste zu erfiillende Ungleichung ist
also strikt erfiillt. Wegen ®'(¢) = 0 ist Vf(z. +tp)Tp = aV f(z.)Tp und daher

V£ (e + tp) 'p| = —aV f(xe)"p < =BV f () p,
also ist auch die zweite zu erfiillende Ungleichung strikt erfiillt und die Aufgabe gelost.

2. Die Zielfunktion f der unrestringierten Optimierungsaufgabe (P) geniige den Bedingun-
gen (V) (a)—(c) in Unterabschnitt[3.1.1] Sei 2. € L keine stationére Losung von (P) und
p € R"™ eine Abstiegsrichtung fiir f in z., d.h. Vf(x.)"p < 0. Seien a € (0,1), 0 > 0
und p € (0,1) gegeben. Folgendermafen bestimme man eine Schrittweite ¢ = t(x., p):
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e Wihle 7 > —oV f(z.)Tp/||p||3, bestimme die kleinste nichtnegative ganze Zahl j
mit

fze+70'p) < flxe) + aTp?V f(2e)
und setze t := 7p7.

Man zeige, dass eine von (., p) unabhingige Konstante 6 > 0 mit

2T\ 2
f(xe) = flze +tp) > 9<W>

existiert.

Losung: Wir gehen praktisch genau wie im Beweis von Satz vor. Ist j = 0, so ist

t =7 und
Vf(wc)Tp>2

Flae) = flae+tp) = —arV f(zo)Tp > “f’< 17l
2

Ist dagegen j > 0, so gelten mit ¢ := 7p’ und s := 7p’~! zwei Ungleichungen, nédmlich

flae+tp) < flae) + otV fze)p,  flae+sp) > flae) +asV () p.

Ferner ist ps = t. Der Rest des Beweises ist praktisch genau wie im Beweis von Satz
[L4 Wir wiederholen ihn trotzdem hier. Mit ¢ wie in Lemma [L.1] machen wir eine
Fallunterscheidung. Fiir s < ¢ ist

J(we) + sV f(ae)p < flae+ 5p) < flae) + 5V (o) + 52 oI,

daher
20(1 — T
(=) Vi)
¥ Ipll3

und folglich

2ap(1 — ) (Vf(fvc)pr.

F@e) = flze +tp) > —atV f(ze)Tp > S e

Ist dagegen s > t, so ist wiederum wegen Lemma

T
_w < pf < ps=t
vllpll3
und daher
2 ITp\ 2
f(xe) = f(e+1tp) > —atV f(w,)p > 8 <Vf(rc ) p> |
Y Ipll2
Mit

0 := amin(1,2p(1 — a)/v)

ist die Aussage der Aufgabe bewiesen.
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3. Die Zielfunktion f der unrestringierten Optimierungsaufgabe (P) geniige den Bedingun-

gen (V) (a)—(c) in Unterabschnitt Sei z. € Lo keine stationdre Losung von (P)
und p € R™ eine Abstiegsrichtung fiir f in z., d.h. Vf(z.)"p < 0. Bei vorgegebenem
a € (0, 3) definiere man

TG(xwp) = {t >0: f(xc) + (1 - a)tVf(a;c)Tp < f(xc + tp) < f(xc) + atVf(a;c)Tp}
(Menge der Goldstein-Schrittweiten). Analog zu Satz |1.3| zeige man:
(a) Esist Tg(x.,p) # Q.

(b) Es existiert eine von z. und p unabhéngige Konstante § > 0 mit

Vf(ze)"

2
f(xe) — fxe + tp) > 9< il p> fiir alle t € Tg(x.,p).
2

Losung: Zu Abkiirzung definiere man

O(t) == f(xc) + atVf(ze)'p — flzc + tp).

Dann ist ®(0) = 0 und ®'(0) > 0. Sei f die erste positive Nullstelle von ®(-) (eine solche
muss existieren, denn andernfalls hatte man einen Widerspruch zur Kompaktheit der
Niveaumenge). Dann ist

flze+1tp) = flz)+atVf(z)p
= fl@e)+ (1= )iV f(z) p+ (20— )iV f(z)"p

>0

> flwe) +(1— oz)fo(xc)Tp

und folglich ¢ € Tg(zc,p), womit der erste Teil der Aufgabe bewiesen ist. Im zweiten
Teil geben wir uns ein t € T (e, p) vor und machen eine Fallunterscheidung. Im ersten
Fall sei t < ¢, wobei £ wie in Lemma die erste positive Nullstelle von 9 (t) :=
f(xe) — f(ze+ tp). Dann ist

Flae) + (L= )tV F(e)Tp < fwe+tp) < f(we) + 195w p+ £,
woraus wir
_209/(z)"p
VPl
folgern. In diesem ersten Fall ist daher
9 2 . T 2
o) = floet 1) 2 —at¥f(aTp = 2 (VHESEY
gl 1212
Im zweiten Fall ist £ < ¢, wegen Lemma folglich
2 )T
p> 2V @) p @”3 L
YIpllz
Dann ist aber
2a (V f(ze)Tp)”
Feo) = fac+ t9) 2 —atV e > 22 (VHELLY

Der zweite Teil der Aufgabe ist daher mit 6 := 2a? /v bewiesen.
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4. Eine Funktion ¢:[a,b] — R heift unimodal, wenn es genau ein t* € (a,b) gibt mit
B(t*) = mingg|qp) ¢(t), und wenn ¢ auf [a,t*] monoton fallend und auf [t*, b] monoton
wachsend ist. Zur Lokalisierung des Minimums t* der auf [a, b] unimodularen Funktion
¢ betrachte man die Methode vom goldenen Schnitt:

e Sei € > 0 (gewiinschte Genauigkeit) gegeben, setze F := (v/5 — 1)/2.

s = a+(1—=F)(b—a), ¢s = ¢
t = a+ F(b—a), ¢t = o(t).

e Solange b —a > €

— Falls ¢5 > ¢4, dann:

e Berechne {

a:=s, s:=t t=a+Fb—a), ¢s:=d, ¢ =)
— Andernfalls:
bi=t, t:=s s=a+(1—=F)b—aqa), ¢ :=ds, ¢s:=0d(s).
o t*~ (a+10)/2.

Man beweise, dass dieser Algorithmus nach endlich vielen Schritten mit einem Intervall
[a, b] abbricht, das t* enthélt.

Losung: Es geniigt den ersten Schritt zu betrachten. Durch s und ¢ wird das Intervall
[a,b] im goldenen Schnitt geteilt. Ist ¢(s) > ¢(t), so kann ¢* nicht in [a, s] liegen, so
dass man sich bei der Minimumsuche auf das Intervall [s, b] beschridnken kann. Der Witz
besteht nun darin, dass ¢ einer der beiden Punkte ist, welche dieses Intervall im goldenen
Schnitt teilt, in diesem ist der Funktionswert von ¢ schon bekannt. Dies motiviert die
Setzungen a := s, s :=t, ¢5 := ¢¢. Ist im zweiten Fall ¢(s) < ¢(t), so kann man sich bei
der Suche nach dem Minimum ¢* auf das Intervall [a, t] beschridnken. In jedem Schritt
wird die Intervalllinge mit F' multipliziert, diese geht daher gegen Null und die Aussage
ist bewiesen.

5. Man gebe eine Matlab-Implementation der Methode des goldenen Schnittes an und
erprobe sie an den Funktionen]
(a) ¢(t) := —t/(t? + ¢) mit c := 2,
(b) ¢(t) := (t+¢)® — 2(t + ¢)* mit ¢ := 0.004.
Hierbei veranschauliche man sich die Funktionen durch einen Plot.

Losung: Zunichst geben wir Plots der beiden Funktionen an, siche Abbildung[5.6] Nun
eine Matlab-Implementation der oben angegebenen Methode.

function t_stern=GoldenSection(fun,a,b,epsi);
%Input-Parameter:

% fun real valued function

% a,b interval [a,b], fun should be
A unimodal on [a,b]

A epsi  desired accuracy

%***********************************************************

2Siche C. GEIGER, C. Kanzow (1999, S.52).
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o5} 0,(=-t(P+2) 1w

0,(1)=(1+0.004)°-2(t+0.004)*

Abbildung 5.6: Zwei unimodale Funktionen

F=0.5%(sqrt(5)-1) ;G=1-F;
s=a+G* (b-a) ;t=a+F*(b-a) ;phi_s=feval(fun,s) ;phi_t=feval(fun,t);
while (b-a>epsi)
if (phi_s>phi_t)
a=s;s=t;t=a+Fx(b-a) ;phi_s=phi_t;phi_t=feval(fun,t);
else
b=t;t=s;s=a+G*(b-a) ;phi_t=phi_s;phi_s=feval(fun,s);
end;
end;
t_stern=0.5*(a+b);
O s ok stk ok s ok sk sk o ok sk o e ok sk o s ok sk o s sk o s sk o sk ks sk ok sk o s ok stk s ok kb sk o ok
function out=phi_1(t);

out=-t/(t~2+2);
O stk sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk sk sk sk ok ko sk sk s sk ks sk sk sk ks sk sk s sk ok sk sk sk sk sk ok ok

function out=phi_2(t);
out=(t+0.004) ~5-2%(t+0.004) ;

Der Aufruf
t_stern=GoldenSection(’phi_1’,0,3,1e-10);

liefert (nach format long g) t* = 1.41421355853631, mit der Genauigkeit 3xeps (hier-
bei ist eps die Maschinengenauigkeit) erhélt man ¢* = 1.4142135585311. Bei der Mini-
mierung von ¢y erhélt man ¢* = 0.791270726350009 bzw. (mit der Genauigkeit 3*eps)
t* = 0.791270726342191. In Matlab gibt es die Funktion fminbnd (diese ersetzt die
frithere Funktion fmin (jeweils ist nicht die Optimization Toolbox nétig). Wir kénnen
die zu minimierende Funktion auch inline iibergeben (das hétten wir auch bei obiger
Funktion GoldenSection machen konnen, es hat bei einfachen Funktionen den Vorteil,
dass man nicht extra ein M-file zu schreiben braucht):

>> phi=inline(’-t/(t"2+2)’);
>>t_stern=fminbnd (phi,0,3);

Als Ergebnis erhalten wir t* = 1.41421729307232, wobei wir darauf hingewiesen werden,
dass hier nur mit einer Toleranz von 1e-4 gerechnet wurde. Diese kann man erhéhen,
indem man z. B.
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>> options=optimset(’TolX’,1le-10);
>> t_stern=fminbnd(phi,0,3,options);

eingibt, das Ergebnis ist t* = 1.41421356247266. Man erkennt, dass man lange nicht
allen Dezimalen trauen darf.

6. Die Zielfunktion f der unrestringierten Optimierungsaufgabe (P) gentige den Bedin-
gungen (V) (a)—(c) in Unterabschnitt [3.1.1] Zur Losung von (P) wende man den Mo-
dellalgorithmus mit pg := —gi (hierbei sei wieder g := V f(zx)) und der konstanten
Schrittweite ¢ := 1/ an. Dann ist jeder Haufungspunkt der durch das Verfahren er-
zeugten Folge {1} eine stationdre Losung von (P).

Hinweis: Man wende Lemma (1.1} an, um
1
f(‘rk)_f(xk-l-l) > %HngZ? k:O717"'7

zu zeigen und beweise hiermit die Behauptung.

Losung: Mit der Spezialisierung pp = —gr haben wir in Lemma bewiesen, dass

<t

=

und
Flan = tg) < flan) = tloel3 + 3 lgel3 S alle ¢ € [0,4,),

wobei #;, die erste positive Nullstelle von 9y (t) := f(xr) — f(zx — tgr). Folglich ist
ty = 1/v € [0,%;] und daher

1
f(xk)_f<mk+1) Z %Hgk”27 k:0717"'7

woraus limg_oo ||gx||2 = 0 und dann die Behauptung folgt.

7. Die Voraussetzungen von Satz seien erfiillt. Die Zielfunktion f besitze in der Ni-
veaumenge Lg nur endlich viele stationdre Punkte. Der Modellalgorithmus erzeuge eine
Folge {1} mit limy o0 (xg+1 — k) = 0. Dann konvergiert die gesamte Folge {z)} gegen
einen der stationdren Punkte von f.

Hinweis: Siehe J. M. ORTEGA, W. C. RHEINBOLDT (1970, S. 476 )|

Losung: Sei H C Lg die Menge der Haufungspunkte von {z}}. Da jeder Haufungspunkt
von {x} wegen Satz eine stationare Losung ist und es von diesen nach Vorausset-
zung nur endlich viele gibt, ist H ebenfalls endlich. Sei etwa H = {z1,...,2p,}. Ist
m = 1, so konvergiert die gesamte Folge {x}} trivialerweise gegen den einzigen Hau-
fungspunkt. Wir nehmen daher an, es sei m > 1, und definieren die positive Zahl

0 :=min{||z; — zjll2: i # 4, i, =1,...,m},
also den kleinsten Abstand zwischen zwei Haufungspunkten. Es existiert ein kg € N mit

xy € U Blz./4], |xpr1 — xglle < 0/4  fiir alle k& > ko,
i=1

3J. M. ORTEGA, W. C. RHEINBOLDT (1970) Iterative Solution of Nonlinear Equations in Several
Variables. Academic Press, New York-London.
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wobei B[z;; /4] die (abgeschlossene euklidische) Kugel um z; mit Radius §/4 bedeutet.
Ist nun g, € Blz1;d/4] fir ein k1 > ko, so ist

l2zi — z1ll2 = (21 — 2ry ll2 + ([ T8y — Try11]l2)
5 —25/4
5/2, 1=2,...,m.

l2i — Thy1lle >
>

Folglich ist notwendigerweise zy,+1 € Blz1;0/4]. Durch vollstandige Induktion folgt
xp € Blz1;0/4] fir alle k > ki, was der Annahme widerspricht, dass za,. .., z, Hiu-
fungspunkte von {zy} sind. Also ist m = 1 und die Aussage bewiesen.

8. Sei A € R™™ eine symmetrische, positiv definite Matrix mit kleinstem Eigenwert Amin
und grofstem Eigenwert Apax Dann gilt die Ungleichung von Kantorowitsch:

()\min + )\maX)Z

(xTAx) (mTA_lx) = 4>\min/\max

(zTz)? fiir alle x € R™.

Hinweis: Durch eine orthogonale Ahnlichkeitstranformation kann man erreichen, dass
A 0.B.d. A. eine Diagonalmatrix ist, siche auch D. G. LUENBERGER (1973, S. 151)E|
und C. GEIGER, C. Kanzow (1999, S.71).

Losung: O.B.d. A. ist A = diag (A1,...,A,) mit Ay > -+ > \,. Sei z € R™\ {0}.

Dann ist
(zTz)? _ (X 23)? _ 1
(@TAz)(@T A e)  (TT Nad) (T (/A3 Goio wi) (=1 wi(1/A))
wobei wir

n
2 2 A
yj.—a:j/g xj, j=1....m,
J=1

gesetzt haben. Sei \ := > i=1YiNj- Wegen y; >0, j =1,...,n, und 70 y; = 1 ist
A eine Konvexkombination der A\; und daher A € [\, \1]. Wir betrachten im R? die
Punkte

Pii= (N (1), d=1...m, Q=0 y(1/N).

Die Punkte Py, Ps, ..., P, liegen auf dem Graphen der Funktion r: R, — R, definiert
durch 7(A) := 1/X. Dar(-) auf R konvex ist, liegen P, ..., P,_; unterhalb der Geraden
durch P; und P,. Der Punkt @ liegt in der konvexen Hiille von { Py, ..., P,} und somit
jedenfalls nicht oberhalb der Geraden g(\) := (A1 + A, — A)/(AAy,) durch Py und P,
d.h. es ist . ~
Soui1/a) < MEAA
j=1 11\n

Hieraus erhalt man schliefllich

(27x)? 1

(xT Az) (2T A1) 5\2?:13/]'(1/)\3‘)

4D. G. LUENBERGER (1973) Introduction to Linear and Nonlinear Programmin. Addison-Wesley,
Reading.
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10.

- A1 An

T AN F AN

> min —/\1)\”
T o] AL+ A, — )
B A\,

a ()\1 + /\71)27

was zu zeigen war.

. Sei A € R™ ™ symmetrisch und positiv definit mit kleinstem Eigenwert Api, und grof-

tem Eigenwert \pax. Fir alle z € R™ \ {0} ist dann

( xTAI' )2 > 4)\min)\max _ 4/€2 (A)
= ()\

zll2 [| Az |2 min + Amax)? (1 + K2(A))?’

wobei ka(A) natiirlich die Kondition von A beziiglich der Spektralnorm bedeutet.
Losung: Sei z € R™ \ {0} beliebig gegeben, setze z := AY2z. Dann ist

< 2T Az >2 B (272)? - A\ min Amax
lzll2 [[Az]l2 ) — (zTA712)(2TA2) = (Amin + Amax)?

wegen der Ungleichung von Kantorowitsch und die Behauptung ist bewiesen.

Die Zielfunktion f der unrestringierten Optimierungsaufgabe (P) geniige den Voraus-
setzungen (K) (a)—(c) aus Lemma [1.6] Auf (P) wende man das Gradientenverfahren
(d.h. px := —gg, wobei g := V f(zr)) mit exakter Schrittweite (d.h. t = t*(x, pr))
an. Mit z* werde die globale Losung von (P) bezeichnet.

(a) Mit Hilfe von Satz und Lemma [1.6| zeige man, dass

C

Flann) = 6 < (1= ) 1flo) = F@) k=0.1,...

(b) Sei A € R™*™ eine symmetrische, positiv definite Matrix mit kleinstem Eigenwert
Amin und groftem Eigenwert Apax, ferner sei f(z) := %:L‘TA.’L' — b7z, Dann sind
die Voraussetzungen (K) (a)-(c) mit ¢ := Apin und v := Amax erfiillt. Man zeige,
dass sich die aus dem vorigen Teil der Aufgabe resultierende Abschitzung zu

- )\min

2
f(xm)—f(a:*)s(m )[f@ck)—f(x*)], F=0,1,...

)\max + )\min

verbessern ldsst.

Hinweis: Man zeige

flaw) = f=*) (95 Age) (95 A gr)
f(@r) = f(2pen) llgr112

und wende die Ungleichung von Kantorowitsch an.
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11.

Losung: Satz[I.2) und Lemma [T.6] liefern die Abschitzungen

1 c .
flzg) = f(zpg1) = aHng% > ;[f(l’k) —f@@"),  k=01,...,
woraus die Aussage des ersten Teils der Aufgabe folgt.
Es ist
1
) = f(@r1) = V(@) (@ — 2pp1) +5 @1 — 2) T A(Tgr — o)
s 2
=0
= 1797 Agr
Aty
2 gf Agk

Hierbei haben wir benutzt, dass

0= gt 106 = (g% — trAgr) gk = llgull3 — t)kgi Agy.

Weiter ist
flap) = f@*) = V@) (@ —2%) + %(wk — ") Ay, — 2¥)
N——
=0
1

= “(zp— AT Az — A
2

1

= 5(Ag;k—b)’ffrl(Agz:k—b)
1 p,_

= 591:514 1gk-

Wendet man die Ungleicung von Kantorowitdch an, so erhélt man

f(l'k;) — f(m*) _ (glegk)(QkTA_lgk) < ()\Inin + )\max)2
f(wk) - f(karl) Hng% o 4)\min>\max

Hieraus folgt nach leichter Rechnung die Behauptung.

SeiE| f:R" — R stetig differenzierbar und gleichmifig konvex sowie Vf(-) global
lipschitzstetig auf dem gesamten R™. Es bezeichne v > 0 die zugehorige Lipschitz-
Konstante (beziiglich der euklidischen Norm) sowie ¢ > 0 die Konstante aus der De-
finition der gleichméfigen Konvexitédt. Dann konvergiert das Gradientenverfahren mit
konstanter Schrittweite

Tpr1 =z — oV f(xg), k=0,1,...,

fiir jeden Startvektor zo € R™, sofern a € (0,2¢/7?).
Hinweis: Man wende den Banachschen Fizpunktsatz an.

Lésung: Mit einem o € (0,2¢/4?%) definieren wir F: R® — R™ durch

F(z): =z —aVf(z).

°Diese Aufgabe haben wir C. GEIGER, C. KANzow (1999, S.80) entnommen.
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Wir zeigen, dass F' beziiglich der euklidischen Norm auf dem R"™ kontrahierend ist, so
dass der Banachsche Fixpunktsatz die Behauptung liefert. Hierzu beriicksichtigen wir,
dass nach Voraussetzung einerseits

IVf(z) = VIllz < vlle =yl

und anderseits nach Satz[2.2]in Abschnitt 2.2

gHy — 2|3+ V(@) (y —2) < fly) - f(z)

fiir alle x,y € R™. Vertauscht man in der letzten Ungleichung die Rollen von x und y
und addiert die beiden Ungleichungen, so erhélt man

clz —yll3 < [Vf(z) = V) (2~ y)

Fiir beliebige z,y € R™ ist daher

IF(z) = F(y)l3 =

< (1-2ac+a?y?)||z —yl3.

fir alle z,y € R™.

lz =3 = 2a[Vf(2) = VW (z — ) + | Vf(z) - V)3

Fiir o € (0,2¢/4?) ist 1 — 2ac+ a?42 € (0,1), womit die Behauptung bewiesen ist.

5.2.2 Aufgaben zu Abschnitt 3.2

1. Mit dem ungeddmpften Newton-Verfahren und dem durch die Wolfe- bzw. die Armijo-

Schrittweite geddmpften Newton-Verfahren 16se man die Aufgabe:

(P) Minimiere f(x) := 1.1:):% + 1.2x% —2z1m9 + /1 + 23 + 23 — Ty — 3o,
wobei man den Startwert zg := (0,0)7 nehmeﬂ

Losung: Wir benutzen

function [f,g,Bl=Myfun(x);
R=sqrt (1+x(1)"2+x(2)"~2);
f=1.1*%x(1)"2+1.2%x(2) ~2-2%x (1) *x (2) +R-7*x (1) -3*x(2) ;

if nargout>1

g=[2.2%x(1)-2*x(2) -7+x(1) /R; -2*x (1) +2.4*x(2) -3+x(2) /R] ;

end;
if nargout>2

B=[2.2+(1+x(2)"2)/R"3,-2-x(1) *x(2) /R"3;
-2-x(1)*x(2)/R~3,2.4+(1+x(1)~2) /R"3]1;

end;

Die Konvergenz stellt sich in allen Fallen als sehr gut heraus. Im ungedampften wie im
gedampften Fall (es wird von Anfang an die Schrittweite t = 1 gewéhlt) erhélt man

L+

T1

P

0

U W N~

0.00000000000000
4.33139534883721
15.19443611974342
15.37624365606965
15.37624818227211
15.37624818227225

0.00000000000000
3.43023255813954
13.56594263673561
13.78570724409425
13.78572059212680
13.78572059212699

6Siehe P. SPELLUCCI (1993, S.117).
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2.

Mit dem durch die Wolfe- bzw. die Armijo-Schrittweite geddmpften Newton-Verfahren
16se man die unrestringierte

(P) Minimiere f(z), € R%,
wobei

f(z) = 100(zF —29)* + (1 —21)* + 90(23 — 24)* + (1 — x3)*
+10.1[(1 — 22)® + (1 — 24)?] + 19.8(1 — 29)(1 — )

(die sogenannte Wood-Funktion). Man nehme zo = (—1.5,—1,-3, 1) und zo =
(—-3.1,8.2,5.5,—-3.5)7 als Startwerte.

Losung: Wir schreiben das File Myfun.m mit dem Inhalt:

function [f,g,B]l=Myfun(x);

£=100* (x (1) ~2-x(2)) ~2+(1-x(1) ) ~2+90%* (x(3) ~2-x(4) ) "2+ (1-x(3)) ~2;

f=£+10.1%((1-x(2))~2+(1-x(4))~2)+19.8x(1-x(2))*(1-x(4));

if nargout>1
g=[400*x (1) *(x(1)~2-x(2))-2%(1-x(1));
-200%(x(1)~2-x(2))-20.2%(1-x(2))-19.8%(1-x(4)) ;
360%x(3)*(x(3)~2-x(4))-2%x(1-x(3)) ;
-180%(x(3)~2-x(4))-20.2%x(1-x(4))-19.8x(1-x(2))];

end;

if nargout>2
B=[1200*x (1) ~2-400*x(2)+2,-400%x(1),0,0;
-400%*x(1),220.2,0,19.8;
0,0,1080*x(3)~2-360*x(4)+2,-360*x(3) ;
0,19.8,-360*x(3),200.2] ;

end;

Nach 35 bzw. 18 Iterationen haben wir erreicht, dass die euklidische Norm des Gradi-
enten kleiner als 1072 ist.

Seien y,s € R mit ”s > 0 und die symmetrische, positiv definite Matrix B, € R"*"
gegeben. Sei By € R™"™ der Broyden-Update zum Parameter ¢ € R. Man berechne die

Eigenwerte von B;1/2B¢BC_1/2. Hierbei benutze man die Abkiirzungen

a = yTBc_ly, b:=yls, ¢:= s’ Bys.
Losung: Wir setzen 5 := Bcl/Qs und g := Bgl/Qy. Dann ist

55T ggT 5 i s 17
B;Y?ByB V=1~ ~T~+¢|| HQ[T— HT ~2]
19112 I813] (75 115113

Daher hat B. 1/ QB¢BC_ 1/2 den Eigenwert 1 der Vielfachheit > n — 2 mit Eigenvektoren
aus dem orthogonalen Komplement von span {35, g}. Weiter ist

B.'2ByB; 1?5 =

und (jetzt benutzen wir die in der Aufgabenstellung angegebenen Abkiirzungen)

_ _1/9~ _ b_. a._ a b\[|y s
B1?B,B%5 = §— 254 - e
. »B. 7y 7 cs+by+¢c i s

= _[(1—¢)i+¢> ]s+[1+ + ¢ (b—iﬂﬂ
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Neben dem (n — 2)-fachen Eigenwert 1 hat daher B, Y QBd,BC_ Y2 noch die Eigenwerte
der 2 x 2-Matrix

re= (9 510 )
wobei
f1<¢>:=;[1+§+¢g(g-ﬁ)], fo(6) = [(1—¢>i+¢2].

Die beiden restlichen Eigenwerte sind daher

Ae(0) = f1(0) £ [f1(8)? = falo)]2.

Ubrigens erkennt man hieran, dass
_ _ b a
det(B; /2By B 1) = A ()A-(0) = fa(0) = [(1 —9)-+ %}
und folglich

det(By) = [(1 . ¢>)g v ¢>Cb‘] det(B,).

Ferner ist By genau dann positiv definit, wenn fo(¢) > 0 bzw. ¢ > —b*/(ac — b?).

. Seien y, s € R™ mit y7's > 0 und eine symmetrische, positiv definite Matrix B, € R™*"

gegeben. Sei S™*™ der lineare Raum der symmetrischen n x n-Matrizen und S7*" C
S™*™ die konvexe Teilmenge der positiv definiten Matrizen. Man zeige, dass der BEGS-
Update
(Bes)(Bes)™  yy"

s B.s yT's

B+ = BC_

Lésung der Aufgabe

®) { Minimiere ¢(B) := tr(B;Y/?BB;'/?) — Indet(B;/?BB;/?) auf

M :={Be8":BeS", Bs=y}
ist.
Hinweis: Diese Aussage findet man bei R. FLETCHER (1991)ﬂ Man gebe einen alter-
nativen Beweis an, der die Gateaux-Variation und die Konvexitit von ¢ benutzt.

Losung: Die Gateaux-Variation von ¢ existiert in jedem B € S7™" und ist eine lineare
Abbildung, sie ist mit P € S™*" gegeben durch (siehe das Beispiel im Anschluss an

Satz in Abschnitt

J(B)P — lim ¢(B +tP) — ¢(B)
t—0+ t
= tr(B7V/2PBY/?)
_In det(B: V*(B +tP)B; "*) — Indet(B. /*BB; /%)
t—0+ t
= tr(B7V?PBIY?) —tx(B~Y2PB71/?)
= tr((B;' - B HYP).

"R.

18-21.

FLETCHER (1991) “A new variational result for quasi-Newton formulae.” SIAM J. Opt. 1,
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Sei B € M beliebig. Dann ist
¢(B) —¢(By) > ¢'(By)(B— By)
(da ¢ auf ™" konvex)
— w((B - BY)(B - By)
T p—1 T —1,\T 1,3\ T
y B y\ss  s(Boy) +(B. y)s
= —t 1 — — B-B
(5 )i - oo
=0
(da (B — B4)s =0 und tr(AB) = tr(BA).
Damit ist die Behauptung bewiesen.
5. Seien y, s € R mit y”'s > 0 und eine symmetrische, positiv definite Matrix B, € R"*"

gegeben. Sei S"*™ der lineare Raum der symmetrischen n x n-Matrizen und S7*" C
S™*™ die konvexe Teilmenge der positiv definiten Matrizen, ferner bezeichne || - ||r die
Frobenius-Norm. Sei schlieflich V' € R™*" symmetrisch und positiv definit mit Vs =y
und H, := B;!. Man zeige, dass die Inverse H, des BFGS-Updates B, also

TH T H T H T
H+::Hc+<1+y y)ss s(Hey)” + (Hey)s

yT's JyTs yT's

)
S

die Losung der Aufgabe

) Minimiere ¢(H) := %HV“Q(H - Hc)vl/zH% auf
M:={H eS8 :HeS", Hy=s}
ist.

Losung: Wir gehen im Prinzip wie bei der Losung von Aufgabe [] vor. Zunéchst be-
rechnen wir die Gateaux-Variation von ¢ in einem H € S™*" und zeigen anschliefsend,
dass ¢ sogar auf ganz S™*" konvex ist. Fiir H, P € S™*" existiert

/ _ o O(H+tP) —¢(H)
SH)P = t£%1+ t

= t(VY3(H - H)V'2V/2pyi/z)
= te(V(H — H)VP)

wie man unter Benutzung von || A% = tr(A?) fir A € §"*" und der Tatsache, dass die
Spur unter Ahnlichkeitstransformationen invariant ist, leicht nachweist. Fiir beliebige
H,K € §™" ist dann

¢'(H)(K - H) = t(V(H-H)V(K — H))
= tr(VY2(H — H)V'2VY2(K — H)V'/?)
= tr(VY2(H - H)VY2VYV2(K — H,)V/?)
— [V2(H = H)V'2 |3
VY2 (H — H) V(| [VVA(K = H)VY?
— |[VV2(H - H)V'?|%
(wegen tr(AB) < ||A||p || B||F fiir A, B € 8"*")

IN
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IN

1
SUVY2H = H) V2|7 + [V (K = Ho) V2|17

— |VV2(H = H) V2|3
(wegen ab < 3(a? + b%))

1 1
= SIVVAK — HOVY2E — SV - BV
= G(K) — o(H).

Damit ist die Konvexitit von ¢ auf S"*™ bewiesen. Zum Beweis der eigentlichen Be-
hauptung gebe man sich H € M beliebig vor. Dann ist

¢(H) —¢(Hy) > ¢'(Hy)(H - Hy)
— w(V(H, — H)V(H — H.))
=0
(wegen Vs =y, (H — Hy)y =0 und tr(AB) = tr(BA)).

Damit ist die Aufgabe gelost.

6. Seien y,s € R"® mit y”'s > 0 und eine symmetrische, positiv definite Matrix B, € R"*"
gegeben. Sei S™*™ der lineare Raum der symmetrischen n x n-Matrizen und ST*" C
S™ ™ die konvexe Teilmenge der positiv definiten Matrizen, ferner bezeichne || - || die
Frobenius-Norm. Man zeige, dass

(Bes)(Bgs)T
eine Losung der Aufgabe

1
®) Minimiere ¢(B) := §||B;1/2(B — B)B;Y?|%  auf
M :={BeS8™":BeS™", s'Bs=yls}

ist.

Losung: Der Beweis ist dem von Aufgabe [5] sehr dhnlich, so dass wir hier kurz sein
diirfen. Zunéchst aber haben wir zu zeigen, dass die in der Aufgabenstellung angegebene
Matrix By iiberhaupt zu der Restriktionenmenge M von (P) gehort. Offensichtlich gilt
die “schwache Quasi-Newton-Gleichung” s” B, s = y”'s, so dass die positive Definitheit
von B4 zu zeigen bleibt. Es ist

(Bcs - y)Ts

(TBr (e B

B(:—1/28+BC—1/2 7
Hieraus liest man ab, dass B, Y ’B.B; /2 den (n — 1)-fachen Eigenwert 1 mit Eigen-
vektoren aus dem orthogonalen Komplement von span {Bcl/ 25} besitzt, dass der andere
Eigenwert durch y”s/s” B.s > 0 mit dem Eigenvektor Bcl/ % gegeben ist. Folglich ist
B§1/23+B;1/2 und damit auch By positiv definit. Fiir ein beliebiges B € M ist

#(B) — ¢(By) > ¢'(By)(B—By)
— (B (By — B)B; (B - By))
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(Bes —y)''s -1 Tp-1
= e By (Bes) (Bes) B (B - B.))
(Bcs - y)TS T
= — t B-B
g tr(s((B ~ B
(BCS y)TS T
= — B—-B
(sT B.s)? u
=0
= 0.
Damit ist die Aufgabe schliefslich gelost.

7. Seien y, s € R™ und eine symmetrische, positiv definite Matrix B, € R™*™ gegeben. Es
sei (y — Bes)Ts # 0. Man bestimme v € R und u € R™ so, dass die Matrix By = B, +
yuu® der Quasi-Newton-Gleichung Bys = y geniigt. Unter welchen Voraussetzungen
ist die so bestimmte Matrix positiv definit?

Losung: Eine Matrix By = B, + yuu! geniigt der Quasi-Newton-Gleichung B, s = v,
wenn B.s + y(ul's)u = y. Es liegt daher nahe, u := y — B.s zu wihlen und ~ aus
y(u''s) = 1 zu bestimmen. Insgesamt kommen wir auf die sogenannte SR1-Update-
Formel .
(y — Bes)(y — Bes)
B, =B
T Ty = BT
Da wir (y — Be.s)Ts # 0 vorausgesetzt haben, ist B, wohldefiniert. Jetzt untersuchen
wir, unter welchen Voraussetzungen By positiv definit ist . Es ist
—1/2 ~1/2 (Bc_l/zy - Bcl/2s)(Bc_1/2y — Bc1/23)
B V*B.B =1+ T .
(y - Bcs) s
Hieraus liest man ab, dass 1 ein (n — 1)-facher Eigenwert mit Eigenvektoren aus dem
orthogonalen Komplement zu span { B, Y 2y — Bg/ 2} ist, wahrend der andere Eigenwert
—-1/2 1/2 _
Nom 4 IBe Py— B3 _ yTBly—yTs
) (y — Bes)T's yT's — sTB.s
mit dem Eigenvektor B, Y 2y—B3/ %5 ist. Daher ist B genau dann positiv definit, wenn
T p—1 T
B _
y b, y—y s > 0.
yT's — sTB.s

8. Seien y,s € R™ mit y7s > 0 und die symmetrische, positiv definite Matrix B, € R"*"
gegeben. Sei S™*™ der lineare Raum der symmetrischen n x n-Matrizen und S7*" C
S™*™ die konvexe Teilmenge der positiv definiten Matrizen. Man zeigeﬁ7 dass der BFGS-
Update der skalierten Matrix

T p—1
A Y By
B := Tc B,
yl's
8Siehe

J. E. DENNIS, H. WoLkKowICz (1993) “Sizing and least-change secant algorithm.” STAM J. Numer.
Anal. 30, 1291-1314.
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also

. (Bes)(Bes)T T
B. =B, - CT)(AC) + 9
st B.s Yy s

Losung der Aufgabe

auf

—1/2 —-1/2
Minimiore  ¢(B) = tr(B. 1/2BBc 1/2)/n
P) det(B; /“BB; /")l
M :={BeS8™":BeS", Bs=y}

ist.

Hinweis: Zunéchst zeige man, dass ¢(-) in jedem B € S7*" in jede Richtung P € §™*™
richtungsdifferenzierbar ist und die Gateaux-Variation ¢'(B;-): S"*"™ — R gegeben ist
durch (siehe auch Aufgabe [7]in Abschnitt

1

tr(B;1B) ;
ndet(B: ! B)

n

¢'(B; P) =

T (tr(Bglp) — r(B_lP)).

Anschlieend iiberlege man sich, dass fiir beliebige A, B € S?*" die Implikation
¢'(B; A~ B) > 0= ¢(B) < ¢(4)

gilt. Im letzten Schritt zeige man, dass By € M und ¢/(By; B — By) > 0 fiir alle

Be M.
Losung: Bei der Losung von Aufgabe [7]in Abschnitt haben wir nachgewiesen, dass
die durch (B)/
tr n
B) = ————
/(B) det(B)1/n

definierte Abbildung die (lineare) Gateaux-Variation

PBiP) = ot () = P )

besitzt. Daher ist die Gateaux-Variation von ¢(-) gegeben durch

¢o(B;P) = f(B;?BB;'*B2PBY?)

= ! tr(B;Y/2PB1/?)
)l/n c c

ndet(Bc_l/QBBc_l/2
-1/2 -1/2
_wr(Be BB ) ppp B_1/2)>
n

—1
— {1 (tr(Bc_lP) _ BB
ndet(B; ' B)l/n n

tr(B—1P)>.

Fir A,B € SU"" erhalt man wieder mit Hilfe der Ungleichung vom geometrisch-
arithmetischen Mittel, dass

1

u(B'B)
ndet(Bz ' B)l/n

H(B;A-B) = (1w -y - 5

54~ 5)
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-1
= 171 (tr(Bc_lA) _ BB tr(B_lA)>
ndet(B: ' B)/n n
1

tr(B1A) — tr(B-'B)det(B A 1/">
ndet(BZlB)l/TL(r( c ) I‘( c ) e( )

det(B;1A)V/" [ tr(B71A)/n tr(B;1B)/n
"~ det(B;'B)ln [det(BclA)l/” B det(BclB)l/n]
det(B1A)Y/n
( )

g1 oA —oB)l.

Damit ist gezeigt, dass es fiir die eigentliche Behauptung geniigt nachzuweisen, dass
¢ (B4; B — By) >0 fiir alle B € M. Sei also B € M beliebig. Es ist

a (Bes)Bes)” gy
By = B.- ; y
sTB.s Yy s

y'Boly ,  y'Bily (Bes)(Bes)' | yy”

C
- C

yT's

yT's sT'B.s yT's

und daher

yT's yT's

Folglich ist

Tl wB'B),  w(B By =" n,

tr(B7'B) =

wobei wir Bs = y berticksichtigt haben. Daher ist schlieflich

¢,(B+;B — B+)
_ 1 1 tr(Bc_lB+) .
= det(B: 'BL)n <tr(Bc (B~ By)) — — (B (B - B+))>
= ! -1py M -1 >
~ ndet(B1By)Yn <tr(Bc B) n tr(By B)
=0

= 0
und daher ¢(B) > ¢(B4). Die Aufgabe ist damit gelost.

9. Man wende das BFGS-Verfahren mit Wolfe-Schrittweite auf die Minimierung der Funk-
tion
f(z) = 100(z% — 29)* + (1 — 21)® + 90(23 — 24)* + (1 — x3)?
+10.1[(1 — 22)® + (1 — 24)?] + 19.8(1 — x2)(1 — x4)

an. Seien g = (—1.5,—1, -3, —1)T und 2o = (-3.1,8.2,5.5, -3.5)T die Startwerte.
Losung: Wir benutzen die Funktion Myfun aus der Losung von Aufgabe [2| Der Aufruf
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10.

[x,iter]=BFGS(°Myfun’,[-1.5;-1;-3;-1],100,1e-8);

liefert

0.99999999999668
[ 0.99999999999255 e — 44
=1 1.00000000000314 |’ or = A

1.00000000000611

Fiir den anderen angegebenen Startwert benotigt man mehr als 100 Iterationen. Nach
[x,iter]=BFGS(’Myfun’,[-3.1;8.2;5.5;-3.5],150,1e-8);

erhalt man

1.00000000000001
0.99999999999999
1.00000000000000 |’
0.99999999999998

iter = 107.

Auf die unrestringierte Optimierungsaufgabe aus Aufgabe [9] wende man das L-BFGS-
Verfahren mit m = 1,2,3,4 an, wobei man den Startwert zo = (1.5, -1, -3, —1)T
nehme.

Losung: Wir benutzen wieder die Funktion Myfun aus der Losung von Aufgabe [2] Der
Aufruf

[x,iter]=LBFGS(’Myfun’,[-1.5;-1;-3;-1],1,500,1e-8);

liefert
0.99999999723471

0.99999999445741
1.00000000283756
1.00000000568391

Das L-BFGS-Verfahren mit m = 2 ergibt:

1.00000000050082
1.00000000100238

., iter = 254.

0.99999999950062 |*  iter = 179

0.99999999917253
Fiir m = 3 ist das entsprechende Ergebnis

0.99999999975472
0.99999999950173
1.00000000017441
1.00000000035774

, iter = 133.

Schlieflich ist fiir m = 4 das Ergebnis

0.99999999999691
0.99999999999679
1.00000000000112
1.00000000000316

. iter = 91.
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5.2.3 Aufgaben zu Abschnitt 3.3

1. Mit dem Verfahren der konjugierten Gradienten von Hestenes-Stiefel 16se man die Auf-
gabe, die Funktion

f(z) = x% +0.3z129 + 0.9751’% 4+ 0.01z123 + :):% 4 3x1 — 4x9 + T3
auf dem R3 zu minimierenPl

Loésung: Wir geben ein:

>>A=[2,0.3,0.01;0.3,1.95,0;0.01,0,2];
>>b=[-3;4;-1] ;L=eye(3) ;x_0=zeros(3,1);
>>[x,error,iter]=ConGrad(A,b,x_0,L,5,1e-8);

Nach format long erhalten wir

—1.84788193398650

x = 2.33557157958767 |, error = 5.303306391588063 - 1018, iter = 3.
—0.49076059033007
2. Gegeben sei die quadratische Zielfunktion f(x) := %xTAx — bT'z mit einer symmetri-

schen, positiv definiten Matrix A € R™*™. Seien py, ..., pn_1 € R™ konjugiert beziiglich
A. Man betrachte das folgende Verfahren zur Minimierung von f(z) auf dem R™:
e Wihle zy € R", berechne gg := Axg — b.
e Firk=0,1,...
— Falls g, = 0, dann: m := k, f nimmt in z,, das Minimum an. STOP.
— Andernfalls berechne
gDk

b= ——7—, Tkt1 := Tk + LDk, Gk+1 1= gk + tk Apk.
Py, Ap

Durch vollsténdige Induktion nach k zeige man: Sind go, ..., gr # 0, ist das Verfahren
im k-ten Schritt also noch nicht abgebrochen, so ist x4 die Losung der Aufgabe

(Py) Minimiere f(x), z € zo+span{po,...,pr}

Wegen z + span {po, . ..,pn—1} = R" bricht das Verfahren also nach m < n Schritten
mit dem Minimum von f ab.

Hinweis: Nach Konstruktion ist klar, dass 11 € xo + span{po,...,pr}. Man zeige,
dass ggﬂpi =0,7=0,...,k, und iiberlege sich, dass dies die Behauptung impliziert.
Losung: Durch vollstdndige Induktion nach k zeigen wir: Sind go,...,gx # 0, so ist
Tp+1 € o + span{py, ..., pr} und g,:Lrlpi =0,i=0,...,k. Der Induktionsanfang liegt
bei £ = 0. Es ist
T1 = X0 + topo € To + span {po},

ferner -
9o Po

T
Py Apo = 0.
P& Apo

91 po = ga po + topd Apo = ga po —

9Siehe P. SPELLUCCI (1993, S.164).
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Der Induktionsanfang ist also gelegt. Nun nehmen wir an, die Behauptung sei fiir k — 1
richtig. Es seien also go,...,gr # 0 und xx € zo + span {po,...,pr—1} und gl p; = 0,
1=0,...,k—1. Dann ist

Tyl = Tk + tpr € o +span{po,...,pr}

und
9i-1pi = (g + tiApr) ' pi = g pi + tipp Ap;.

Wegen der A-Konjugiertheit der Richtungen und der Induktionsannahme ist g,a_lpi =0,
1=0,...,k— 1. Weiter ist

T
T T 9k PE_ T
Yr41Pk = 9 Pk — P Apre = 0,

’ p Apy
so dass der Induktionsbeweis abgeschlossen ist. Sei nun x € =z + span{po,...,pr}
beliebig. Dann ist

1
f@) = flae) = V@) (@ —ae) + 5@ — 2p01) A — 2141)
N—_—— 2
=9k+1 >0

> 91{+1(35—$k+1)
= 0,

da x — xg41 € span{po,...,pr} und g,{+1pi =0,7=0,...,k. Folglich ist x5 Losung
von (Pg). Es ist die eindeutige Losung, wie man aus obiger Gleichungs-Ungleichungs-
kette abliest. Damit ist die Aufgabe geldst.

. Gegeben sei die quadratische Zielfunktion f(z) := %xTA:U — bz mit einer symmetri-
schen, positiv definiten Matrix A € R™*". Zur Losung der zugehorigen unrestringierten
Optimierungsaufgabe bzw. des linearen Gleichungssystems Ax = b betrachte man die
folgende Modifikation des Verfahrens der konjugierten Gradienten, welche sich von die-
sem dadurch unterscheidet, dass nicht notwendig am Anfang pg := —go gewahlt wird.

e Wihle xg € R", berechne gg := Axg—b. O.B.d. A. sei gg # 0. Wihle py € R™ mit

ggpo < 0.
e Flir k=0,1,...:
— Berechne
T
95 Pk
ty = — Th41 1= Tk + LkPr, Q+1 := Gk + L APk
P APk

— Falls gx11 =0, dann: m := k + 1, STOP. z,, ist die Losung.
— Andernfalls:

* Berechne

g9 (g;— 90) . k=0,
» . 9o Po
htl 1= T
Ji4190 llgr+113 k—19

0 )
a&po gk 13
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Durch vollstdndige Induktion nach k zeige man: Ist £ > 1 und sind g¢1,..., g # 0, so

gilt:

(a) Esist plgr=0,i=0,...,k—1,

(b) Esist g{pr = —|lgll3,

(c) Esist gfgp =0,i=1,...,k—1,

(d) Es ist pf/ Apr, = 0, i = 0,...,k — 1, d.h. die Richtungen po,...,p) sind A-

konjugiert.

Insbesondere bricht das Verfahren nach m < n Schritten ab.

Loésung: Der Induktionsanfang liegt bei k = 1. Es ist

T
9o Po

Pngl = pg(go +toApo) = ngo + <_p 0 )poTApo =0,
0

damit stimmt (a) fiir k = 1. Es ist g7 p1 = —[|g1/|3, denn g py = 0 wurde gerade eben
bewiesen. Fiir k = 1 ist (c) leer bzw. trivial, ferner ist

1 91 (91 — 9o
Py Ap1 = (Apo) p1 = (o - g90)" <—91 - %?0 =0,
0 9o Po

da g¥'pg = 0. Damit ist der Induktionsanfang gesichert.

Wir nehmen nun an, die Aussagen seien fiir k richtig. Es ist p{gkﬂ = 0, da t die
exakte Schrittweite ist. Fiir ¢ = 0,...,k — 1 ist ferner

P ge+1 = Y (gk + tiApr) = pl g + tpt Apr =0

wegen der Induktionsannahme fiir (a) und (d). Damit ist (a) fiir & + 1 richtig.

Es ist gl 1pk+1 = —[lgre+1ll3, da gl 1p0 = 0 und g/, ;pr = 0. Damit ist (b) fiir k 4 1
bewiesen.

Es ist g,{gkﬂ = 0, da g, eine Linearkombination von pg, po und (fiir £ > 2 von py_1 ist,
so dass die Aussage aus der fiir k& + 1 richtigen Aussage (a) folgt. Fir i =1,...,k —1
ist ferner

9 gk+1 = gf (g + tiApy) = trg! Apg,

wobei wir die Induktionsannahme fiir (c) benutzen. Ferner ist g! Apy = 0, da g; eine
Linearkombination aus p;, pg und (fir ¢ > 2) p;—1 ist, so dass die Aussage aus der
Induktionsannahme fiir (d) folgt. Insgesamt ist damit auch (c) fir £ + 1 bewiesen.

Es ist
I 2
g 90 gk 1
PiApe = (Apk)T<—gk+1+ ML o + g+ |2|2pk>
9o Po llgrll3
L g1 113
= —(gk+1— gk)T <gk+1 + %pk
b x5
1( o Ngr+1ll3 ¢
= _Hgk—i-luz—igkpk
L llgxl3

= 0,
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wobei wir (Apr)Tpo = 0, g}, 195 = 0 und g pr, = —||gxll3 benutzt haben. Fiir i =
0,...,k — 1 ist schlieflich

1
P%@M4ZP?M—%H):Cﬂwn—%ﬂ):;wwl—%FVﬂmﬂ:ﬂ,

7

so dass schliefslich der gesamte Induktionsbeweis abgeschlossen ist.

4. Man zeige: Hat die symmetrische, positiv definite Matrix A € R™ "™ nur r verschiede-
ne Eigenwerte, so bricht das Verfahren der konjugierte Gradienten, angewandt auf das
lineare Gleichungssystem Ax = b bzw. die dquivalente unrestringierte Optimierungs-
aufgabe, nach spétestens r Iterationsschritten ab.

Hinweis: Man benutze die im Beweis von Satz [3.3] bewiesene Aussage:

e Ist x; die durch das Verfahren der konjugierten Gradienten gewonnene k-te Ite-
rierte, sind Aq,..., A\, die Eigenwerte der symmetrischen, positiv definiten Matrix
A und ist p € Iy ein beliebiges Polynom mit p(0) = 1, so ist

lzx —a™a < max |p(X)|[|zo — 27| a.

3ty

Hierbei ist die Norm || - |4 durch ||z]|4 := V2T Az auf dem R™ definiert.

Lo6sung: Seien pq, ..., u, die r verschiedenen Eigenwerte von A. Man definiere p € 11,
durch
W= () 3 )
p : L1 K1 Hr)-

Offensichtlich ist p(0) = 1, ferner ist p(A;) = 0, i« = 1,...,n. Aus der oben zitierten
Abschitzung folgt x, = * und die Aufgabe ist geldst.

5. Das Verfahren der konjugierten Gradienten von Polak-Ribiére unterscheidet sich von
dem Fletcher-Reeves-Verfahren nur darin, dass Sy = gi. (g1 — gx)/llgkll3 (statt
B = llgr+1l13/]l9xl|3) gesetzt wird. Man betrachte das dann definierte Polak-Ribiére-
Verfahren mit exakter Schrittweitenstrategie zur Losung von

(P) Minimiere f(x), =€ R™
Man zeige:

(a) Sind die Voraussetzungen (K) (a)-(c) erfiillt, so liefert das Verfahren, wenn es
nicht vorzeitig mit der Losung «* von (P) abbricht, eine Folge {z}, die R-linear
gegen x* konvergiert.

(a) Die Voraussetzungen (V) (a)—(c) seien erfiillt, das Verfahren breche nicht vorzeitig
mit einer stationdren Losung von (P) ab. Fiir die durch das Verfahren erzeugte
Folge {xr} gelte limg o0 ||Zx+1 — 2k|l2 = 0. Dann ist liminfy o ||gx]l2 = 0, so
dass die Folge {x}} wenigstens eine stationdre Losung von (P) als Haufungspunkt
besitzt.

Hinweis: Man setze

2
5 < 9t o > ~lgxli3
k= = 5
g ll2 Pk |2 [k
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Fiir den ersten Teil der Aufgabe zeige man die Existenz einer Konstanten § > 0 mit
0 >0,k =0,1,..., und wende Satz an. Fiir den zweiten Teil der Aufgabe mache
man einen Widerspruchsbeweis. Zum einen ist > 7, d; < oo unter Benutzung von
Satz zum anderen 1/6p41 < 1+ 1/0; fiir alle hinreichend grofen k und daher

> ko O = 00

Loésung: Wie angegeben definiere man dy. Es ist

lpk+1lle = || — gk+1 + Brpkll2

lgkalla + 981 (k41 — 9k)]
g

IN

1Px[]2
k2

lgrtll2 Y lzrt1 — zkll2

[
<1+7tk” ”§ lgk+1ll2
2

Q+ )mﬂmz

Hierbei haben wir am Schluss benutzt, dass

IN

IN

0= gl 1Pk = 9ok + (g1 — 91) i > g pr + ctis |pell3 = —llgwll3 + cti |[pel3.

Damit ist (a) bewiesen.

Fiir den zweiten Teil nehmen wir an, es sei liminfy_,o ||gx|l2 > 0. Dann existiert ein
€ > 0 mit ||gx||2 > € fiir alle k. Wegen Satz existiert eine Konstante 6 > 0 mit

T 2

95, Pk

Fon) = fonen) 2 0 EEE )~ olluloe > 0%,
[Pkl

woraus » oo 0 < oo folgt. Andererseits erhilt man mit s := z41 — @), die Abschét-

zung

[ 2 _ 2 2 2 (1 ’72||5k”§ HPkH% 2
Prrilla = llgrs1llz + Billpella < {1+ —H4 llgx+1l2

Hgk 2

und hieraus (wegen ||gx|l2 > € und limy_, o ||sx|l2 = 0)

1
”2||ka|2 o lells 1

lgell3 —  llgwll3 O

U eeals
Ok+1 ||gk+1”2

2||

fiir alle hinreichend grofen k. Also existiert ein kg € N mit

<ji+— 7=0,1,....
Da die harmonische Reihe divergiert, erhalten wir hieraus » 7° ; §x = oo und insgesamt
den erwiinschten Widerspruch.

Unter den Voraussetzungen (V) (a)—(c) aus Unterabschnitt betrachte man zur
Losung der unrestringierten Optimierungsaufgabe (P) das Fletcher-Reeves-Verfahren
mit der strengen Wolfe-Schrittweite (siche Aufgabe [1fin Abschnitt :

e Fiir die Schrittweitenstrategie seien a und f mit 0 < a < 8 < % gegeben.
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e Gegeben zg € R", berechne gy := V f(z9) und setze pg := —go.

o Flirk=0,1,...:
— Falls g = 0, dann: STOP. zy, ist stationére Losung von (P).
— Andernfalls:
* Bestimme eine strenge Wolfe-Schrittweite, also ein t; > 0 mit
flar+tipr) < f(an) + atuglpr, [V f(x+ tepr) prl < —Bgf pr-
* Setze bzw. berechne
Tpy1 = Tk + 1Dk,  Gkt1 = V(Try1)
sowie H 2
Jk+1
B = o2, Pk+1 = —Gk+1 + BrPk-
a5

Man zeige:

(a) Ist im k-ten Schritt noch kein Abbruch erfolgt, ist also go, ..., gr # 0, so ist

j < gkpk B i 126
TS Zﬁ—u = ”Z“ =5

Wegen € (0, 5) ist daher p eine Abstiegsrichtung in x. Mit Hilfe von Aufgabe
[ in Abschnitt [3:1] folgt die Existenz einer Schrittweite ¢, > 0 mit den geforderten
Eigenschaften.

(b) Bricht das Verfahren nicht vorzeitig mit einer stationdren Losung ab, so erzeugt
es eine Folge {z\} mit liminfy_, o ||gk||2 = 0. Sind sogar die Voraussetzungen (K)
(a)—(c) erfiillt, so konvergiert die gesamte Folge {x;} gegen die dann eindeutige
Lésung z* von (P).

Losung: Den ersten Teil (a) der Aufgabe zeigen wir durch vollstdndige Induktion nach
k, wobei die aufenstehenden Ungleichungen trivialerweise richtig sind. Fiir £ = 0 lautet
die behauptete Ungleichungskette

T
1< 9o Po <
19013

die wegen pg = —gg offensichtlich richtig ist. Nun nehmen wir an, die Ungleichungskette
gelte fiir k. Dann ist

)

lgeills k41113

ng_Hpk

lgx113

_ ngpk
lgx13

k
—-1+5 Z B
j=0
k+1

= —2+4) @
j=0

m —[lgr+1 H% + Bkgg—i—lpk

IA
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Ferner ist
T T k k+1
i11Pk+1 9 pk ; ;
Lzz—l—i- k41 +ngpk _1_ﬁzﬂjz_zﬂ]‘
lges113 loelB = lael3 = par -

Damit ist (a) bewiesen. Im zweiten Teil argumentieren wir wie im Beweis von Satz
und nehmen im Widerspruch zur Behauptung an,es gibe ein € > 0 mit ||gx|l2 > € fiir
alle k. Eine Anwendung von Aufgabe [T in Abschnitt liefert die Existenz einer von
k unabhéngigen Konstanten 6 > 0 mit

T 2
f(ka)—f(ka+1)29<g’“pk>, k0.1,
Ioella

Wegen der rechten Ungleichung in (a) ist

1-28\21 . el
(%) f(xr) — f(21) > 9< 1-8 > ag it Q= lgrlls”

Fiir £ =1,2,... ist dann mit der linken Ungleichung in (a)

Ik l3

gk ll3

| — gk + Br—1Pk—1l3

9k l13

l9x113 — 2Bk—19% pe—1 + BE_1|lpe—113

1913
1 286-1|Vgl pel + Bi_ k13
19113 [r7AlE;
= <1 +2\Vg,{pk_1|> L + a1
lgr—1115 / llgrll5

gk 1Pk— 1) 1
||9k 15/ llgell3

1
1+ ) + -1
||9k”2

+ap—1
) !ngZ

1+p 1 1/1+p8
) ngufs?(l—ﬁ>(’““)

(1
(143
- (55
(-

und daher wegen ()
,(1-28\*/1-p5) 1 B
Flan) = Flare) > Oe (1_6) (1+B)k+1’ E=0L,....

Wegen der Divergenz der harmonischen Reihe erhélt man hieraus limy_, o f(2x) = —o0,
ein Widerspruch zu den Voaraussetzungen (V).

Sind sogar die Voraussetzungen (V) (a)—(c) erfiillt, so folgt genau wie im Beweis zu Satz
die Konvergenz der Folge {x}} gegen die dann eindeutige Losung z*.



5.2 Aufgaben zu Kapitel 3 223

5.2.4 Aufgaben zu Abschnitt 3.4

1. Man beweise Satz also die folgende Aussage: Gegeben sei die diskrete, nichtlineare
Approximationsaufgabe

(P) Minimiere f(x) := ||F(x)|, =z € R",

die Zielfunktion f geniige den Voraussetzungen (V) (a)-(c). Sei z. € Lo und p € R”
eine Richtung mit f.(p) := ||F(zc) + F'(zc)p|| < f(zc). Selen a € (0,3), 0 < <u <1
gegeben und ¢ := p; eine zugehorige Armijo-Schrittweite. Dann existiert eine Konstante
0 > 0, die nur von «, v sowie [ und u, nicht aber von z. oder p abhéngt, mit

f(ae) — fc(p)>2].

f(xc) - f(wc + tp) > 0 [f(xc> - fc(p)7 < Hp”

Losung: Wir folgen, wie schon angedeutet, fast wortlich dem Beweis von Satz Ist
7 =0bzw.t=pyg=1, so ist

f(xe +1tp) < flze) + alfe(p) — f(zc)]
bzw.
f(ze) = flze +tp) = aff(zc) — fe(p)).
Ist dagegen j > 0, so gelten mit s := p;_; zwei Ungleichungen:
flze+1tp) < f(ze) + atlfe(p) — f(zc)],  flaze+sp) > f(ze) +as[fe(p) — flze)]-

Ferner ist {s < t. Sei t* wie in Lemma definiert und # := min(1, #*). Wir machen
eine Fallunterscheidung. Fiir s < ¢ liefert Lemma |4.2, dass

f@e) + aslfe(p) = f(xe)] < fwe +sp) < flae) + s[felp) — fze)] + t2%|lpll27

daher
A0 - )l (ee) = L] _,, _,
7llpl? -
und folglich
—a z.) — f. 2
Flae) = flze +tp) > at[f(ce) — fo(p)] > 204(17 ) (f( )IIpr (p)> .

Ist dagegen s > £, so ist notwendig f = t* (wiire £ = 1 , so wiire s > 1, was nicht moglich

ist), daher
2l[f(xc) — fc(p)]
Il

<lt<ls<t
und folglich
_ 2
f(@e) = flze +tp) > at[f(ze) — fop)] > 23l<f(xc)fc(p)> .
Mit
0 := amin(1,2(1 — a)/y)

ist die Aussage bewiesen.
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2. Gegeben sei das nichtlineare Ausgleichsproblem (siehe P. SPELLUCCI (1993, S.199))
Minimiere f(z) := |[|[F(z)|2, =z € R?,

wobei F:R* — R definiert ist durch

t.

= T i=1,...,11,
1+ z3t; + 24t? Yi

mit den Daten

ti | Yi
4.0000 | 0.0489250
2.0000 | 0.0973500
1.0000 | 0.1735000
0.5000 | 0.3200000
0.2500 | 0.3376000
0.1670 | 0.3754491
0.1250 | 0.3648000
0.1000 | 0.3420000
0.0823 | 0.3924666
0.0714 | 0.3291317
11 | 0.0625 | 0.3936000

© 00~ U W N T

[
o

Man berechne eine Losung mit Hilfe des geddmpften Gaufi-Newton-Verfahrens.

Loésung: Wir schreiben ein File Spell.m mit dem Inhalt:

function [F,J]=Spell(x);
t=[4.0;2.0;1.0;0.5;0.25;0.167;0.125;0.1;0.0823;0.0714;0.0625] ;
y=[0.048925;0.09735;0.1735;0.32;0.3376;0.3754491;0.3648;0.342;
0.3924666;0.3291317;0.3936] ;
nom=x (1) +x(2)*t; denom=1+x(3)*t+x(4)*(t.~2);
F=nom./denom -y;
if nargout>1
J=[1./denom, t./denom, -(nom.*t)./(denom."2),-(nom.*(t.~2))./(denom."~2)];
end;

Der Aufruf
>> [x,iter]=GauNew(’Spell’, [0;0;0;0],100,1e-6);

liefert

0.3563
0.2678 .
T = 02681 |° iter = 11.

2.0117

Dagegen ergibt der Aufruf

>> [x,iter]=GauNew(’Spell’, [0;0;0;0],100,1e-8);
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das Resultat
0.3565
0.2641
0.2649 |’
1.9949

iter = 17.

Wir sehen also, dass wir obigen Resultaten nicht recht trauen kénnen. Benutzt man
iibrigens die Funktion 1sgnonlin aus der optimization toolbox, so erhdlt man nach
x=1sqnonlin(’Spell’, [0;0;0;0]); als Naherungslosung

0.3569
0.2275
0.1955
1.8667

Dies ist also ein Resultat, das mit obigen Ergebnissen nicht recht vereinbar ist. Setzen
wir allerdings

>> options=optimset(’TolX’,1le-10,’TolFun’,le-10, ’LargeScale’,’off’);
>> x=1sqnonlin(’Spell’,[0;0;0;0],[],[],options);

so erhalten wir
0.3566
0.2637
0.2646
1.9930

was schon eher mit unseren Ergebnissen iibereinstimmt.
3. Sei A € R™*™ und b € R™. Es existiere ein ¢ > 0 mit
ollpllz +[/bll2 < [[b+ Apll2  fiir alle p € R™.

Man zeige, dass dann Rang (A) =n und b = 0.

Losung: Aus Ap = 0 folgt aus der Voraussetzung unmittelbar, dass p = 0. Die n
Spalten von A sind also linear unabhéngig und daher Rang (A) = n. Fiir ein beliebiges
p # 0 ist ol|pll2 + [|bll2 < [[b+ Ap||2 und daher

a?|Ipll3 + 20 ||p|l2 ||bll2 < || Ap||3 + 2b7 Ap.

Ersetzt man hier p durch ¢p mit ¢ # 0 und teilt die entstehende Ungleichung durch |[¢|,
so erhilt man

It| || Ap||3 + sign (£)26" Ap > o?[t] |p||5 + 20](p]2 [|b]|2-
Mit ¢ — 0+ bzw. t — 0— erhilt man
bTap > olpl bl bew.  —b6TAp > o]l

Wegen p # 0 folgt hieraus b = 0. Die Aufgabe ist gelost.
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4. Sei F:R™ — R™ mit m > n eine stetig differenzierbare Abbildung. Die Abbildungen

f:R" — R und A:R™ — R seien definiert durch
1
f@) = F(@)ll2,  h(z):= gHF(ﬂﬁ)H%-
Bei gegebenem z. € R” sei p* € R™ eine Losung des in z. linearisierten Ausgleichspro-
blems
(LP,) Minimiere f.(p) := ||F(z) + F'(z)p|l2, p € R™
Man zeige:
(a) Bsist Vh(ze)Tp* = fo(p*)? — f(z:)?.
Hinweis: Es gilt die Normalgleichung F'(x.)?[F(z.) + F'(x.)p*] = 0.
(b) Ist fe(p*) < f(x.), ist also p* eine Abstiegsrichtung (fiir f und h) in z., und sind
a,p € (0,1), so impliziert
h(xe + pp*) < h(ze) + apVh(z:) p*,
dass

f(xe+pp") < flze) + aplfe(p®) — f(xe)].

Losung: Es ist einerseits

fe@*)? = f(2e)? = |F(xe) + F'(ze)p*|3 = [1F ()3
= 2F(z) F'(xo)p* + || F' (z)p* 3
= —[|F"(ze)p"|I3,
andererseits ist
Vh(ze) p* = [F'(xe) " Fae)] p" = || F'(x)p* |3,
wobei wir beide Male die Normalgleichung benutzt haben. Damit ist der erste Teil schon
bewiesen.

Nun seien «, p € (0,1) und

h(ze + pp*) < h(ze) + apVh(z.) p*.

Wegen h(z) = 1 f(x)? und dem gerade eben bewiesenen ersten Teil der Aufgabe bedeu-

tet dies, dass
S+ p07) = F@Nf et pp") + Sw)] < aplfele)? = (o))

Hieraus wiederum folgt

fe(*)? — f(xc)?
f(@e + pp*) + f(xc)
Je(*)? — f(xc)?
= o f($c)
N 0 Y
= an B - 1)
ap[fc(p*) - f(xc)]

Damit ist auch der zweite Teil der Aufgabe bewiesen.

f(xe+pp*) — f(e)

IN

IN
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5. Man beweise den Satz von Carathéodory: Sei S C R™ und

co(S) == {Z)\ixi:xiGS, NZ0(i=1,...,m), Y N\=1, meN}
=1

i=1
die Menge aller Konvexkombinationen von Punkten aus S. Dann lésst sich jedes x €
co(S) als Konvexkombination von héchstens n + 1 Punkten aus S darstellen. Zu jedem

x € co(S) existiert also ein m € N mit m < n+ 1 sowie y; >0, z; € S,i=1,...,m,
mit Y ;" i =1und & =" ;.
Hinweis: Sei z € co(S) Konvexkombination von m Punkten z1, ..., z,, aus S. Man zeige:

Ist m > n+1, so ist x auch Konvexkombination von m —1 Punkten aus S (nach endlich
vielen Schritten hat man dann die Behauptung bewiesen). Hierzu benutze man, dass

n + 1 (und mehr) Vektoren des R", etwa {1 — Zpm,...,Tm—1 — Tm}, linear abhéngig
sind und folglich der Nullvektor des R”™ sich als nichttriviale Linearkombination von
z1i,...,T, darstellen lésst.

Losung: Wir folgen genau dem Hinweis. Als Element von co(S) lasst sich x darstellen

als
m
xTr = Z )\iZEi,
i=1
wobei

N>0,2,€8 (i=1,...,m), ZAFL
=1

Wir zeigen: Ist m > n + 1, so lasst sich z als Konvexkombination von m — 1 Punkten
aus S darstellen. Hieraus folgt dann die Behauptung.

O.B.d.A.ist \; >0,i=1,...,m. Diem —1 >n Vektoren {z1 — Zp,...,Tm-1 — Tm }

sind linear abhéngig. Daher existieren reelle Zahlen rq,...,r,,_1, die nicht alle gleich
Null sind, mit er;ll ri(z; — ) = 0. Definiert man ry, := — ZZ’;l r;, so ist daher

m m

ZT’Z‘:O, Zn‘xi:o.

i=1 i=1
Anschlieftend definiere man

LN A
a:= min — = —,
i=1,....m Tj Ty
ri>0

Hierbei beachte man, dass die r; nicht alle verschwinden und ihre Summe gleich Null
ist, so dass es negative und positive unter ihnen gibt. Nun sei

uiZZ/\i—CWZ‘, z':l,...,m.
Dann ist
m
mu; >0 (i=1,...,m), ZMZL p; = 0.
i=1

Folglich ist

m m m m
xr= E Aix; = E HiZi + § TiT; = E i,
i1 =1 i—1 ;

=1
" i)

womit die gewlinschte Darstellung von z als Konvexkombination von m — 1 Elementen
aus S gegeben ist.
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5.3 Aufgaben zu Kapitel 4

5.3.1 Aufgaben zu Abschnitt 4.1
1. Sei f € R, g€ R"\ {0} und A > 0. Man gebe eine Lésung von

(P) Minimiere ¢(p) := f +¢7p, [Pl <A

an und begriinde dies.

Lésung: Man definiere p* = (pj) durch

pj = —sign (g5)A,, ji=1,...,n.

Hierbei ist es gleichgiiltig, wie sign (0) zu verstehen ist. Dann ist

S0 ) =F+9 0" =F+Y 9w = Le— A lgil = fe— Allglh-
j=1

j=1
Fiir ein beliebiges p € R™ mit ||pllcc < A ist andererseits
$(p) = f+9"p=F= lgllpjl = F =AY lgjl = fe = Acllglr-
j=1 j=1
Daher ist das angegebene p* eine Losung von (P).

2. Man betrachte die unrestringierte Optimierungsaufgabe
e . T 1 T n
(P) Minimiere  ¢(p) := f+g p+p" Bp, peRY,

wobei f € R, g € R” und B € R™" eine symmetrische Matrix ist. Man zeige:

(a) (P) besitzt genau dann eine Losung, wenn B positiv semidefinit und g € Bild (B)
ist.

(b) (P) besitzt genau dann eine eindeutige Losung, wenn B positiv definit ist.

Loésung: Angenommen, (P) besitzt eine lokale Losung p*. Diese muss den notwendigen
Bedingungen zweiter Ordnung gendgen, d.h. es ist Vo(p*) = 0 bzw. g + Bp* = 0,
folglich ¢ € Bild (B), und V2¢(p*) = B ist positiv semidefinit. Die Umkehrung ist
trivial, denn ist B positiv semidefinit, so ist ¢ konvex. Wegen ¢g € Bild (B) existiert
ferner ein p* mit V¢(p*) = 0, dieses p* ist Losung von (P).

Besitzt (P) eine eindeutige Losung, so ist wegen des ersten Teils B zumindestens positiv
semidefinit und g € Bild (B). Jedes p* mit g+ Bp* ist eine Losung, ist diese eindeutig, so
ist der Kern von B notwendigerweise trivial und damit B positiv definit. Die Umkehrung
ist natiirlich trivial.

3. Se f(z) := 10(xo—2?)%+(1—x1)%. Fiir z. := (0, —1)” mache man einen Contour-Plot
des quadratischen Modells

fc(p) = f(xc) + Vf(xC)Tp + %pTVQf(xc)p-

0Diese Aufgabe findet man bei J. NOCEDAL, S. J. WRIGHT (1999, S. 97).
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Man zeichne in den Contour-Plot ferner noch Kreise um (0,0) mit dem Radius 0.5, 1
und 2. Man wiederhole das ganze mit z. = (0,0.5).

Losung: Unsere Losung ist nicht elegant, es geht sicherlich besser. Zunéachst schreiben
wir ein function file Rose10.m so, dass der Aufruf [f,g,B]=Rosel10(x); den Funktions-
wert, Gadienten und Hessesche der Zielfunktion in x liefert. Den Plot in Abbildung
links haben wir durch die folgenden Befehle (in einem script file angelegt) gewonnen:

2L
-2

Abbildung 5.7: Hohenlinienplot eines quadratischen Modells, Kreise

p_1=-2:0.1:2;p_2=p_1;

[P_1,P_2]=meshgrid(p_1,p_2);

x=[0;-1];

[f,g,B]=Rosel0(x);
F_c=f+g(1)*P_1+g(2)*P_2+0.5%(B(1,1)*P_1."2+2+B(1,2)*P_1.xP_2+B(2,2)*P_2."2) ;
contour(P_1,P_2,F_c,15);

hold onj;axis square;
rectangle(’Position’,[-0.5,-0.5,1,1],’Curvature’, [1,1]);
rectangle(’Position’, [-1,-1,2,2], ’Curvature’, [1,1]);
rectangle(’Position’, [-2,-2,4,4], ’Curvature’, [1,1]);
hold off;

Fiir den Plot rechts haben wir nur die Eingabe fiir x entsprechend verdndert.

4. Sei p* eine Losung von

. . . 1
(P) Minimiere ¢(p) := ng + §pTBp7 [plleo < A.

Hierbei sind g € R”, die symmetrische Matrix B € R™*™ und A > 0 gegeben. Man
zeige:

(a) Ist —A <p; <A, soist (¢g+ Bp*); = 0.

(b) Ist pj = A, soist (g + Bp*); <0.

(c) Ist p; = —A, soist (g + Bp*); > 0.
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Lésung: Sei |pj| < A. Man definiere p(t) := p*+te;, wobei ¢; der j-te Einheitsvektor ist.
Dann ist ||p(t)]|cc < A fiir alle hinreichend kleinen [t|. Wegen ¢(p*) = ¢(p(0)) < ¢(p(t))
fiir alle hinreichend kleinen |¢|, ist

0 = GO
= Vo¢(p(0))"p'(0)

(9+ Bp*)Te;

= (9+Bp");.

Damit ist der erste Teil der Aufgabe gelost. Ist p;f = A, so setze man entsprechend
p(t) := p* — tej. Dann ist ||p(t)]|cc < A und ¢(p(t)) > ¢(p(0)) fiir alle hinreichend
kleine ¢ > 0. Folglich ist

0 < gob) |

= Voé(p(0))"p'(0)
= (9+Bp")"(—¢;)
= —(g9+Bp");

woraus die zweite Aussage folgt. Die dritte beweist man natiirlich entsprechend.

—2 2 0
g'_<—20>’ B‘_< 0 20>‘

Fir A := %, 1, 2 berechne man eine Lésung von

5. Sei

. . . 1
(P) Minimiere ¢(p) := ng + §pTBpa IPlloc < A.

Loésung: Sei zunédchst A = 0.5. Wir zeigen, dass p* = (%,%

fiir ein beliebiges p € R? mit [|p[lec < 3 ist

)T eine Losung ist. Denn

o(p) — o(p*) = V¢>(p*)T(p—p*)+%(p—p*)TB(p—p*)

>0

> Vo) (p-p°)

T
—10 P2— 3

= 10(3 — p2)
—
>0
> 0,

womit die Behauptung bewiesen ist. Fiir A = 1 ist entsprechend p* = (%, )T, withrend

man fiir A = 2 dieselbe Losung p* = (21—17 1)T erhilt. Steht die Optimization Toolbox
zur Verfligung, so erhélt man nach
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options=optimset (’LargeScale’,’off’);
g=[-2;-20];B=[42,0;0,20] ;Delta=0.5;
1=-Delta*ones(2,1) ;u=-1;
[p,v]l=quadprog(B,g,[1,[1,[1,[1,1,u,[],options);

und format long

~( 0.04761904761905
~\_ 0.50000000000000

) , v = —7.54761904761905.

Die leeren Klammern [] bedeuten hierbei jeweils, dass keine Ungleichungen (Matrix
und rechte Seite unbesetzt), keine Gleichungen (Matrix und rechte Seite unbesetzt) in
der Optimierungsaufgabe vorkommen und dass kein Startwert vorgegeben wird.

5.3.2 Aufgaben zu Abschnitt 4.2

1. Man berechne die Losung der Aufgabe

. . . 1
(P) Minimiere ¢(p) := g7 p + §pTBpa [pllz < A,

1 2 -1 1
(1) me(2) se)

Losung: Offensichtlich ist B positiv definit. Wir definieren p: [0,00) — R? durch
p(A) := —(B + AI)~!g. Dann ist

wobei

| 5\
PN = NGy -1 < 1+>\>'

Dabher ist

B = IO s = 5o VAT (1 A2

A 4+30+1

In Abbildung [5.8| skizzieren wir 1(+) auf dem Intervall [0, 3]. Man erkennt, dass 1(0) =
1 > A, so dass die Losung A* von ¥(A) = A zu bestimmen ist. Nach der Skizze liegt
diese etwa bei 0.75. Genauer ist \* als Losung von

AN+ (1+ N = (A2 +3)041)?
zu bestimmen. Wir erhalten also \* =~ 0.747535241461 und hiermit
* = p(M) & —0.196646592915
Pr=PAN )= 0459706555855 )

2. Sei B € R™"™ symmetrisch mit kleinstem Eigenwert A; und g € R™\ {0}. Man zeige,
dass die durch

Y(A) = [[(B + A1)yl

definierte Funktion v: (—\1,00) — R auf (—\1, 00) monoton fallend und konvex ist.
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k){

L L L L
0 05 1 15 2 25 3

Abbildung 5.8: Die Funktion (\) := ||[p(\)]]2

Losung: Seien A; < --- < ), die Eigenwerte von B und {uj,...,u,} ein zugeho-
riges Orthonormalsystem von Eigenvektoren. Mit A := diag (A1,...,\,) und U :=
(wp -+ wuy, )ist dann

() = [(B+A)" gl

IUA+XD)~ U gl
= [(A+x)7'U gl

(= Wfg)? Y2
B (; (Ai + )\)2>
fiir A € (—A1,00). Als Ableitung berechnet man
(s~ (ulg)? >/< “ (ulg) )__ L~ (ulg)?
Y= @ e r) A\ T T e

Wegen g # 0 ist ul' g # 0 fiir wenigstens ein i und folglich ¢'(\) < 0 fiir alle A €
(—A1,00), also 9(+) auf (—A1, 00) monoton fallend. Erneutes Differenzieren liefert

b 3NN (g | W) s (ulg)?
VO = G et O 2 e AT

3 = (ulg)? 1 " (ulg)? \?
0 Z o (X 05)

>
= w )\
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insbesondere ist ¢(-) auf (—A1, 00) (strikt) konvex.
3. Sei B € R™"™ symmetrisch mit kleinstem Eigenwert A1, sei weiter A € R.
(a) Fiir jedes u € R™ mit |lulj2 =1 ist
A=A —ul (B+A)u < —)\;.

(b) Sei A > —A; und B + M = LL" eine Cholesky-Zerlegung, also L € R™ " eine
untere Dreiecksmatrix mit positiven Diagonalelementen. Um eine moglichst gute
untere Schranke fiir —A; zu erhalten, bestimmt man einen Vektor u € R™ mit
lull2 = 1, fiir den u? (B + M)u = ||LTu||3 “klein” ist. Eine mogliche Heuristik zur
Bestimmung von u ist die folgende (siche A. R. CoNN, N. I. M. GouLp, PH. L.
ToINT (2000, S.191)): Mit einem Vektor v € R™ mit v; € {—1,1}, i = 1,...,n,

setze
B+
B+ AT [lo]
Dann ist T .
o (B + A)u v (B+ )"

ICESVREY
Daher sollte man v so wahlen, dass

I(B +AD ™ ollz = [L7TL7 ]l

bzw. || L~ v|| moglichst grof ist. Hierzu bestimme man w = Lv folgendermaRen.
Angenommen, wy, ..., wg_1 sind schon bestimmt. Man setze

1, falls Sl w >0,
Vi = h—1
+1, falls > 7 lkiw; <0

und anschlieffend

1 k—1
Wy = — (vk — Z lkiwi>.
Lik i=1
Weiter ist
(B+ )"l L~Tw

@ADL ]l

Man schreibe eine Matlab-function Estimate.m, welche den Overhead hat:

u

function [lambda_plus,info]=Estimate(B,lambda);
%Input-parameter:

b B symmetric matrix

yA lambda real number, usually lambda>-lambda_1
%0utput-parameter:

yA lambda_plus lower bound of -lambda_1, if successfull

% info info=0, if successfull

yA info=1, if the Cholesky decomposition of

yA B+lambda*I does not exist (because lambda is
b not an upper bound of -lambda_1)

%************************************************************



234 Losungen zu den Aufgaben

Anschlieftend erprobe man die Funktion an den Daten

4 -3 5 -1
3 2 -6 4
B=| o o | 5| A=o9s87T

-1 4 5 -8

Losung: Der erste Teil der Aufgabe ist vollig trivial. Denn sei A € R und v € R" ein
Vektor mit ||ul2 = 1. Dann ist

Ay =A—ul(B4+M)u=—-uTBu< -\

und das ist schon der Nachweis der Behauptung.

Der Rumpf der Matlab-Funktion Estimate.m konnte folgendermafien aussehen:

n=length(B); [R,p]l=chol (B+lambda*eye(n)) ;
if p>0
info=1; return
else
L=R’;v=zeros(n, 1) ;w=zeros(n,1);
v(D)=1;w(1)=1/L(1,1);

for k=2:n
temp=L(k,1:k-1)*w(1:k-1);
if temp>0
v(k)=-1;
else
v(k)=1;
end;

w(k)=(v(k)-temp) /L(k,k);
end;
v=L’\w;u=v/norm(v) ;
info=0;lambda_plus=lambda-norm(L’*u)~2;
end;

Fiir die angegebenen Daten erhalten wir die folgenden Ergebnisse (man ist jeweils er-
folgreich):

7.4780
7.6003
7.7 7.6128

4. Sei B € R™™ gymmetrisch und positiv definit, ¢ € R™ und A > 0. Man schrei-
be eine Matlab-Funktion TrustStep zur Berechnung der Losung des Trust-Region-
Hilfsproblems

. . . 1
(P) Minimiere ¢(p) := g'p+ §pTBpa [pll2 < A.
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Anschliefsend teste man die Funktion fiir den Spezialfall, dass

2 -1 1
-1 2 -1 1
B := e R™", g = eRrR"
-1 2 -1 1
-1 2 1

mit n ;=10 und A := 1.

Hinweis: Wegen der Voraussetzung, dass B positiv definit ist, kann der schwere Fall
nicht eintreten, so dass die Aufgabenstellung einfach ist.

Losung: Wir schreiben die folgende Funktion:

function [p,lambda,iter]=TrustStep(B,g,Delta,max_iter,tol);
Yok ko sk sk ok ok ok sk ok o ok ok ook KoK oK ok ok ok K ok K ok ok oK K ok K ok ok KoK K ok oK ok ok K ok ok ok ok K ok K
%Solve the trust region subproblem

#Minimize g~Tp+0.5*p~TBp, | Ipl|_2<=Delta

Uk ok sk sk ok ok ok ok sk sk o ok K ook Kok K ok Kok K ok K kK ok Kok K kKoK ok Kok Kok K Rk ok ok K ok K

%Input parameter:

% B symmetric and positive definite n-by-n matrix
hog n-vector

% Delta positive trust region radius

% max_iter maximal number of iterations

% tol tolerance: STOP if | ||p_cl|_2-Deltal<=tol
%0utput-parameter:

%hop approximate solution

% lambda  associated multiplier

% iter number of iterations

Y kst stk sk o s s ok sk sk sk sk ok ok o ok sk sk sk sk s e sk sk sk sk sk sk ok ok sk sk sk sk sk o sk sk sk sk sk sk o ok sk sk ok ok ok
p_c=-B\g;

if norm(p_c)<Delta
p=p_c;lambda=0;iter=0;return

end;

lambda_c=0;

n=length(g);

for k=1:max_iter
L_c=chol (B+lambda_c*eye(n))’;
p_c=-L_c’\(L_c\g) ;normpc=norm(p_c) ;
if abs(normpc-Delta)<tol

p=p_c;lambda=lambda_c;iter=k;return

end;
w_c=L_c\p_c;
lambda_c=lambda_c+((normpc-Delta)/Delta)* (normpc/norm(w_c))~2;

end;

iter=max_iter;

Zunéachst setzen wir
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>> B=2xeye(10)+diag(-ones(9,1),1)+diag(-ones(9,1),-1);
>> g=ones(10,1);

Mit dem Aufruf
[p,lambda,iter]=TrustStep(B,g,1.0,100,1e-12);

erhalten wir (mit format long)

—0.26330804211067
—0.31818848044440
—0.32962617353183
—0.33200579892365
| —0.33248112890276
P= 1" —0.33248112890276

—0.33200579892365
—0.32962617353183
—0.31818848044440
—0.26330804211067

A = 3.00625985396363, iter = 4.

Sei f € R, g € R", B € R"™" symmetrisch, D € R™ nichtsingular und A > 0. Man gebe
notwendige und hinreichende Bedingungen dafiir an, dass ein p* € R™ mit || Dp*||2 < A
eine globale Losung von

(P) Minimiere ¢(p) := f + g"p+ %pTBn |Dpllz < A
ist.
Losung: Ist p* eine Losung von (P), so ist ¢* := Dp* eine Losung von
Minimiere ¥ (q) == f + (D Tg)Tq + %qTD*TBD*lqa llallz < A.
Wegen Satz ist dies genau dann der Fall, wenn ein A* > 0 existiert derart, dass
(D"BD '+ X 1)g" =—D""g, X (A—|q¢*[2) =0

und D~TBD~! 4+ X\*I positiv semidefinit ist. Daher ist p* genau dann eine Losung von
(P), wenn ein \* > 0 existiert derart, dass

(B+XD'D)p* =—g, N (A—|Dp*ll2) =0
und B 4+ M*DT D positiv semidefinit ist.

Gegeben sei das Trust-Region Hilfsproblem
1
(P) Minimiere  ¢(p) := f+¢'p+5p' Bp, |lpl2 <A,

wobei f € R, g € R"™\ {0}, die symmetrische Matrix B € R™*"™ und A > 0 gegeben
sind. Sei der sogenannte Cauchy-Punkt definiert durch

A
p¢ = -1y,
lgll2
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wobei

1,
T { min(||g[|3/(Ag" Bg), 1),

Man zeige, dass

f—6(°) 1ngzmm(A,

falls ¢"Bg <0,

sonst.

Il )
151

Der Cauchy-Punkt p® geniigt also derselben Abschitzung wie eine globale Losung p*
von (P), siehe Lemma Weiter zeige man, dass p¢ Losung der Aufgabe

Minimiere

ist.

o(p),

Ipll2 <A, p € span{g}

Lésung: Wir nehmen zunéchst an, es sei ¢ Bg < 0. Dann ist

f—o(°) =

Y

v

v

1
—g"p” — ()" Bp©

2
1 A2
Allgllz = 57— 9" Bg
||9||2 "2/0-’

Allglla
gl
||g||2mm<A,
1Bl

1 . 9ll2
Hg”ﬂmn(A, )
2 | Bll2

In diesem Fall ist die Behauptung also richtig. Nun nehmen wir g’ Bg > 0 an. Auch fiir
diesen Fall machen wir eine Fallunterscheidung und setzen zunichst ||g||3/(Ag? Bg) < 1

voraus. Dann ist

f—o0°) =

v

Ist dagegen ||g||3/(Ag? Bg) > 1, so ist

f—o0°) =

1
—g"p? — (%) Bp©

2
1 |iglls
2 ¢ Bg
1 g3
2||Bll2 /|93
1 |lgli3
2 || B2
1 - llgll2
nggmm(a, .
2 | Bl2
1
—gTp” §(pC)TBpC

1 A2
Allgll2 — =-—59" Bg
2913

1
Allgllz = 5Allgll2
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1
= -A
Sl
1 : lgll2
> —gll2 mln(A, .
2 1Bll2
Nun wollen wir noch zeigen, dass p¢ Losung der Aufgabe
Minimiere  ¢(p), |lpll < A, p € span {g}
ist, was man auch als eine Motivation fiir die Definition des Cauchy-Punktes ansehen
kann. Hierzu stelle wir p € span {g} in der Form
A
p=-—Tr9g
gl
mit 7 € R dar. Hierdurch wird obiges eindimensionales Hilfsproblem auf
2 A2
Minimiere ¢(7):= f — 7A||gll2 + ?WQTBQ, 7] <1
transformiert. Ist g7 Bg < 0, so ist v eine konkave Funktion, die ihr Minimum an einem
der Intervallenden, also fiir 7 = 1 annimmt. Sei daher jetzt ¢/ Bg > 0 und daher
konvex. Ist 7 = ||g||3/(Ag? Bg) < 1, so ist 7 eine Losung, andernfalls ist es 7 = 1.
Insgesamt ist die Behauptung bewiesen.
7. Seien f € R, g € R™\ {0}, die symmetrische und positiv definite Matrix B € R"*™ und

A > 0 gegeben. Ferner sei ¢: R” — R durch

1
¢(p):==f+g p+-p' Bp

2
definiert. Sei
p’:=-Blyg
(unrestringiertes Minimum von ¢) und
v.__ Nl
" "By’

(unstringiertes Minimum von ¢ in span{g}). Wir nehmen an, es sei p? # pV. Man
definiere p: [0,2] — R™ durch

. D", 0<7<
p(T):: U B U
po+(r-1)E°-pY), 1<7<2

Man zeige:

(a) ||p(+)]]2 ist strikt monoton wachsend,
(b) &(p(+)) ist strikt monoton fallend.

(c) Sei [|pPll2 > A (andernfalls ist p? die Losung des Trust-Region-Hilfsproblems).
Man zeige, dass es genau ein 7% € (0,2) mit ||p(7)]2 = A glbtlﬂ

UDje Bestimmung von p(7*) als Niherungslésung des Trust-Region-Hilfsproblems wird in der eng-
lischsprachigen Literatur als “dog leg method” bezeichnet.
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(d) Sei |[pP|l2 > A. Man zeige, dass ¢(p(7*)) < $(p©), wobei p© der in Aufgabe [f]
definierte Cauchy-Punkt ist. Insbesondere gilt auch fiir p(7*) die Abschétzung aus

Lemma [2.5] also

VO P
f = @) > ~llglls @me

Losung:Fiir 7 € [0, 1] ist

N T P ] A ]
B =7l o)) =1 - 4 Tl
Hieraus erkennt man, dass ||p(-)||2 auf [0, 1] strikt monoton wachsend und ¢(p(-)) auf

[0, 1] strikt monoton fallend ist. Fiir die ersten beiden Teile der Aufgabe braucht man
also nur das Intervall [1,2] zu betrachten. Fiir (a) definieren wir

h) = S0+ @)l

1
= §||PU +a(p? - p")|I3

1 1
= Sl7IE + o) " = p7) + 50" = p"I5.
Zu zeigen ist, dass h'(«) > 0 fiir alle & € (0, 1]. Nun ist
W = —@")"0Y -p®) +allp? - pY|3
——
>0
> =) (" - p?)
lgll3 T< lgll3 -1 )
9T By 9T By
— H H29TB g [ - ngg ]
9T By (97 Bg)(g" B~1g)
>0
> 0.

Hierbei haben wir am Schluss ausgenutzt, dass wegen der Cauchy-Schwarzschen Un-
gleichung
lgll2 _ (B29T (B 29)) _ |
(9"Bg)(g"B~g) — |IB2g|3 1B~ 2l ~
Fiir (b) definieren wir k() := ¢(p(«)) und zeigen, dass k'(a) < 0 fiir alle « € (0,1).
Nun ist

Ka) = V(i) (p® —pY)
= (9+ Bp(a)"(p" — ")
= (9+Bp") (p” - )+a( p")'B(p” —pY)
>0
< (g+ BT " ")+ " = p")TBE" - pY)
= " ") (g+ Bp”)
- 0
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fir alle @ € [0, 1). Damit sind (a) und (b) bewiesen.

Zum Beweis von (c) nehmen wir [|[pZ|l2 > A an. Es ist ||5(0)[2 = 0 < A und [|p(2)||2 =
PPl > A. Da ||p(-)||2 auf [0,2] strikt monoton wachsend ist, gibt es genau ein 7* €
(0,2) mit |[p(7*)|l2 = A. Ist [|pY]| > A bzw. ||g|I3/(Ag? Bg) > 1, so ist " € (0,1]
gegeben durch
A Ag'Bg
" = = .
Ul llgll3

Andernfalls ist 7" € (1,2) als Losung von

1Y + (7 = D)(F - p)|3 = A?

zu bestimmen.

Wieder sei ||pPl2 > A. Ist ||pY[|2 > A bzw. ||g|3/(AgT Bg) > 1, so ist

Ag"B
gll5
und daher A
B(r) = —mg = p".
gll2

In diesem Falle ist also ¢(p(7*)) = ¢(p®), die Behauptung also richtig. Ist dagegen
PV |l2 < A bzw. ||g|I3/(Ag" Bg) < 1, so ist 7* € (1,2) und

o_ _ llgl3 U _ -

Da ¢(p(-)) auf [0, 2] monoton fallend ist, ist ¢(p®) > ¢(p(1)) > ¢(H(7*)). Damit ist die
Aufgabe scglieklich vollstdndig gelost.

Seien f € R, g € R™\ {0}, die symmetrische und positiv definite Matrix B € R™*™ und
A > 0 gegeben. Man gebe ein Verfahren zur Berechnung der Losung p™ von

1
) Minimiere ¢(p) := f + g'p+ ipTBp auf

M :={peR":pespan{g, B g}, [jp|l2 < A}

an und zeige, dass

o Ly (o gl
=00 2 Slglmin (A, {512,

Hinweis: Fiir den letzten Teil der Aufgabe kann man die Aussage von Aufgabe [6] ver-
wenden.

Losung: O.B.d. A. kénnen wir annehmen, dass ¢ und B~'¢g linear unabhéngig sind.
Denn andernfalls ist der Cauchy-Punkt p¢ Losung von (P), wie wir in Aufgabe@gesehen
haben. Das Problem (P) ist dquivalent zu

lglz \" [ « Lo\ (9¢"Bg lgl} e
Minimiere f+<gTB2g> <5)+2<ﬁ> ( ||9||% gTB_219><5>

unter der Nebenbedingung |ag + 8B g2 < A.
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Im Prinzip hat man das Problem (P) also auf ein zweidimensionales Trust-Region-
Hilfsproblem zuriickgefiihrt. Eine Losung (o, 5*) ist durch die Existenz eines A* > 0

mit
K 9"Bg  |gl3 )+Xk< lgl3  ¢"B™'g ﬂ < o > _ _< lgll3 >
lgll3 ¢"B~ g g"B7'g ||IB71g|3 B 9" Bg

N(A~la*g+ 8B gl2) =0

charakterisiert. Fiir A > 0 definiere man

<a<A>>::_[<gTBg g3 >H< lgl3  ¢"B~'g ﬂ( lgll3 >
BN lglls  ¢"B7'g 9"B7'g 1B Y9l 9" By

Natiirlich konnte man eine explizite Darstellung angeben, was aber nicht sonderlich
hilfreich wire. Ist [|a(0)g + B(0)B~lg[ls < A, so ist p = a(0)g + B(0)B~!g die
Losung von (P). Andernfalls hat man die Losung A\* > 0 von

l(A)g + BA) B gll2 = A

zu bestimmen und es ist pM := a(\*)g+B(\*) B~1g die Losung von (P). Da der Cauchy-
Punkt p© als Vielfaches von g trivialerweise in span {g, B~'g} liegt, folgt aus Aufgabe
[6] dass

und

o o1 . llgll2
f—o™) > f—op >22“9”2mm(A’ HBHz)'

Die Aufgabe ist damit gelost.

9. In Aufgabe [1] sollte die exakte Losung p* von
o T L
) Minimicre  6(p) := o"p+ 50" Bp, ol < A,

berechnet werden, wobei

1 2 -1 1
(1) me(2) aed

Zum Vergleich berechne man den Cauchy-Punkt p© (siche Aufgabe @ und den Dog Leg
Punkt p(7*) (siehe Aufgabe . Man vergleiche die Werte ¢(p*), ¢(p®) und ¢(5(1*)).
Schlielich plotte man den “Dog Leg Pfad” {p(7) : 7 € [0,2]} und (gestrichelt) den
optimalen Pfad {p*(A) : A € [0,1]}, wobei p*(A) die Losung von (P) (mit variablem
A) ist.

Losung: Es ist ||g]|3/(Ag? Bg) > 1 und daher

C_gye B 1 (-1
Pr =R = TRt m( 1)'

Wir berechnen

B(p*) = —0.42161847956689,  ¢((7*)) = p(p”) = —0.39460678118655.

In Abbildung geben wir den Dog Leg Pfad und (gestrichelt) den optimalen Pfad
an. Diese Abbildung haben wir mit Hilfe der Funktion TrustStep aus Aufgabe [d] durch
das folgende (sicher verbesserungswiirdige) Script file hergestellt:
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Dog leg und optimaler Pfad

0.8

061

04f

021

0 L L L L L L L L
-045 -04 -03 -03 -025 -02 -045 -01 -0.05 0 0.05

Abbildung 5.9: Dog Leg und optimaler Pfad

g=[1;-11;B=[2 -1;-1 1]1;

p_B=-B\g;

p_U=-(norm(g) ~2/ (g’ *Bxg) ) *g;

tau=linspace(0,1);

p_1=p_U(1)*tau;

p_2=p_U(2)*tau;

tau=linspace(1,2);

q_1=p_U(1)+(tau-1)*(p_B(1)-p_U(1));

q_2=p_U(2)+(tau-1)*(p_B(2)-p_U(2));

r_1=[p_1 q_11;

r_2=[p_2 q_2];

plot(r_1,r_2);

hold on

h=0.01;p=[];

for k=1:100
Delta=kx*h;
g=TrustStep(B,g,Delta,100,1e-10);
p=[p al;

end;

plot(p(1,:),p(2,:),°-.7);

5.3.3 Aufgaben zu Abschnitt 4.3

1. Sei f:R"™ — R konvex und M C R” konvex. Ist dann z* eine Losung der konvexen
Optimierungsaufgabe

(P) Minimiere f(z), z € M,
welche im Inneren von M liegt (insbesondere sei dieses also nichtleer), so ist f(z*) <

f(x) fiir alle x € R™, d.h. in z* liegt ein unrestringiertes Minimum von f.

Losung: Sei x ¢ M gegeben. Zu zeigen bleibt, dass f(z*) < f(x). Es existiert ein
Ao € (0,1] mit * + Ao(z — 2*) € M. Da x* eine Losung von (P) ist, ist f(z*) <
f(z* 4+ Ao(z — 2*)). Die Konvexitét von f auf dem R™ sichert, dass

f@®) < " 4 Moz — 7)) < (1= o) f(27) + Ao f (),
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woraus f(z*) < f(z) und damit die Behauptung folgt.
2. Gegeben sei die nichtlineare Approximationsaufgabe
(P) Minimiere f(z) := ||F(x)||, =« € R"™

Hierbei sei F:R™ — R™ in x € R" stetig partiell differenzierbar. Mit gegebenem
A > 0, einer symmetrischen und positiv semidefiniten Matrix B € R™ ™ und einer
Norm || - || auf dem R™ sei p* eine (globale) Losung von

C 1
(Px,A) Minimiere f,(p) := ||F(z) + F'(z)p|| + 5pT3p7 IIp|| < A.

Dann gilt die folgende Verallgemeinerung von Lemma bzw. des ersten Teils von
Lemma [3.2}

(a) Esist x genau dann eine stationdre Losung von (P), wenn f(z) = f.(p*).
(b) Bezeichnet man den Optimalwert von (P, A) mit v(z, A) und ist A* > 0, so ist

f(z) —v(x,A) > AA* [f(z) — v(x, AY)] fir alle A € (0, A*].

Losung: Die Abbildung g: R™ — R sei durch g(y) := ||y|| definiert. Sei = eine statio-
nire Losung von (P). Dann ist insbesondere

0 < fl(zsp")
g (F(z); F'()p")

< IF@) + F@pl - |17
= L)~ 30 B~ f()
< R0 - F@)

< 0,

woraus die Behauptung folgt, da ja natiirlich trivialerweise f,(p*) < f.(0) = f(z). Sei
umgekehrt f;(p*) = f(z). Dann ist auch p** := 0 eine Lésung von (P, A), insbeson-
dere von (P, a), insbesondere auch der unrestringierten Aufgabe, f,(-) auf dem R™ zu
minimieren. Fiir ein beliebiges p € R" ist daher

0

IN

f2(0;p)

fr(tp) - fm(o)

t—0+ t

|F(x) + tF'(x)p|| + 5t*p" Bp — | F(z)|

also ist = eine stationdre Losung von (P). Damit ist der erste Teil der Aufgabe gelost.
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Sei A € (0, A*] und p* eine Losung von (P a«). Dann ist p := Ap* mit X := A/A* €
(0, 1] zuléssig fir (P, ) und daher

f(.%') - U(va) > fw(o) - fac()‘p*)
= f2(0) = fo((1 = A)0 + Ap¥)
> f2(0) = [(1 = A) f2(0) + Afa(p")]
= Alfe(0) = fa(p)]
A *
= D@ — o, A))

womit die Behauptung bewiesen ist.

Man schreibe eine Matlab-Funktion, mit welcher mit Hilfe des Madsen-Verfahrens das
nichtlineare Tschebyscheffproblem

(P) Minimiere ||F(z)||s0, € R",

gelost werden kann, wobei F: R®™ — R™ stetig differenzierbar ist.

Hinweis: Das auftretende Hilfsproblem
Minimiere ||F(z) + F'(2)pllco, [|Plloc < A
ist dquivalent zur linearen Optimierungsaufgabe
Minimiere ¢ unter den Nebenbedingungen
—de < F(x) + F'(z)p < de, —Ae < p < Ae.

Hierbei ist e der Vektor des R™ bzw. R", dessen Komponenten alle gleich 1 sind. Steht
die Optimization toolbox von Matlab zur Verfiigung, so kann man die Funktion linprog
benutzen, andernfalls ist man leider gezwungen, sich selbst einen Loser fiir linease Pro-
gramme zu schreiben. Anschliefsend teste man die Funktion an den folgenden Beispielen:

a) Man setze t; := (i —11)/10, i = 1,...,21. Die Abbildung F:R? — R?! sei durch
(a) bees g

T + x2t; .
Fi($1,$2,$3,l‘4,l’5) = 1 1 xst +$4t21+ .’I}5t3 _eXp(ti)a 1= 17"'>21a
? A 7

gegeben.
(b) Sei F:R? — R3 durch
23+ 23+ z120
F(xy,x9) := sin 1
COS T2
gegeben.
(c) Die Abbildung F:R? — R? sei durch

F(z1,22) == <

T — a3 + 5r3 — 239 — 13
Ty + 23 + 23 — 1439 — 29

gegeben.
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Loésung: Wir haben das function file TrustTsch.m mit dem folgenden Inhalt geschrie-
ben:

function [x,iter]=TrustTsch(Fun,x_0,Delta_0O,max_iter,tol);
Yh ok ok ok ko sk sk ok o ok oK ok ok ook oK K ok K ok ok ook oK oK K ok oK ok ok oK oK ok K ok ok ok oK ok K ok ok ok
%The Madsen algorithm is used to solve the nonlinear
%Tschebyscheff problem

VA minimize f(x):=||F(x)||_inf

Gh sk sk ok ok sk sk sk ok ok o ok ok ook Kok K ok K ok K ok KKK oK R ok K Sk ok kKK R ok K ok kK oK K ok K ok
%Input parameter:

% Fun function [F(x),F’(x)]=Fun(x)
% x_0 initial iterate

% Delta_0 initial trust region radius
% max_iter maximal number of iterations
% tol tolerance

%0utput parameter:

A X approximate solution

% iter number of iteratioms

Of sk ok ok ok 3 ok ok sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok o o o ok ok ok sk sk sk sk sk sk ok ok o o o o o o ok ok sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok o o
rho_1=0.01;rho_2=0.25;rho_3=0.25;sigma_1=0.25;sigma_2=2;
options=optimset (’LargeScale’,’off’,’Display’,’off’);iter=0;
x_c=x_0;Delta_c=Delta_0;[F_c,J_cl=feval(Fun,x_c);
[m,n]=size(J_c);e_m=ones(m,1);e_n=ones(n,1);
c=[zeros(n,1);1];A=[J_c,-e_m;-J_c,-e_m] ;b=[-F_c;F_c];
1=[-Delta_c*e_n;-Inf] ;u=[Delta_c*e_n;Inf];
z=linprog(c,A,b,[1,[]1,1,u,[],options);
p=z(1:n) ;f=norm(F_c,inf) ;f_c=z(n+1);
while (f-f_c>tol)&(iter<max_iter)
iter=iter+i1;
x_plus=x_c+p;
[F_plus,J_plus]=feval (Fun,x_plus) ;f_plus=norm(F_plus,inf);
r_c=(f-f_plus)/(f-f_c) ;norm_p=norm(p,inf);
if (r_c<=rho_2)
Delta_c=sigma_1l*norm_p;
else
if (norm(F_plus-F_c-J_c*p,inf)<=rho_3*(f-f_plus))
Delta_c=sigma_2*norm_p;
else
Delta_c=norm_p;
end;
end;
if (r_c>=rho_1)
x_c=x_plus;F_c=F_plus;J_c=J_plus;
end;
A=[J_c,-e_m;-J_c,-e_m];b=[-F_c;F_c];
1=[-Delta_c*e_n;-Inf];u=[Delta_c*e_n;Inf];
z=linprog(c,A,b,[1,[]1,1,u,[],options);
p=z(1:n) ;f=norm(F_c,inf) ;f_c=z(n+1);
end;
X=X_C;

Zur Bearbeitung des ersten Testbeispieles schreiben wir ein function file Madsenl .m mit
dem Inhalt
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function [F,J]=Madsenl(x);
t=linspace(-1,1,21)’;y=exp(t);
num=x (1) +x (2) ¥t ;den=1+x(3) *t+x (4) *(t.~2)+x(5) *(t."3) ;
F=num./den-y;
if nargout>1
den2=den."2;
J=[1./den,t./den, - (num.*t) ./den2, - (num.*(t.~2))./den2, - (num.*(t.~3))./den2];
end;

Die Befehle

>> x_0=zeros(5,1);
>> Delta_0=1;
>> [x,iter]=TrustTsch(’Madsenl’,x_0,Delta_0,100,1e-12);

liefern

0.99987762874885
0.25358844041148

x=| —0.74660757174630 |, iter = 10.
0.24520150190227
—0.03749029100843

Fiir das zweite Testbeispiel schreiben wir ein function file Madsen2.m mit dem Inhalt

function [F,J]=Madsen2(x);
F=[x(1)~2+x(2) ~2+x(1) *x(2) ;sin(x(1) ) ;cos(x(2))];
J=[2*x(1)+x(2) ,2*x(2)+x(1) ;cos(x(1)),0;0,-sin(x(2))];

Nach den Befehlen

>>x_0=[3;1] ;Delta_0=1.2;
>>[x,iter]=TrustTsch(’Madsen2’,x_0,Delta_0,100,1e-12);

erhalten wir das Ergebnis

_( 0.45329632005639 Cor — 31
—\ —0.90659247409256 ) T T O

Selbst mit dem Startwert zg = (10, —10)” erhiilt man nach 36 Iterationen im wesent-
lichen dasselbe Ergebnis. Startet man zg = (0,0)7, so erhiillt man gleich im ersten
Schritt einen Abbruch. In der Tat ist z* = (0,0)” eine stationire Losung, aber kein
lokales Minimum der zugehorigen Approximationsaufgabe.

Fiir das dritte Beispiel schreiben wir das File FleWat.m mit dem Inhalt

function [F,J]=FleWat(x);
F=[x(1)-x(2)~3+5*x(2) ~2-2%x(2) -13;x (1) +x(2) ~3+x(2) ~2-14*x(2) -29] ;
if nargout>1

J=[1,-3*x(2)"2+10*x(2)-2;1,3*x(2) ~2+2*x(2)-14] ;
end;

Bei diesem Beispiel hatten wir beim Gauf-Newton-Verfahren mit Line search Schwie-
rigkeiten. Mit dem Startwert zg = (3,9)” und Ag = 1 erhalten wir nach
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[x,iter]=TrustTsch(’FleWat’,x_0,Delta_0,100,1e-10);

das Ergebnis

5.00000000000001 iter — 8
4.00000000000000 / 4=

In der Tat ist 2* = (5,4)7 eine Nullstelle von F und daher eine globale Losung der
zugehorigen Tschebyscheffschen Approximationsaufgabe (die auch lokal stark eindeutig
ist). Es gibt aber noch eine weitere lokale Losung, die aber nicht lokal stark eindeutig
ist. Nach

>>x_0=[10;-2] ;Delta_0=1;
>>[x,iter]=TrustTsch(’FleWat’,x_0,Delta_0,100,1e-12);

erhalten wir
. < 11.41277858189174

—0.89680528354248 > ,  lter=27.

Die exakte lokale Losung ist

oot 53 — 4v/22
3 2 — /22

11.41277898690209
—0.89680525327448 | -

4. Man I6se das nichtlineare Ausgleichsproblem
(P), Minimiere f(x) := ||F(x)|2, =€ R",

wobei I’ wie in den drei Beispielen in Aufgabe [3] gegeben ist.

Losung: Fiir die drei Aufgaben benutzen wir natiirlich die function files Madsel.m,
Madsen2.m und FleWat.m. Nach

[x,iter]=TrustLeast(’Madsenl’,zeros(5,1),1,100,1e-12);

erhalten wir das Ergebnis

0.99989763243960
0.25461105075651

x = | —0.74552381361937 |, iter = 9.
0.24418740089446
—0.03717219743750

Entprechend ist

_ 0.15543784360214
| —0.69456373720168

> , iter = 30
das Ergebnis von
[x,iter]=TrustLeast(’Madsen2’,[3;1],1.2,100,1e-12);
Nach

[x,iter]=TrustLeast (’FleWat’,[10;-2],1,100,1e-12);
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erhalten wir

( 11.41277885557161

—0.89680532100874 ) ,  dter=29.

Nach
[x,iter]=TrustlLeast(’FleWat’, [3;9],1,100,1e-12);

ist

5.00000000000000 itor — 8
4.00000000000000 / -



5.3 Aufgaben zu Kapitel 4 249




	Einführung durch Beispiele
	Grundlagen
	Optimalitätsbedingungen
	Notwendige Optimalitätsbedingungen erster Ordnung
	Notwendige und hinreichende Optimalitätsbedingungen zweiter Ordnung
	Aufgaben

	Konvexe Funktionen
	Glatte konvexe Funktionen
	Nichtdifferenzierbare konvexe Funktionen
	Aufgaben


	Schrittweitenverfahren
	Ein Modellalgorithmus
	Schrittweitenstrategien bei glatter Zielfunktion
	Konvergenz des Modellalgorithmus bei glatter Zielfunktion
	Aufgaben

	Quasi-Newton-Verfahren
	Das Newton-Verfahren
	Die Broyden-Klasse und das BFGS-Verfahren
	Globale Konvergenz des BFGS-Verfahrens
	Lokale superlineare Konvergenz des BFGS-Verfahrens
	Die Implementation des BFGS-Verfahrens
	Das L-BFGS-Verfahren
	Aufgaben

	Verfahren der konjugierten Gradienten
	Quadratische Zielfunktionen
	Das Fletcher-Reeves-Verfahren
	Aufgaben

	Das Gauß-Newton-Verfahren
	Die Konvergenz des Gauß-Newton-Verfahrens
	Nichtlineare Ausgleichsprobleme
	Nichtlineare Tschebyscheff-Approximation
	Starke Eindeutigkeit, Superlineare Konvergenz
	Aufgaben


	Trust-Region-Verfahren
	Ein Modellalgorithmus
	Aufgaben

	Trust-Region-Verfahren bei glatter Zielfunktion
	Das Trust-Region-Hilfsproblem
	Globale Konvergenz
	Das Trust-Region-Newton-Verfahren
	Aufgaben

	Trust-Region-Verfahren bei nichtlinearen Approximationsaufgaben
	Globale Konvergenzaussagen
	Superlineare Konvergenz
	Nichtlineare Ausgleichsprobleme
	Aufgaben


	Lösungen zu den Aufgaben
	Aufgaben zu Kapitel 2
	Aufgaben zu Abschnitt 2.1
	Aufgaben zu Abschnitt 2.2

	Aufgaben zu Kapitel 3
	Aufgaben zu Abschnitt 3.1
	Aufgaben zu Abschnitt 3.2
	Aufgaben zu Abschnitt 3.3
	Aufgaben zu Abschnitt 3.4

	Aufgaben zu Kapitel 4
	Aufgaben zu Abschnitt 4.1
	Aufgaben zu Abschnitt 4.2
	Aufgaben zu Abschnitt 4.3



