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Antrittsvorlesung 1972

Angewandte oder anwendbare Mathematik?

Die Mathematik verdankt ihre allgemeine Wertschätzung ihrer
bedeutenden Rolle für die Anwendungen. Dies gibt uns die
Verpflichtung, die Anwendbarkeit der Mathematik weiter zu
pflegen. Die Mathematik kann sich nicht erschöpfen in der
alleinigen Entwicklung von Theorien, wir haben auch die
Aufgabe durch Anwendung der Mathematik in anderen
Wissenschaften und Lebensbereichen bei der Lösung aktueller
konkreter Probleme mitzuwirken.
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Doktorvater
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Freund und Kollege
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Inverse Streutheorie

Mathematische Streutheorie modelliert die Auswirkung von
Inhomogenitäten auf die Ausbreitung von Wellen.

Video
Rainer Kress Gelöste und ungelöste inverse Probleme

http://num.math.uni-goettingen.de/kress/video/inc_wave.avi
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Inverse Streutheorie

Video

Direktes Streuproblem
Gegeben: Einfallende Welle

und Streuobjekt
Gesucht: Gestreute Welle

Inverses Streuproblem
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und gestreute Welle
Gesucht: Position und Gestalt

des Streuobjekts
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Inverse Probleme

Zwei Probleme sind zueinander invers, wenn die Formulierung
des ersten Problems die Lösung des zweiten Problems enthält
und umgekehrt.

4× 5 = 20 20 : 4 = 5
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Inverse Streutheorie

Video

Direktes Streuproblem
Gegeben: Einfallende Welle

und Streuobjekt
Gesucht: Gestreute Welle

Inverses Streuproblem
Gegeben: Einfallende

und gestreute Welle
Gesucht: Position und Gestalt

des Streuobjekts
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Inverses Streuproblem

U(x , t) = Re
{

u(x)e−iωt} ω = Frequenz

XXXz -����

ui
us

D

ui : einfallende Welle, ui(x , d) = eik x ·d , |d | = 1

us : gestreute Welle

u = ui + us : Gesamtfeld
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Inverses Streuproblem
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ui
us, u = ui + us

D

∆u + k2u = 0 in IR3 \ D̄, Helmholtz Gleichung

u = 0 auf ∂D

∂us

∂r
− ikus = o

(
1
r

)
, r = |x | → ∞, Sommerfeld

us(x) =
eik |x |

|x |

{
u∞ (x̂) + O

(
1
|x |

)}
, |x | → ∞, x̂ :=

x
|x |

Gegeben: Fernfeld u∞ für eine einfallende ebene Welle
Gesucht: Gestalt und Position des Streuobjekts D
Nichtlinear und inkorrekt gestellt
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Modellierung Minensuche
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Modellierung Minensuche

Elektromagnetische Streuung
im geschichteten Medium

Einfallendes Primärfeld
Gestreutes Sekundärfeld
Induzierte Spannung im
Detektor
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Modellierung Minensuche
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Modellierung Minensuche

Maxwell Gleichungen

curl E − iωµH = 0, curl H + iωεE = σE

Randbedingungen

Etang = 0 auf metallischer Mine,
Etang and Htang stetig am Übergang Luft-Erde

Silver–Müller Ausstrahlungsbedingung für gestreutes Feld

Primärfeld modelliert nach Biot–Savart

Induzierte Spannung nach Faraday

Projektverbund Humin/MD, gefördert von BMBF:
Metalldetektoren für Humanitäres Minenräumen
Delbary, Erhard, K., Potthast, Schulz 2008
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Inverses Streuproblem
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us, u = ui + us
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∆u + k2u = 0 in IR3 \ D̄, Helmholtz Gleichung

u = 0 auf ∂D

∂us
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− ikus = o
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Lemma von Rellich

Franz Rellich 1906–1955
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Eindeutigkeit, d.h. Identifizierbarkeit

Rellich Lemma: Das Fernfeld u∞ bestimmt eindeutig das
Gesamtfeld u = ui + us in IR3 \ D.

D
u = 0

ui
us

XXXz -����

Eindeutigkeit: ⇔
Keine weiteren Oberflächen mit u = 0
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Eindeutigkeit, d.h. Identifizierbarkeit

Eindeutigkeit: ⇔
Keine weiteren Oberflächen mit u = 0

D
u = 0

ui
us

XXXz -����

u = 0

Nein!!
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Eindeutigkeit, d.h. Identifizierbarkeit

Eindeutigkeit: ⇔
Keine weiteren Oberflächen mit u = 0

D
u = 0

ui
us

XXXz -����

u = 0

?????
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Theorem von Schiffer

Theorem 1. Schiffer 1967
Für zwei Streuobjekte D1 und D2 gelte

u∞,1(x̂ , d) = u∞,2(x̂ , d)

für alle Beobachtungsrichtungen x̂ und
alle Einfallsrichtungen d .
Dann ist D1 = D2.
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Beweisidee zum Theorem von Schiffer

D1 D2

D∗ = unbeschränkte Komponente
von IR3 \ (D1 ∪ D2)

u1(· , d) = u2(· , d) in D∗

Im schraffierten Gebiet: 4u1 + k2u1 = 0
Auf dem Rand: u1 = 0
{u1(· , d) : d ∈ S2} linear unabhängig.
Widerspruch zu H1

0 → L2 kompakt.

Kirsch, K. 1992 Alternativer Beweis
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Beweisidee zum Theorem von Schiffer

Lax and Philipps, Scattering Theory, Academic Press, 1967

Korrektes Hilfsgebiet: (IR3 \ D∗) \ D1

D1 D2

D∗

Inkorrektes Hilfsgebiet: D2 \ (D1 ∩ D2)

D1 D2

D∗
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Eindeutigkeit für eine einfallende Welle

Theorem 2. Colton, Sleeman 1983
Unter der a priori Information k diamD < 2π ist D eindeutig
bestimmt durch das Fernfeld für eine ebene Welle.
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Offene Probleme zur Eindeutigkeit

Eindeutigkeit bei einer einfallenden Welle ohne a priori
Annahmen

Eindeutigkeit bei einer einfallenden Welle für andere
Randbedingungen bei a priori Annahmen über die Größe
des Streuobjekts
Eindeutigkeit aus der Amplitude |u∞| des Fernfelds
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Iterative Methoden

Iterative Methoden: Interpretation des inversen Streuproblems
als nichtlineare inkorrekt gestellte Operator Gleichung.

Regularisierte Newton Iteration, Landweber Iteration,
konjugierte Gradienten Verfahren, etc
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Rand nach Fernfeld Abbildung

∂DXXXz -����

ui
u∞

��:���
e

r(e)

Zur Vereinfachung: ∂D = ∂Dr = {r(e)e : e ∈ S2}

A(r) = u∞

Linearisiere: A(r0 + q) = A(r0) + A′(r0)q + O(q2)

Löse A(r0) + A′(r0)q = u∞ und setze r1 = r0 + q

Regularisierung erforderlich, z.B. nach Tikhonov

αq + [A′(r0)]
∗A′(r0)q = [A′(r0)]

∗[u∞ − A(r0)]
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Fréchet Ableitung

Theorem 3.
A : H2

+(S2) → L2(S2)

A′(r)q = vq,∞

mit dem Fernfeld vq,∞ zur
Lösung von

∆vq + k2vq = 0 in IR3 \ Dr

vq = −ν · e ∂u
∂ν

q auf ∂Dr

���:
��:���
e

���
ν

q
r

∂Dr

r + q

∂Dr+q

A(r + q)

= A(r) + A′(r)q + O(q2)

Roger 1981, formales Differenzieren
Kirsch 1991, Hilbert Raum Methoden, Gebietsableitung
Potthast 1992, Randintegralgleichungen

Rainer Kress Gelöste und ungelöste inverse Probleme



Fréchet Ableitung

Theorem 3.
A : H2

+(S2) → L2(S2)

A′(r)q = vq,∞

mit dem Fernfeld vq,∞ zur
Lösung von

∆vq + k2vq = 0 in IR3 \ Dr

vq = −ν · e ∂u
∂ν

q auf ∂Dr

���:
��:���
e

���
ν

q
r

∂Dr

r + q

∂Dr+q

A(r + q)

= A(r) + A′(r)q + O(q2)

Numerische Implementierung:
Hettlich, Hohage, Kirsch, K., Murch et al,
Roger, Rundell, Tobocman, ... 1981-..., in 2D
Farhat et al 2002, Harbrecht & Hohage 2005, in 3D
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Huygenssches Prinzip

us(x) = − 1
4π

∫
∂D

eik |x−y |

|x − y |
∂u
∂ν

(y) ds(y), x ∈ IR3 \ D

Daten Gleichung

u∞(x̂) = − 1
4π

∫
∂D

e−ik x̂ ·y ∂u
∂ν

(y) ds(y), x̂ ∈ S2

Feld Gleichung

ui(x) =
1

4π

∫
∂D

eik |x−y |

|x − y |
∂u
∂ν

(y) ds(y), x ∈ ∂D

Zwei Integralgleichungen für zwei Unbekannte
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Huygenssches Prinzip

Daten Gleichung

u∞(x̂) = −
∫

∂Dr

e−ik x̂ ·y ϕ(y) ds(y), x̂ ∈ S2

Feld Gleichung

ui(x) =

∫
∂Dr

eik |x−y |

|x − y |
ϕ(y) ds(y), x ∈ ∂Dr

Für Näherung r0 löse eine der beiden Gleichungen für ϕ.
Linearisiere die andere Gleichung (bei festem ϕ) nach r
und erhalte update r1 = r0 + q.

Ausgegend von Näherung r0 und ϕ0 linearisiere beide
Gleichungen simultan

Chapko, Ivanyshyn, Johannson, K.,
Rundell, Serranho, Sleeman, 2005 ...
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Video
Rainer Kress Gelöste und ungelöste inverse Probleme

http://num.math.uni-goettingen.de/kress/video/video_pinched_ball.avi


Video
Rainer Kress Gelöste und ungelöste inverse Probleme

http://num.math.uni-goettingen.de/kress/video/video_cushion.avi


Sampling und Probe Methoden

Indikator Funktionen J : IR3 → IR, deren Wert J(z) entscheidet,
ob ein Punkt z innerhalb oder außerhalb des Streuobjekts D
liegt.

D

Numerische Auswertung der Indikator Funktion an einem
Gitter von Punkten und Farbkodierung von J(z).
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Lineare Sampling Methode

Definiere Fernfeld Operator F : L2(S2) → L2(S2) durch

(Fg)(x̂) :=

∫
S2

u∞(x̂ , d)g(d) ds(d), x̂ ∈ S2

Setze
ez(x̂) = e−ik z·x̂ , x̂ ∈ S2

und betrachte die lineare Integralgleichung

Fg = ez

mit einem beliebigen Punkt z
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Lineare Sampling Methode

Sei z ∈ D und g eine Lösung von∫
S2

u∞(x̂ , d)gz(d) ds(d) = e−ik z·x̂ , x̂ ∈ S2

⇒
∫

S2
us(x , d)gz(d) ds(d) =

eik |x−z|

|x − z|
, x ∈ IR3 \ D̄

⇒ −
∫

S2
eik x ·dgz(d) ds(d) =

eik |x−z|

|x − z|
, x ∈ ∂D

⇒ J(z) := ‖gz‖L2(S2) →∞, z → ∂D

Schlechte Nachricht: Die Integralgleichung ist nur in
Ausnahmefällen lösbar

Gute Nachricht: Methode funktioniert ausgezeichnet
und kann durch Approximationsargumente legitimiert werden
Colton, Kirsch 1996,
Arens, Cakoni, Haddar, K., Monk, ...
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Herglotz Funktionen

v(x) =

∫
S2

eik x ·dg(d) ds(d)

Gustav Herglotz 1891–1953
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Carl Runge

Carl David Tolmé Runge 1856–1927
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Faktorisierungs Methode

Betrachte zu dem Fernfeld Operator F : L2(S2) → L2(S2) mit

(Fg)(x̂) :=

∫
S2

u∞(x̂ , d)g(d) ds(d), x̂ ∈ S2

für ez(x̂) = e−ik z·x̂ die lineare Operator Gleichung

(F ∗F )1/4g = ez

Theorem 4. Die (F ∗F )1/4 Gleichung ist lösbar genau dann,
wenn z ∈ D.

Zu einer regularisierten Lösung gz wähle J(z) := ‖gz‖L2(S2)

Kirsch 1998,
Arens, Haddar, Hanke-Bourgeois, van Harrach, K., Luke, ...
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Ipswitch Data
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Offene Probleme zu Rekonstruktionsverfahren

Konvergenzanalysis für regularisierte Iterationsverfahren

Faktorisierungsmethode bei den Maxwell Gleichungen
Fundierte hybride Methode aus Sampling und
Iterationsverfahren
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