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1 Einleitung

Approximation ist ein Bereich der numerischen Mathematik, der immer dann zum Tra-
gen kommt, wenn bestimmte Funktionen oder exakte Losungen von gegebenen Proble-
men nicht explizit angegeben oder nicht effizient ausgewertet werden kénnen.

Ein Teilgebiet der multivariaten Approximation ist die Approximation und Interpola-
tion mit radialen Basisfunktionen, die seit einigen Jahren griindlich untersucht wird.
Hierbei wird die Interpolante bzw. Approximante als Linearkombination von Trans-
laten einer festen Basisfunktion gebildet. In der Regel wird dabei die Basisfunktion
als radial angenommen, d.h. ihr Wert an einer vorgegebenen Stelle x hdngt nur von
der euklidischen Norm ||z|| von x ab. Dies bedeutet insbesondere, daf} eine univariate
Funktion als Funktion in der Norm als radiale Basisfunktion in einer oder auch jeder
vorgegeben Raumdimension fungieren kann.

Die Methodik 1a8t sich grob in Gitterverfahren und Scattered-data-Verfahren unter-
teilen (vgl. die Ubersichtsartikel [9, 14, 15, 43, 47, 49]). Anwendungen finden sich
im Bereich der Computer-unterstiitzten Konstruktion und Modellierung geometrischer
Objekte CAGD ([47]) und bei dem Entwurf neuronaler Netze ([8]). Auch vereinzelte
Versuche, Integralgleichungen [34] und Differentialgleichungen [67] mit radialen Ba-
sisfunktionen ndherungsweise zu l6sen, sind bereits unternommen worden und liefern
Perspektiven fiir weitere Anwendungsmoglichkeiten.

Haben die klassischen radialen Basisfunktionen wie Multiquadrics, Thin-plate-splines
und Potenzen den Vorteil einer einheitlichen Darstellung unabhéngig von der Raum-
dimension, so besitzen sie gleichzeitig keinen kompakten Trager, was auch zur Folge
hat, dafl insbesondere bei der Approximation auf dem Gitter nicht mit den Funktionen
selbst sondern mit Lokalisierungen, d.h. mit finiten Linearkombinationen der Basisfunk-
tion als Ansatzfunktion gerechnet wird. Ferner bekommt man bei der Interpolation das
zusédtzliche Problem, daf} die auftretenden Interpolationsmatrizen voll besetzt sind und
daf} die Interpolante viele Auswertungen der Basisfunktion nétig macht. Dies hat zu
Prékonditionierungsverfahren [16] und speziellen Auswertverfahren [3, 43, 44] gefiihrt.

Derartige Probleme lassen sich auf elegante Weise vermeiden, wenn man Basisfunktio-
nen mit kompaktem Trager benutzt, sofern man eine von der zugrundeliegenden Raum-
dimension abhéngige Darstellung akzeptiert. Erste Untersuchungen in dieser Richtung,
die sich vor allem auf die Konstruktion radialer Basisfunktionen mit kompaktem Trager
konzentrierten, findet man in [59, 64, 65]. Die dort konstruierten Funktionen haben den
entscheidenden Nachteil, dafl ihre Fouriertransformierten Nullstellen besitzen, was die
Bestimmung asymptotischer unterer Schranken praktisch unméglich macht. Diese aber
sind wichtig fiir die Bestimmung des Konditionsverhaltens.

Die Arbeit ordnet sich in diesen Themenkreis ein und ist folgendermaflen aufgebaut.
Zuerst wird in die Theorie der Interpolation mit radialen Basisfunktionen eingetfiihrt,
wobei nur die fiir das weitere Vorgehen wichtigen Aspekte vorgestellt werden. Eine
ausfiithrliche Einfiihrung, auch vom Standpunkt der Approximation, findet man in den
bereits erwihnten Ubersichtsartikeln [9, 14, 15, 43, 47, 49]. Anschliefend werden in
Kapitel 3 die zugrundeliegenden Basisfunktionen untersucht. Hier wird schnell eine
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Einschrankung auf die in diesem Zusammenhang relevanten positiv definiten Funktio-
nen im Gegensatz zu den bedingt positiv definiten Funktionen erfolgen. In Kapitel 4
werden einige Konstruktionsmethoden vorgestellt, auf die in den folgenden Kapiteln
zurlickgegriffen wird. Im 5. Kapitel wird eine neue Klasse von positiv definiten radialen
Funktionen mit kompaktem Trager konstruiert. Diese Funktionen bestehen innerhalb
ihres Tragerbereiches aus einem univariaten Polynom, dessen Grad in Abhéngigkeit von
der Raumdimension und der vorgegebenen Glatte minimal ist. Ferner wird gezeigt, dafl
diese Funktionen bis auf einen konstanten Faktor durch diese Eigenschaften eindeutig
bestimmt sind. Es werden effiziente Rekursionsformeln zur Berechung hergeleitet. Tei-
le dieses Kapitels wurden vorab in [60] veroffentlicht. Erste erfolgreiche Anwendungen
dieser Basisfunktionen findet man in [19, 20]. Hat man diese Funktionen erst einmal
zur Hand, so lassen sich mit ihnen durch die Konstruktionsmethoden des 4. Kapitels
eine Vielzahl weiterer Funktionen konstruieren, was am Beispiel der Thin-plate-spline-
artigen Funktionen demonstriert wird. Die Funktionen minimalen Grades haben ge-
geniiber den bisher bekannten Funktionen den zusétzlichen Vorteil, eine nullstellenfreie
Fouriertransformierte zu besitzen. Daher wird in Kapitel 6 zuerst eine asymptotische
Entwicklung der Fouriertransformierten hergeleitet, die dann benutzt wird, um Aussa-
gen liber Approximationsgiite und Konditionsverhalten zu treffen.

Auch wenn in dieser Arbeit nicht auf Gittermethoden nidher eingegangen wird, sei hier
erwahnt, dafl radiale Basisfunktionen mit kompaktem Trager den Vorteil haben, daf
mit ihnen direkt und nicht mit Lokalisationen gerechnet werden kann. Da sie keine
Strang-Fix-Bedingungen [66] erfiillen, haben sie den Nachteil, dal im sogenannten sta-
tiondren Fall ein konstanter Fehler bei der Approximation auftritt. Im nichtstationéren
Fall 148t sich Konvergenz erreichen, wenn man eine Verschlechterung der Lokalitat ak-
zeptiert. In diesem Sinn gelten die Ergebnisse in [10] auch fiir die hier konstruierten
Funktionen.

Es sei ferner bemerkt, dafl positiv definite Funktionen mit kompaktem Trager, wie
sie hier vorgestellt werden, sich zumindest im univariaten Fall auch zur Konstruktion
periodischer Wavelets gemaf} [41] eignen.

An dieser Stelle mochte ich mich bei meinem Doktorvater Herrn Prof. Dr. Robert Scha-
back fiir die Méglichkeit einer ziigigen Dissertation bedanken. Herrn Prof. Dr. Jochen
Werner danke ich fiir die Ubernahme des Korreferates. Weiterer Dank gebiihrt der
Studienstiftung des deutschen Volkes und der Deutschen Forschungsgemeinschaft fiir
deren Unterstiitzung.
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In diesem Kapitel werden die Grundlagen der multivariaten Interpolation mit radialen
Basisfunktionen vorgestellt. Es dient zugleich als Motivation fiir die spéter konstruier-
ten Funktionen.

Sind ein Raum 7 von Funktionen s : RY — R | paarweise verschiedene Stiitzstellen
z; € RL1 <7 < Nund Werte f; € R, 1 < j < N gegeben, so lautet das zugehorige
Interpolationsproblem mit Lagrange-Daten:

Finde ein sy € T mit s¢(a;) = f;,1 <5 < N.

Im univariaten Fall d = 1 148t sich dieses Problem immer eindeutig 16sen, sofern man
fiir 7 ein N-dimensionales Haarsches System wie z.B. die Polynome oder die trigono-
metrischen Polynome wéhlt. Ein Haarsches System zeichnet sich dadurch aus, daf} es
unabhédngig von der Wahl der Stiitzstellen z; € R ist. Dies ist im multivariaten Fall
d > 2 nach einem Satz von Mairhuber (vgl. [33]) nicht mehr moglich.

Satz 2.1 Eine kompakte Menge M C R? enthalte wenigstens N > 2 Punkte. Dann
gilt: Es existiert fir C(M) ein N-dimensionales Haarsches System genau dann, wenn
M homdéomorph zu einer abgeschlossenen Teilmenge eines Kreisrandes ist. a

Will man also auch im mehrdimensionalen Raum interpolieren, muff man den Funk-
tionenraum 7 von den ,centers“ x; aus X = {x1,...,xn} abhéngig gestalten. Ein
einfacher Zugang besteht darin 7 als lineare Hiille der z;—Translate einer festen Funk-

tion ® : R? — R zu wahlen, d.h.
T=T(9,X) :=span{®(- — x1),..., (- —an)}.

Dabei nennt man ¢ Basisfunktion. Lafit sich ®(z) = ¢(]|z||) schreiben mit einem

¢ : Rso — R und der euklidischen Norm || - ||, so heifit ® bzw. ¢ radiale Basisfunktion.

In dieser Arbeit wird || - || grundsétzlich fiir die euklidische Vektornorm oder die zu-
gehorige Matrixnorm stehen. Andere Normen werden durch Indizierung kenntlich ge-
macht. Ebenso wird ¢ grundsétzlich eine univariate Funktion ¢ : R>o — R bezeichnen
und ®(x) = ¢(]|z]|) in diesem Zusammenhang die zugehorige d-variate Funktion.

Die bisher am meisten untersuchten Basisfunktionen sind

o(r) = e, B >0, Gaufiglocken,

o(r) = P B >0,0¢2N, Potenzen,

¢(r) = rlog(r), B € 2N, Thin-plate-splines,

o(r) = (r*+ 02)5/2, B¢ 2N,¢c >0, (inverse) Multiquadrics.

Ist eine Basisfunktion ® gewdhlt und liegen paarweise verschiedene Stiitzpunkte X =
{21, , 25} C R vor, so lassen sich die Koeffizienten a; der Interpolanten

sg(x) = Z%“D(ﬂﬁ — ;)
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eindeutig bestimmen, sofern die Interpolationsmatrizen
Ao x = ((x; — x)igjhen

invertierbar sind. Dies ist aber nicht fiir alle oben zitierten radialen Basisfunktionen
der Fall, so da} dann {iblicherweise ein multivariates Polynom zur Bildung der Inter-
polanten hinzugezogen wird, d.h. man setzt

sg(x) = Z a;®(x — x;) + p(a). (2.1)

Um den Grad des Polynomes festzulegen und alle bekannten Basisfunktionen zu klas-
sifizieren, fithrt man den fiir diese Theorie prégenden Begriff der bedingten positiven
Definitheit ein.

Definition 2.2 FEine stetige Funktion ® : R — R heifit bedingt positiv semidefinit der
Ordnung m auf R?, falls fiir beliebige paarweise verschiedene Punkte x4,...,xn € R?
und beliebige reelle Zahlen aq,...,ay € R mit

N
Y aat=0  |pl<m,peN
=1

die Ungleichung

N N
Z Zajakq)(l'j - l’k) Z 0

7=1 k=1

erfillt ist. Tritt dabei Gleichheit nur fir oq = ... = ay = 0 auf, so nennt man ®
bedingt positiv definit der Ordnung m auf R?, ® € bpd(m,d). Eine bedingt positiv
(semi)definite Funktion der Ordnung Null heifit auch positiv (semi)definite Funktion.
Die Menge aller Funktionen ¢ : Rsq — R, fiir die ®(x) := ¢(||z]]), + € R? positiv
definit ist, bezeichnen wir mit PDy.

In diesem Sinn fassen wir die univariate Funktion ¢ : Ryo — R auch als multivariate
Funktion ®(z) = é(||z||) auf. Damit ist klar, was z.B. ¢ € L;(R?) oder ,¢ ist positiv
definit auf dem R%* bedeuten soll. Insbesondere sehen wir ¢ auch als Funktion auf ganz
R vermoge ¢(—1) = ¢(t) an. Auf diese Funktion beziehen sich dann Aussagen, die z.B.
die Glatte von ¢ um Null betreffen.

® ist also genau dann positiv definit, wenn alle Interpolationsmatrizen Ag x positiv
definit sind. Die Theorie dieser Funktionen steht im Mittelpunkt des nidchsten Kapitels.

Bezeichnet man mit IP? die Menge aller d-variaten Polynome vom Gesamtgrad kleiner
als m und mit Q := dim IP? , sowie mit p, ... , pg eine Basis von IP? | so wihlt man fiir
die Interpolante in (2.1) ein p € TP, sofern ® € bpd(m, d). Die zusétzlich auftretenden
Freiheitsgrade bindet man mit den Forderungen



N
Zoszk(xj) =0 fur 1 <k <Q.
7=1

Dies fithrt dazu, das System

(0 (5)=(3) o2

mit den Matrizen Ag x wie oben und P = (ps(;))1<j<ni<i<g und den Vektoren o €
RY, 3 € R? und f € RY zu lésen. Der folgende Satz rechtfertigt den eingefiihrten
Formalismus, einen Beweis findet man z. B. in [24, 31, 46, 59].

Satz 2.3 Ist ® € bpd(m,d) und ist X = {x1,---,zn} C R? cine Menge paarweise
verschiedener Punkte, so ist das System (2.2) immer lo6sbar. Enthdlt X eine unisolvente
Teilmenge, d.h. ist P injektiv, so ist die Lésung sogar eindeutig. a

Wir wollen nun noch einige wiinschenswerte Eigenschaften der zugrundeliegenden Ba-
sisfunktion formulieren, die von den traditionellen Funktionen nicht vollstandig erfiillt
werden und Anlafl geben, neue zu suchen.

Um eine moglichst effiziente und lokale Auswertung moglich zu machen, sollte kein
Polynomanteil ben6tigt werden, um die Interpolante zu berechnen. Mit anderen Worten
® sollte positiv definit sein.

Damit das Prinzip der Lokalitét, welches von den B-Splines her bekannt ist, auch
hier zum Tragen kommt, mufl die verwendete Basisfunktion kompakten Trager ha-
ben. Dabei verstehen wir unter dem Triger einer Funktion f wie iiblich die Menge
suppf = {x: f(«) # 0}. Dies ermdglicht eine effiziente Berechnung und Auswertung
der Interpolanten. Verfahren dafiir wurden bereits untersucht (vgl. [47]).

Es sollte eine verniinftige Konditions- und Fehlerabschitzung im Sinne von [5, 37, 38,

39, 48, 63] durchfithrbar sein.

Abschlieflend sei bemerkt, dafl auch Hermite-dhnliche Datentypen mit Hilfe radialer
Basisfunktionen interpoliert werden kénnen. Naheres findet man z.B. in den Arbeiten

[25, 40, 62].
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3 Positiv definite Funktionen

3.1 Charakterisierungen

Es soll jetzt auf die in der Literatur bekannten Ergebnisse iiber (bedingt) positiv de-
finite Funktionen eingegangen werden. Dabei wird kein allzu grofier Wert auf eine
zeitlich korrekte Darstellung gelegt. Vielmehr werden zuerst die bedingt positiv de-
finiten Funktionen abgehandelt, da diese aufgrund des nachstehenden Satzes 3.8 fiir
diese Arbeit eine geringere Bedeutung haben als die positiv definiten Funktionen, die
ihrerseits schon lange vor den bedingt positiv definiten Funktionen untersucht wurden.

Die erste vollstandige Erfassung aller bekannten radialen Basisfunktionen als bedingt
positiv definite Funktionen gelang durch die Arbeit von Micchelli [35], die eine Verall-
gemeinerung eines Resultates von Schoenberg [52] ist. Zur Vorbereitung geben wir die
Definition

Definition 3.1 Fine Funktion ¢ € C°°(0,00) heifit vollstindig monoton auf (0,00),
falls fiir alle m € Ny und alle r € (0,00) gilt (—=1)"¢™ (r) > 0.

Die vollstandig monotonen Funktionen haben die bemerkenswerte Figenschaft, daf
sie sich als Laplacetransformierte gewisser Mafle darstellen lassen. Genauer gilt die
Charakterisierung nach Bernstein ([4, 61]).

Satz 3.2 (Bernstein) Die Funktion ¢ : R>o — R ist genau dann vollstindig monoton,
wenn es eine monoton wachsende Funktion 3 mait fooo dB(p) < 0o gibt, so dafs

o0

o) = [ errasip)

0

gilt. O

Schoenberg hat nun alle univariaten Funktionen, die auf jedem R? eine positiv definite
Funktion darstellen, klassifiziert.

Satz 3.3 (Schoenberg) Die Funktion ¢ : Ryo — R sei nicht konstant. Dann induziert
sie auf jedem R? eine positiv definite Funktion ®(z) = &(||z||) genau dann, wenn ¢(1/%)
vollstindig monoton ist, d.h. genau dann wenn sie die Darstellung

o0

o) = [ asip)

0

mit einem 3, welches die Bedingungen des vorherigen Satzes erfillt, besitzt. O
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Fiir Funktionen dieser Art lassen sich alle wichtigen Aussagen wie z.B. Konditions-
und Fehlerabschétzungen auf die entsprechenden Aussagen der Gaufiglocke reduzieren.
Dieses wird zum Teil in [36, 37, 39] ausgefiihrt. Allerdings besitzen unter den bekannten
Basisfunktionen neben der Gaufiglocke nur noch die (inversen) Multiquadrics mit 5 <
—d eine solche Darstellung.

Satz 3.4 (Micchelli) Sei m € Ny. Ist ¢ : Ryg — R stetig, ¢ & IP) . und (—1)m g™
vollstindig monoton auf (0,00), so ist ®(x) := &(||x||*) bedingt positiv definit der Ord-
nung m auf jedem R O

Micchelli selbst vermutete in seiner Arbeit, dafl die Bedingung nicht nur hinreichend,
sondern auch notwendig ist. Der Beweis fiir diese Richtung wurde dann schliefilich von
Guo, Huo, Sun in [22] gegeben.

Die klassischen Basisfunktionen, die in Kapitel 2 angegeben wurden, lassen sich, wie
bereits erwahnt, vermoge dieses Satzes vollstandig unter dem Begriff bedingt positiv
definit einordnen. Sie alle sind damit nicht nur auf einem bestimmten R? (bedingt)
positiv definit, sondern auf jedem R? und sie alle haben keinen kompakten Tréger.
Daf dieser Zusammenhang kein Zufall ist, folgt letztlich aus dem Satz von Bernstein.
Wir werden spater noch genauer darauf eingehen.

Um eine Charakterisierung (bedingt) positiv definiter Funktionen in Abhangigkeit von
der Raumdimension zu erhalten, benutzt man in der Regel die Fouriertransformation.
Eine erste Aussage in dieser Richtung stammt von Bochner [6, 7], die wir nach [13]
zitieren.

Satz 3.5 (Bochner) Sei @ : R — R cine stetige Funktion. Dann ist ® positiv semide-
finit genau dann, wenn es ein positives, beschrinktes Radonmaf pn gibt mat

O(z) = / e dp(w).

Rd

Da wir spater nur noch an Funktionen interessiert sind, die klassisch fouriertransfor-
mierbar sind und es eine grofie Auswahl an Literatur sowohl {iber klassische (z.B. [53])
als auch tiber distributionelle (z.B. [26, 27], aber auch [24]) Fouriertransformation gibt,
begniigen wir uns hier mit wenigen, fiir uns interessanten Aussagen.

Fir eine Funktion ® € Ll(Rd) erklart man die d-variate Fouriertransformierte ® durch

Ci)(:zj) = (277)_51/2/(1)(@)6_”%%@.

Rd
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Radiale Funktionen besitzen auch eine radiale Fouriertransformierte. Diese 1483t sich als
univariates Integral ausdriicken (vgl. [53] unter Beriicksichtigung der unterschiedlichen
Normierung). .J, bezeichnet dabei die Besselfunktion der 1. Art der Ordnung v

N
Julz) = Z m!il(m+v+1)

m=0

Satz 3.6 Sei ® € LY(RY) und ®(z) = ¢(||z|)). Dann ist auch & eine Funktion in

r=||z||, und es gilt

b(z) = Fug(r) =T / O(1)15 Juzs (rt)dt. (3.1)
O

Wir benutzen hier den Operator F; fiir univariate Funktionen. Er ist durch den rech-
ten Ausdruck in (3.1) definiert und 148t sich gemaf Satz 3.6 als Fouriertransformierte
radialer Funktionen interpretieren. Da mit Ausnahme der GauBglocken und der inver-
sen Multiquadrics fiir < —d keine der in Kapitel 2 genannten Funktionen klassisch
fouriertransformierbar ist, diese aber héchstens polynomial wachsen, geht man dort zu
distributionellen Fouriertransformierten iiber, von denen man zeigt, daf sie auf R\ {0}
mit einer Funktion iibereinstimmt, die héchstens eine algebraische Singularitat an Null
hat. In [24, 48] findet man Tabellen, in denen diese verallgemeinerten Fouriertransfor-
mierten angegeben sind.

Mit dieser Technik gelang es Iske in [24], eine Verallgemeinerung des Satzes von Boch-
ner anzugeben (vgl. auch [55]), die ebenfalls nicht auf den Fall radialer Funktionen
beschrankt ist.

Satz 3.7 Sei @ : RY — R eine stetige Funktion. ® besilze eine verallgemeinerte Fou-
riertransformierte p : R\ {0} — R, fiir die ein s € R existiert, so daff p(w)||w]]* um
Null integrierbar ist. Dann sind dquivalent:

(a) ® ist bedingt positiv definit der Ordnung m > s/2 auf R%

(b) p(w) >0 fir alle w € R\ {0}, ¢ #£ 0. 0

3.2 Folgerungen fiir Funktionen mit kompaktem Triger

Wir wollen hier einige Folgerungen aus den vorherigen Sétzen formulieren, die wir
teilweise bereits angekiindigt haben.

Satz 3.8 Ist ® eine bedingt positiv definite Funktion der Ordnung m auf R® und besitzt
® einen kompakten Triger, so ist ® bereils positiv definit auf dem R,
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Beweis: Da ® stetig ist und kompakten Triger hat, liegt es in L'(R?). Daher stimmen
klassische und verallgemeinerte Fouriertransformierte {iberein und erfiillen () in Satz
3.7. Insbesondere kann s = 0 gewahlt werden, was die Behauptung liefert. O

Dieser Satz begriindet also, warum im folgenden nur noch positiv definite Funktionen
von Interesse sind. Er ist im Hinblick auf das Interpolationsproblem nicht erstaunlich,
da bei bedingter positiver Definitheit der Ordnung m > 0 ein Polynom zur Bildung
der Interpolante hinzugezogen wird.

Der nichste Satz greift den Zusammenhang zwischen kompaktem Trager und Un-
abhéngigkeit von der Raumdimension auf.

Satz 3.9 Die Funktion ¢ : Ryg — R habe den Triger [0,1]. Dann kann &4 : R* — R,
Oy(x) := ¢(||x||) nicht fir jede Raumdimension d positiv definit sein. D.h. die Darstel-
lung einer radialen Basisfunktion mit kompaktem Triger mufl von der Raumdimension
abhdngen.

Beweis: Nimmt man an, dafl ¢ € PDy fiir alle d € N gilt, so gibt es nach dem Satz
von Schoenberg eine monoton wachsende Funktion 3 mit

$(r) = 7 e~ dB(p).

Da aber fiir r > 1 bereits ¢(r) = 0 ist, muf} = 0 sein, also auch ¢ = 0. Dann ist aber
¢ nur positiv semidefinit. a

Als letztes wollen wir noch eine Folgerung aus dem Satz von Bochner notieren. Dieser
Satz besagt insbesondere, daB fiir eine positiv definite Funktion auf dem R, bzw. fiir
eine Funktion mit positiver Fouriertransformierten, die Fouriertransformierte wieder in

LY(RY) liegt.
Satz 3.10 Ist ® € L'(RY), so sind dquivalent

1) @ ist positiv definit.
2) & >0, 0.

Beweis: Um den Satz von Bochner anwenden zu kénnen, ist in beiden Féallen nur zu
zeigen, dab & € Li(R?) liegt. Dies folgt aber aus Folgerung 4.2 in [24], da in beiden
Féllen ® eine positiv definite reguldre Distribution erzeugt. Um schlieBlich auf positive
Definitheit zu kommen, benutzt man die Analytizitdt der Exponentialfunktion, die
bekannte Identitét

>3 ajanle; - o) = (20 [ i)

7=1 k=1 R4

2

dw,

N
- T
Ty W
E Oé]€ J
i=1

und die Tatsache, dal aus der Stetigkeit von é und aus & > 0,% 0 folgt, daB )

mindestens auf einer offenen Menge echt positiv ist. O
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3.3 Notwendige und hinreichende Bedingungen

Da die Charakterisierung positiv definiter Funktionen nach dem Satz von Bochner
von eher theoretischer Natur ist, sollen in diesem Abschnitt einige notwendige und
hinreichende Bedingungen zusammengestellt werden. Aus der Definition folgt fast un-
mittelbar

Lemma 3.11 Sei @ : RY — R eine gerade, positiv definite Funktion. Dann gilt
1) ®(0) >0,
2) 18(2)] < B(0), =€ R 5

Da jeder R? in natiirlicher Weise in einem R* mit & > d eingebettet ist, iibertrégt sich
diese Figenschaft auch auf die Mengen der positiv definiten Funktionen.

Bemerkung 3.12 Fir die Mengen der positiv definiten Funktionen gilt

PD, OPD; 2 - 2PDy 2 PDyyy 2 ---.

Weitere notwendige Bedingungen fiir positiv definite Funktionen findet man z.B. in
dem Ubersichtsartikel von Stewart [54].

Die folgende, sehr einfache hinreichende Bedingung fiir positiv definite Funktionen in
R wurde bereits 1918 von Polya [42] gegeben.

Satz 3.13 (Polyd) Sei ® : R — R eine stetige, gerade und konvexe Funktion, fir die
auch imy_.o, ®(t) = 0 gilt. Dann ist ® positiv semidefinit. O

Eine Reihe weiterer hinreichender und notwendiger Bedingungen fiir den univariaten
Fall findet man in dem Buch von Lukacs [30]. Eine Verallgemeinerung des Kriteriums
von Polyé auf den multivariaten Fall gelang Askey [1] und Trigub [56] unabhéangig von
einander. Besonders interessant an dieser Verallgemeinerung fiir radiale multivariate
Funktionen ist, daf} die positive Definitheit durch eine einfache Forderung an die radiale
Funktion erreicht wird. Im folgenden Satz und auch spéter bezeichnet |z] die grofite
ganze Zahl, die kleiner oder gleich z ist.

Satz 3.14 Sei ¢ € CWQHZ(RZO). FEs gelte lim, ... ¢(r) = 0 und
(—1)ld/2+2gld2+2 > 0 £ 0.

Dann ist ® : R — R, ®(x) = &(||z||) positiv definit auf dem R?. O
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Der Satz wurde hier in einer etwas starkeren Form formuliert, um nicht nur Semidefinit-
heit zu erhalten. Trigub forderte zusétzlich noch, daB auch lim, _q 121 gl4/21+1 () =
lim, _ o L2 plA/21+1 (1) = 0 gilt, was aber nach Lévy [29] schon aus der Konvexitéts-
forderung des Satzes folgt. Wir wollen hier kurz auf den Beweis eingehen, da dort
bereits die fiir uns im weiteren wichtige Funktion

o) = (1= 1)}

auftritt. Die tibliche Vorgehensweise ist, genauso wie im néchsten Satz, die Positivitat
der Fouriertransformierten nachzuweisen, also den Satz von Bochner bzw. Satz 3.10
anzuwenden. Ferner benutzt man die Darstellung der Fouriertransformation radialer
Funktionen (3.1), die fiir » > 0 nach Variablensubstitution

d
2

Fao(r) :r—d/qs(t/r)t Jaza (t)dt

lautet. Nun wird partiell integriert und ausgenutzt, dafl die iterierte Stammfunktion

fo(r) = f(r), fu(r) = [y fr1(s)ds sich fiir k > 1 schreiben 1aBt als

Je(r) = % _1 0! /(r — 5) 7 f(s)ds.

0

Beriicksichtigt man, dafl nach der bereits zitierten Arbeit von Lévy [29] die folgenden
Integrale existieren und die Randterme bei der partiellen Integration verschwinden, so
gelangt man zu

d—k—2 F
p—d—k—2

Fad(r) = m/(—l)k+2q§(k+2)(t/r)/o (t_s)k+15%Jd2;2(s)dsdt

0

d—k—2 F
p—d—k—2

= m/(_1)k+2¢(k+2)(t/T)Fd¢k+1(t)dt. (3.2)

0

Setzt man nun k = |d/2], so sieht man, dal man nur noch zeigen muf}, daf ¢», € PD,
fir ¢ > |d/2] + 1 gilt. Man hat also das Integral

¢
/ (t— S)k—l—ngJdi(S)dS
0 2

zu untersuchen. Darauf werden wir im Rahmen der Konditionsabschdtzungen néher
eingehen.

DaB dieser Satz tatsédchlich nur eine hinreichende Bedingung liefert, erkennt man zum
einen bereits an (3.2), schlieBlich mufl nur das gesamte Integral nichtnegativ werden,
zum anderen zeigen dies die spéter konstruierten Funktionen. Dieses Kriterium scheint
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allgemein nicht geeignet zu sein, um glatte positiv definite Funktionen mit kompak-
tem Tréager zu konstruieren, da diese aufgrund ihrer Gestalt einen Kriimmungswechsel
erfordern.

Die radiale Darstellung der Fouriertransformierten einer radialen Funktion ¢ ist auch
Ausgangspunkt des nichsten Kriteriums, welches von Wu in [65] angegeben wird.
Auch hiertiir wird partiell integriert, diesmal aber unter Ausnutzung der Tatsache, daf}
z".J,(z) eine Stammfunktion von z".J,_1(z) (siehe [57] Seite 45) ist. Auf diese Weise
1aBt sich die 2n + 1-variate Fouriertransformierte Fy,11¢ auf die univariate Fourier-
transformierte Fj¢ zuriickspielen. Wir werden im néchsten Kapitel ndher auf diesen
Zusammenhang eingehen.

Satz 3.15 Sei ® = ¢(||-||) € Li(R*") und stetig. Der Operator Q) sei definiert durch
o(r) =1 (Q¢)(r?/2). Es gilt 6 € PDa,y1 genau dann, wenn fir 0 < {<n

e
( 1) drg(QF1¢)207§—£0

gilt. O
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4 Konstruktionsmethoden

In diesem Kapitel sollen verschiedene Methoden vorgestellt werden, wie sich positiv
definite (radiale) Funktionen konstruieren lassen. Es handelt sich dabei nur um eine
Auswahl, und es wird Wert auf explizite Berechenbarkeit gelegt. Da wir regelméfBig
Satz 3.10 anwenden, um die positive Definitheit einer Funktion nachzuweisen, gehen
wir immer davon aus, daf} benétigte Funktionen integrierbar sind. Dies ist inshesondere
immer dann gegeben, wenn sie stetig sind und kompakten Trager besitzen.

4.1 Die Laplace-Methode

Wir benutzen in diesem Abschnitt den Laplace-Operator zur Konstruktion neuer ra-
dialer Basisfunktionen. Fiir eine zweimal auf dem R stetig differenzierbare Funktion

O(x) = ¢(||x||) gilt mit r = ||z|| bekanntlich
d 92
¢ d—1
S5(x) = ¢"(r)+ ——¢(r).
; 8:1;? r

Satz 4.1 Sei ® positiv definit auf R? und eine 2weimal stetig differenzierbare und
integrierbare Funktion. Dann ist auch —A® positiv definit.

Beweis: Der Beweis benutzt die bekannten Zusammenhinge zwischen Fouriertrans-
formation und Differentiation. Damit erhdlt man

_za@:_é(@) )= 3 ti(a) = o] b(e).

J ]:1

Aus & > 0,2 0 folgt somit auch A >0 = 0. O

Ein Nachteil ist sicherlich, dal man bekannte positiv definite Funktionen benétigt, um
neue zu konstruieren. Interessant ist aber, dafl die entstehenden Funktionen Nullstellen
besitzen miissen, was sie von den bisher bekannten unterscheidet, schliefflich ist nach

dem Beweis fiir ¥ := —A®

0=F(0) = /\I/(:z;)dx dc/lg2+1 /¢ i1 dr.

Rd

Diese Methode kann man als Verallgemeinerung einer Vorgehensweise zur Konstruktion
von Wavelets ansehen, so ist z.B. das Mexican-Hat-wavelet durch
d’ —22/2

Yle) = —-—e

da? = (1—a%)e "/

definiert.

Zu erwidhnen bleibt noch, dafl ® nicht notwendig radial sein muf}, und dafl diese Kon-
struktionsmethode kompakte Trager respektiert, d.h. hat ® einen kompakten Trager,
so natiirlich auch —A®.
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4.2 Konstruktion durch Integration

Bei dieser Methode wird wieder davon ausgegangen, dafl bereits eine positiv definite,
diesmal auch notwendig radiale Funktion auf dem R? existiert, mit der dann weitere
konstruiert werden. Dies geschieht einfach, indem man die gegebene univariate Funk-
tion gegen eine positive Funktion integriert. Dieses Verfahren liefert dadurch aus einer
positiv definiten Funktion ganze Scharen von neuen Funktionen.

Satz 4.2 Sei ¢ € PD, und K : R — R eine integrierbare Funktion mit K > 0,% 0.
Dann st die Funktion
:/gb(r/t)K(t)dt
0

ebenfalls positiv definit in RY.

Beweis: Wir beginnen mit der Existenz des Integrals. Da ¢ positiv definit ist, gilt
nach Lemma 3.11 |¢(t)]| < ¢(0) also auch

lim [6(r/1)] < 6(0).

Damit folgt

o0

/|¢r/t |dt<q§()/ K (1)dt < oo.

0

Die positive Definitheit ergibt sich nun einfach durch Einsetzen der Definition und aus

der positiven Definitheit von ¢. Denn sind x4, ---, x5 paarweise verschiedene Punkte
im R? und ay,---,ay € R nicht alle gleich Null, so erhilt man
N N N N
S ajantlle; = al) = [ 33" ajendla; — aul DK (1) >0,
7j=1 k=1 0 7j=1 k=1
O

Es ist offensichtlich, dafl dieses Verfahren nicht ohne weiteres einen kompakten Trager
respektiert. Anders ist der Fall, wenn auch K kompakten Triger besitzt.

Korollar 4.3 Seien ¢ und K wie im Satz gegeben. Es gelte zusdtzlich, dafi supp ¢,
supp K in [0,1] liegen. Dann ist auch der Triger von v in [0,1] enthalten, und v ldfit

sich dort darstellen durch
1
= /qﬁ(r/t)[((t)dt
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Wir geben noch die Fouriertransformierte fiir ¢» an, die sich in einfacher Weise aus
der Fouriertransformierten von ¢ berechnen 1d8t und aus der ebenfalls die positive
Definitheit von # folgt. Wir formulieren das Ergebnis nur fiir den Fall dafl ¢ und K
kompakten Trager haben.

Korollar 4.4 Es mégen die Voraussetzungen des vorherigen Korollars gelten. Dann
lautet die d-variate Fouriertransformierte von

1

Fap(r) = /Sdquﬁ(rs)[&’(s)ds.

0

Beweis: Der Beweis benutzt die radiale Darstellung der Fouriertransformierten ra-
dialer Funktionen und den Satz von Fubini, dessen Anwendung aufgrund der Voraus-
setzungen keine Schwierigkeiten macht. Mit der Definition von t erhélt man

Fap(r) = r_d/;b(t/r)t?dj%(t)dt

_ r—d//t%Jin(W(t/(rs))K(s) ds di

= [ et [ g ey K5

4.3 Die Operatoren I und D

Wir kommen jetzt zu der wichtigsten Technik im Rahmen dieser Arbeit. Wie im letzten
Kapitel beim Kriterium von Wu bereits angedeutet, 148t sich durch geschickte partielle
Integration bei der radialen Fouriertransformierten, die d-variate Fouriertransformier-
te durch die (d — 2)-variate Fouriertransformierte ausdriicken [64]. Dies soll nun hier
explizit vorgefiihrt werden. Fine Verallgemeinerung der hier aufgefithrten Operatoren,
die auch einen Ubergang von d nach d — 1 ermdglichen, findet man in [50], wobei dort
allerdings eine etwas andere Notation fiir radiale Funktionen benutzt wird.

Wir beginnen mit der Definition der Operatoren I und D
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Definition 4.5 Sei ¢ : Ry — R ecine Funktion, fir die jeweils eine der folgenden
Operationen defintert ist. Dann setzen wir fir r > 0

Io(r) := /Sqﬁ(s)ds, (4.1)

1d
D = ——— . 4.2
o) = =L o) (12
Fiir r < 0 werden die Funktionen gerade fortgesetzt, d.h. [¢(r) = [¢(—r) und Do(r) =
Do(—r).

Wir notieren noch kurz eine Aussage fiir den Operator I, die analog auch fiir D gilt. Fin
Beweis 14t sich durch einfaches Nachrechnen unter Beriicksichtigung der Darstellung
eines multivariaten Integrals einer radialen Funktion durch ein univariates Integral der

Form
dri/? i1
[ otlielas = d/2+1/¢ dr
Rd

angeben.

Bemerkung 4.6 1¢ € L,(RY) ist dquivalent zu ¢ € Li(R¥?). Es gilt dann

/2
Jaortelas = g7 [ elslay

R4 Rd+2

a

Nun wollen wir uns noch Gedanken dariiber machen, wann der Operator ) im folgen-
den auf eine gerade Funktion ¢ : R — R angewandt werden kann.

Lemma 4.7 Fir eine gerade 2k-mal stetig differenzierbare Funktion ¢ : R — R ver-
schwinden die ersten k ungeraden Ableitungen an der Stelle Null. Daher lif§t sich der
D-Operator k mal in dem Sinn anwenden, daff das Ergebnis D*¢ noch eine stetige
Funktion ist.

Beweis: Es reicht die Behauptung fiir & = 1 zu beweisen. Da ¢(t) = ¢(—t) gilt, ist
#'(t) = —¢'(—t) und damit fiir t = 0 auch ¢’'(0) = —¢’(0), was die erste Behauptung
beweist. Fiir den zweiten Teil macht der Fall £ > 0 kein Problem. Bei ¢ = 0 ist

6(1) = 6(0) + O(?) fiir 1 — 0,

so daf}
Do(t) =0() firt — 0



4.3 Die Operatoren I und D 17

folgt, was aber Stetigkeit in Null bedeutet. O

Es gilt eine Umkehrung des Lemmas im folgenden Sinn. Ist ¢ eine gerade, um Null stetig
differenzierbare Funktion, fiir die D¢ in Null stetig ist, so ist ¢ in Null sogar zweimal
stetig differenzierbar, denn schlieBlich ist ¢”(0) = —limj—o D¢(h) = —D¢(0). Genauso

erhédlt man aus einem um Null stetigen ¢ ein um Null zweimal stetig differenzierbares
1.

Kommen wir zu der bereits erwdhnten Moglichkeit die d-variate Fouriertransformierte
auf die (d — 2)-variate, und natiirlich umgekehrt, zuriickzufiithren (vgl [50, 64]).

Satz 4.8 Zwischen den Operatoren I, D und Fy bestehen die folgenden Relationen,
sofern simtliche Operationen wohldefiniert sind.

(1) Die Operatoren I und D sind invers zueinander.

(2) Fir1¢ € Li(RY) gilt Fo(1) = Farz9.

(3) Fiir D¢ € Li(RY) gilt Fy(Do) = Fy_26.
Beweis: Die erste Aussage 1ait sich durch einfaches Nachrechnen beweisen. Da sich
die dritte Aussage aus den ersten beiden ergibt, reicht es also, die zweite Behauptung zu

beweisen. Wie bereits angedeutet, verwenden wir partielle Integration bei der radialen

Darstellung der Fouriertransformierten und benutzen, daf z¥.J,(z) eine Stammfunktion
von z¥.J,_1(z) ist (vgl. [57] Seite 45), um

Fallo)(r) = r%f/u@@ﬁﬁ%@wﬁ

= r

SIS

u@@ﬁ@045+/mm%ﬁgmﬁ

= Fura29(r)

zu erhalten. Dabei verschwinden die Randterme aufgrund des Verhaltens der Bessel-
funktion J,(z) = O(z¥) fir v > 0 und z — 0 und J,(z) = O(1/y/2) fir z — oo (vgl.
wiederum [57] Seite 199) sowie der Tatsache, dafl Ié € L;(R%). 0

Die Aussagen (2) und (3) liefern die Moglichkeit, positiv definite Funktionen durch
folgende zwei Vorgehensweisen zu konstruieren. Entweder man beginnt mit einer sehr
glatten positiv definiten Funktion in einem niedrig dimensionalen Raum und erreicht
eine weniger glatte positiv definite Funktion in einem hoher dimensionalen Raum durch
iterierte Anwendung des Operators D, oder man geht genau den umgekehrten Weg.
Man startet dann mit einer stetigen positiv definiten Funktion in einem héher dimensio-
nalen Raum und gelangt zu einer glatteren Funktion in einem niedriger dimensionalen
Raum durch wiederholte Anwendung des Operators [I.
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Korollar 4.9 Ist ¢ eine 2k-fach stetig differenzierbare Funktion und ¢ € PDy, so ist
DFé eine positiv definite Funktion in RT2%, Ist andererseits ¢ eine positiv definite
integrierbare Funktion in R?, so ist "¢ eine positiv definite Funktion in RI72%, a

Auf den ersten Blick erscheint die erste Vorgehensweise die einfachere zu sein, da man
z.B.im univariaten Fall starten kann. Daher nutzte sie Wu auch in [64], um seine Funk-
tionen zu konstruieren. Tatséchlich liefert die zweite Methode aber bessere Resultate,
die Gegenstand des néchsten Kapitels sind.

Zum Schluf} ist noch anzumerken, dafl beide Operatoren kompakte Trager respektie-
ren. Auch diese Methode benétigt als Ausgangsfunktion eine positiv definite Funktion,
allerdings in einem anders dimensionalen Raum.

4.4 Die Faltung

Alle bisher vorgestellten Konstruktionsverfahren haben vorausgesetzt, dafl bereits eine
positiv definite Funktion bekannt ist, um neue positiv definite Funktionen zu konstru-
ieren. In diesem Abschnitt soll nun das einfachste Verfahren vorgestellt werden, mit
dem man aus einer beliebigen integrierbaren und stetigen Funktion eine positiv definite
Funktion konstruiert. Obwohl die Idee bestechend einfach ist, liegen die Probleme bei
diesem Verfahren in der konkreten Durchfithrbarkeit.

Definition 4.10 Fliir zwei integrierbare Funktionen f,g € Li(R?) ist die Faltung f * g
definiert durch

(f *9)(x) = (2m)~1 / Fw)g(e — y)dy.

Der Faktor vor dem Integral dient nur der Normierung und wird sich gleich erklaren.
Sind f und ¢ univariate Funktionen, die integrierbare, radiale Funktionen iiber R?
induzieren, so ist auch deren R%Faltung eine radiale Funktion, die wir mit

(f*ag)(r)

bezeichnen.

Die so definierte Faltung ist im folgenden Sinn vertraglich mit der Fouriertransforma-
tion. Wir werden spéater noch eine Faltung benutzen, die in gleicher Weise mit der
Laplacetransformation vertraglich ist.

Bemerkung 4.11 Fiir Funktionen f,g € L1(RY) ist auch f x g € L1(RY), und es gilt
fxg=1g. D

Mit Satz 3.10 erhilt man somit
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Korollar 4.12 Ist f € Li(R?) eine stetige und nicht identisch verschwindende Funk-
tion, so ist [ * f eine positiv definite Funktion dber R O

Fiir praktische Zwecke ist es aber problematisch, Faltungen gerade in héher dimensio-
nalen Raumen auszurechnen. Sind die zu faltenden Funktionen radial, so 14t sich die
d-variate Faltung mittels der Operatoren I und D aus dem letzten Abschnitt in eine
(d — 2) variate Faltung tiberfithren und umgekehrt [47, 50].

Satz 4.13 Seien ¢ und o zwei gerade und stetige Funktionen.

(1) Sind I¢, [y € L1(R2), s0 gilt ¢ x40 = D(1¢p +4_5 IP).
(2) Sind Do, Dip € Li(R¥2), so gilt ¢ 410 = [(D *qy9 D).

Beweis: Es reicht, die erste Behauptung zu beweisen, da sich die zweite aus der ersten
folgern 1a88t. Wir benutzen Satz 4.8 unter Beachtung der Bemerkungungen 4.6 und 4.11,
um

de(]¢ *q—2 ]1/)) = Fd—2(]¢ *q—2 ]1/’)
= (Fu2l o) (Fu2lr)
(Fad)(Fab)
= Fa(d*a1))

zu erhalten. Unter Beriicksichtigung der Stetigkeit von ¢ %4 ¢ und (1¢) *4_2 (I3) folgt
damit die Behauptung. O

Es sollen noch kurz zwei weitere Motivationen fiir die Nutzung der Faltung angegeben
werden. Man kann zum einen durch mehrfache Faltung die Glatte der entstehenden
Funktion erhéhen, ohne dabei die Eigenschaft eines kompakten Trigers zu verlieren.
Es ist also durchaus sinnvoll, auch positiv definite Funktionen weiter zu falten.

Betrachtet man andererseits die Interpolationsmatrix Ag.e x zu einer durch Faltung
entstandenen Funktion ® * ® mit einer positiv definiten Funktion ® mit kompaktem
Trager, so lauten die Eintragungen

O+ Pz, —ay) = /(I)(J})(I)(l']‘ —ay — x)dx

Rd

_ /(I)(:z; — 2))0(x — zp)de

= (P —2;),P(- — 24)) 1,

Also 1aBt sich das Ly-Approximationsproblem, zu gegebenem f € C(RY) die beste
Lo-Approximation aus span{®(- — x1),---,®(- — x)} zu finden, mittels der Norma-
lengleichungen und der Faltung auf das Interpolationsproblem Ag.¢ xa = R mit

R; = (f,®(- — x;))r, zuriickfiihren.
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4.5 Beispiele

Ziel all dieser Methoden ist es, positiv definite Funktionen zu konstruieren. Dabei
wird mit Ausnahme der Methode des letzten Abschnittes vorausgesetzt, dafl bereits
positiv definite Funktionen existieren. In diesem Abschnitt werden wir nun die bisher
bekannten positiv definiten Funktionen mit kompaktem Trager vorstellen.

4.5.1 Die abgeschnittene Potenzfunktion

Wir beginnen mit der bereits in Kapitel 3 erwéhnten abgeschnittenen Potenzfunktion.
Diese Funktion wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit eine wichtige Rolle spielen.

Definition 4.14 Fiir reelles v > 0 bezeichnen wir die abgeschnittene Potenzfunktion
mit
(I—r) 0<r<1

sy =-ng={ § 7057

Aus dem Kriterium von Polya folgt, dafl diese Funktionen fiir v > 1 positiv definit iiber
R sind. Eine Verallgemeinerung dieser Aussage findet sich zwar teilweise nur fiir v € N
oder nur implizit in [1, 11, 21, 24, 56], doch decken diese Resultate den folgenden Satz
ab. Auch wir werden im Rahmen der Konditionsabschétzung fiir den Fall » € N auf
den Beweis eingehen.

Satz 4.15 Sei v > (d+ 1)/2. Dann ist v, positiv definit auf R%. O

4.5.2 Der Euklidische Hut

Die wohl einfachste positiv definite Funktion entsteht, wenn man die charakteristische
Funktion der Ly-Einheitskugel mit sich selber faltet. D.h. man bildet

Bekanntlich erhdlt man im eindimensionalen Fall nach Reskalierung gerade die Funk-
tion 1. Eine Verallgemeinerung auf den multivariaten Fall findet man in [59] und
eine Beweisskizze in [47]. Es stellt sich heraus, dafi die radiale Funktion innerhalb ih-
res Tragers [0,2] im Fall ungerader Raumdimension d = 2n + 1 durch ein Polynom
vom Grad 2n + 1 dargestellt wird. Im Fall gerader Raumdimension erhdlt man eine
kompliziertere Funktion, die neben einem Polynom noch aus einem Wurzel- und einem
arccos-Term besteht. Explizite Formeln findet man, wie bereits erwihnt, in [59]. Der
Euklidische Hut hat den Vorteil, daf eine explizite Formel fiir jede Raumdimension
existiert, er ist allerdings nur stetig.
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4.5.3 Die Funktionen von Wu

Glattere positiv definite, radiale Funktionen, die innerhalb ihres Tragers aus einem
Polynom bestehen, wurden fiir den Fall ungerader Raumdimension von Wu in [64] an-
gegeben. Die Einschrankung auf ungerade Raumdimension ist wegen Bemerkung 3.12
nicht sonderlich hinderlich, und wir werden spater auch gelegentlich daraut zuriickgrei-
fen.

Wu beginnt seine Konstruktion mit der Funktion

flr) = (1 =r")}
und erzwingt Glitte dabei durch den Ansatz in r* und geeignete Wahl des ¢ € N. Da
die d-variate Fouriertransformierte dieser Funktion

Fafo(r) =20 =D T o o)

lautet, was man, unter Beriicksichtigung der anderen Konstantenwahl, in [53] findet,
und die Besselfunktionen Vorzeichenwechsel haben, ist diese Funktion auf keinem R?
positiv definit. Deshalb wird

S0 = fo*1 [y

gebildet, was eine auf R positiv definite Funktion liefert. Schliefilich wird der Opera-
tor D benutzt, um positiv definite Funktionen auf héher dimensionalen Raumen zu
erhalten. Man bildet also

bup = DFy.

Wir notieren das Ergebnis mit einigen Aussagen iiber die Glatte und den Grad der
resultierenden Funktion.

Satz 4.16 Bei ungerader Raumdimension d = 2n + 1 gilt ¢ppip, € PDgyyq N C*,
Ferner wird ¢pin,n, tnnerhalb des Trigers durch ein Polynom vom Grad 0¢jin, =
21d/2| + 4k + 1 dargestellt. O

Es sind noch einige Bemerkungen zu machen. Ist ¢ eine radiale Basisfunktion der Form

4(r) = { pr) 0srs<l (43)

0 r>1

mit einem univariaten Polynom p, so wird mit d¢ auch der Grad des zugehorigen
Polynoms p bezeichnet. Die Funktionen von Wu miissen reskaliert werden, um den
Trager [0, 1] zu haben, was im weiteren aber nicht weiter erwdhnt werden wird. Ferner
hat eine Funktion dieser Form immer einen geraden Grad der Glatte um Null, da man
2k stetige Ableitungen genau dann erhélt, wenn die ersten k ungeraden Koeffizienten
in der Monomdarstellung von p verschwinden (vgl. auch Lemma 4.7).

Die Funktionen von Wu haben den Vorteil, dal man mit ihnen fiir jede Raumdimension
d (vgl. Bemerkung 3.12) und jede Glatte 2k eine positiv definite Funktion der Form
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(4.3) angeben kann. Es fehlen allerdings explizite Formeln, bei denen man die Koeffi-
zienten zumindest rekursiv berechnen kann. Ferner ist der erreichte Polynomgrad, wie
wir spater sehen werden, zu hoch. Es ist sinnvoll, eine Funktion der Art (4.3) mit mi-
nimalem Grad anzugeben. Ein weiterer Nachteil ergibt sich aus der Berechnung der
Fouriertransformierten. Es gilt mit { =k +n

F2n+1¢€,n(r) - F2n+1Dn¢f(r)
Fiou(r) = (Ffi(r))*

= T_d_ﬂjj/z-w(r)-

Dabei bezeichnen wir hier mit = Gleichheit bis auf einen konstanten positiven Faktor.
Man erkennt, daf} die Fouriertranstormierte gerade die Nullstellen der Besselfunktionen
hat, was eine Bestimmung einer unteren Schranke unméglich macht.

Die von Wu benutzte Technik 148t sich auch einsetzen, um die Existenz von positiv
definiten C'*°-Funktionen mit kompaktem Trager nachzuweisen. Denn beginnt man mit
irgendeiner C;°-Funktion wie z.B.

f(r):{e_ﬁ 0§r§1

0 sonst

und bildet dann wie eben ¢ = f; f und ¢ = D*¢, so erhilt man ¢, € PDyyq NCE.

4.5.4 Verbindung zwischen Euklidischem Hut und Wus Funktionen

Wir wollen noch auf einen auf den ersten Blick iiberraschenden Zusammenhang zwi-
schen den Funktionen von Wu und dem Euklidischen Hut eingehen. Dieser Zusammen-
hang liefert die Idee der spater konstruierten Funktionen minimalen Grades. Es wird
auf die Reskalierung verzichtet, so dafl beide Funktionenklassen ihren Tréger im Inter-
vall [0, 2] haben. Auflerdem muf man sich auf ungerade Dimensionszahlen beschranken,
da diese fiir die Funktionen von Wu natiirlich sind. Beide Funktionsarten werden somit
innerhalb ihres Trigers durch ein univariates Polynom dargestellt. Da es uns auf die
eigentliche Funktion ankommt, bezeichnen wir wieder mit = Gleichheit bis auf einen
konstanten Faktor.

Satz 4.17 Bezeichnet man mit ¢pp = D* ¢y die Funktionen von Wu, sowie mit X @
den Fuklidischen Hut, so gilt fiir { > k

¢g7ki]£_kX(2£+1) )

Beweis: Der Beweis kann einfach durch Berechnung der Fouriertransformierten beider
Seiten gefiihrt werden. Wir benutzen hier aber Satz 4.8 und Satz 4.13, um
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qbg,k = Dk(fﬁ *1 fﬁ)
= (Dkfg) *9k41 (Dkff)
= (]g_kDgfz) *9k41 (]g_kDgff)

= I"%((D" f2) *2011 (D" f2))
]f—kX(Qf-I—l)

zu erhalten. Dabei haben wir noch beriicksichtigt, da fiir fy(r) = (1 — r?)% gilt
Dt fi(r) = 20 (r). 0
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5 Polynomiale Funktionen minimalen Grades

Wir betrachten jetzt Funktionen der Form

o ={ 50 131 oy

mit einem univariaten Polynom p. Dazu gehen wir zuerst auf allgemeine Eigenschaften
ein, bevor wir bestimmte Funktionen konstruieren, von denen wir dann die Optimalitat
im Sinne minimalen Grades in Abhéngigkeit von der Raumdimension und der Glétte
beweisen. Wir erinnern noch einmal an die abgeschnittenen Potenzfunktionen

do(r) = (1 =r)y,

die fiir den Spezialfall v = ¢ € N eine Funktion der Gestalt (5.1) darstellen.

5.1 Allgemeines

Wir hatten bereits vorher angemerkt, daf aufgrund der Forderung ¢(—1) = ¢(¢) und der
Tatsache, daf ein Polynom unendlich oft differenzierbar ist, die Glatte bei Null immer
von gerader Ordnung ist, wofiir wir ¢ € C?¥(0) schreiben. Entsprechend bezeichnen
wir mit ¢ € C*(1) die Glitte von ¢ um Eins, der wir uns nun zuwenden.

Lemma 5.1 Ist ¢ cine auf R? positiv definite Funktion der Form (5.1), so gilt ¢ €
Clai(),

Beweis: Wir fithren den Beweis analog zu [11]. Da ¢ € L;(R9) liegt und positiv definit
ist, gilt einerseits

b(r) = =42 /fd¢(t)td/2ch2;2(rt)dt

und andererseits

/|qu§(r)|rd_1dr < 0.
0

Beriicksichtigt man, daff fiir die Ableitungen der Besselfunktionen fiir r — oo nach
[57] Seite 45 und Seite 199 Jlgk)(r) = O(r='/2) gilt, so erhélt man die Existenz von
|(d—1)/2| Ableitungen und damit die Behauptung fiir ungerades d. Fiir gerades d = 2/¢
mufl man noch zeigen, dafl die (-te Ableitung von p in Eins verschwindet. Sei dazu
p(r) = 2;20 a;r’. Dann lautet die d-variate Fouriertransformation von ¢

r

Fap(r) = r—d/p(t/r)td/ZJdQ;z(t)dt

0
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1 .
= et Z“irs_]/tﬁgjf—l(t)dt

=: rs_l_d](r).

Da ¢ positiv definit ist, ist I > 0,% 0. Wir werden jetzt durch partielle Integration
den Index der Besselfunktion verringern. Es handelt sich dabei nur indirekt um eine
Anwendung des Operators D. Man erhélt schliefllich

S

N a2 = 2)( 2~ )T y(r)

i=1

r

+i:aj(j+2€—2)(j—|-2€—4). (]_2) /t] IJ_()d

=1 0

Das asymptotische Verhalten fiir r — oo des ersten Summanden ist durch

Jo(x) = \/gcos(x — % — %) +O(x —3/2)

bestimmt (vgl. [57] Seite 199). Aus

" cosx T sinr
d _ - -1

" sin oy T CcoST

TN
(vgl. [23] Seite 932, Formel 8.255) folgt, dafl der zweite Summand fir r — oo wie 1/r
fallt und daher nicht in der Lage ist, die Vorzeichenwechsel des ersten Summanden fiir

+0(r™)

grofle r auszugleichen. Daher muf} bereits die erste Summe Null sein. Andererseits gilt
mit Konstanten ¢;, 1 < j </, ¢, =1

- ‘
0= 0 +20 -2 +20—14) ... j = (=1 DL 2p(r)} (1) = e
J=1 g
Da bereits p(1) = ... = p(f—l)(l) = 0 war, muB schlieBlich auch p(f)(l) — 0 sein. -

Der Beweis des Satzes liefert zusitzlich, daB fiir jede iiber R? positiv definite, radia-
le und integrierbare Funktion mindestens |(d — 1)/2] stetige Ableitungen auf (0, o0)
existieren.

Es ist klar, dafl nur die Glétte in der Ndhe der Punkte Null und Eins einer intensiveren
Untersuchung bedarf. Fiir gegebenes ¢ der Form (5.1) beeinflussen die Operatoren
I und D offenbar die Gliatte um Null in zwei Schritten und die Glatte um Eins in
Schritten der Schrittweite Eins.
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Bemerkung 5.2 Ist ¢ € C*(0) N C*(1) N PDy von der Form (5.1), so ist

o D e C*=20)N C* (1) N PDyyoe,
o [6€ CH2(0)NCH (1) NPDy_s. O

Man beachte dabei, dafl die Anzahl der Anwendungen von D nur von der Glétte der
Funktion ¢ abhéangt, dagegen ist die Haufigkeit der Anwendungen von [ nur durch die
Raumdimension d beschrankt.

Dies deutet bereits darauf hin, daf§ die Glatte um Null und um Eins nicht véllig un-
abhéngig voneinander gewédhlt werden kann, was nun genauer untersucht werden soll.
Bei den Funktionen von Wu gilt z.B., daf} sie 2k stetige Ableitungen um Null und
2k + |d/2] stetige Ableitungen um Eins besitzen. Dafl dieser , Vorsprung“ kein Zufall
ist, besagt der néchste Satz.

Satz 5.3 Seid € N und ¢ € PDy eine Funktion der Form (5.1). Dann hat die Gldtte

der Funktion um Null und Eins notwendig die Form
¢ c C2k(0) N C2k+|_d/2j+£(1)

maut g,k € No.

Beweis: Fiir k£ = 0 ist dies gerade Lemma 5.1. Wir beginnen mit einer Funktion
o€ C*0)NnC™(1)NPDy

und nehmen zunéchst d > 2 an. Dann ist m > |d/2]. Ist sogar m > 2k, so ist
Y= D*¢ € C°0)N C™*(1) N PDyygx und damit nach Lemma 5.1 auch mindestens
P E CLd/sz(l), was aber m — k > [d/2] + k bzw. m > |d/2]| + 2k bedeutet. Es ist
also im folgenden nur noch der Fall m < 2k auszuschlieBen. Dazu unterscheiden wir,
ob m gerade oder ungerade ist.

Ist m = 2n, p = k — n, so ist die Ausgangssituation
¢ € CPT0) N C*"(1) N PD,.

Ist nun n > p, so ist ¢ := D"*?¢ € C°(0) N C" (1) N PDgyy2,42, und damit folgt wie
oben n —p > |d/2] + n+ p bzw. 0 > [d/2] + 2p und schliefilich d = 1, p = 0, was im
Widerspruch zu d > 2 steht.

Ist andererseits n < p, so ist ¢ := D?"¢ € C?P=)(0)NC°(1)NPD 44,, und man erhilt
0> |d/2]| 4 2n, was wiederum d = 1 und n = 0 bedeutet und d > 2 widerspricht.

Ist m = 2n + 1 ungerade, p = k — n, so ist diesmal
¢ € C*T0) N C* (1) N PDy,

und man hat wieder zu unterscheiden, ob p oder n gréfier ist. Der Fall n > p verlduft
analog zu eben. Fiir n < p setzt man diesmal ¢ := D*"t1¢ ¢ C2=7=1(0) N C°(1) N
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PD 4,42 und erhilt die Forderung 0 > |d/2| +2n+1, die diesmal nicht erfiillt werden
kann. Also ist auch ein ungerades m < 2k nicht méglich.

Der Fall d = 1 ist ein Spezialfall des nachfolgenden Satzes, dessen Beweis man in [13]
findet. O

Satz 5.4 [st ® : R? = R eine positiv definite Funktion, die zur Klasse C** um Null
gehdrt, so ist ® dberall C?*. O

Da wir insbesondere an Funktionen kleinsten Grades interessiert sind, geben wir hier
ein erstes Resultat in diese Richtung.

Lemma 5.5 Sei ¢ € PDy von der Form (5.1) und normiert auf ¢(0) = 1. Ferner
besitze ¢ minimalen Grad. Dann ist der Grad von ¢ gerade 0¢ = |d/2| + 1 und ¢ ist
eindeutig gegeben durch

(1) = Plajz)4a(r) = (1 — r) L2

Beweis: Nach Lemma 5.1 mufl ¢ um Eins |d/2] stetige Ableitungen besitzen, so daf
¢ notwendig die Form

o(r) = (1= )" ()
mit einem Polynom ¢ vom Grad dg > 0 haben muf}. Da nach Satz 4.15 bereits (1 —

T)E_d/zHl positiv definit ist und ¢ normiert sein soll, ist ¢ = 1 zu wéhlen, um den
minimalen Grad zu erreichen (vgl. auch [11]). 0

Nach den vorhergehenden Ausfithrungen besteht also die natiirliche Verallgemeinerung
des letzten Lemmas darin, die folgende Frage zu beantworten.

o Wie sehen bei gegebener Raumdimension d und gegebener Glatte 2k die Funk-
tionen ¢ der Form (5.1) mit ¢ € C** N PD, und mit minimalem Grad ausl’

Diese Frage wird in den folgenden Abschnitten dieses Kapitels vollstdndig beantwortet
werden.

5.2 Konstruktion

Wir wollen im folgenden die Funktionen

Yue(r) o= 1", (r) = I°(1 = )4 (r)

mit k € Ny, v € Ry berechnen. Dazu definieren wir zunéichst einige Klammerprodukte,
wie sie zum Teil auch in der Theorie der hypergeometrischen Reihen {iblich sind.

Definition 5.6 Seien { € N, a € R\ {—1}. Dann definiert man
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o [a]_1:=1/(a+1), [ao:=1,

o [api=ala—1)-...-(a—L(+1).

Fir ¢ € N und v € R setzen wir zusdtzlich

o (v)y:=viv+1)-...-(v+l-1).

Diese Klammerprodukte besitzen untereinander und zur Gammafunktion einfache Zu-
sammenhéange, von denen wir einige auffithren.

Bemerkung 5.7 Es seien a € R und (,k € Ny. Dann gilt, sofern die Ausdricke
definiert sind,

(1) (a)e =T(a+0)/T(a),

(2) lale = (a = {4 1),

(3) (e)e =la+{—1],

(4) lafela = 0+ 1]p = (a = ( + D)[a]epr-1,

(5) (a)lar+ Ok = (@)eg,

(6) (a)ze = 4"(a/2)e((a +1)/2),. O
Die Beziehungen sind einfach nachzurechnen, genauso ist die Liste beliebig fortsetzbar.
Unter Benutzung dieser Eigenschaften 1aBt sich das néichste Lemma mit vollstandiger

Induktion beweisen. Es beinhaltet eine explizite Formel fiir unvollstdndige Betafunk-
tionen mit einem natiirlichen Argument.

Lemma 5.8 Firk € N und v € Ry¢ definieren wir

1

My, (r) == Sk¢y(8)d8.

Dann erhdlt man die Identitit
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Es 1a8t sich jetzt bereits die erste Darstellungsform fiir die gewiinschten Funktionen
1,1, angeben. Dabei erhdlt man fiir die auftretenden Koeflizienten rekursive Formeln,
die sich in einfacher Weise auswerten lassen.

Satz 5.9 FEs gilt die Darstellung

k
Yy (7 Zﬂn W ok (T). (5.2)

n=

Dabei erfilllen die Koeffizienten die Rekursionsformeln

wy =1
() [+ 1] 11 0< i<k
b — — —I_ 17
Bl nzjzl P Y p— ’
sofern der Term firn = —1 bet j = 0 ignoriert wird.

Beweis: Der Beweis wird durch Induktion nach & gefithrt. Fiir & = 0 ist dabei nichts
zu zeigen, so dafl wir gleich zum Induktionsschritt iibergehen. Es gilt

k

Py () = > Y Mo gk (r)
n=0

k n+1 n n 1]

= () n+1—¢

- ; ; on Kot 2k—nt L Vubzknser (7)
k n [n n 1]n_£

— )
42k —n 1),

k
v) [n + 1]n—l—1
+ Z 6nk(1/ + 29— n + 1)n+2¢v+2k+2(7a)

Py ok (1)

n=0
k k
- i Z 3) (24 Unorin Py vager)o(r)
2 2 PR E R ) -
+5O,k+1¢v+2(k+1)(r)v
wobei am Anfang das vorhergehende Lemma benutzt wurde. O

Setzt man v = ( € N, so folgt aus diesem Satz insbesondere, daff der Operator [ die
Klasse der Funktionen der Form (5.1) invariant 1a8t. Fiir diesen Fall wollen wir noch
eine Darstellung in der Monombasis angeben. Diese 1a8t sich zwar auch aus der eben
angegeben Darstellung gewinnen, doch direkt vorzugehen ist wieder einfacher.
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Satz 5.10 Fir (,k € Ny gilt innerhalb des Trigerbereiches [0,1]

Dabei geniigen die Koeffizienten den Rekurstonsformeln

dio = (=1)'(}) 0<j<k
" 142k d(g]l "
do,k+1 = Zji?’ d1,k+1 =0 k>0
7=0
d;_
), == k>0, 2<j<{+2k+2

J
, , . : ()
Ferner verschwinden genau die ersten k ungeraden Koeffizienten d; ;.

Beweis: Die Darstellungsform und die Rekursionsformeln erhélt man durch einfache
Induktion. AuBlerdem entnimmt man den Rekursionsformeln die letzte Aussage, wenn
man zusatzlich weif}, dafl dgf;g # 0 ist fiir jedes k. Dies gilt sicherlich fiir £ = 0 und folgt
fiir gréferes k induktiv aus

1

délizﬂ_l = 77Z)£,k-|—1(0) = /t¢g7k(t)dt > 0.

0

5.3 Hauptresultate

Wir zeigen jetzt, dafl die gerade konstruierten Funktionen genau die Funktionen mini-
malen Grades sind. Wir setzten also von hier an immer v = £ € Nj.

Lemma 5.11 Die Funktion ) ist von der Form (5.1), d.h. sie besitzt den Trdger
[0,1] und besteht dort aus einem Polynom. Sie hat den Grad 0,y = ( + 2k, ist um
Null 2k-mal und um Eins k 4+ { — 1-mal stetig differenzierbar.

Beweis: Die ersten Aussagen iiber die Form und den Grad entnimmt man ebenso wie
die Aussage iiber die Glatte bei Null unmittelbar Satz 5.10. Den Grad der Glétte bei
Eins erkennt man an der Darstellung, die in Satz 5.9 gegeben ist. O

Es werden nun die Aussagen der Satze 4.8 und 4.15 benutzt, um durch geschickte Wahl
des £ in v, positiv definite Funktionen zu erhalten.

Satz 5.12 Fir die Raumdimension d € N und fir k € N st die Funktion ) mil
(=1d/2] +k+1in PDy;N C?* und vom Grad Oy, = |d/2] + 3k + 1.
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Beweis: Der Grad der Funktion ist durch die Wahl von ¢ und Lemma 5.11 gegeben.
Wegen ( = |d/2] + k+1 = [(d+2k)/2] + 1 ist 1y € PDgyor N CO0) N CL/2+R(D),
Beriicksichtigt man das Wechselspiel zwischen Fouriertransformation und dem Opera-
tor I sowie Bemerkung 5.2 so erhilt man v, € PD,; N C*(0) N CLd/szk(l). a

Die folgende Tabelle enthilt einige der neuen Funktionen und in Bild 1 ist die Funktion
Ws1(r)=(1 —r)i(4r +1) € PD3N C? zu sehen.

d=1[tio(r)=(1—1)y ¢
aa(r)=(1—r)3(3r +1) C*?
5 2(r)=(1 —r)5(8r® + 5r + 1) 4
d=3 | daolr) = (1=r)} o
s 1(r)=(1 — r)i(llr +1) C*?
Yaa(r)=(1 — r)i(35r + 18r + 3) 4
s 5(r)=(1—r)5(32r° + 25, 4 8r + 1) | C°
d=5 | thso(r)=(1—r)3 C°
an(r)=(1—r)5(5r +1) C*?
s a(r)=(1 — ) (167 + 7r + 1) 4

Tabelle 1: Liste von Funktionen

Die Regelmifligkeit der Gestalt der C*-Funktionen setzt sich auch in héhere Dimen-
sionen fort. Den Rekursionsformeln des letzten Abschnittes kann man

Olapas2a(r)=(1 — )52 {(d/2] +3)r +1} € PDy N C?

entnehmen. Auch das Auftreten des absoluten Termes # 1 bei der C'* Funktion im R?
ist kein Zufall. Dieses Phanomen tritt immer genau dann auf, wenn |d/2| = 1( mod 3)
ist.

M
ﬂ
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Abbildung 1: ¢34
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Die hier konstruierten Funktionen haben mit 9y, = |d/2] + 3k + 1 einen geringeren
Grad als die entsprechenden Funktionen von Wu mit 0¢y4,,, = 2|d/2| + 4k + 1 jeweils
in Abhéngigkeit von der Raumdimension d mit |d/2] = n und der Glatte 2k. Ferner
hat die C%-Funktion im univariaten Fall einen Grad, der nur um Eins hoher ist als der
Grad des klassischen B-Splines, welcher allerdings von vorgegebenen Knoten abhéngt.

Satz 5.13 Es gibt keine Funktion ¢ € PDyNC* der Form (5.1), deren Grad kleiner
ist als |d/2| + 3k + 1.

Beweis: Angenommen, es existiert eine derartige Funktion ¢ mit d¢ < |d/2| +3k+1.
Dann 1a8t sich aufgrund der geforderten Glatte von ¢ der D Operator nach Lemma
4.7 mindestens 2k-mal anwenden, und die resultierende Funktion ¢ := D*¢ ist wieder
von der Form (5.1). Fiir ¢ gilt dann nach Korollar 4.9 und Bemerkung 5.7 auch ¢ €
PD ;2. NCY Ferner hat ¢ den Grad d¢» < |(d+2k)/2| +1, da jede Anwendung des D
Operators den Grad des zugehérigen Polynoms jeweils um zwei vermindert. Dies steht
aber im Widerspruch zu Lemma 5.5 O

Da wir nun wissen, dafl die von uns konstruierten Funktionen von minimalem Grad in
Abhéangigkeit von der Raumdimension und der Glétte sind, bleibt noch die Frage, ob
sich die Eindeutigkeitsaussage von Lemma 5.5 ebenfalls tibertragen 1&ft.

Satz 5.14 Die Funktionen ¢ der Form (5.1) mit ¢ € PDNC* und 0¢ = |d/2]+3k+1

sind bis auf einen konstanten Faktor eindeutiy.

Beweis: Der Beweis folgt dem Schema des letzten Beweises. Angenommen, es existie-
ren zwei Funktionen ¢, mit den angegebenen Eigenschaften, die sich nicht nur um
einen konstanten Faktor unterscheiden. Dann unterscheiden sich auch die Funktionen
¢ := D*¢ und ¢ := D¥p um mehr als einen konstanten Faktor, denn es gilt auch
¢ = I*¢ und ¢ = I*y. Nun sind aber ¢ und 1 zwei Funktionen in PD, 5. N C° mit
minimalem Grad |(d+2k)/2] 4+ 1 und kénnen sich daher nach Lemma 5.5 nur um einen
konstanten Faktor unterscheiden, was im Widerspruch zu dem oben Gesagten steht. O

Wir haben also die Frage des letzten Kapitels zu diesem Zeitpunkt vollsténdig beant-
wortet. Dabei haben die hier konstruierten Funktionen gegeniiber den Funktionen von
Wu nicht nur den Vorteil eines minimalen Grades. Sie besitzen dariiber hinaus auch
effizient auswertbare Rekursionsformeln. Ferner traten sowohl bei den Funktionen von
Wu als auch beim Euklidischen Hut Nullstellen bei den Fouriertransformierten auf, was
nach Satz 4.17 nicht verwunderlich ist. Fiir die optimalen Funktionen v, gilt dagegen
z.B. nach [21] fir { + k > 1

Fatbe(r) = Fal*u(r) = Fapantbe(r)

_md-2kt /(r N t)ft§+kjg+k_1(t)dt >0

0
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Diesen Vorteil werden wir bei der Konditionsabschatzung im néchsten Kapitel ausnut-
zen kénnen.

5.4 Thin-plate-spline-artige Funktionen

Die gerade konstruierten optimalen Funktionen sind nicht nur als radiale Basisfunktio-
nen von Nutzen, sie kénnen auch als Hilfsfunktionen zur Konstruktion neuer positiv
definiter Funktionen mit kompaktem Tréger dienen. So 1a8t sich die Faltung nach Satz
4.13 zu

Yok *2041 Yo = D" (V0 fgn *1 Vo kin)
berechnen, so daf sich z.B. fiir die Faltung der C°-Funktion im R? die Funktion

1877 4+ 9675 — 2521° + 168r* —28r2 +3 0 <r < 1/2
a0 k3 Pa0(r)=<¢ 2(1 —r)(9r* +6r —1)/r 1/2<r<1
0 r>1

ergibt. Auf &hnliche Weise 148t sich die Laplace-Methode anwenden und liefert z.B. fir
die C*Funktion im R? die Funktion

—Atpg1(r)=— (4r° 417 —2)(r — 1)3_
Wir wollen hier mit der Integral-Methode Funktionen der Form

o(r) = { g(r) + er™ log(r) S E 71“ <1 (5.3)

mit einem univariaten Polynom p konstruieren. Derartige Funktionen wurden in [10] auf
anderem Wege hergeleitet. Wir nennen diese Funktionen von Thin-plate-spline-Art, da
sie die gewdhnlichen Thin-plate-splines r2* log(r) durch Hinzunahme eines univariaten
Polynoms folgendermafien verallgemeinern:

e Sie sind positiv definit, nicht nur bedingt positiv definit.
e Sie haben kompakten Trager.
e Die Potenz vor dem Logarithmus muf} nicht gerade sein.

Hat man einen nichtnegativen Kern K (¢) und eine positiv definite Funktion ¢(¢), die
beide einen Trager in [0, 1] haben, so ist auch die Funktion ¢, die sich innerhalb ihres

Tragers [0, 1] durch
o) = [ et oK

darstellen 1a8t, positiv definit. Thre Glatte wird bestimmt durch die Glatte von ¥ und
das Verhalten von K () in der Ndhe von Null. Wir setzen nun fiir ¢ eine der Funktionen
des letzten Abschnittes und fiir K(¢) =™ ,0 <t <1, K(t) = 0 sonst. Tabelle 2 enthalt
eine Auswahl der so konstruierten Funktion. Dabei sind diese Funktionen nur innerhalb
ihres Trégers und bis auf einen konstanten Faktor angegeben.
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Yop | M erzeugte Funktion ¢ Klasse
P21 ] 0 (1—r)? PD, N C°
1 (14 12r% — 16r° 4+ 3r*) + 12r? log(r) Ct
2 (1 —18r% + 8r® 4 9r*) — 247° log(r) C?
P31 | 0 (1—r)° PD;NC°
1 (3 + 80r? — 1201 + 45r* — 8r°) + 60r* log(r) ct
2 (1 —30r* — 10r® 4 45r* — 6r°) — 60r° log(r) C?
3 (1 —20r? + 80r® — 45r* — 16r°) 4 60r* log(r) C*?
Yy1 | 0 (1—r)° PD; N C°
L | (24 95r% —160r° 4+ 90r* — 32r° 4 5r°) + 60r? log(r) Ct
2 | (1 —45r? — 60r° + 135r* — 36r° 4 5r) — 120r° log(r) C?

Tabelle 2: Thin-plate-spline-artige Funktionen

Satz 5.15 Se:
42k

Yor(r) = Y dir! € PDy N C*(0) N CH(L)

7=0
die Monom-Darstellung aus Satz 5.10 mit { = |d/2] + k + 1, und sei
1
o(r) = /¢g7k(r/t)tmdt, 0<r<1,
H(r)=0,r>1, mit 0 <m <l +42k—1=|d/2| +3k. Dann ist ¢ € PD, und besitzt

innerhalb seines Trigers die Darstellung

{ p(r) + ermtl log(r) m > 2k oder m < 2k und m ungerade
T =
P

(r) m < 2k und m gerade

mit dem Polynom p(r) = Eﬁigk c;r? und den Koeffizienten ¢; = d;/(m —j+1),5 #
m+1, ¢py1 = —(cr+...4+ cm+ Cmga+ ...+ coqor) und ¢ = —dypy . Auflerdem besitzt
¢ das Gldtteverhalten
Czk(()) m > 2k
pec CTR1)Nn{ C*™(0) m <2k und m gerade
C™(0) m <2k und m ungerade.

Wir beschranken uns auf m < ¢ 4 2k — 1 = |d/2] 4 3k, da fir groferes m wieder ein

Polynom im Tragerbereich herauskommt.

Beweis: Da ¢ nach Satz 4.2 positiv definit ist, kommen wir direkt zur Darstellung,
die sich unmittelbar berechnen 1a8t:

(+2k I
plr) = Zdjrf/tm—fdt
7=0 ]

042k d {42k
= Y e X e e )

=0 =0
J#Fm+1 J¢m+1
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Aus 0 <m < 0+ 2k — 1 folgt nun mit Satz 5.10, daB d,,41 genau dann Null ist, wenn
m gerade und m < 2k — 2 ist. In diesem Fall erhédlt man also wieder ein Polynom.
Um die Glatte um Eins nachzuweisen, reicht es nicht aus, iiber die Vertauschbarkeit
von Integration und Differentiation zu argumentieren, da die 9y, nur £ + k — 1 stetige
Ableitungen in Eins besitzen. Dies bedeutet aber gleichzeitig, daf} sie innerhalb ihres
Tragers die Taylorentwicklung

2k+¢

Yea(r) = Y vl =r)

j=k+e

mit den Koeffizienten v; = (—1)7(d’/dr’ ), 1(1)/j! besitzen. Man erhilt damit die
Darstellung

2k+¢

o) = 3 [-riyera

r

LA, L

= Z ;e /(1 — s)7s7 M g,

G=ktt

r

Da Ii(r) = —(1—T)jr_(m+2) € C771(1) gilt, hat man (d/dr)" [;(1) = 0 fiir 0 < v < (+k
und {+ k < j < {4 2k, was aber (d/dr)"¢(1) =0 fiir 0 < v < { + k bedeutet.

Kommen wir schlieBlich zur Glatte um Null. Ist m > 2k, so ist ¢(r) = p(r) +
er™tog(r). Da r™tlog(r) in C™(0) € C*(0) liegt und da ferner nach Konstruk-
tion die ersten k ungeraden Koeffizienten von p verschwinden, besitzt ¢ also 2k stetige
Ableitungen um Null. Es kann nicht mehr besitzen, da sonst auch p und schlieBlich vy
ebenfalls mehr besitzen wiirden. Ist m < 2k und ungerade, so kann man &hnlich argu-
mentieren, um ¢ € C"(0) zu erhalten. Ist schlieBlich m < 2k und gerade, so gilt ¢ = p
und ¢,,41 # 0, denn ¢, 41 = 0 wiirde ¢ € PDy N C?* implizieren. Da ¢ sich aber nicht
nur um eine Konstante von ), unterscheidet und denselben Grad hat, widerspricht
dies Satz 5.14, also gilt nur ¢ € C?™(0). O



36 6 Fehler- und Konditionsabschédtzungen

6 Fehler- und Konditionsabschitzungen

6.1 Asymptotisches Verhalten der Fouriertransformierten

In diesem Abschnitt untersuchen wir das asymptotische Verhalten der Fouriertransfor-
mierten

Fatbir(r) = Fal*o(r) = Fuparto(r)

r

_ pmd-2k—t /(r . t)ft§+kj2g+k_1(t)dta

0

der optimalen Funktionen ;. Sie unterscheiden sich von den Fouriertransformierten
des Euklidischen Hutes und der Funktionen von Wu, die beide, wie bereits erwéhnt,
die Gestalt

p(r) =r="J5(r)
haben, insbesondere darin, daf} sie nullstellenfrei sind. Es soll hier nachgewiesen werden,
daB Fyipy () sich asymptotisch wie r=472*=1 verhilt. Genau werden wir zeigen, daf
von d und k abhéngige Konstanten 0 < ¢; < ¢; und ein 7y > 0 existieren, so daf

einerseits fir { = |d/2| + k + 1 die obere Schranke
Fabep(r) < cor~ BT 5

gilt und andererseits fiir alle optimalen Funktionen mit Ausnahme der C°-Funktionen
in R und R? zusétzlich die untere Schranke

eyr~ i < Fabop(r) r>rg

giiltig ist. Die beiden ausgenommenen Funktionen sind insofern unproblematisch, daf
zum einen die C°-Funktion in R gerade die bekannte Hutfunktion mit der Fourier-
transformierten Fyvhy(r) = /(2/7)(1 — cos(r))/r? ist. Zum anderen ist die optimale
C° Funktion 5 in R? auch die optimale C°-Funktion im R?>, so daf man dann im R?

rechnen kann und dort gilt dann wieder die untere Abschéatzung.

Wir miissen die Fille gerader und ungerader Raumdimension getrennt behandeln, da
eine naheliegende Abschatzung obiger Darstellung der Fouriertransformierten nicht
zum Ziel fithrt. Die hier erzielten Ergebnisse werden dann sowohl fiir die Bestimmung
von Schranken fiir die Norm der Inversen der Interpolationsmatrix als auch fiir die
Bestimmung der Approximationsgiite benutzt.

6.1.1 Ungerade Raumdimension

Innerhalb dieses Unterabschnittes gelte grundsétzlich fiir die Raumdimension d = 2n +
1. Ferner sei m := n + k > 1, was nur die C°Funktion im R! ausschlieft. Dann ist
(= 1d/2] + k+1=m+ 1. Die Fouriertransformierte von ¢, 1a8t sich schreiben als
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Font1er(r) = Fomp1myr (1)

_ —3m2 /(r — )2 () (6.1)

0

Wir beginnen mit der unteren Abschiatzung und einer Darstellung nach Gasper [21], die
die rechte Seite in eine unendliche Reihe bestehend aus Quadraten von Besselfunktionen
entwickelt.

Lemma 6.1 Firm > 0 gilt

r

/(T _ t)m+1tm+1/2Jm_1/2(t)dt —

0
0

m+1 (m)zj (2m -+ Q)j 27 4+ 2m +1 ,
QT Z (3m + 3)2] ]’ J + 2 n 1 m+]+1/2(r/ )

=0

maut
(m + 1)!(27” + 1)!F(m + 3/2) 93m+3/2
(3m + 2)! '

Ay, =

Beweis: Unter Benutzung von Formel (2.7) in [21] mit o = m + 1/2 erhélt man nach
einmaliger partieller Integration

r

/(r — )RR g ()t

0

— (m+1)/ (r—t)mtm+1/2Jm+1/2(t)dt
0

I'(m 4+ DI'(2m + 2)I'(m 4 3/2) o3m+3/2, m+1
I'(3m + 3)

= (m+1)

= (), (), @m+2),2+2m 41, ,
Z <6m—|—6> <6m—|—8> ]; j—l—2m—|-1 m+j—|—1/2(7“/ )
=0 J J

j 4 4

Beriicksichtigt man nun Formel (6) aus Satz 5.7, so erhalt man nach wenigen Schritten
die behauptete Identitét. a

Da die auftretenden Koeffizienten vor den Besselfunktionen sdmtlich positiv sind, erhélt
man sofort die Abschétzung
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Korollar 6.2 Fir m > 0 erhdlt man eine untere Schranke der Form

f2m+1¢m+1(7“) > C(m)r_Qm_l [J72n+1/2(7“/2) + ‘]Ter—I—S/Q(T/Z)]

mit einer positiven von m abhdngigen Konstanten C(m). O

Wir werden von nun an die Konstanten aus verstdndlichen Griinden in der Regel nicht
mehr explizit angeben. Man beachte, daff nach [57] Seite 479 die Nullstellen der Bes-
selfunktionen nicht zusammentallen, so dafl man eine untere Schranke gefunden hat,
die positiv fiir alle Argumente ist.

Die auf den ersten Blick rigorose Abschétzung der unendlichen Reihe durch die ersten
beiden Terme wird sich spéter als unproblematisch in dem Sinne herausstellen, daf} das
asymptotische Verhalten der gesamten Reihe bereits durch diese beiden Terme gegeben
ist.

Ziel ist es nun, eine Ungleichung der Form

1
J31+1/2(7“) + J31+3/2(T) > C(m)-

7

fiir hinreichend grofies r zu beweisen. Dabei nutzen wir aus, dafl die Besselfunktionen,
deren Ordnung m + 1/2 ist, sich als finite Summen trigonometrischer Funktionen mit
Gewichten 7=/ schreiben lassen (siehe [57] Seite 53).

Lemma 6.3 Die Koeffizienten «;,, seien definiert durch

=)

S <<
e 0 sonst .

Auferdem seien die Funktion f;, gegeben durch

fim(r) == { sin(r —wm/2) j gerade

cos(r —wm/2) j ungerade .

Dann gilt die Identitdt

9 1/2 m B
Tgry2(r) = <;> > g fian () (6.2)
7=0
a
Die Definition der 5, fiir j & {0,...,m} ist fiir den néchsten Satz sinnvoll und wurde

deshalb schon vorweggenommen. Genauso dient bei der Funktion f;,, der Parameter
J nur als ,switch“, um die Darstellung zu vereinfachen. Mit Hilfe dieser Darstellungs-
form kénnen wir eine asymptotische untere Schranke fiir die Summe der Quadrate der
Besselfunktionen angeben.
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Satz 6.4 Firm € Ny und r > r,, := 48(m + 1)*"*+° gilt

1
J72n+1/2(r) + ‘]Ter—I—S/Z(T) > P

Die Angabe von r,, ist sehr grob, so daf} sie zur tatsidchlichen Bestimmung von Kon-
ditionsschranken nicht herangezogen werden sollte. Tatséchlich zeigen numerische Ver-
fahren, dafl die Ungleichung schon wesentlich frither erreicht wird. Wir werden darauf
teilweise noch spéater eingehen. Das asymptotische Verhalten ist nicht sonderlich tiber-
raschend, da die Besselfunktionen generell wie 1/4/r abfallen. Entscheidend ist aber,
dafB es sich um eine fir r > r,, gleichméfige untere Schranke handelt.

Beweis: Die Darstellung (6.2) erlaubt die Berechnung

2
2 [ & »
‘]72rL-|—1/2(r) = E Z O‘j,mfj,m(r)r ]>
7=0
9 2m 7 4
- o Z [Z akvmfkvm(T)O‘j—k,mfj—km%(r)] 7“_‘7>
o 7=0 Lk=0
9 2 ,
= B0+ ﬂj,m(r)r‘]) ,
mit der man wiederum
2 2 2 2 2 - -
Jm—l—l/?(r) + ‘]m—|—3/2(r) = E fO,m(T) + fO,m—I—l(T) + Z(ﬂ],m(r) + ﬂ]‘7m+1(7“))7" +
7=1

+52m+1,m+1(7“)7“_2m_1 + ﬂ2m+2,m+1(7“)7“_2m_2>
2 2m+2
2 (fg,m<r> ECEDS w,m(r)r‘]>
]:

erhalt. Da ferner

m m(m+1
Fonl) + foalr) = sin’(r = T2 ain(p - T L)
= sin’(r — @) + cos*(r — @)

gilt, haben wir die Darstellung

2m+2
2 .
J72n+1/2(r) + J72n+3/2(r) - (1 + Z Vi (1)r ]> ) (6.3)
7=1
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was bereits die Form der unteren Schranke liefert. Es bleibt zu zeigen, daf} fir r > r,,
die Summe auf der rechten Seite betragsmafig kleiner als 1/2 wird. Dazu betrachten
wir zuerst die Koeffizienten ;. Es gilt |an—1m| = |@m,m| und

(m+j41)(m—j)
2(j+1) ’

|ig1,m| = [ m]

so daB fiir 5 < m — 2 die Ungleichungskette

m+7+1
J+1

|j1m] 2 [jm] > [ejm|

folgt. Wir haben damit insgesamt || < |, | fiir jedes j. Als néchstes schitzen wir
|| = (2m)!(m!27)~ durch m™ nach oben ab. Dies ist fiir m = 1 sicherlich richtig,
und fiir m+ 1 muB wegen |api1mi1| = (2m 4+ 1)|apm| nur (2m + 1m™ < (m+1)"+!
gezeigt werden. Dies ist dquivalent zu

1 1\" 1
— 1+ — 1 > 1
2<+m> <—|_2m—|—1>_7

was giiltig ist, da der zweite Klammerterm immer grofler als Fins ist und der erste
monoton wachsend gegen e strebt und fiir m = 1 bereits den Wert Zwei hat. Damit
erhalten wir die Abschitzung |a; | < m™ fiir alle j, die ihrerseits wieder |3;,.(r)] <
(2m + 1)m*™ < 3m*™*! liefert. Schliefilich gelangen wir zu |v,,.(r)] < 2m(3m*™*! +
3(m 4 1)*™+3) < 12(m + 1)*"** und koénnen nun die Summe behandeln. Fiir r > r,,
gilt ndmlich

2m+2 2m42
Z ’ymm(r)r_j < 12(m + 1)2m+4 Z P
J=1 7=1

< 24(m + 1) r < 1/2,

was zu zeigen war. O

Damit haben wir fiir ungerade Raumdimensionen den ersten Teil der am Anfang dieses
Kapitels behaupteten Asymptotik bewiesen. Wir fassen dies zusammen in

Korollar 6.5 Zud =2n+1 und { = n+k+1 > 2 gibt es Konstanten ¢; > 0 und
ro > 0, so dafs
Fabor(r) > er=472+1

fiir v > rq gilt. Dabei hiangen ¢; und ro von d, k ab. O

Wenden wir uns nun den oberen Schranken zu. Dabei benutzen wir einen anderen
Zugang als bei den unteren Schranken. Wir betrachten allgemein die Funktion

ulr)i= g [l = (6.4)
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ml(m + 1)!2m+1/2
VT '

Dieser Faktor 1a8t sich durch den folgenden Satz erklaren, der eine induktive Berech-

B, = (6.5)

nungsweise der Funktionen angibt, die in [1] hergeleitet wird.

Satz 6.6 FEs gilt fo(r) =1 — cos(r) und fiir m >0

) = fox fa(r /fo A

Man beachte den Unterschied in der Definition der Faltungsoperatoren * und x. Ist
mit der Fouriertransformation im Sinne von Bemerkung 4.11 vertréglich, so ist x im
gleichen Sinne mit der Laplacetransformation

L)) = [ s
0
vertraglich, d.h. es gilt L(f xg) = (Lf)(Lg). Man erkennt, da} das Integral in (6.4)

vom Faltungstyp beziiglich x ist, und man beweist den letzten Satz einfach, indem man
nachweist, dafl beide Seiten die Laplacetransformierte

1
rm—l—l (1 _I_ r2)m—|—1

(Lfn)(r) =

besitzen. Allgemeines zur Laplacetransformation findet man z.B. in dem Buch [61] von

Widder.

Wir fassen einige einfache Eigenschaften dieser Funktion zusammen.
Satz 6.7 Die gemdf (6.4) mit (6.5) definierten Funktionen geniigen

(]) FQM-l-lqu)m-I-l(r) = er_?)m_2fm(r);
(2) fn(r) >0 firm>0,r>0,

(3) fulr) < Emrm,
(4) fun(r) = O@*"* ) fir r — 0.

Beweis: Die erste Aussage entspricht gerade (6.1), die zweite erhalt man aus Lemma
6.1 bzw. aus dem letzten Satz. Aussage (3) erhalt man induktiv sofort aus Satz 6.6,
wahrend die letzte Aussage einfach aus der ersten folgt. O

Die erste Aussage dieses Satzes verdeutlicht unser Interesse an der Funktion f,,. Sie
ergibt mit Aussage (3) sofort das gewlinschte Resultat. Sie zeigt auflerdem, daff die
rigorose Abschétzung der unendlichen Reihe in Korollar 6.2 unproblematisch ist.
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Korollar 6.8 Zud =2n+1 und { = n+k+1 gibt es eine Konstante ¢; = c3(d, k) > 0,
so daf$ fir r > 0 die Abschdtzung

Fabop(r) < egrmi=21

gilt. O

6.1.2 Gerade Raumdimension

Wir werden nun die Ergebnisse fiir den Fall d = 2n beweisen. Auch hier ist damit
{=n4+k+1=:m+ 1. Dazu fithren wir zuerst an, daf} sich die Fouriertransformierte

Faber(r) = Famibmia(r)

= / (r = )" (1) (6.6)

0

ebenfalls mit den Funktionen fo(r) = 1 —cos(r), fn(r) = f-1* fo(r) beschreiben lafit.

Allerdings mufl noch eine weitere Faltung durchgefithrt werden. Wir setzen

r

go(r) := /Jg(t)dt

0

und fir m > 1

gm(r) = fm—l *QO(T) = /fm_1(t — T)go(t)dt.

Dies liefert dann den folgenden Satz, den man wieder wie Satz 6.6 mit der Laplace-
transformation beweist. Naheres findet man in [1].

Satz 6.9 Ist B, fir m =n+ k wie in (6.5) definiert und { =k +n+ 1, so gilt
F2n¢€,k(r) = Bm—lr_Sm_lgm(r)-
Da wir die Abschatzungen fiir f,,—1 bereits aus dem vorherigen Unterabschnitt kennen,

miissen wir nur noch go genauer untersuchen. Ebenso erkennt man, daf} fiir die unteren
Schranken m > 2 benétigt wird, was gleichbedeutend ist mit & > 1, fiir n = 1.

Lemma 6.10 gq erfillt die folgenden Abschitzungen:
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(1) go(t) > 0 fiirt > 0.

(2) Es gibt ein to, so dafs 1/2 < go(t) < 3/2 fiirt > to gilt. Insbesondere ist go(t)
beschrinkt.

Beweis: Die erste Behauptung ist gerade eine Ungleichung, die auf Cooke [12] zuriick-
geht, wogegen die zweite Behauptung aus

tlim go(t) = /Jg(s)ds =1
0

(vel. [17] 19.2(1)) folgt. =

Damit sind wir nun in der Lage, die anfinglich gemachte Behauptung auch fiir den
Fall gerader Raumdimensionen zu beweisen. Wir formulieren das Ergebnis in Hinblick
auf den letzten Unterabschnitt fiir beliebige Raumdimension.

Satz 6.11 Fir jede Raumdimension d und jedes k € N gibt es eine Konstante cq, so
daff mit { = |d/2| + k + 1 die obere Abschitzung

Fabep(r) < cor 47 fiirr >0

gilt. Ist d > 3 fir k = 0 und sonst beliebig, so gibt es Konstanten c1, ro > 0, so daf
zusdtzlich die untere Abschdtzung

er™ TN < Faur(r)  fiir > o

qliltig ist. Die Konstanten ¢y, ¢z, o hdngen nur von d und k ab.

Beweis: Der Beweis ist nur noch fiir gerade Raumdimension d = 2n zu fithren. Benut-
zen wir die vorhergehenden Bezeichnungen, so ist zu zeigen, daf} sich g,,(r) asympto-
tisch wie r™ verhélt. Im folgenden wird ' der Einfachheit halber eine Konstante mit
wechselndem Wert bezeichnen. Wir beginnen mit der Abschdtzung nach oben. Nach
dem vorangehenden Lemma gilt 0 < go(f) < C fiir alle ¢ > 0 mit einer geeigneten
Konstanten €. Damit erhalt man

r

gm(r) = /fm—1(t)go(r —t)dt < C/tm—ldt — Oy

0

Diese Abschitzung ist sogar fiir alle r > 0 giiltig. Kommen wir zur unteren Schranke.
Hier wéihlen wir zunéchst r{ so groB, daB fiir r > r{/2 sowohl f,,_1(r) > Cr™=! als
auch go(r) > 1/2 gilt. Da ferner go(r) und f,,—1(r) fiir alle r > 0 positiv sind, erhalt
man fiir r > r
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ry/2 r/2 r

gm(r) = /—I—/—I—/ fr-1(t)go(r — t)dt

0 rg/2  r/2

r/2 r/2
> / Jmo1(B)go(r — t)dt > C/2 / t" Lt
ry/2 ry /2
> COr™
fiir r > ro mit hinreichend groflem ry. O

6.2 Fehlerabschitzungen

Hat man eine positiv definite Funktion ®, paarweise verschiedene Stiitzstellen X =
{z1,...,zx} € Q C R? und Funktionswerte f(z1),..., f(xn) gegeben, so 1dBt sich
die Interpolante s aus dem Raum 7(®,X) = span{®(- — x1),...,®(- — an)} auch
schreiben als

sp(a) = flzj)ui(a), (6.7)

wobei die u}(z) durch das Gleichungssystem
A@XU*(Z‘) == R@X(l') (68)

mit v*(z) = (ui(7))i<j<n, Rox(z) = (®(x — 2;))i<j<n und der Interpolationsmatrix
As x = ((®(x; — 75))1<ij<n) bestimmt sind. Laft man in (6.7) auch beliebige u;(x)
zu, so gilt nicht mehr notwendig s¢(x;) = f(x;) und man spricht daher von Quasi—
Interpolation.

Wir wollen hier klaren, wie das Approximationsverhalten dieser (Quasi—)Interpolanten
unter Benutzung der Funktionen ¢, ; minimalen Grades ist.

Um Approximationsaussagen machen zu kénnen, mufl man zum einen die Menge der
zu approximierenden Funktionen spezifizieren, zum anderen mufl man eine Gréfle defi-
nieren, in der das Verhalten gemessen wird. Der Raum der zuldssigen Funktionen Re
soll hier aus allen Funktionen f:R? — R bestehen, die sich schreiben lassen als

o) = 2ny " [ e, (6.9)

wobei f eine Funktion ist, die zusédtzlich

fIV® € Ly(RY (6.10)
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erfullt. Auf Re hat man dann die natirlich Norm
L [ )P
1915 = 2y %d@ (6.11)
Rd “

Es gibt andere Moglichkeiten, den Raum Rg einzufiihren (vgl. [24, 31, 32, 58, 63]), auf
die hier genauso wenig eingegangen werden soll, wie auf die Problematik, Funktionen
nur auf einem Teilgebiet  C R? zu betrachten (vgl. [51]). Wichtig ist hier nur, daf fiir
diese Funktionen die Abschétzung

|[F(2) = sp()] < [ flla P2, X, @) (6.12)

mit der sogenannten Powerfunktion

Pz, X, ®) = ®(0) — 2 Z wi () (r — )+ Y Y uwi(w)up(w)(x; — ) (6.13)

j=1 k=1

giiltig ist, die man mittels Umkehrformel und Cauchy-Schwarzscher Ungleichung be-
weist. Dabei sind die u}(x) gerade die Losungen von (6.8). Man kann zeigen, daf die
ui(x) den Ausdruck der rechten Seite in (6.13) minimieren (in der Regel werden an
die u;, iber die minimiert werden soll, Bedingungen gestellt, die hier aber aufgrund
der unbedingten positiven Definitheit entfallen), so dafl eine {ibliche Vorgehensweise
zur weiteren Abschitzung von (6.12) die Ersetzung der u}(x) durch geeignete u;(x) in
(6.13) ist. Aufgrund des asymptotischen Verhaltens der Fouriertransformierten gelten
fiir die natiirlichen Funktionenrdume der Funktionen minimalen Grades die folgenden
Aussagen.

Satz 6.12 Sei ®(z) = ui(||z|]), Yer € PDyNC* mit Ausnahme der C°-Funktionen
in R und R2. Dann gilt

Ro = H 5 (RY) € CHRY),

wobei H*(RY) wie iblich den Sobolevraum bezeichnet. Ferner sind auf Re die Norm
| - [le und die Sobolevnorm dquivalent.

Beweis: Die Inklusion ist gerade einer der Sobolevschen Einbettungssitze. Es ist also
nur die Identitdt zu zeigen. Die Fouriertransformierten der angegebenen Basistunktio-
nen haben das asymptotische Verhalten

b(e) ~ (1 [l 75775, (6.14)
Ist also f € Rg, so liefert die Forderung (6.10) mittels Holderscher Ungleichung,

daB f € Li(R%) N Ly(R?) gilt. Insbesondere folgt mit (6.9), daB auch f € Ly(RY)
liegt, was aber wegen (6.14) gerade f € H*(HD/2(RY) bedeutet. Ist andererseits
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f e HHUEHD/2(RY) gegeben, so liefert (6.14) gerade (6.10), so dafl nur noch die In-
versionseigenschaft (6.9) zu zeigen ist. Man erhélt wie eben f € L;(R%) N Ly(R%), so
dafl

g(x) = (27?)_d/2/f(w)eiﬂwdw

wohldefiniert und stetig ist. Ferner stimmt ¢ mit f im L,-Sinn iiberein. Da beide
Funktionen stetig sind, gilt auch punktweise f = g, was (6.9) bedeutet. O

Die Approximationsgiite wird, um auf den zweiten Punkt einzugehen, in Abhé&ngigkeit
der Dichte der Stiitzstellen

h,(z) = max min — 6.15
()= max min ] (6.5
mit einem p > 0 gemessen. Sie ist bestimmt durch die Glétte der zugrunde liegenden
Basisfunktion. Man sagt, dafl die Basisfunktion ® die lokale Approximationsgiite 3
besitzt, wenn fiir p > 0 eine Konstante hg = ho(p, P) existiert, so daB fiir alle X =
{z1,...2x} CR?und alle + € RY mit h,(z) < hy die Abschitzung

() = ss(2)| < C|[fl|lah) () (6.16)
gilt.
Betrachten wir also die Funktionen v, € C* N PDy; mit { = |d/2] + k + 1 als

Basisfunktionen ®. Thre Fouriertransformierte ist positiv und besitzt das Verhalten

Fatbe(r) < Cllal|™771 v = . (6.17)

Hierdurch erhilt man nach [63]:

Satz 6.13 Die Funktionen minimalen Grades 1) € C* N PDy besitzen die Approxi-
mationsgite k + 1/2. O

Die bisher geschilderte Vorgehensweise hat den Nachteil, dafl bei immer enger liegenden
Stiitzstellen, also h = h,(x) — 0, der Vorteil einer diinn besetzten Interpolationsma-
trix, resultierend aus dem kompaktem Trager von ®, verloren geht. Daher versucht man
den Trager von ® in Abhéngigkeit von h zu skalieren, d.h. man interpoliert bzw. appro-
ximiert mit @5 = ®(-/6) statt mit ® und wahlt 6 als Funktion von h. Ist z.B. 6 = ¢ch,
so hat man anndhernd eine konstante Anzahl von Interpolationspunkten im Trager,
und man spricht vom stationdren Fall. Tatsdchlich wurden die Begriffe stationdr und
nichtstationédr in diesem Zusammenhang urspriinglich bei der Approximation auf dem
Gitter hZ? benutzt. Dort bildet man Approximanten der Form

syale) = 37 M0 (5~ ).

JELA
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wobei @) im Gegensatz zu ®s eine von h beliebig abhingige Basisfunktion ist. Ubli-
cherweise benutzt man nicht die Basisfunktion selbst, sondern Lokalisierungen, die ein
besseres Abklingverhalten haben, um Konvergenz zu erzwingen. Wéhlt man ®;) = @
fiir alle h, so spricht man vom stationédren, sonst vom nichtstationdren Fall. Daf} diese
Begriffsbildung der obigen entspricht, sieht man z.B., wenn man ®;y = ®(-h) wahlt.
Dann erhélt man ndmlich

sgu(a) = Z fGR)®(z — jh),

was gerade der Quasiinterpolation an den Stiitzstellen jh € Z? entspricht. Ebenso
entspricht die Quasiinterpolation mit &5 = ®(-/6) mit 6 = h gerade der stationiren
Approximation, denn es gilt

spale) = 30 FGM@(G =) = 3 [(jh)®s(e = i)

Kommen wir nun darauf zuriick, die Approximationsgiite fiir ®5 mit ®(x) = oy x(]|z])
und ¢y € C?* N PD, zu untersuchen.

Satz 6.14 Ist ® gegeben durch eine der optimalen Funktionen v, mit Ausnahme der
C°-Funktionen in R bzw. R?, so gilt Fo = Fo, mil dquivalenten Normen || - ||¢ und

- llo-

Beweis: Da & positiv und stetig ist, gilt mit gewissen von 6 abhéngigen Konstanten
C1(6) und Cy(6) fir [|w|| < ro
()
Cy(6 - < Cy(6).
1(6) < B(6w) = 2(9)

Andererseits liefert das asymptotische Verhalten von Fyip, ;. die Abschétzungen

d(w
0152k+d+1 < _ ( ) S 0252k+d+1

T D(bw)
fir ||w|| > ro mit gewissen anderen Konstanten ¢;,cz, so dal man schlieilich
)
0 < Ki(6) < sup ) < ks
w€eRd (I)((Sw)

erhalt. Dies erlaubt z.B.

17, = e [,

I, Ps5(w)
_ )2 5-d |f(w)|2 Ci)(w) o
= (@) R[cﬁ(w) <i>(5w)d

< Ky(8)6~ /15
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Ebenso erhdlt man die andere noch benétigte Ungleichung. O

Um eine Abschétzung fiir die Powerfunktion P(x, X, ®s) der skalierten Basisfunktion
®s zu erhalten, miissen wir die Grofen u*(z) = v*(x, X, ®) und h,(x) = h,(z, X)
untersuchen. Da Ag, x = Ag x/s und Re, x(2) = Ro x/s(x/0) ist, erhédlt man aufgrund
der Eindeutigkeit der Losung in (6.8) zundchst u*(x, X, ®s) = u*(x/é, X/6, P) und
damit unmittelbar

P(z, X,0;5) = P(2]8,X/6,).

Da ferner
ho(x]6.X/6) = i — /6
Plefo, X[8) = max - min [ly =/
—_ 1 3 .
= F e oy =l
1
= ghpg(w,X)

gilt, erhdlt man

Korollar 6.15 Im skalierten Fall ®s = ®(-/8) mit ®(x) = oi(||z|)und ¥op € C* N
PDy gilt fiir hys(x, X) < 6ho(p, @) = ho(pd, ) die Abschitzung

hps(z, X) ) b

P(vavq)5)§C< S

mit einer Konstanten C > 0. O

Hieran erkennt man, dafl sich im stationiren Fall 6 = ch,s(x, X) keine Konvergenz-
aussage folgern 1aBt. Ein Kompromifl zwischen stationdrem und nichtstationdrem Fall
ware z.B. 6 langsamer gegen Null gehen zu lassen als h = h,s(x, X). Dies liefert dann
Konvergenz mit nur geringem Verlust in der Struktur der Interpolationsmatrix.

6.3 Konditionsabschitzungen

Wir kommen nun zur Bestimmung von oberen Schranken der Kondition der Interpo-
lationsmatrizen Ag x = (®(x; — 2x))1<je<n, die bei den hier untersuchten Interpo-
lationsproblemen auftreten. Dabei ist die Kondition einer Matrix A definiert durch
cond(A) := ||A|[||[A™]]. Die Funktion ®(z) = vy x(]|z||) wird eine der optimalen Funk-
tionen des letzten Kapitels sein. Die Schranken sollen in Abhangigkeit des Separati-
onsabstandes

1

gx = goin|la; — z (6.18)
des Datensatzes X = {z1,...,2x} ausgedriickt werden, wie es {iblicherweise der Fall

ist [36, 37, 38, 39, 48]. Wir werden im folgenden beweisen, daf} fiir die Funktionen
minimalen Grades mit Ausnahme der C°-Funktion iiber R die Abschitzung
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Cond(A¢z,k7X) = O(Q)_((d+2k+1))7 gx — 0 (619)

gilt. Dieses FErgebnis bedeutet insbesondere, dafl man einen gegebenen Punktesatz X
um weitere Punkte erweitern kann, ohne die Kondition wesentlich zu verschlechtern,
sofern man den Separationsabstand nicht verkleinert.

Da es sinnvoll ist, dichter liegende Datensdtze mit Basisfunktionen kleineren Trigers
zu interpolieren, betrachtet man wieder auch skalierte Formen ®5 = ®(-/6) der Basis-
funktion. Da eine Interpolation in den Stiitzstellen X = {xy,..., 2y} mit der skalier-
ten Basisfunktion @5 aber gleichbedeutend mit einer Interpolation in den Stiitzstellen
X/6 ={a1/d,...,xn/6} ist, gilt insbesondere fiir den Separationsabstand

dx/s = QX/‘Sa

so daf} eine Wahl 6 = cgx mit positiver Konstanten ¢ zu

cond(Ay,, ,x) < C (6.20)

fithrt. Wir werden uns daher im folgenden auf den nichtstationdren Fall mit 6 = 1
konzentrieren.

6.3.1 Abschétzungen fiir ||A|l

Obere Schranken fiir die Kondition einer Matrix A zerfallen in natiirlicher Weise in
obere Schranken fiir ||A|| und fiir ||[A™Y|. Wir wenden uns nun ersteren zu und wer-
den hier allgemeiner als im niichsten Abschnitt vorgehen. Sei dazu ® : R? — R eine
Funktion mit Tréger in der Einheitskugel B;(0) := {x € R : ||z]| < 1}. Seien ferner
X ={zy,...,2n} eine Menge paarweise verschiedener Punkte im R? mit Separations-
abstand ¢gx < 1/2 und Ag x = (®(x; — x4)). Die Bedingung an ¢x ist keine wirkliche
Einschrankung, denn fiir ¢x > 1/2 reduziert sich die Matrix Ag x auf eine Diagonalma-
trix mit ®(0) als Diagonaleintrag. Eine erste Abschitzung fiir die Norm dieser Matrix
liefert der Satz von Gerschgorin:

|As x| < Nf?fg [®(z; — )l (6.21)

Ist ® positiv definit und normiert auf ®(0) = 1, so vereinfacht sich diese Ungleichung
zu

A x|l < N. (6.22)

Um aus dieser Abschiatzung eine Motivation fiir eine obere Schranke in Abhéngigkeit
des Separationsabstandes zu gewinnen, nehmen wir an, daf} die centers z; auf einem
Gitter mit der Gitterweite 2gx = 1/(N'4 — 1) < 1 liegen. Die Ungleichung bedeutet
dabei, daB in jede Richtung des Gitters N'/¢ > 2 Punkte liegen. Dann 1aBt sich (6.22)
umformulieren zu
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1 d
Ao x|| <N = (— + 1) < qx" (6.23)
2qx
Ziel ist es nun, eine derartige Abschétzung auch fiir allgemeine Datensatze zu beweisen.

Lemma 6.16 Sei ® : R — R eine stetige Funktion mit kompaktem Triger By(0) und
max |®(x)| < 1. Sei ferner X = {x1,...,zn} C R? eine Menge paarweise verschiedener
Punkte mit gx < 1/2. Dann gilt fiir alle x € R? die Abschiitzung

S (e — )] < 45", (6.24)

i=1

Beweis: Der Beweis benutzt einen in diesem Zusammenhang iiblichen Trick von
Narcowich und Ward [37, 38], der den R? in Kugelschalen einteilt. Genauer setzen wir
fiir festes € R?

Se(w) ={a; € X i gxk <o — ;]| < gx(k+1)}.

Dann gilt nach [38]

e card[So(z)] < 1,
o card[Sy(x)] < 3%k fir k > 1.
Ist nun x; € Si(x) fir ein k mit k¢gx > 1, so ist ®(x — x;) = 0. Also hat man die

Abschatzung

4 1 k<1/qX
LIEERIE I AT

Weil X von den Si(x) iiberdeckt wird, erhdlt man

N o0
Moo -y < ) card[Sk()]X(o, /0.1 (F)
j=1 k=0
[1/ax]
< 14 Z 3dkd—1
k=1
< L4371/ gx]? < 401 /gx)".
Da x beliebig war, ist die Behauptung bewiesen. O

Man sieht, dafl die Abschatzung sehr grob ist, so daf fiir praktische Tests mit den in der
Ungleichungskette auftretenden Gréfien verglichen werden sollte. Fiir unsere Zwecke ist
diese Abschédtzung aber gut genug.
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Satz 6.17 Sei & : R?Y — R positiv definit. Seien X, qx und A = Ag x wie bisher
definiert. Dann gilt
[Aex]| < 4%¢%".

Tatsachlich 148t sich diese obere Schranke nicht nur fiir die Spektralnorm von Ag x
beweisen, sondern fiir jede p-Norm mit 1 < p < oco. Ferner gilt die Aussage auch fiir
den Fall der ,off-center“-Interpolation (vgl. [37]).

Beweis: Unter Ausnutzung von a?+b* > 2ab und des vorhergehenden Lemmas erhélt
man fiir « € RY mit [Jo|| = 1

N N
ofAa < YN ag|anl|®(z; — )]

IA
| —
WE
WE
=
i%

|

=
z
3
_|_l\')
2

7=1 k=1
N N
= S P Y (e, - )
7=1 k=1
4\¢
o
qx
Dies liefert [|A|| = sup)q = ol Aa < 44q3%. H

Ein vergleichbares Ergebnis ist von Narcowich, Sivakumar und Ward in [37] unter
groferem Aufwand fiir die Gaufiglocken bewiesen worden.

6.3.2 Abschatzungen fiir ||A™!||

Konnte fiir die Norm der Interpolationsmatrix Ag x die Schranke noch fiir allgemeines
positiv definites ® mit kompaktem Tréger nachgewiesen werden, benétigt man fiir die
Norm der Inversen der Interpolationsmatrix die Positivitdt der Fouriertransformierten
der Basisfunktion ®. Dies liegt an der benutzten Technik, die ebenfalls auf Narcowich

und Ward [38, 39] zuriickgeht (vgl. auch [48, 59]).

Satz 6.18 Sei ® eine iiber R? positiv definite und integrierbare Funktion mit positiver
Fouriertransformierten ® > 0. Sei X = {xy,...,2x} C R? ein Datensatz paarweise
verschiedener Punkte mit Separationsabstand qx. Ferner seien

und

-

Tl 2R (d2) + 1)

ad

a—12 (Fz((d/z)H)W)d
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definiert. Dann gilt die Abschdtzung
gk

1A X < 5 W

(6.25)

a

Da wir aus dem vorherigen Abschnitt wissen, daf sich die Fouriertransformierte unserer
optimalen Funktionen nach unten durch

Fabog(r) > Cp (424D

fiir hinreichend grofles r abschétzen 1af3t, erhalten wir die Aussage

Satz 6.19 Seien ty(r) = (1 — ) und Py p(r) = FPy(r) € PDy N C* die Funktion
minimalen Grades mit { = Ld/ZJ + k+1 > 1. Gegeben sei ferner ein Datensatz
X = {ay,...,2x} C R? mit Separationsabstand 2qx = min;y; ||z; — 2;]] > 0 und die
Interpolationsmatriz Ay, , x = (Yer(||vi — 2;||))i ;. Dann gilt fiir die Inverse

HAWkXH = ( . 1)7 gx — 0. (626)

Beweis: Die Funktion ¢ ist wegen ¢ > 1 nicht die C%Funktion in R. Sei Yo
zunéchst auch nicht die C°-Funktion in R2 Dann gilt nach Satz 6.11
eolafax) = min Fubur(lw]) = Cd k)gx™ .

Dabei hangt die Konstante C'(d, k) nur von der Raumdimenson und der Glatte ab. Satz

6.18 liefert dann d

il S 2
Im Fall der C°-Funktion ¢y im R? fassen wir die Stiitzstellen z; € R? als Punkte im
R? auf. Beriicksichtigt man, daf} 1)y auch im R? die optimale C°-Funktion darstellt, so
erhilt man jetzt mit d = 3 zunéachst ¢o(a/qx) > C(3,1)¢x und damit ||A;21X|| < Cqy'
so daf} die Aussage auch in diesem Fall gilt. O

47 < C'(d, kg

Wir wollen nun noch kurz darauf eingehen, dafl der Exponent 2k + 1 allgemein nicht
besser gewdhlt werden kann. Zum einen wissen wir nach Satz 6.11, dafl die unteren
Schranken fiir die Fouriertransformierte Fy, ;, hochstens in der Konstanten verbessert
werden kénnen, so daf diese Technik keine besseren Ergebnisse ergeben kann. Anderer-
seits liefert diese Technik die optimalen Exponenten, denn fiir die Powerfunktion gilt

mit g = 2 und ui(z) = —1
Pz, X, ®) = ®(0)—2 Z ui(2)®(x — ) + Z > wi(a)up(z)@(x; — k)
= D ) wia)up(a)®(z; — )

so daff man die sogenannte Unschirferelation erhalt (vgl. [48]).
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Satz 6.20 Sei P; die Powerfunktion zu X \ {z;}. Dann gilt
1

minlSkSN sz(l']‘) '

1A X1l =
O

Ordnet man die Daten x; nun auf einem Gitter der Gitterweite kb an, so gibt es Punkte

x mit h,(z) = h/d/2 = Vdgx, was zu der Ungleichungskette
Crgx™ ™" < [[Ax ]l < Cogx™™
fiihrt.

Zusammen mit der Abschétzung aus Satz 6.17 erhdlt man die bereits in der Einleitung
dieses Kapitels erwdhnte asymptotische Aussage iiber die Kondition der Interpolati-
onsmatrix.

Korollar 6.21 Unter den Voraussetzungen von Satz 6.19 gilt
Cond(A¢z,k7X) = O((b_{d_%_l)v 9x — 0.

a

Dieses Verhalten der Kondition wurde auch in numerischen Tests [28] bestatigt. Es
sei darauf hingewiesen, dafl keine der klassischen radialen Basisfunktionen eine derar-
tige theoretische Konditionsabschatzung besitzt. Dies liegt hauptséchlich daran, daf
Schranken fiir die Norm der Interpolationsmatrix in Abhangigkeit des Separations-
abstandes bisher nur fiir Funktionen existieren, die auf jedem R? positiv definit sind
und deren Darstellungsmafl im Sinne von Satz 3.3 gewissen Bedingungen unterliegt
(vgl. [37]). AuBerdem soll erwahnt werden, dafl in [2] angegeben wird, wie man aus
Schranken fiir die Spektralnorm der Inversen der Interpolationsmatrix Schranken fiir
eine beliebige p-Norm erhélt, worauf hier aber nicht weiter eingegangen wird.

Kommen wir noch einmal kurz zum stationdren Fall. Dieser zeichnet sich dadurch aus,
dal man die skalierte Version s = tsx(-/6) betrachtet und 6 = egx setzt. Eine
Interpolation mit s auf einem Datensatz X = {w1,...,2n} entspricht dann der
Interpolation mit ¢,y auf X/6 = {x1/6,...,an/0}.

Korollar 6.22 Unter den Voraussetzungen von Satz 6.19 gilt fiir die Interpolations-
matrizen von Vs = or(-/6) die asymptotische Abschitzung

cond(A¢[7k757X) <C,

fir alle Datensditze X mit qx > qo. Dabei hingt C' nur von {,k,6 und qo, nicht aber
von der Lage der x; ab.

Beweis: Die Aussage ist richtig fiir alle Datensidtze X mit Separationsabstand ¢x = qo.
Fiir grofleren Separationsabstand fiigt man einfach einen weiteren center hinzu, um den
Abstand ¢o zu erreichen, was nur die Kondition verschlechtert. Fiir den erweiterten
Datensatz gilt dann die Abschdtzung, also erst recht fiir den urspriinglichen. O
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6.3.3 Praktische Schranken

Nachdem wir allgemein asymptotische Schranken fiir die Kondition der Interpolations-
matrix bestimmt haben, wollen wir jetzt die Funktion

ai(r) = (1—r)i(4r+1) € PDyNC? (6.27)

néher betrachten. Dabei sind wir insbesondere an der Bedeutung der Aussage gx < ¢
interessiert. Da das Hauptproblem in der Bestimmung einer unteren Schranke fiir die
Fouriertransformierte Fsip51 = Fs1Ps besteht, erhalten wir gleichzeitig Aussagen fiir

die Funktionen ¢3 € C° N PD; und 15, € C* N PD;.

Die Rekursionsformel aus Satz 6.6 erméoglicht es, untere Schranken der Fouriertrans-
formierten von ,,11 ebenfalls rekursiv zu berechnen, denn aus Fap_10m (1) > Sp(r)

folgt

Fomi1¥Pmia(r) = er_?’m_z/fo(r—t)fm_1(t)dt

m

0
_ Bm —3m—2 o 3m—1
= 5 r fo(r =)t Fom—1m(t)dt
-1
0

> 2m(m + 1)r372 /fo(r — )t S L (#)dt
0

Wir erinnern noch einmal daran, dafl m bestimmt war durch m = &k 4+ n, was fiir die
Funktion in (6.27) gerade m = 2 bedeutet. Man benétigt also, um dieses Verfahren an-
zuwenden, zunéchst eine untere Schranke fiir m = 1. Die Schranken miissen aufgrund
der Asymptotik, die im ersten Abschnitt dieses Kapitels hergeleitet wurde, grundséitz-
lich in der N&he der Null anders geartet sein als fiir grole Argumente. In der Nihe
der Null kann man sogar ein allgemeines Ergebnis beweisen. Die néchsten beiden Sétze
findet man implizit in [18].

Satz 6.23 Firr < «/9m 4+ 12 gilt

(2m)(m + 1)! r?
Fanbnn(r) 2 2m=120(m + 1/2)(3m + 2)! [1 - m] ‘ (6.28)

Beweis: Der Beweis 1483t sich direkt durch Reihenentwicklung der auftretenden Bes-
selfunktion in (6.4) und weitere Schritte fiihren. Wir benutzen hier aber die Arbeit [18]
und die dort verwendete Notation. Setzt man dort in Corollary 1.1 und dem zugehori-
gen Beweis o = m — 1/2, so erhilt man

r

Forms1mpr(r) = r_3m_2/(r—t)m+1tm+1/2jm_1/2(t)dt
0

_ (Zm)!(m + 1)! ‘
= T 12 m 1 /B L)
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mit der hypergeometrischen Reihe

e If (p)‘vp)\)\—l- 1/2 ‘_fz>
) ;”’(M)ngxnﬂ/g)n (Y) -

Fir diese wird am Anfang des Beweises zu Theorem 1 gezeigt, daf} sie fiir 0 < p <

v/ 2p(1 + 2p)) die Ungleichung

Ap?
A p) > =1—- —

erfillt. Setzt man schlieBlich p =3/2, A = m + 1 und g = r, so erhidlt man gerade die

Behauptung. O

Wir geben jetzt eine untere Schranke fiir den Fall m = 1 an. Diese deckt die O
Funktion im R' und die C°-Funktion im R? ab.

Satz 6.24 (m=1) Fs gilt die untere Schranke

8 r?
poys | 505 1=

—5\5ﬁr—4 r > \/E

Man beacht, daf} sich die Definitionsbereiche fiir die beiden Schranken

8 r? 8
b(r) = [ 1 — — d =1
ob(r) s ( 21) un un(r) - 27Tr

iiberschneiden, so daB fiir alle r < /12 und alle s > /12 die Ungleichungskette
ob(r) > ob(\/ﬁ) > un(\/ﬁ) > un(s) gilt. Dies bedeutet insbesondere, daff fiir jedes
M > /12 ebenfalls

8
. > —4
ot Favalr) 2 op =M

gilt (vgl. auch Abbildung 2).

Beweis: Wir beziehen uns wiederum mit Notation und Verweisen auf die Arbeit [18].
Es gilt die Identitét

B (2m)(m + 1)!
—2m=120(m 4 1/2)(3m + 2)!

F2m+1¢m+1(r) G(3/27 m + 1; T)v
so daf jetzt fiir grofle r die Reihe auf der rechten Seite abzuschéatzen ist. Der Beweis
von Theorem 1 liefert fiir p > V12 und 1 <A <2 mite =X -1
I'(3X)
G(3/2,hp) > ——Lu G
(3/2, A1) = o) " (e, 1)
> 0.453e — 0.42e* 4 0.432¢® — 0.286e* + 0.067¢°,
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0.025
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0.015
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Abbildung 2: Untere Schranke fiir F3t),

was mit der Wahl A = 2 bzw. ¢ =1 gerade der angegebenen Schranke entspricht. O

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir mit dem angegebenen induktiven Verfahren
eine Schranke fiir die Fouriertransformierte der uns interessierenden Funktion 3, an-
geben.

Satz 6.25 Die Funktion Fsips(r) besitzt die untere Schranke

Futbalr) = 22 (1-5%) =V
S\ = 4 -6 > /26
=" r >

Beweis: Die Schranke fir r < /30 erhalt man wieder aus Satz 6.23. Fiir den zweiten
Teil der Schranke benutzen wir das vorher beschriebene Verfahren und die Abschéatzung
fiir m = 1. Damit erhalten wir

96 /
Fsis(r) > 5@7*8 / fo(r — t)tdt
V12
4
— 5\/82—7‘_7"_8 2COS(\/E — T) + 2\/ESIH(\/E o T) + T2 14

18
> =8 {rz 16— 2V12
T B27
1 4
> r

fiir r > +/26. O
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Die Abschatzung im Beweis ist fiir einen weiteren Schritt (m = 3) zu ungenau, da
dann eine Liicke im Definitionsbereich zwischen der Schranke in der Néhe der Null und
der Schranke fiir grofie r entsteht. In diesem Fall gilt wieder, wie fiir m = 1, daf} die
Schranke in der Nahe der Null innerhalb ihres Definitionsbereiches grundséatzlich grofier
ist als die zweite Schranke innerhalb deren Definitionsbereiches, so dafl wiederum

min Fsips(r) > 4 M~

0<r<M T A 27

fiir M > /26 gilt. Wir wollen uns noch klarmachen, daf diese Forderung M > /26 kei-
ne Einschrankung fiir unsere Zwecke darstellt. Dafiir erinnern wir noch einmal daran,
dafl das M nach Satz 6.18 die Form M = 2a/gx hat mit der dort auftretenden Kon-
stanten a und dem Separationsabstand ¢x. Dies bedeutet, dafl der Separationsabstand
des Datensatz X = {xq,..., 2y} der Bedingung

unterliegt. Was dies fiir die einzelnen Funktionen bedeutet, beinhaltet Tabelle 3.

Funktion Klasse gx <
Y3 C'°NPDs | 5.89
a1 | CPNPDy | 4.17
se | C'NPDy | 2.46

Tabelle 3: Schranken

Man erkennt, daB diese Einschrankung in der Tat unwichtig ist, da bereits bei ¢x > 1/2
die Interpolationsmatrix A die Form einer Diagonalmatrix mit konstanter Diagonalen
hat. Die Abschiatzungen fiir [|[A™!|| erhdlt man unmittelbar aus den Sitzen 6.18 und

6.25.
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Symbolverzeichnis

I| - |l euklidische Norm
|- [l Norm im native space R
Fouriertransformation
* Faltung, mit Fouriertransformation vertriglich
* Faltung, mit Laplacetransformation vertraglich
= Gleichheit bis auf konstanten Faktor
| 2] groBite ganze Zahl kleiner oder gleich x
Asg x Interpolationsmatrix zur Basisfunktion ® und Datensatz X

bpd(m,d) Menge der bedingt positiv definiten Funktionen der Ordnung m auf R?

d Raumdimension

d Grad eines Polynoms

A Laplace-Operator

Fa d-variate Fourlertransformation einer radialen Funktion
ho(x) Maf fiir die Dichte der Stiitzstellen um «

J, Besselfunktion der ersten Art der Ordnung v

L Laplacetransformation

M., unvollstindige Betatunktion

ok Funktionen von Wu

W, abgeschnittene Potenzfunktion

Yo Funktionen minimalen Grades

1258 Menge der Polynome in d Variablen vom Gesamtgrad kleiner m
PD, {¢:Rso— R:a— ¢(||2]]), v € R?ist positiv definit }
P(x, X,®) Powerfunktion

qx Separationsabstand der Stiitzstellenmenge X

Re natirlicher Funktionenraum zu ®

supp Trager einer Funktion

T(9,X) lineare Hiille der Translate von ¢ um die Elemente von X
X Euklidischer Hut
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