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11 EinleitungApproximation ist ein Bereich der numerischenMathematik, der immer dann zum Tra-gen kommt, wenn bestimmte Funktionen oder exakte L�osungen von gegebenen Proble-men nicht explizit angegeben oder nicht e�zient ausgewertet werden k�onnen.Ein Teilgebiet der multivariaten Approximation ist die Approximation und Interpola-tion mit radialen Basisfunktionen, die seit einigen Jahren gr�undlich untersucht wird.Hierbei wird die Interpolante bzw. Approximante als Linearkombination von Trans-laten einer festen Basisfunktion gebildet. In der Regel wird dabei die Basisfunktionals radial angenommen, d.h. ihr Wert an einer vorgegebenen Stelle x h�angt nur vonder euklidischen Norm kxk von x ab. Dies bedeutet insbesondere, da� eine univariateFunktion als Funktion in der Norm als radiale Basisfunktion in einer oder auch jedervorgegeben Raumdimension fungieren kann.Die Methodik l�a�t sich grob in Gitterverfahren und Scattered-data-Verfahren unter-teilen (vgl. die �Ubersichtsartikel [9, 14, 15, 43, 47, 49]). Anwendungen �nden sichim Bereich der Computer-unterst�utzten Konstruktion und Modellierung geometrischerObjekte CAGD ([47]) und bei dem Entwurf neuronaler Netze ([8]). Auch vereinzelteVersuche, Integralgleichungen [34] und Di�erentialgleichungen [67] mit radialen Ba-sisfunktionen n�aherungsweise zu l�osen, sind bereits unternommen worden und liefernPerspektiven f�ur weitere Anwendungsm�oglichkeiten.Haben die klassischen radialen Basisfunktionen wie Multiquadrics, Thin-plate-splinesund Potenzen den Vorteil einer einheitlichen Darstellung unabh�angig von der Raum-dimension, so besitzen sie gleichzeitig keinen kompakten Tr�ager, was auch zur Folgehat, da� insbesondere bei der Approximation auf dem Gitter nicht mit den Funktionenselbst sondern mit Lokalisierungen, d.h. mit �niten Linearkombinationen der Basisfunk-tion als Ansatzfunktion gerechnet wird. Ferner bekommtman bei der Interpolation daszus�atzliche Problem, da� die auftretenden Interpolationsmatrizen voll besetzt sind undda� die Interpolante viele Auswertungen der Basisfunktion n�otig macht. Dies hat zuPr�akonditionierungsverfahren [16] und speziellen Auswertverfahren [3, 43, 44] gef�uhrt.Derartige Probleme lassen sich auf elegante Weise vermeiden, wenn man Basisfunktio-nen mit kompaktemTr�ager benutzt, sofern man eine von der zugrundeliegenden Raum-dimension abh�angige Darstellung akzeptiert. Erste Untersuchungen in dieser Richtung,die sich vor allem auf die Konstruktion radialer Basisfunktionen mit kompaktemTr�agerkonzentrierten, �ndet man in [59, 64, 65]. Die dort konstruierten Funktionen haben denentscheidenden Nachteil, da� ihre Fouriertransformierten Nullstellen besitzen, was dieBestimmung asymptotischer unterer Schranken praktisch unm�oglich macht. Diese abersind wichtig f�ur die Bestimmung des Konditionsverhaltens.Die Arbeit ordnet sich in diesen Themenkreis ein und ist folgenderma�en aufgebaut.Zuerst wird in die Theorie der Interpolation mit radialen Basisfunktionen eingef�uhrt,wobei nur die f�ur das weitere Vorgehen wichtigen Aspekte vorgestellt werden. Eineausf�uhrliche Einf�uhrung, auch vom Standpunkt der Approximation, �ndet man in denbereits erw�ahnten �Ubersichtsartikeln [9, 14, 15, 43, 47, 49]. Anschlie�end werden inKapitel 3 die zugrundeliegenden Basisfunktionen untersucht. Hier wird schnell eine



2 1 EinleitungEinschr�ankung auf die in diesem Zusammenhang relevanten positiv de�niten Funktio-nen im Gegensatz zu den bedingt positiv de�niten Funktionen erfolgen. In Kapitel 4werden einige Konstruktionsmethoden vorgestellt, auf die in den folgenden Kapitelnzur�uckgegri�en wird. Im 5. Kapitel wird eine neue Klasse von positiv de�niten radialenFunktionen mit kompaktem Tr�ager konstruiert. Diese Funktionen bestehen innerhalbihres Tr�agerbereiches aus einem univariaten Polynom, dessen Grad in Abh�angigkeit vonder Raumdimension und der vorgegebenen Gl�atte minimal ist. Ferner wird gezeigt, da�diese Funktionen bis auf einen konstanten Faktor durch diese Eigenschaften eindeutigbestimmt sind. Es werden e�ziente Rekursionsformeln zur Berechung hergeleitet. Tei-le dieses Kapitels wurden vorab in [60] ver�o�entlicht. Erste erfolgreiche Anwendungendieser Basisfunktionen �ndet man in [19, 20]. Hat man diese Funktionen erst einmalzur Hand, so lassen sich mit ihnen durch die Konstruktionsmethoden des 4. Kapitelseine Vielzahl weiterer Funktionen konstruieren, was am Beispiel der Thin-plate-spline-artigen Funktionen demonstriert wird. Die Funktionen minimalen Grades haben ge-gen�uber den bisher bekannten Funktionen den zus�atzlichen Vorteil, eine nullstellenfreieFouriertransformierte zu besitzen. Daher wird in Kapitel 6 zuerst eine asymptotischeEntwicklung der Fouriertransformierten hergeleitet, die dann benutzt wird, um Aussa-gen �uber Approximationsg�ute und Konditionsverhalten zu tre�en.Auch wenn in dieser Arbeit nicht auf Gittermethoden n�aher eingegangen wird, sei hiererw�ahnt, da� radiale Basisfunktionen mit kompaktem Tr�ager den Vorteil haben, da�mit ihnen direkt und nicht mit Lokalisationen gerechnet werden kann. Da sie keineStrang-Fix-Bedingungen [66] erf�ullen, haben sie den Nachteil, da� im sogenannten sta-tion�aren Fall ein konstanter Fehler bei der Approximation auftritt. Im nichtstation�arenFall l�a�t sich Konvergenz erreichen, wenn man eine Verschlechterung der Lokalit�at ak-zeptiert. In diesem Sinn gelten die Ergebnisse in [10] auch f�ur die hier konstruiertenFunktionen.Es sei ferner bemerkt, da� positiv de�nite Funktionen mit kompaktem Tr�ager, wiesie hier vorgestellt werden, sich zumindest im univariaten Fall auch zur Konstruktionperiodischer Wavelets gem�a� [41] eignen.An dieser Stelle m�ochte ich mich bei meinemDoktorvater Herrn Prof. Dr. Robert Scha-back f�ur die M�oglichkeit einer z�ugigen Dissertation bedanken. Herrn Prof. Dr. JochenWerner danke ich f�ur die �Ubernahme des Korreferates. Weiterer Dank geb�uhrt derStudienstiftung des deutschen Volkes und der Deutschen Forschungsgemeinschaft f�urderen Unterst�utzung.



32 Interpolation mit radialen BasisfunktionenIn diesem Kapitel werden die Grundlagen der multivariaten Interpolation mit radialenBasisfunktionen vorgestellt. Es dient zugleich als Motivation f�ur die sp�ater konstruier-ten Funktionen.Sind ein Raum T von Funktionen s : Rd ! R , paarweise verschiedene St�utzstellenxj 2 Rd; 1 � j � N und Werte fj 2 R, 1 � j � N gegeben, so lautet das zugeh�origeInterpolationsproblem mit Lagrange-Daten:Finde ein sf 2 T mit sf (xj) = fj ; 1 � j � N:Im univariaten Fall d = 1 l�a�t sich dieses Problem immer eindeutig l�osen, sofern manf�ur T ein N -dimensionales Haarsches System wie z.B. die Polynome oder die trigono-metrischen Polynome w�ahlt. Ein Haarsches System zeichnet sich dadurch aus, da� esunabh�angig von der Wahl der St�utzstellen xj 2 R ist. Dies ist im multivariaten Falld � 2 nach einem Satz von Mairhuber (vgl. [33]) nicht mehr m�oglich.Satz 2.1 Eine kompakte Menge M � Rd enthalte wenigstens N � 2 Punkte. Danngilt: Es existiert f�ur C(M) ein N-dimensionales Haarsches System genau dann, wennM hom�oomorph zu einer abgeschlossenen Teilmenge eines Kreisrandes ist. 2Will man also auch im mehrdimensionalen Raum interpolieren, mu� man den Funk-tionenraum T von den "centers\ xj aus X = fx1; : : : ; xNg abh�angig gestalten. Eineinfacher Zugang besteht darin T als lineare H�ulle der xj�Translate einer festen Funk-tion � : Rd! R zu w�ahlen, d.h.T � T (�;X) := spanf�(� � x1); : : : ;�(� � xN )g:Dabei nennt man � Basisfunktion. L�a�t sich �(x) = �(kxk) schreiben mit einem� : R�0 ! R und der euklidischen Norm k � k, so hei�t � bzw. � radiale Basisfunktion.In dieser Arbeit wird k � k grunds�atzlich f�ur die euklidische Vektornorm oder die zu-geh�orige Matrixnorm stehen. Andere Normen werden durch Indizierung kenntlich ge-macht. Ebenso wird � grunds�atzlich eine univariate Funktion � : R�0 ! R bezeichnenund �(x) = �(kxk) in diesem Zusammenhang die zugeh�orige d-variate Funktion.Die bisher am meisten untersuchten Basisfunktionen sind�(r) = e��r2; � > 0; Gau�glocken;�(r) = r�; � > 0; � 62 2N; Potenzen;�(r) = r� log(r); � 2 2N; Thin-plate-splines;�(r) = (r2 + c2)�=2; � 62 2N; c > 0; (inverse) Multiquadrics:Ist eine Basisfunktion � gew�ahlt und liegen paarweise verschiedene St�utzpunkte X =fx1; � � � ; xNg � Rd vor, so lassen sich die Koe�zienten �j der Interpolantensf (x) = NXj=1 �j�(x� xj)



4 2 Interpolation mit radialen Basisfunktioneneindeutig bestimmen, sofern die InterpolationsmatrizenA�;X = (�(xj � xk))1�j;k�Ninvertierbar sind. Dies ist aber nicht f�ur alle oben zitierten radialen Basisfunktionender Fall, so da� dann �ublicherweise ein multivariates Polynom zur Bildung der Inter-polanten hinzugezogen wird, d.h. man setztsf (x) = NXj=1 �j�(x� xj) + p(x): (2.1)Um den Grad des Polynomes festzulegen und alle bekannten Basisfunktionen zu klas-si�zieren, f�uhrt man den f�ur diese Theorie pr�agenden Begri� der bedingten positivenDe�nitheit ein.De�nition 2.2 Eine stetige Funktion � : Rd! R hei�t bedingt positiv semide�nit derOrdnung m auf Rd, falls f�ur beliebige paarweise verschiedene Punkte x1; : : : ; xN 2 Rdund beliebige reelle Zahlen �1; : : : ; �N 2 R mitNXj=1 �jxpj = 0 jpj < m; p 2 Nd0die Ungleichung NXj=1 NXk=1 �j�k�(xj � xk) � 0erf�ullt ist. Tritt dabei Gleichheit nur f�ur �1 = : : : = �N = 0 auf, so nennt man �bedingt positiv de�nit der Ordnung m auf Rd, � 2 bpd(m;d). Eine bedingt positiv(semi)de�nite Funktion der Ordnung Null hei�t auch positiv (semi)de�nite Funktion.Die Menge aller Funktionen � : R�0 ! R, f�ur die �(x) := �(kxk), x 2 Rd positivde�nit ist, bezeichnen wir mit PDd.In diesem Sinn fassen wir die univariate Funktion � : R�0 ! R auch als multivariateFunktion �(x) = �(kxk) auf. Damit ist klar, was z.B. � 2 L1(Rd) oder "� ist positivde�nit auf demRd\ bedeuten soll. Insbesondere sehen wir � auch als Funktion auf ganzR verm�oge �(�t) = �(t) an. Auf diese Funktion beziehen sich dann Aussagen, die z.B.die Gl�atte von � um Null betre�en.� ist also genau dann positiv de�nit, wenn alle Interpolationsmatrizen A�;X positivde�nit sind. Die Theorie dieser Funktionen steht imMittelpunkt des n�achsten Kapitels.Bezeichnet man mit IPdm die Menge aller d-variaten Polynome vom Gesamtgrad kleinerals m und mitQ := dim IPdm, sowie mit p1; : : : ; pQ eine Basis von IPdm, so w�ahlt man f�urdie Interpolante in (2.1) ein p 2 IPdm, sofern � 2 bpd(m;d). Die zus�atzlich auftretendenFreiheitsgrade bindet man mit den Forderungen



5NXj=1 �jpk(xj) = 0 f�ur 1 � k � Q:Dies f�uhrt dazu, das System� A�;X PP T 0 �� �� � = � f0 � (2.2)mit den Matrizen A�;X wie oben und P = (p`(xj))1�j�N;1�`�Q und den Vektoren � 2RN, � 2 RQ und f 2 RN zu l�osen. Der folgende Satz rechtfertigt den eingef�uhrtenFormalismus, einen Beweis �ndet man z. B. in [24, 31, 46, 59].Satz 2.3 Ist � 2 bpd(m;d) und ist X = fx1; � � � ; xNg � Rd eine Menge paarweiseverschiedener Punkte, so ist das System (2.2) immer l�osbar. Enth�alt X eine unisolventeTeilmenge, d.h. ist P injektiv, so ist die L�osung sogar eindeutig. 2Wir wollen nun noch einige w�unschenswerte Eigenschaften der zugrundeliegenden Ba-sisfunktion formulieren, die von den traditionellen Funktionen nicht vollst�andig erf�ulltwerden und Anla� geben, neue zu suchen.Um eine m�oglichst e�ziente und lokale Auswertung m�oglich zu machen, sollte keinPolynomanteil ben�otigt werden, um die Interpolante zu berechnen. Mit anderen Worten� sollte positiv de�nit sein.Damit das Prinzip der Lokalit�at, welches von den B-Splines her bekannt ist, auchhier zum Tragen kommt, mu� die verwendete Basisfunktion kompakten Tr�ager ha-ben. Dabei verstehen wir unter dem Tr�ager einer Funktion f wie �ublich die Mengesuppf = fx : f(x) 6= 0g. Dies erm�oglicht eine e�ziente Berechnung und Auswertungder Interpolanten. Verfahren daf�ur wurden bereits untersucht (vgl. [47]).Es sollte eine vern�unftige Konditions- und Fehlerabsch�atzung im Sinne von [5, 37, 38,39, 48, 63] durchf�uhrbar sein.Abschlie�end sei bemerkt, da� auch Hermite-�ahnliche Datentypen mit Hilfe radialerBasisfunktionen interpoliert werden k�onnen. N�aheres �ndet man z.B. in den Arbeiten[25, 40, 62].



6 3 Positiv de�nite Funktionen3 Positiv de�nite Funktionen3.1 CharakterisierungenEs soll jetzt auf die in der Literatur bekannten Ergebnisse �uber (bedingt) positiv de-�nite Funktionen eingegangen werden. Dabei wird kein allzu gro�er Wert auf einezeitlich korrekte Darstellung gelegt. Vielmehr werden zuerst die bedingt positiv de-�niten Funktionen abgehandelt, da diese aufgrund des nachstehenden Satzes 3.8 f�urdiese Arbeit eine geringere Bedeutung haben als die positiv de�niten Funktionen, dieihrerseits schon lange vor den bedingt positiv de�niten Funktionen untersucht wurden.Die erste vollst�andige Erfassung aller bekannten radialen Basisfunktionen als bedingtpositiv de�nite Funktionen gelang durch die Arbeit von Micchelli [35], die eine Verall-gemeinerung eines Resultates von Schoenberg [52] ist. Zur Vorbereitung geben wir dieDe�nitionDe�nition 3.1 Eine Funktion � 2 C1(0;1) hei�t vollst�andig monoton auf (0;1),falls f�ur alle m 2 N0 und alle r 2 (0;1) gilt (�1)m�(m)(r) � 0.Die vollst�andig monotonen Funktionen haben die bemerkenswerte Eigenschaft, da�sie sich als Laplacetransformierte gewisser Ma�e darstellen lassen. Genauer gilt dieCharakterisierung nach Bernstein ([4, 61]).Satz 3.2 (Bernstein) Die Funktion � : R�0 ! R ist genau dann vollst�andig monoton,wenn es eine monoton wachsende Funktion � mit R10 d�(�) <1 gibt, so da��(r) = 1Z0 e�r�d�(�)gilt. 2Schoenberg hat nun alle univariaten Funktionen, die auf jedem Rd eine positiv de�niteFunktion darstellen, klassi�ziert.Satz 3.3 (Schoenberg) Die Funktion � : R�0 ! R sei nicht konstant. Dann induziertsie auf jedem Rd eine positiv de�nite Funktion �(x) = �(kxk) genau dann, wenn �(p�)vollst�andig monoton ist, d.h. genau dann wenn sie die Darstellung�(r) = 1Z0 e��r2d�(�)mit einem �, welches die Bedingungen des vorherigen Satzes erf�ullt, besitzt. 2



3.1 Charakterisierungen 7F�ur Funktionen dieser Art lassen sich alle wichtigen Aussagen wie z.B. Konditions-und Fehlerabsch�atzungen auf die entsprechenden Aussagen der Gau�glocke reduzieren.Dieses wird zum Teil in [36, 37, 39] ausgef�uhrt. Allerdings besitzen unter den bekanntenBasisfunktionen neben der Gau�glocke nur noch die (inversen) Multiquadrics mit � <�d eine solche Darstellung.Satz 3.4 (Micchelli) Sei m 2 N0. Ist � : R�0 ! R stetig, � 62 IP1m+1 und (�1)m�(m)vollst�andig monoton auf (0;1), so ist �(x) := �(kxk2) bedingt positiv de�nit der Ord-nung m auf jedem Rd. 2Micchelli selbst vermutete in seiner Arbeit, da� die Bedingung nicht nur hinreichend,sondern auch notwendig ist. Der Beweis f�ur diese Richtung wurde dann schlie�lich vonGuo, Huo, Sun in [22] gegeben.Die klassischen Basisfunktionen, die in Kapitel 2 angegeben wurden, lassen sich, wiebereits erw�ahnt, verm�oge dieses Satzes vollst�andig unter dem Begri� bedingt positivde�nit einordnen. Sie alle sind damit nicht nur auf einem bestimmten Rd (bedingt)positiv de�nit, sondern auf jedem Rd, und sie alle haben keinen kompakten Tr�ager.Da� dieser Zusammenhang kein Zufall ist, folgt letztlich aus dem Satz von Bernstein.Wir werden sp�ater noch genauer darauf eingehen.Um eine Charakterisierung (bedingt) positiv de�niter Funktionen in Abh�angigkeit vonder Raumdimension zu erhalten, benutzt man in der Regel die Fouriertransformation.Eine erste Aussage in dieser Richtung stammt von Bochner [6, 7], die wir nach [13]zitieren.Satz 3.5 (Bochner) Sei � : Rd ! R eine stetige Funktion. Dann ist � positiv semide-�nit genau dann, wenn es ein positives, beschr�anktes Radonma� � gibt mit�(x) = ZRd eixT!d�(!): 2Da wir sp�ater nur noch an Funktionen interessiert sind, die klassisch fouriertransfor-mierbar sind und es eine gro�e Auswahl an Literatur sowohl �uber klassische (z.B. [53])als auch �uber distributionelle (z.B. [26, 27], aber auch [24]) Fouriertransformation gibt,begn�ugen wir uns hier mit wenigen, f�ur uns interessanten Aussagen.F�ur eine Funktion � 2 L1(Rd) erkl�art man die d-variate Fouriertransformierte �̂ durch�̂(x) := (2�)�d=2 ZRd �(!)e�ixT !d!:



8 3 Positiv de�nite FunktionenRadiale Funktionen besitzen auch eine radiale Fouriertransformierte. Diese l�a�t sich alsunivariates Integral ausdr�ucken (vgl. [53] unter Ber�ucksichtigung der unterschiedlichenNormierung). J� bezeichnet dabei die Besselfunktion der 1. Art der Ordnung �J�(z) = 1Xm=0 (�1)m(z=2)2m+�m!�(m+ � + 1) :Satz 3.6 Sei � 2 L1(Rd) und �(x) = �(kxk). Dann ist auch �̂ eine Funktion inr = kxk, und es gilt �̂(x) � Fd�(r) = r� d�22 1Z0 �(t)t d2J d�22 (rt)dt: (3.1)2Wir benutzen hier den Operator Fd f�ur univariate Funktionen. Er ist durch den rech-ten Ausdruck in (3.1) de�niert und l�a�t sich gem�a� Satz 3.6 als Fouriertransformierteradialer Funktionen interpretieren. Da mit Ausnahme der Gau�glocken und der inver-sen Multiquadrics f�ur � < �d keine der in Kapitel 2 genannten Funktionen klassischfouriertransformierbar ist, diese aber h�ochstens polynomial wachsen, geht man dort zudistributionellen Fouriertransformierten �uber, von denen man zeigt, da� sie auf Rdnf0gmit einer Funktion �ubereinstimmt, die h�ochstens eine algebraische Singularit�at an Nullhat. In [24, 48] �ndet man Tabellen, in denen diese verallgemeinerten Fouriertransfor-mierten angegeben sind.Mit dieser Technik gelang es Iske in [24], eine Verallgemeinerung des Satzes von Boch-ner anzugeben (vgl. auch [55]), die ebenfalls nicht auf den Fall radialer Funktionenbeschr�ankt ist.Satz 3.7 Sei � : Rd ! R eine stetige Funktion. � besitze eine verallgemeinerte Fou-riertransformierte ' : Rd n f0g ! R, f�ur die ein s 2 R existiert, so da� '(!)k!ks umNull integrierbar ist. Dann sind �aquivalent:(a) � ist bedingt positiv de�nit der Ordnung m � s=2 auf Rd.(b) '(!) � 0 f�ur alle ! 2 Rd n f0g, ' 6� 0. 23.2 Folgerungen f�ur Funktionen mit kompaktem Tr�agerWir wollen hier einige Folgerungen aus den vorherigen S�atzen formulieren, die wirteilweise bereits angek�undigt haben.Satz 3.8 Ist � eine bedingt positiv de�nite Funktion der Ordnung m auf Rd und besitzt� einen kompakten Tr�ager, so ist � bereits positiv de�nit auf dem Rd.



3.2 Folgerungen f�ur Funktionen mit kompaktem Tr�ager 9Beweis: Da � stetig ist und kompakten Tr�ager hat, liegt es in L1(Rd). Daher stimmenklassische und verallgemeinerte Fouriertransformierte �uberein und erf�ullen (b) in Satz3.7. Insbesondere kann s = 0 gew�ahlt werden, was die Behauptung liefert. 2Dieser Satz begr�undet also, warum im folgenden nur noch positiv de�nite Funktionenvon Interesse sind. Er ist im Hinblick auf das Interpolationsproblem nicht erstaunlich,da bei bedingter positiver De�nitheit der Ordnung m > 0 ein Polynom zur Bildungder Interpolante hinzugezogen wird.Der n�achste Satz greift den Zusammenhang zwischen kompaktem Tr�ager und Un-abh�angigkeit von der Raumdimension auf.Satz 3.9 Die Funktion � : R�0 ! R habe den Tr�ager [0; 1]. Dann kann �d : Rd ! R,�d(x) := �(kxk) nicht f�ur jede Raumdimension d positiv de�nit sein. D.h. die Darstel-lung einer radialen Basisfunktion mit kompaktem Tr�ager mu� von der Raumdimensionabh�angen.Beweis: Nimmt man an, da� � 2 PDd f�ur alle d 2 N gilt, so gibt es nach dem Satzvon Schoenberg eine monoton wachsende Funktion � mit�(r) = 1Z0 e��r2d�(�):Da aber f�ur r � 1 bereits �(r) = 0 ist, mu� � � 0 sein, also auch � � 0. Dann ist aber� nur positiv semide�nit. 2Als letztes wollen wir noch eine Folgerung aus dem Satz von Bochner notieren. DieserSatz besagt insbesondere, da� f�ur eine positiv de�nite Funktion auf dem Rd, bzw. f�ureine Funktion mit positiver Fouriertransformierten, die Fouriertransformierte wieder inL1(Rd) liegt.Satz 3.10 Ist � 2 L1(Rd), so sind �aquivalent1) � ist positiv de�nit.2) �̂ � 0; 6� 0:Beweis: Um den Satz von Bochner anwenden zu k�onnen, ist in beiden F�allen nur zuzeigen, da� �̂ 2 L1(Rd) liegt. Dies folgt aber aus Folgerung 4.2 in [24], da in beidenF�allen � eine positiv de�nite regul�are Distribution erzeugt. Um schlie�lich auf positiveDe�nitheit zu kommen, benutzt man die Analytizit�at der Exponentialfunktion, diebekannte Identit�atNXj=1 NXk=1 �j�k�(xj � xk) = (2�)�d=2 ZRd �̂(!) ����� NXj=1 �jeixTj !�����2 d!;und die Tatsache, da� aus der Stetigkeit von �̂ und aus �̂ � 0; 6� 0 folgt, da� �̂mindestens auf einer o�enen Menge echt positiv ist. 2



10 3 Positiv de�nite Funktionen3.3 Notwendige und hinreichende BedingungenDa die Charakterisierung positiv de�niter Funktionen nach dem Satz von Bochnervon eher theoretischer Natur ist, sollen in diesem Abschnitt einige notwendige undhinreichende Bedingungen zusammengestellt werden. Aus der De�nition folgt fast un-mittelbarLemma 3.11 Sei � : Rd! R eine gerade, positiv de�nite Funktion. Dann gilt1) �(0) > 0,2) j�(x)j � �(0); x 2 Rd: 2Da jeder Rd in nat�urlicher Weise in einem Rk mit k � d eingebettet ist, �ubertr�agt sichdiese Eigenschaft auch auf die Mengen der positiv de�niten Funktionen.Bemerkung 3.12 F�ur die Mengen der positiv de�niten Funktionen giltPD1 � PD2 � � � � � PDd � PDd+1 � � � � : 2Weitere notwendige Bedingungen f�ur positiv de�nite Funktionen �ndet man z.B. indem �Ubersichtsartikel von Stewart [54].Die folgende, sehr einfache hinreichende Bedingung f�ur positiv de�nite Funktionen inR wurde bereits 1918 von Poly�a [42] gegeben.Satz 3.13 (Poly�a) Sei � : R! R eine stetige, gerade und konvexe Funktion, f�ur dieauch limt!1�(t) = 0 gilt. Dann ist � positiv semide�nit. 2Eine Reihe weiterer hinreichender und notwendiger Bedingungen f�ur den univariatenFall �ndet man in dem Buch von Lukacs [30]. Eine Verallgemeinerung des Kriteriumsvon Poly�a auf den multivariaten Fall gelang Askey [1] und Trigub [56] unabh�angig voneinander. Besonders interessant an dieser Verallgemeinerung f�ur radiale multivariateFunktionen ist, da� die positive De�nitheit durch eine einfache Forderung an die radialeFunktion erreicht wird. Im folgenden Satz und auch sp�ater bezeichnet bxc die gr�o�teganze Zahl, die kleiner oder gleich x ist.Satz 3.14 Sei � 2 Cbd=2c+2(R�0). Es gelte limr!1 �(r) = 0 und(�1)bd=2c+2�bd=2c+2 � 0; 6� 0:Dann ist � : Rd! R;�(x) = �(kxk) positiv de�nit auf dem Rd. 2



3.3 Notwendige und hinreichende Bedingungen 11Der Satz wurde hier in einer etwas st�arkeren Form formuliert, um nicht nur Semide�nit-heit zu erhalten. Trigub forderte zus�atzlich noch, da� auch limr!0 rbd=2c+1�bd=2c+1(r) =limr!1 rbd=2c+1�bd=2c+1(r) = 0 gilt, was aber nach L�evy [29] schon aus der Konvexit�ats-forderung des Satzes folgt. Wir wollen hier kurz auf den Beweis eingehen, da dortbereits die f�ur uns im weiteren wichtige Funktion `(r) = (1� r)+̀auftritt. Die �ubliche Vorgehensweise ist, genauso wie im n�achsten Satz, die Positivit�atder Fouriertransformierten nachzuweisen, also den Satz von Bochner bzw. Satz 3.10anzuwenden. Ferner benutzt man die Darstellung der Fouriertransformation radialerFunktionen (3.1), die f�ur r > 0 nach VariablensubstitutionFd�(r) = r�d 1Z0 �(t=r)t d2 J d�22 (t)dtlautet. Nun wird partiell integriert und ausgenutzt, da� die iterierte Stammfunktionf0(r) = f(r); fk(r) = R r0 fk�1(s)ds sich f�ur k � 1 schreiben l�a�t alsfk(r) = 1(k � 1)! rZ0 (r � s)k�1f(s)ds:Ber�ucksichtigt man, da� nach der bereits zitierten Arbeit von L�evy [29] die folgendenIntegrale existieren und die Randterme bei der partiellen Integration verschwinden, sogelangt man zuFd�(r) = r�d�k�2(k + 1)! 1Z0 (�1)k+2�(k+2)(t=r)Z t0 (t� s)k+1s d2J d�22 (s)dsdt= r�d�k�2(k + 1)! 1Z0 (�1)k+2�(k+2)(t=r)Fd k+1(t)dt: (3.2)Setzt man nun k = bd=2c, so sieht man, da� man nur noch zeigen mu�, da�  ` 2 PDdf�ur ` � bd=2c + 1 gilt. Man hat also das IntegralZ t0 (t� s)k+1s d2J d�22 (s)dszu untersuchen. Darauf werden wir im Rahmen der Konditionsabsch�atzungen n�ahereingehen.Da� dieser Satz tats�achlich nur eine hinreichende Bedingung liefert, erkennt man zumeinen bereits an (3.2), schlie�lich mu� nur das gesamte Integral nichtnegativ werden,zum anderen zeigen dies die sp�ater konstruierten Funktionen. Dieses Kriterium scheint



12 3 Positiv de�nite Funktionenallgemein nicht geeignet zu sein, um glatte positiv de�nite Funktionen mit kompak-tem Tr�ager zu konstruieren, da diese aufgrund ihrer Gestalt einen Kr�ummungswechselerfordern.Die radiale Darstellung der Fouriertransformierten einer radialen Funktion � ist auchAusgangspunkt des n�achsten Kriteriums, welches von Wu in [65] angegeben wird.Auch hierf�ur wird partiell integriert, diesmal aber unter Ausnutzung der Tatsache, da�z�J�(z) eine Stammfunktion von z�J��1(z) (siehe [57] Seite 45) ist. Auf diese Weisel�a�t sich die 2n + 1-variate Fouriertransformierte F2n+1� auf die univariate Fourier-transformierte F1� zur�uckspielen. Wir werden im n�achsten Kapitel n�aher auf diesenZusammenhang eingehen.Satz 3.15 Sei � = �(k � k) 2 L1(R2n+1) und stetig. Der Operator Q sei de�niert durch�(r) =: (Q�)(r2=2). Es gilt � 2 PD2n+1 genau dann, wenn f�ur 0 � ` � n(�1)` d`dr` (QF1�) � 0; 6� 0gilt. 2



134 KonstruktionsmethodenIn diesem Kapitel sollen verschiedene Methoden vorgestellt werden, wie sich positivde�nite (radiale) Funktionen konstruieren lassen. Es handelt sich dabei nur um eineAuswahl, und es wird Wert auf explizite Berechenbarkeit gelegt. Da wir regelm�a�igSatz 3.10 anwenden, um die positive De�nitheit einer Funktion nachzuweisen, gehenwir immer davon aus, da� ben�otigte Funktionen integrierbar sind. Dies ist insbesondereimmer dann gegeben, wenn sie stetig sind und kompakten Tr�ager besitzen.4.1 Die Laplace-MethodeWir benutzen in diesem Abschnitt den Laplace-Operator zur Konstruktion neuer ra-dialer Basisfunktionen. F�ur eine zweimal auf dem Rd stetig di�erenzierbare Funktion�(x) = �(kxk) gilt mit r = kxk bekanntlich��(x) = dXj=1 @2�@x2j (x) = �00(r) + d � 1r �0(r):Satz 4.1 Sei � positiv de�nit auf Rd und eine zweimal stetig di�erenzierbare undintegrierbare Funktion. Dann ist auch ��� positiv de�nit.Beweis: Der Beweis benutzt die bekannten Zusammenh�ange zwischen Fouriertrans-formation und Di�erentiation. Damit erh�alt man�d��(x) = � dXj=1 \�@2�@x2j �(x) = dXj=1 x2j �̂(x) = kxk2�̂(x):Aus �̂ � 0; 6� 0 folgt somit auch �d�� � 0 6� 0. 2Ein Nachteil ist sicherlich, da� man bekannte positiv de�nite Funktionen ben�otigt, umneue zu konstruieren. Interessant ist aber, da� die entstehenden Funktionen Nullstellenbesitzen m�ussen, was sie von den bisher bekannten unterscheidet, schlie�lich ist nachdem Beweis f�ur 	 := ���0 = 	̂(0) = ZRd 	(x)dx = d� d2�(d=2 + 1) 1Z0  (r)rd�1dr:Diese Methode kann man als Verallgemeinerung einer Vorgehensweise zur Konstruktionvon Wavelets ansehen, so ist z.B. das Mexican-Hat-wavelet durch (x) = � d2dx2 e�x2=2 = (1� x2)e�x2=2de�niert.Zu erw�ahnen bleibt noch, da� � nicht notwendig radial sein mu�, und da� diese Kon-struktionsmethode kompakte Tr�ager respektiert, d.h. hat � einen kompakten Tr�ager,so nat�urlich auch ���.



14 4 Konstruktionsmethoden4.2 Konstruktion durch IntegrationBei dieser Methode wird wieder davon ausgegangen, da� bereits eine positiv de�nite,diesmal auch notwendig radiale Funktion auf dem Rd existiert, mit der dann weiterekonstruiert werden. Dies geschieht einfach, indem man die gegebene univariate Funk-tion gegen eine positive Funktion integriert. Dieses Verfahren liefert dadurch aus einerpositiv de�niten Funktion ganze Scharen von neuen Funktionen.Satz 4.2 Sei � 2 PDd und K : R! R eine integrierbare Funktion mit K � 0; 6� 0.Dann ist die Funktion  (r) := 1Z0 �(r=t)K(t)dtebenfalls positiv de�nit in Rd.Beweis: Wir beginnen mit der Existenz des Integrals. Da � positiv de�nit ist, giltnach Lemma 3.11 j�(t)j � �(0) also auchlimt!0 j�(r=t)j � �(0):Damit folgt 1Z0 j�(r=t)K(t)jdt � �(0) 1Z0 K(t)dt <1:Die positive De�nitheit ergibt sich nun einfach durch Einsetzen der De�nition und ausder positiven De�nitheit von �. Denn sind x1; � � � ; xN paarweise verschiedene Punkteim Rd und �1; � � � ; �N 2 R nicht alle gleich Null, so erh�alt manNXj=1 NXk=1 �j�k (kxj � xkk) = 1Z0 NXj=1 NXk=1 �j�k�(kxj � xkk=t)K(t)dt > 0: 2Es ist o�ensichtlich, da� dieses Verfahren nicht ohne weiteres einen kompakten Tr�agerrespektiert. Anders ist der Fall, wenn auch K kompakten Tr�ager besitzt.Korollar 4.3 Seien � und K wie im Satz gegeben. Es gelte zus�atzlich, da� supp �,supp K in [0; 1] liegen. Dann ist auch der Tr�ager von  in [0; 1] enthalten, und  l�a�tsich dort darstellen durch  (r) = 1Zr �(r=t)K(t)dt: 2



4.3 Die Operatoren I und D 15Wir geben noch die Fouriertransformierte f�ur  an, die sich in einfacher Weise ausder Fouriertransformierten von � berechnen l�a�t und aus der ebenfalls die positiveDe�nitheit von  folgt. Wir formulieren das Ergebnis nur f�ur den Fall da� � und Kkompakten Tr�ager haben.Korollar 4.4 Es m�ogen die Voraussetzungen des vorherigen Korollars gelten. Dannlautet die d-variate Fouriertransformierte von  Fd (r) = 1Z0 sdFd�(rs)K(s)ds:Beweis: Der Beweis benutzt die radiale Darstellung der Fouriertransformierten ra-dialer Funktionen und den Satz von Fubini, dessen Anwendung aufgrund der Voraus-setzungen keine Schwierigkeiten macht. Mit der De�nition von  erh�alt manFd (r) = r�d 1Z0  (t=r)t d2 J d�22 (t)dt= r�d 1Z0 1Z0 t d2J d�22 (t)�(t=(rs))K(s) ds dt= 1Z0 sd (rs)�d 1Z0 t d2J d�22 (t)�(t=(rs))dt K(s)ds= 1Z0 sdFd�(rs)K(s)ds: 24.3 Die Operatoren I und DWir kommen jetzt zu der wichtigsten Technik im Rahmen dieser Arbeit. Wie im letztenKapitel beim Kriterium von Wu bereits angedeutet, l�a�t sich durch geschickte partielleIntegration bei der radialen Fouriertransformierten, die d-variate Fouriertransformier-te durch die (d � 2)-variate Fouriertransformierte ausdr�ucken [64]. Dies soll nun hierexplizit vorgef�uhrt werden. Eine Verallgemeinerung der hier aufgef�uhrten Operatoren,die auch einen �Ubergang von d nach d� 1 erm�oglichen, �ndet man in [50], wobei dortallerdings eine etwas andere Notation f�ur radiale Funktionen benutzt wird.Wir beginnen mit der De�nition der Operatoren I und D



16 4 KonstruktionsmethodenDe�nition 4.5 Sei � : R�0 ! R eine Funktion, f�ur die jeweils eine der folgendenOperationen de�niert ist. Dann setzen wir f�ur r � 0I�(r) := 1Zr s�(s)ds; (4.1)D�(r) := �1r ddr�(r): (4.2)F�ur r < 0 werden die Funktionen gerade fortgesetzt, d.h. I�(r) = I�(�r) und D�(r) =D�(�r).Wir notieren noch kurz eine Aussage f�ur den Operator I, die analog auch f�urD gilt. EinBeweis l�a�t sich durch einfaches Nachrechnen unter Ber�ucksichtigung der Darstellungeines multivariaten Integrals einer radialen Funktion durch ein univariates Integral derForm ZRd �(kxk)dx = d�d=2�(d=2 + 1) 1Z0 �(r)rd�1drangeben.Bemerkung 4.6 I� 2 L1(Rd) ist �aquivalent zu � 2 L1(Rd+2). Es gilt dannZRd (I�)(kxk)dx = �d=2�(d=2 + 1) ZRd+2 �(kyk)dy: 2Nun wollen wir uns noch Gedanken dar�uber machen, wann der Operator D im folgen-den auf eine gerade Funktion � : R! R angewandt werden kann.Lemma 4.7 F�ur eine gerade 2k-mal stetig di�erenzierbare Funktion � : R! R ver-schwinden die ersten k ungeraden Ableitungen an der Stelle Null. Daher l�a�t sich derD-Operator k mal in dem Sinn anwenden, da� das Ergebnis Dk� noch eine stetigeFunktion ist.Beweis: Es reicht die Behauptung f�ur k = 1 zu beweisen. Da �(t) = �(�t) gilt, ist�0(t) = ��0(�t) und damit f�ur t = 0 auch �0(0) = ��0(0), was die erste Behauptungbeweist. F�ur den zweiten Teil macht der Fall t > 0 kein Problem. Bei t = 0 ist�(t) = �(0) +O(t2) f�ur t! 0;so da� D�(t) = O(1) f�ur t! 0



4.3 Die Operatoren I und D 17folgt, was aber Stetigkeit in Null bedeutet. 2Es gilt eine Umkehrung des Lemmas im folgenden Sinn. Ist � eine gerade, umNull stetigdi�erenzierbare Funktion, f�ur die D� in Null stetig ist, so ist � in Null sogar zweimalstetig di�erenzierbar, denn schlie�lich ist �00(0) = � limh!0D�(h) = �D�(0). Genausoerh�alt man aus einem um Null stetigen � ein um Null zweimal stetig di�erenzierbaresI�.Kommen wir zu der bereits erw�ahnten M�oglichkeit die d-variate Fouriertransformierteauf die (d � 2)-variate, und nat�urlich umgekehrt, zur�uckzuf�uhren (vgl [50, 64]).Satz 4.8 Zwischen den Operatoren I, D und Fd bestehen die folgenden Relationen,sofern s�amtliche Operationen wohlde�niert sind.(1) Die Operatoren I und D sind invers zueinander.(2) F�ur I� 2 L1(Rd) gilt Fd(I�) = Fd+2�.(3) F�ur D� 2 L1(Rd) gilt Fd(D�) = Fd�2�.Beweis: Die erste Aussage l�a�t sich durch einfaches Nachrechnen beweisen. Da sichdie dritte Aussage aus den ersten beiden ergibt, reicht es also, die zweite Behauptung zubeweisen. Wie bereits angedeutet, verwenden wir partielle Integration bei der radialenDarstellung der Fouriertransformierten und benutzen, da� z�J�(z) eine Stammfunktionvon z�J��1(z) ist (vgl. [57] Seite 45), umFd(I�)(r) = r� d�22 1Z0 (I�)(t)t d2J d�22 (rt)dt= r� d2 24(I�)(t)t d2J d2 (rt)���10 + 1Z0 �(t)t d+22 J d2 (rt)dt35= Fd+2�(r)zu erhalten. Dabei verschwinden die Randterme aufgrund des Verhaltens der Bessel-funktion J�(z) = O(z�) f�ur � � 0 und z ! 0 und J�(z) = O(1=pz) f�ur z ! 1 (vgl.wiederum [57] Seite 199) sowie der Tatsache, da� I� 2 L1(Rd). 2Die Aussagen (2) und (3) liefern die M�oglichkeit, positiv de�nite Funktionen durchfolgende zwei Vorgehensweisen zu konstruieren. Entweder man beginnt mit einer sehrglatten positiv de�niten Funktion in einem niedrig dimensionalen Raum und erreichteine weniger glatte positiv de�nite Funktion in einem h�oher dimensionalen Raum durchiterierte Anwendung des Operators D, oder man geht genau den umgekehrten Weg.Man startet dann mit einer stetigen positiv de�niten Funktion in einem h�oher dimensio-nalen Raum und gelangt zu einer glatteren Funktion in einem niedriger dimensionalenRaum durch wiederholte Anwendung des Operators I.



18 4 KonstruktionsmethodenKorollar 4.9 Ist � eine 2k-fach stetig di�erenzierbare Funktion und � 2 PDd, so istDk� eine positiv de�nite Funktion in Rd+2k. Ist andererseits � eine positiv de�niteintegrierbare Funktion in Rd, so ist Ik� eine positiv de�nite Funktion in Rd�2k. 2Auf den ersten Blick erscheint die erste Vorgehensweise die einfachere zu sein, da manz.B. im univariaten Fall starten kann. Daher nutzte sie Wu auch in [64], um seine Funk-tionen zu konstruieren. Tats�achlich liefert die zweite Methode aber bessere Resultate,die Gegenstand des n�achsten Kapitels sind.Zum Schlu� ist noch anzumerken, da� beide Operatoren kompakte Tr�ager respektie-ren. Auch diese Methode ben�otigt als Ausgangsfunktion eine positiv de�nite Funktion,allerdings in einem anders dimensionalen Raum.4.4 Die FaltungAlle bisher vorgestellten Konstruktionsverfahren haben vorausgesetzt, da� bereits einepositiv de�nite Funktion bekannt ist, um neue positiv de�nite Funktionen zu konstru-ieren. In diesem Abschnitt soll nun das einfachste Verfahren vorgestellt werden, mitdemman aus einer beliebigen integrierbaren und stetigen Funktion eine positiv de�niteFunktion konstruiert. Obwohl die Idee bestechend einfach ist, liegen die Probleme beidiesem Verfahren in der konkreten Durchf�uhrbarkeit.De�nition 4.10 F�ur zwei integrierbare Funktionen f; g 2 L1(Rd) ist die Faltung f � gde�niert durch (f � g)(x) = (2�)�d=2 ZRd f(y)g(x� y)dy:Der Faktor vor dem Integral dient nur der Normierung und wird sich gleich erkl�aren.Sind f und g univariate Funktionen, die integrierbare, radiale Funktionen �uber Rdinduzieren, so ist auch deren Rd-Faltung eine radiale Funktion, die wir mit(f �d g)(r)bezeichnen.Die so de�nierte Faltung ist im folgenden Sinn vertr�aglich mit der Fouriertransforma-tion. Wir werden sp�ater noch eine Faltung benutzen, die in gleicher Weise mit derLaplacetransformation vertr�aglich ist.Bemerkung 4.11 F�ur Funktionen f; g 2 L1(Rd) ist auch f � g 2 L1(Rd), und es gilt[f � g = f̂ ĝ. 2Mit Satz 3.10 erh�alt man somit



4.4 Die Faltung 19Korollar 4.12 Ist f 2 L1(Rd) eine stetige und nicht identisch verschwindende Funk-tion, so ist f � f eine positiv de�nite Funktion �uber Rd. 2F�ur praktische Zwecke ist es aber problematisch, Faltungen gerade in h�oher dimensio-nalen R�aumen auszurechnen. Sind die zu faltenden Funktionen radial, so l�a�t sich died-variate Faltung mittels der Operatoren I und D aus dem letzten Abschnitt in eine(d� 2) variate Faltung �uberf�uhren und umgekehrt [47, 50].Satz 4.13 Seien � und  zwei gerade und stetige Funktionen.(1) Sind I�; I 2 L1(Rd�2), so gilt � �d  = D(I� �d�2 I ).(2) Sind D�;D 2 L1(Rd+2), so gilt � �d  = I(D� �d+2 D ).Beweis: Es reicht, die erste Behauptung zu beweisen, da sich die zweite aus der erstenfolgern l�a�t. Wir benutzen Satz 4.8 unter Beachtung der Bemerkungungen 4.6 und 4.11,um FdD(I� �d�2 I ) = Fd�2(I� �d�2 I )= (Fd�2I�)(Fd�2I )= (Fd�)(Fd )= Fd(� �d  )zu erhalten. Unter Ber�ucksichtigung der Stetigkeit von � �d  und (I�) �d�2 (I ) folgtdamit die Behauptung. 2Es sollen noch kurz zwei weitere Motivationen f�ur die Nutzung der Faltung angegebenwerden. Man kann zum einen durch mehrfache Faltung die Gl�atte der entstehendenFunktion erh�ohen, ohne dabei die Eigenschaft eines kompakten Tr�agers zu verlieren.Es ist also durchaus sinnvoll, auch positiv de�nite Funktionen weiter zu falten.Betrachtet man andererseits die Interpolationsmatrix A���;X zu einer durch Faltungentstandenen Funktion � � � mit einer positiv de�niten Funktion � mit kompaktemTr�ager, so lauten die Eintragungen� � �(xj � xk) = ZRd �(x)�(xj � xk � x)dx= ZRd �(x� xj)�(x� xk)dx= (�(� � xj);�(� � xk))L2 :Also l�a�t sich das L2-Approximationsproblem, zu gegebenem f 2 C(Rd) die besteL2-Approximation aus spanf�(� � x1); � � � ;�(� � xk)g zu �nden, mittels der Norma-lengleichungen und der Faltung auf das Interpolationsproblem A���;X� = R mitRj = (f;�(� � xj))L2 zur�uckf�uhren.



20 4 Konstruktionsmethoden4.5 BeispieleZiel all dieser Methoden ist es, positiv de�nite Funktionen zu konstruieren. Dabeiwird mit Ausnahme der Methode des letzten Abschnittes vorausgesetzt, da� bereitspositiv de�nite Funktionen existieren. In diesem Abschnitt werden wir nun die bisherbekannten positiv de�niten Funktionen mit kompaktem Tr�ager vorstellen.4.5.1 Die abgeschnittene PotenzfunktionWir beginnen mit der bereits in Kapitel 3 erw�ahnten abgeschnittenen Potenzfunktion.Diese Funktion wird im weiteren Verlauf dieser Arbeit eine wichtige Rolle spielen.De�nition 4.14 F�ur reelles � > 0 bezeichnen wir die abgeschnittene Potenzfunktionmit  �(r) = (1 � r)�+ = � (1 � r)� 0 � r � 10 r � 1:Aus dem Kriterium von Poly�a folgt, da� diese Funktionen f�ur � � 1 positiv de�nit �uberR sind. Eine Verallgemeinerung dieser Aussage �ndet sich zwar teilweise nur f�ur � 2 Noder nur implizit in [1, 11, 21, 24, 56], doch decken diese Resultate den folgenden Satzab. Auch wir werden im Rahmen der Konditionsabsch�atzung f�ur den Fall � 2 N aufden Beweis eingehen.Satz 4.15 Sei � � (d+ 1)=2. Dann ist  � positiv de�nit auf Rd. 24.5.2 Der Euklidische HutDie wohl einfachste positiv de�nite Funktion entsteht, wenn man die charakteristischeFunktion der L2-Einheitskugel mit sich selber faltet. D.h. man bildetX(d)(r) = (� �d �)(r)mit �(r) = � 1 0 � r � 10 r > 0:Bekanntlich erh�alt man im eindimensionalen Fall nach Reskalierung gerade die Funk-tion  1. Eine Verallgemeinerung auf den multivariaten Fall �ndet man in [59] undeine Beweisskizze in [47]. Es stellt sich heraus, da� die radiale Funktion innerhalb ih-res Tr�agers [0; 2] im Fall ungerader Raumdimension d = 2n + 1 durch ein Polynomvom Grad 2n + 1 dargestellt wird. Im Fall gerader Raumdimension erh�alt man einekompliziertere Funktion, die neben einem Polynom noch aus einemWurzel- und einemarccos-Term besteht. Explizite Formeln �ndet man, wie bereits erw�ahnt, in [59]. DerEuklidische Hut hat den Vorteil, da� eine explizite Formel f�ur jede Raumdimensionexistiert, er ist allerdings nur stetig.



4.5 Beispiele 214.5.3 Die Funktionen von WuGlattere positiv de�nite, radiale Funktionen, die innerhalb ihres Tr�agers aus einemPolynom bestehen, wurden f�ur den Fall ungerader Raumdimension von Wu in [64] an-gegeben. Die Einschr�ankung auf ungerade Raumdimension ist wegen Bemerkung 3.12nicht sonderlich hinderlich, und wir werden sp�ater auch gelegentlich darauf zur�uckgrei-fen.Wu beginnt seine Konstruktion mit der Funktionf`(r) = (1 � r2)+̀und erzwingt Gl�atte dabei durch den Ansatz in r2 und geeignete Wahl des ` 2 N. Dadie d-variate Fouriertransformierte dieser FunktionFdf`(r) = 2``! r�(d=2)�`J(d=2)+`(r)lautet, was man, unter Ber�ucksichtigung der anderen Konstantenwahl, in [53] �ndet,und die Besselfunktionen Vorzeichenwechsel haben, ist diese Funktion auf keinem Rdpositiv de�nit. Deshalb wird �` = f` �1 f`gebildet, was eine auf R positiv de�nite Funktion liefert. Schlie�lich wird der Opera-tor D benutzt, um positiv de�nite Funktionen auf h�oher dimensionalen R�aumen zuerhalten. Man bildet also �`;k = Dk�`:Wir notieren das Ergebnis mit einigen Aussagen �uber die Gl�atte und den Grad derresultierenden Funktion.Satz 4.16 Bei ungerader Raumdimension d = 2n + 1 gilt �k+n;n 2 PD2n+1 \ C2k.Ferner wird �k+n;n innerhalb des Tr�agers durch ein Polynom vom Grad @�k+n;n =2bd=2c + 4k + 1 dargestellt. 2Es sind noch einige Bemerkungen zu machen. Ist � eine radiale Basisfunktion der Form�(r) = � p(r) 0 � r � 10 r > 1 (4.3)mit einem univariaten Polynom p, so wird mit @� auch der Grad des zugeh�origenPolynoms p bezeichnet. Die Funktionen von Wu m�ussen reskaliert werden, um denTr�ager [0; 1] zu haben, was im weiteren aber nicht weiter erw�ahnt werden wird. Fernerhat eine Funktion dieser Form immer einen geraden Grad der Gl�atte um Null, da man2k stetige Ableitungen genau dann erh�alt, wenn die ersten k ungeraden Koe�zientenin der Monomdarstellung von p verschwinden (vgl. auch Lemma 4.7).Die Funktionen von Wu haben den Vorteil, da� man mit ihnen f�ur jede Raumdimensiond (vgl. Bemerkung 3.12) und jede Gl�atte 2k eine positiv de�nite Funktion der Form



22 4 Konstruktionsmethoden(4.3) angeben kann. Es fehlen allerdings explizite Formeln, bei denen man die Koe�-zienten zumindest rekursiv berechnen kann. Ferner ist der erreichte Polynomgrad, wiewir sp�ater sehen werden, zu hoch. Es ist sinnvoll, eine Funktion der Art (4.3) mit mi-nimalem Grad anzugeben. Ein weiterer Nachteil ergibt sich aus der Berechnung derFouriertransformierten. Es gilt mit ` = k + nF2n+1�`;n(r) = F2n+1Dn�`(r)= F1�`(r) = (F1f`(r))2_= r�d�2`J2d=2+`(r):Dabei bezeichnen wir hier mit _= Gleichheit bis auf einen konstanten positiven Faktor.Man erkennt, da� die Fouriertransformierte gerade die Nullstellen der Besselfunktionenhat, was eine Bestimmung einer unteren Schranke unm�oglich macht.Die von Wu benutzte Technik l�a�t sich auch einsetzen, um die Existenz von positivde�niten C1-Funktionen mit kompaktemTr�ager nachzuweisen. Denn beginnt man mitirgendeiner C10 -Funktion wie z.B.f(r) = ( e� 11�r2 0 � r � 10 sonstund bildet dann wie eben � = f �1 f und �k = Dk�, so erh�alt man �k 2 PD2k+1 \C10 .4.5.4 Verbindung zwischen Euklidischem Hut und Wus FunktionenWir wollen noch auf einen auf den ersten Blick �uberraschenden Zusammenhang zwi-schen den Funktionen von Wu und dem Euklidischen Hut eingehen. Dieser Zusammen-hang liefert die Idee der sp�ater konstruierten Funktionen minimalen Grades. Es wirdauf die Reskalierung verzichtet, so da� beide Funktionenklassen ihren Tr�ager im Inter-vall [0; 2] haben. Au�erdemmu� man sich auf ungerade Dimensionszahlen beschr�anken,da diese f�ur die Funktionen von Wu nat�urlich sind. Beide Funktionsarten werden somitinnerhalb ihres Tr�agers durch ein univariates Polynom dargestellt. Da es uns auf dieeigentliche Funktion ankommt, bezeichnen wir wieder mit _= Gleichheit bis auf einenkonstanten Faktor.Satz 4.17 Bezeichnet man mit �`;k = Dk�` die Funktionen von Wu, sowie mit X(d)den Euklidischen Hut, so gilt f�ur ` � k�`;k _=I`�kX(2`+1):Beweis: Der Beweis kann einfach durch Berechnung der Fouriertransformierten beiderSeiten gef�uhrt werden. Wir benutzen hier aber Satz 4.8 und Satz 4.13, um



4.5 Beispiele 23�`;k = Dk(f` �1 f`)= (Dkf`) �2k+1 (Dkf`)= (I`�kD`f`) �2k+1 (I`�kD`f`)= I`�k((D`f`) �2`+1 (D`f`))_= I`�kX(2`+1)zu erhalten. Dabei haben wir noch ber�ucksichtigt, da� f�ur f`(r) = (1� r2)+̀ giltD`f`(r) = 2``!�(r). 2



24 5 Polynomiale Funktionen minimalen Grades5 Polynomiale Funktionen minimalen GradesWir betrachten jetzt Funktionen der Form�(r) = � p(r) 0 � r � 10 r > 1 (5.1)mit einem univariaten Polynom p. Dazu gehen wir zuerst auf allgemeine Eigenschaftenein, bevor wir bestimmte Funktionen konstruieren, von denen wir dann die Optimalit�atim Sinne minimalen Grades in Abh�angigkeit von der Raumdimension und der Gl�attebeweisen. Wir erinnern noch einmal an die abgeschnittenen Potenzfunktionen �(r) = (1� r)�+;die f�ur den Spezialfall � = ` 2 N eine Funktion der Gestalt (5.1) darstellen.5.1 AllgemeinesWir hatten bereits vorher angemerkt, da� aufgrund der Forderung �(�t) = �(t) und derTatsache, da� ein Polynom unendlich oft di�erenzierbar ist, die Gl�atte bei Null immervon gerader Ordnung ist, wof�ur wir � 2 C2k(0) schreiben. Entsprechend bezeichnenwir mit � 2 C`(1) die Gl�atte von � um Eins, der wir uns nun zuwenden.Lemma 5.1 Ist � eine auf Rd positiv de�nite Funktion der Form (5.1), so gilt � 2Cbd=2c(1).Beweis: Wir f�uhren den Beweis analog zu [11]. Da � 2 L1(Rd) liegt und positiv de�nitist, gilt einerseits �(r) = r�d=2 1Z0 Fd�(t)td=2J d�22 (rt)dtund andererseits 1Z0 jFd�(r)jrd�1dr <1:Ber�ucksichtigt man, da� f�ur die Ableitungen der Besselfunktionen f�ur r ! 1 nach[57] Seite 45 und Seite 199 J (k)� (r) = O(r�1=2) gilt, so erh�alt man die Existenz vonb(d�1)=2c Ableitungen und damit die Behauptung f�ur ungerades d. F�ur gerades d = 2`mu� man noch zeigen, da� die `-te Ableitung von p in Eins verschwindet. Sei dazup(r) =Psj=0 ajrj . Dann lautet die d-variate Fouriertransformation von �Fd�(r) = r�d rZ0 p(t=r)td=2J d�22 (t)dt



5.1 Allgemeines 25= 1rs+d sXj=0 ajrs�j rZ0 tj+`J`�1(t)dt=: 1rs+d I(r):Da � positiv de�nit ist, ist I � 0; 6� 0. Wir werden jetzt durch partielle Integrationden Index der Besselfunktion verringern. Es handelt sich dabei nur indirekt um eineAnwendung des Operators D. Man erh�alt schlie�lichI(r) = rs "� sXj=1 aj(j + 2` � 2)(j + 2`� 4) � : : : � jJ�2(r)+ sXj=1 aj(j + 2`� 2)(j + 2` � 4) � : : : � j(j � 2)r�j rZ0 tj�1J�2(t)dt35 :Das asymptotische Verhalten f�ur r!1 des ersten Summanden ist durchJ�(x) =r 2�x cos(x� ��2 � �4 ) +O(x�3=2)bestimmt (vgl. [57] Seite 199). AusZ r0 cos xpx dx =r�2 + sin rpr +O(r�1);Z r0 sin xpx dx =r�2 � cos rpr +O(r�1)(vgl. [23] Seite 932, Formel 8.255) folgt, da� der zweite Summand f�ur r !1 wie 1=rf�allt und daher nicht in der Lage ist, die Vorzeichenwechsel des ersten Summanden f�urgro�e r auszugleichen. Daher mu� bereits die erste Summe Null sein. Andererseits giltmit Konstanten cj, 1 � j � `, c` = 10 = sXj=1 aj(j + 2` � 2)(j + 2` � 4) � : : : � j = (�1)`D`fr2`�2p(r)g(1) = X̀j=0 cjp(j)(1):Da bereits p(1) = : : : = p(`�1)(1) = 0 war, mu� schlie�lich auch p(`)(1) = 0 sein. 2Der Beweis des Satzes liefert zus�atzlich, da� f�ur jede �uber Rd positiv de�nite, radia-le und integrierbare Funktion mindestens b(d � 1)=2c stetige Ableitungen auf (0;1)existieren.Es ist klar, da� nur die Gl�atte in der N�ahe der Punkte Null und Eins einer intensiverenUntersuchung bedarf. F�ur gegebenes � der Form (5.1) beeinussen die OperatorenI und D o�enbar die Gl�atte um Null in zwei Schritten und die Gl�atte um Eins inSchritten der Schrittweite Eins.



26 5 Polynomiale Funktionen minimalen GradesBemerkung 5.2 Ist � 2 C2k(0) \ C`(1) \PDd von der Form (5.1), so ist� D� 2 C2k�2(0) \ C`�1(1) \PDd+2,� I� 2 C2k+2(0) \ C`+1(1) \PDd�2. 2Man beachte dabei, da� die Anzahl der Anwendungen von D nur von der Gl�atte derFunktion � abh�angt, dagegen ist die H�au�gkeit der Anwendungen von I nur durch dieRaumdimension d beschr�ankt.Dies deutet bereits darauf hin, da� die Gl�atte um Null und um Eins nicht v�ollig un-abh�angig voneinander gew�ahlt werden kann, was nun genauer untersucht werden soll.Bei den Funktionen von Wu gilt z.B., da� sie 2k stetige Ableitungen um Null und2k + bd=2c stetige Ableitungen um Eins besitzen. Da� dieser "Vorsprung\ kein Zufallist, besagt der n�achste Satz.Satz 5.3 Sei d 2 N und � 2 PDd eine Funktion der Form (5.1). Dann hat die Gl�atteder Funktion um Null und Eins notwendig die Form� 2 C2k(0) \ C2k+bd=2c+`(1)mit `; k 2 N0.Beweis: F�ur k = 0 ist dies gerade Lemma 5.1. Wir beginnen mit einer Funktion� 2 C2k(0) \ Cm(1) \ PDdund nehmen zun�achst d � 2 an. Dann ist m � bd=2c. Ist sogar m � 2k, so ist := Dk� 2 C0(0) \ Cm�k(1) \ PDd+2k und damit nach Lemma 5.1 auch mindestens 2 Cbd=2c+k(1), was aber m � k � bd=2c + k bzw. m � bd=2c + 2k bedeutet. Es istalso im folgenden nur noch der Fall m < 2k auszuschlie�en. Dazu unterscheiden wir,ob m gerade oder ungerade ist.Ist m = 2n, p = k � n, so ist die Ausgangssituation� 2 C2p+2n(0) \ C2n(1) \PDd:Ist nun n � p, so ist  := Dn+p� 2 C0(0) \ Cn�p(1) \ PDd+2n+2p und damit folgt wieoben n � p � bd=2c + n+ p bzw. 0 � bd=2c + 2p und schlie�lich d = 1, p = 0, was imWiderspruch zu d � 2 steht.Ist andererseits n < p, so ist  := D2n� 2 C2(p�n)(0)\C0(1)\PDd+4n, und man erh�alt0 � bd=2c + 2n, was wiederum d = 1 und n = 0 bedeutet und d � 2 widerspricht.Ist m = 2n + 1 ungerade, p = k � n, so ist diesmal� 2 C2p+2n(0) \ C2n+1(1) \PDd;und man hat wieder zu unterscheiden, ob p oder n gr�o�er ist. Der Fall n � p verl�auftanalog zu eben. F�ur n < p setzt man diesmal  := D2n+1� 2 C2(p�n�1)(0) \ C0(1) \



5.2 Konstruktion 27PDd+4n+2 und erh�alt die Forderung 0 � bd=2c+2n+1, die diesmal nicht erf�ullt werdenkann. Also ist auch ein ungerades m < 2k nicht m�oglich.Der Fall d = 1 ist ein Spezialfall des nachfolgenden Satzes, dessen Beweis man in [13]�ndet. 2Satz 5.4 Ist � : Rd ! R eine positiv de�nite Funktion, die zur Klasse C2k um Nullgeh�ort, so ist � �uberall C2k. 2Da wir insbesondere an Funktionen kleinsten Grades interessiert sind, geben wir hierein erstes Resultat in diese Richtung.Lemma 5.5 Sei � 2 PDd von der Form (5.1) und normiert auf �(0) = 1. Fernerbesitze � minimalen Grad. Dann ist der Grad von � gerade @� = bd=2c + 1 und � isteindeutig gegeben durch �(r) =  bd=2c+1(r) = (1 � r)bd=2c+1+ :Beweis: Nach Lemma 5.1 mu� � um Eins bd=2c stetige Ableitungen besitzen, so da�� notwendig die Form �(r) = (1� r)bd=2c+1+ q(r)mit einem Polynom q vom Grad @q � 0 haben mu�. Da nach Satz 4.15 bereits (1 �r)bd=2c+1+ positiv de�nit ist und � normiert sein soll, ist q � 1 zu w�ahlen, um denminimalen Grad zu erreichen (vgl. auch [11]). 2Nach den vorhergehenden Ausf�uhrungen besteht also die nat�urliche Verallgemeinerungdes letzten Lemmas darin, die folgende Frage zu beantworten.� Wie sehen bei gegebener Raumdimension d und gegebener Gl�atte 2k die Funk-tionen � der Form (5.1) mit � 2 C2k \ PDd und mit minimalem Grad aus?Diese Frage wird in den folgenden Abschnitten dieses Kapitels vollst�andig beantwortetwerden.5.2 KonstruktionWir wollen im folgenden die Funktionen �;k(r) := Ik �(r) = Ik(1� �)�+(r)mit k 2 N0, � 2 R>0 berechnen. Dazu de�nieren wir zun�achst einige Klammerprodukte,wie sie zum Teil auch in der Theorie der hypergeometrischen Reihen �ublich sind.De�nition 5.6 Seien ` 2 N, � 2 R n f�1g. Dann de�niert man



28 5 Polynomiale Funktionen minimalen Grades� [�]�1 := 1=(� + 1), [�]0 := 1;� [�]` := �(� � 1) � : : : � (�� ` + 1).F�ur ` 2 N und � 2 R setzen wir zus�atzlich� (�)0 := 1;� (�)` := �(� + 1) � : : : � (� + ` � 1).Diese Klammerprodukte besitzen untereinander und zur Gammafunktion einfache Zu-sammenh�ange, von denen wir einige au��uhren.Bemerkung 5.7 Es seien � 2 R und `; k 2 N0. Dann gilt, sofern die Ausdr�uckede�niert sind,(1) (�)` = �(� + `)=�(�),(2) [�]` = (� � `+ 1)`,(3) (�)` = [�+ ` � 1]`,(4) [�]`[�� `+ 1]k = (�� ` + 1)[�]`+k�1,(5) (�)`(�+ `)k = (�)`+k ,(6) (�)2` = 4`(�=2)`((� + 1)=2)`. 2Die Beziehungen sind einfach nachzurechnen, genauso ist die Liste beliebig fortsetzbar.Unter Benutzung dieser Eigenschaften l�a�t sich das n�achste Lemma mit vollst�andigerInduktion beweisen. Es beinhaltet eine explizite Formel f�ur unvollst�andige Betafunk-tionen mit einem nat�urlichen Argument.Lemma 5.8 F�ur k 2 N und � 2 R>0 de�nieren wirMk;�(r) := 1Zr sk �(s)ds:Dann erh�alt man die Identit�atMk;�(r) = kX̀=0 [k]`(� + 1)`+1 rk�` �+`+1(r): 2



5.2 Konstruktion 29Es l�a�t sich jetzt bereits die erste Darstellungsform f�ur die gew�unschten Funktionen �;k angeben. Dabei erh�alt man f�ur die auftretenden Koe�zienten rekursive Formeln,die sich in einfacher Weise auswerten lassen.Satz 5.9 Es gilt die Darstellung �;k(r) = kXn=0 �(�)n;krn �+2k�n(r): (5.2)Dabei erf�ullen die Koe�zienten die Rekursionsformeln�(�)0;0 = 1�(�)j;k+1 = kXn=j�1 �(�)n;k [n+ 1]n�j+1(� + 2k � n+ 1)n�j+2 ; 0 � j � k + 1;sofern der Term f�ur n = �1 bei j = 0 ignoriert wird.Beweis: Der Beweis wird durch Induktion nach k gef�uhrt. F�ur k = 0 ist dabei nichtszu zeigen, so da� wir gleich zum Induktionsschritt �ubergehen. Es giltIk+1 �(r) = kXn=0 �(�)n;kMn+1;�+2k�n(r)= kXn=0 n+1X̀=0 �(�)n;k [n+ 1]`(� + 2k � n + 1)`+1 rn+1�` �+2k�n+`+1(r)= kXn=0 nX̀=0 �(�)n;k [n+ 1]n�`(� + 2k � n + 1)n�`+1 r`+1 �+2k�`+1(r)+ kXn=0 �(�)n;k [n+ 1]n+1(� + 2k � n + 1)n+2 �+2k+2(r)= k+1X̀=1 kXn=`�1 �(�)n;k [n+ 1]n�`+1(� + 2k � n+ 1)n�`+2 r` �+2(k+1)�`(r)+�(�)0;k+1 �+2(k+1)(r);wobei am Anfang das vorhergehende Lemma benutzt wurde. 2Setzt man � = ` 2 N, so folgt aus diesem Satz insbesondere, da� der Operator I dieKlasse der Funktionen der Form (5.1) invariant l�a�t. F�ur diesen Fall wollen wir nocheine Darstellung in der Monombasis angeben. Diese l�a�t sich zwar auch aus der ebenangegeben Darstellung gewinnen, doch direkt vorzugehen ist wieder einfacher.



30 5 Polynomiale Funktionen minimalen GradesSatz 5.10 F�ur `; k 2 N0 gilt innerhalb des Tr�agerbereiches [0; 1] `;k(r) = `+2kXj=0 d(`)j;k rj:Dabei gen�ugen die Koe�zienten den Rekursionsformelnd(`)j;0 = (�1)j�j̀� 0 � j � kd(`)0;k+1 = `+2kXj=0 d(`)j;kj + 2 ; d(`)1;k+1 = 0 k � 0d(`)j;k+1 = dj�2;kj k � 0; 2 � j � `+ 2k + 2:Ferner verschwinden genau die ersten k ungeraden Koe�zienten d(`)j;k.Beweis: Die Darstellungsform und die Rekursionsformeln erh�alt man durch einfacheInduktion. Au�erdem entnimmt man den Rekursionsformeln die letzte Aussage, wennman zus�atzlich wei�, da� d(`)0;k 6= 0 ist f�ur jedes k. Dies gilt sicherlich f�ur k = 0 und folgtf�ur gr�o�eres k induktiv ausd(`)0;k+1 =  `;k+1(0) = 1Z0 t `;k(t)dt > 0: 25.3 HauptresultateWir zeigen jetzt, da� die gerade konstruierten Funktionen genau die Funktionen mini-malen Grades sind. Wir setzten also von hier an immer � = ` 2 N0.Lemma 5.11 Die Funktion  `;k ist von der Form (5.1), d.h. sie besitzt den Tr�ager[0; 1] und besteht dort aus einem Polynom. Sie hat den Grad @ `;k = ` + 2k, ist umNull 2k-mal und um Eins k + `� 1-mal stetig di�erenzierbar.Beweis: Die ersten Aussagen �uber die Form und den Grad entnimmt man ebenso wiedie Aussage �uber die Gl�atte bei Null unmittelbar Satz 5.10. Den Grad der Gl�atte beiEins erkennt man an der Darstellung, die in Satz 5.9 gegeben ist. 2Es werden nun die Aussagen der S�atze 4.8 und 4.15 benutzt, um durch geschickte Wahldes ` in  `;k positiv de�nite Funktionen zu erhalten.Satz 5.12 F�ur die Raumdimension d 2 N und f�ur k 2 N ist die Funktion  `;k mit` = bd=2c + k + 1 in PDd \ C2k und vom Grad @ `;k = bd=2c + 3k + 1.



5.3 Hauptresultate 31Beweis: Der Grad der Funktion ist durch die Wahl von ` und Lemma 5.11 gegeben.Wegen ` = bd=2c + k + 1 = b(d + 2k)=2c + 1 ist  ` 2 PDd+2k \ C0(0) \ Cbd=2c+k(1).Ber�ucksichtigt man das Wechselspiel zwischen Fouriertransformation und dem Opera-tor I sowie Bemerkung 5.2 so erh�alt man  `;k 2 PDd \ C2k(0) \ Cbd=2c+2k(1). 2Die folgende Tabelle enth�alt einige der neuen Funktionen und in Bild 1 ist die Funktion 3;1(r) _=(1 � r)4+(4r + 1) 2 PD3 \ C2 zu sehen.d = 1  1;0(r) = (1� r)+ C0 2;1(r) _=(1� r)3+(3r + 1) C2 3;2(r) _=(1� r)5+(8r2 + 5r + 1) C4d = 3  2;0(r) = (1� r)2+ C0 3;1(r) _=(1� r)4+(4r + 1) C2 4;2(r) _=(1� r)6+(35r2 + 18r + 3) C4 5;3(r) _=(1� r)8+(32r3 + 25r2 + 8r + 1) C6d = 5  3;0(r) = (1� r)3+ C0 4;1(r) _=(1� r)5+(5r + 1) C2 5;2(r) _=(1� r)7+(16r2 + 7r + 1) C4Tabelle 1: Liste von FunktionenDie Regelm�a�igkeit der Gestalt der C2-Funktionen setzt sich auch in h�ohere Dimen-sionen fort. Den Rekursionsformeln des letzten Abschnittes kann man bd=2c+2;1(r) _=(1� r)bd=2c+3+ f(bd=2c + 3)r + 1g 2 PDd \ C2entnehmen. Auch das Auftreten des absoluten Termes 6= 1 bei der C4 Funktion im R3ist kein Zufall. Dieses Ph�anomen tritt immer genau dann auf, wenn bd=2c � 1( mod 3)ist.
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Abbildung 1:  3;1



32 5 Polynomiale Funktionen minimalen GradesDie hier konstruierten Funktionen haben mit @ `;k = bd=2c + 3k + 1 einen geringerenGrad als die entsprechenden Funktionen von Wu mit @�k+n;n = 2bd=2c+4k +1 jeweilsin Abh�angigkeit von der Raumdimension d mit bd=2c = n und der Gl�atte 2k. Fernerhat die C2-Funktion im univariaten Fall einen Grad, der nur um Eins h�oher ist als derGrad des klassischen B-Splines, welcher allerdings von vorgegebenen Knoten abh�angt.Satz 5.13 Es gibt keine Funktion � 2 PDd \ C2k der Form (5.1), deren Grad kleinerist als bd=2c + 3k + 1.Beweis: Angenommen, es existiert eine derartige Funktion � mit @� < bd=2c+3k+1.Dann l�a�t sich aufgrund der geforderten Gl�atte von � der D Operator nach Lemma4.7 mindestens 2k-mal anwenden, und die resultierende Funktion  := Dk� ist wiedervon der Form (5.1). F�ur  gilt dann nach Korollar 4.9 und Bemerkung 5.7 auch  2PDd+2k \C0. Ferner hat  den Grad @ < b(d+2k)=2c+1, da jede Anwendung des DOperators den Grad des zugeh�origen Polynoms jeweils um zwei vermindert. Dies stehtaber im Widerspruch zu Lemma 5.5 2Da wir nun wissen, da� die von uns konstruierten Funktionen von minimalem Grad inAbh�angigkeit von der Raumdimension und der Gl�atte sind, bleibt noch die Frage, obsich die Eindeutigkeitsaussage von Lemma 5.5 ebenfalls �ubertragen l�a�t.Satz 5.14 Die Funktionen � der Form (5.1) mit � 2 PDd\C2k und @� = bd=2c+3k+1sind bis auf einen konstanten Faktor eindeutig.Beweis: Der Beweis folgt dem Schema des letzten Beweises. Angenommen, es existie-ren zwei Funktionen �; mit den angegebenen Eigenschaften, die sich nicht nur umeinen konstanten Faktor unterscheiden. Dann unterscheiden sich auch die Funktionen~� := Dk� und ~ := Dk um mehr als einen konstanten Faktor, denn es gilt auch� = Ik ~� und  = Ik ~ . Nun sind aber ~� und ~ zwei Funktionen in PDd+2k \ C0 mitminimalemGrad b(d+2k)=2c+1 und k�onnen sich daher nach Lemma 5.5 nur um einenkonstanten Faktor unterscheiden, was im Widerspruch zu dem oben Gesagten steht. 2Wir haben also die Frage des letzten Kapitels zu diesem Zeitpunkt vollst�andig beant-wortet. Dabei haben die hier konstruierten Funktionen gegen�uber den Funktionen vonWu nicht nur den Vorteil eines minimalen Grades. Sie besitzen dar�uber hinaus auche�zient auswertbare Rekursionsformeln. Ferner traten sowohl bei den Funktionen vonWu als auch beim Euklidischen Hut Nullstellen bei den Fouriertransformierten auf, wasnach Satz 4.17 nicht verwunderlich ist. F�ur die optimalen Funktionen  `;k gilt dagegenz.B. nach [21] f�ur ` + k > 1Fd `;k(r) = FdIk `(r) = Fd+2k `(r)= r�d�2k�` rZ0 (r � t)`t d2+kJ d2+k�1(t)dt > 0



5.4 Thin-plate-spline-artige Funktionen 33Diesen Vorteil werden wir bei der Konditionsabsch�atzung im n�achsten Kapitel ausnut-zen k�onnen.5.4 Thin-plate-spline-artige FunktionenDie gerade konstruierten optimalen Funktionen sind nicht nur als radiale Basisfunktio-nen von Nutzen, sie k�onnen auch als Hilfsfunktionen zur Konstruktion neuer positivde�niter Funktionen mit kompaktem Tr�ager dienen. So l�a�t sich die Faltung nach Satz4.13 zu  `;k �2n+1  `;k = Dn( `;k+n �1  `;k+n)berechnen, so da� sich z.B. f�ur die Faltung der C0-Funktion im R3 die Funktion 2;0 �3  2;0(r) _=8<: 18r7 + 96r6 � 252r5 + 168r4 � 28r2 + 3 0 � r � 1=22(1 � r)6(9r2 + 6r � 1)=r 1=2 � r � 10 r � 1ergibt. Auf �ahnliche Weise l�a�t sich die Laplace-Methode anwenden und liefert z.B. f�urdie C2-Funktion im R3 die Funktion�� 3;1(r) _=� (4r2 + r � 2)(r � 1)2+:Wir wollen hier mit der Integral-Methode Funktionen der Form�(r) = � p(r) + crm log(r) 0 � r � 10 r > 1 (5.3)mit einem univariaten Polynom p konstruieren. Derartige Funktionen wurden in [10] aufanderem Wege hergeleitet. Wir nennen diese Funktionen von Thin-plate-spline-Art, dasie die gew�ohnlichen Thin-plate-splines r2k log(r) durch Hinzunahme eines univariatenPolynoms folgenderma�en verallgemeinern:� Sie sind positiv de�nit, nicht nur bedingt positiv de�nit.� Sie haben kompakten Tr�ager.� Die Potenz vor dem Logarithmus mu� nicht gerade sein.Hat man einen nichtnegativen Kern K(t) und eine positiv de�nite Funktion  (t), diebeide einen Tr�ager in [0; 1] haben, so ist auch die Funktion �, die sich innerhalb ihresTr�agers [0; 1] durch �(r) = 1Zr  (r=t)K(t)dtdarstellen l�a�t, positiv de�nit. Ihre Gl�atte wird bestimmt durch die Gl�atte von  unddas Verhalten vonK(t) in der N�ahe von Null. Wir setzen nun f�ur  eine der Funktionendes letzten Abschnittes und f�urK(t) = tm , 0 � t � 1,K(t) = 0 sonst. Tabelle 2 enth�alteine Auswahl der so konstruierten Funktion. Dabei sind diese Funktionen nur innerhalbihres Tr�agers und bis auf einen konstanten Faktor angegeben.



34 5 Polynomiale Funktionen minimalen Grades `;k m erzeugte Funktion � Klasse 2;1 0 (1� r)4 PD1 \ C01 (1 + 12r2 � 16r3 + 3r4) + 12r2 log(r) C12 (1 � 18r2 + 8r3 + 9r4)� 24r3 log(r) C2 3;1 0 (1� r)5 PD3 \ C01 (3 + 80r2 � 120r3 + 45r4 � 8r5) + 60r2 log(r) C12 (1 � 30r2 � 10r3 + 45r4 � 6r5)� 60r3 log(r) C23 (1 � 20r2 + 80r3 � 45r4 � 16r5) + 60r4 log(r) C2 4;1 0 (1� r)5 PD5 \ C01 (2 + 95r2 � 160r3 + 90r4 � 32r5 + 5r6) + 60r2 log(r) C12 (1� 45r2 � 60r3 + 135r4 � 36r5 + 5r6)� 120r3 log(r) C2Tabelle 2: Thin-plate-spline-artige FunktionenSatz 5.15 Sei  `;k(r) = `+2kXj=0 djrj 2 PDd \ C2k(0) \ Ck+`�1(1)die Monom-Darstellung aus Satz 5.10 mit ` = bd=2c + k + 1, und sei�(r) = 1Zr  `;k(r=t)tmdt; 0 � r � 1;�(r) = 0; r � 1; mit 0 � m � ` + 2k � 1 = bd=2c + 3k. Dann ist � 2 PDd und besitztinnerhalb seines Tr�agers die Darstellung�(r) = ( p(r) + crm+1 log(r) m � 2k oder m < 2k und m ungeradep(r) m < 2k und m gerademit dem Polynom p(r) = P`+2kj=0 cjrj und den Koe�zienten cj = dj=(m� j + 1); j 6=m+ 1, cm+1 = �(c1 + : : :+ cm + cm+2 + : : :+ c`+2k) und c = �dm+1. Au�erdem besitzt� das Gl�atteverhalten� 2 C`+k(1) \8<: C2k(0) m � 2kC2m(0) m < 2k und m geradeCm(0) m < 2k und m ungerade.Wir beschr�anken uns auf m � ` + 2k � 1 = bd=2c + 3k, da f�ur gr�o�eres m wieder einPolynom im Tr�agerbereich herauskommt.Beweis: Da � nach Satz 4.2 positiv de�nit ist, kommen wir direkt zur Darstellung,die sich unmittelbar berechnen l�a�t:�(r) = `+2kXj=0 djrj 1Zr tm�jdt= `+2kXj=0j 6=m+1 djm� j + 1rj � `+2kXj=0j 6=m+1 djm� j + 1rm+1 � dm+1rm+1 log(r):



5.4 Thin-plate-spline-artige Funktionen 35Aus 0 � m � `+ 2k � 1 folgt nun mit Satz 5.10, da� dm+1 genau dann Null ist, wennm gerade und m � 2k � 2 ist. In diesem Fall erh�alt man also wieder ein Polynom.Um die Gl�atte um Eins nachzuweisen, reicht es nicht aus, �uber die Vertauschbarkeitvon Integration und Di�erentiation zu argumentieren, da die  `;k nur `+ k � 1 stetigeAbleitungen in Eins besitzen. Dies bedeutet aber gleichzeitig, da� sie innerhalb ihresTr�agers die Taylorentwicklung `;k(r) = 2k+X̀j=k+` j(1 � r)jmit den Koe�zienten j = (�1)j(dj=drj) `;k(1)=j! besitzen. Man erh�alt damit dieDarstellung �(r) = 2k+X̀j=k+` j 1Zr (1� r=t)jtmdt= 2k+X̀j=k+` jrm+1 1Zr (1� s)js�(m+2)ds:| {z }Ij(r):=Da I 0j(r) = �(1�r)jr�(m+2) 2 Cj�1(1) gilt, hat man (d=dr)�Ij(1) = 0 f�ur 0 � � � `+kund `+ k � j � `+ 2k, was aber (d=dr)��(1) = 0 f�ur 0 � � � ` + k bedeutet.Kommen wir schlie�lich zur Gl�atte um Null. Ist m � 2k, so ist �(r) = p(r) +crm+1 log(r). Da rm+1 log(r) in Cm(0) � C2k(0) liegt und da ferner nach Konstruk-tion die ersten k ungeraden Koe�zienten von p verschwinden, besitzt � also 2k stetigeAbleitungen um Null. Es kann nicht mehr besitzen, da sonst auch p und schlie�lich  `;kebenfalls mehr besitzen w�urden. Ist m < 2k und ungerade, so kann man �ahnlich argu-mentieren, um � 2 Cm(0) zu erhalten. Ist schlie�lichm < 2k und gerade, so gilt � = pund cm+1 6= 0, denn cm+1 = 0 w�urde � 2 PDd \ C2k implizieren. Da � sich aber nichtnur um eine Konstante von  `;k unterscheidet und denselben Grad hat, widersprichtdies Satz 5.14, also gilt nur � 2 C2m(0). 2



36 6 Fehler- und Konditionsabsch�atzungen6 Fehler- und Konditionsabsch�atzungen6.1 Asymptotisches Verhalten der FouriertransformiertenIn diesem Abschnitt untersuchen wir das asymptotische Verhalten der Fouriertransfor-mierten Fd `;k(r) = FdIk `(r) = Fd+2k `(r)= r�d�2k�` rZ0 (r � t)`t d2+kJ d2+k�1(t)dt;der optimalen Funktionen  `;k. Sie unterscheiden sich von den Fouriertransformiertendes Euklidischen Hutes und der Funktionen von Wu, die beide, wie bereits erw�ahnt,die Gestalt '(r) = r�2�J2� (r)haben, insbesondere darin, da� sie nullstellenfrei sind. Es soll hier nachgewiesen werden,da� Fd `;k(r) sich asymptotisch wie r�d�2k�1 verh�alt. Genau werden wir zeigen, da�von d und k abh�angige Konstanten 0 < c1 � c2 und ein r0 > 0 existieren, so da�einerseits f�ur ` = bd=2c + k + 1 die obere SchrankeFd `;k(r) � c2r�d�2k�1 r > 0gilt und andererseits f�ur alle optimalen Funktionen mit Ausnahme der C0-Funktionenin R und R2 zus�atzlich die untere Schrankec1r�d�2k�1 � Fd `;k(r) r � r0g�ultig ist. Die beiden ausgenommenen Funktionen sind insofern unproblematisch, da�zum einen die C0-Funktion in R gerade die bekannte Hutfunktion mit der Fourier-transformierten F1 1(r) = p(2=�)(1 � cos(r))=r2 ist. Zum anderen ist die optimaleC0-Funktion  2 in R2 auch die optimale C0-Funktion im R3, so da� man dann im R3rechnen kann und dort gilt dann wieder die untere Absch�atzung.Wir m�ussen die F�alle gerader und ungerader Raumdimension getrennt behandeln, daeine naheliegende Absch�atzung obiger Darstellung der Fouriertransformierten nichtzum Ziel f�uhrt. Die hier erzielten Ergebnisse werden dann sowohl f�ur die Bestimmungvon Schranken f�ur die Norm der Inversen der Interpolationsmatrix als auch f�ur dieBestimmung der Approximationsg�ute benutzt.6.1.1 Ungerade RaumdimensionInnerhalb dieses Unterabschnittes gelte grunds�atzlich f�ur die Raumdimension d = 2n+1. Ferner sei m := n + k � 1, was nur die C0-Funktion im R1 ausschlie�t. Dann ist` = bd=2c + k + 1 = m+ 1. Die Fouriertransformierte von  `;k l�a�t sich schreiben als



6.1 Asymptotisches Verhalten der Fouriertransformierten 37F2n+1 `;k(r) = F2m+1 m+1(r)= r�3m�2 rZ0 (r � t)m+1tm+1=2Jm�1=2(t)dt: (6.1)Wir beginnen mit der unteren Absch�atzung und einer Darstellung nach Gasper [21], diedie rechte Seite in eine unendliche Reihe bestehend aus Quadraten von Besselfunktionenentwickelt.Lemma 6.1 F�ur m > 0 giltrZ0 (r � t)m+1tm+1=2Jm�1=2(t)dt =�mrm+1 1Xj=0 (m)2j(3m+ 3)2j (2m+ 2)jj! 2j + 2m+ 1j + 2m + 1 J2m+j+1=2(r=2)mit �m = (m+ 1)!(2m+ 1)!�(m+ 3=2)(3m+ 2)! 23m+3=2:Beweis: Unter Benutzung von Formel (2.7) in [21] mit � = m+1=2 erh�alt man nacheinmaliger partieller IntegrationrZ0 (r � t)m+1tm+1=2Jm�1=2(t)dt= (m+ 1)Z r0 (r � t)mtm+1=2Jm+1=2(t)dt= (m+ 1)�(m + 1)�(2m + 2)�(m+ 3=2)�(3m + 3) 23m+3=2rm+1 �� 1Xj=0 �2m+24 �j �2m4 �j�6m+64 �j �6m+84 �j (2m+ 2)jj! 2j + 2m+ 1j + 2m+ 1 J2m+j+1=2(r=2):Ber�ucksichtigt man nun Formel (6) aus Satz 5.7, so erh�alt man nach wenigen Schrittendie behauptete Identit�at. 2Da die auftretenden Koe�zienten vor den Besselfunktionen s�amtlich positiv sind, erh�altman sofort die Absch�atzung



38 6 Fehler- und Konditionsabsch�atzungenKorollar 6.2 F�ur m > 0 erh�alt man eine untere Schranke der FormF2m+1 m+1(r) � C(m)r�2m�1 �J2m+1=2(r=2) + J2m+3=2(r=2)�mit einer positiven von m abh�angigen Konstanten C(m). 2Wir werden von nun an die Konstanten aus verst�andlichen Gr�unden in der Regel nichtmehr explizit angeben. Man beachte, da� nach [57] Seite 479 die Nullstellen der Bes-selfunktionen nicht zusammenfallen, so da� man eine untere Schranke gefunden hat,die positiv f�ur alle Argumente ist.Die auf den ersten Blick rigorose Absch�atzung der unendlichen Reihe durch die erstenbeiden Terme wird sich sp�ater als unproblematisch in dem Sinne herausstellen, da� dasasymptotische Verhalten der gesamten Reihe bereits durch diese beiden Terme gegebenist.Ziel ist es nun, eine Ungleichung der FormJ2m+1=2(r) + J2m+3=2(r) � C(m)1rf�ur hinreichend gro�es r zu beweisen. Dabei nutzen wir aus, da� die Besselfunktionen,deren Ordnung m+ 1=2 ist, sich als �nite Summen trigonometrischer Funktionen mitGewichten r�j schreiben lassen (siehe [57] Seite 53).Lemma 6.3 Die Koe�zienten �j;m seien de�niert durch�j;m := ( (�1)bj=2c(m+j)!j!(m�j)!2j 0 � j � m0 sonst :Au�erdem seien die Funktion fj;m gegeben durchfj;m(r) := � sin(r � �m=2) j geradecos(r � �m=2) j ungerade :Dann gilt die Identit�atJm+1=2(r) = � 2�r�1=2 mXj=0 �j;mfj;m(r)r�j : (6.2)2Die De�nition der �j;m f�ur j 62 f0; : : : ;mg ist f�ur den n�achsten Satz sinnvoll und wurdedeshalb schon vorweggenommen. Genauso dient bei der Funktion fj;m der Parameterj nur als "switch\, um die Darstellung zu vereinfachen. Mit Hilfe dieser Darstellungs-form k�onnen wir eine asymptotische untere Schranke f�ur die Summe der Quadrate derBesselfunktionen angeben.



6.1 Asymptotisches Verhalten der Fouriertransformierten 39Satz 6.4 F�ur m 2 N0 und r � rm := 48(m + 1)2m+5 giltJ2m+1=2(r) + J2m+3=2(r) � 1�r :Die Angabe von rm ist sehr grob, so da� sie zur tats�achlichen Bestimmung von Kon-ditionsschranken nicht herangezogen werden sollte. Tats�achlich zeigen numerische Ver-fahren, da� die Ungleichung schon wesentlich fr�uher erreicht wird. Wir werden daraufteilweise noch sp�ater eingehen. Das asymptotische Verhalten ist nicht sonderlich �uber-raschend, da die Besselfunktionen generell wie 1=pr abfallen. Entscheidend ist aber,da� es sich um eine f�ur r � rm gleichm�a�ige untere Schranke handelt.Beweis: Die Darstellung (6.2) erlaubt die BerechnungJ2m+1=2(r) = 2�r  mXj=0 �j;mfj;m(r)r�j!2= 2�r  2mXj=0 " jXk=0 �k;mfk;m(r)�j�k;mfj�k;m(r)# r�j!=: 2�r  f20;m(r) + 2mXj=1 �j;m(r)r�j! ;mit der man wiederumJ2m+1=2(r) + J2m+3=2(r) = 2�r�f20;m(r) + f20;m+1(r) + 2mXj=1 (�j;m(r) + �j;m+1(r))r�j ++�2m+1;m+1(r)r�2m�1 + �2m+2;m+1(r)r�2m�2�=: 2�r  f20;m(r) + f20;m+1(r) + 2m+2Xj=1 j;m(r)r�j!erh�alt. Da fernerf20;m(r) + f20;m+1(r) = sin2(r � �m2 ) + sin2(r � �(m+ 1)2 )= sin2(r � �m2 ) + cos2(r � �m2 )= 1gilt, haben wir die DarstellungJ2m+1=2(r) + J2m+3=2(r) = 2�r  1 + 2m+2Xj=1 j;m(r)r�j! ; (6.3)



40 6 Fehler- und Konditionsabsch�atzungenwas bereits die Form der unteren Schranke liefert. Es bleibt zu zeigen, da� f�ur r � rmdie Summe auf der rechten Seite betragsm�a�ig kleiner als 1=2 wird. Dazu betrachtenwir zuerst die Koe�zienten �j;m. Es gilt j�m�1;mj = j�m;mj undj�j+1;mj = j�j;mj(m+ j + 1)(m� j)2(j + 1) ;so da� f�ur j � m� 2 die Ungleichungskettej�j+1;mj � j�j;mjm+ j + 1j + 1 � j�j;mjfolgt. Wir haben damit insgesamt j�j;mj � j�m;mj f�ur jedes j. Als n�achstes sch�atzen wirj�m;mj = (2m)!(m!2m)�1 durch mm nach oben ab. Dies ist f�ur m = 1 sicherlich richtig,und f�ur m+1 mu� wegen j�m+1;m+1j = (2m+1)j�m;mj nur (2m+1)mm � (m+1)m+1gezeigt werden. Dies ist �aquivalent zu12 �1 + 1m�m�1 + 12m+ 1� � 1;was g�ultig ist, da der zweite Klammerterm immer gr�o�er als Eins ist und der erstemonoton wachsend gegen e strebt und f�ur m = 1 bereits den Wert Zwei hat. Damiterhalten wir die Absch�atzung j�j;mj � mm f�ur alle j, die ihrerseits wieder j�j;m(r)j �(2m + 1)m2m � 3m2m+1 liefert. Schlie�lich gelangen wir zu jj;m(r)j � 2m(3m2m+1 +3(m + 1)2m+3) � 12(m + 1)2m+4 und k�onnen nun die Summe behandeln. F�ur r � rmgilt n�amlich �����2m+2Xj=1 j;m(r)r�j ����� � 12(m + 1)2m+4 2m+2Xj=1 r�j� 24(m + 1)2m+5=r � 1=2;was zu zeigen war. 2Damit haben wir f�ur ungerade Raumdimensionen den ersten Teil der am Anfang diesesKapitels behaupteten Asymptotik bewiesen. Wir fassen dies zusammen inKorollar 6.5 Zu d = 2n + 1 und ` = n + k + 1 � 2 gibt es Konstanten c1 > 0 undr0 � 0, so da� Fd `;k(r) � c1r�d�2k�1f�ur r � r0 gilt. Dabei h�angen c1 und r0 von d, k ab. 2Wenden wir uns nun den oberen Schranken zu. Dabei benutzen wir einen anderenZugang als bei den unteren Schranken. Wir betrachten allgemein die Funktionfm(r) := 1Bm rZ0 (r � t)m+1tm+1=2Jm�1=2(t)dt (6.4)



6.1 Asymptotisches Verhalten der Fouriertransformierten 41mit Bm = m!(m+ 1)!2m+1=2p� : (6.5)Dieser Faktor l�a�t sich durch den folgenden Satz erkl�aren, der eine induktive Berech-nungsweise der Funktionen angibt, die in [1] hergeleitet wird.Satz 6.6 Es gilt f0(r) = 1 � cos(r) und f�ur m > 0fm(r) = f0 ? fm�1(r) := rZ0 f0(t)fm�1(r � t)dt:Man beachte den Unterschied in der De�nition der Faltungsoperatoren � und ?. Ist �mit der Fouriertransformation im Sinne von Bemerkung 4.11 vertr�aglich, so ist ? imgleichen Sinne mit der Laplacetransformation(Lf)(r) = 1Z0 e�rtf(t)dtvertr�aglich, d.h. es gilt L(f ? g) = (Lf)(Lg). Man erkennt, da� das Integral in (6.4)vom Faltungstyp bez�uglich ? ist, und man beweist den letzten Satz einfach, indem mannachweist, da� beide Seiten die Laplacetransformierte(Lfm)(r) = 1rm+1(1 + r2)m+1besitzen. Allgemeines zur Laplacetransformation �ndet man z.B. in dem Buch [61] vonWidder.Wir fassen einige einfache Eigenschaften dieser Funktion zusammen.Satz 6.7 Die gem�a� (6.4) mit (6.5) de�nierten Funktionen gen�ugen(1) F2m+1 m+1(r) = Bmr�3m�2fm(r),(2) fm(r) > 0 f�ur m > 0, r > 0,(3) fm(r) � 2m+1m! rm,(4) fm(r) = O(r3m+2) f�ur r! 0.Beweis: Die erste Aussage entspricht gerade (6.1), die zweite erh�alt man aus Lemma6.1 bzw. aus dem letzten Satz. Aussage (3) erh�alt man induktiv sofort aus Satz 6.6,w�ahrend die letzte Aussage einfach aus der ersten folgt. 2Die erste Aussage dieses Satzes verdeutlicht unser Interesse an der Funktion fm. Sieergibt mit Aussage (3) sofort das gew�unschte Resultat. Sie zeigt au�erdem, da� dierigorose Absch�atzung der unendlichen Reihe in Korollar 6.2 unproblematisch ist.



42 6 Fehler- und Konditionsabsch�atzungenKorollar 6.8 Zu d = 2n+1 und ` = n+k+1 gibt es eine Konstante c2 = c2(d; k) > 0,so da� f�ur r � 0 die Absch�atzungFd `;k(r) � c2r�d�2k�1gilt. 26.1.2 Gerade RaumdimensionWir werden nun die Ergebnisse f�ur den Fall d = 2n beweisen. Auch hier ist damit` = n+ k + 1 =: m+ 1. Dazu f�uhren wir zuerst an, da� sich die FouriertransformierteF2n `;k(r) = F2m m+1(r)= r�3m�1 rZ0 (r � t)m+1tmJm�1(t)dt (6.6)ebenfalls mit den Funktionen f0(r) = 1�cos(r), fm(r) = fm�1 ?f0(r) beschreiben l�a�t.Allerdings mu� noch eine weitere Faltung durchgef�uhrt werden. Wir setzeng0(r) := rZ0 J0(t)dtund f�ur m � 1 gm(r) := fm�1 ? g0(r) = rZ0 fm�1(t� r)g0(t)dt:Dies liefert dann den folgenden Satz, den man wieder wie Satz 6.6 mit der Laplace-transformation beweist. N�aheres �ndet man in [1].Satz 6.9 Ist Bm f�ur m = n+ k wie in (6.5) de�niert und ` = k + n+ 1, so giltF2n `;k(r) = Bm�1r�3m�1gm(r): 2Da wir die Absch�atzungen f�ur fm�1 bereits aus dem vorherigen Unterabschnitt kennen,m�ussen wir nur noch g0 genauer untersuchen. Ebenso erkennt man, da� f�ur die unterenSchranken m � 2 ben�otigt wird, was gleichbedeutend ist mit k � 1, f�ur n = 1.Lemma 6.10 g0 erf�ullt die folgenden Absch�atzungen:



6.1 Asymptotisches Verhalten der Fouriertransformierten 43(1) g0(t) > 0 f�ur t > 0.(2) Es gibt ein t0, so da� 1=2 � g0(t) � 3=2 f�ur t � t0 gilt. Insbesondere ist g0(t)beschr�ankt.Beweis: Die erste Behauptung ist gerade eine Ungleichung, die auf Cooke [12] zur�uck-geht, wogegen die zweite Behauptung auslimt!1 g0(t) = 1Z0 J0(s)ds = 1(vgl. [17] 19.2(1)) folgt. 2Damit sind wir nun in der Lage, die anf�anglich gemachte Behauptung auch f�ur denFall gerader Raumdimensionen zu beweisen. Wir formulieren das Ergebnis in Hinblickauf den letzten Unterabschnitt f�ur beliebige Raumdimension.Satz 6.11 F�ur jede Raumdimension d und jedes k 2 N gibt es eine Konstante c2, soda� mit ` = bd=2c + k + 1 die obere Absch�atzungFd `;k(r) � c2r�d�2k�1 f�ur r > 0gilt. Ist d � 3 f�ur k = 0 und sonst beliebig, so gibt es Konstanten c1, r0 > 0, so da�zus�atzlich die untere Absch�atzungc1r�d�2k�1 � Fd `;k(r) f�ur r � r0g�ultig ist. Die Konstanten c1, c2, r0 h�angen nur von d und k ab.Beweis: Der Beweis ist nur noch f�ur gerade Raumdimension d = 2n zu f�uhren. Benut-zen wir die vorhergehenden Bezeichnungen, so ist zu zeigen, da� sich gm(r) asympto-tisch wie rm verh�alt. Im folgenden wird C der Einfachheit halber eine Konstante mitwechselndem Wert bezeichnen. Wir beginnen mit der Absch�atzung nach oben. Nachdem vorangehenden Lemma gilt 0 � g0(t) � C f�ur alle t � 0 mit einer geeignetenKonstanten C. Damit erh�alt mangm(r) = rZ0 fm�1(t)g0(r � t)dt � C rZ0 tm�1dt = Crm:Diese Absch�atzung ist sogar f�ur alle r � 0 g�ultig. Kommen wir zur unteren Schranke.Hier w�ahlen wir zun�achst r00 so gro�, da� f�ur r � r00=2 sowohl fm�1(r) � Crm�1 alsauch g0(r) � 1=2 gilt. Da ferner g0(r) und fm�1(r) f�ur alle r > 0 positiv sind, erh�altman f�ur r � r00



44 6 Fehler- und Konditionsabsch�atzungengm(r) = 0B@ r00=2Z0 + r=2Zr00=2 + rZr=21CAfm�1(t)g0(r � t)dt� r=2Zr00=2 fm�1(t)g0(r � t)dt � C=2 r=2Zr00=2 tm�1dt� Crmf�ur r � r0 mit hinreichend gro�em r0. 26.2 Fehlerabsch�atzungenHat man eine positiv de�nite Funktion �, paarweise verschiedene St�utzstellen X =fx1; : : : ; xNg � 
 � Rd und Funktionswerte f(x1); : : : ; f(xN) gegeben, so l�a�t sichdie Interpolante sf aus dem Raum T (�;X) = spanf�(� � x1); : : : ;�(� � xN)g auchschreiben als sf(x) = NXj=1 f(xj)u�j (x); (6.7)wobei die u�j(x) durch das GleichungssystemA�;Xu�(x) = R�;X(x) (6.8)mit u�(x) = (u�j(x))1�j�N , R�;X(x) = (�(x � xj))1�j�N und der InterpolationsmatrixA�;X = ((�(xi � xj))1�i;j�N ) bestimmt sind. L�a�t man in (6.7) auch beliebige uj(x)zu, so gilt nicht mehr notwendig sf(xj) = f(xj) und man spricht daher von Quasi{Interpolation.Wir wollen hier kl�aren, wie das Approximationsverhalten dieser (Quasi{)Interpolantenunter Benutzung der Funktionen  `;k minimalen Grades ist.Um Approximationsaussagen machen zu k�onnen, mu� man zum einen die Menge derzu approximierenden Funktionen spezi�zieren, zum anderen mu� man eine Gr�o�e de�-nieren, in der das Verhalten gemessen wird. Der Raum der zul�assigen Funktionen R�soll hier aus allen Funktionen f : Rd! R bestehen, die sich schreiben lassen alsf(x) = (2�)�d=2 ZRd f̂(!)eixT!d!; (6.9)wobei f̂ eine Funktion ist, die zus�atzlichf̂=p�̂ 2 L2(Rd) (6.10)



6.2 Fehlerabsch�atzungen 45erf�ullt. Auf R� hat man dann die nat�urlich Normkfk2� = (2�)�d=2 ZRd jf̂(!)j2�̂(!) d!: (6.11)Es gibt andere M�oglichkeiten, den Raum R� einzuf�uhren (vgl. [24, 31, 32, 58, 63]), aufdie hier genauso wenig eingegangen werden soll, wie auf die Problematik, Funktionennur auf einem Teilgebiet 
 � Rd zu betrachten (vgl. [51]). Wichtig ist hier nur, da� f�urdiese Funktionen die Absch�atzungjf(x)� sf(x)j � kfk�P (x;X;�) (6.12)mit der sogenannten PowerfunktionP 2(x;X;�) = �(0) � 2 NXj=1 u�j (x)�(x� xj) + NXj=1 NXk=1 u�j(x)u�k(x)�(xj � xk) (6.13)g�ultig ist, die man mittels Umkehrformel und Cauchy-Schwarzscher Ungleichung be-weist. Dabei sind die u�j (x) gerade die L�osungen von (6.8). Man kann zeigen, da� dieu�j(x) den Ausdruck der rechten Seite in (6.13) minimieren (in der Regel werden andie uj, �uber die minimiert werden soll, Bedingungen gestellt, die hier aber aufgrundder unbedingten positiven De�nitheit entfallen), so da� eine �ubliche Vorgehensweisezur weiteren Absch�atzung von (6.12) die Ersetzung der u�j (x) durch geeignete ~uj(x) in(6.13) ist. Aufgrund des asymptotischen Verhaltens der Fouriertransformierten geltenf�ur die nat�urlichen Funktionenr�aume der Funktionen minimalen Grades die folgendenAussagen.Satz 6.12 Sei �(x) =  `;k(kxk),  `;k 2 PDd \C2k mit Ausnahme der C0-Funktionenin R und R2. Dann gilt R� = Hk+ d+12 (Rd) � Ck(Rd);wobei Hs(Rd) wie �ublich den Sobolevraum bezeichnet. Ferner sind auf R� die Normk � k� und die Sobolevnorm �aquivalent.Beweis: Die Inklusion ist gerade einer der Sobolevschen Einbettungss�atze. Es ist alsonur die Identit�at zu zeigen. Die Fouriertransformierten der angegebenen Basisfunktio-nen haben das asymptotische Verhalten�̂(!) � (1 + k!k2)� d2�k� 12 : (6.14)Ist also f 2 R�, so liefert die Forderung (6.10) mittels H�olderscher Ungleichung,da� f̂ 2 L1(Rd) \ L2(Rd) gilt. Insbesondere folgt mit (6.9), da� auch f 2 L2(Rd)liegt, was aber wegen (6.14) gerade f 2 Hk+(d+1)=2(Rd) bedeutet. Ist andererseits



46 6 Fehler- und Konditionsabsch�atzungenf 2 Hk+(d+1)=2(Rd) gegeben, so liefert (6.14) gerade (6.10), so da� nur noch die In-versionseigenschaft (6.9) zu zeigen ist. Man erh�alt wie eben f̂ 2 L1(Rd) \ L2(Rd), soda� g(x) := (2�)�d=2 ZRd f̂ (!)eixT!d!wohlde�niert und stetig ist. Ferner stimmt g mit f im L2-Sinn �uberein. Da beideFunktionen stetig sind, gilt auch punktweise f = g, was (6.9) bedeutet. 2Die Approximationsg�ute wird, um auf den zweiten Punkt einzugehen, in Abh�angigkeitder Dichte der St�utzstellen h�(x) = maxky�xk�� min1�j�N ky � xjk (6.15)mit einem � > 0 gemessen. Sie ist bestimmt durch die Gl�atte der zugrunde liegendenBasisfunktion. Man sagt, da� die Basisfunktion � die lokale Approximationsg�ute �besitzt, wenn f�ur � > 0 eine Konstante h0 = h0(�;�) existiert, so da� f�ur alle X =fx1; : : : xNg � Rd und alle x 2 Rd mit h�(x) � h0 die Absch�atzungjf(x)� sf (x)j � Ckfk�h�� (x) (6.16)gilt.Betrachten wir also die Funktionen  `;k 2 C2k \ PDd mit ` = bd=2c + k + 1 alsBasisfunktionen �. Ihre Fouriertransformierte ist positiv und besitzt das VerhaltenFd `;k(r) � Ckxk�d�2k�1; r = kxk: (6.17)Hierdurch erh�alt man nach [63]:Satz 6.13 Die Funktionen minimalen Grades  `;k 2 C2k \PDd besitzen die Approxi-mationsg�ute k + 1=2. 2Die bisher geschilderte Vorgehensweise hat den Nachteil, da� bei immer enger liegendenSt�utzstellen, also h = h�(x) ! 0, der Vorteil einer d�unn besetzten Interpolationsma-trix, resultierend aus dem kompaktemTr�ager von �, verloren geht. Daher versucht manden Tr�ager von � in Abh�angigkeit von h zu skalieren, d.h. man interpoliert bzw. appro-ximiert mit �� = �(�=�) statt mit � und w�ahlt � als Funktion von h. Ist z.B. � = ch,so hat man ann�ahernd eine konstante Anzahl von Interpolationspunkten im Tr�ager,und man spricht vom station�aren Fall. Tats�achlich wurden die Begri�e station�ar undnichtstation�ar in diesem Zusammenhang urspr�unglich bei der Approximation auf demGitter hZd benutzt. Dort bildet man Approximanten der Formsf;h(x) = Xj2Zd f(jh)�(h)(xh � j);



6.2 Fehlerabsch�atzungen 47wobei �(h) im Gegensatz zu �� eine von h beliebig abh�angige Basisfunktion ist. �Ubli-cherweise benutzt man nicht die Basisfunktion selbst, sondern Lokalisierungen, die einbesseres Abklingverhalten haben, um Konvergenz zu erzwingen. W�ahlt man �(h) = �f�ur alle h, so spricht man vom station�aren, sonst vom nichtstation�aren Fall. Da� dieseBegri�sbildung der obigen entspricht, sieht man z.B., wenn man �(h) = �(�h) w�ahlt.Dann erh�alt man n�amlich sf;h(x) = Xj2Zd f(jh)�(x� jh);was gerade der Quasiinterpolation an den St�utzstellen jh 2 Zd entspricht. Ebensoentspricht die Quasiinterpolation mit �� = �(�=�) mit � = h gerade der station�arenApproximation, denn es giltsf;h(x) = Xj2Zd f(jh)�(xh � j) = Xj2Zd f(jh)��(x� jh):Kommen wir nun darauf zur�uck, die Approximationsg�ute f�ur �� mit �(x) =  `;k(kxk)und  `;k 2 C2k \PDd zu untersuchen.Satz 6.14 Ist � gegeben durch eine der optimalen Funktionen  `;k mit Ausnahme derC0-Funktionen in R bzw. R2, so gilt F� = F�� mit �aquivalenten Normen k � k� undk � k�� .Beweis: Da �̂ positiv und stetig ist, gilt mit gewissen von � abh�angigen KonstantenC1(�) und C2(�) f�ur k!k � r0 C1(�) � �̂(!)�̂(�!) � C2(�):Andererseits liefert das asymptotische Verhalten von Fd `;k die Absch�atzungenc1�2k+d+1 � �̂(!)�̂(�!) � c2�2k+d+1f�ur k!k � r0 mit gewissen anderen Konstanten c1,c2, so da� man schlie�lich0 < K1(�) � sup!2Rd �̂(!)�̂(�!) � K2(�)erh�alt. Dies erlaubt z.B.kfk2�� = (2�)�d=2 ZRd jf̂(!)j2�̂�(!) d!= (2�)�d=2��d ZRd jf̂(!)j2�̂(!) �̂(!)�̂(�!)d!� K2(�)��dkfk2�:



48 6 Fehler- und Konditionsabsch�atzungenEbenso erh�alt man die andere noch ben�otigte Ungleichung. 2Um eine Absch�atzung f�ur die Powerfunktion P (x;X;��) der skalierten Basisfunktion�� zu erhalten, m�ussen wir die Gr�o�en u�(x) � u�(x;X;�) und h�(x) � h�(x;X)untersuchen. Da A�� ;X = A�;X=� und R�� ;X(x) = R�;X=�(x=�) ist, erh�alt man aufgrundder Eindeutigkeit der L�osung in (6.8) zun�achst u�(x;X;��) = u�(x=�;X=�;�) unddamit unmittelbar P (x;X;��) = P (x=�;X=�;�):Da ferner h�(x=�;X=�) = maxky�x=�k�� min1�j�N ky � xj=�k= 1� maxky�xk��� min1�j�N ky � xjk= 1� h��(x;X)gilt, erh�alt manKorollar 6.15 Im skalierten Fall �� = �(�=�) mit �(x) =  `;k(kxk)und  `;k 2 C2k \PDd gilt f�ur h��(x;X) � �h0(�;�) = h0(��;�) die Absch�atzungP (x;X;��) � C �h��(x;X)� �k+1=2mit einer Konstanten C > 0. 2Hieran erkennt man, da� sich im station�aren Fall � = ch��(x;X) keine Konvergenz-aussage folgern l�a�t. Ein Kompromi� zwischen station�arem und nichtstation�arem Fallw�are z.B. � langsamer gegen Null gehen zu lassen als h = h��(x;X). Dies liefert dannKonvergenz mit nur geringem Verlust in der Struktur der Interpolationsmatrix.6.3 Konditionsabsch�atzungenWir kommen nun zur Bestimmung von oberen Schranken der Kondition der Interpo-lationsmatrizen A�;X = (�(xj � xk))1�j;k�N , die bei den hier untersuchten Interpo-lationsproblemen auftreten. Dabei ist die Kondition einer Matrix A de�niert durchcond(A) := kAkkA�1k. Die Funktion �(x) =  `;k(kxk) wird eine der optimalen Funk-tionen des letzten Kapitels sein. Die Schranken sollen in Abh�angigkeit des Separati-onsabstandes qX := 12 minj 6=k kxj � xkk (6.18)des Datensatzes X = fx1; : : : ; xNg ausgedr�uckt werden, wie es �ublicherweise der Fallist [36, 37, 38, 39, 48]. Wir werden im folgenden beweisen, da� f�ur die Funktionenminimalen Grades mit Ausnahme der C0-Funktion �uber R die Absch�atzung



6.3 Konditionsabsch�atzungen 49cond(A `;k;X) = O(q�(d+2k+1)X ); qX ! 0 (6.19)gilt. Dieses Ergebnis bedeutet insbesondere, da� man einen gegebenen Punktesatz Xum weitere Punkte erweitern kann, ohne die Kondition wesentlich zu verschlechtern,sofern man den Separationsabstand nicht verkleinert.Da es sinnvoll ist, dichter liegende Datens�atze mit Basisfunktionen kleineren Tr�agerszu interpolieren, betrachtet man wieder auch skalierte Formen �� = �(�=�) der Basis-funktion. Da eine Interpolation in den St�utzstellen X = fx1; : : : ; xNg mit der skalier-ten Basisfunktion �� aber gleichbedeutend mit einer Interpolation in den St�utzstellenX=� = fx1=�; : : : ; xN=�g ist, gilt insbesondere f�ur den SeparationsabstandqX=� = qX=�;so da� eine Wahl � = cqX mit positiver Konstanten c zucond(A `;k;� ;X) � C (6.20)f�uhrt. Wir werden uns daher im folgenden auf den nichtstation�aren Fall mit � = 1konzentrieren.6.3.1 Absch�atzungen f�ur kAkObere Schranken f�ur die Kondition einer Matrix A zerfallen in nat�urlicher Weise inobere Schranken f�ur kAk und f�ur kA�1k. Wir wenden uns nun ersteren zu und wer-den hier allgemeiner als im n�achsten Abschnitt vorgehen. Sei dazu � : Rd ! R eineFunktion mit Tr�ager in der Einheitskugel B1(0) := fx 2 Rd : kxk � 1g. Seien fernerX = fx1; : : : ; xNg eine Menge paarweise verschiedener Punkte im Rd mit Separations-abstand qX < 1=2 und A�;X = (�(xj � xk)). Die Bedingung an qX ist keine wirklicheEinschr�ankung, denn f�ur qX � 1=2 reduziert sich die Matrix A�;X auf eine Diagonalma-trix mit �(0) als Diagonaleintrag. Eine erste Absch�atzung f�ur die Norm dieser Matrixliefert der Satz von Gerschgorin:kA�;Xk � N maxj 6=k j�(xj � xk)j: (6.21)Ist � positiv de�nit und normiert auf �(0) = 1, so vereinfacht sich diese Ungleichungzu kA�;Xk � N: (6.22)Um aus dieser Absch�atzung eine Motivation f�ur eine obere Schranke in Abh�angigkeitdes Separationsabstandes zu gewinnen, nehmen wir an, da� die centers xj auf einemGitter mit der Gitterweite 2qX = 1=(N1=d � 1) � 1 liegen. Die Ungleichung bedeutetdabei, da� in jede Richtung des Gitters N1=d � 2 Punkte liegen. Dann l�a�t sich (6.22)umformulieren zu



50 6 Fehler- und Konditionsabsch�atzungenkA�;Xk � N = � 12qX + 1�d � q�dX : (6.23)Ziel ist es nun, eine derartige Absch�atzung auch f�ur allgemeine Datens�atze zu beweisen.Lemma 6.16 Sei � : Rd! R eine stetige Funktion mit kompaktem Tr�ager B1(0) undmax j�(x)j � 1. Sei ferner X = fx1; : : : ; xNg � Rd eine Menge paarweise verschiedenerPunkte mit qX < 1=2. Dann gilt f�ur alle x 2 Rd die Absch�atzungNXj=1 j�(x� xj)j � 4dq�dX : (6.24)Beweis: Der Beweis benutzt einen in diesem Zusammenhang �ublichen Trick vonNarcowich und Ward [37, 38], der den Rd in Kugelschalen einteilt. Genauer setzen wirf�ur festes x 2 Rd Sk(x) = fxj 2 X : qXk � kx� xjk < qX(k + 1)g:Dann gilt nach [38]� card[S0(x)] � 1,� card[Sk(x)] � 3dkd�1 f�ur k � 1.Ist nun xj 2 Sk(x) f�ur ein k mit kqX � 1, so ist �(x � xj) = 0. Also hat man dieAbsch�atzung j�(x� xj)j � � 1 k < 1=qX0 k � 1=qX :Weil X von den Sk(x) �uberdeckt wird, erh�alt manNXj=1 j�(x� xj)j � 1Xk=0 card[Sk(x)]�[0;b1=qXc](k)� 1 + b1=qXcXk=1 3dkd�1� 1 + 3db1=qXcd � 4d(1=qX)d:Da x beliebig war, ist die Behauptung bewiesen. 2Man sieht, da� die Absch�atzung sehr grob ist, so da� f�ur praktische Tests mit den in derUngleichungskette auftretenden Gr�o�en verglichen werden sollte. F�ur unsere Zwecke istdiese Absch�atzung aber gut genug.



6.3 Konditionsabsch�atzungen 51Satz 6.17 Sei � : Rd ! R positiv de�nit. Seien X, qX und A = A�;X wie bisherde�niert. Dann gilt kA�;Xk � 4dq�dX :Tats�achlich l�a�t sich diese obere Schranke nicht nur f�ur die Spektralnorm von A�;Xbeweisen, sondern f�ur jede p-Norm mit 1 � p � 1. Ferner gilt die Aussage auch f�urden Fall der "o�-center\-Interpolation (vgl. [37]).Beweis: Unter Ausnutzung von a2+b2 � 2ab und des vorhergehenden Lemmas erh�altman f�ur � 2 RN mit k�k = 1�TA� � NXj=1 NXk=1 j�jjj�kjj�(xj � xk)j� 12 NXj=1 NXk=1 j�(xj � xk)j �j�jj2 + j�kj2�= NXj=1 j�jj2 NXk=1 j�(xj � xk)j� � 4qX�d :Dies liefert kAk = supk�k=1�TA� � 4dq�dX : 2Ein vergleichbares Ergebnis ist von Narcowich, Sivakumar und Ward in [37] untergr�o�erem Aufwand f�ur die Gau�glocken bewiesen worden.6.3.2 Absch�atzungen f�ur kA�1kKonnte f�ur die Norm der Interpolationsmatrix A�;X die Schranke noch f�ur allgemeinespositiv de�nites � mit kompaktem Tr�ager nachgewiesen werden, ben�otigt man f�ur dieNorm der Inversen der Interpolationsmatrix die Positivit�at der Fouriertransformiertender Basisfunktion �. Dies liegt an der benutzten Technik, die ebenfalls auf Narcowichund Ward [38, 39] zur�uckgeht (vgl. auch [48, 59]).Satz 6.18 Sei � eine �uber Rd positiv de�nite und integrierbare Funktion mit positiverFouriertransformierten �̂ > 0. Sei X = fx1; : : : ; xNg � Rd ein Datensatz paarweiseverschiedener Punkte mit Separationsabstand qX. Ferner seien'0(r) := infk!k�2r �̂(!)und � = 12��2((d=2) + 1)�9 � 1d+1 ; � = 2d+1�d=2�((d=2) + 1)�d



52 6 Fehler- und Konditionsabsch�atzungende�niert. Dann gilt die Absch�atzungkA�1�;Xk � � qdX'0(�=qX) : (6.25)2Da wir aus dem vorherigen Abschnitt wissen, da� sich die Fouriertransformierte unsereroptimalen Funktionen nach unten durchFd `;k(r) � Cr�(d+2k+1)f�ur hinreichend gro�es r absch�atzen l�a�t, erhalten wir die AussageSatz 6.19 Seien  `(r) = (1 � r)+̀ und  `;k(r) = Ik `(r) 2 PDd \ C2k die Funktionminimalen Grades mit ` = bd=2c + k + 1 > 1. Gegeben sei ferner ein DatensatzX = fx1; : : : ; xNg � Rd mit Separationsabstand 2qX = mini6=j kxi � xjk > 0 und dieInterpolationsmatrix A `;k ;X = ( `;k(kxi � xjk))i;j. Dann gilt f�ur die InversekA�1 `;k;Xk = O(q�2k�1X ); qX ! 0: (6.26)Beweis: Die Funktion  `;k ist wegen ` > 1 nicht die C0-Funktion in R. Sei  `;kzun�achst auch nicht die C0-Funktion in R2. Dann gilt nach Satz 6.11'0(�=qX) = mink!k�2�=qxFd `;k(k!k) � C(d; k)qd+2k+1X :Dabei h�angt die Konstante C(d; k) nur von der Raumdimenson und der Gl�atte ab. Satz6.18 liefert dann kA�1 `;k;Xk � � qdX'0(�=qX) � C 0(d; k)q�2k�1X :Im Fall der C0-Funktion  2 im R2 fassen wir die St�utzstellen xj 2 R2 als Punkte imR3 auf. Ber�ucksichtigt man, da�  2 auch im R3 die optimale C0-Funktion darstellt, soerh�alt man jetzt mit d = 3 zun�achst '0(�=qX) � C(3; 1)q4X und damit kA�1 2;Xk � Cq�1X ,so da� die Aussage auch in diesem Fall gilt. 2Wir wollen nun noch kurz darauf eingehen, da� der Exponent 2k + 1 allgemein nichtbesser gew�ahlt werden kann. Zum einen wissen wir nach Satz 6.11, da� die unterenSchranken f�ur die Fouriertransformierte Fd `;k h�ochstens in der Konstanten verbessertwerden k�onnen, so da� diese Technik keine besseren Ergebnisse ergeben kann. Anderer-seits liefert diese Technik die optimalen Exponenten, denn f�ur die Powerfunktion giltmit x0 = x und u�0(x) = �1P 2(x;X;�) = �(0) � 2 NXj=1 u�j (x)�(x� xj) + NXj=1 NXk=1 u�j(x)u�k(x)�(xj � xk)= NXj=0 NXk=0 u�j(x)u�k(x)�(xj � xk);so da� man die sogenannte Unsch�arferelation erh�alt (vgl. [48]).



6.3 Konditionsabsch�atzungen 53Satz 6.20 Sei Pj die Powerfunktion zu X n fxjg. Dann giltkA�1�;Xk � 1min1�k�N P 2j (xj) : 2Ordnet man die Daten xj nun auf einem Gitter der Gitterweite h an, so gibt es Punktex mit h�(x) = hpd=2 = pdqX, was zu der UngleichungsketteC1q�2k�1X � kA�1X;�k � C2q�2k�1Xf�uhrt.Zusammen mit der Absch�atzung aus Satz 6.17 erh�alt man die bereits in der Einleitungdieses Kapitels erw�ahnte asymptotische Aussage �uber die Kondition der Interpolati-onsmatrix.Korollar 6.21 Unter den Voraussetzungen von Satz 6.19 giltcond(A `;k;X) = O(q�d�2k�1X ); qX ! 0: 2Dieses Verhalten der Kondition wurde auch in numerischen Tests [28] best�atigt. Essei darauf hingewiesen, da� keine der klassischen radialen Basisfunktionen eine derar-tige theoretische Konditionsabsch�atzung besitzt. Dies liegt haupts�achlich daran, da�Schranken f�ur die Norm der Interpolationsmatrix in Abh�angigkeit des Separations-abstandes bisher nur f�ur Funktionen existieren, die auf jedem Rd positiv de�nit sindund deren Darstellungsma� im Sinne von Satz 3.3 gewissen Bedingungen unterliegt(vgl. [37]). Au�erdem soll erw�ahnt werden, da� in [2] angegeben wird, wie man ausSchranken f�ur die Spektralnorm der Inversen der Interpolationsmatrix Schranken f�ureine beliebige p-Norm erh�alt, worauf hier aber nicht weiter eingegangen wird.Kommen wir noch einmal kurz zum station�aren Fall. Dieser zeichnet sich dadurch aus,da� man die skalierte Version  `;k;� =  `;k(�=�) betrachtet und � = cqX setzt. EineInterpolation mit  `;k;� auf einem Datensatz X = fx1; : : : ; xNg entspricht dann derInterpolation mit  `;k auf X=� = fx1=�; : : : ; xN=�g.Korollar 6.22 Unter den Voraussetzungen von Satz 6.19 gilt f�ur die Interpolations-matrizen von  `;k;� =  `;k(�=�) die asymptotische Absch�atzungcond(A `;k;� ;X) � C;f�ur alle Datens�atze X mit qX � q0. Dabei h�angt C nur von `; k; � und q0, nicht abervon der Lage der xj ab.Beweis: Die Aussage ist richtig f�ur alle Datens�atzeX mit Separationsabstand qX = q0.F�ur gr�o�eren Separationsabstand f�ugt man einfach einen weiteren center hinzu, um denAbstand q0 zu erreichen, was nur die Kondition verschlechtert. F�ur den erweitertenDatensatz gilt dann die Absch�atzung, also erst recht f�ur den urspr�unglichen. 2



54 6 Fehler- und Konditionsabsch�atzungen6.3.3 Praktische SchrankenNachdem wir allgemein asymptotische Schranken f�ur die Kondition der Interpolations-matrix bestimmt haben, wollen wir jetzt die Funktion 3;1(r) = (1 � r)4+(4r + 1) 2 PD3 \ C2 (6.27)n�aher betrachten. Dabei sind wir insbesondere an der Bedeutung der Aussage qX � q0interessiert. Da das Hauptproblem in der Bestimmung einer unteren Schranke f�ur dieFouriertransformierte F3 3;1 = F5 3 besteht, erhalten wir gleichzeitig Aussagen f�urdie Funktionen  3 2 C0 \PD5 und  3;2 2 C4 \PD1.Die Rekursionsformel aus Satz 6.6 erm�oglicht es, untere Schranken der Fouriertrans-formierten von  m+1 ebenfalls rekursiv zu berechnen, denn aus F2m�1 m(r) � Sm(r)folgt F2m+1 m+1(r) = Bmr�3m�2 rZ0 f0(r � t)fm�1(t)dt= BmBm�1 r�3m�2 rZ0 f0(r � t)t3m�1F2m�1 m(t)dt� 2m(m+ 1)r�3m�2 rZ0 f0(r � t)t3m�1Sm�1(t)dt:Wir erinnern noch einmal daran, da� m bestimmt war durch m = k + n, was f�ur dieFunktion in (6.27) gerade m = 2 bedeutet. Man ben�otigt also, um dieses Verfahren an-zuwenden, zun�achst eine untere Schranke f�ur m = 1. Die Schranken m�ussen aufgrundder Asymptotik, die im ersten Abschnitt dieses Kapitels hergeleitet wurde, grunds�atz-lich in der N�ahe der Null anders geartet sein als f�ur gro�e Argumente. In der N�aheder Null kann man sogar ein allgemeines Ergebnis beweisen. Die n�achsten beiden S�atze�ndet man implizit in [18].Satz 6.23 F�ur r � p9m+ 12 giltF2m+1 m+1(r) � (2m)!(m+ 1)!2m�1=2�(m+ 1=2)(3m + 2)! �1 � r29m+ 12� : (6.28)Beweis: Der Beweis l�a�t sich direkt durch Reihenentwicklung der auftretenden Bes-selfunktion in (6.4) und weitere Schritte f�uhren. Wir benutzen hier aber die Arbeit [18]und die dort verwendete Notation. Setzt man dort in Corollary 1.1 und dem zugeh�ori-gen Beweis � = m� 1=2, so erh�alt manF2m+1 m+1(r) = r�3m�2 rZ0 (r � t)m+1tm+1=2Jm�1=2(t)dt= (2m)!(m+ 1)!2m�1=2�(m+ 1=2)(3m + 2)!G(3=2;m + 1; r)



6.3 Konditionsabsch�atzungen 55mit der hypergeometrischen ReiheG(�; �;�) = 1F2� ���; �� + 1=2 ������24 �= 1Xn=0 (�)nn!(��)n(��+ 1=2)n ���24 �n :F�ur diese wird am Anfang des Beweises zu Theorem 1 gezeigt, da� sie f�ur 0 � � �p2�(1 + 2��) die UngleichungG(�; �;�) � C0(�) = 1� ��22��(2�� + 1)erf�ullt. Setzt man schlie�lich � = 3=2, � = m+ 1 und � = r, so erh�alt man gerade dieBehauptung. 2Wir geben jetzt eine untere Schranke f�ur den Fall m = 1 an. Diese deckt die C2-Funktion im R1 und die C0-Funktion im R3 ab.Satz 6.24 (m=1) Es gilt die untere SchrankeF3 2(r) � 8<: 85!p2� �1� r221� r � p2185p2�r�4 r � p12:Man beacht, da� sich die De�nitionsbereiche f�ur die beiden Schrankenob(r) = 85!p2� �1 � r221� und un(r) = 85p2�r�4�uberschneiden, so da� f�ur alle r � p12 und alle s � p12 die Ungleichungsketteob(r) � ob(p12) > un(p12) � un(s) gilt. Dies bedeutet insbesondere, da� f�ur jedesM � p12 ebenfalls min0�r�M F3 2(r) � 85p2�M�4gilt (vgl. auch Abbildung 2).Beweis: Wir beziehen uns wiederum mit Notation und Verweisen auf die Arbeit [18].Es gilt die Identit�atF2m+1 m+1(r) = (2m)!(m+ 1)!2m�1=2�(m + 1=2)(3m + 2)!G(3=2;m + 1; r);so da� jetzt f�ur gro�e r die Reihe auf der rechten Seite abzusch�atzen ist. Der Beweisvon Theorem 1 liefert f�ur � � p12 und 1 < � � 2 mit " = �� 1G(3=2; �;�) � �(3�)�(�) ��2�G("; �)� 0:453" � 0:42"2 + 0:432"3 � 0:286"4 + 0:067"5;
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0 2 4 6 8 10Abbildung 2: Untere Schranke f�ur F3 2was mit der Wahl � = 2 bzw. " = 1 gerade der angegebenen Schranke entspricht. 2Nach diesen Vorbereitungen k�onnen wir mit dem angegebenen induktiven Verfahreneine Schranke f�ur die Fouriertransformierte der uns interessierenden Funktion  3;1 an-geben.Satz 6.25 Die Funktion F5 3(r) besitzt die untere SchrankeF5 3(r) � ( 6p27!p� �1 � r230� r � p3045p2�r�6 r � p26Beweis: Die Schranke f�ur r � p30 erh�alt man wieder aus Satz 6.23. F�ur den zweitenTeil der Schranke benutzen wir das vorher beschriebene Verfahren und die Absch�atzungf�ur m = 1. Damit erhalten wirF5 3(r) � 965p2�r�8 rZp12 f0(r � t)tdt= 485p2�r�8 h2 cos(p12� r) + 2p12 sin(p12 � r) + r2 � 14i� 485p2�r�8 hr2 � 16 � 2p12i� 45p2�r�6f�ur r � p26. 2



6.3 Konditionsabsch�atzungen 57Die Absch�atzung im Beweis ist f�ur einen weiteren Schritt (m = 3) zu ungenau, dadann eine L�ucke im De�nitionsbereich zwischen der Schranke in der N�ahe der Null undder Schranke f�ur gro�e r entsteht. In diesem Fall gilt wieder, wie f�ur m = 1, da� dieSchranke in der N�ahe der Null innerhalb ihres De�nitionsbereiches grunds�atzlich gr�o�erist als die zweite Schranke innerhalb deren De�nitionsbereiches, so da� wiederummin0�r�M F5 3(r) � 45p2�M�6f�urM � p26 gilt. Wir wollen uns noch klarmachen, da� diese ForderungM � p26 kei-ne Einschr�ankung f�ur unsere Zwecke darstellt. Daf�ur erinnern wir noch einmal daran,da� das M nach Satz 6.18 die Form M = 2�=qX hat mit der dort auftretenden Kon-stanten � und dem Separationsabstand qX. Dies bedeutet, da� der Separationsabstanddes Datensatz X = fx1; : : : ; xNg der BedingungqX � 2�p26unterliegt. Was dies f�ur die einzelnen Funktionen bedeutet, beinhaltet Tabelle 3.Funktion Klasse qX � 3 C0 \ PD5 5.89 3;1 C2 \ PD3 4.17 3;2 C4 \ PD1 2.46Tabelle 3: SchrankenMan erkennt, da� diese Einschr�ankung in der Tat unwichtig ist, da bereits bei qX � 1=2die Interpolationsmatrix A die Form einer Diagonalmatrix mit konstanter Diagonalenhat. Die Absch�atzungen f�ur kA�1k erh�alt man unmittelbar aus den S�atzen 6.18 und6.25.



58 SymbolverzeichnisSymbolverzeichnisk � k euklidische Normk � k� Norm im native space R�^ Fouriertransformation� Faltung, mit Fouriertransformation vertr�aglich? Faltung, mit Laplacetransformation vertr�aglich_= Gleichheit bis auf konstanten Faktorbxc gr�o�te ganze Zahl kleiner oder gleich xA�;X Interpolationsmatrix zur Basisfunktion � und Datensatz Xbpd(m;d) Menge der bedingt positiv de�niten Funktionen der Ordnung m auf Rdd Raumdimension@ Grad eines Polynoms� Laplace-OperatorFd d-variate Fouriertransformation einer radialen Funktionh�(x) Ma� f�ur die Dichte der St�utzstellen um xJ� Besselfunktion der ersten Art der Ordnung �L LaplacetransformationMk;� unvollst�andige Betafunktion�`;k Funktionen von Wu � abgeschnittene Potenzfunktion `;k Funktionen minimalen GradesIPdm Menge der Polynome in d Variablen vom Gesamtgrad kleiner mPDd f� : R�0 ! R : x 7! �(kxk); x 2 Rd ist positiv de�nit gP (x;X;�) PowerfunktionqX Separationsabstand der St�utzstellenmenge XR� nat�urlicher Funktionenraum zu �supp Tr�ager einer FunktionT (�;X) lineare H�ulle der Translate von � um die Elemente von XX Euklidischer Hut
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