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1 Einleitung

In der elektrischen Impedanztomographie F- l -L .,
wird die elektrische Leitfahigkeit eines Objek-
tes Q C R? zur Frzeugung von Querschnitts-
bildern herangezogen. Dazu werden entlang
der Schnittkurve einer Ebene mit dem Rand
dQ eine Anzahl von FElektroden angebracht.
Anschliefend wird durch einige der Elektro-
den ein Strom T eingespeist und die iibrigen

Elektroden zur Spannungsmessung verwen-
det. Nachdem mehrere solcher Messungen bei Fiz FEi4
verschiedenen Finspeisungen durchgefiithrt wurden, will man aus den Mefdaten
die Leitfahigkeit o im Querschnitt rekonstruieren.

Im mathematischen Modell wird der Zusammenhang zwischen Q, o, I und
dem elektrischen Potential u durch das folgende Randwertproblem fiir eine ellip-
tische partielle Differentialgleichung hergestellt.

(1.1a) div(eVu) =0 in Q,
(1.1h) (r@ =1 auf €.
v

Es ist offensichtlich, daft das Potential « durch diese Gleichungen hichstens bis
auf eine Konstante eindeutig bestimmt ist. Um u eindeutig festzulegen, wird in
dieser Arbeit durchgehend die Normierung

(1.1¢) / uds =10
Jago

verwendet. In (1.1) haben wir die Bezeichnungen div fiir die Divergenz, V fiir
den Gradienten und 9/dv fiir die Ableitung nach der duferen Einheitsnormalen
verwendet. Um das Problem theoretisch und numerisch zu vereinfachen, wird
haufig der zweidimensionale Fall  C R? betrachtet.

Die Abbildung A(o), die dem Einspeisestrom [ das Randpotential u|sq zuord-
net, wird als Neumann-Dirichlet-Abbildung bezeichnet. Nimmt man idealisierend
an, dafl man das Potential u fiir jedes [ kontinuierlich entlang des Randes mes-
sen kann, so besteht das Problem der Leitfahigkeitshestimmung gerade darin, die
Abbildung o +— A(o) zu invertieren. Dieses Problem hezeichnet man als das in-
verse Leitfahigkeitsproblem, die Bestimmung der Losung « von (1.1) bei gegebem
Q, o und T hingegen als das direkte Leitfadhigkeitsproblem. Das inverse Problem
ist nichtlinear und im Sinne von Hadamard inkorrekt gestellt. Der Beweis der
Findeutigkeit des inversen Problems, das heifit der Injektivitdt von A, ist im R”,
n = 3 von Sylvester und Uhlman [31] und im zweidimensionalen Fall von Nach-
mann [25] erbracht worden. In der Einleitung des letztgenannten Textes findet
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man eine umfassende Ubersicht iiber die Versffentlichungen, die sich mit diesem
Thema beschiftigt haben.

Bei den Anwendungen in der medizinischen Diagnostik entstehen die unter-
schiedlichen Leitfahigkeiten in € durch die unterschiedlichen Gewebeeigenschaf-
ten der Korperorgane. Sind D; € Q, 7 = 1,...,n, D; N D, = ( die von den
Organen eingenommenen Gebiete, so darf man annehmen, daf sich die Leitfahig-
keit in @ durch eine Funktion der Form

o(x) = {007 7 €N (DU U Da), 0;>0,7=0,...,n,

Tj, T € Djv
mit konstanten Werten oq, ... ,d, approximieren lakt. Aus dem Randwertpro-
blem (1.1) fiir eine Differentialgleichung mit variablen Koeffizienten wird dann
ein Transmsissionsproblem fiir den Laplace-Operator. Die Aufgabe der Bildre-
konstruktion ist die Bestimmung der Gebiete Dy, ..., D, und der Leitfadhigkeiten
o P
Ist die Neumann-Dirichlet-Abbildung vollsténdig bekannt, so folgt die Injek-
tivitat der Kinschrankung von A auf die stiickweise konstanten Funktionen aus
dem FEindeutigkeitsergebnis von Kohn und Vogelius [22]. Einen zweiten Beweis
von Isakov findet man in [18]. Diese Frgebnisse sind keine direkte Folgerung aus
den oben genannten Arbeiten von Sylvester, Uhlmann und Nachmann, weil eine
stiickweise konstante Leitfahigkeit nicht den dort geforderten Glattheitsbedin-
gungen geniigt.

Bei Finschrankung auf stiickweise konstante Leitfahigkeiten darf man erwar-
ten, daf sich Findeutigkeitsaussagen fiir das inverse Problem auch bei nur partiell
bekannter Neumann-Dirichlet-Abbildung beweisen lassen. Die Frage der Eindeu-
tigkeit, wenn das Randpotential nur fiir eine einzige Finspeisung gegeben ist, ist in
mehreren Arbeiten untersucht worden. In Abschnitt 4.1.3 geben wir einen Uber-
blick {iber die vorhandenen Resultate. Anhand einfacher Gegenbeispiele kann man
sich iiberlegen, daf es im allgemeinen nicht moglich ist, sowohl die Leitfahigkeiten
Toy ... ,0, als auch die Gebiete Dy,..., D, aus der Messung bei einer einzigen
FEinspeisung zu rekonstruieren. Dies ist selbst dann nicht méglich, wenn bekannt
ist, daft nur ein zusammenhangendes Gebiet D C Q vorhanden ist. Man setzt
daher die Leitfadhigkeitswerte als bekannt voraus. Es bedeutet dann keine weitere
Einschrankung anzunehmen, daf die Hintergrundleitfahigkeit durch o = 1 ge-
geben ist. Beschrankt man sich bei den Untersuchungen auf ein einziges Gebiet,
D C Q, so erhidlt man das folgende inverse Problem.

Bei bekannter innerer Leitfahigkeit @ > 0 und Finspeisung I # 0 bestimme
das Gebiet D aus den Dirichlet-Randwerten u|sq des Potentials u mit

(1.2a) div ((XQ\D + (J,XD)V7/,> =0 in Q,

(1.2h) @ =7 auf 9.
v



Hierbei bezeichnet xar, M C R” die charakteristische Funktion von M. Wie
bereits oben erwdhnt, laft sich das zugehorige direkte Problem als Transmissi-
onsproblem fiir den Laplace-Operator interpretieren (siehe Satz 3.1 und Satz 3.2).

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, Newton-Verfahren fiir die Leitfahigkeitsre-
konstruktion theoretisch und numerisch zu untersuchen. Da uns ein Konvergenz-
beweis fiir die vorgestellten Verfahren nicht gelingen wird, beschranken wir uns
im theoretischen Teil darauf, grundlegende Fragen fiir die Anwendbarkeit von
Newton-Verfahren zu klaren.

In Abschnitt 2 beweisen wir Existenz und FEindeutigkeit fiir die schwache
Formulierung von (1.1). Dabei verwenden wir eine Standardmethode, die im we-
sentlichen die Poincarésche Ungleichung und den Satz von Lax-Milgram benutzt.
Die Neumann-Dirichlet-Abbildung A 146t sich jetzt als Abbildung zwischen geeig-
neten Sobolev-Raumen auf dem Rand 92 definieren. Aus der auf diesem Weg ge-
wonnen Darstellung fiir die Losung « des direkten Problems (1.1) ist die Fréchet-
Differenzierbarkeit von A in Abhéngigkeit von der Leitfadhigkeit leicht abzulei-
ten. Auferdem erhdlt man eine Charakterisierung des Differentials als Neumann-
Dirichlet-Abbildung eines Leitfadhigkeitsproblems, bei dem auf der rechten Seite
von (1.1a) eine Inhomogenitét vorgegeben ist.

In den folgenden Abschnitten behandeln wir das direkte und das inverse Pro-
blem, falls die Leitfahigkeit von der Form

T = Xa\n t aXD, a>0

ist. Dabei wird D als offen, glatt berandet und zusammenhingend mit D C Q)
vorausgesetzt. Die Frweiterungen der erzielten Frgebnisse auf den Fall, dafl in €
mehre Gebiete Dy, ..., D, enthalten sind, werden sich jeweils in einfacher Weise
ergeben.

Wir zeigen zunéchst wieder Existenz und Eindeutigkeit des direkten Problems.
Hier fithrt ein klassischer Ansatz von u als Kinzelschichtpotential iiber die Ran-
der 992 und 9D mit Hilfe der Fredholm-Theorie zum Ziel. Dies ermoglicht es uns,
von jetzt an A(o) durch Einschrankung auf stetige Einspeisungen [ als Abbildung
zwischen Raumen stetiger Funktionen auf 92 aufzufassen. Danach beweisen wir
die Differenzierbarkeit von A in Abhingigkeit von a und 1. Ahnlich wie fiir die
schwache Formulierung leiten wir auch wieder Charakterisierungen der Differen-
tiale her. Die Resultate fiir die Gebietsableitung folgen aus den Arbeiten [27], [28|
von Potthast. Wir werden in Abschnitt 3.3 lediglich die bei der Charakterisierung
auftretenden Randbedingungen auf eine Form bringen, die von Hettlich [16] aus
der schwachen Formulierung fiir den allgemeineren Fall der Helmholtzgleichung
hergeleitet worden ist.

Danach beweisen wir unser theoretisches Hauptergebnis. Wir zeigen, dafl im
zweidimensionalen Fall fir 7 £ 0, a > 0, a # 1, D C Q die Gebietsableitung
des Randpotentials A(xo\p + axp; ) nicht verschwindet. Das bedeutet, dak die
beziiglich des Gebietes linearisierte Version des inversen Problems (1.2) eindeu-
tig ist. Hierfiir miissen wir noch voraussetzen, daf das Gebiet D, bei dem das
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Differential betrachtet wird, einfach zusammenhangend ist. Ein entsprechende
Aussage fiir nicht einfach zusammenhangendes D 1aft sich durch Gegenbeispie-
len widerlegen.

Im Abschnitt 4.2 werden wir ein Ergebnis herleiten, das die Vermutung nahe-
legt, dak eine globale Eindeutigkeitsaussage fiir das inverse Problem (1.2) nicht
richtig ist. Dies geschieht, indem wir das Potential « in (1.2) beziiglich der Leit-
fahigkeit a bei @ = 1 linearisieren. Es wird gezeigt, dak das so entstandene Hilfs-
problem im R? fiir gewisse Einspeisungen dquivalent zum inversen Quellproblem
ist, welches darin besteht, ein Gebiet aus der Kenntnis seines Newton-Potentials
auf einer Kurve auferhalb des Gebietes zu bestimmen. Es ist bekannt (siehe
[19]), dak fiir dieses Problem eine globale Eindeutigkeitsaussage in der Klasse der
zusammenhangenden und einfach zusammenhingenden Gebiete nicht richtig ist.

I'm letzten Abschnitt behandeln wir die numerische Losung des inversen Pro-
blems. Ein wesentliches Merkmal eines Algorithmus zur Leitfahigkeitsrekonstruk-
tion ist der verwendete Loser fiir das direkte Problem. Die Diskretisierung der
schwachen Formulierung aus Abschnitt 2 fithrt auf die Finite-Elemente-Methode.
Setzt man o als stiickweise konstant voraus, so sind die Randintegralgleichungen
aus Abschnitt 3.1 zu diskretisieren. Wir werden Rekonstruktionsmethoden fiir die
beiden sich hieraus ergebenden Klassen beschreiben und diese anhand verschie-
dener Datensatze vergleichen. Neben synthetisch erzeugten Daten verwenden wir
hierfiir auch real gemessene Datensitze, die aus der medizinischen Anwendung
der Impedanztomographie stammen.

Ich bedanke mich bei Prof. Dr. R. Kref fiir die Betreuung dieser Arbeit und bei
Prof. Dr. R. Schaback fiir die Ubernahme des Korreferates. Ferner gilt mein Dank
Dr. E. Gersing, der mein Interesse an der Impedanztomographie geweckt hat, und
den Mitarbeitern der Abteilung fiir anaestesiologische Forschung des Gottinger
Klinikums fiir die Uberlassung der in dieser Arbeit verwendeten Mekdaten. Bei
der Deutschen Forschungsgemeinschaft mochte ich mich fiir die finanzielle Unter-
stiitzung bedanken.

1.1  Allgemeine Bezeichnungen

Wir fassen in diesem Abschnitt die Bezeichnungen zusammen, die im Text ohne
weitere Erwdhnung benutzt werden.

Mit N, R, € bezeichnen wir die Mengen der natiirlichen, reellen beziehungs-
weise komplexen Zahlen. Fiir z € C seien Re z und Im z der Real- beziehungsweise
Imaginirteil von z und Z die zu z konjugierte Zahl Rez — i Im z, 7 :== v/—1. Der
Absolutbetrag von z wird mit |z| bezeichnet.

Das Standardskalarprodukt und die euklidische Norm in R™ wird als (-, )
beziehungsweise |-| geschrieben. Ist A eine reelle Matrix, so bezeichnen wir die
transponierte Matrix mit A7,

Ist M C R”, so sei yu : R” = R die charakteristische Funktion von M und
Ty 0 M — R die Funktion mit Ty (2) = 1 fir alle x € M. Mit M und oM

bezeichnen wir den Abschluft beziehungsweise den Rand von M.
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Es sei M jetzt eine berandete oder unberandete Untermannigfaltigkeit des R”.
Bei der folgenden Finfithrung der Notationen fiir die Standardfunktionenrdume
auf M seien zunéchst alle Funktionen reellwertig.

Es sei C(M) der Raum der stetigen Funktionen auf M und C*(M) C C(M),
0 < a < 1 bezeichne den Unterraum der a-holderstetigen Funktionen, das heift
der beschriankten, stetigen Funktionen f mit

flx) — f(y)
|floan i= sup ————5— < 0.
coM) = ern | — v
T#Y

Fs sei C¥(M), k € N der Raum der k-fach stetig differenzierbaren Funktionen
auf M und C**(M) c C*(M) der Unterraum der Funktionen, fiir die die k-ten
partiellen Ableitungen a-holderstetig auf M sind. Fiir eine stetige Funktion f sei
Trg(f) der Trager von f.

Es sei ILP(M), 1 < p < oo der Raum der mefbaren Funktionen auf M mit
Ly 1f1P drz < oo und L>°(M) der Raum der fast iiberall beschrinkten Funktionen
auf M. Wie iiblich betrachten wir die Raume L?( M) als Restklassenraume modulo
der fast iiberall verschwindenden Funktionen.

Fs sei H'(M) C L*(M) der Teilraum der Funktionen, deren erste partielle
Ableitungen im distributionellen Sinne existieren und in L*(M) liegen. Der zu
H'(M) duale Raum wird mit H '(M) bezeichnet. Die Definition der Riume
H'Y2(M), H='2(M) und die grundlegenden Eigenschaften der Sobolev-Raume
findet man in 32| oder [33].

Die entsprechenden Rdume komplexwertiger Funktionen bezeichnen wir durch
einen unteren Index . Wir schreiben also zum Beispiel C'(M)¢ fiir den Raum
der komlexwertigen, stetigen Funktionen auf M.

Ist M C R” offen, glatt berandet und M kompakt, so bezeichnen wir mit
|M| das n-dimensionale Volumen von M und mit |0M| das (n — 1)-dimensionale
Volumen des Randes von M.

Sind X, Y Banach-Raume, so sei Hom(X,Y") der Raum der stetigen, linea-
ren Abbildungen von X nach Y. Es sei End(X) := Hom(X, X') und Aut(X) C
End(X) die Teilmenge der stetig invertierbaren Elemente. Fiir A € Hom(X,Y)
bezeichnen Ker(A) und Bild(A) den Kern beziehungsweise das Bild von A. Mit
X* bezeichnen wir den topologische Dualraum Hom (X, R).






2 Das direkte Problem in der schwachen Formu-
lierung

Will man Newton-Methoden zur Invertierung der Abbildung
o ANo)

benutzen, so bendtigt man Verfahren zur Berechnung von A und des Differentials
von A. Zur numerischen Losung des direkten Problems wird spéter die Finite-
Elemente-Methode benutzt, die eine Diskretisierung der schwachen Formulierung
von (1.1) darstellt. Wir beweisen daher in diesem Abschnitt zundchst die Existenz
und Eindeutigkeit fiir das direkte Problem in der schwachen Formulierung. Dann
zeigen wir die Differenzierbarkeit von A in Abhéangigkeit von der Leitfahigkeit.
Anschliefend leiten wir noch zwei Formeln her. Die erste ist eine Reziprozitits-
formel fiir das Randwertproblem (1.1), die zweite ist in der Literatur als Sensi-
tivitatssatz bekannt. Die letztgenannte Formel liefert eine effiziente Methode zur
numerischen Berechnung des Differentials von A.

2.1 Existenz und Eindeutigkeit

Es sei @ C R” offen, beschriankt, zusammenhingend und C'-glatt herandet. Fiir
den Beweis der Fréchet-Differenzierbarkeit des durch (1.1) definierten Potentials
in Abhangigkeit von der Leitfadhigkeit o bendtigen wir eine geeignete Darstellung
dieses Potentials. Hierfiir werden wir zundchst Fxistenz und Eindeutigkeit des
direkten Problems zeigen.

Es seien
HI(Q):={ue H'(Q): [,quds=0},
und  L3(Q) = {g € L>(Q): iﬁTfG%ssg(m) > 0}.
Die Konvention, die Unterrdume der durch .[HQ fds = 0 normierten Funktio-

nen durch ein x als unteren Index zu kennzeichnen, werden wir auch fiir andere
Funktionenrdume verwenden.

Fiir v € C%(Q), 0,0 € C'(N) erhilt man aus dem Gaukschen Satz

ou
(2.1) /div((rVu)vdm—l— /0‘<V7I,7V7)>d.”17_/ (rlvds.
Ja

Jo Jaq v

Dies gibt Anlak fiir die folgende schwache Formulierung von (1.1). Fiir [ €
H='2(09), o € L5,(Q) finde v € H! () mit

(2.2) Yo e H'(Q): /(r(VU,V?)) dr = / I-wvds.
Ja

J A8
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Wir lassen in (1.1) auf der rechten Seite einen Quellterm ¢ zu, ersetzen also

(1.1a) durch

(1.1a%) div(eVu) = ¢ in Q)

b

und erhalten so das schwache Problem: Zu ¢ € H '(Q), I, o wie oben finde
u e HI(Q) mit

(2.27) Yo e H'(Q): / o(Vu,Vou)dr = / [-vds — / q-vdr.
Ja o9 Ja

Auf H! (Q) definieren wir ein semi-definites Produkt und eine Halbnorm durch

(1, 0)(q) = ‘/Q<V7/,7V7)> dzx, |7/,|H1(Q) = (7/,77/,);{12(9), u,v € H'().
Dann sind das Skalarprodukt und die zugehorige Norm auf H'(Q) durch

(w0 o) = (usv)re@) + (1, 0) @), ||“’||2H1(Q) = ||“’||?,2(Q) + |“’|2H1(Q)
gegeben.

Lemma 2.1. Auf H}(Q) ist |11y €ine 7t ||| g1 o) dquivalente Norm. Insbeson-
dere ist (Ffl(Q)7 (- ‘)H1(Q)> ein Hilbertraum.

Bew. Hs sei

H; Q) := {u cH'(Q): fQudm = 0}.

Das orthogonale Komplement von HJ (Q) sind die konstanten Funktionen. Es ist
daher

H(Q)™ 0 HY () = {o}.

HI (), H(Q) sind abgeschlossene Hyperebenen in H'(Q). Aus einer einfachen
Argumentation folgt jetzt, dak die Finschrankung B[y (o) der orthogonalen Pro-
jektion

P(Q): H'(Q) = HI(Q), uweu— (u, 0@ - ¢ v = 1q/|0|'?

stetig invertierbar ist. Mit der Poincaréschen Ungleichung (siehe [8])

(2.3) lull? ) < Co ‘/u(h

/|Vu|2dr1:>, we H'(Q)
JQ

folgt jetzt fiir jedes u € H}(Q)

lall sy < Call Pl gy < CrCal P sy = Gl gy O
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Satz 2.2. Das Problem (2.27) ist genau dann Iésbar, wenn

(2.4) ./mlds—/ﬁqdm.

gilt. Ist (2.4) erfiillt, so ist die Lésung eindeutig und hingt stetig von I und g ab.

Bew. Tst u eine Losung des homogenen Problems I =0, ¢ = 0, so folgt aus (2.27)
fQ(r|Vu|2 dxr = 0. Folglich ist u konstant, und ans [, uds = 0 folgt dann sogar
u = 0. Das Problem besitzt daher hochstens eine Losung.

Die Notwendigkeit der Bedingung (2.4) folgt, indem man in der Gleichung
(2.2") v = Tgq setzt.

Es seien jetzt I und g mit (2.4) gegeben. Wir definieren auf H'(Q) die stetige

[inearform
Orq(v) = / I-vds — / q-vdx, ve H'Y(Q).
J a0 JQ

Nach dem Rieszschen Darstellungssatz existiert ein v’ € H](Q) mit ¢r4lm@) =
(v, )p (), das heikt

(2.5) Yo e H'(Q): /(VuﬂVv) dr = / [-vds— / q-v.
Ja Jaa Ja

Die konstanten Funktionen liegen wegen (2.4) im Kern von ¢;,, und daran er-
kennt man, dak (2.5) sogar fiir alle v € H'(Q) gilt. Aus (2.2) wird klar, daR «’
die schwache Losung von Aw' = g und du’/ov = T ist. Wir setzen La(1,q) := '
Offensichtlich ist dann

La:{(I,q)e H'*09) x H ' (Q): [, Tds= [, qd} — H(Q),
(1,q) = La(l,q)

linear und stetig.
Die Bilinearform

(2.6) by (u,v) 1= / o (Vu, Vo) dz, u,v € H'()
Ja
ist auf H!(Q) stetig
be(u,v) < ||l (u,0) mays u,v € H! ()
und koerzitiv

bo(wyu) = 1/o]| s u)mey,  uw € HIQ).
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Wieder aus dem dem Rieszschen Darstellungssatz folgt die Existenz eines eindeu-

tigen S(o) € End(H/}(Q)) mit
(2.7) by (1, v) = (S(a)u,v)m@), u,v € H!(N).

Nach dem Satz von Lax-Milgram besitzt S(o) eine stetige Inverse und wir haben

firve H(Q)

b,,(SY((r)*1 o LA(qu)77)> = (La(l,q9),v)m @
= &r,(v).

Auch hier priift man wieder ohne Schwierigkeiten nach, daf diese Gleichung sogar

fiir alle v € H'(Q) gilt. Somit ist S(a) ' o La(l,q) eine Losung von (2.27). 0O

Wir kénnen jetzt fiir ein quellfreies Gebiet, das heifit fiir ¢ = 0, den Losungs-
operator

s L LZ55(0) = Hom(H2(a%), H (),
(28) Lo 1) :=S(a) " o La(1,0),

und die Neumann-Dirichlet-Abbildung

A L35(Q) = Hom (H 290, HY?(09)),

(2.9)
Aoy T):= Rag o ZL(a; 1),

definieren, dabei ist Rpq die Spurabbildung

Raq : H1(Q) — H1/2(3Q), U > ulaq.

2.2 Differenzierbarkeit in Abhingigkeit von der Leitfihig-
keit in der schwachen Formulierung

Die Differenzierbarkeit der Neumann-Dirichlet-Abbildung von (2.2) in Abhéngig-

keit von o 1akt sich nun leicht aus (2.8) ableiten.

Satz 2.3. Die Abbildung

L L5(Q) — Hom (H'2(0Q), H(Q)),
o= g((r’ ')7

ist unendlich oft Fréchet-differenzierbar. Ist oy € LZ,(Q), 05 € L™(2), so ist die
Ableitung von .Z bei oo in Richtung o5 gegeben durch

(2.10) (DL (00;))(05) = —S(00) " 0 S(05) 0 S(a9) " 0. L(1g;-).
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Bew. Aus der Definition (2.7) von S(o) ersieht man leicht, dafk S linear und
stetig von o abhangt. Benutzt man jetzt den bekannten Satz, dafs das Bilden des
Inversen

Tnv: Aut(X) — Aut(X), A~ A~', X ein Banach Raum,
Fréchet-differenzierbar ist mit Differential
(DTnv(Ao))(As) = —Ag' o Aso AS', Ay € Aut(X), As € Fnd(X),
so folgt die Behauptung aus (2.8). O

Die Differenzierbarkeit der Neumann-Dirichlet-Abbildung (2.9) erhélt man
jetzt sofort aus der Stetigkeit der Spurabbildung.

Satz 2.4. Fssei I € H;1/2(3Q), a9 € LZ,(Q), o5 € L2(Q) und ug := L (00; 1)
das Potential zur Leitfihigkeit oq und Finspeisung I. Dann ist

Us 1= —

L tos:
di|._, (o0 +tos; 1)
die schwache Lésung von
(2.11a) div(eoVus) = — div(osVug) in €,
0 ou
(2.11h) (roﬂ = —(r(gﬂ auf 09,
dv dv

(2.11¢) / us ds = 0.
Jaq

Bew. Fiir us haben wir die Darstellung

Us = —5(00)71 o S(og) 0 5(00)71 o ZL(1q, 1)
= —5(00)71 o S(os)(uo)-

Nach der Definition (2.7) von S gilt fiir alle v € H}(Q)

/ oo{Vus, Vo)dr = — /<V(S(O‘5)(u0))7vv> da
(2.12) Ja Ja

— /05<V7/,0,V7)> dx.
Ja

Wiederum ist unmittelbar klar, dak diese Gleichung sogar fiir alle v € H'(Q) gilt.
Nach (2.1) ist div(esVug) € H'(Q) = H'(Q)" gegeben durch

ou
/ div(osVug) - vdr = / (rgﬂ ~vds — / o5{Vug, Vo) dz.
Ja d Ja

Jaq v

An (2.27) Tiest man jetzt ab, daf (2.12) die schwache Form von (2.11) ist. O
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2.3 Reziprozitiat und Sensitivititssatz

Aus den in den vorherigen Abschnitten gewonnen Darstellung fiir die LLosung
von (1.1) und ihre Ableitung nach o lassen sich zwei wichtige Formeln herleiten.
Wir werden ihre Bedeutung kurz erlautern.

Man sieht an der schwachen Formulierung (2.2) leicht, dak A(o) selbstadjun-
giert beziiglich der dualen Paarung zwischen H;1/2(f)ﬂ) und Hl/z(f)Q) ist, das
heibt fiir 1,7 € H,2(90), 0 € LT,(9Q) ist

(2.13) ‘/E)Q(/\(O')[)-.]ds_./HQI-(/\(O').])dS.

Fiir die Ableitung gilt die folgende Formel. Es seien oq € LZ,(9), o5 €
L), I,J € H;1/2(3Q) und wy = Lo 1), uy := L(00;J). Ferner sei
us := —S(09) o S(as)ur, so dak us|ag = ((D/\(JO)(O'g))([). Dann folgt aus (2.2)
und (2.12)

(2.14) / us - J ds = / oo(Vus, Vuyyde = — / o5{Vur, Vuy)de.
JOQ J 82

JQ

Diese Formel wurde erstmals in [15] hergeleitet. In diesem Text findet man aller-
dings keinen mathematisch exakten Beweis fiir die Differenzierbarkeit des Poten-
tials.

In der Praxis erfolgt die Stromeinspeisung und
Spannungsmessung iiber Elektroden. Die letzten bei-
den Formeln besitzen in diesem Zusammenhang be-
sondere Interpretationen. Am Rand 0§} seien zwei
Elektrodenpaare angebracht. Fy, F, und F3, 4 seien
die von den Elektroden eingenommen Gebiete auf 9€).
Wir nehmen an, dal die Oberflachen aller Elektroden

haben. Man darf idealisierend annehmen, dak die Stromstérke

dieselbe Grofe

K

iiber die Oberflichen der einspeisenden Elektroden konstant ist, und die an einem

Elektrodenpaar gemessene Spannung die Differenz der Mittelwerte des Potenti-
als iiber die beiden Elektrodenoberflichen ist. Wird zwischen F, Fy ein Strom
eingespeist und zwischen Fs, F4 Spannung gemessen, so heift dies in Formeln

Io
F

Ig, = (Xry — X7) (o € R, Iy > 0 die Gesamtstromstérke),

1
Vir (o) = ([ Mo ds = [ N@) (T ) s)
4 .Eg .E4

A Ao Tk 1) e B, ds.
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Die Gleichung (2.13) besagt also, dal wir dieselbe Spannung erhalten, wenn wir
zwischen Fs, Iy einspeisen und zwischen F; und F3 messen. Daher bezeichnet
man die Formel (2.13) in der Literatur als Reziprozitatsgesetz.

Ist M C Q eine abgeschlossenes Menge in €, so erhdlt man nach demselben
Prinzip fiir die in Richtung ya abgeleitete Spannung aus (2.14)

d

- VF/‘(,%’F/‘A‘(O- —I— )\XM) = — / <V7I,F;1’E'27V71,F;3’E‘4>d.777
dX |, I

hierbei sind up, g, := L (0; 15, 5,) ind up, g, = L (0; I, 5,). Diskretisiert man
die Gleichung (1.1) durch die Finite-Elemente-Methode und ist die Leitfahigkeit
auf jedem Flement konstant, so 1kt sich diese Formel zur effizienten Berechnung
der Ableitung der Spannungen nach den Leitfahigkeitswerten verwenden.



3 Das direkte Problem bei stiickweise konstanter
Leitfahigkeit

In diesem Abschnitt betrachten wir das direkte Problem, wenn die Leitfahigkeit
stiickweise konstant ist. Um die Darstellung zu vereinfachen, werden wir stets an-
nehmen, daf in ) nur ein einziges brechendes Hindernis vorhanden ist. Eventuelle
Erweiterungen der erzielten Ergebnisse auf mehrere brechende Gebiete werden je-
weils gesondert erwahnt.

Wir beginnen wiederum mit dem Beweis der Existenz und Findeutigkeit fiir
das direkte Problem. Eine stiickweise konstante Leitfahigkeit liegt in LZ,(Q), so
dal Existenz und Findeutigkeit einer schwachen Losung aus Satz 2.2 folgt. Fs
wird gezeigt, dak die schwache Formulierung (2.2) dquivalent zu einem Transmis-
sionsproblem fiir den Laplace-Operator ist. Dadurch erhalten wir

A(o; (CL(09)) € C.(99)
und die Stetigkeit von
Aas oo 1 C(IQ) — C(IQ).

Durch die Beschrankung auf die stiickweise konstanten Leitfadhigkeiten l1aft sich
die Neumann-Dirichlet-Abbildung als Funktion von dem brechenden Gebiet und
seiner Leitfahigkeit auffassen. Wir beweisen die Differenzierbarkeit von A in Ab-
hangigkeit von diesen beiden Variablen. Im Gegensatz zu dem Differenzierbar-

keitsergebnis des vorherigen Abschnitts legen wir hierbei Hom (C,(99), C,.(99))

als Bildraum von A zugrunde.

3.1 Existenz und Eindeutigkeit des direkten Problems

Wir benétigen einige Bezeichnungen. Ist (¢ C R”™ offen, C%-glatt berandet, so sei
Z((F) der Raum der reelwertigen Funktionen in C*(G) N C(G) fiir die

ou )
f)_V(T) = ’]]77]—3)’ <V(.”17)7V7l,(.77 — hy(m))>, xr € 03,

gleichméfig auf G konvergiert. Dabei ist v die nach aufen weisende Einheitsnor-
male. Es ist leicht zu sehen, daf fiir u,v € 2(G) und beschrianktes G die heiden
Greenschen Satze giiltig sind. Es sei

—Lin|x — vyl
¢<m7y>:—{ or e =)

n =2 R 4
. . my€eR Ay,
mkn—yp S on >3

(w, die Oberfliche der n-dimensionalen Finheitskugel) die Fundamentallosung
des Laplace-Operators. Ist (G beschrankt, so definieren wir fiir ¢ € C(9G) die
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Randintegraloperatoren

S0 =2 [ Sraemdt),  reR,
W) =2 [ et R
od

(K7p)(w) =2 (7. y)e(y)ds(y), =€ IG.

J oG an

Die Notationen dv,, dv, sollen hierbei andeuten, daf die dufiere Normalenablei-
tung beziiglich der ersten beziehungsweise zweiten Variablen genommen wird.
Operieren wir mit mehreren Gebieten, so benuten wir die Bezeichnungen Sg, K¢,
und K7 um Uneindeutigkeiten zu vermeiden. Die grundlegenden Eigenschaften
dieser Integraloperatoren findet man zum Beispiel in [7]. Fiir stetige Dichte ¢ ist
(Se)le € Z(G) und (S¢)|pma € Z(R” \ G).

Es seien 0, D C R" offen, beschrinkt, zusammenhingend, C% glatt berandet
mit D C Q. Ist u eine Funktion auf  fiir die stetige Randwerte oder Ableitungen
auf 9D nur einseitig existieren, so benutzen wir die Bezeichnungen u, und w_ fiir

u|o\p beziehungsweise u|p um festzulegen, von welcher Seite die Werte genommen
werden.

Man entnimmt der Gleichung (1.1), daf sich das Po-
tential um den Faktor 1/c andert, wenn die Leitfahig-
keit mit ¢ € R, ¢ > () multipliziert wird. Es bedeutet
daher im weiteren Text keine wesentliche Einschran-
Q "2 kung, wenn wir annehmen, daf die Hintergrundleit-
fahigkeit auf 1 normiert ist. Wir betrachten jetzt den

o=1 Fall, da die Leitfahigkeit o in (1.1) durch

(3.1) o= Xa\n+a-Xn, a€eR, a>0,

gegeben ist.

Es wird sich zeigen, daf (2.2) sich zu einem Transmissionsproblem fiir den
Laplace-Operator umformulieren 1akt. Wir erweitern die Notation von %, indem
wit Z(9; D) als Raum aller Funktionen u € C?(Q\dD)NC(Q) mituy € Z(Q\ D),
u_ € Z(D) definieren.

Sind w,v € Z(Q; D) und ist w auf Q\ 9D harmonisch, so folgt aus dem

1. Greenschen Satz

/(r(VU,V?)) dr = / (Vu,Voydr +a /(Vu,Vv) dx
Q Ja\p

JD

(32) 0 0 0
B Ju B up  Odu
./QQayvds /917{ e af)y }Uds.
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Durch Vergleich mit der schwachen Formulierung (2.2)

Finde v € H!(Q) mit Yo e H'(Q) : /(r(VU,V?)) dr = / I-vds
Ja Jag

der Differentialgleichung (1.1) erhalt man jetzt duy/dv — adu_Jov = 0 als ge-
eignete Randbedingung auf 1. Bei dem Beweis der Existenz und Findeutigkeit
des direkten Problems bereitet es keine zusdtzlichen Schwierigkeiten, in dieser
Gleichung eine Inhomogenitit zuzulassen.

Wir betrachten das folgende Transmissionsproblem. 7Zu I € C(d), u €
C(AD) finde ein Potential u mit

(3.3a) ue R D),
(3.3h) Au =10 in Q\aD,
(3.3¢) (7(;/,4_ — (J,a; = auf dD,
v v
(3.3d) @ =17 auf 082,
v

(3.3e) / wds = 0.
Jagq

Ist u eine Losung von (3.3), so folgt aus (3.2) fir v € Z2(Q; D)

(3.4) / (Vu,Voydr +a / (Vu,Vo)dr = / [-vds— / (- vds.
Jo\n Jag Jan

I
Satz 3.1. Es sei u eine Losung von (3.3) fiira > 0, I € C(9Q) und p = 0 auf
dD. Ist dann o € LZ,(Q) definiert durch (3.1), so ist u = .£(o; 1), das heikt u

ist die Losung von (2.2)

Bew. Tm wesentlichen ist u € H'(Q) nachzuweisen. Setzt man in (3.4) v = u,
so folgt [, |Vul>dr < oo. Die bis anf die Nullmenge 91 definierten partiellen
Ableitungen von u liegen daher in L2(Q). Fiir v € C5°(2) folgt durch partielle

Integration

/ oVudr = / oVu dr + / oV dr
Ja Jo\D Jn
= / 7)u+yds/ U,V?)dr/:—l—/ vu_vds — / uVodr
Jap Jo\D Jap Jn

= — /U,V?)dr/:,
Ja

wegen uy = u_ auf dD. Die Funktionen du/dz;, 1 = 1,... ,n stimmen daher
mit den im distributiven Sinne verallgemeinerten partiellen Ableitungen von u
iiberein. Eine Losung von (3.3) liegt daher in H'(Q). Weil Z(Q; D) dicht in H'(Q2)
liegt, folgt die Behauptung aus (3.4). O
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Satz 3.2. Das Problem (3.3) ist genau dann l6sbar, wenn

(3.5) / [ds = / (ds
Jag Jap

gilt. Die Losungsabbildung
{(T, 1) € C(OQ) x C(AD) )i foq Tds = faD/,LdS} — C(Q), (I,p)—u

ist linear und stetig.

Bew. Ist u eine Losung des homogenen Problems I = 0, = 0, so folgt Vu =0
aus (3.4). Wegen (3.3e) ist dann sogar u = 0. Fs existiert also hochstens eine
Losung. Die Notwendigkeit von (3.5) folgt ebenfalls aus (3.4), indem man v = T,
setzt.

Wir machen fiir u einen Ansatz als Einzelschichtpotential

(36) U° = SQ@/)Q + Snﬁ)n, 77/)9 € C((?Q), 77/)]7 € C((?D)

Dann erfiillt « (3.3a) und (3.3b). Aus den Sprungbeziehungen der Einzelschicht-

potentiale erhilt man fiir die Normalenableitungen von u

0
a“ = o + Kava + 5= Spip auf 90,
Oy
5, = = —p + ZSato + Kpin auf 9D,
(()u,
a (()y (77/)]7 —I— Q’Q@ZJQ + AD¢D> a,uf f)D

Daher erfiillt u die Gleichungen (3.3¢), (3.3d), falls die Dichten das Gleichungs-

system

K 2GS, W /
3.7 Wegapeon +{ o g Ve )}( Q>_< )
(3.7) { C(aQ)xC(aD) (c%ﬁb cK7, (05 —1

auf dem Rand 9QUA D 16sen, wobei ¢ : +1 definiert ist. Versieht man C'(9€2) und
C(AD) mit den Von L? (f)Q) be7leh1mngeme L?(9D) induzierten Bilinearformen,

so sind die 7zu qQ und 5~ qn adjungierten Operatoren durch
(3.8) Konsaalen) == (Kpep)lae,  op € C(AD),
(3.9) und - Koason(ea) == (Kaga)lon,  va € C(09),

gegeben. Setzt man

7 d - ~
(3]0) K* .= [\Q %SD und K. = Kq CI\?)D—%)Q
@ 089 Sa K} a Y < )

Epr Kaa—an ckp
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so sind KZ, K, auf C(0QUaD) ~ C(dN) x C(dD) kompakte und beziiglich der
von L2(0Q U dD) induzierten Bilinearform zueinander adjungierte Operatoren.
Wir behaupten

(3]]) KeT’(Id(j(QQ)XC(gD) + K:) = Ker(ng(gg) + [\?ﬂz) X {0}

Ist ndmlich (q,vp)" € Ker(Id + K*), so ist das Potential v := Sqig + Spip
nach Konstruktion eine Losung des homogenen Problems (3.3a) (3.3d). Nach
dem bereits bewiesenen Eindeutigkeitsteil ist daher v in @ konstant. Aus den
Sprungbeziehungen folgt ¢p = 0, und aus der ersten Zeile der Gleichung (3.7)
liest man jetzt o € Ker(ld + Kg) ab. Ist andererseits ¢q € Ker(Id + K§), so
folgt aus den Sprungheziehungen, dafl Sqiq eine Losung des homogenen inneren
Neumann-Problems zum Laplace-Operators in £ ist. Also ist Sqipq konstant und
%SQLZJQ =0, (Td + K)(q,0)" = 0. Somit ist (3.11) gezeigt.

Der Kern von Tdeaq) + K ist eindimensional (siehe [23], Theorem 6.16) und
aus (3.11) und dem 1. Fredholmschen Satz folgt daher

(3.12) dim (Ker(Td + K:)) = dim (Ker(Td + K,J)) =1.

Ist (¢ C R™ ein offenes, beschrinktes Gebiet mit C%-glattem Rand, so gilt fiir das
Doppelschichtpotential mit konstanter Dichte (siehe [23], Example 6.14)

-2, r €@,
([\7(;115)(;)(7‘) = *]7 T e 3(},
0, e R"\G.
Jetzt ist
(3.13) Ker(Id + K,) = R - (Tag, (a4 1) - T5p)"

leicht nachzurechnen. Aus dem Fredholmschen Alternativsatz folgt, dak (3.7)
genau dann 16sbar ist, wenn (I, —u/(a + 1)) € Ker(Ild + K,)~ gilt, und das
bedeutet, [, T'ds = [, jds. Tst (¥a,1p)" eine Lésung von (3.7) und normieren
wir das zugehdrige Potential v = Sqig + Sptp gemak (3.3e¢) durch Addition
einer Konstanten, so erhalten wir eine Losung von (3.3).

Um schlieklich die Stetigkeit zu beweisen, ist Ker(Id+K) / Ker(Id+K,) 7u
zeigen. Aus der Riesz-Fredholm-Theorie folgt dann namlich, daf die Finschran-
kung von Id + K auf Bild(Id + K¥) = Ker(Id + K,)~ stetig invertierbar ist.
Wegen (3.11) und (3.13) ist dies gleichbedeutend mit Ker(Id + Kg) / T5q. Fiir

einen Beweis dieser Aussage verweisen wir wieder auf [23|, Theorem 6.16. O

Der in (2.8) definierte Losungsoperator lakt sich daher als Abbildung auffas-
sen, die der inneren Leitfahigkeit @ und dem Gebiet D den Operator

(3.14) f(XQ\D + axp; ) € Hom ((]*((()Q)7 CJQ))
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zuordnet.

Das Potential v = f(XQ\D +axp; f) &t sich in das ungebrochene Potential
ur = 2L (1g; I) und das gebrochene Potential u, := u —wuy aufspalten. Das Poten-
tial wy, erfiillt dann (3.3) mit 1 =0, u = (@ — 1)Ju;/dv. Dies 14kt sich benutzen,
um Potentiale fiir Dipoleinspeisungen oder Finspeisungen in endlich vielen Punk-
ten zu definieren, fiir die uy in © analytisch ist, aber die Neumanndaten nicht in
H='72(09) liegen.

Die Beweise der Sétze 3.1, 3.2 iibertragen sich ohne Probleme auf den Fall,
dak Q endlich viele brechende Gebiete Dy,... ., D, mit dD; N aD, =0, D, C
Q, 7,k = 1,...,n enthdlt. Die Transmissionsbedingung (3.3¢) ist entsprechend
anzupassen, falls nicht einfach zusammenhéngende D, 7zugelassen sind. Ist die
Leitfadhigkeit zum Beispiel von der Form

JZXQ\D1+(]’1XD1\D2+(]’2XD27 DQCDU (]’17(]’2>07
so ist die Transmissionsbedingung (3.3c) auf @Dy in Satz 3.1 durch

a a(u|D1\D2) o a(“’|772)
: I5:% Y

=0

71 ersetzen.
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3.2 Die Ableitung nach der inneren Leitfihigkeit
In diesem Abschnitt beweisen wir, dal bei fest gewahltem D C Q) die Abbildung

(3.15) (0,00) — Hom ((]*((()Q)7 (A(Q))7 a f(XQ\D + axn;-),

differenzierbar ist, und charakterisieren die Ableitung als L.osungsoperator eines
Problems mit inhomogener Transmissionshedingung auf dD. Daraus folgt na-
tiirlich unmittelbar die Differenzierbarkeit der Neumann-Dirichlet-Abbildung in
Abhéangigkeit von a.

Legt man statt den stetigen Funktionen die Sobolev-Réume zugrunde, be-
trachtet also

(0,00) — Hom(I'-L:]/Q((()Q)7 HL(Q)% a = ZL(xo\p + axn; ),
so ist die entsprechende Aussage lediglich ein Spezialfall von Satz 2.3.

Satz 3.3. Die Abbildung (3.15) ist differenzierbar. Ist T € C,(9Q) und u :=
L(xa\p +axn; ), so ist das abgeleitete Potential

/

u =L Lxap + Axpi )

die Lésung von

(3.16a) u e R (D),
(3.16h) Au' =0 inQ\ oD,
ou’ ou’ -
(3.16¢) (;l+ —a (;L = (7(;/ auf 0D,
v v v
(f) //
(3.16d) I anf 9,
v

(3.16¢) / u ds = 0.
Jagq

Bew. In Beweis von Satz 3.2 hatten wir gesehen, daf u bis auf die Normierung
gegeben ist durch Sqig + Spvp mit Yo € C(AN), ¥vn € C(ID), (Yo, ¥p)" €
Bild(Td 4+ K¥) die Losung von

(3.17) (1d 4+ K3) (Yo, )" = (1,0)",

Aus der Definition (3.10) ist sofort ersichtlich, dak K differenzierbar von a ab-
héngt. Also hdngen auch die Dichten ¢q, ¥ differenzierbar von a ab. Die Dif-
ferenzierbarkeit folgt jetzt aus der Stetigkeit der Einzelschichtpotentialoperato-
ren Sq,Sp : 90,00 — R2 Bezeichnen wir mit (¥f,),)7 die Ableitung von
(¢a,¥n)T bei a, so lésen diese das System

(1d + K3) (v, )" = — (53], KD, vn)"
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(3.18) = —(0,¢/5=Satba + ¢ Kiyn)",

mit ¢ = ﬁ Wir betrachten zundchst den Fall @ # 1. Dann ist ¢ # 0 und aus

(3.17) erhalten auf 9D

%Sm/m + Khp = —L¢p.

Dies eingesetzt in (3.18) ergibt

(3.19) (1d + K (6, 0p)" = (0,%¢n)", a1

Definiert man

n = Saa + Spp,

so ist nach dem Beweis von Satz 3.2

1
U=1U— — tds.
09 Jag
Das abgeleitete Potential ist daher bis auf eine Konstante durch Squg + Spip,
gegeben. Durch Vergleich von (3.19) mit (3.7) erhalten wir fiir «’ die Randwerte

(Z;; =0 auf 00,
o’ o’
(3.20) Y O v auf dD.

v v o
Benutzt man die Sprungbeziehungen und (3.3¢), so ergibt sich auf 9D

Ouy  Ou_ Ou_ Ou_ Ou_
—2pp = — =a — =(a—1 )
i v o ow v (a=1) v
Das zeigt die Behauptung fiir a # 1.
Ist @ = 1 und folglich ¢ = 0, so ist ¢»p = 0 aus (3.7) unmittelbar abzulesen.

Fiir die Normalableitungen auf @D erhalten wir aus (3.18) mit ¢ = 1/2 die Werte

o’ o’ du
+ — —— = L Sqihq = o
v v v v
Hierist u; = Z(1q; I') das Potential bei homogener Leitfahigkeit zur Einspeisung
. Das ist die Behauptung fiir a = 1. O

Definiert man fiir ein festes I € C,(09Q)

/

up = Lo+ Axni ), upai=-Z(xa\p +axn; 1),

so hat man fiir @ nahe bei 1 die Approximation

(3.21) Up.. ~ur + (@ — 1)ul.
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Das Potential u’, besitzt eine besonders einfache Darstellung durch die Greensche
Funktion (G des Laplace-Operators zum Neumann-Problem in €. Diese Funktion
ist durch die folgenden Figenschaften definiert.

oG 1
3.22h —(7,y) = ——= O, x 9]
(% ) (()VT(ij) |(f)Q|7 ye b Tea b
(3.22¢) / G(x,y)ds(z) =0, y € .
Jaq

In Gleichung (3.22a) bhezeichnet § die Diracsche Delta-Distribution. Es existiert
eine in © x Q analytische Funktion H mit G(z,y) = ®(x,y) + H(x,y). Ins-
besondere geniigt ein Einzelschichtpotential mit Kern G iiber 9D den gleichen

Sprungbeziehungen wie das Finzelschichtpotential mit Kern ®. Die Gleichung
(3.16¢) fiir vy auf @D lautet

A+ B Aup)-  Our
v v v’

(3.16¢7) ur =L (g; ).

Aus den Sprungbeziehungen und (3.22) liest man jetzt fiir « die Darstellung

Jur

(3.23) up(x) = — ./917 G("r?y)a—y(y) ds(y), x € Q.

ab. Mit dem Greenschen Satz folgt daraus

(3.24) up(v) = — L(VyG(m,y),Vu,f(y)) dy, reQ\D.

Diese letzte Gleichung wird auch durch die Formel (2.14) von Geselowitz mit

oG

J(x) = (()7(.7:,1/)7 uy(r) =G(x,y) und o5=xp

nahegelegt. Wegen 0G /v, (-,y) ¢ H~'/2(9Q), y € dQ ist die direkte Herleitung
aus (2.14) allerdings nicht gerechtfertigt.

Ist die Greensche Funktion auf € bekannt, so kann man Gleichung (3.23)
benutzen, um u/, zu berechnen, ohne daf dabei ein Gleichungssytem auf dem
Rand zu lésen ist. Daher ist v/, wesentlich leichter numerisch zu berechnen als
up,.. Bel der Betrachtung des inversen Problems werden sich auch theoretische
Vereinfachung ergeben, wenn wir up , durch w;+(a—1)u), ersetzen. Wir definieren
daher ein Symbol fiir den Losungsoperator von (3.16).

(3.25) LD T) = | L (xan + A ), IeC.(00).
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3.3 Die Gebietsableitung

Ahnlich wie im vorherigen Abschnitt die Ableitung des Potentials L(xa\n +
axp; 1), I € C,(0Q) nach a als Losung eines Randwertproblems charakterisiert
wurde, soll dies jetzt mit der Ableitung nach dem Gebiet D geschehen.

Wir werden spéter bendtigen, daf sich die zweiten Ableitungen der Lésung des
direkten Problems von beiden Seiten stetig auf den Rand 9D fortsetzen lassen,
und miissen hierfiir etwas starkere Glattheit von 9D verlangen. Fs sei D C
offen, zusammenhingend mit D C Q und C%*glattem Rand, 0 < a < 1. Fiir
IeC(IN),u:=ZL(xa\p+axp; ) sind dann die zweiten partiellen Ableitungen
von u a-holderstetig auf D forsetzbar. Dies folgt leicht aus (3.7) (mit u = 0)
und den Abbildungseigenschaften

Sp(CH (D)) |p C C**(D), Sp (CL”((K)D)MR”\D c C**(R"\ D)
Kyn(Ch(aD)) c ¢ (aD),
der beteiligten Integraloperatoren (siehe [21]).
Um Fréchet-Differenzierbarkeit in Abhangigkeit von dem Gebiet zu definieren,
benétigt man lokal eine lineare Struktur auf der Menge der C%”-glatten Gebiete.
Hierzu wird der Raum der Vektorfelder auf 9D verwendet. Es sei €>*(9D) der

Banachraum aller C*”-glatten Vektorfelder auf @D. Fiir 7 aus einer hinreichend
kleinen Umgebung U7 der Null in €>*(9D) ist

D+ 7 ={ax+7Z(x):2€dD}

wieder der O glatte Rand eines zusammenhingenden Gebietes D in Q. Fiir
a > () erhédlt man dadurch eine Abbildung

C>(AD) D U — Hom(C,(9N), C,(90)),
7= Mxa\n, +axn,;)-

Mit Fréchet-Differenzierbarkeit des Randpotentials auf 9§ beziiglich des Gebietes
D ist die Differenzierbarkeit dieser Abbildung gemeint. Die Abbildung 7 — Dy

wird also dhnlich verwendet, wie die Karten einer Mannigfaltigkeit. Untersucht

(3.26)

man die Gebietsableitung auf Injektivitdt, so hat man zu beachten, daf diese
JKarten® nicht injektiv sind. Das Vektorfeld 7 lift sich zu einem (% glatten
Vektorfeld auf R” mit kompaktem Trager fortsetzen. Durch Integration dieses
Vektorfeldes erhdlt man einen Flufs W(x, 1) mit

d
U(z,0) =2 und —

o U(z,t) = 7(x).

=0

Die Diffeomorphismen ®,(2) := W(a, 1) transformieren die Randkurve also eben-
falls fiir ¢ — 0 in Richtung des Vektorfeldes 7. Man kann sich {iberlegen, daf
man daher die Ableitung in Richtung 7 auch als

d

d_;‘ AMXava:(p) + axa.ny; 1)

=0
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berechnen kann. Ist 7 ein tangentiales Feld, so weifs man aus der Analysis, dafs
die ®, den Rand @D auf sich selbst abbilden. Dies stiitzt die Auffassung, daf die
tangentialen Vektorfelder im Kern des Differentials 7/ — Dy liegen, auch wenn
dieses Differential nicht wirklich definiert ist, da wir auf der Menge der Gebiete
keine Mannigfaltigkeitsstruktur haben. Mit der Injektivitat des Differentials ist
daher die Injektivitat im Raum €**(9D) modulo der tangentialen Felder gemeint.
Das heikt gerade, daf die Ableitung nicht verschwindet, wenn die Normalenkom-
ponente (7, v) nicht verschwindet.

I'm vorherigen Abschnitt ist erwdhnt worden, dafl man ein Differenzierbarkeits-
ergebnis nach der inneren Leitfahigkeit a herleiten kann, indem man zunéchst die

Abbildung
(3.27) (0,00) x U = IL35(Q), (a.7) = Xa\p, + XD,

betrachtet, und dann Satz 2.3 anwendet. Fin derartiges Vorgehen ist fiir die
Ableitung nach dem Gebiet nicht maoglich. Fiir Dy £ D ist ndmlich

lCxavn + axn) = (xa\n, + “XDz)Hm(m = la—1].

Fiir a # 1 ist daher im allgemeinen in 1,°°(2)

Iim (xa\n, +axn,) # xa\p + axp.
Die Abbildung in (3.27) ist also in der zweiten Variablen nicht stetig und dann
erst recht nicht differenzierbar. Wie man ein Differenzierbarkeitsergebnis und die
Charakterisierung des nach 1) abgeleiteten Potentials aus der schwachen Formu-
lierung von (1.1) herleiten kann, findet man in [16] fiir den allgemeineren Fall der
Helmholtzgleichung. In dieser Arbeit wollen wir die in Abschnitt 3.1 dargestellte
Randintegralmethode fiir ein Differenzierbarkeitsergebnis benutzen.

Wir formulieren jetzt das Differenzierbarkeitsergebnis und die Charakterisie-
rung, wie sie aus den Arbeiten [27], [28] von R. Potthast folgen.

Satz 3.4. Die in (3.26) definierte Abbildung ist Fréchet-differenzierbar. Ist 7 €
CHID), T € C.(IN), a >0 und u:=.L(xa\p + xn; 1), s0 ist

d

(3.28) =1 Mxan,, +axp,,)() = v"lsa,

a=0

dabei ist u* die eindeutige Lésung des folgenden Transmissionsproblems

(3.29a) wt e CV(D), wi e (Q\ D),
(3.29h) Au™ =10 inQ\ oD,
(3.29¢) ul —u’ = —(Vug —Vu_,7) auf 0D,
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o, ou*
(3.29d) . —{((V*uy — aV?u_)(7),v)
v v
d
— <Vu+ —aVu_, a—;> auf 0D,
(3.29¢) 2)“ =0 auf 0,
v
(3.29f) / u ds = 0.
Jaa

In (3.29d) bezeichnet V*uy = (0*ug/07;07;); =1, die Hessische Matrix und
Av]/d7 die Ableitung d/dea|,=ovn, , des dukeren Normalenfeldes.

Die Randwerte des abgeleiteten Potentials erhédlt man auf heuristischem Weg,
indem man die Gleichungen uy — u_ = 0 und (3.3¢), (3.3d) so ableitet, als
ware die Differenzierbarkeit der Cauchy-Randdaten von wuy sichergestellt. Fiir
eine mathematisch exakte Verifizierung legt man die in Abschnitt 3.1 fiir v =

ZL(xa\p Faxn; 1), I € C.(IQ) bewiesene Darstellung

1
U =i — wdr mmit = Sqa + Sptp

(3.30) [09] o
und - (Td + K) (v, vn)" = (1,0)"

zugrunde. Prinzipiell geht man genauso vor wie beim Beweis von Satz 3.3. 7u-
nachst zeigt man die Differenzierbarkeit von K= als Operator auf C(99Q2) x C(dD)
in Abhéngigkeit von D. Weil der Bildraum selbst von D abhéngt, ist zunéchst
ein geeigneter Differenzierbarkeitsbegriff einzufithren. Wir verweisen hier ledig-
lich auf die bereits auf Seite 24 zitierten Arbeiten von Potthast. Man erhalt somit
wieder die Differenzierbarkeit der Dichten ¥q, ¥»p. Dann benutzt man, dafk Sp) als
Operator von C(AD) nach C(R™\ dD) differenzierbar von D abhingt. Hierbei
wird C(R"™\ dD) als Fréchet-Raum mit den Halbnormen

oy - o
1Nl = :2}\) W , K CcR"\ 9D kompakt, m € N,
forf<m

(J/:((J/17...7(J/n)€Nn7 |O/|:O/1++O/W

aufgefakt. Da der dufere Rand 9€) nicht variiert, 1akt sich jetzt aus der Stetigkeit,
von Sq : C(9Q) — R” das Differenzierbarkeitsergebnis ableiten.

Bezeichnet man die Ableitungen nach dem Gebiet D mit /97, so erhélt man
durch Differenzieren von (3.30)

O (0.2 4 K2 (1.0)")
(3.31) 2

— (Sa, 5p) (144 K;) ' 2L(1d + K;)~'(1,0)7).
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Mit den von Potthast zur Charakterisierung von Gebietsableitungen bei Streu-
problemen zur Helmholtzgleichung benutzten Techniken kann man aus diesem
Ausdruck die Randgleichungen (3.29¢) (3.29e) fiir das abgeleitete Potential nach-
weisen. Da eine exakte Herleitung erheblichen Aufwand erfordern wiirde, wollen
wir hierauf nicht weiter eingehen.

Das durch (3.29) definierte Randwertproblem fallt nicht mehrin die in Satz 3.2
abgehandelte Klasse von Randwertaufgaben, weil in (3.29¢) eine Unstetigkeit des
Potentials auf 9D zugelassen wird. Um nachzuweisen, daf «* durch (3.29) eindeu-
tig bestimmt ist, ist zu zeigen, daf jede Losung des Problems bei verschwindenden
rechten Seiten in (3.29¢), (3.29d) trivial ist. Auf dieses homogene Problem 14kt
sich der Findeutigkeitsteil von Satz (3.2) anwenden.

Wir wollen die rechten Seiten in (3.29¢), (3.29d) in eine Form bringen, wie sie
von Hettlich [16] aus der schwachen Formulierung hergeleitet worden ist. Spater
soll (3.29) benutzt werden, um zu zeigen, dak fiir I # 0, a # 1 die Ableitung u*
nur dann verschwindet, wenn 7 tangential zu 9D liegt. Da uns dies nur im R? ge-
lingen wird, beschranken wir die Darstellung auch hier auf den zweidimensionalen
Fall. Eine dhnliche Rechnung 148t sich auch in héheren Dimensionen durchfiih-
ren, sie ist aber durch die komplizierteren differentialgeometrischen Verhiltnisse
schwieriger zu iiberblicken.

Es seien 0, D C R? wie oben und v = (y1,72)" : [0, L] — 9D eine posi-
tiv orientierte Parametrisierung von dD nach der Bogenldange. Die Ableitungen
nach dem Kurvenparameter bezeichnen wir wie iiblich durch Punkte oberhalb
der Funktionssymbole. Es sei 7(v(#)) := mp(7(t)) := ¥(¢) die Einheitstangente an
dD. Fiir k = 1,2 benutzen wir die Symbole

o f d*

o = gl (), [ e CHan),

g d* . .

kT dsk g(y(t) + sv(t)), g€ CP(D) oder geC¥"OQ\D),
" s=0

fiir die Ableitungen nach dem Bogenparameter und der duferen Normalen. Die
Bezeichnung df /07 anstatt f benutzen wir immer dann, wenn f auch aufer-
halb von 9D definiert ist. Fiir einen Vektor v = (7)1,7)2)T € R? sei v der zu v
senkrechte Vektor (vy, —v1)". Dann ist (v°)” = —vund v = 7.

Wegen uy = u_ auf dD stimmen die tangentialen Komponenten von Vi

und Vu_ auf @D iiberein. Durch die Zerlegung 7 = (7, v)v + (7, 7)7 und die
Transmissionbedingung (3.3¢) erhdlt man fiir die Gleichung (3.29¢)

Jv Jv

Oy (f)u> _a- 1 () (()(;/,4..
v

a

(3.32) uh —ul = —{7, V><

Zur Umformung der rechten Seite in (3.29d) berechnen wir zunédchst den Aus-

druck dv/a7. Wir schreiben im folgenden kurz 7Z(#) und Z(f) fiir Z(~(t)) und die
Ableitung von 7 nach der Bogenlange im Punkt v(¢). Die Randkurve 9D + o/
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von D,z, o € R hinreichend klein, hat die Parametrisierung ¢ — (1) + o Z(1).
Die dukere Normale auf 9D + o7 ist durch vp_, = (vp + o7 )/|lvp + /7|
gegeben. Ableiten nach a bei o = 0 ergibt

aVD
a7z

Die rechte Seite in (3.29d) ist auch fiir 7 € €"2(9D) definiert und hingt linear
von 7 ab. Wir diirfen daher 7 in den Normal- und den Tangentialteil aufspalten

(333) :7;7*<7;77VD>VD:<7;77TD>TD:*<7;7VD>TD.

und die Teile getrennt abhandeln. Weil wir im folgenden nur noch 7 und v des
Gebietes D betrachten, lassen wir den Index 1) an diesen Vektorfeldern weg.
Wir priifen nach, daf die rechte Seite fiir ein tangentiales 7 verschwinden. Es
sei 7 = z,7 mit z, € C"(9D). Wegen 7 =5 — 7 ist 7 = (7,v)v = —sv. Hier
ist k := —(7,v) die Kriimmung der Kurve. Das Vorzeichen von & ist so gewéhlt,
dak ein positiv orientierter Kreis positive Kriitmmung hat. Aus Z=ir+ 27 =

z,7 — z-kv und (3.33) folgt

0
(3.33") f); = Z,KT, falls 7/ = z.7.
Durch Ausdifferenzieren des Ausdrucks

D*uy Oy

T 0) = (GO0 — S )

erhalt man mit v = k7

D*uy Oy
aTov (Viwe(r),v) + 5 ar
Daraus folgt
d /0u Ju
2 - 2 7 _ N
(Viuy — aVou_)(7),v) ZT(()T< 5, >
Ouy Ou
ZTH( or (77')
ou

wegen uy = u_ auf dD und der Transmissionsbedingung (3.3¢). Zusammen mit

(3.33") erhalt man fiir die rechte Seite von (3.29d)
o’ ou* du Oy Ou_

—a =(1 —a)z;bk— — z;k—— + az,k—— =

v v or or or

Jetzt sei 7 = z,1 ein normales Feld. Wegen — zv 4 z,v = z,v+ z,k7 folgt

aus (3.33)

Jv

3.33" =
(3.337) 57

—Z,T, falls 7 = z,v.
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Durch mehrfaches Anwenden der Kettenregel erhalt man

Pug  Quy .,  Puy D*uy
_ ) ) 5 .. T
gz g t g g + (Vug,3),
*u Juy . ug . FPuy .
t_ T 2 9 + A1Ye = <V2ui(y)71/>.

o2 dDx? E 2 i O0x10x,

Da die zweiten Ableitungen von wuy inklusive des Randes 9D stetig sind, gilt
Aug = 0 auch auf dD. Mit |¥| =1 und ¥ = —xv folgt

Puy  0uy Oy Oy
— A , — R = — Kk .
or? + ov? T, gy
Mit (3.337) kann man die rechte Seite von (3.29d) jetzt umformen zu
o’ ou* D%y D% . du
— U — T cZyvTa 5 et 1 v
o ow Py +az ov? (a=1)2 d
0*u Oy Ou_
:(]7(1)2”@_‘_2”/{( v 7a(f)y>
ou
—(a—1)z,k—.
(a— 1)z Srm

Der Ausdruck in der grofen Klammer auf der rechten Seite verschwindet wegen
der Transmissionsbedingung (3.3¢). Zusammen mit (3.32) ist damit die folgende
Aussage bewiesen.

Notiz. Die Gleichungen (3.29¢) und (3.29d) in Satz 3.4 lassen sich durch

a—1  Ouy

(3.29¢7) uh —ul = T auf 0D,
\ o’ ou* 0 ou
(3.29d") 5, a 5, (1 — (],)E(ZUE) auf oD

ersetzen. Hierbei ist z, = (7, v) die Normalenkomponente des Vektorfeldes 7.

Satz 3.5. Es sei D C Q offen, zusammenhéngend, einfach zusammenhingend
und C*“-glatt berandet mit D C Q. Es sei 7 € €>*(0D), a # 1, 1 € C,(IQ) und
u* die durch (3.29) definierte Gebietsableitung bei 0D in Richtung 7. Ist dann
u* = 0 auf einer offenen Teilmenge von 952, so gilt fiir alle in DD harmonischen

ve CY(D)
/ 2, (Vuy, Vo) ds = 0.
Jan

Bew. Fs sei u* = 0 auf einer offenen Teilmenge von 9. Aus (3.29¢) und dem
Holmgrenschen Findeutigkeitssatz folgt v} = 0. Ist v wie in der Behauptung, so
ergibt sich mit dem 2. Greenschen Satz und (3.29¢), (3.29d")

0 ou*
0= / (" Av—vAu)de = / ufl ds — = vds
JD Jap v Jan Ov
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a—1 Ouy dv a—1 d du
= v s — —(z,—)vd
a ./8D “ow o a ,/;)D ar <Z (77') v

a— 1

— / 2, (Vuy,Voyds. O
Jan

a

In der gleichen Weise kann man auch zur Berechnung der Gebietsableitung
des in (3.25) definierten Hilfsproblems verfahren. Ist o' := £, (D; ) und (v')* die
Gebietsableitung des Potentials and der Stelle 1) in Richtung 7, so erhdlt man
anstelle von (3.29¢7), (3.29d")

> 7 7\ * Oy
(3.29¢'y,) (u) — (u') = Zl,(f)—y7

7 Ay, o)y 0 Juy
(3.29d") o v 7E<ZU or >

Hier ist wieder u; := .2 (1q; ). Die entsprechende Version von Satz 3.5 lautet:
Satz 3.6. Es seien D, I, 7 wie in Satz 3.5. Verschwindet
d
A%
u' ) = —
(W)= =~

“la=0

gh(D(yZ; [)|99-

auf einer offenen Teilmenge von 99, so gilt fiir alle in D harmonischenv € C'(D)

/ z,(Vur, Vo) = 0.
Jan

Fiir I € C.(0Q), a > 0, 7 € €*°(dD) definieren wir

d
(3358) g*(D,m [a Z) = % g(XQ\D(,z +GXD(,Z; [)
T la=0
d
(3.35b) wnd HD 1) = A D]
(Y =0

Die beiden Ableitungen auf der rechten Seite sind nach der Beweisskizze von
Satz 3.4 als Elemente von C>(Q \ dD) aufzufassen. Diese lassen sich auf die
Rénder 9Q und 9D fortsetzen und lésen dann die Transmissionprobleme (3.29)
beziehungsweise (3.29¢,), (3.29d7,).

Die letzten beiden Sétze sind auch im R™, n > 3 richtig. Im wesentlichen sind
hoherdimensionale Versionen der Gleichungen (3.29d7), (3.29d’,) zu beweisen. So
hat zum Beispiel die Gleichung (3.29d’) die Gestalt

ES ES
o’ ou

Jv “ Jv

Hier bezeichnen Divyp, Gradsp die Oberflichendivergenz beziehungsweise den

= (1 — a)Divap(z, Gradsp u).

Oberflichengradienten auf dD. Satz 3.5 1akt sich mit dieser Formel genau wie
oben beweisen.
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Schlieklich betrachten wir den Fall mehrerer brechender Gebiete. Der Einfach-
heit halber nehmen wir an, daf € zwei zusammenhéngende und einfach zusam-
menhiangende Gebiete Dy, Dy mit

D,CQ =12 9D, NdDy,=10

enthalt. Gilt Dy N Dy = (), so iibertragen sich die Aussagen dieses Abschnitts oh-
ne Schwierigkeiten. Die Gebietshleitungen kann man dann getrennt voneinander
abhandeln. Die Randbedingungen (3.29¢”), (3.29d") erhdlt man fiir die Ableitung
nach beiden Gebieten Dy, Dj, und entsprechend gelten dann auch die Sétz 3.5,
3.6 fiir beide Gebiete.

Anders liegen die Dinge, wenn Dy C Dy zugelassen ist. Die Charakterisierung
der Gebietsableitung bleibt nach sinngeméfker Modifikation der Konstanten in den
Gleichungen (3.29¢7), (3.29d") auf 9 Dy weiterhin richtig. Der Beweis der Sitze 3.5,
3.6 1aft sich allerdings nicht iibertragen, weil man aus dem Verschwinden des

abgeleiteten Potentials u* auf 9 nicht folgern kann, dak «*|p,\ p, auf dem inneren
Rand 9Dy verschwindet.



4 Das inverse Problem bei stiickweise konstanter
Leitfahigkeit

Wir untersuchen jetzt das zweidimensionale inverse Problem fiir stiickweise kon-
stante Leitfahigkeiten bel nur einer Stromeinspeisung auf Eindeutigkeit. Anhand
einfacher Gegenbeispiele kann man sich iiberlegen, dafi im allgemeinen o nicht
aus den Randwerten eines einzigen Potentials bestimmt werden kann. Ist Q die
Einheitskreisscheibe, ¢ von der Form

b

, r| <
(4.1) B A WP
1, |z| >,

und [ die Finspeisung [(cosf,sinf) = cosmf, 0 < § < 27, m € N, so lakt
sich die Losung des direkten Problems durch Separation der Variablen in Po-
larkoordinaten explizit 16sen. Man erhélt, daf das Randpotential von der Form
fla,r)-cos mf mit einer stetig differenzierbar von a und r abhéngigen Funktion f
ist. Fiir die von den zwei Parametern a, r abhéngige Leitfahigkeit der Form (4.1)
ist der Bildraum A(o; I) also der eindimensionale Unterraum R - cos(m#). Daran
sieht man, daf es im allgemeinen nicht méglich ist, das Gebiet 1) und seine Leit-
fahigkeit aus einer Einspeisung 7zu rekonstruieren. Wir werden daher annehmen,
dal der innere Leitfahigkeitswert @ bekannt ist und nur das Gebiet I bestimmt,
werden soll.

Mit derselben Argumentation erhdlt man auch, daf die beiden Radien () <
r < R < 1 eines Torus um den Ursprung aus den Randdaten bei nur einer
Einspeisung cos m# selbst bei bekannter innerer Leitfahigkeit nicht zu rekonstru-
ieren sind. Das widerlegt eine allgemeine Eindeutigkeitsaussage fiir nicht einfach
zusammenhangende Gebiete.

Wir werden beweisen, dak fiir « # 1, I # 0 und D einfach zusammenhéngend
die Gebietsableitung von

Axan +axn: T)

nur verschwindet, wenn in Richtung eines tangentialen Vektorfeldes auf 9 abe-
leitet wird. Hieraus folgt eine schwache lokale Findeutigkeitsaussage. Ist 7 €
¢€%2(9D) nicht tangential und D,z, o € R klein, wie im vorherigen Abschnitt

das mit aZ deformierte Gebiet, so existiert ein ¢ = (/) > 0 mit
Axarn, , +axp, i 1) # Mxap +axn; T) fiir alle 0 < |o| < e.

Anschliefend belegen wir anhand eines vereinfachten Problems, dak eine glo-
bale Findeutigkeitsaussage auch fiir einfach zusammenhéngende Gebiete nicht
erwartet werden darf.
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4.1 Die Injektivitat der Gebietsableitung
4.1.1 Notationen und Beweisskizze

Aus dem Satz 3.5 folgt die Injektivitdt der Gebietsableitung, wenn man zeigen
kann, daf der Raum

{Vuy, Vo) v e CH(D), Av=10in D}

dicht in L'(9D) liegen. Offensichtlich liegt ein h € C'*(AD) genau dann in diesem

Raum, wenn das Randwertproblem
(4.2) Finde v € C"*(D) mit Av =0in D und (Vuy, Vo) = h auf 9D

16sbar ist. Um die Dichtheitsaussage zu beweisen, ist daher zu zeigen, daf das
obige Randwertproblem fiir eine in L'(9D) dichte Teilmenge Isbar ist. Bei der
Behandlung mit der Integralgleichungsmethode fithrt diese Randwertaufgabe auf
stark singuldre Integralgleichungen, fiir die im R™, n > 3 keine fiir unsere Zwecke
ausreichende Losungstheorie existiert. Im zweidimensionalen Fall wird (4.2) durch
die Tdentifizierung R? ~ (, (.7/:17.7:2)T ~ 11 + 129 7u einem Hilbertproblem. Die
fiir diese Problemklasse vorhandene Theorie wird uns in die Lage versetzen, die
Dichtheitsaussage zu beweisen.

Wir machen jetzt von der in Abschnitt 1.1 erwdhnten Konvention Gebrauch,
Raume komplexwertiger Funktionen durch einen unteren Index € zu kennzeich-
nen. ks sei

(D) :={f € CD)g : fist holomorph in D},
D) = C(D)yN (D).

Fiir ein stetiges Vektorfeld 7 : 9D — R? sei
BIP(7) =7, 7Vt + a{Z,v)v, a€R,a>0

das zum Koeffizienten a gebrochene Feld auf 9D. Wir werden spater haufig ver-
wenden, daf die Nullstellenmengen von 7 und B?P(7) iibereinstimmen. Der
Operator B?P Tift sich durch die Identifizierung R? ~ € auch als Operator auf
den komplexwertigen Funktionen auf 9D auffassen. 7Ziel dieses Abschnittes ist es,
den folgenden Satz zu beweisen.

Satz 4.1. Es sei D C © offen, beschrinkt, zusammenhidngend, einfach zusam-

menhingend und C*glatt berandet. Es sei f € (D), f # 0 und ¢, :=
B?P(flan), a > 0. Dann ist

F(a;0D) = {Re(@,9) : g € 7°(D)}

dicht in L'(9D).
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Hieraus laft sich die Injektivitat der Gebietsableitungen unmittelbar ableiten.

Korollar 4.2. Fsseien D, a, I wiein Satz 3.5, [ # 0 und 1" eine offene Teilmenge
von 0S). Die in (3.35) definierten Gebietsableitungen £*(D,a,I;7), £ (D, I, 7)

verschwinden genau dann auf T', wenn 7 tangential an D liegt.

Bew. Fiir eine in D harmonische Funktion v ist dv/dxy — 10v/dx5 holomorph.
Weil D einfach zusammenhingend ist, existiert umgekehrt auch zu jeder in D
holomorphen Funktion ¢ eine harmonische Funktion v mit g ~ V.

Fs sei u := L (xaq\p + axp; I) die Losung des Transmissionsproblems (3.3)
zu D, awnd I. Es seien f_ € 572%(D), fy € 52%(Q\ D) die durch f ~ Vu_,

f+ ~ Vuy definierten Funktionen. Aus den Transmissionsbedingungen

Ouy Ou_
=a
v v

auf oD

uy =u_  und

folgt B?P(Vu_) = Vug. Setzt man in Satz 4.1 f := f_, so folgt
@, = B(f_lan) ~ BI”(Vu_|on) = Vuylap.

Die Bedingung f # 0 aus Satz 4.1 ist erfiillt, denn andernfalls wére u_ kon-
stant, und aus dem Holmgrenschen Findeutigkeitssatz wiirde folgen, daf auch
uy konstant ist, im Widerspruch zu I #£ 0.

Sind z,w € €, so ist Re(zw) das Skalarprodukt von z und w aufgefaft als
Vektoren im R?. Ist v € C'""*(D) harmonisch in D und g € 27°(D) mit g ~ Vu,
so ist daher Re(,9) = (Vug, Vo) auf dD. Also ist

F(0a;0D) = {{(Vuy, Vo) :v € C(D), Av=0in D}.

Nach Satz 4.1 findet man eine Folge 2., k € N in . % (p,; 0D), diein L'(0D) gegen
die Normalenkomponente z, von 7 konvergiert. Weil z, stetig ist, konvergiert 2, z,

in L'(0D) gegen 22. Aus Satz 3.5 folgt

/ 2,2, ds = 0 fiir alle £ € N.
Jan
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Durch Grenziibergang k — oo folgt jetzt [, 22 ds =0, also ist z, = 0.
Die Argumentation fiir die Injektivitat von Z*(D;-) verlauft genauso, wenn
man in Satz 4.1 f ~ Vuy|, wiahlt und a = 1 setzt. O

Im R? ist (4.2) also dquivalent zu dem Hilbertproblem
(4.3) Finde g € 277(D) mit Re(g,g) = h auf 9D.

Falls die Koeffizientenfunktion ¢, auf 9D nirgends verschwindet, hangt das L6-
sungsverhalten dieser Gleichung vom Index der Randfunktion ¢, ab. Gerade dann
ist (4.3) fiir jedes h € C*(AD) 16shar, wenn der Index von ¢, nichtnegativ ist.
Die Definition des Index und einen Beweis dieser Aussage findet man in [24] oder
in [13]. Nehmen wir an, dak ¢, nullstellenfrei ist, so ist der Index Ind(g,) von ¢,
tatsdchlich nichtnegativ. Fs ist ndmlich

B§D(7|9D)v A=a+ t(] - (]’)7 1€ [07 ]]

eine stetige, nullstellenfreie Transformation von ¢, in f|sp. Da sich der Index bei
solch einer Transformation nicht d&ndern kann, ist der Index von ¢, gleich dem
von flap. Weil f in D holomorph ist, ist der Index von f|sp gleich der Anzahl
der Nullstellen von f in D. Inshesondere ist also

(4.4) Ind(¢,) = Ind(f|an) > 0.

Besitzt ¢, keine Nullstellen, ist somit CY(0D) C . (p,; D) und Satz 4.1 folgt
unmittelbar.

Ist andererseits ¢,(z9) = 0 fiir ein zg € D, so ist offensichtlich, dak (4.3)
hochstens dann losbar ist, wenn auch A in zg eine Nullstelle hat.

Die Schwierigkeit beim Beweis von Satz 4.1 besteht daher gerade darin, die
Nullstellen von ¢, geeignet abzuhandeln. Aus dem bisher gesagtem ist klar, daf
man (4.3) nur fiir solche h zu betrachten braucht, deren Nullstellenmenge die
Nullstellen von ¢, umfaft. Es stellt sich als giinstig heraus, nur solche Inhomo-
genitiaten zu betrachten, die sogar in einer ganzen Umgebung der Nullstellen von
wq verschwinden. Wir vereinbaren die folgenden Notationen.

N(pa; D) := {2 € 9D 1 p,(2) = 0} = {z € ID : f(z) = 0}
und fiir J C @D abgeschlossen und zusammenhingend sei

Co(AD,J) = {h € C°(dD) : Trg(h) C J}.
Die rechten Seiten, die im Beweis betrachtet werden, wihlen wir aus

(4.5) C(a; AD) = g CoaD, ).

JCAOD\N(pa;9D)
J abg., zshgd.

Den Beweis von Satz 4.1 erbringen wir in vier Schritten.
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(i)

(if)

(iii)

(iv)

Zuerst zeigen wir mit Hilfe des Riemannschen Abbildungssatzes, dat man
ohne Finschrankung der Allgemeinheit

D=92:={cC:|z| <1}, 9D=S":={2€C:|z| =1}
annehmen darf.

Als néchstes weisen wir nach, dak der lineare Spann von C'”(p,;S") dicht
in L'(S") liegt. Zum Beweis von Satz 4.1 reicht es daher aus zu zeigen, daf

C(pa;S") im L'(S")-AbschluR von .Z (¢,;S') enthalten ist.

Danach erbringen wir den Beweis von Satz 4.1 fiir ein auf einer Umgebung
von & ho]omorpheq f. Wir werden zeigen, daf dann (4.3) fiir jede rechte
Seite h € C?(p,;S") lésbar ist, also C%(¢,;S") C . F(pa; S') gilt.

Beim Beweis dieser Aussage wird 1) = & nicht benutzt. Man braucht ledig-
lich, daf der Rand 9D analytisch ist. Auch der Teil (ii) ist fiir allgemeines
D richtig. Da sich bei einem analytisch berandetem Gebiet ) das innere
Potential u_ des Transmissionsproblems (3.3) harmonisch auf eine Umge-
bung von D fortsetzen lakt, kann man hieraus schon das Korollar 4.2 fiir
analytisch berandete (Gebiete herleiten.

Der Grund dafiir, dat wir uns schon hier auf 1) = & einschrianken, liegt
darin, dall wir in (iv) die expliziten Ausdriicke benétigen, die fiir die Losung

von (4.3) auf der Einheitskreisscheibe gegeben sind.

Der aufwendigste Teil des Beweises ist es, Satz 4.1 fiir allgemeines f €
(D) 7u zeigen. Dies geschieht, indem man ¢, ,wvon innen“ approximiert.
Fiir 0 < r < 1 definieren wir

folz) = flrz), el <Ufr, o= B8 (Fls1).

Die Funktionen f,. sind darm auf einer Umgebung von & holomorph. Nach
Teil (iii) gilt also (”’(cp,, S .Z (cp,(, ), Sh).

Es sei jetzt h € C°(S',.J) fiir ein abgeschlossenes, zusammenhingendes
J € 8"\ N(¢,;S") gegeben. Die Stetigkeit von BS' : C7(S")¢ — C(S")g
ist offensichtlich. Fs gilt also

(4.6) o o, (C(S")e-Konvergenz).

r—1

Insbesondere konvergiert c,o,, %]elchmaﬂlg gegen ,. Ist r hinreichend na-

he bei 1, so ist daher auch ¢, auf J nullstellenfrei, und somit ist h €
C(’(cpff); S'). Fiir diese r existiert dann ¢, € 27 (%) mit

Re (Wg,,) = h anfS".
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Unser 7Ziel ist es jetzt

(4.7) Re(®,9-) 7 h (I'(S")-Konvergenz)
r—
r<1

7u zeigen. Hieraus folgt, dak C'?(y,;S") im L'(S")-AbschluR von .Z (¢,; S")

enthalten ist. Satz 4.1 ist dann vollsténdig bewiesen.

Ruft man sich ins Gedachtnis, dak der Ausdruck Re(zZw), z,w € C das
Skalarprodukt von z und w aufgefafit als Vektoren im R? ist, so erhilt man

die Abschétzung

||RP(E(JQ7’) — h”[ﬂ (S1) == HRP(E(JQT) - R’e (99((17,)(]7»>

(8"
- Jret - T,
< H@a - @r(f) 7.0 (SN) ||.qT||T,1(S1)@‘

Wegen (4.6) konvergiert ||p, — c,o,(f)||,1m(s1)c fiir r — 1 gegen 0. Zum Beweis
von (4.7) ist daher zu zeigen, daR die g,.|g gleichméRig L'(S")p-beschriankt

fiir r = 1 gewdhlt werden konnen.

4.1.2 Beweis der Injektivitat
Es sei jetzt D wie in der Behauptung von Satz 4.1 und f € 7°(D). Nach dem

Riemannschen Abbildungssatz existiert ein C'""*-Diffeomorphismus
b:D—= 9,

so dak ®|p : D — 7 biholomorph ist. Es sei u € C"(D) die harmonische
Funktion mit Vu ~ f. Dann ist u* := wo O ' e C'(Z) harmonisch in 2. Es
sei f*e 27°(7) mit Vu* ~ f* und

¢a = BP(flap) € C°(AD) und ¢ == BS' (F*|s1) € C(SY).

Wir bezeichnen die komplexe Ableitung 0®/dz wie iiblich durch &', Ist z € (,
z = a+ib, a,b € R, so entspricht die Multiplikation mit z unter der Identifizierung
R? ~ € der Multiplikation mit (Z ’Hb> Die komplexe Ableitung ist gerade so
definiert, dak die Multiplikation mit @’ der Multiplikation mit der Jacobi-Matrix

von @, aufgefalst als reeller Diffeomorphismus, entspricht. Daher ist
det(D®) = |9')*.

Insbesondere folgt daraus, dak ® orientierungserhaltend ist und ®" keine Null-
stellen in 1) hat. Identifiziert man C mit Zeilenvektoren, so entspricht die Rechts-
multiplikation mit (Z *Hb) gerade der Multiplikation mit Z.
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Fs sei

& : 1'(S') = 1'(AD), ¢ dod
und fiir ¢ € C(9dD) sei M, die Multiplikationsabbildung
M, : LY(OD) = L'(D), ¥+ q-.
Lemma 4.3. Fs gilt
O (9;) = @a /O und  F(pa;9D) = Mg (*(F(£5:8"))).

Bew. Ist
v:10,L)—=aD

eine positiv orientierte Parametrisierung von 91 nach der Bogenlidnge, so ist
dovy:[0,1] =S

eine regulire, positiv orientierte C''-Parametrisierung von S'. Es sei z € 9D,
= = (1) und wi= B(z) € §'. Wegen (8 07) (1) = (=) (1) und 5(1) = (=)
ist

(4.8) To(w) = |$:—8|TD(Z) und  vg(w) = %VD(Z).

Die zweite Identitit folgt aus der ersten durch Multiplikation mit —i.
Fiir das Transformationsverhalten von Vu unter ® finden wir

Vu*(w) = V(uo ® ") (w) = Vu(z) o DO " (w).

Nach obiger Bemerkung entspricht die Rechtsmultiplikation mit D® ' (w) unter

R? ~ ( gerade der Multiplikation mit (®&=1)/(w) = 1/®(z). Somit ist
(19) Fw) = F()/9(2).
Schreibt man B? komplex, so erhidlt man fiir ¢ den Ausdruck

©r(w) = Re (f*(U))T@(U)))T@(U)) + aRe (f*(U))V@(U))>V@(U)).

Setzt man (4.8) und (4.9) in diese Gleichung ein, so folgt

wa(w) = Re <f(|27(2)(|2)> <|$:8| TD(Z)> +aRe <f(|27(2)(|2)> <|$:8| VD(Z)>
_ |§<—(>)| {Re(f()mn(2))7n(2) + aRe(f(2)vn(2))vn(2) }
= @a(2)/P'(2).

Wegen &*(¢*)(2) = ¢ (w) ist das die erste Behauptung.
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Fs sei jetzt h € .Z(¢r;S') gegeben. Es existiert also g € 27°(Z) mit
Re(p7g) =h aufS'.

Setzt man ¢ := & - (go ®) € F(D), so ergibt sich

Re (cp,,( ) Re(cp (w) (Z)g(m))
PR h(w) |¢ ()0 (b))

Das zeigt die ,,D-Richtung® der zweiten Behauptung. Die umgekehrte Richtung
erhilt man auf dem gleichen Weg, indem man statt ® die inverse Abbildung &~
betrachtet. O

Die Abbildungen ®= und M2 sind offensichtlich stetig und stetig inver-
tierbar. Insbesondere bilden sie dichte Teilmengen von L'(S') beziehungsweise
L'(9D) auf dichte Teilmengen von L'(9D) ah. Kénnen wir also nachweisen, daR
F (= S") dicht in L'(S") liegt, so folgt aus Lemma 4.3, dak auch .F(p,;0D)
dicht in L'(AD) liegt. Wir diirfen also im weiteren ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit ) = & annehmen.

Teil (i1) der Beweisskizze ist ein einfaches Lemma.

Lemma 4.4. Die Nullstellenmenge N(p,;S'") ist abgeschlossen und eine Null-
menge in S'. Der Raum C°(p,;S") liegt dicht in L'(S").

Bew. Die Abgeschlossenheit von N(cp,,, S') ist wegen der Stetigkeit von ¢, klar.
Aus den Definitionen folgt N(p,;S") = {2z € S' : f(2) = 0}. Einen Beweis fiir die
Tatsache, daf die Nullstellen der Randwerte einer nicht iiberall verschwindenden
Funktion in 2#°(Z) eine S'-Nullmenge bilden, findet man in [10], Kapitel V,
Satz 6.2.

Jedes stetige, lineare Funktional auf L'(S') ist von der Form

L'(SYs fw— [ b'fds

J 8!

mit b’ € L°(S"). Es sei A’ € L>(9D) mit
/ h'hds =0 fiir alle h € C%(@q;S").
Js

Wir werden A’ = 0 zeigen. Nach einer bekannten Folgerung aus dem Hahn-
Banachschen Fortsetzungssatz impliziert dies die L'-Dichtheit von C%(p,;S").
Fs sei z € S'\ N(p,;S"). Wir withlen eine ahgeschlossene, zusammenhingende

Umgebung J C S'\ N(¢,;S") von z und ein

XY E€CYS; ) mit x>0, x(2)>0.
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Wegen 1>(S") ¢ L'(
Folge (hg)ren in C7(
C?(pa;S"). Also gilt

dicht in L'(S") Tiegt, finden wir eine

S') und weil C'*(S")
S ") gegen ' konvergiert. Dann ist yhy €

H, die in L'(S

/ h'xhyds =0 fiir alle k € N.
Js

Durch den Grenziibergang k — oo folgt [, x(h’)*ds = 0. Also verschwindet A’
fast iiberall auf der Umgebung xy > 0 von z. Well N(cp,,,, S') eine Nullmenge ist,
ist somit A’ = 0 fast {iberall.

Mit derselben Argumentation 14kt sich zeigen, dak C(¢,;S") sogar fiir jedes
1 < p < 2dicht in LP(S") liegt. O

Um 7zu zeigen, dak (4.3) fiir ein auf einer Umgebung von & holomorphes f
und h € C(p,;S") 16sbar ist, dividieren wir die Randbedingung, zunéchst rein
formal, durch |¢1[%, 1 := flgt und erhalten

(4.10) Re(2,9)/|¢1|” = Re(%,/%, - g/e1) = b/ ||

Weil die Nullstellenmengen von ¢, und ¢ iibereinstimmen, hat o keine Null-
stellen innerhalb des Tragers von h. Den Ausdruck auf der rechten Seite in (4.10)
werden wir uns daher im folgenden stets durch 0 auferhalb des Tragers von h
fortgesetzt denken. In den néchsten beiden Lemmata weisen wir nach, dak die
Funktion ¢, /@, auf S' glatt und nullstellenfrei ist. Auf das modifizierte Problem

(4.11) Finde g € 27°(2) mit Re(3,/%,§) = h/|¢1|* auf S'.

kénnen wir daher die Standardtheorie fiir Hilbertprobleme anwenden. Ist ¢ eine
Losung von (4.11), so erhalten wir mit ¢ := f§ offensichtlich eine Losung des
urspriinglichen Problems.

Lemma 4.5. Fs sei ¢y := fl|g1 und arg die Argumentfunktion auf €\ {0} mit
Werten in (—m, ). Dann gelten fiir alle z € S' \ N(,;S') die Abschiitzungen

(4.12) min(1,0) < lea()/1(2)] < max(1,a),

(4.13) larg(pa(2)/¢1(2))| < arccos (2¢/a/(1 +a)) < g

Bew. Tst z wie in der Behauptung und benutzt man v(z) und 7(z) als reelles

Koordinatensystem, so ist ©,(2) = (azy,29)7, falls ¢1(2) = (21, 2)7 ist. Daraus
ersieht man sofort

alpr(2)], falls a
lo1(2)], falls a

©a(2)
©a(2)

o1 (2)

| < | <
ind aley(2)] < a(2)] <

Das ist die erste Behauptung.
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Wir fassen v(z) und 7(z) durch die Tdentifizierung R* ~ ( als komplexe
Zahlen auf und definieren

arv(z) + x97(2)

r(z) 4 2o7(2)

Cal@1,w2) 1= , (w,m0)" € RPN\ {0}

und

(4.14) 0= sup larg (Cu (e, 2:2))]-
(m1,m2) TE€R2\{0}

Dann ist ‘arg (c,o,,,(z)/cm(z))‘ < ¥ klar. Eine einfache Rechnung ergibt

2 2
ary + x5

2 2
Ty + 1y

(4.15) Re((, (w1, 72)) = > 0, (.7:17.7:2)T e R*\ {0}.

Weil die Argumentfunktion nur auf der Halbgeraden {z € R : z < 0} unstetig ist,
ist |arg((,)| auf R?\ {0} stetig. Aus der Definition folgt aukerdem unmittelbar,
dafs ¢, nur vom Winkel zwischen (.7/:17.7:2)T und der reellen Achse abhdngt. Fs
reicht daher in (4.14) das Supremum {iber den Einheitskreis zu bilden. Da stetige
Funktionen auf Kompakta ihre Extremwerte annehmen, existiert (z7,23)7 auf
dem Einheitskreis mit

2 = larg(ia(a )]
Aus (4.15) folgt 7 < Z. Der explizite Ausdruck

W = arccos(2v/a/(1 + a))
laft sich mit Standardmethoden leicht herechnen. ]

Lemma 4.6. Fiir 2 € S' \ N(p,;S") sei

(z) = @a(2)/e1(2).

Ist f auf einer Umgebung von & holomorph, so likt sich ¢ zu einer analytischen
Funktion ohne Nullstellen auf S' fortsetzen.

Bew. Fiir den Nachweis der Glattheit von ¢ ist nur in den Nullstellen von 4
etwas zu zeigen. Da f iiber den Rand S' hinaus holomorph ist, besitzt ¢ = f|g
hochstens endlich viele Nullstellen. Es sei zo € S' mit ¢1(z9) = 0. Die Funktion
@, 1kt sich auf einer hinreichend kleinen Umgebung von zy zu einer holomorphen
Funktion fortsetzen. Ist ndmlich u die auf einer Umgebung von & harmonische
Funktion mit Vu ~ f und £ > 0 hinreichend klein, B. :={z € € : |z — 2| < €},
so besitzt das Cauchy-Problem
v du

Finde v harmonisch in B.(z9) mit v = v und — = a— auf S'Nn B.(z)
v v
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nach dem Satz von Cauchy-Kowalewsky eine Losung. Ist f. die durch Vo ~ T+
definierte Funktion, so ist nach Konstruktion

f+|s1rm£(zo) = B,? (7|S1)|S1OBE(ZO) = 9%|s1mm(zo)-

Also ist ¢,/e1 auf S' N B.(zy) die Einschrinkung der auf einer Umgebung von
2o meromorphen Funktion f,/f. Besike diese Funktion eine Polstelle in zq, so
wire der Betrag von fi(2)/f(z) fiir 2 = zo, 2 € S', ¢1(2) # 0 unbeschrinkt im
Widerspruch zu (4.12). Die Singularitat von fi/f bei zg ist mithin hebbar und
©0a /1 analytisch auf S

Wegen der Glattheit von ¢ gelten die Abschatzungen des Lemmas 4.5 auch in
den Nullstellen von 4. Aus (4.12) folgt jetzt unmittelbar, dak ¢ keine Nullstellen
hat. O

Aus (4.13) folgt, dak ¢ unter den Voraussetzungen des LLemmas 4.6 den Index
0 hat. Dies benutzt man bei der Losung des allgemeinen Hilbertproblems, um
einen Logarithmus der Randfunktion —¢ /i zu bilden. Die Abschitzung (4.13)
versetzt uns in die Lage, dies auch direkt zu tun. Der Begriff des Index wird
also im Beweis von Satz 4.1 nicht gebraucht. Wie im Beweis von Lemma 4.5 sei

W% = arccos(2y/a/(1 +a)). Mit 0, := 7/2 — 9% > 0 lakt sich (4.13) zu
arg(Y) € [~m/2+ 0, 7[2 —1,]

umschreiben. Weil Quadrieren die Argumente verdoppelt ist

arg (¢ /) = arg($*[[0]°) = arg(¢?) € [~ + 20,7 — 20,].

Definiert man eine zweite Argumentfunktion Arg mit Werten in [0,27), so ist

daher B
Arg(— /) € [20,, 2T — 24,].

Es sei Log der zu Arg gehorige Zweig des Logarithmus, das heift Log(z) =
log|z| + 1 Arg(z), z € €\ {0}, log der gewohnliche reelle Logarithmus. Dann

ist
Log(— /) :S' — C
eine analytische Funktion auf 8. Weil die Werte von — /1) auf dem Finheitskreis

liegen, sind die Werte von Log(—1/1) rein imaginar. Fiir den spéteren Gebrauch
notieren wir noch

(4.16) FLog(—v(2)/(2)) € [20,,2m — 20,], z€ S

Fs sei
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der Cauchy-Integraloperator. Wir sammeln kurz die Figenschaften von A, die wir
im Beweis bendtigen.

A(¢) ist holomorph auf €\ S'. Die Funktionen A(¢)y = A(¢)|m g und
A(@)- = A(d)|g lassen sich zu Funktionen in C*(C \ Z)¢ beziehungsweise
C(Z)q auf S fortsetzen. Es ist im0 A(0)(2) = 0 gleichmikig in allen Rich-
tungen. Fiir z € S' existiert das Integral A(¢)(z) als Cauchy-Hauptwert und es
ist A(@)|st € C*(S")@. Um Uneindeutigkeiten zu vermeiden, setzen wir

A(9) = A(9)ls. @€ (S e
Die Abbildungen
(S e =5 O7(8 o, CO(T\ D)o, (P, 65 A(D). A(d)s Ald)-

sind stetig. Fiir die Randwerte gelten die Sokhotski-Plemelj-Formeln

A(@). — A(@)r =26 und  A(@)- + A(d)s — 2A(d) auf S,

Spéter im Beweis werden wir auch noch benétigen, dak A? = Tdeogr, ist und
A sich zu einem stetigen, linearen Operator L*(S")¢ — L*(S")¢ erweitern lakt.
Beweise fiir alle diese Aussagen findet man in [23].

Nun konnen wir Schritt (iii) der Beweisiibersicht vollziehen.

Satz 4.7. Es sei f auf einer Umgebung von & holomorph. Dann ist das Hil-
bertproblem (4.3) fiir jedes h € C”(¢,;S") léshar. Eine Lésung g ist durch die

Formeln

(4.17a) H(z) := exp(3A(Log(—/¥))) (=), 23X
(4.17h) G(z) = §H(2)- A= b/ (i " H) (2), zeC,
(4.17¢) g(z) =G (2)+ G (1/2), 2 €9,
(4.17d) () = f(=)d(2), 2€ 9.

gegeben.

Bew. Wie bereits erwiahnt, 16sen wir zunachst das Hilfsproblem
Finde g € 27°(Z) mit Re(vg) = h/|e > anf S'.

Die ersten drei Zeilen in (4.17) folgen dem in [24] dargestellten Losungsweg fiir
ein Hilbertproblem mit Index ().
Die Sokhotski-Plemelj-Formeln ergeben

s A(Log(—¢ /) — 5A(Log(—¢/¥))y = Log(—¢/¢),  auf S'.
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Wendet man auf diese Gleichung exp an, so erkennt man, dak H eine Losung des
homogenen Riemannproblems

YH_ +vHy =0 auf S'

ist.

Wir setzen zur Abkiitzung 6 == —h/ (|1 [*0Hy). Wegen exp(z) # 0 fiir alle
z € © besitzt Hy keine Nullstellen. FEs sei daran erinnert, dal wir §(z) = 0 fiir
z ¢ Trg(h) definiert hatten. Es ist daher § € C(S")¢. Auf S' ist dann

DG Gy = JOH AW+ HyA8)y) = Lo Hy(— AS)- + A(8)y)
=~ H 5= hf|e ]

Wegen 1/2 =%, z€ S"ist G (1/2) = G4 (2), z € S', und daraus folgt

Re(i6g) = Re(BG + BG) = Re(G + Gy )
— b/l

Also erfiillen die Randwerte von ¢
Re(7,9) = |or[* Re(@) = b anfS'. O

Wir verzichten jetzt auf die Voraussetzung, daf f in einer Umgebung von &
holomorph ist, und verlangen nur noch f € 72°(Z). Wie in (iv) der Beweisiiber-
sicht angekiindigt, definieren wir fiir 0 < r < 1

Fo(2) = f(rz), @7 = flst, @l = BS' (Flst), = 00/,

Die f, sind dann auf einer Umgebung von & holomorph und die ¢, daher analy-
tisch auf S'.

Die Funktion H in (4.17a) ist unabhéngig von der rechten Seite h. Es sei
H(r;z) == exp(A(ign)(2)), z€C, ¢ = g Log(—/i,),
die entsprechend zu f, gebildete Funktion. Nach (4.16) haben wir
(4.18) o (2) € o, m—1,], €S, 0<r<l.
Wir untersuchen zunichst die Konvergenz von H(r;-) fiir r — 1.

Lemma 4.8. Ist J C S'\ N(¢,;S") abgeschlossen und zusammenhingend, so
konvergieren die einseitigen Grenzwerte H(r;-)x|; in C(J)¢.
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Bew. Tst J C 8"\ N(g,;S") abgeschlossen und zusammenhingend, so gilt

(4.19) (/)| ;5 = (cpff)/cpgr) -cpgr)/cp,(f)ﬂj konvergiert fiir  — 1 in C™(J)q.

(r)

Fiir  hinreichend nahe bei 1 besitzen namlich die Funktionen c,off) und ¢}’ auf
J keine Nullstellen. Jetzt benutzt man, dal die Multiplikationsabbildung

C(y(j)@ X C(y(j)@ — C(y(j)@
und das Bilden der reziproken Funktion
{FeC"(Ne:F(z)40,ze = C(J)

stetige Operationen sind.

Weil auch die Anwendung glatter Funktionen C'%(.J)¢-konvergente Folgen wie-

der auf C(J)g-konvergente Folgen abbildet, folgert man
(4.20) é.| 7 konvergiert fiir r — 1 in C”(J)q.

Inshesondere konvergiert ¢, punktweise aukerhalb der Nullmenge N(¢,;S'). Aus
(4.18) und dem Lebesgueschen Konvergenzsatz schlieken wir

(4.21) &, konvergiert fiir r — 1 in L?(S")p, 1< p < oo.

Ist J wie in der Behauptung, so folgt die C”(.])@—Konvergenz von A(ig,)|s in-
dem man das Integral geeignet, aufspaltet. Dazu wihlen wirein J C S'\N(¢,;S"),
das J im Inneren enthilt, und eine reellwertige Funktion yi € C*(S') mit

Trg(x1) C J, v1 =0 undy; =1 auf einer Umgebung von J.

Setzt man y, = 1 — ya, so ist

A(idy) = A(ix19,) + A(ixa2¢r).

Weil ¢, noch C“-konvergent auf einer Umgebung von J ist, konvergiert 1,
und dann auch A(ix ¢, )q, fir 7 — 1 in C?(S")g. Die Dichten ya¢, des zweiten
Integrals verschwinden auf einer Umgebung von .J und konvergieren nach (4.21)
in L'(S"). Daher konvergiert A(iye¢,) fiir r — 1 gleichmifig inklusive aller
Ableitungen auf .J. Damit haben wir

A(ig,)|; konvergiert fiir r — 1 in C%(J)@

bewiesen.

Nach den Sokhotski-Plemlj-Formeln ist A(i¢,)+ = A(i¢,) Fid, aufl S'. Mit
(4.20) ergibt sich jetzt auch die C?(J)g-Konvergenz der einseitigen Grenzwerte
A(1d, )47 Weil die Anwendung von exp die C(J)e-Konvergenz erhilt, folgt die
Behauptung. O
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Die eigentliche Schwierigkeit in Teil (iv) der Beweisiibersicht ist der Nachweis,
dak die Randwerte H(r;-)x fiir » — 1 gleichmiRig L'(S")¢-beschrinkt sind.
Lieke sich A 7u einem Endomorphismus von L>(S") erweitern, so wire man
mit (4.18) sofort am Ziel. Es ist aber bekannt, dak A(¢) fiir stetige, aber nicht
Holder-stetige Dichten ¢ unbeschrankte Singularitdten haben kann. Inshesondere
ist also A(LM(SU) ¢ >(S"). Nach (4.21) konvergiert ¢,, und dann auch A(ig,)
und A(ig, )¢, in L?(S")q. Wir bendtigen also eine Aussage, dak die eventuell
vorhandenen Singularititen von lim,_; A(i¢,) in den Punkten aus N(p,;S') so

schwach sind, daR exp(A(i¢,)) fiir r — 1 noch L'(S")g-beschriankt bleibt. Dies

leistet der ndchste Satz. Der Beweis ist [30], Hilfssatz 2 entnommen.

Satz 4.9. Essei¢p € C°(S") mit ¢(z) € [9, 7—d] fiirallez € S' mit0 < 9 < 7/2.
Dann ist '
Jexp(AGEN 51 g1y, < AR 80 i .

Hierbei ist ||F||r,1(s1)q~ = 21—7_0% |F(t)|dt, F' € L'(S")¢ definiert, das heikt wir

verwenden das durch [, ds =1 normierte MaRk bei der Definition von ||-||;, (81)e-

Bew. Es ist klar, da es ausreicht, die Abschiatzung fiir ||exp(qg)||,11(s1) mit ¢ :=
Re(A(i¢)) 7u zeigen. ITm folgenden identifizieren wir Funktionen aus C(S")q mit
solchen aus C°(IR/27)¢ mittels der Parametrisierung ¢ v e'f.

Auf dem Einheitskreis hat der Cauchy-Integraloperator die Darstellung

A@) ) = - [ 29 g

m Jgr ( — =z

] 2

¢ :
— <cot ’ 5 + 7> &(r)dr, §€C(SYp, z =€
0

7)dr. Zusammen mit den

Daher ist A(i¢) = b+ icgllgr mit ¢y = 21—7_[0% o(
Formeln A? = Tdg, A(Tg1) = Tg und b= A(ig)—iIm(A(ig)) = A(id) —icyl g
folgt
Ao +id) = A(A(id) —icsls) + o +icsTs
=id+ ¢.
Aus den Sokhotski-Plemlj-Formeln folgt daher, dak die holomorphe Funktion

g(x) = —— [ HDHOC) Gt aGyig):), e

2m Jg (—=z

die Randwerte g_ = ¢ +id hat. Also ist 7 € () mit Randwerten 910 Die
Cauchysche Integralformel fiir diese Funktion ergibt

_ 2
(4.22) a0y _ 1 / e 96 _ 1 / B g
2m Jg ¢ 2r J,
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Geht man in dieser Gleichung zu den Imaginéarteilen iiber, so erhalt man

Tm(e?() L /0 e?T) sin(p(7)) dr.

pu— ﬁ‘
Natiirlich ist e?") > 0, und die Voraussetzung ¢(7) € [, 7 — o] impliziert
sin(é(7)) = sind > 0. Also gilt

) 1 2 o N
Tm(e?©) /sin ) > o /0 ) dr = |lexp quTﬂ(S% > 0.

Benutzt man auf der linken Seite noch die Abschatzung

2 _
T Jo

so folgt die Behauptung. O

Wir wollen noch zwei Bemerkungen zu diesem Satz anschliefen. Der Satz
bleibt richtig, wenn die Werte von ¢ in einem beliebigem Intervall mit einer
Linge echt kleiner m enthalten sind. Tst ¢(z) € 6 + [, 7 — 4] fiir alle z € S' und
ein § € [0, 2m), so multipliziert man die Gleichung (4.22) einfach mit ¢ und der
Beweis kann unverandert {ibernommen werden.

Ist 1 < p < w/(m—29) soist auch noch das Intervall [pi, p(m — )] echt kleiner

7. Ganz analog zu (4.22) leitet man die Formel

] 2

pg(0) o(r)+ipd(7) g

€ e’ T

o g

her. Verfahrt man jetzt genau wie im obigem Beweis weiter, so erhidlt man eine
Abschatzung |
||e>qo(A(7ﬁgb))||W(S1)qw < CelRealioNlln sy

mit einer nur von ¢ abhéngigen Konstante C' > 0. Zusammen mit der Bemerkung
am Fnde des Beweises von Lemma 4.4 kann man damit zeigen, daf die Dichtheits-
aussage aus Satz 4.1 sogar in LP(dD), p < p* mit einem nur von a abhingigem
1 < p* < 2 richtig ist. Weil dies fiir den Beweis von Korollar 4.2 nicht beno-
tigt wurde, haben wir auf die Formulierung dieses etwas stiarkeren Frgebnisses in
Satz 4.1 verzichtet.

Jetzt ist es leicht, die angekiindigte Beschrianktheit von Hy zu beweisen.

Korollar 4.10. Die Randwerte H(r;-)+ sind fiir r — 1 gleichmiifig in L'(S")¢
beschréankt

Bew. Aus Satz 4.9 erhalten wir mit (4.18)

(4.23) V) gy < PR fgin g,
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In (4.21) hatten wir bereits gezeigt, daR ¢,, also auch A (i, ), fiirr — 1in L*(S")@
konvergiert. Weil L?-Konvergenz auf Kompakta stirker als L'-Konvergenz ist,
konvergiert die rechte Seite in (4.23) fiir » — 1. Somit ist H(r;-)|g fiir r — 1
L'(S")¢-beschrinkt. Weil die ¢, reellwertig sind, folgt die Behauptung jetzt aus

H(r;)e = exp(Alion) Fiy) = H(r;)lse™ anf S O

Es sei jetzt h € C¥(¢q;S') gegeben. Fs sei J € S'\ N(p,;S') abgeschlossen
und zusammenhangend mit Trg(h) C J. Wir hatten bereits in der Beweisiiber-
sicht argumentiert, daf h € C(’(cpff); S') fiir r hinreichend nahe bei 1 gilt. Wir de-
finieren fiir diese r die Funktionen G(r;-), g- und g, indem wir in (4.17b) (4.17¢)
@, und ¢y durch c,off) beziehungsweise c,ogr) ersetzen. Die L' -Beschranktkeit der
g-|g1 ist nun einfach nachzupriifen.

Setzen wir zur Abkiirzung

8= —h (P Hiry ) ) = ) (0 H (r5)4),

so konvergiert ¢, fiir r — 1 in C°(S")p. Aus Lemma 4.8 folgt namlich, daR

Lp,(f)cpgr)lv-f(r; )+ noch C”-konvergent auf einer Umgebung des Tragers von h ist.

Da wir 4, aukerhalb des Tragers durch 0 fortgesetzt hatten, folgt die behaupte-
te Konvergenz von §,. Also konvergiert auch A(4,) in C(S")q. Die einseitigen
Grenzwerte von G/(r;-) sind gegeben durch

Glriz)e = LH(ri2)e - (AG)(2) F 6.(2), 2 €S,
Wegen
Ry < TF sl 2l s Foe LNSYe, Fre 17(SY)e,

sind die G(r;)1|g also L'(S")q-beschrankt fiir r — 1.
Aus

.éT|S1 = G(T; ')*|S1 + G(T; ')_|_|S1 und g, = f,g»
liest man jetzt direkt ab, dak g,.|s1 und g.|g fiir r = 1 in L'(S")e-beschrankt
sind.
Nach den Bemerkungen in (iv) der Beweisiibersicht ist damit Satz 4.1 voll-
standig bewiesen.

4.1.3 Literaturiibersicht

Der Satz 3.5 ist in [4] aus der schwachen Formulierung des Randwertproblems
ohne die Charakterisierung der Gebietsableitung hergeleitet worden. In [5] ist
dieser Satz auf Gebiete mit stiickweise glattem Rand erweitert worden. Leider
ist er im letztgenannten Text nicht richtig formuliert. In diesen beiden Arbeiten
ist auch die Injektivitat der Gebietsableitung untersucht worden. Im ersten Text
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wird . L*(D,a,I; 7) # 0 gezeigt, falls die Normalenkomponente von 7 auf ganz
AD positiv beziehungsweise negativ ist. Auferdem wird gezeigt, dafl die Ablei-
tung nicht verschwindet, wenn die Normalenkomponente von 7 auf einer offenen
Teilmenge von @1, aber nicht auf ganz 91, verschwindet. Beide Aussagen lassen
sich ohne Betrachtung des Hilbertproblems (4.3) gewinnen. Inshesondere gelten
diese Aussagen auch im dreidimensionalen Fall. Fiir die weiteren Untersuchungen
beschréinken sich beide Texte auf den R? und eine analytische Randkurve 9.
Aus den allgemeinen Regularititsaussagen fiir elliptische partielle Differential-
gleichungen folgt dann, daf sich das Potential v harmonisch in eine Umgebung
von D) fortsetzen 1akt. Der Gradient von u_ besitzt daher hochstens endlich viele
Nullstellen auf @D. In [4] wird vorgeschlagen, dafk Problem der Nullstellen von ¢,
dadurch zu umgehen, dak man ein geeignetes Hilfsproblem, ndmlich das Hilbert-
problem mit dem modifiziertem Koeffizienten o, /|¢.|, betrachtet. Kann man die
Losbarkeit dieses Problems fiir jede Inhomogenitat A € C*(dD) nachweisen, so
l1akt sich immer noch die Injektivitdt von .Z*(D,a, I;-) ableiten. Statt der Null-
Schwierigkeiten. Auch

stellen von @, bereiten jetzt die Unstetigkeiten von ¢, /|¢,
fiir das Hilbertproblem mit unstetigem Koeffizienten existiert eine Losungstheo-
rie, aber ein Schluf wie in (4.4) auf den Index des Hilbertproblems lakt sich nicht
auf o, /|e.| ibertragen. Daher ist die Losbarkeit des Hilfsproblems bei gegebener
Inhomogenitat im allgemeinen nicht gesichert. In [4| erhdlt man auf diesem Weg
noch die Aussage, dal der Kern von .£*(D,a, I;-) endlichdimensional ist.

In der Gleichung (4.4) ist benutzt worden, daf fiir eine in © holomorphe
Funktion f mit nullstellenfreien Randwerten der Index von f|aq gleich der Anzahl
der Nullstellen von f in D ist. In [5] wird fiir eine analytische Randkurve 9D
gezeigt, dal sich diese Beziehung auf die stiickweise holomorphe Funktion f, mit

— Vuy, aufQ\ D
{ * \ . u=ZL(xap+axn; )

fu= Vu_, auf D

ibertragen 1akt. Falls Ind(f,]sq) = 0 gilt, folgt dann Vuy £ 0in Q\ D, ¢, #0
auf 3D und mit (4.4) die Injektivitdt von . Z*(D,a, I;-). Um Ind(f,]s0) = 0 zu
sichern, wird zunéchst ein Transmissionsproblem zu 1) mit geeignet vorgeschrie-
benen Dirichlet-Randdaten auf 9Q gelost. Die Neumann-Randdaten der Losung
auf 99 werden dann als Einspeisestrom benutzt. Um eine geeignete Einspeisung
7zu bestimmen, mufs man also schon Informationen iiber 1) besitzen, aber im-
merhin nur solche, die sich durch Messungen auf dem Rand 99 ergeben. Als
allgemeine Aussage ergibt sich aber lediglich, daf bei gegebenem 1) eine von 7
unabhéngige Einspeisungen [ existiert, so dak £*(D,a, I;-) injektiv ist.

In [29] wird diese Idee weiter ausgebaut und gezeigt, dak fiir gewisse Kin-
speisungen Vuy # 0 in Q unabhéngig vom Gebiet D sichergestellt werden kann.
Fiir solche Einspeisungen wird ein lokales Eindeutigkeitsergebnis fiir das inverse
Problem bewiesen. Nach dem obigen Schluf folgt fiir diese Finspeisungen auch
die Injektivitat der Gebietsableitung bei jedem Gebiet D.
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In [2] werden die Ergebnisse der letztgenannten Arbeit auf eine etwas grokere
Klasse von Einspeisungen und C'"*-glatt berandetes D verallgemeinert.
Gobale Eindeutigkeitsaussagen fiir spezielle Gebiete, zum Beispiel Polygone

und Kreise, findet man in [12], [20].
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4.2 Ein negatives Resultat fiir ein vereinfachtes Problem

Es seien wieder Q. D C R? offen, beschrankt und C?-glatt berandet, 1 C Q und
[ € C(09). Q sei einfach zusammenhangend. In (3.25) hatten wir den Operator
Z4(D; 1) durch Linearisierung beziiglich der Leitfahigkeit definiert. Fs sei

up = L(D; 7).

Fiir a nahe bei 1 kénnen wir das Potential £ (D a; ) nach (3.21) durch u; +
(a — T)u), approximieren. Da uy aus [ und Q berechenbar ist und wir a wieder
als bekannt voraussetzen, lautet das zugehorige inverse Problem

(4.24) Bestimme D aus dem Randpotential u,|aq.

Wir werden zeigen, daf dieses Problem fiir gewisse Finspeisungen dquivalent
zum inversen Quellproblem ist. Dieses Problem besteht darin, ein beschranktes
Gebiet I/ C R? zu rekonstruieren, wenn sein Newton-Potential

(4.25) vp(x) = / O(x,y)dy (P Grundlosung des Laplace-Operators),
JEB

auf einer Teilmenge der unbeschrinkten Zusammenhangskomponente von R?\ ¥/
bekannt ist.

Ahnlich wie das in Satz 3.6 fiir die Gebietsableitung geschehen ist, formulieren
wir zundchst die Eindeutigkeitsaussage um. Fiir eine offene Menge [/ C R? sei

DU = {feCU): Af =0}

Satz 4.11. Es seien Dy, Dy offen und C?*-glatt berandet mit Dy, Dy C Q. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent.

(i) Es gilt U, lag = 7/,',72|9Q.

(i1) Es existiert eine einfach zusammenhingende Umgebung U von Dy U Dy,

U CQ, so dak

(4.26) Ywe 2(U) : / (Vw,Vur)dr = / (Vw,Vur)der.
J D

.DQ

(iii) Die Gleichung (4.26) gilt fiir jedes w, das auf einer einfach zusammenhén-
genden Umgebung von Dy U Dy harmonisch ist.

Bew. Fs sei U eine offene, beschrinkte, einfach zusammenhingende und C?-glatt

berandete Obermenge von DU Dy mit U C Q. Es sei G die durch (3.22) definierte
Greensche Funktion von Q. Fiir ¢ € C(AU) definieren wir das Einzelschichtpo-
tential

(4.27) wy(x) = ./9[] G, y)e(y) ds(y).
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Dann ist fiir 7 = 1,2

/D (Vwy, Vur) de = /D <./81J V.G, y)e(y) ds(”’v“”(”’)> A

2 2

-/8U </D <VT,G(.77, y), V7/,7(r1:)> (]7‘) . 99(,1/) ds(y)

Aus G(z,y) = G(y,x) und der Darstellung (3.23) von up, folgt

(4.28) / (Vwy, Vur)ydr = — / 7/,',7799 ds, j=1,2.
Jn ‘

; Joaur

Es sei (i) erfiillt. Wir zeigen (iii). Fs sei w auf einer einfach zusammenhéngen-
den Umgebung U von Dy U Dy harmonisch. Indem wir U eventuell verkleinern
diirfen wir annehmen, dak U einen C'*-glatten Rand hat und U C Q, w € C'"'(U)
gilt. Aus (i) und (()71,1177/(()1/ = 0 auf 09 folgt u), lorr = 7/,',72|9U aus dem Holmgren-
schen Eindeutigkeitssatz, denn dU liegt ganz in der Zusammenhangskomponente
von Q\ (DU Dy), die 99 enthélt. Hier geht ein, dak U einfach zusammenhéngend
ist. Kann man zeigen, daft Vi = Vw, mit einem geeigneten ¢ € C(AU) gilt, so
folgt die Behauptung aus (4.28). Es ist bekannt, dak sich das innere Neumann-
sche Randwertproblem des Laplace-Operators zu den Randdaten dw/dv auf oU
durch ein Einzelschichtpotential 16sen lakt. Weil sich @ und ' blof um eine in
Q x Q) analytische Funktion voneinander unterscheiden, kann man bei der Losung
des Neumannproblems auch ® durch G ersetzen. Daher existiert ¢ € C'(9QU) mit
Ow,/0v = dw/dv auf AU. Aus der Findeutigkeit des Neumann-Problems folgt
jetzt, dal w und w, sich nur durch eine additive Konstante unterscheiden. Die

Gradienten von w und w, stimmen also iiberein.
Ist (i1) erfiillt, so gilt (4.26) insbesondere fiir U = Q. Fiir alle ¢ € C(99) ist
daher nach (4.28)

' / _
/ (up, —up,)pds =0,
Jag
. . ! _ !
und somit ist uy s = v, |a. =

Eine dhnliche Aussage ldft sich auch fiir das inverse Quellproblem machen.

Satz 4.12. Es seien F,, Fy C R? offen, beschrinkt und C*-glatt berandet. Dann
sind die folgenden Ausagen dquivalent.

(i) Esist vg, = vp, auf der unbeschrinkten Zusammenhangskomponente von

R*\ (K1 U Ey).
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(i1) FEs existiert eine beschriankte, einfach zusammenhéngende Umgebung U von

Iy U Fy, so dak

(4.29) Ywe 2(U) : / wdr = / wdr.
J F J oy

(iii) Die Gleichung (4.29) gilt fiir jedes w, das auf einer einfach zusammenhén-
genden Umgebung von Ky U Ey harmonisch ist.

Bew. Ist U eine C'*-glatt herandete, offene, einfach zusammenhingende Umge-

bung von F; U Fy, so definieren wir fiir ¢ € C(9U)

wy(x) = ./m]q')(mjy)cp(m,y) ds(y).

Genau wie im Beweis des vorhergehenden Satzes beweist man fiir j = 1,2

/ wy,dr = / v, ds.
JE Jaur

7

Der Beweis verlauft jetzt genauso wie der von Satz 4.11. O

Jetzt kénnen wir die Aquivalenz der beiden inversen Probleme zeigen. Wir
benutzen wie in Abschnitt 4.1 die Identifizierung R? ~ (. Zu jedem wu; gibt es
eine in £ holomorphe Funktion ¢ mit Re(¢) = u; und ¢ ist durch w; bis auf eine
rein imaginare, additive Konstante eindeutig bestimmt.

Satz 4.13. Es sei ¢ € 7(Q) mit Re(d) = uy, ¢(Q) C R? sei offen und ¢ : Q —
&(Q) sei ein reeller Diffeomorphismus. Es seien Dy, Dy offen, C?-glatt berandet
mit Dy, Dy C Q. Setzt man F; :== ¢(D;), 7 = 1,2, so sind die folgenden Aussagen

dquivalent.
(i) Es gilt 7/,',71 lag = 7t';72|8§2~

(i1) Es gilt vy, = vg, auf der unbeschrankten Zusammenhangskomponente von

R*\ (Fi U Ey).

Bew. Es sei U eine offene, einfach zusammenhingende Umgebung von Dy U Ds.
Nach Satz 4.11 ist (i) aquivalent zu

(4.30) Ywe 2(U) : / (Vw,Vur)dr = / (Vw,Vur).

Jn, J D,

Es seien f,;, fu, die holomorphen Funktionen mit f,~~ Vu; und f, ~ V.

Durchlauft w alle Funktionen in 22(U), so durchlauft f, alle Funktionen in
22 (U). Daher ist (4.30) aquivalent zu

(4.31) Ve (U): / Re(?ui.f) dv = / Re(?uif) dzx.

.. D‘I .. D2
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Weil ¢ nach Voraussetzung ein Diffeomorphismus ist, ist det D¢ = |Vuf|2 + 0.
Daher ist die Abbildung f +— f,, - [ eine Bijektion von .27 (U) auf sich selbst. Fr-
setzt man in (4.31) f durch ff,,, so ist diese Gleichung, wegen |f,.|° = [Vur|* =
det Do, dquivalent zu

(4.32) Ve (U): / Re(f)det Dopdx = / Re(f)det Do dz.

.. D‘I .. D2

Es sei [NJM:: #(U). Da ¢ holomorph ist, ist ¢~ ' ebenfalls holomorph und daher
¢ H(U) = 7U), f— [odeine Bijektion. Somit ist (4.32) dquivalent zu

(4.33) er.%”(f]):/ Re(f o ¢) det ngdm—/ Re(f o ¢)det D da.

.. D‘I .. D2

Benutzt man jetzt auf beiden Seiten die Transformationsformel, so ist (4.33)
schlieflich dquivalent zu

(4.34) Ve A (U): / Re(f)dz = / Re(f) da.

JF J Fo

Nun ist {7 einfach zusammenhingend und daher

{Re(f): fe#(U)y=2().
Nach Satz 4.12 ist die Gleichung (4.34) also dquivalent zu (ii). O

In der Praxis wir der Strom [ oft durch Elektrodenpaare eingespeist, de-
ren OQberfliche im Verhiltnis zu 9§ klein ist. Solche Einspeisestrome lassen sich
durch Punkteinspeisungen gut approximieren. Ist © = & der Einheitskreis, so
ist das Potential u; bei Einspeisung in den Punkten py,ps € S', p1 # py bis auf
Normierung gegeben durch

1 1
(4.35) 7/,(,1)(.7:) = In —1

n 9
|f’7*P1| |'”’7*P2|

r € 9.

Liegen die Elektroden dicht beisammen, so ist auch die Dipoleinspeisung

<'77 ~ Ps, T@(p3)>

2 9
|7 — pal

(4.36) 7/,(,2)(.7:) = ps €S, €D

eine akzeptable Ndherung. Wir wollen iiberpriifen, daf fiir diese Einspeisungen
die Voraussetzungen von Satz 4.13 erfiillt sind.

Fine einfache Rechnung zeigt, dak fiit p = ¢ € S' die Abbildung

2 (2 —p)
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den Finheitskreis biholomorph auf die Halbebene
Hy := {¢ € € :Re(Ce?) < —1/2}
abbildet. Die inverse Abbildung ist durch ¢ — (p¢ +1)/¢ gegeben. Aus
Tz —ps) = (z—pa)/|x —ps|’s z:i=a14izs und 7o(ps) = ips

folgt fiir die Dipoleinspeisung

7/,(,2)(2) = Re <¢(2)(Z)>7 qb(Q) — ip3

z—ps

Nach dem gerade gesagten ist klar, dak ) die Kreisscheibe diffeomorph auf
P Z) abbildet.

Ist py = €1, py = €% so ist offensichtlich, dak wir stets einen Halbstrahl gy :=
{te” t > 0} finden kénnen, der auferhalb des Abschlufes von Hy, U Hj, liegt.

Schlitzt man die komplexe Ebene entlang ¢y auf und wahlt einen zugehdrigen
komplexen Logarithmus log, so ist

1 1
— log

() = Re (6)(2)),  ¢)(2) == log — —
=M Z = P2

Ist ¢V (21) = ¢(V(2y), 21,25 € Z, 50 folgt durch Anwendung von exp

21— P2 22— P2

21— ™ 22*P1.
Die Abbildung z — (2 —p2)/(2—p1), 2 # p1 hat die Inverse ( — (a(+3)/(v(+4),
VWA F 0 mit o= —pi/(p2 =), B = p2/(p2 = p1). v := —1/(p2 — ),
1

§ = 1/(pa — p1). Aus der obigen Gleichung folgt also die Tnjektivitit von ¢!
auf 7. Fine holomorphe Abbildung einer offenen Menge in € ist genau dann
reguléar, wenn sie lokal injektiv ist (siehe zum Beispiel [11], Kapitel VI, Folgerung
7u Satz 7.2). Also ist ¢(1) regulir und bildet 2 diffeomorph auf ¢("(2) ab.

Nachdem wir in Abschnitt 4.1 zeigen konnten, dafs die Gebietsableitungen fiir
einfach zusammenhingende Gebiete injektiv sind, ist es naheliegend zu fragen, ob
wir einen globalen Findeutigkeitssatz fiir zusammenhéangende und einfach zusam-
menhidngende Gebiete beweisen kénnen. Fiir das inverse Quellproblem existiert
das folgende Gegenbeispiel (aus [19]), das sich am einfachsten an einigen Bildern
erkldaren 1aft.

Wegen Satz 4.12 und der Mittelwerteigenschaft fiir harmonische Funktionen
ist klar, dals eine Kreisscheibe und ein Torus mit gleichem Fliacheninhalt und
gleichem Schwerpunkt ein identisch duferes Newton-Potential erzeugen. Wahlt
man reelle Zahlen &, § mit 0 < § — 1 <e < 1/2, 6% = (1 +&)? — &% und definiert
man Mengen

Y= RK(e)UT(—=1;6,14¢), Y=K(=l;e)UT(1;0,1+¢),



Ein negatives Resultat fiir ein vereinfachtes Problem 55

mit K(zo;r):={z€ C:|z — z| < r},
und  T'(zg;ri,m):={z€ C:ry < |z — 20| < 1o},

so ist daher vy, = vy, auf G:=R*\ (K(—1;1+e)UK(1;1 +¢)).

w‘ ‘w
21 22
Wir definieren Mengen 1y, Dy C € durch die schattierten Gebiete in der folgen-
den Abbildung.

Aus der Definition (4.25) ist unmittelbar ersichtlich, dak vp, = vp, auf G genau
dann gilt, wenn auch vp,\p, = vp,\p, ist. Aus Dy \ Dy = 3\ ¥y und Dy \ Dy =
Yo \ Xy folgt jetzt vp, = vp, auf G.

(Do) (o)

D]\D2:E1\22 DQ\D1:22\21

Den Bildern entnimt man, daf Dy und Dy einfach zusammenhéngend sind.
Es ist bereitet keine Schwierigkeiten den Beweis des Satzes 4.13 auf Gebie-
te mit Fcken zu {ibertragen, so daf man hieraus auch ein Gegebeispiel fiir das

Problem (4.24) erhilt.
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Dieses Gegenbeispiel legt die Vermutung nahe, daf fiir die Eindeutigkeit noch
zu fordern wire, dak R?\ (Dy U Dy) zusammenhingend ist. Ein entsprechender
Beweis ist aber nicht bekannt. In [19] findet man einen Eindeutigkeitsbeweis fiir
Gebiete, die sternformig beziiglich ihres Schwerpunktes sind. Leider geht diese
Figenschaft bei der Riicktransformation durch ¢=', ¢ wie in Satz 4.13, verloren.
Fiir unser urspriingliches Problem erhélt man, daf Dy = D, aus 7/,',71 lag = 7/,',71 laq
folgt, falls die transformierten Gebiete ¢(D;), 1 = 1,2, sternformig beziiglich ihres
Schwerpunktes sind. Dieses Kriterium ist aber wenig anschaulich und daher nicht

wirklich befriedigend.
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In diesem Abschnitt werden numerische Verfahren zur Losung des inversen Pro-
blems vorgestellt und mit synthetischen und gemessenen Daten erprobt. Bei den
gemessenen Daten handelt es sich um Aufnahmen am menschlichen Thorax aus
der medizinischen Anwendung der Impedanztomographie. Wir erldutern zunéchst
die Datenaufnahme des Impedanztomographen, von dem die Mefidaten stammen,
und gehen auf einige Details der Modellierung des direkten Problems in den Al-
gorithmen ein. Anschliefend werden die Verfahren beschrieben und die aus den
Testdaten erzeugten Bilder prisentiert.

5.1 Datenaufnahme und Modellierung

Die in dieser Arbeit zur Erprobung der Rekonstruktionsverfahren verwendeten
Mefidaten stammen von einem Impedanztomographen mit 16 Elektroden. Die
Stromeinspeisung erfolgt jeweils durch ein Paar benachbarter Flektroden. Aus
technischen Griinden koénnen die stromfithrenden Elektroden nicht zur Span-
nungsmessung verwendet werden. Dies fiithrt zu 14 linear unabhédngigen Stro-
meinspeisungen und 104 Spannungswerten. Die Zuordnung der Mefidaten zu den
einspeisenden- beziehungweise spannungsmessenden Elektroden zeigt die folgen-

de Tafel.

T\V 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1 T 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13
2 T 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26
3 T 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 37 38
4 T 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49
5 T 50 51 52 53 54 55 56 57 58 59
6 T 60 61 62 63 64 65 66 67 68
7 T 69 70 71 72 73 74 75 76
8 T 77 78 79 &0 &1 82 83
9 T 84 &5 &6 87 88 89
10 T 90 a1 92 93 94
11 T 95 96 7 98
12 T 99 100 101
13 T 102 103
14 T 104

Das Datum in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte in der Tafel ist der Spannungs-
wert zwischen Elektrode j und 7 + 1 (beziechungsweise 16 und 1, falls j = 16)
bei Stromeinspeisung zwischen den Elektroden 7 und 7 4+ 1. Das stromfiihren-
de Elektrodenpaar ist durch ein " gekennzeichnet. Bei Spannungswerten, die
nicht gemessen werden konnen, weil eine der Elektroden des Paares zur Strom-

Y

einspeisung benutzt wird, ist ein in der Tafel eingetragen. Die unterhalb der
Diagonalen befindlichen Spannungswerte liefern aufgrund der Reziprozitat keine
neuen Informationen und werden deshalb nicht gemessen.

Bei der numerischen Implementierung des direkten Problems ist natiirlich
eine moglichst groke Ubereinstimmung zwischen mathematischer Modellierung
und tatsidchlicher Messung wiinschenswert. Wir werden verschiedene Annahmen
machen, die bei der Datenaufnahme in der Praxis verletzt sind. Die wichtigsten

sind in der folgenden Liste mit einer kurzen Begriindung zusammengestellt.
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(a) Es wird der zweidimensionale Fall © € R? zur Berechnung des Vorwirts-

abbildung herangezogen. Dies dient im wesentlichen der Vereinfachung des
Losers fiir das direkte Problem (1.1).

(b) Wir werden voraussetzen, daf € eine Kreisscheibe ist und die Elektroden
auf 00 dquidistant verteilt sind. Bei den angestrebten Anwendungen in der
Medizin ist eine genaue Bestimmung der Randkurve 9Q und der Elektro-
denpositionen mit inakzeptablem Aufwand verbunden, so dafs diese Daten
fiir die Bilderzeugung nicht zur Verfiigung stehen.

(¢) Das Randwertproblem (1.1) modelliert den Fall einer isotropen Leitfahig-
keit, wihrend die Leitfahigkeiten von Koérpergeweben in der Regel nicht
isotrop sind. In [25] ist gezeigt, dak eine nichtisotrope Leitfahigkeit durch
ihre Neumann-Dirichlet-Abbildung nicht eindeutig bestimmt ist.

(d) Die Modellierung der Stromeinspeisung durch die Vorgabe der Neumann-
Randwerte ist in der Ndhe der stromfiihrenden Elektroden ungenau. Bessere
Modelle sind erheblich komplizierter (siehe [26]) und benotigen eventuell
genaue Kenntnis der Charakteristika der verwendeten Elektroden.

Bei Verwendung eines derartig vereinfachten Modells ist es nicht méglich, aus
gemessenen Daten die absoluten Leitfadhigkeiten in akzeptabler Qualitat zu rekon-
struieren. Zur Bilderzeugung verwendet man daher nach einer Idee von Barber
und Brown [3] zwei Datensétze. Nach der ersten Messung wird eine Verdnderung
der Leitfahigkeit im 7zu untersuchenden Objekt abgewartet und dann der zweite
Datensatz aufgenommen. Anschliekend werden die relativen Spannungsidnderun-
gen als Ausgangsdaten fiir die Rekonstruktion der relativen Leitfahigkeitsénde-

)

rungen im Objekt verwendet. Sind zwei Paare von Leitfahigkeitsverteilungen o ¢,

(2) 5(2)

o und o ‘s
re

mit identischer relativer Leitfahigkeitsdnderung

QD I L) ¢ R )

ref ref
(5.1) (M o (2)

a

ref ref

gegeben, so werden die zugehorigen relativen Spannungsidnderungen im allgemei-
nen voneinander verschieden sein. Um zu gewéhrleisten, daft aus Leitfahigkeits-
paaren mit (5.1) auch identische relative Spannungsdnderungen resultieren, wird
in den Rekonstruktionsalgorithmen zusétzlich angenommen, daf die Leitfahig-
keit in € bei der ersten Messung o..¢ konstant gewesen ist. Zur Modellierung des
Vorwartsproblems wird die Normierung o.os = 1 verwendet. Setzt man die Leit-
fahigkeit bei der zweiten Messung als 0 = 1 4+ 05, 05 € L>(2), —1 < 05 an, so
ist o5 gerade die relative Leitfahigkeitsdnderung zwischen den beiden Messungen.
Bezeichnet man den Vektor der 104 relativen Spannungsidnderungen mit wvs, so
erhdlt man eine modifizierte Vorwértsabbildung

v; — (Vref)

=1,....104.
(Vref )

T
o5+ 5 = (Vs1y-- ,Vs004) , Vs =
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Da die Spannungen linear von der Stromstérke abhangen, hat diese keinen Einfluf
auf die relativen Spannungsénderungen. Auferdem kann man annehmen, daf die
Léngeneinheit so gewdhlt ist, daf  die Einheitskreisscheibe &7 ist.

Die geschilderte Vorgehensweise ist natiirlich nur dann sinnvoll, wenn sich
die Leitfahigkeiten im Objekt auch wirklich &ndern. Bei den Anwendung in der
medizinischen Diagnostik, zum Beispiel der Beobachtung der Lungentétigkeit, ist

dies hiufig der Fall.

5.2 Beschreibung der Verfahren

Wir geben zunéchst Beschreibungen der Verfahren, die zur Losung des inversen
Problems inplementiert worden sind. Fiir alle Verfahren werden zunéchst numeri-
sche Methoden zur Losung von (1.1) benotigt. Aus diesen erhalt man unmittelbar

eine Abbildung
Foyx—=R"Y o5 vs.

Hier bezeichnet ¥ einen geeigneten Parameterraum, durch den die Leitfahigkeits-
anderungen beschrieben sind. Sind Spannungsanderungen vs = (vs1,. . . 77)5’104)T
gegeben, so wird die relative Anderungen der Leitfahigkeit als Losung einer Mi-
nimierungsaufgabe

(5.2) min || F(a5) - vsl|* M (os), k=12
as€

bestimmt. Hierbei ist ||.|| eine Norm, .J ein Strafterm, der der Regularisierung des
Problems dient, und A ein positiver, reeller Regularisierungsparameter. Mit Aus-
nahme des in Abschnitt 5.2.2 geschilderten Verfahrens wird ||-]| die £5-Norm und
k = 2 sein. Wir werden dann zur Losung von (5.2) Newton-Methoden verwenden.

Allen hier vorgestellten Verfahren werden iterative Methoden zur Losung der
Minimierungsaufgabe (5.2) zugrunde liegen. Es sind daher auch geeignete Ab-
bruchkriterien fiir die Verfahren anzugeben. Bei Aufgaben dieser Art, bietet es
sich an, das Verfahren abzubrechen, wenn || F(o5) — vs]| kleiner als der Mek-
fehler wird. Leider sind fiir den zur Messung verwendeten Tomographen keine
Abschatzungen der Mefsfehler bekannt. Auch kann es bei realen Messungen, zum
Beispiel aufgrund schlecht anliegender Elektroden, vorkommen, dafs einige Mes-
sungen im Datensatz unbrauchbar sind. Der Fehler bei diesen Messungen wird
dann immer grofer als der Meffehler sein. Fs ist daher versucht worden, das
Verfahren abzubrechen, wenn die Norm des Gradient des Fehlerfunktionals (5.2)
unterhalb eines geeignet klein gewdhlten ¢ > 0 wird. Es war aber in keinem der
hier vorgestellten Verfahren méglich, ¢ so zu wahlen, daf bei die Verfahren bei
allen Testdaten weder zu lange iterieren noch zu frithzeitig abbrechen. In den nu-
merischen Experimenten haben wir daher die Iteration per Augenschein verfolgt
und abgebrochen, wenn bei der Tteration keine wesentliche Anderung im Bild
mehr erkennbar war.
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Weil die Konvergenz der Loser fiir die direkten Probleme jeweils aus Stan-
dardaussagen folgt, werden wir hierauf nicht weiter eingehen. Konvergenzbeweise
fiir die vorgestellten Methoden zur Losung der inversen Probleme sind nicht ge-
lungen.

5.2.1 Ein Tikhonov-regularisiertes Newton-Verfahren

Bei dem ersten Verfahren wird die Finite-Elemente-Methode, im folgenden FEM
genannt, zur numerischen Losung des Vorwértsproblems verwendet. Wir erléu-
tern zundchst einige Details der verwendeten FEM. Weil wir dabei dem bekannten
Standard folgen, werden wir nur kurz auf die Wahl des Gitters und die verwen-
deten Ansatzraume fiir das Potential und die Leitfadhigkeit eingehen.

Fiir die Gitterzerlegung bietet es sich an, die Kreisscheibe durch Polarkoor-
dinatentransformation auf ein Rechteck abzubilden und dieses dann in kleinere
Rechtecke zu unterteilen. Da die starksten Schwankungen des Potentials in der
Néhe der stromfiihrenden Elektroden zu erwarten sind, sollte die Gitteruntertei-
lung nahe des Randes feiner als nahe der Kreismitte sein. Die Unterteilung erfolgt
daher in Gebiete der Form

F; i :={(r cos §,rsin 9)T cR?: % <r< %, 2#% <f < 2##}7
7 =1

seeeon, g =1,000my, my <Kmg < oo KMy,

Um die auf dieser Zerlegung beruhende FEM einfach zu halten, haben wir stets
m; = m;_; oder m; = 2m;_; gewihlt.

Die nebenstehende Abbildung zeigt
das zur Losung des direkten Problems
verwendete Gitter. Fs besteht aus 1532
Elementen. Fiir die Leitfahigkeiten set-
zen wir den Raum 3 der iiber jedem Ele-
ment konstanten Funktionen an. Weil die
Oberflache der Elektroden im Verhalt-
nis zum betrachten Objekt in der Re-

gel klein ist, wird angenommen, daf sich
jede Elektrode iiber die Aufenkante ei-
nes Randelementes erstreckt. Der Strom
wird als konstant iiber die Elektrodeno-

berfliche angesetzt. 7Zu dem Gitter defi-
niert man den endlichddimensionalen Raum V' derjenigen stetigen Funktionen
auf Q. deren Einschréankungen auf jedes Element in r und # affin bilinear sind.
Frsetzt man jetzt in der schwachen Formulierung (2.2") den Raum H'(§) durch
V', so erhdlt man ein endlichdimesionales Gleichungssystem, das bei Wahl einer
geeigneten Basis von V diinn besetzt ist. Zur Berechnung der Vorwéartsabbildung
ist fiir jede der 14 Einspeisungen ein Gleichungssystem zu losen. Da die Koeffizi-
entenmatrix nicht von der Einspeisung abhéangt, sind bei der Implementierung die
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in [14] dargestellten direkten Methoden den iterativen Verfahren zur Losung des
Systems vorzuziehen. Die Spannungswerte werden als Differenz der Mittelwerte
des Potentials iiber die beiden Elektrodenoberflichen berechnet. Die Ableitun-
gen der Spannungen nach den Leitfahigkeitswerten der Gitterelemente werden,
wie in Abschnitt 2.3 erlautert, mit der Formel (2.14) ohne erneutes Losen eines
Gleichungssystems berechnet.

Bei der Tikhonov-Regularisierung wird fiir den Strafterm .J in (5.2) die L?(Q)-
Norm von g5 verwendet. Eine Finfithrung in das allgemeine Konzept der Tikho-
nov-Regularisierung findet man in [23]. Die Berechnung von a; erfolgt durch
[osung des Minimierungsproblems

104

. 1 Ao
(5.3) min F\(05),  Fa(os) = = Z(m(ag) —vs.)? + §||05||,12(Q).

05EY 2 4
=1

Schliefslich beschreiben wir noch das Newton-Verfahren, das zur numerischen
Losung von (5.3) verwendet wurde. Es seien Fq, ..., Fx, N = dim(3) die Fle-
mente des Gitters der FEM. Eine 1.?(Q)-orthonormale Basis von ¥ ist dann durch
(e1,...,en) mit

=1 N

PURETRPIY

_ 1
— mXﬁm

gegeben. Der Gradient und die Hessische Matrix von Fy bei a5 = > o5e; sind
gegeben durch

54 Voo =3 {3 (e i) — ) +donafe
(5:5) V*Fa(os) = i (3 (Liton P+ 200y 5

Hier ist d; das Kronecker-Delta-Symbol und e, @ ¢; die Matrix, die in der k-ten
Zeile, I-ten Spalte eine 1 und sonst nur Nullen enthélt. Ist o5 eine gegebene
Néherung an die Losung von (5.3), so berechnet man die durch einen Newton-
Schritt verbesserte Losung o5 durch o5 = 059 + 0§ mit o die Losung von

(5.6) \Y% Fx(oso)os = =V E\(050)-

Wie allgemein iiblich lassen wir in (5.6) die zweiten Ableitungen von F'in (5.5)
weg, ersetzen also V2F,(os) durch

N 104

NENCATS {(Z 2:( )22’7( ) + At fer @ e

k=1

)
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Ist S := DF(os50) € R'9**N die Jakobi-Matrix von F bei 05,0 beziiglich der Basis
{e1,...,ex} und g := VFE\(050), so wird das System (5.6) zu

(5.7) (STS + Md)o; = —g.

Da es sich hier um ein N x N-Gleichungssystem handelt, ist es fiir die Effizienz des
Verfahrens wichtig, die spezielle Struktur des Systems bei der Losung 7zu nutzen.
Dazu berechnet man zuerst eine () R-7erlegung

o(4)

mit Q@ € RV*N orthogonal und B € R'™*'% eine obere Dreiecksmatrix. Dies

eingesetzt in (5.7) ergibt

T
(5.8) 0 (BR + Ald

T
0 AId) Qs =

Dieses System 1éft sich durch eine Cholesky-Zerlegung von RR" 4+ A\d 16sen. Bei
Implementierung der Q R-7Zerlegung von ST durch die Householder-Methode wird
@ als Produkt von 104 Spiegelungen dargestellt. Fiir jede Spiegelung ist lediglich
der Normalenvektor der Spiegelungsebene zu speichern. Dadurch lassen sich alle
Operationen auf N x N-Matrizen vermeiden.

Das Newton-Verfahren wird mit o590 = 0 gestartet. Dies ist die Annahme,
daf zwischen den beiden Messungen keine Leitfihigkeitsdnderung stattgefunden
hat. Dann wird nach dem oben beschriebenen Verfahren solange iteriert, bis die
herechnete Anderung o7, so klein geworden ist, daR sie bei einer Graustufendar-
stellung von a5 nicht mehr erkennbar ist.

Es ist noch zu bemerken, daf es sich hier um ein restringiertes Minimierungs-
problem handelt, weil o5 > —1 vorausgesetzt werden muk. In unseren numeri-
schen Experimenten ist der Fall, dak wihrend der ITteration Leitfadhigkeitsande-
rungen kleiner als —1 werden, nur bei Rekonstruktion von Gebieten mit grofem
Leitfahigkeitskontrast aufgetreten. Bei den Daten aus der Praxis konvergiert das
Verfahren rasch und bedarf keiner Schrittweitensteuerung.

5.2.2 Ein Verfahren mit /;-Strafterm

Bei Verwendung der Tikhonov-Regularisierung erscheinen die Leitfahigkeitsénde-
rungen in der Rekonstruktion in geglatteter Form. Dies fiihrt insbesondere dazu,
dal bei stiickweise konstantem o5 die Kanten der Gebiete in den Bildern verwa-
schen und unscharf erscheinen. In [9] wurde vorgeschlagen, zur Rekonstruktion
von Funktionen mit Blockstruktur

(70'5
o) = I¥osl = 3 [ |52
i=1,2" !
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als Strafterm zu wéhlen.
Wir erlautern hier nur kurz die grundlegende Motivation fiir die Benutzung
dieses Strafterms und verweisen fiir eine genauere Analyse auf [9] und [1]. Tst die

Leitfahigkeitsdnderung gegeben durch

T

O'SZZ(MXDM ap € R

k=1

mit disjunkten, glatt berandeten D, C Q und ist f € C'"'(92), so gilt

(5.9) J(os+ f) = Jas) + J(F).

Hier ist zunéchst J auf geeignete Funktionenrdume zu erweitern, indem man Vo
im distributionellen Sinne auffafst. Geht man davon aus, daf eine Rekonstruktion
o5 von o5 mit diesem Strafterm von der Form

(5.10) G5 =Y bixm e, FCQ eeC(Q)
k=1

ist, so wird man aufgrund von (5.9) vermuten, dak e durch den Strafterm .J klein
gehalten wird. Andererseits darf man erwarten, dak aus grofken Abweichungen
zwischen by m, und a;xp, auch verhidltnismékig groke Abweichungen in den zu-
gehorigen Daten resultieren. Daher hofft man, daf solche Abweichungen durch
den ersten Term in (5.2) verhindert werden. Natiirlich sind dies heuristische Be-
trachtungen, weil die Zerlegung in (5.10) im allgemeinen nicht existiert.

Zur Diskretisierung der Leitfahigkeit ist wieder der Raum ¥ zu dem Gitter aus
dem vorherigen Abschnitt gewadhlt worden. Es seien Ky, ... Fxyund Ky,..., Ky
die Elemente und die inneren Kanten des Gitters. Fiir i = 1,... M seien j;(7)
und 72(7), 71(2) < j2(7) die Indizes der beiden von K; getrennten Elemente und
I(K;) sei die Lange von K. Dann ist

M N
(5-11) J(os) =Y UK)|osm — ospnm], 05 =Y osxm € 5.
=1 7=1

Definiert man

(512) (Vs = LUK, j=jali)s  i=T1,eeo M, j=1,... N,

0, sonst
so wird (5.11) zu

(5.13) J(o5) = Va1l
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Hier ist ||-||, die gewohnliche ¢;-Vektornorm. Weil J nicht differenzierbar von
den Leitfahigkeitswerten auf den Elementen abhangt, ist die Minimierungsaufga-
be (5.2) numerisch schwierig zu behandeln. Um wenigstens ein lineares £1-Problem
zu erhalten, haben wir fiir die Norm in (5.2) ebenfalls die /;-Norm gewéhlt und
die Funktion F' durch ihre Linearisierung S := DF(0) um o5 = 0 ersetzt. Die
Linearisierung laft sich wie im vorherigen Abschnitt beschrieben aus der FEM
gewinnen. Prinzipiell kann fiir ihre Berechnung auch die Formel (3.24) verwen-
det werden, so dafl man hier nicht an das Gitter einer FEM gebunden ist. Die
Minimierungsaufgabe (5.2) hat jetzt also die Gestalt

5.14 i
(5.14) min {

Sos —vs||, + M| Vaos]|, }

Dieser Ansatz weicht von der in [9] gewahlten Methode ab. Die grundlegende
Idee in dem zitierten Text ist es, || V05|, auf X(vs) := {05 € ¥ : So5 = vs} zu mi-
nimieren. Die Nebenbedingung Sos = vs wird dort noch geeignet modifiziert, um
Y(vs) # {0} 7u sichern und die Abhéngigkeit der Losung von vs zu regularisieren.
Fiir die Implementierung wird der Absoluthetrag in (5.11) fiir Argumente nahe 0
durch eine differenzierbare Funktion ersetzt, um die aus der fehlenden Glattheit
von J resultierenden numerischen Schwierigkeiten zu umgehen. Zur Minimierung
ist dann die Methode des steilsten Abstiegs verwendet worden.

Bei numerischen Experimenten mit gemessenen Datensitzen fithrten Versu-
che, die Minimierungsaufgabe (5.14) dhnlich abzuhandeln, zu keinen befriedi-
genden Frgebnissen. Aus diesem Grund ist die /4 Minimierung mit dem in [6]
beschriebenen Verfahren ausgefiihrt worden. Im ersten Schritt berechnet es die
[L.osung von

(5.15) min {55 — o5l + Al Vaos]5}-
75

Dann wird in den folgenden Iterationsschritten eine Folge erzeugt, die gegen eine
Losung von (5.14) konvergiert. Ein Teil der mit dieser Methode erzielten Resultate
ist bereits in [17] verdffentlicht worden.

5.2.3 Ein Verfahren fiir stiickweise konstante Leitfidhigkeiten

Ist bekannt, daf die gesuchte Leitfadhigkeit zumindestens anndhernd stiickweise
konstant ist, so kann man die Losungsmethode aus Abschnitt 3.1 zur numerischen
Berechnung des direkten Problems verwenden. Man bringt die a priori Informati-
on, dafk o5 Blockstruktur hat, dann nicht wie bei dem letzten Algorithmus durch
den Strafterm, sondern direkt durch die Wahl des Parameterraumes X ein.

Bei der numerischen Implementierung erweist es sich als giinstig, die Green-
sche Funktion

1
(5.16) Gr,y) = —5—(Infz —y[+n v —y/lyl’] +1n Jyl).
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der Finheitskreisscheibe statt der Fundamentallésung als Kern der Einzelschicht-
potentiale zu verwenden. Dadurch bendtigt man bei der Darstellung des gebro-
chenen Potentials kein Einzelschichtpotential iiber den duferen Rand S' = 99.
Anhand von

2
lzlyl = y/lyl|” = 12" lyl* +1 = 2(2,9) >0, 2,ye P, x#y

erkennt man, daf die Differenz zwischen ¢ und der Fundamentallésung des
Laplace-Operators analytisch und in beiden Variablen harmonisch auf ¥ x &
ist. Die Figenschaften (3.22a) (3.22¢) lassen sich leicht verifizieren.

Wir erlautern die durch Verwendung der Greenschen Funktion entstehenden
Vereinfachungen wieder fiir den Fall eines einzigen Gebietes D C &7 mit Leitfa-
higkeit @ > 0. Es sei T € C(S"), uy := Z(1,;1) das zugehorige Potential bei
homogener Leitfahigkeit 1 und w := .2 (x4 p + axp; I) die Losung des Transmi-
sionsproblems (3.3). Wir definieren Integraloperatoren

Soel)i= [ Glroln) dsty), ¢ € C@D). € 9.

. oG
(Kpo)(a) = | o —(r.y)e(y)ds(y), € C@AD), xeadD,
Jap OVx
und machen fiir u; := v — ur den Ansatz

Up = v 1= SYDL/)D mit ¢Yp € C(AD).
Aus den Figenschaften (3.22b), (3.22¢) von G folgt

d 1
(5.17) i (1) = —— Ypds, x€S' und / vds =10
aVS1 27T Jon JS1

fiir beliebige Dichte o € C(AD). Aus der Randbedingung

dvy Ov_ Oury

5.1 — —a——=(a—1)— uf 9D
(5.18) 5 o, (a—1) 5 auf 0
erhalt man analog zu (3.7), dak v genau dann (5.18) erfiillt, wenn ¢ die Glei-
chung

. , — 1
(5.19) (Id+ K3 = —c% auf 0D, ¢:= ¢

v a—+1

16st. Fiir eine Losung ¢p dieser Gleichung {iberlegen wir uns zunachst dv/dv = 0
auf S'. Weil u7 und »_ in ) harmonisch sind, ist namlich

%ds: 7)—7ds:0
Jap v .anaV
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und aus (5.18) folgt somit

0
/ &ds:().
Jap v

Weil vy in 2\ D harmonisch ist, ist also

Nach (5.17) ist dv/dvg konstant, und wegen der letzten Gleichung verschwindet
diese Konstante. Aus dem FKEindeutigkeitsteil des Satzes 3.2 folgt jetzt v = wuy,
wenn ¥p die Gleichung (5.19) 16st. Insbesondere ist v = 0 fiir eine Losung ¢ der
homogenen Gleichung (5.19), und wegen der Sprungbeziehungen ist dann auch
tp = 0. Aus der Riesz-Theorie folgt jetzt, dak (5.19) eine eindeutige Losung
besitzt.

Es seien jetzt endlich viele zusammenhingende und einfach zusammenhén-
gende Gebiete Dy,--- . D, C Zmit D; C Zund dD;NAD, =0, 5,k =1,... .n,
J 7 k gegeben. Ist die Leitfahigkeit konstant gleich a; auf dem Gebiet

]A)? = D?\ U Dk7 .j:]7"'7n/7
k:D,GD;

so erhalt man aus dem Ansatz
(520) Uy, = Z SD]@Z)D]
j=1

fiir die Dichten das Gleichungssystem

~ aSp as
7ok Dn,

C1[\D1 cq 5 2 N & = -] ur
77[)]71 B 1 ~D1 77[)]71 5)81/;71
aSp T aSp ur

¥p, Cor— oK R n Yn, C23
(5.21) I P R =
¥n, %, a5p, - ¥p, 2L
= c, K vp,
“n f)llnn “n f)llnn “n Dn )

Hierbei ist ¢; := (a; — ap(j))/(a,j —I—(],p(j)) und a,;y die Leitfahigkeit in dem dukeren
der beiden Gebiete, die von der Kurve 90D); getrennt werden. Setzt man hier
die Hintergrundleitfahigkeit gleich 1, so stellen die Grofen a; — 1 die relativen
Leitfadhigkeitsanderungen dar.

Ahnlich wie oben kann man argumentieren, daf (5.21) eine eindeutige Losung
besitzt und wu, mit der Losung ¢¥p,,... ,¥p, von (5.21) durch (5.20) dargestellt
wird. Sind die Randkurven 90;, 7 = 1,... ,n analytisch, so sind die Kerne der

asp

L. j # k ebenfalls analytisch. Es 148t sich zeigen, daf auch

Integraloperatoren T,

die Kerne von R’,*)7 analytisch sind. Fiir die Diskretisierung von (5.21) bietet
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sich daher die Nystrom-Methode mit der Trapezregel an. Fine Beschreibung und
Fehleranalyse dieses Verfahrens findet man in |23]. Zur Losung des Vorwértspro-
blems haben wir in dem Rekonstruktionsalgorithmus 32 Diskretisierungspunkte
auf jeder inneren Kurve verwendet.

Als ungebrochenes Potential vy haben wir das Potential

1
ur(x) = *g(lﬂ |2 —pi| —Inly — P2|>

zur Finspeisung in den bheiden Punkten p;, p, gewihlt. Hierbei sind p;,p, € S'
die Mittelpunkte der einspeisenden Elektroden. Der Spannungswert wird dann als
Potentialdifferenz zwischen den Mittelpunkten der spannungsmessenden Elektro-
den berechnet. Die Quadratur zur Berechnung des Potentials nach (5.20) auf
dem &uferen Rand wurde ebenfalls mit der Trapezregel und denselben Diskreti-
sierungspunkten wie das Nystrom-Verfahren ausgefiihrt.

Ist die ungefdhre Lage der zu rekonstruierenden Gebiete bekannt und sind
diese sternférmig, so kann man die Gebiete als

OD; =A{x; +rj(t)w;(t) : 1 €[0,2m)}, z; € D;,

5.92 ot a( NN
( ) w;(t) = ( f) ,ori(t) = 2+ Z o, Coq(mf) + U qm(mf)

sint

ansetzen. Das i mverqe Prob]em besteht dann in der Bestimmung der Parameter
(ygj), e (yg\,) und [31 Yo 7[37\, , sowie den relativen Leitfahigkeitsanderungen as ;
in den Gebieten.

Ist die Lage der Gebiete unbekannt, so muf man Klassen von Kurven be-
trachten, bei denen die Parameter eine Bewegung der Gebiete in & zulassen. Wir
werden in den numerischen Experimenten in Abschnitt 5.3.2 den Fall eines einzi-
gen Gebietes ohne a priori Informationen iiber die lage des Gebietes betrachten.
Den Rand des Gebietes setzen wir dann als Ellipse der Form

(5.23) 3’7.7—{mm,+R<9> (Z:ﬁ:)} tm €7, R(H) = (“’.089 S‘“9>

sinfl cos#

an. Die zu rekonstruierenden Kurvenparameter sind dann der Mittelpunkt x,,,
die Langen der Halbachsen a, b und der Drehwinkel A. Hier ist zu beachten, daf
der Drehwinkel im Falle @ = b keinen Einfluk auf die Kurve hat.

Fiir die Verwendung von Newton-Verfahren benotigt man auch die Ableitun-
gen der Vorwirtsabbildung nach den zu bestimmenden Parametern. Prinzipiell
kann man hierfiir die Charakterisierungssitze 3.3 und 3.4 verwenden. Die Berech-
nung der Ableitungen nach den Parametern, die die Kurve festlegen, mit Satz 3.4
erfordert wegen der Unstetigkeit (3.29¢) des abgeleiteten Potentials einen An-
satz, der auch Doppelschichtpotentiale {iber die inneren Rander 91; enthélt. Eine
Randintegralmethode fiir allgemeine Transmissionsprobleme des Typs (3.29) muf
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daher ein Gleichungssystem losen, das bei gleicher Anzahl von Diskretisierungs-
punkten, verglichen mit dem System (5.21), die doppelte Anzahl von Unbekann-
ten enthalt. Um dies zu vermeiden, sind in der vorliegenden Implementierung
zunachst die abgeleiteten Dichten ¢§77 durch Differenzieren der diskretisierten
Version des Systems (5.21) berechnet worden. Dies erfordert im wesentlichen
das Losen eines linearen Gleichungssystems mit der Koeffizientenmatrix des Aus-
gangssystems. Die bereits zur Losung von (5.21) berechnete LLR-Zerlegung dieser
Matrix 1kt sich an dieser Stelle erneut verwenden. Fiir die Ableitung nach einem
Parameter der Kurve 91, berechnet man anschliekend die Ableitung S, durch
Differenzieren des mit der Trapezregel diskretisierten Finzelschichtpotentialope-
rators. Das abgeleitete Potential erhdlt man dann in der Form

(5.24) (3= ., ) + S, ..

Die Ableitungen nach den a; berechnen wir auf analogem Weg. Weil die Sp, nicht
von den Leitfédhigkeiten abhdngen, verschwindet bei der Ableitung nach den a;
der zweite Term in (5.24).

Schlieflich ist auch fiir dieses Verfahren ein geeigneter Strafterm .J fiir die
Minimierungsaufgabe (5.2) zu wihlen. Zur Regularisierung in den Leitfahigkeits-
inderungen bietet sich wieder das Quadrat der /,-Norm >~ (a; — 1)* an. Zur
Regularisierung in den Kurvenparametern ist allerdings ein Strafterm wiinschens-
wert, der die Parameterwerte nicht direkt benutzt. Vielmehr sollten solche Gro-
fien verwendet werden, die nur von d01); abhdngen, nicht aber von der jeweiligen
Parametrisierung der Kurve. Wir haben daher die Kurvenlange [(9D;) 7zur Regu-
larisierung verwendet. Betrachtet man die Vorwéartsabbildung als Funktion von
ai,...,a, und den Parametern py,...,py, die die Kurven festlegen, so bestim-
men wir die Losung des inversen Problems durch das Minimierungsproblem

(5.25) mrni’naN | F(ar, ... anprs-.. pa) — sl
P P

T T

+ MY UADY + XY (a4 — 1)

j=1 j=1

Der Raum der zuldssigen Parameter ist inshesondere hei der Kurvenklasse (5.22)
relativ kompliziert. Neben D, C & ist auch r; > 0 und dD; NAD, =0, 7 # k
sicherzustellen. Es hat sich aber gezeigt, daf bei geeigneter Wahl der Regularisie-
rungsparameter Ay, Ay nur D; C & in jedem lterationsschritt explizit {iberpriift
werden muf.

Nach Wahl der Startkurven werden die a; zunéchst auf den Wert 1 der Hinter-
grundleitfahigkeit gesetzt. Im ersten Schritt werden dann nur die Leitfahigkeits-
werte a; bestimmt und die Kurven unverindert gelassen. In den FExperimenten
zeigte sich, daf fiir die Minimierung eine Schrittweitensteuerung notwendig ist.
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Wir haben daher zur Losung von (5.25) das Levenberg-Marquardt-Verfahren be-

nutzt.

5.3 Resultate der numerischen Verfahren

I'm folgenden werden wir die Rekonstruktionen der beiden Algorithmen aus 5.2.1
und 5.2.2 in Graustufenbildern darstellen. Um kontrastreiche Bilder auch bei
Ausgabe auf einem Laserdrucker zu erreichen, haben wir lediglich 8 Graustufen
verwendet. In den Kopfzeilen der Bilder befinden sich jeweils die Angaben {iber
den verwendeten Algorithmus und die Wahl der Regularisierungsparameter. In
der Fulizeile der Bilder befindet sich die Anzahl der benétigten Tterationen und der
maximalen Leitfahigkeitskontraste in der Rekonstruktion oder, bei dem Gebiets-
rekonstruktionsverfahren aus 5.2.3, der Leitfadhigkeitskontrast des Gebietes. Die
Graustufen erstrecken sich linear iiber den in der Fufizeile angegeben leitfahig-

keitshereich eines jeden Bildes. Dabei zeigt, wenn nichts anderes gesagt ist, eine
2

dunklere Graustufe eine niedrigere Leitfahigkeit an. Wir bezeichnen mit L . den

Tikhonov-regularisierten Algorithmus aus 5.2.1, mit ! . den L'-regularisierten

Algorithmus aus 5.2.2 und mit BFIT das Verfahren aus 5.2.3

5.3.1 Experimente mit synthetischen Daten

Wir testen die Verfahren zunéchst an synthetisch erzeugten Daten. Zur Generie-
rung der Daten haben wir die in Abschnitt 5.2.3 geschilderte Randintegralmetho-
de mit 128 Diskretisierungspunkten benutzt. Um sicherzustellen, dafs die Daten
im Rahmen der Rechnergenauigkeit exakt sind, sind die relativen Spannungsan-
derungen mit der Nystrom-Methode auch fiir die Diskretisierungsstufen 16, 32,
und 64 berechnet worden. Bei allen hier verwendeten Datensitzen stimmten die
mit 64 und 128 Punkten erzeugten Spannungsdnderungen in den ersten 5 Stellen
iiberein.

Um fehlerbehaftete Messungen zu simulieren, wurde fiir jeden Datensatz die
grokte auftretende relative Spannungsédnderung |[|vs]| . bestimmt. Dann wurde
mit der Formel

(5.26) (0s); = (v5); + i losl| ., *&, 1=1,...,104

ein gestorter Datensatz vs erzeugt. Die & sind dabei gleichméfig verteilte Zufalls-
zahlen aus dem Intervall [—1,1] und ¢ ist der relative Fehler in Prozent.

Wir experimentieren mit ,bohnenférmigen® Gebieten, die durch Randkurven
mit Parametrisierung

08t
et Grt () re ),
B 14+09cost +0.1sm 27

T €, G>0, r(l) 1 4+0.75cost
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begrenzt sind. Dabei bestimmen 2, € Z und G die Lage beziehungsweise die
Groke des Gebietes. Im folgenden beschreiben wir die Daten durch Angabe von

e Mittelpunkt z,, und Groke G des Gebietes.

o Leitfahigkeitsinderung as = 100- (@ — 1) in Prozent beziiglich des Referenz-
datensatzes.

o (Groke des relativen Fehlers € in Prozent.

Der erste Datensatz wurde mit x,, = (0.3,0.0)7, G = 0.4, a; = —10% und
e = 5% erzeugt. Die Abbildung 1 zeigt die Originalkurve und die beiden mit
den Medien-Rekonstruktionmethoden erzeugten Bildern. Tm mittleren Bild ist

deutlich zu erkennen, daf die Tikhonov-Regularisierung die Kanten des Gebie-
2

tes verwischt. Bei nicht zu grofen Leitfahigkeitskontrasten konvergiert 7. sehr
rasch, und schon das im ersten Iterationsschritt erzeugte Bild unterscheidet sich
nicht mehr wesentlich von dem nach drei Tterationsschritten. Dies ist ein Hin-
weis darauf, dal die Nichtlinearitét der Vorwartsabbildung in der Leitfahigkeit
nicht stark ausgepragt ist. Wir werden dies weiter unten noch einmal durch Be-
trachtung der Vorwéartsabbildung veranschaulichen. Am dritten Bild erkennt man
deutlich, daf durch die Verwendung des I'-Strafterms das Gebiet schirfer dar-
gestellt und das Rauschen abseits vom Zielobjekt deutlich reduziert wird. Das
Gebiet ist in beiden Rekonstruktionen gut lokalisiert, aber Riickschliisse iiber die
genaue Form des Objekts lassen sich aus keinem der beiden Bilder gewinnen. Man
sieht, daf der Algorithmus L!. bestrebt ist, auch die Kanten des Zielohjektes
klein zu halten. Die genaue Form des Gebietes in der Rekonstruktion hangt daher
auch von dem zugrunde liegenden Gitter ab.

7ur Rekonstruktion mit BFIT haben wir die Kurvenklasse (5.22) mit Mit-
telpunkt 2, = (0.3,0.0)” und einem trigonometrischen Polynom 4. Grades als
radialer Abstandsfunktion gewahlt. Wir studieren hier gleich den Einfluf des Feh-
lers und zeigen in Abbildung 2 die Rekontruktionen bei den mit Fehlern e = 5%,
10% und & = 15% erzeugten Daten. Als Startkurve haben wir einen Kreis ag > 0,
ap = ray = By = -+ = (4 = 0 verwendet. Die Startkurve ist im ersten Bild
schwach gestrichelt eingezeichnet. Die etwas starker gestrichelte Linie ist die Ori-
ginalkurve. Man sieht, daft BFIT die Form des Gebietes wesentlich besser rekon-
struiert als die ersten beiden Algorithmen. Dies erklart sich natiirlich dadurch,
dal in dieses Verfahren die Information, daf die Leitfadhigkeit stiickweise kon-
stant ist, direkt eingeht. Dadurch hat BFIT, im Gegensatz zu den iiber 1000
Leitfahigkeitswerten bei den ersten beiden Rekonstruktionsmethoden, lediglich 9
Kurvenparameter und die Leitfdhigkeit anzupassen. Auferdem haben wir durch
die Wahl des Mittelpunktes x,, auch die ungefiahre Lage des Gebietes vorgege-
ben. Wie man sieht, ist die Rekonstruktion bei ¢ = 15% noch relativ gut. Es
ist zu vermuten, dafl die durch die Verwendung verschiedener Stromeinspeisun-

gen relativ grofie Datenmenge den Einflult des Fehlers reduziert. Wir haben dies
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Originalkurve rLz.. Ll

(0@ (o

5= —10% L —10.4%  1.6% 516, —11.1%  0.6%
Abbildung 1: Rekonstruktion des 1. Gebietes bei as = —10%, ¢ = 5%

BFIT BFIT BFIT
A1 = 0.0005, Ao = 0.002 A1 =0.0005, Ay = 0.002 A1 = 0.0005, Ay = 0.002

Cas = —9.7% — 95% ATt a5 = —9.3%
Abbildung 2: Rekonstruktion des 1. Gebietes bei as = —10%, ¢ = 5%, 10%, 15%

4 Tt.

BFIT BFIT BFIT
A1 = 0.0005, Ao = 0.002 A1 =0.0005, Ay = 0.002 A1 = 0.0005, Ay = 0.002

1T, as = —8.3% 1T, a5 = —7.9% 1T, a5 = —7.5%
Abbildung 3: Von BFIT bei as = —10%, ¢ = 5%, 10%, 15% im ersten Iterations-

schritt erzeugte Kurven
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aber nicht explizit verifiziert, indem wir weniger als die gegebenen 14 Kinspeisun-
gen bei der Rekonstruktion verwendet haben. Diese Stabilitét zeigt sich auch bei
L2. und L!. . Die Bilder dieser Verfahren bei ¢ = 10%, 15% unterscheiden sich
nur unwesentlich von denen bei & = 5%. Auf ihre Abbildung haben wir deshalb
verzichtet.

Betrachtet man in die von BFIT im ersten Iterationsschritt erzeugten Kur-
ven in Abbildung 3, so féllt auf, daf diese bei hoherem Fehlerniveau zu oszil-
lieren beginnen. Dies erklart sich durch die Benutzung der Kurvenldnge 1(9D)
als Strafterm in (5.25). Man rechnet namlich leicht nach, dak fiir einen Kreis
ag > 0,00 = --- =any = [ = --- 8y = 0 die Ableitungen der Kurvenldnge
nach den Parametern ay,...,an und Gy,..., 0y verschwinden. Daher werden
durch die von uns gewahlten Regularisierung gerade die hohen Frequenzen der
radialen Abstandsfunktion r im ersten Schritt nicht bestraft. In den nachfolgen-
den Tterationsschritten fiithrt der Strafterm [(9D) dann zu einer Glattung der
Kurve. Wahlt man aber das Fehlerniveau oder den Grad des trigonometrischen
Polynoms grofer, so entstehen im ersten Schritt Verschlingungen der Randkurve.
In der Regel fiihrt die weitere Tteration dann zu keinen brauchbaren Ergebnis-
sen. Bei den weiter unten aufgefithrten Rekonstruktionen aus realen Daten haben
wir nur trigonometrsche Polynome vom Grad 2 verwendet. Dabei sind Probleme
mit Verschlingungen nicht aufgetreten. Wir haben daher auf den Versuch verzich-
tet, durch Schrittweitensteuerung oder Einfithrung zusatzlicher Strafterme diesen
Effekt zu vermeiden.

Objekte am Rand der Kreisscheibe erzeugen grofere Spannungsénderungen
als solche, die in der Mitte liegen. Man wird daher erwarten, daf die Rekon-
struktion fiir Objekte nahe des Randes besonders gut ausfallen. Die Abbildung 4
zeigt die Rekonstruktionen von BFIT, wenn der Mittelpunkt des Zielgebietes bei
Ty = (—0.6,0.0)7 liegt. Gebietsgrofe und Leitfihigkeitskontrast sind unverin-
dert G = 0.4, a; = —10%. Die schwach gestrichelte Kurve im ersten Bild ist
wieder die Startkurve.

An dem ersten Bild erkennt man, daf nahe des Randes auch die Einbuchtung
des Gebietes nahezu perfekt rekonstruiert wird. Die folgenden beiden Bilder zei-
gen, daf nun auch die Anfilligkeit gegeniiber dem Fehler e grofer ist. Dies hangt
damit zusammen, dafl sich bei einem randnahen Gebiet bei Einspeisung und
Spannungsmessungen in der Ndhe des Gebietes grofere Spannungsdnderungen
ergeben. Dadurch wird die Amplitude des Fehlers (5.26) erhoht, und entspre-
chend wird der Anteil der Spannungswerte, die durch das Rauschen unbrauchbar
geworden sind, grofer. Somit reduziert sich der oben angesprochenen Effekt, daf
der Finflull des Fehlers durch die relativ grofe Anzahl von Daten gemindert wird.

Die Abbildung (5) zeigt die beiden Rekonstruktionen des Gebietes mit .2

min
und I}

min*

Die Verbesserung in der Darstellung der Form des Zielobjektes ist nur
geringfiigig. Klar erkennt man auch wieder, dak L!. die Kanten des Gebietes
moglichst gerade entlang der Kanten des FEM-Gitters legt. Wir haben fiir dieses
Bild den Regularisierungsparameter so klein wie méglich gewéhlt, um diesen Ff-
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BFIT BFIT BFIT
A1 = 0.0005, Ao = 0.002 A1 =0.0005, Ay = 0.002 A1 = 0.0005, Ay = 0.002

51t as = —10.3% 5T, as = —10.5% 9Tt ag = —11.0%
Abbildung 4: Rekonstruktion des 2. Gebietes bei as = —10%, ¢ = 5%, 10%, 15%

Ll X=10.25

‘min*

3T, —11.2% 1.6% 416, —12.9% 1.1%
Abbildung 5: Rekonstruktion des 2. Gebietes bei as = —10%, ¢ = 5%

BFIT
A1 = 0.0005, Ay = 0.002

5Tt as = —10.0% 306, —10.6% 2.6% ATt -12.0%  1.0%
Abbildung 6: Rekonstruktion des 3. Gebietes bei as = —10%, ¢ = 5%
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fekt zu reduzieren. Trotzdem ist die ,Bohnenform® auch aus diesen Bildern nicht
zu erkennen.

Die ersten beiden Algorithmen rekonstruieren erst dann auch die ungefahre
Form des eingeschlossenen Gebietes, wenn dieses relativ grof ist. Abbildung 6
zeigt die Bilder fiir das Gebiet z,, = (0.0,0.0)", G = 0.65, a; = —10%

Schlieflich studieren wir noch den Einfluk des Kontrastes auf die Rekonstruk-
tionen. Das erste Bild in Abbildung 7 zeigt den Verlauf der relativen Spannungs-
anderungen bei variablem Leitfahigkeitskontrast fiir das erste zur Rekonstruktion
verwendete Gebiet bei einer Hintergrundleitfahigkeit von 1. Die auf der z-Achse
aufgetragenen Leitfdhigkeiten erstrecken sich von 0 bis 2, die entsprechenden
relativen Leitfahigkeitsinderungen also von —100% bis 100%. Aufgetragen sind
verschiedene Spannungsidnderungen bei der Stromeinspeisung zwischen den Elek-
troden 2 und 3, bei der sich die grofiten Spannungsédnderungen ergeben haben.
Die mit V;.; gekennzeichnete Kurve zeigt den Verlauf der relativen Spannungs-
anderung zwischen den Elektroden 7 und j. Die Lage der bei der Rechnung ver-
wendeten Elektrodenmittelunkte entnimmt man dem zweiten Bild. Der Wert bei
a = 0 ist die Anderungen bei einem isolierenden Gebiet, fiir @ — oo nihern sich
die Werte asymptotisch denen fiir ein perfekt leitendes Gebiet. Die Abbildung
bestatigt, dak die Kurven in einem Bereich von —20% bis 20% anndhernd linear
verlaufen. Verwendet man eine in der Leitfahigkeit um @ = 1 linearisierte Vor-
wartsabbildung, so entnimmt man dem Bild, daf diese die Wirkung negativer
Kontraste zu klein und die positiver Kontraste zu grof berechnet. Linearisiert
man in einem Algorithmus fiir das inverse Problem die Vorwértsabbildung in der
Leitfadhigkeit, so wird man daher erwarten, dafk positive Kontraste zu klein und
negative zu grofs in der Rekonstruktion erscheinen.

Bei den Rekonstruktionen mit BFIT zeigte sich, daft BFIT fiir beliebiges as
gute Frgebnisse liefert, wenn man bei groken negativen Kontrasten verhindert,
daf die von BFIT in den Iterationen gefundenen Leitfadhigkeiten negativ wer-
den. Aufgefallen ist, daf bei groken Kontrasten die Anfélligkeit fiir den Fehler ¢
zunimmmt. Nach unseren obigen Betrachtungen liegt es nahe, die Vorwartsab-
bildung in BFIT durch ihre Linearisierung um a = 1 zu ersetzen und hierfiir die
Formeln (3.21), (3.23) heranzuziehen. Fiir die Auswertung der Vorwéartsabbildung
sind dann nur Quadraturen auszufiithren. Hierfiir haben wir wieder die Trapezre-
gel mit 32 Diskretisierungspunkten verwendet. Den so modifizierten Algorithmus
bezeichnen wir im folgenden mit LBFIT. Bei kleinen Leitfadhigkeitskontrasten
benotigen BFIT und LBFIT in der Regel gleich viele Tterationen und erzeugen
nahezu identische Bilder. Durch die vereinfachte Vorwéartsabbildung wird ein Tte-
rationsschritt von LBFIT um ein vielfaches schneller ausgefiihrt als ein solcher
von BFIT.

Die Abbildungen 8 und 9 zeigen Rekonstruktionen des ersten Gebietes mit
einem Kontrast von —50% beziehungsweise 50%. Bei den Bildern mit positivem
Kontrast haben wir eine inverse Graustufendarstellung gewahlt. In Abbildung 9
stellt eine dunklere Graustufe also eine Gebiet mit hoherem Leitfadhigkeitskontrast
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F150%

F100%

F50%

TTTT V6:77

- ‘/11:127 - ‘/14:157 """

‘/16:1

Abbildung 7: Verlauf der Spannungénderungen bei Einspeisung durch Fy, K3 und

variablem Kontrast

LBFIT
A1 = 0.0005, Ao = 0.002

6 Tt., —80.1%

5Tt., —46.6%

71%

8 Tt., —78.7%

9.4%

Abbildung 8: Rekonstruktion des 1. Gebietes bei as — 50%, e = 5%

LBFIT

A1 = 0.0005, Ao = 0.002

4 Tt., 35.5%

4T, —8.0%

41.2%

8 Tt., —1.9%

36.6%

Abbildung 9: Rekonstruktion des 1. Gebietes bei a5 = 50%, ¢ = 5%
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dar. Die Startkurve fiir LBFTT ist die gleiche wie in Abbildung 2. Die anhand der
Abbildung 7 prognostizierten Fehler im Leitfdhigkeitskontrast bei Verwendung
von L. und LBFIT treten deutlich in Erscheinung. Es ist aber bemerkenswert,
dah die von LBFIT gefundenen Kurven das Gebiet trotzdem in akzeptabler Weise
wiedergeben.

Bricht man .2

min

nach dem ersten Schritt ab, so erhilt man ebenfalls ein in

der Leitfdhigkeit linearisiertes Verfahren. Man erwartet daher fiir die im ersten
1

Schritt von 2. gefundenen Kontraste ein dhnliches Verhalten wie bei bei ! . .
Bei unseren Experimenten zeigte sich aber, daf die Tikhonov-Regilarisierung in
L2. dazu fiihrt, daR auch positive Leitfahigkeitskontraste iiberschiatzt werden.
Bei Experimenten mit einem Regularisierungsparameter A = 1 war eine Un-
terschatzung positiver Leitfadhigkeitskontraste im ersten Iterationsschritt erst bei

einem originalen Leitfahigkeitskontrast von iiber 400% Prozent zu bemerken. Ge-
2

nerell neigt 7. dazu, die im Leitfahigkeitsprofil vorhandenen Spriinge entlang
der Kanten zu glitten, dafiir aber die Differenz der Leitfahigkeitsénderung in
den beiden Gebieten zu iiberschiatzen. Um diesen Effekt abzumildern, haben wir

bei der Erzeugung der in Abbildung 8, 9 gezeigten Bilder fiir L2. als Regula-

risierungsparameter A = 4 gewahlt. Man erkennt, dafl die negative Leitfahigkeit
etwas besser wiedergegeben wird als die positive. Dies liegt daran, dak eine Ande-
rung der Leitfahigkeit bei as = —50% grokeren Einflulk auf die Daten hat als bei
as = 50%. Daher ist der Einfluk des Strafterms bei positivem Kontrast starker

als bei einem gleichgrofen Kontrast mit negativem Vorzeichen.

5.3.2 Rekonstruktionen aus Phantomdaten

Bei den Phantomdaten handelt es sich um Messungen, die speziell zum Testen
von Rekonstruktionsalgorithmen aufgenommen worden sind. Dazu wurde ein zy-
linderférmiger Trog mit elektrolytischer Fliissigkeit gefiillt und entlang einer zum
7Zylinderboden parallelen Ebene Elektroden adquidistant angebracht. Die Refe-
renzmessung wurde ohne Objekt im Zylinder aufgenommen. Danach wurde ein
kugelformiges Objekt mit einer relativ zur Fliissigkeit um 30% reduzierten Leit-
fahigkeit eingebracht. Der Zylinder hat einen Durchmesser von 34cm und das
7ielobjekt einen Durchmesser von 6cm. Bei den hier zur Rekonstruktion verwen-
deten Daten wurden die weiteren Messungen bei einem Abstand der Kugel von
7,9, 11 und 13cm vom Rand des Zylinders aufgenommen. Phantomdaten stellen
also ideale Mefidaten dar, weil die am Anfang dieses Abschnitts erwdhnten Mo-
dellierungsfehler soweit wie moglich durch den Versuchsaufbau eliminiert worden
sind.

Die rekonstruierten Bilder sind in Abbildung 10 aufgelistet. Die erste Spalte
enthilt die von BFIT erzeugten Bilder, die zweite die von L2, und die dritte die

von I

min*

Die schwach gestrichelte Linie im ersten Bild ist wieder der Startkreis,
mit dem wir die Iteration von BFIT in allen vier Féllen gestartet haben. In den

Bildern von BFIT ist die Lage des Zielobjekts getrichelt eingezeichnet. Fiir BFIT
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BFIT
Ar = 0.04, Ao = 0.28

min

A=10.8

12 Tt., —13.4% 3T, —11.8%  2.9% 4T, —14.3%  0.9%

9Tt., —12.4% 3T, —8.7%  2.4% 376, —12.5%  1.3%

7T, —11.6% 2Tt., —5.9% 1.2% 3Tt., —8.0% 0.5%

©

6 Tt., —11.3% 2T, —5.2% 0.6% 3T, —78% 0.3%
Abbildung 10: Rekonstruktionen aus Phantomdaten
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haben wir als Randkurve diesmal die Ellipsen aus (5.23) angesetzt. Die Regula-
risierungsparameter fiir BFIT muften erhéht werden, um noch die Konvergenz
dieses Verfahrens in allen Fillen zu erreichen.

7Zunédchst einmal fallt auf, daf alle Rekonstruktionen den Kontrast erheblich
unterschatzen. Dies kann man damit erklaren, daf bei den Messungen der Strom
auch aubkerhalb der Ebene der Elektroden flielit. Dadurch fallen die Spannungs-
anderungen kleiner aus, als sie von den zweidimensionalen Modellen vorausgesagt
werden. Dieser Effekt wird umso starker, je weiter das Objekt vom Rand entfernt
ist. Hierbei diirfte es auch eine Rolle spielen, daf Objekte nahe des Zentrums
verhdltnisméakig kleine Spannungsénderungen liefern und daher der Einflufl der
Regularisierung entsprechend grof ist.

Das Objekt wird in allen Rekonstruktionen gut lokalisiert. Die Tendenz von

12, die Kanten zu verwischen, und von I!. . die Gebiete eckig darzustellen,
ist auch hier wieder deutlich abzulesen. Auch erkennt man die Neigung von 2.

zum (Gegenschwingen®. Bei einem Objekt mit negativer Leitfadhigkeitsanderung
findet 2. auch immer Regionen, die eine hierzu proportionale Leitfahigkeits-
dnderung in die umgekehrte Richtung aufweisen. Dieses Phinomen ist bei L! .
viel schwicher ausgepragt. Weil die Leitfadhigkeitsénderungen stiickweise konstant
sind, liefert erwartungsgemét BFTT die besten Rekonstruktionen. Bei der Bilder-
zeugung aus den Thoraxdaten im néchsten Abschnitt mufiten die Regularisie-
rungsparameter fiir BFIT noch héher gesetzt werden, um akzeptable Frgebnisse
zu erhalten. Bei weiteren Fxperimenten hat sich gezeigt, dat BFIT mit diesen
Parametern fiir die ersten beiden am Trog gemessenen Datensédtzen nicht mehr

konvergiert.

5.3.83 Rekonstruktionen aus Thoraxdaten

Als letztes zeigen wir Bilder aus Daten, die an einem menschlichen Thorax auf-
genommen sind. Naturgeméaf wissen wir bei diesen Daten nicht, was die Rekon-
struktion idealerweise zeigen sollte. Aus diesem Grund zeigen wir Rekonstruk-
tionen von zwei verschiedenen Mefsreithen. Die erste Folge von Messungen wurde
an einem aufrecht sitzenden Probanden vorgenommen. Anschliekend wurde eine
zweite Folge von Messungen aufgenommen, bei der die Testperson auf der rech-
ten Seite lag. In der Seitenlage wird der rechte Lungenfliigel stérker beatmet als
der linke, und wir kénnen iiberpriifen, ob wir diesen Effekt in den Bildern sehen
kénnnen, die wir mit den hier vorgestellten Algorithmen erzeugen.

Die jeweils ersten Messungen in den beiden Lagen wurden als Referenzdaten-
satze verwendet. Sie sind bei einem mittleren Beatmungszustand aufgenommen.
Anschliefend atmete die Testperson spontan, also nicht betont tief, weiter. In Ab-
stdnden von einer Sekunde wurden weitere Mefkdaten aufgenommen. Wir haben
jeweils Bilder aus den Messungen 1 9 nach der Referenzmessung erzeugt. Das
erste Bild in der ersten Zeile in Abbildung 11 zeigt die Orientierung des Korpers
in den Bildern. Der rechte lungenfliigel befindet sich in den Abbildungen unten.
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Auferdem sind die Kreise eingezeichnet, mit denen BFIT gestartet worden ist.
Es zeigt sich, daf man bei den am Thorax gemessenen Daten stark regularisieren
muk, um noch brauchbare Ergebnisse zu erhalten. Fiir BFIT haben wir in allen
Bildern Ay = 0.03 und Ay = 0.8 gewihlt. Als radiale Abstandsfunktion wurde ein
trigonometrisches Polynom zweiten Grades gewdhlt. Um einen Eindruck von dem
Grad der Regularisierung zu vermitteln, zeigt das zweite Bild in der ersten Zeile
der Abbildung 11 die Rekonstruktion des ersten . bhohnenférmigen® Gebietes aus
Abschnitt 5.3.1 mit diesen Parametern.

Das letzte Bild dieser Zeile zeigt das mit L] . erzeugte Bild der ersten Messung
in aufrechter Position. Man sieht, daf die Tendenz von L!. = die Gebiete eckig
darzustellen, bei dieser Anwendung der Impedanztomographie zu unakzeptablen
Frgebnissen fiihrt. Bei der Bilderzeugung mit L2, traten groke Stérungen in den
Bildpunkten auf, die an die Flektroden grenzen. In den meisten Fallen waren
die Leitfahigkeitanderungen in der Rekonstruktion in diesen Punkten wesentlich

grofer als die im Rest des Bildes. Auch 2,

bei den Thoraxdaten nur bedingt brauchbar. Wie oben erwdhnt, unterscheidet,

ist daher fiir die Bilderzeugung

n

sich bei nicht zu grofen Leitfadhigkeitskontrasten bereits das im ersten Iterati-

onsschritt von L2, erzeugte Bild nicht mehr wesentlich von den weiteren. Bei

n
den Experimenten mit den synthetischen Daten waren die von L2. und L!.

im ersten Schritt erzeugten Bilder bei nicht zu hohem Leitfahigkeitskontrast na-
hezu identisch. Bei den von !

min

trat das Problem der Stérungen an den Elektroden nur in wesentlich schwéche-

im ersten Schritt erzeugten Rekonstruktionen

rer Form auf. Es scheint also so zu sein, daf der in (5.15) verwendete Strafterm
||Vd05||3 die bei realen Messungen auftretenden Storungen besser unterdriickt als
die Tikhonov-Regularisierung. 7Zu Vergleichszwecken zeigen wir, neben den von
BFIT erzeugten Bildern, auch jeweils die von L!. mit A = 6.0 im ersten Tte-
rationschritt generierten Rekonstruktionen. In den Abbildungen 11 14 sind in
jeder Zeile die Bilder zu je drei aufeinander folgenden Messungen dargestellt. Die
obere Zeile enthilt die Rekonstruktionen von BFIT, die folgende die von L! . 7u
denselben Mefizeitpunkten. Die Zahlen in der Fulizeile der von BFIT erzeugten
Bilder sind jeweils die Anzahl der Tterationen, der Kontrast im linken Lungenflii-
gel und der Kontrast im rechten Lungenfliigel. In den Abbildungen 11, 12 sind
die Rekonstruktionen bei aufrechter Lage und in 13, 14 die in Seitenlage abge-
bildet. Zur Darstellung des Atemzyklus wiirde es sich anbieten, fiir die von L! .
erzeugten Bilder eine iiber alle Mefizeitpunkte einheitliche Graustufeneinteilung
7zu wahlen. Es ist dann an den Bildern unmittelbar zu erkennen, daf bei Mes-
sungen, in denen der Beatmungszustand der Lunge wieder anndhernd denjenigen
wahrend der Referenzmessung erreicht hat, die Kontraste klein sind. Um die von
Bilder von BFIT und L! . besser vergleichen zu kénnen, hahen wir hier aber die
Graustufendarstellung fiir L! . jeweils iiber die maximalen Werte jedes einzel-
nen Bildes erstreckt. Weil die Leitfahigkeitskontraste in den Abbildungen relativ
klein sind, haben wir auch LBFIT auf die Daten angewendet. Wiederum ergeben

sich im Vergleich mit BFIT nur marginale Unterschiede. Bei der Bilderzeugung
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aus Thoraxdaten kann man offensichtlich ohne Qualitatsverlust den wesentlich
schnelleren Algorithmus LBFIT verwenden.

Die Atemzyklen sind in beiden Darstellungen klar zu erkennen. Auch der oben
beschriebene Effekt der unterschiedlichen Beatmung der Lungenfliigel in Seiten-

lage zeichnet sich deutlich ab. Die von BFIT konstruierten Gebiete grenzen in
1

der Regel die Regionen ein, in denen auch der Kontrast in den von L, erzeug-
ten Bildern am groften ist. Auch die rekonstruierten Kontraste korrelieren gut.

Die Rekonstruktionen von L!. zeigen deutlich die groken Stérungen, die durch

Meffehler und ungenaue mathematische Modellierung bedingt sind. Erkennbar
ist auch, dak I!. bei Abbruch nach dem ersten Schritt dhnlich wie L2, ,ge-
genschwingt®. Durch die Finschrankung auf stiickweise konstante Leitfahigkeiten
in BFIT werden diese Effekte vermieden. Bei den Anwendungen in der Medizin
mochte man aus den Bildern weitere Daten, beispielsweise die Schwerpunkte der
Lungenfliigel, ableiten. Bei Rekonstruktionsalgorithmen, die das Bild in Pixeln
liefern, miissen hierfiir zundchst mit Konturerkennungsverfahren die Umrisse der
Lungenfliigel bestimmt werden. Fin weiterer Vorteil von BFIT und LBFIT ist es,

dafh sich solche Daten aus den Kurven ohne Schwierigkeiten ableiten lassen.
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BFIT
A =0.03, X2 = 0.8 Ll :oA=1.0

linke Seite

Riicken Brust,

rechte Seite

11T, as : —8.3% 6Tt., —10.8% 7.7%

9 Tt., 9.1%, 8.4% 6 Tt., 8.4%, 7.8% 10 Tt., 9.3%, 8.5%

—4.6%, 9.3% —4.6% 8.4% —4.7% 9.3%
Abbildung 11: Thoraxbilder, aufrecht sitzend, Messungen nach 1 3 Sekunden
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14T, —3.9%, —5.1% 10 Tt., —6.2%, —9.9% , —6.3%, —8.5%
—4.7%, 4.6% —11.0%  8.0% —9.0%  6.4%
19 Tt., 5.9%, 5.0% ,8.2%, 71% . 2.9%, 1.5%

—3.7%, 5.3% —4.30% 8.1% —2.0% 4.8%
Abbildung 12: Thoraxbilder, aufrecht sitzend, Messungen nach 4 9 Sekunden
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17 Tt., —6.2%, —8.4% 11 Tt., 2.7%, 3.6% 9Tt., —1.8%, —5.3%
—9.2%, 2.4% —21%  3.4% ~58% 0.8%
17 Tt., —5.6%, —9.5% 19T, —5.1%, —6.1% 16 Tt., —3.8%, 9.4%

—11.5%, 0.9% —55% 1.4% —45%  9.6%
Abbildung 13: Thoraxbilder, Seitenlage, Messungen nach 1 6 Sekunden
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11 Tt., 1.5%, 14.0% 16 Tt., 3.0%, 12.3% 2 Tt., 0.0%, 0.6%

0

=5.0% 13.1% —-35% 11.8% -3.0% 3.7%
Abbildung 14: Thoraxbilder, Seitenlage, Messungen nach 7 9 Sekunden
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