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1 Einleitung

SMan kann beim Studium der Wahrheit drei Hauptziele haben: Ein-
mal, sie zu entdecken, wenn man sie sucht; dann: Sie zu beweisen,
wenn man sie besitzt; und zum letzten: Sie vom Falschen zu unter-
scheiden, wenn man sie prift.“

Blaise Pascal (1623 - 1662)

1.1 Problembeschreibung

In der Praxis stellt sich oft das Problem, die Dynamik eines Systems mathe-
matisch zu erfassen und zu berechnen.

In einigen Féllen ist es notig, die Berechnungen besonders effizient durch-
zufithren, um z.B. in der Meteorologie Vorhersagen iiber klimatische Verdnde-
rungen treffen zu konnen oder die Stréomungen an Flugzeugfliigeln zu simulie-
ren. Es existieren zahlreiche Methoden und Theorien, entsprechende Berech-
nungen durchzufiihren.

Eine Verbesserung der Geschwindigkeit geht jedoch meist zu Lasten der Ge-
nauigkeit, so dass eine ,,gute Methode stets einen guten Kompromiss zwischen
Geschwindigkeit und Genauigkeit finden muss.

Diese Arbeit untersucht die Methode der adaptiven Semi-Lagrange-Advektion.
Es werden unterschiedliche Varianten der Advektion und Adaption vorgestellt
und deren Effizienz diskutiert. Dabei kommen Methoden zur Interpolation mit
radialen Basisfunktionen sowie zur Approximation mit Moving Least Squares
zum FEinsatz. Wir werden die Vor- und Nachteile beider Methoden betrachten
und einige Anwendungsbeispiele geben.

Wir werden die Problemstellung sowohl in der Eulerschen als auch in der
Lagrangeschen Weise betrachten und beide Betrachtungsweisen zusammen-
fithren. Danach werden wir einige Begriffe einfithren und uns den Verfahren
zur Losung des Problems zuwenden.

Um die Vorginge in der numerischen Simulation erfassen zu konnen, miissen
wir das Problem zunéchst diskretisieren.

Wir gehen bei unseren Betrachtungen stets von einer diskreten Menge von
Stiitzstellen mit je einem zugeordneten Funktionswert, der so genannten Kon-
zentration aus. In der Literatur wird hier auch von Dichte oder Masse ge-
sprochen. Unter dem Einfluss eines einwirkenden Geschwindigkeitsfeldes ver-
lagern sich die Konzentrationen im Laufe der Zeit. Um den Einfluss eines im
Zeitablauf verinderten Geschwindigkeitsfeldes auszuschlielen, werden wir mit
zeitunabhéngigen Geschwindigkeitsfeldern arbeiten. Dadurch konnen wir die
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2 1 EINLEITUNG

angewandten Verfahren storungsfrei betrachten. Anschlieend werden wir die
erdachten Losungsverfahren an numerischen Beispielen erproben und die prak-
tische Umsetzung verfeinern.

Abschlielend gehen wir auf die fiir die Implementation der Verfahren verwen-
deten Klassen und Programmstrukturen ein.

1.2 Mathematik
1.2.1 Partikelbewegung

Um die Bewegung des Systems durch ein einwirkendes Geschwindigkeitsfeld
zu beschreiben, nehmen wir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion

F: ITxQ—0Q
(t,r) — F(t )

mit F(0,x) = x als gegeben an. Dabei betrachten wir Z = [0,7] C R, T > 0
als Zeitintervall und 2 C R%, d > 1 als das von uns betrachtete Gebiet.
F(t,x) stellt die Position des Partikels zur Zeit t dar, das sich zur Zeit to = 0
an der Stelle x befand. Wir nehmen weiterhin an, dass zunéchst keine Partikel
neu erzeugt werden oder verschwinden, daher ist die Abbildung

Ft. Q — )
F'(z) = F(t,x)

fiir feste t € Z eine Bijektion. F" ist fiir alle ¢ € Z eine zweifach stetig diffe-
renzierbare Koordinatentransformation, wobei FY(x) = z die Identitéit auf €
darstellt.
Fiir feste x € ) definieren wir uns
G*: T —Q
G*(t) = F(t,x).

Wir wahlen die Schreibweise

x(t) := G*(t) mit x(0) = z und z(t) = (x1(¢),...,z4(t)) € Q,

nehmen also an, dass zum Zeitpunkt ¢y = 0 die Positionen aller Partikel x € §2
bekannt sei. Dann beschreibt z(¢) den Ort, an dem sich das Partikel, das zur
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1.2.1 PARTIKELBEWEGUNG 3

Zeit ty an der Stelle x war, zur Zeit ¢t befindet.

Wir bezeichnen die durch x(t) wéihrend eines Durchlaufs von ¢ durch Z erzeug-
te Kurve als die Bahnkurve oder Trajektorie von x.

Die Funktion F' beschreibt die Bewegung der Partikel in so genannten Fuler-
schen Koordinaten. Bei dieser Form der Darstellung wird ein festes Koordina-
tensystem (t,z1,...,24) € Z x Q C R x R? verwendet.

Wir weisen nun jedem Partikel aus €2 eine so genannte Konzentration zu. Dafiir
definieren wir eine stetig differenzierbare Funktion

c: IxOQ—=1R
(t,x) = c(t,z),

welche die Verdnderung der Konzentrationen in Raum und Zeit in Eulerschen
Koordinaten beschreibt.

Durch die Existenz von F' kénnen wir das System auch in Lagrange-Koordi-
naten betrachten. Das Lagrangesche Koordinatensystem

(t,21(t),...,2q4(t)) € T x Q C R x R? bewegt sich dabei mit den Partikeln des
Systems mit.

Durch die Wahl von F' kénnen wir von den Eulerschen auf die Lagrangeschen
Koordinaten und umgekehrt zweimal stetig differenzierbar transformieren.
Bei gegebener Funktion ¢ in Eulerschen Koordinaten beschreibt die Abbildung
t — c(t, z(t)) die zeitliche Verdnderung der Konzentration, die das Partikel mit
z(0) = z wihrend seiner Bewegung auf der Bahnkurve erféhrt.

Um die Bewegung eines Partikels zu einer Zeit ¢ zu erfassen, verwenden wir das
so genannte Geschwindigkeitsfeld @, dass zu jedem Partikel x € €2 den Vektor
mit der Richtung seiner momentanen Bewegung beschreibt. Wir setzen

a: IxQ—0Q
0 dx
t a(t = —F(t =:2(t).
(1) = alt,2) = 5 F(tw) = 20 (1) = (1)
Nun kénnen wir die Eulersche und die Lagrangesche Betrachtungsweise in Re-
lation setzen durch die nach Anwendung der Kettenregel erhaltene Beziehung

d Oc dz; Jc

—c(t —L(t) = = Va 1.1

gictha®) Z@x] o =g T vacs (11)
wobei der Gradient V, = (6%1 ...,%) ist.

Dabei beschreibt die substantielle oder materielle Ableztung ; die zeitliche
Verdnderung, die ein mitbewegter Beobachter wahrnimmt. Die partlellen Ab-
leitungen auf der rechten Seite von (1.1) sind Ableitungen der Konzentration
¢ in Eulerschen Koordinaten und beschreiben die raum-zeitliche Verdnderung,
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4 1 EINLEITUNG

die ein ruhender Beobachter wahrnimmt. % wird dabei als lokale zeitliche Ab-
leitung, die Richtungsableitung a - V, als konvektive Ableitung bezeichnet.

1.2.2 Kurven

Wir wollen die oben beschriebenen Bewegungen der Partikel anschaulich dar-
stellen. Dafiir werden wir die Bahnkurven verwenden. Die von Warnecke in
[9] beschriebenen ebenfalls zur Darstellung verwendeten Stromlinien und Ein-
spritzkurven sind fiir unsere Betrachtungen identisch mit den Bahnkurven, da
wir mit stationdren Geschwindigkeitsfeldern arbeiten, um die durchgefiihrten
Verfahren zur Simulation der Partikelbewegung zu testen. Diese Geschwindig-
keitsfelder sind zeitunabhéngig, so dass d(t, x) = d(z) gilt fiir alle x € Q.
Wegen der Differenzierbarkeitsvoraussetzung sind die Bahnkurven Losungen
des Anfangswertproblems

d 0 . :
%zto(t) = aF(t,ztO(t)) = a(t, 2, (1)), mit 2y (o) = 20 - (1.2)

Wir verwenden nun den
Satz 1.1. (Satz von Picard-Lindelsf) Sei §: [m,n] x RY — R? eine ste-

tige Funktion, welche eine Lipschitzbedingung erfiillt, d.h. es existiert eine
Lipschitzkonstante L > 0, so dass fiir jedes t € [m,n] gilt:

Yy, y2 € R+ (|Gt 51) — Gt w2) || < Lllys — well. (1.3)

Dann gibt es zu jedem zy € R eine differenzierbare Funktion = : R — RY,
welche das Anfangswertproblem

Vit e (m,n): @(t) = §(t,z(t)) mit x(m) = o

eindeutig 16st.

Wir werden spéter noch zeigen, dass alle von uns verwendeten Geschwindig-
keitsfelder @ die Voraussetzungen von Satz 1.1 erfiillen. Daher besitzt das An-
fangswertproblem (1.2) eine eindeutige Losung 2z, (t) = z(t) = G*(¢) fiir t € 7.

1.2.3 Erhaltungssitze

Wir wollen iiberpriifen, ob die von uns getesteten Verfahren den Erhaltungs-
sitzen geniigen. Dafiir betrachten wir die Funktion ¢ in den Lagrangeschen
Koordinaten (¢, z) = (¢, z(t)). Wir wihlen zur Zeit t, ein so genanntes Kontroll-
volumen Q° C Q aus. Dabei ist Q° offen, zusammenhingend und beschriinkt.
Es bezeichne Qf = [*(Q°) das weiterbewegte Kontrollvolumen zur Zeit ¢ € Z.

Adaptive Semi-Lagrange-Advektion mit radialen Basisfunktionen und Moving Least Squares



1.2.3 ERHALTUNGSSATZE 5

Definition 1.1. Eine Dichtefunktion ¢ geniigt einer integralen Erhaltungs-
gleichung bzw. einem integralen Erhaltungssatz, wenn fiir jedes Q° C Q die
Beziehung

/QO c(0,z)dx = /Qt c(t,y)dy = Ceqo (1.4)

gilt fiir eine von ¢ unabhéngige Konstante C. oo € R.
Dies bedeutet, dass die Gesamtmenge der Konzentration konstant bleiben soll.
Durch Ableiten von (1.4) nach ¢ erhalten wir

— t,y)dy =0. 1.5
% | ety (15)
Um hier die Differenziation tatséchlich auszufiihren, miissen wir die Zeitab-
héngigkeit des Integrationsgebietes beriicksichtigen. Wir verwenden dafiir den

Satz 1.2. (Reynoldsscher Transportsatz): Sei ¢ : R x R? — R eine stetig
differenzierbare Dichtefunktion. Sei die Transformation F* : R? — R? ebenfalls
stetig differenzierbar. Dann gilt fiir jedes beschrinkte Kontrollvolumen Q! die
Gleichung

d

a e
dt Joy

ct, x)da = /Q [ (1) + div(e(t, 2)(t, x) ] da (1.6)

Dabei verwenden wir die Schreibweise div(ca) fir die Divergenz von ¢, wobei
div(c @) das Skalarprodukt Vv, - (c@) darstellt.
Den Beweis fiir Satz 1.2 liefert Warnecke in [9] fiir allgemeines d € IN.

Wir setzen den Integranden % + div(ca) als stetig voraus. Da auflerdem eine
integrale Erhaltungsgleichung fiir beliebige Kontrollvolumina Q° gelten soll,
folgt direkt aus (1.5) und (1.6), dass

/ [% + div(cd)]dx =0 (1.7)
ot Ot
und damit auch 9

a—j + div(cd) =0 (1.8)

gilt. Wire dies nicht der Fall und es wiirde etwa in einem Punkt

% +div(cd) >0

gelten, so miisste dies auch in einer ganzen Umgebung gelten. Wahlt man diese
dann als Kontrollvolumen, so erhdlt man einen Widerspruch zu (1.7).

Adaptive Semi-Lagrange-Advektion mit radialen Basisfunktionen und Moving Least Squares



6 1 EINLEITUNG

Gleichungen der Form (1.8) bezeichnen wir als Erhaltungsgleichungen oder
auch Gleichungen in Divergenzform.

Wir haben nun die integrale Erhaltungsgleichung (1.4) in eine partielle Dif-
ferentialgleichung erster Ordnung transformiert, wobei wir das Geschwindig-
keitsfeld @ jeweils als bekannt voraussetzen werden, so dass die Dichtefunktion
c als einzige Variable verbleibt.

Wir betrachten nun Gleichung (1.8) etwas genauer. Wir schreiben die Diver-
genz div(ca) als

d
div(cd) =Y 0;(ciy)
j=1
d d (1.9)
=D (@e)d; + ) c(0;d;)
j=1 j=1
=a-Vye+cediva.

Da wir ausschliellich mit divergenzfreien Geschwindigkeitsfeldern arbeiten wer-
den, ist diva = 0, woraus sofort

div(cd) =d-Vyc=1d- Ve (1.10)
folgt. Die Erhaltungsgleichung (1.8) lésst sich nun schreiben als
0
a—§+a‘~vmc:0. (1.11)

Zusammen mit der Ableitung der Dichtefunktion (1.1) ergibt sich
d
pr c(t,z(t) =0. (1.12)

Dies lésst sich so interpretieren, dass ¢ konstant ist entlang von Bahnen, die
vollsténdig durch das Geschwindigkeitsfeld @ gegeben sind.

1.3 Zielsetzung

Unser Ziel ist nun die numerische Losung der Gleichung (1.12) durch die von
Behrens, Iske und Késer in [1], [2], [3] und [6] beschriebenen Methoden der
adaptiven Semi-Lagrange-Advektion, auf die wir spater genauer eingehen wer-
den. (Kapitel 2.5).

Fur die dort verwendete Reproduktion von Funktionen aus Punktdaten werden
wir zwei unterschiedliche Methoden vergleichen:

e Interpolation mit radialen Basisfunktionen (Behrens, Iske [1] Kap. 3.)

e Approximation mit Moving Least Squares (Wendland [7])

Adaptive Semi-Lagrange-Advektion mit radialen Basisfunktionen und Moving Least Squares
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1.4 Motivation

Ublicherweise werden fiir die Berechnung von c¢(t, x) Finite Elemente verwen-
det. Diese erfordern jedoch eine Gitterstruktur, die im zeitlichen Ablauf der
Simulation gepflegt werden muss. Da die Kosten fiir die Verwaltung eines sol-
chen Gitters Finiter Elemente in hoheren Dimensionen unerschwinglich hoch
sind, streben wir die Verwendung einer gitterfreien Advektion an.

In der vorliegenden Arbeit verwenden wir die adaptive Semi-Lagrange-Metho-
de (SLM) in Verbindung mit gitterfreier radialer Basisfunktion-Interpolation
(RBF-Interpolation) und Mowving-Least-Squares-Approzimation (MLS-Appro-
ximation) fiir die Simulation der Dynamik von Systemen.

Ebenfalls unerschwinglich hohe Kosten wiirde die Berechnung einer globalen
Interpolante bzw. Approximante iiber allen Stiitzstellen verursachen. Daher
werden wir die globale Interpolante durch lokale Patches ersetzen, die wir in
vertretbarer Zeit bestimmen koénnen.

Die verwendeten Methoden erfordern eine Reihe von Rahmenbedingungen,
deren Evaluierung ein Teil dieser Arbeit ist. Auflerdem wird ein Vergleich zwi-
schen den unterschiedlichen Varianten der SLM gezogen und deren Tauglich-
keit fiir das Verfahren iiberpriift.

1.5 Anfangsbedingungen

Fiir die experimentellen Untersuchungen dieser Arbeit miissen wir einige An-
fangsbedingungen und Voraussetzungen schaffen.

Wir wollen die grundsétzliche Verwendbarkeit der von uns eingesetzten Verfah-
ren iiberpriifen. Daher werden wir lediglich mit d = 2 arbeiten. Wir werden als
Gebiet 2 stets kompakte Teilmengen des R? wiihlen. Fiir die Durchfiihrung
unserer Betrachtungen bendtigen wir nun Randbedingungen. Um mdglichst
einfach die Randbedingungen einhalten zu koénnen, werden wir uns bei der
Wahl von Q2 auf Polygone beschréinken. Fiir den Rand des Gebietes definieren
wir eine Funktion R(t,z), die jedem Randpunkt eine Konzentration zuweist.
Dabei werden wir uns auf R = 0 beschrdnken, um Stérungen der Konzentra-
tion von auflen zu vermeiden.

Um die Bewegung der Partikel in {2 numerisch erfassbar zu machen, werden
wir eine diskrete Menge von Knoten {x,...,x,} = X C Q wihlen, fiir die ei-
ne Anfangsverteilung der Konzentration c®(z) := c(t, z)|;—o gegeben ist. Dabei
wollen wir stets ¢’(x) > 0 voraussetzen.

Um ein Maf} fiir die Distanz zwischen den Knoten zu haben, verwenden wir
die
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8 1 EINLEITUNG

Definition 1.2. Der Separationabstand q = qx einer diskreten Menge X C (2
ist der Radius der groffitmoglichen Kugel, die in  liegt und keinen Knoten
x € X enthélt. Es gilt

1
ox = IgéljﬂHzZ—xng mit z;,z; € X firi,j=1,...,n.

Ebenfalls diskretisieren werden wir die Zeit. Dabei fithren wir fiir die Berech-
nungen diskrete Zeitschritte ein. Die Durchfithrung eines Zeitschritts entspricht
dem Ubergang von einem Zeitpunkt t — t +7,t € Z, 7 > 0.

Das Ende der Berechnung ist erreicht, wenn (¢ 4+ 7) nicht mehr im Intervall Z
liegt. Fiir einen endlichen Programmablauf wéhlen wir daher Z kompakt, d.h.
wir arbeiten mit endlichem 7.

Die Bahnkurve von x € X besteht nun aus einzelnen Punkten, die durch
x(to + i7) gegeben werden mit ¢ € IN.

Adaptive Semi-Lagrange-Advektion mit radialen Basisfunktionen und Moving Least Squares
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1.6 Testreihen

Die in dieser Arbeit vorgestellten Testreihen stellen jeweils signifikante Fille
dar. Dadurch werden die Zusammenhénge und Abhéngigkeiten zwischen den
verwendeten Methoden und den vorgegebenen Parametern aufgezeigt. Die Pa-
rameter sind innerhalb eines Tests konstant gehalten.

Variiert werden

e die Anzahl und Verteilung der Knoten in der Startmenge,
(Zufillige Verteilung, bzw. auf den Ecken eines Gitters)

e die initiale Konzentration in den Knoten,
(stetige und unstetige Funktionen)

e die Zeitschrittweite 7,
(Anzahl der Zeitschritte bis zum Erreichen des Zeitpunkts T')

e die verwendete Methode Fiir die Funktionsreproduktion,
(Thin Plate Spline, Wendland-Funktion, Moving Least Squares)

e die Methoden zum Anpassen der Knotenmenge,
(konstant oder dynamisch)

e die Fehlertoleranz bei dynamisch angepasster Knotenmenge,
(Grenzwerte fiir das Einfigen und Léschen von Knoten)

e die Anzahl der Knoten zur Berechnung der lokalen Reproduktion,
(Fir grofiere Geschwindigkeit bzw. Genauigkeit)

e Clipping.
(Parameter zur Vermeidung von numerisch bedingten Oszillationen und
negativen Werten der Konzentration)

Adaptive Semi-Lagrange-Advektion mit radialen Basisfunktionen und Moving Least Squares



10 2 METHODEN

2 Methoden

LEs gibt Dinge, die den meisten Menschen unglaublich erscheinen,
die nicht Mathematik studiert haben.“
Archimedes (287 v. Chr. - 212 v. Chr.)

2.1 Upstreampunkt

Da die in dieser Arbeit betrachtete Semi-Lagrange-Advektion ein riickwérts
arbeitendes Verfahren ist, interessieren wir uns speziell fiir den Ursprung der
einzelnen Partikel. In Abschnitt 1.2.2 haben wir gezeigt, dass das Anfangs-
wertproblem (1.2) mit der eindeutigen Losung z, (t) = x(t) dargestellt werden
kann als

#(t) = @(t, =(t)) mit z(to) = .

Wir setzen nun ty = ¢t — 7, um den Zustand vor genau einem Zeitschritt zu
erfassen. Die eindeutig bestimmte Stelle, an der sich das Partikel x zur Zeit
t — 7 befand, nennen wir den den Upstreampunkt zu x, den wir auch als z~
bezeichnen werden. Es gilt also 2y = 7. Der Upstreampunkt ist das eindeutig
bestimmte Partikel in € zur Zeit ¢, das sich unter dem Einfluss des Geschwin-
digkeitsfeldes entlang seiner Bahn nach einem Zeitschritt 7 zur Stelle z bewegt.
Die Punkte z und x~ liegen dabei auf derselben Bahnkurve.

Es gilt x(t) =2~ (t+7) und z(t — 7) = 2~ (¢).

Da wir die exakte Losung der Differentialgleichung in der Regel nicht geschlos-
sen angeben kénnen, werden wir mit Z arbeiten, einer Approximation des Ups-
treampunktes z~. Fiir die Approximation verwenden wir die von Behrens und
Iske in [1] angegebene Rekursionsformel

i1 zr-i(t+g,x— %), ap=0,n=0,1,2,...
Wir erhalten dann die Approximation des Upstreampunktes # durch

T=x—ay,, Nip € N.

Wir konnen durch die Wahl von N;; die Genauigkeit bestimmen, mit der wir
den Upstreampunkt approximieren. Diese hingt jedoch direkt vom verwende-
ten Geschwindigkeitsfeld @ ab, so dass wir Ny = N;;(@) spéter festlegen werden
(Kapitel 3.1.1). Abbildung 1 zeigt schematisch die approximative Bestimmung
von 7.

Adaptive Semi-Lagrange-Advektion mit radialen Basisfunktionen und Moving Least Squares
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Abb. 1: Upstreampunkt =~ und Approximation &

2.2 Bestimmung von Nachbarschaften / KD-Tree

Fiir die erwidhnte Lokalitdt unserer Berechnungen werden wir uns stets eine
Teilmenge von X = {x1,...,z,} wihlen, die uns eine gute Reproduktion der

Konzentration an der betrachteten Stelle £ liefert. Diese Teilmenge nennen wir
die Nachbarschaft von &.

Definition 2.1. Unter einer k-Nachbarschaft N'(§) = Ni(€) C X, £ € Q ver-
stehen wir die k£ Knoten aus X, die zu £ den geringsten euklidischen Abstand
haben und von ¢ verschieden sind.

Die Menge N U £ bezeichnen wir als N'*.

Die einfachste Moglichkeit zur Bestimmung von N (§) ist die so genannte
Brute-Force-Methode. Dabei werden die euklidischen Absténde ||§ — x| fiir
alle z € X berechnet. Die £ Knoten mit dem geringsten Abstand zu £ bilden
dann V.

Mit diesem Verfahren kostet uns das Ermitteln einer einzigen Nachbarschaft
jedoch O(n), so dass wir uns ein effizienteres Verfahren iiberlegen werden.
Zuniéchst werden wir der Knotenmenge vor der eigentlichen Suche eine ge-
wisse Struktur geben. Dabei wird eine spezielle Datenstruktur verwendet, der
KD-Tree. Der KD-Tree ist ein bindrer Baum, in dem alle Punkte als Blatter
enthalten sind. Wir teilen dazu das Gebiet €2 sukzessive in kleinere Teilgebiete
auf. Dabei teilen wir jedes entstandene Teilgebiet geradlinig entlang einer der
Raumdimensionen.

Bei jedem Teilvorgang entsteht in der Baumstruktur ein neuer Knoten, der
dann in die beiden Unterbdume verzweigt, die zu den beiden neu entstande-
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nen Teilgebieten gehoren. Dieses Verfahren fithren wir nun solange durch, bis
jedes Teilgebiet nur noch genau einen Punkt enthélt.

Fiir die Festlegung der Trennlinie gibt es unterschiedliche Auswahlkriterien.
Ein Weg ist es, jedes Gebiet, das mehr als einen Punkt enthélt, orthogonal zu
seiner langsten Seite zu halbieren. Dadurch erreichen wir eine einfache Erzeu-
gung des KD-Tree. Da wir mit einem Separationsabstand ¢y > 0 arbeiten, ist
eine Terminierung des Verfahrens gewéhrleistet. Diese Methode wird jedoch
unseren Bediirfnissen nicht gerecht, da die Verteilung der Punkte iiber €2 igno-
riert wird.

Wie wir spéter noch sehen werden, liegt in unseren Betrachtungen oft eine sehr
ungleichméflige Verteilung der Knoten vor. Dadurch kann es zu einem sehr un-
gleich gewichteten KD-Tree kommen, im Extremfall zu einem Baum der Tiefe
n fiir n Punkte. Dies wiirde die Suche nach Punkten im Baum natiirlich stark
verlangsamen, da die Kosten fiir die Suche bei O(n) lagen, statt, wie bei einem
bindren Baum erwartet, bei O(logy(n)).

Wir werden daher zum Aufbau des KD-Tree etwas mehr Aufwand betreiben,
um die Suche nach Punkten zu beschleunigen. Wir werden in jedem Gebiet
zunéchst den Median aller Punkte entlang einer Dimension bestimmen. Wenn
wir nun entlang des Medians teilen, erhalten wir in beiden Unterbdumen die
gleiche Anzahl an Punkten. Letztendlich erhalten wir eine gleichméafig ge-
wichteten Baum der Tiefe [log,(n)|, was die Kosten fiir die Punktsuche auf
O(logy(n)) verringert. Die Erzeugung des KD-Tree bei diesem Verfahren ist
mit O(nlog(n)) allerdings teurer als bei der zuvor beschriebenen Methode.
Die Median-Methode garantiert uns fiir jede beliebige Verteilung von Punkten
die genannten Kosten, so dass wir zugunsten der schnelleren Suche diese Va-
riante verwenden werden.

Abb. 2 zeigt an einem Beispiel den Aufbau eines KD-Trees nach der Median-
Methode. In 2(a) ist das Gebiet mit den enthaltenen Punkten abgebildet. Die
geraden Linien stellen die Teilungslinien dar. 2(b) zeigt den zugehorigen KD-
Tree. In den Knoten des Baums zeigt jeweils eine Linie die Richtung des ent-
sprechenden Teilvorgangs.

Wir verwenden die von Mount und Arya ([13] und [14]) implementierte Ap-
prozimate Nearest Neighbor-Bibliothek (ANN) zur Bestimmung der Nachbar-
schaften.

Die ANN-Bibliothek stellt uns eine Funktion zum Erstellen des KD-Tree zur
Verfiigung. Aulerdem ist dort bereits die Suche nach den néchsten Nachbarn
eines Punktes im KD-Tree effizient implementiert, so dass wir an dieser Stelle
nicht ndher auf diese Routine eingehen wollen. Wir sind nun in der Lage, zu
jeder Stelle ¢ € Q die Nachbarschaft N () zu bestimmen.

Dadurch ist es uns moglich, die Konzentration an der Stelle ¢ durch Interpo-
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(a) Knotenverteilung und Unterteilung (b) Baumstruktur des fertigen KD-Tree

des Gebiets

Abb. 2: Aufbau des KD-Tree nach der Median-Methode

lation auf der Nachbarschaft zu ermitteln.

2.3 Interpolation mit radialen Basisfunktionen

Eine der von uns betrachteten Methoden zur Reproduktion von Funktionen
ist die Interpolation mit radialen Basisfunktionen (RBFs).

Basis der Berechnungen ist eine Stelle £ € €2 mit der k-Nachbarschaft

N =Np(&) ={a1,..., 2} C Q.

Die Werte c(t, -) seien fiir die gesamte Nachbarschaft bekannt. Weiterhin sei
eine fixe radiale Basisfunktion

¢:[0,00) = R
P )

gegeben. In unseren Betrachtungen werden wir mit dem
Thin Plate Spline — ¢(r) := r*log(r) (Abb. 3(a)) und der
Wendland-Funktion ¢(r) :== (1 —r)i(4r +1) (Abb. 3(b))
als radiale Basifunktionen arbeiten.
0 a<0,

a a>0,

so dass die Wendland-Funktion auBerhalb von [0, 1] stets 0 ist. Wir sprechen
vom kompakten Trager [0, 1].

Dabei sei a4 :=

Adaptive Semi-Lagrange-Advektion mit radialen Basisfunktionen und Moving Least Squares



14 2 METHODEN

phi(r)
2

0,

(a) Thin Plate Spline (b) Wendland-Funktion
o(r) == r?log(r) o(r):=(1— T)i(élr +1)

Abb. 3: Funktionsgraphen der verwendeten RBF's

Gesucht wird nun die Interpolante s : R — R der Form

k
s=Y Mol =) +p- (2.1)
j=1
Hierbei sei || - || die euklidische Norm, p € 114, und I1¢, der lineare Raum aller

d-variaten Polynome vom Grad kleiner als m.

Das Hinzufiigen eines polynomiellen Teils p bewirkt, dass die Interpolante jedes
Polynom aus I1¢, exakt reproduziert. Dafiir wihlen wir uns eine Basis Bg =
{p1,...,po} von 1% mit Q < k, hier also Q = (m_;rd), so dass sich p schreiben
lasst als

Q
p=Y mwp; hER. (2.2)

j=1
Wir werden als Basis von 1% stets mit der Monombasis arbeiten, d.h.

Bo={pell? :p(u) =u*=uf" ... uj",
ueRY, a=(ay,...,aq),

Ogaig|a|:Zai<m,i:1,...,d}.

Um s(¢) zu bestimmen, miissen wir nun den Koeffizientenvektor (AT, u")" €
RF+@ berechnen mit A = (A,...,\)" € R* fiir den Hauptteil und p =
(pt1, -, pg) " € RY fiir den polynomiellen Teil.

Da wir in den vorgegebenen Knoten die Funktion exakt reproduzieren wollen,
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muss S|y = c(t, )| x gelten, also

c(t,z;) = Z)\]gb (lws — 4||) + Zmpl (2;), Vo, e N. (2.3)

Dies sind die £ Hauptbedingungen unseres Problems.

Bei der Reproduktion von Polynomen soll aulerdem A\; = 0 gelten fiir j =
1,...,k, da wir p offensichtlich bereits durch Bg exakt reproduzieren konnen.
Aulerdem nehmen wir an, A sei nicht degeneriert beziiglich 11¢, oder T1¢ -
unisolvent.

Definition 2.2. Eine Menge X = {x;,...,zy} C R? aus paarweise ver-
schiedenen Knoten heifit I1¢ -unisolvent, wenn das Nullpolynom das einzige
Polynom aus I1%, ist, das in allen z; verschwindet, d.h. es gilt

p(r;)=0,1<j<k pelly = p=0. (2.4)

Bisher haben wir k& Gleichungen in k + ) Unbekannten zu losen. Um ein ein-
deutig bestimmtes Gleichungssystem zu erhalten, werden wir noch die () Ne-
benbedingungen einfiihren:

k
> Np(x;) =0, vp e I, (2.5)

AuBlerdem werden wir die Hauptbedingungen des Problems noch anpassen, um
eine hohere Stabilitdt zu erreichen, und wie von Wendland und Rieger in [8]
beschrieben, anstelle der exakten Losung ein Minimierungsproblem betrachten.
Das Minimierungsproblem formulieren wir als

k
Minimiere {Z —s(x)P +plsl: s= Z)\jsﬁ(ﬂfb’ —zl]) +P
=0

s € H+ P, H:=span{s(|| - —z|)},

r € R p>0}
(2.6)

mit der Norm || - ||z auf dem Hilbertraum H, radialen Basisfunktion ¢ und
einem polynomialen Anteil P.

Durch die Verwendung des Glatteparameters p > 0 verlieren wir die Interpola-
tionseigenschaft, werden jedoch weiterhin von der RBF-Interpolante sprechen.
Fiir unsere Betrachtungen werden wir mit p = 10~° arbeiten.
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Dadurch transformieren wir die Hauptbedingungen { A\ = ¢} nach
{(A+ p)X = ¢} mit p > 0 und der Einheitsmatrix I (Vergleiche [8]).
Insgesamt haben wir also das folgende lineare Gleichungssystem zu lésen:

(Ad,,j]vg +ol Jg) (2) _ ((c(t,xjo))lgjgk) wobei

Agn = (d(llz; — l]))1< 1 <6 € RFF,
P = (pi(x;)1<j <k 1<1<@ € R¥*? und
:L',-G./\/ \V/’l:]_,,k‘

Das Gleichungssystem liefert uns die RBF-Interpolante s. Wir erhalten nun
den interpolierten Wert an der Stelle £ durch Einsetzen von &, A und g in (2.1)
und (2.2).

Die von uns angewandte Methode der RBF-Interpolation reproduziert Poly-
nome ausschlieflich mit Polynomen.

Fiir unsere Zwecke reicht es aus, wenn wir héchstens lineare Polynome hinzu-
nehmen, also @ = 1 oder () = 2 wihlen. Die Monombasis ist dann B; = {1}
bzw. By = {1,z,y} fiir (z,y) € R

Um die Konzentration an der Stelle £ mit einer k-Nachbarschaft zu reprodu-
zieren, miissen wir also ein Gleichungssystem der Ordnung k£ + @ 16sen. Da die
Anzahl der Polynome konstant 1 oder 3 ist, kostet uns das Losen des linearen
Gleichungssystems ungefihr O(k%).

Danach miissen wir den Losungsvektor noch einsetzen, um s(§) auszurechnen.
Dies geschieht jedoch in Linearzeit O(k + ¢), so dass wir insgesamt fiir die
RBF-Interpolation ungefihr O(k3) Operationen fiir jede Stelle £ benétigen.
Wir werden zusétzlich eine weitere Methode zur Funktionsreproduktion be-
trachten, die Approximation mit Moving Least Squares.

2.4 Moving Least Squares Approximation

Im Gegensatz zur Interpolation mit RBFs wird bei der MLS-Approximation
die gesuchte Zielfunktion ¢ approximiert. Unter bestimmten Voraussetzungen
kénnen wir jedoch auch hier eine Interpolation von ¢ erreichen, wie wir noch
sehen werden.

Es sei eine kompakte Menge 2 C R? gegeben. Eine stetige Funktion ¢! = ¢ €
C(9) soll aus einer Knotenmenge X = {xy,...,2,} C Q und den Funktions-
werten ¢(xy), ..., c(x,) an der Stelle £ € Q rekonstruiert werden. Dann ist die
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beste Approximation p*(£) an ¢(§) gegeben durch p*, die Losung von

. 2
gg?gl{;(dxz) —p(z)) w(€ )},
wobei P C C(Q2) ein endlichdimensionaler Unterraum ist, tiblicherweise auf-
gespannt durch Polynome. w :  x Q — [0, 00) ist eine stetige Funktion mit
einer potentiellen Singularitdt auf der Diagonalen w(¢,§).

Wir werden in unseren Betrachtungen w(z,y) = (|| — y||3%)Pu (|| — y||2) mit
festem s > 0 verwenden. Dabei ist @, (r) eine glatte, stetige Funktion mit kom-
paktem Trager. Wir verwenden s = 2 und setzen die Wendland-1-Funktion als
d,, ein.

Durch die Singularitét erreichen wir eine Interpolation von ¢ durch p* in den
Knoten x; € N'. Wir kénnen insbesondere eine lokale Reproduktion einer jeden
Funktion ¢ durch hinzufiigen von ¢ zu P erreichen.

Unter giinstigen Voraussetzungen (Satz 2.1) kann man zeigen, dass die Losung
eindeutig bestimmt ist und dass p*(§) dargestellt werden kann als

k
AGEDIPHEGECHE (2.7)
i=1

)

Dabei ist a}(§) die Losung des Minimierungsproblems
Minimiere 1zn:ozzé’(f ;)
2 — [3 )y e

unter den Nebenbedingungen Z a;p(z;) = p(&),
i=1

wobei 0(z,y) = m
Uns interessieren vornehmlich lokale und stetige Gewichtsfunktionen w, daher
wéhlen wir eine stetige Funktion ¢ : [0, 00) — [0, 00) mit ¢(r) > 0fiir 0 <r < 1
bzw. ¢(r) = 0 fiir » > 1 und setzen
1
Os(x,y) = qﬁ(T_Ty”Q)’ 0>0.

Da die Gewichtsfunktion nun eine stetige Funktion ist, fithrt der Approxima-
tionsprozess nicht mehr zur Interpolation der Zielfunktion in den gegebenen
Knoten.

Wir definieren zur Knotenmenge X = {x1,...,z,} eine Indexmenge

€)= 1(6,6,X) = {j € {L....k} : [l€ — ;]2 < 6}
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von k Knoten im Inneren der abgeschlossenen Kugel B(,0) mit Radius 6
um &. [ liefert uns gerade die Indizes der Knoten aus der k-Nachbarschaft
Ni(€) € X. Wir withlen P = I1¢, als den Raum der d-variaten Polynome vom
Grad kleiner als m. Dann hat die MLS-Approximation die Form

sex(€) =Y aj(©)e(x)), (2.8)

JEL(E)

wobei die Koeffizienten a}(£) bestimmt werden durch

o]
Minimiere 3 IZ a;(€)%05(¢, ;)
e (2.9)
unter den Nebenbedingungen Z a; (€)p(x;) =p(&), peld .
i€l(§)

In der Praxis werden wir 6 und k£ in Abhéngigkeit voneinander setzen, indem
wir bei vorgegebenen k den Radius § dynamisch an die N (§) umfassende Ku-
gel anpassen.

Satz 2.1. Es sei Ni(€) = {z; € X : j € I(§,0,X)} gegeben mit einer I1%-
unisolventen Untermenge. Sei {p,...,po} eine Basis von I1¢. Dann hat das
Minimierungsproblem (2.9) die eindeutig bestimmte Losung a}, j € I(§) mit
der Darstellung

Q
; 1€ — ;]
a5(6) = (T2 Y i), (2.10)
i=1
wobei die \; die eindeutigen Losungen des Gleichungssystems
Q
—p.
S Y ol ) = nie), 0<i<e @)
=1 jel(€)

sind.

Den Beweis fiir diese Behauptung liefert Wendland in [7].

Wir miissen zum Berechnen der MLS-Approximante das lineare Gleichungssy-
stem (2.11) der Ordnung Q lésen, was uns O(Q?) kostet. Das Aufstellen der
Matrix des LGS kostet uns O(Q?- k). Das Einsetzen der Lésungen \; in (2.10)
erledigen wir in O(Q), die Auswertung der Approximante an der Stelle ¢ durch
(2.8) erfordert O(k) Operationen.

Insgesamt haben wir also Kosten von O (k+k-Q*+@Q?) fiir die MLS-Approximante
fiir jede Reproduktion der Konzentration an einer Stelle £ € (). Im Gegensatz
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zur RBF-Interpolation, deren Kosten in erster Linie von der Anzahl k der
Punkte in den Nachbarschaften abhéngen, ist bei der MLS-Approximation der
Grad () der verwendeten Polynome entscheidend. Wir werden spéter auf die
Wahl von k und () zuriickkommen.

2.5 Semi-Lagrange-Advektion

In dieser Arbeit verwenden wir die so genannte Riickwdirts-Semi-Lagrange-
Advektion (SLM).

Die Verwendung des riickwérts arbeitenden Algorithmus erméglicht uns die
Verwendung groflerer Zeitschrittweiten 7 bei der SLM. Dieses Verfahren kommt
insbesondere bei der Erstellung von Wettervorhersagen zum Einsatz, wie Falco-
ne und Ferretti in [11] beschreiben. Die SLM integriert die Advekionsgleichung
entlang von Bahnen. Als Ausgangspunkt dient uns daher fiir das spezielle Ad-
vektionsschema die Diskretisierung

c(t+r1,2)—c(t,z7)

=0, xr €,

wobei t € I die aktuelle Zeit darstellt, 7 > 0 die Zeitschrittweite und = den
Upstreampunkt zu x.

Fiir eine endliche Menge aktueller Knoten X = {zy,...,2,} C ) miissen wir
fiir jeden Zeitschritt ¢ — t + 7 in der SLM einen Vektor

AT = (e(t+7,21), ..., c(t + 7,1,)) " € R™ berechnen.

Dieser Vektor enthélt die aktuellen Konzentrationen in den Knoten x4, ..., z,
zur Zeit t + 7 entsprechend den Werten des Vektors ¢’ des vorherigen Zeit-
schritts. Fiir die Zeit ¢ = 0 ist die Verteilung der Konzentration % gegeben
durch die Startbedingungen. Die Berechnung fiir die neuen Konzentrationen
c(t+ 1),z € X erfolgt dann nach folgendem Schema:

1. Berechne die Approximation & des Upstreampunktes z~,
2. Reproduziere c(t,Z) mit den Werten .,

3. Fiihre die Advektion durch, indem c(t + 7,z) = ¢(t, ) gesetzt wird.

Die Qualitéit des Verfahrens héangt im Wesentlichen von der Qualitéit der In-
terpolation in Schritt 2 ab. Da die Kosten fiir die bisher iiblichen Methoden
mit Finiten Elementen in hoheren Dimensionen sehr hoch sind, bieten sich fiir
solche Probleme gitterfreie Methoden an.
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Unsere Betrachtungen befassen sich mit der generellen Durchfiihrbarkeit und
Parametrisierung der gitterfreien Methoden. Daher werden wir uns auf zwei-
dimensionale Probleme beschrianken, so dass z1, ..., z,, € R2.

Eine gitterfreie SLM basiert im Wesentlichen auf einer gitterfreien Reproduk-
tion von Funktionen. Fiir unsere Versuche werden wir einerseits mit RBF-
Interpolation, andererseits mit MLS-Approximation arbeiten. Diese Arten der
Reproduktion eignen sich gut fiir die Reproduktion von Funktionen auf ver-
streuten multivariaten Daten.

Um die Komplexitéit des Verfahrens gering zu halten, ohne jedoch an Genau-
igkeit einzubiiflen, fiihren wir in jedem Zeitschritt eine dynamische Anpassung
der Knotenmenge durch die so genannte Adaption.

2.6 Adaption

Die Qualitiat der Advektion wird wesentlich von der lokalen Reproduktion der
Konzentrationswerte bestimmt. In Bereichen mit hohen Schwankungen der
Konzentration benotigen wir ein hinreichend dichtes Netz von Stiitzstellen fiir
eine ausreichende Genauigkeit. Da wir das Verfahren jedoch méglichst effizi-
ent halten wollen, wire eine gleichméflig dichte Knotenverteilung iiber 2 eher
ungiinstig. In Gebieten mit geringen oder keinen Konzentrationschwankungen
konnten wir mit sehr weit auseinanderliegenden Knoten dennoch die Konzen-
tration sehr gut reproduzieren.

Daher werden wir vor jeder Advektion zunéchst die Knotenmenge dynamisch
anpassen, um sowohl die Geschwindigkeit als auch die Genauigkeit zu erhéhen.
Wir werden die Knotenmenge vor jeder Advektion solange anpassen, bis die
Adaption stationdr wird. Dies bedeutet, dass sich die Knotenmenge sowohl in
der Anzahl der Knoten als auch in der Verteilung nicht oder nur noch sehr
wenig verdndert. Wir wollen hiermit den Interpolations- bzw Approximations-
fehler bei der Advektion moglichst gering halten.

Wir benétigen zunéchst ein Mafl, um zu entscheiden, an welchen Stellen von
) wir mehr oder weniger Knoten benotigen.

Wir betrachten den Fehlerindikator 7 : X* — [0, 00), wobei X = X" die Kno-
tenmenge zur Zeit ¢ darstellt.

Zu jedem z € X gibt es einen Signifikanzwert n(x), der die Qualitéit der lokalen
Approximation in z misst. Wir definieren n(x) := |c¢(x)—s(z)|, wobei ¢ = ¢(t, )
ist und die Reproduzierende s = sy mit der k-Nachbarschaft N’ = N (z) C X.
Wir verwenden fiir die lokale Reproduktion s die RBF-Interpolation bzw. die
MLS-Approximation.

Bei der RBF-Interpolation gilt fiir ¢ und s insbesondere ¢(v) = s(v) fiir alle
v € N. Die Eigenschaft von s, lineare Polynome zu rekonstruieren, bedingt
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n(z) = 0, falls ¢ linear ist in der Nachbarschaft von x. Kann ¢ durch s gut
reproduziert werden, so erhalten wir fiir n(x) kleine Werte, hingegen bedeuten
grofle 1, dass ¢ in der Umgebung von x nicht gut reproduziert wird.

Fiir die Adaption der Knotenmenge verwenden wir daher die

Definition 2.3. Sei n* = max,cx n(z) und seien o, 0,y Parameter mit
0< oy < Oref < 1.

Dann muss ein Knoten x € X wverfeinert werden, wenn n(x) > o,cr - n*.

n wird ausgediinnt, wenn n(x) < oes - 0" .

Kann die Konzentration in einem Knoten durch die umliegenden gut genug
reproduziert werden, so wird dieser Knoten nicht ldnger benotigt.

Definition 2.4. Ein Knoten x € X wird ausgediinnt, indem er aus der aktu-
ellen Knotenmenge X geloscht wird, X wird ersetzt durch X \ {z}.
Schwieriger gestaltet sich die Suche nach einem sinnvollen Verfahren fiir das
Einfiigen neuer Knoten. Wir miissen einerseits den Ort der neuen Knoten
festlegen, andererseits die Konzentration in den neuen Knoten bestimmen.
Zunéchst werden wir uns ein Verfahren zur Ortsbestimmung {iberlegen. Wir
mochten das Gebiet, in dem schlecht reproduziert wird, mit einem mdoglichst
gleichméfigen feineren Knotengitter {iberdecken und trotzdem eine gewisse
Distanz zwischen den Knoten erhalten, um ein Entarten der Knotenmenge
zu verhindern. Daher erscheint es sinnvoll, zusétzliche Knoten moglichst weit
entfernt von bereits bestehenden Knoten einzufiigen, d.h. moglichst mitten in
bisher knotenfreien Bereichen. Diese Bedingung erfiillen gerade die Ecken der
Voronoizelle.

2.6.1 Voronoipunkte / Delaunay-Triangulierung

Definition 2.5. Die Voronoizelle V(x) zu einem Knoten
r€ X :={x,...,2,} CR?ist definiert als

V(z) ={£€R: lz —¢l> < lloj —¢ll2, Vo € X, j =1, ,n}.

Die Voronoizelle wird stets von geraden Linien begrenzt, die jeweils auf der
Mittelsenkrechten zwischen zwei Punkte liegen.

Fiir unsere Betrachtungen interessieren uns lediglich die Voronoi-Punkte von
x. Dies sind die Ecken der Voronoizelle, welche durch den Schnitt von jeweils
zwei Kanten entstehen. Dadurch wird jeder Voronoipunkt zum Mittelpunkt
eines Kreises, der durch genau drei Punkte aus X geht und in dessen Inneren
sich keine Punkte aus X befinden. Diese spezielle Eigenschaft der Voronoizelle
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werden wir spéter noch benotigen.

Die Voronoizelle ist nicht immer komplett geschlossen, am Rand der Knoten-
menge kann es zu halboffenen Zelle kommen (siehe Abb. 4(d)). Fiir den Fall,
dass X degeneriert ist, d.h. alle Punkte aus X auf einer Geraden liegen, gibt es
lediglich offene Voronoizellen ohne Ecken. Wir werden jedoch X als nicht de-
generiert voraussetzen, so dass zu jedem x € X mindestens ein Voronoipunkt
existiert.

Die Menge aller Voronoipunkte von X mit den sie verbindenden Kanten be-
zeichnen wir als Voronoidiagramm von X.

Um die Voronoipunkte zu berechnen, betrachten wir zunéchst den zum Voro-
noidiagramm dualen Graphen, die Delaunay-Triangulierung.

Definition 2.6. Als Triangulierung einer Knotenmenge X bezeichnen wir
einen Graphen, bei dem jeweils drei Knoten x,y,2 € X mit den (ungerichte-
ten) Kanten (z,y), (z,2) und (y, z) verbunden sind. Dabei darf es zu keinen
Uberschneidungen von Kanten kommen. Die drei so verbundenen Knoten be-
zeichnen wir als Dreieck (x,y, z) (Azyz).

Definition 2.7. Eine Triangulierung heifit Delaunay-Triangulierung, wenn
sich innerhalb des Umkreises von Axyz keine Knoten befinden. z, y und z
liegen als Ecken des Dreiecks stets auf dem Umkreis.

Aus den Eigenschaften der Voronoizelle folgt direkt, dass es in jedem Fall eine
Delaunay-Triangulierung von X gibt, falls X nicht degeneriert ist.

Wir bestimmen nun zunéchst die Delaunay-Triangulierung 7' (X) zu X (Abb.
4(a) und 4(b)). Jeder Mittelpunkt (des Umkreises) eines Dreicks aus T (X)
bildet dann eine Ecke im Voronoidiagramm (Abb. 4(c) und 4(d)).

Um die Voronoipunkte zu x zu bestimmen, betrachten wir T, = Tp(X)|,, die
Menge aller Dreiecke aus Tp, die x enthalten. Nun berechnen wir zu jedem
t; € T, den Schnittpunkt M; der Mittelsenkrechten.

Dies liefert uns die Voronoipunkte V*(zx), die wir nun fiir die dynamische An-
passung der Knotenmenge verwenden.

Definition 2.8. Ein Knoten x € X wird verfeinert, indem die Voronoipunkte
von x zu X hinzugefiigt werden, X wird ersetzt durch X U V.

In der numerischen Simulation wird uns eine exakte Einhaltung dieser Ver-
feinerungsvorschrift vor einige Probleme stellen. Wie wir in Abb. 4(c) und
4(d) sehen, kann es unter ungiinstigen Umsténden zu sehr grofien Voronoizel-
len kommen. Dies geschieht, wenn die Delaunay-Triangulierung am Rande der
Knotenmenge lange schmale Dreiecke liefert. Dann liegt der Schnittpunkt der
Mittelsenkrechten sehr weit von = entfernt. Dies kann am Rand zu schlechten
Ergebnisse bei der Rekonstruktion der Konzentration fithren. Daher werden
wir grundsétzlich nur Voronoipunkte zur Knotenmenge hinzufiigen, wenn diese
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(a) Knotenverteilung (b) Delaunay-Triangulierung

(¢) Delaunay-Triangulierung mit Voro- (d) Voronoidiagramm mit Knoten
noipunkten

Abb. 4: Delaunay-Triangulierung & Voronoi-Diagramm

Adaptive Semi-Lagrange-Advektion mit radialen Basisfunktionen und Moving Least Squares



24 2 METHODEN

innerhalb von €2 liegen. Daher werden wir die Ersetzungsvorschrift der Defini-
tion (2.8) dndern in X — X U (V) N Q).

Fiir die Konzentration in den neu eingefiigten Knoten liegt es nahe, diese aus
den bekannten umliegenden Knoten zu berechnen. Wir werden also einfach die
Konzentrationen fiir V*(z) durch die lokale Reproduktion s bestimmen. Fiir
jedes neue § € Q wird die Konzentration definiert als ¢(t,&) := sy (§).

2.6.2 Praktische Anwendung

Bei der praktischen Umsetzung der Adaption stehen wir vor einer wichtigen
Entscheidung. Wir haben zwei Mdoglichkeiten, die beschriebenen Methoden an-
zuwenden:

(a)  Wir verwenden stets die Menge X" als Basis fiir die Adaption,

(b)  Wir verwenden die schon modifizierte Menge X*.

Der Fall (a) ist recht einfach zu handhaben. Wir werden zunéchst alle Punkte
ermitteln, die wir neu einfiigen miissen. Die Konzentrationen in diesen Punk-
ten bestimmen wir durch lokale Reproduktion auf X*. Wir werden auferdem
alle Punkte markieren, die auszudiinnen sind. Danach fithren wir in einem
einzigen Schritt das Loschen der iiberfliissigen sowie das Einfiigen der neuen
Punkte durch. Wir kénnen vor der Adaption einmal alle Nachbarschaften so-
wie das Voronoidiagramm zu X! bestimmen und zwischenspeichern.

Methode (b) verspricht eine hohere Genauigkeit der Adaption, da wir die schon
vollzogenen Anderungen sofort mit einbeziehen.

Hier miissen wir jedoch erheblich mehr Aufwand betreiben. Mit jedem gelésch-
ten oder eingefiigten Knoten dndert sich natiirlich die Gesamtstruktur (Trian-
gulierung, Voronoidiagramm, Nachbarschaften) der Daten und damit auch die
lokalen Fehler. Wir kénnen daher nicht die benotigten Daten zwischenspei-
chern und bei Bedarf wieder abrufen, sondern miissen diese Informationen
sehr aufwindig pflegen. Dieser Aufwand liegt deutlich hoher als die zu erwar-
tetende qualitative Verbesserung, so dass wir uns schon aus Kostengriinden
auf Methode (a) konzentrieren werden.

2.7 Clipping

Sowohl bei der Advektion als auch bei der Adaption arbeiten wir mit Methoden
zur Funktionsreproduktion, um die Konzentrationen zwischen den Knoten zu
berechnen. Da wir bei unseren Betrachtungen eine initiale Knotenverteilung
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Abb. 5: Interpolationsfehler

mit zugeordneten Konzentrationen verwenden, gilt

00(5) € [Cminy Cmax) =: C mit 0 < Cpin < Cax V€ €

Cmin = Iggg CO(&:) ;

Cmax = I?Eaé( CO (6) :

Bedingt durch die Eigenschaften der RBF-Interpolante bzw. der MLS-Approxi-
mante kann es jedoch vorkommen, dass ¢(t, ) nicht in C liegt und insbesondere
auch negativ werden kann. Dies tritt besonders in Bereichen auf, in denen die
Konzentration starken Schwankungen unterliegt. Abb. 5 zeigt das mogliche
Verhalten der RBF-Interpolante verglichen mit der tatichlichen Konzentrati-
on im Querschnitt. Die Abbildung zeigt die zur vorgegebenen Konzentration
gehorige RBF-Interpolante mit der Wendland-1-Funktion und @ = 2.

Wir werden in unseren Testreihen Ausgangsverteilungen mit sehr starken Kon-
zentrationsschwankungen betrachten. Um ein Aufschaukeln des dargestellten
Effekts zu verhindern, werden wir die moglichen Konzentrationswerte auf C
reduzieren. Das Clipping definiert das Ermitteln der neuen Konzentration an
der Stelle £ € Q als

Cmin € < Cnin,
c(t,€) = ¢ =X Chax € > Caxs
c sonst.
Bei der lokalen Reproduktion auf Nachbarschaften von z werden wir ent-
sprechend mit lokalen und zeitabhéngigen cp;, und cya.x arbeiten, also mit
Cmin = Migepr() ¢(t,€) und Cmax = Maxeen @) (L, ).
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3 Numerische Ergebnisse

SMan darf nicht das, was uns unwahrscheinlich und unnatirlich
erscheint, mit dem verwechseln, was absolut unmdaglich ist.“
Carl Friedrich GauB3 (1777 - 1855)

Ein wesentlicher Teil dieser Arbeit beschéftigt sich mit der praktischen Erpro-
bung der beschrieben Methoden. Um eine moglichst optimale Konfiguration zu
finden, werden wir zunéchst die einzelnen Verfahren unabhéngig voneinander
testen. Dadurch haben wir die Moglichkeit, genauer auf die Vor- und Nachtei-
le der Komponenten einzugehen. Zudem koénnen wir die Programmparameter
genauer auf die Erfordernisse abstimmen. Wir werden die fiir die Versuche
verwendeten Parameter nach und nach einfithren und ihre Relevanz erldautern.
Eine Ubersicht iiber alle verwendeten Parameter werden wir im Programmteil
in Kapitel C.3 geben.

3.1 Anfangsbedingungen

Um die einzelnen Verfahren gut vergleichen zu konnen, werden wir lediglich
mit einer geringen Zahl von Anfangsbedingungen arbeiten.

Diese wurden repréasentativ ausgewihlt, um eine gute optische Darstellung zu
gewahrleisten.

3.1.1 Geschwindigkeitsfeld

Wir werden stets dasselbe Gebiet @ = [—1,1] x [—1,1] C R? betrachten. Wir
verwenden das Geschwindigkeitsfeld

at,z) =d(z) =w- (—x9,21), x = (21, 22), w € R.

a beschreibt eine Rotation um den Ursprung in mathematisch positiver Rich-
tung (Abb. 6). Das Geschwindigkeitsfeld ist offensichtlich divergenzfrei, da

div (@) = o, 9,

Ebenfalls leicht nachrechnen lédsst sich die Lipschitz-Stetigkeit von d, denn
durch direktes Einsetzen erhalten wir

—

la(z) = aty)|l = lwl - llz =yl
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Abb. 6: Geschwindigkeitsfeld a

Nun kénnen wir mit der Lipschitzkonstanten L > ﬁ die Voraussetzungen fiir
den Satz von Picard-Lindelof (Kapitel 1.2.2) erfiillen.

Der Skalar w bestimmt zusammen mit der Zeitschrittweite 7 die Geschwindig-
keit, mit der sich in unseren Testreihen die Konzentration fortbewegt. Fiir das
tangentiale Geschwindigkeitsfeld @ setzen wir w = 10(2)'# = 0,3636 x 1074,
Um mit dem Geschwindigkeitsfeld die Upstreampunkte durch die in Kapitel 2.1
beschriebene Iteration approximieren zu konnen, miissen wir die Iterationstiefe
N festlegen. Fiir den von uns eingesetzten Wert w = 0,3636 x 10~* erreichen

wir mit N;; = 5 bereits eine sehr gute Approximation des Upstreampunktes,
es ist ||lo= — ||, < 10712

3.2 Zeitschrittweite

Wir kénnen nun durch die Wahl von 7 fiir das tangentiale Geschwindigkeits-
feld festlegen, nach wie vielen Zeitschritten z alle Partikel eine vollstdndige
Rotation um den Ursprung vollziehen. Es gilt z = [2Z].

T v 2z Rotation pro Zeitschritt
960 180 %
480 360 50
80 2.160 0%

3.2.1 Knotenverteilung

Um die Abhéngigkeit der Verfahren von der Anzahl der Knoten zu dokumen-
tieren, verwenden wir Verteilungen mit
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N € {2.500; 10.000; 40.000; 90.000; 250.000; 490.000} Knoten. Fiir jede der Kno-
tenzahlen werden wir eine Ausgangsverteilung mit zufillig iiber () verteilten
Knoten betrachten und eine mit Knoten, die jeweils auf den Ecken eines sym-
metrischen Gitters iiber €2 liegen. Die Abbildung 7 zeigt beispielhaft die initia-
len Knotenverteilungen fiir jeweils 2.500 Knoten. Wir werden Testreihen mit
zufilliger Anfangsverteilung mit rnd kennzeichnen, bei zu Beginn gleichméBig
angeordneter Knotenmenge verwenden wir die Bezeichnung grid.

~

(a) gleichméfBige Verteilung. N = 2.500grid (b) zufiillige Verteilung. N = 2.5007rnd

Abb. 7: Anfangsverteilungen

3.2.2 Konzentrationen

Wir werden zwei reprisentative Félle von Konzentrationen betrachten, um
die getesteten Verfahren auf ihr Verhalten bei glatten Funktionen und bei
unstetigen Funktionen zu untersuchen. Dabei verwenden wir ausschliellich auf
0, 1] skalierte Konzentrationen.

Als glatte Ausgangsverteilung werden wir die Wendland-2-Funktion ¢(r) =
(1 — r)*(4r + 1) verwenden. Wir werden die Funktion, die ihr Maximum in
(0/0) annimmt und einen Support-Radius von 1 hat, skalieren, um sie an unsere
Erfordernisse anzupassen. Dazu verschieben wir die Funktion um (0,5/0) und
verringern den Support-Radius auf 0,45, so dass der Funktionskegel bei einer
Rotation um den Ursprung vollstindig im Gebiet Q = [—1,1]? liegt.

Die Funktionsgleichung der von uns verwendeten Ausgangsverteilung ist also
ow(r) = (1 —2r)*(1,8r + 1) mit r = ||a; — 2o||> und 2o = (0,5/0).
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Abb. 8: Wendland-Funktion ¢y

Abbildung 8 zeigt die skalierte Wendland-Funktion. Von der Wendland-Funk-
tion erwarten wir wegen der hohen Glitte eine gute Approximierbarkeit.
Kontrar dazu verwenden wir die sogenannte Slotted Disc, die eine sehr stark
unstetige Konzentrationsverteilung darstellt. Die Disc besteht aus einer kreis-
formigen Scheibe, in deren Inneren die Konzentration 1, auflerhalb hingegen 0
ist.

Der Slot ist ein rechteckiger Bereich, der die Disc iiberlagert und in dessen
Inneren die Konzentration ebenfalls 0 ist.

Wir verwenden eine Slotted Disc (SD) mit dem Radius 0,325 um das Zentrum
(0,5/0). Der Slot hat eine Ausdehnung von 0,08 x 0,3 und zeigt in Richtung
(0,1).

Die zur Slotted Disc gehorige Funktion (Abb. 9) beschreiben wir als

0 ||£—$0||2 > 073257 To = (075/0)7
psp(€) =<0 € €[0,46;0,54] x [0,025;0,325], mit & € [—1,1]?
1 sonst.

Die Slotted Disc wird uns zeigen, ob die angewandten Verfahren die scharfen
Kanten und Spitzen erhalten werden.
3.3 Clipping

Wie bereits in Abschnitt 2.7 erwédhnt, kann es bei der Reproduktion der Kon-
zentration zu Fehlern kommen, die das Clipping der Werte erfordern.
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c(t,x)

0.750

0.250

0.00

Abb. 9: Slotted Disc ¢sp

Abbildung 10 zeigt am Beispiel der Slotted Disc die Problematik bei deakti-
viertem Clipping auf. Wir sehen dort zunéchst die initiale Verteilung der Kon-
zentration zur Zeit t = 0 bei zufillig verteilter Knotenmenge mit N = 40.000
Knoten (Abb. 10(a)). Es folgt die Konzentrationsverteilung nach einem durch-
gefiihrten Adaptionsschritt (Ohne Advektion!). Unten ist die Konzentration
nach einer kompletten Rotation um den Ursprung abgebildet, wobei die Kno-
tenmenge invariant gehalten wurde.

Um die deutlich sichtbaren Ausreiffer zu vermeiden, werden wir in allen fol-
genden Testreihen das Clipping aktivieren.

Parameter Abb. 10:
Initiale Knotenzahl: 40.000rnd

Nachbarschaften: n = 20

Nur 10(b):

Adaption: RBF-Interpolation
RBF (Adaption): Wendland-Funktion
Nur 10(c):

Advektion: RBF-Interpolation
RBF (Advektion): Wendland-Funktion
Rotation: 2.7
Zeitschrittweite: 7 = 960
Zeitintervall: 7 =10,180- 7]
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Abb. 10: Konzentrationen bei deaktiviertem Clipping
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3.4 Advektion

Wir betrachten nun die adaptionsfreie Advektion. Dabei werden wir als Aus-
gangsmenge sowohl eine zufillig verteilte Knotenmenge als auch eine Vertei-
lung der Knoten auf den Ecken eines Gitters betrachten. Dies ermdglicht uns
eine Betrachtung der Abhéngigkeit des Verfahrens von der initialen Knoten-
verteilung.

Fiir eine sinnvolle dreidimensionale Darstellung der Testreihen werden wir die
berechneten Knotenmengen optisch aufbereiten. Dazu legen wir ein symme-
trisches Gitter aus 40.000 Punkten iiber das kleinste rechteckige Gebiet, das
von den Knoten iiberdeckt wird. Wir berechnen dann die Interpolante in den
Gitterpunkten mit den fiir die Testreihe verwendeten Parametern. Dadurch
vermeiden wir Darstellungsfehler, die durch die Triangulierung einer sehr un-
gleichméfig verteilten Knotenmenge entstehen. Auflerdem werden wir ein ma-
nuelles Clipping fiir Konzentrationen < 0,01 durchfiithren, so dass wir geringe
Unterschiede in der Konzentration besser erkennen kénnen.

Fiir die Darstellung der einzelnen Knoten sowie der Delaunay-Triangulierung
der Knotenmenge verwenden wir die stets die berechneten Werte ohne Clip-

ping.

3.4.1 Advektion mit MLS

Wir beginnen unsere Betrachtung der adaptionsfreien Advektion mit der MLS-
Approximation. Dabei betrachten wir zunichst den Einflul der Knotenzahl
auf das MLS-Verfahren. Wir verwenden die Slotted Disc mit dem tangentialen
Geschwindigkeitsfeld. Abbildung 11 zeigt die Rotation mit den Knotenzahlen
2.500, 10.000 und 40.000. Erwartungsgeméf liefert eine hohere Anzahl Knoten
ein genaueres Ergebnis.

Parameter Abb. 11:

Advektion: MLS-Approximation
Nachbarschaften: n=2>:

Rotation: 3
Zeitschrittweite: T = 480
Zeitintervall: 7 =10,90- 7]
Konzentration: Slotted Disc

Initiale Knotenzahl: N = 2.500grid (11(a), 11(b))
N =10.000grtd (11(c), 11(d))
N =40.000grzd (11(e), 11(£))

Fiir die weiteren Tests ohne durchgefiihrte Adaption werden wir uns auf eine
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Abb. 11: Rotation der Slotted Disc mit unterschiedlichen Knotenzahlen
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initiale Knotenzahl von 40.000 beschrénken.

Wir werden nun untersuchen, wie die MLS-Approximation von der Verteilung
der Knoten bzw. der Anzahl n der Punkte in den Nachbarschaften abhéngt. Bei
der Verwendung von nur 5 Punkten zur Berechnung der Approximante kommt
es bei einer zufallsverteilten Knotenmenge zu einer ungewiinschten Schattenbil-
dung, wie Abb. 12(a) und 12(b) zeigen. Diese kann durch die Verwendung einer
gleichméfig verteilten Knotenmenge verhindert werden (Abb. 12(c), 12(d)). Da
wir jedoch spéter die Knotenmenge dynamisch veréindern mochten, ist diese
Losung nicht praktikabel, denn eine durch Adaption verdnderte Knotenmenge
dhnelt eher einer Zufallsverteilung als einer Gitterstruktur.

Wir versuchen daher, das Ergebnis durch die Hinzunahme von mehr Punkten
in die Nachbarschaften, das Ergebnis auch fiir die zuféllig gestreuten Knoten
zu verbessern. Die Abbildungen 12(e) und 12(f) zeigen die Slotted Disc nach
einer halben Rotation. Wie wir sehen, ist das Verfahren beziiglich der Knoten-
verteilung mit n = 8 wesentlich weniger anfallig fiir Storungen als mit n = 5.

Parameter Abb. 12:

Advektion: MLS-Approximation

Nachbarschaften: n=>5 (12(a), 12(b), 12(c), 12(d))
n=28 (12(e), 12(£))

Rotation: 2-m

Zeitschrittweite: 7 = 480

Zeitintervall: 7 =10,180- 7]

Konzentration: Slotted Disc

Initiale Knotenzahl: 40.000rnd (12(a), 12(b), 12(e), 12(f))
40.000grid (12(c), 12(d))

Es zeigen sich auch bei der Verwendung von n = 8 noch Einfliisse der un-
gleichen Knotenverteilung, die sich im Laufe der Zeit verstarken. Abbildung
13 zeigt die Slotted Disc nach einer Viertel-Rotation unter Verwendung un-
terschiedlicher Knotenzahlen in den Nachbarschaften. Hierbei fillt auf, dass
die Disc bei der Verwendung von mehr Punkten stéirker abflacht, dafiir jedoch
weniger von Storungen in der Knotenverteilung beeinflusst wird.
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Abb. 12: Advektion mit unterschiedlicher Ausgangsverteilung und unter-
schiedlichen Nachbarschaften. N = 40.000
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Abb. 13: Rotation um g mit unterschiedlichen Nachbarschaften. N =
40.0007rnd
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Parameter Abb. 13:
Advektion: MLS-Approximation
Nachbarschaften: n =238 (13(a))

n =10 (13(b))

n =20 (13(c))

Rotation: 5
Zeitschrittweite: 7 = 480
Zeitintervall: Z=10,90-7]
Konzentration: Slotted Disc

Initiale Knotenzahl: 40.000rnd

Wir miissen uns daher entscheiden, ob wir in den Nachbarschaften mehr Punk-
te fiir eine geringere Storanfilligkeit oder weniger Punkte fiir eine geringere
Abflachung verwenden. Wir betrachten daher die Abflachung bei einer linge-
ren Testreihe. Wie Abbildung 14 fiir n = 15 zeigt, betrigt bereits nach zwei
Rotationen um den Ursprung die Hohe der Slotted Disc nur noch rund 60%
der Ausgangshohe. Dadurch werden die Konturen stark verwischt, so dass die
Grundform verloren geht. Wir miissen daher, um spéter bei der Kombinati-
on von Adaption und Advektion brauchbare Ergebnisse erzielen zu konnen, n
moglichst gering halten.

Parameter Abb. 14:

Advektion: MLS-Approximation
Nachbarschaften: n=15

Rotation: 4-7
Zeitschrittweite: 7 = 480
Zeitintervall: Z=100,720-7]
Konzentration: Slotted Disc

Initiale Knotenzahl: 40.000rnd

Wir werden nun noch iiberpriifen, wie sich die Advektion mit MLS bei einer
glatten Ausgangsverteilung verhilt. Abbildung 15 zeigt in einer Ubersicht, dass
dieselben Effekte wie bei der Slotted Disc auch bei der Wendland-Funktion auf-
treten. AuBerdem wird deutlich, dass bei zufilliger Verteilung die Abflachung
starker ist als bei einer regelméfligen.
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(a) Ausgangsverteilung (b) t =90; n =5; rnd

(¢) t =90; n =105 grid (d) t =90; n = 10; rnd

Abb. 15: Advektion der Wendland-Funktion. N = 40.000
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Parameter Abb. 15:

Advektion: MLS-Approximation
Nachbarschaften: n=>5 (15(b))

n =10 (156(c), 15(d))
Rotation: g
Zeitschrittweite: T = 480
Zeitintervall: 7 =10,90- 7]
Konzentration: Wendland-Funktion

Initiale Knotenzahl: 40.000rnd (15(a), 15(b), 15(d))
40.000gr3id (15(c))

3.4.2 Advektion mit RBF

Auch fiir die RBF-Interpolation werden wir zunéchst die Abhéngigkeit von der
Knotenanzahl und -verteilung bei der adaptionsfreien Advektion iiberpriifen.
Wir vergleichen zunéchst fiir eine regelméfig verteilte Knotenmenge die RBF-
Interpolation fiir beide von uns eingesetzten RBF's.

Die Abbildungen 16 und 17 zeigen jeweils die Slotted Disc nach einer vollsténdi-
gen Rotation. Dabei variiert die Anzahl von Knoten zwischen 2.500, 10.000
und 40.000 mit einer Zufallsverteilung. Die Anzahl der Knoten in den Nach-
barschaften liegt konstant bei n = 20. Es zeigt sich, dass bei Verwendung des
Thin Plate Spline (Abb. 17) eine starkere Kantenglattung erfolgt als bei der
Wendland-Funktion (Abb. 16). Dieser Effekt wird insbesondere bei geringeren
Knotenzahlen offensichtlich.

Die Unterschiede zwischen den verwendeten RBFs werden bei einer gleich-
méaBig verteilten Knotenmenge deutlich geringer. Wahrend hier die Kanten der
Slotted Disc etwas weniger gegléttet werden, entsteht bei geringen Knotenzah-
len ein schwacher Oszillationseffekt, so dass die Disc einen leichten Schatten
nachzieht. Bemerkenswert ist, dass der Thin Plate Spline (Abb. 19) bei kleine-
ren Knotenzahlen der Wendland-Funktion (Abb. 18) tiberlegen ist. Der Thin
Plate Spline scheint also eher von der Lage der Knoten als von deren Anzahl
abhéngig zu sein, wihrend die Wendland-Funktion robuster bei ungleich ver-
teilten Knoten ist.

Wir vermuten daher eine bessere Eignung der Wendland-Funktion im Zusam-
menspiel mit der Adaption der Knotenmenge.
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Parameter Abb. 16, 17, 18 und 19:

Advektion: RBF-Interpolation

RBF: Wendland-Funktion (16, 18)
Thin Plate Spline (17, 19)

Nachbarschaften: n =20

Rotation: 2.7

Zeitschrittweite: 7 = 480

Zeitintervall: Z =10,360- 7]

Konzentration: Slotted Disc

Initiale Knotenzahl: 2.500rnd (16(a), 17(a))
10.000rnd (16(b), 17(b))
40.000rnd (16(c), 17(c))
2.500grtd (18(a), 19(a))
10.000grid (18(b), 19(b))
40.000grid (18(c), 19(c))

Um die Abhéngigkeit der RBF-Interpolation von der Anzahl der Knoten in
den Nachbarschaften zu bestimmen, werden wir mit 40.000 Knoten rechnen.
Hiervon erwarten wir eine recht gute Darstellungsqualitdt. Wir werden in Hin-
blick auf die spéter erfolgende Anpassung der Knotenmenge mit einer Zufalls-
verteilung arbeiten.

Abbildung 20 zeigt die Slotted Disc nach einer Viertel-Rotation mit der Wend-
land-Funktion als Basisfunktion. Wie bei der MLS-Approximation bilden sich
bei zu kleinen Nachbarschaften Schatten, wie Abbildung 20(a) fiir n = 5 zeigt.
Bei der Verwendung von n = 10 bzw. n = 20 verbessert sich jeweils das Ergeb-
nis. Dabei kommt es bei wachsendem n im Gegensatz zur MLS-Approximation
jedoch nicht zu einer stédrkeren Abflachung, sondern die Kanten bleiben we-
sentlich besser erhalten. Derselbe Effekt tritt bei Verwendung des Thin Plate
Spline als Basisfunktion auf.

Parameter Abb. 20:

Advektion: RBF-Interpolation
RBF: Wendland-Funktion
Nachbarschaften: n=>5 (20(a))

n =10 (20(b))
n =20 (20(c))

Rotation: 5
Zeitschrittweite: 7 = 480
Zeitintervall: Z=10,90-7]
Konzentration: Slotted Disc

Initiale Knotenzahl: 40.000rnd

Adaptive Semi-Lagrange-Advektion mit radialen Basisfunktionen und Moving Least Squares
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Abb. 20: Advektion mit der Wendland-Funktion und unterschiedlichen
Nachbarschaften. N = 40.000rnd
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Durch eine weitere Erhchung der Knotenzahl in den Nachbarschaften konnen
wir das Ergebnis weiter verbessern. Abbildung 21 zeigt die Slotted Disc nach
einer vollstdndigen Rotation mit n = 20 und n = 30. Wir sehen, dass die Kan-
ten der Disc bei Verwendung des Thin Plate Spline (Abb. 21(c) und 21(d))
etwas stéarker geglittet werden als bei Verwendung der Wendland-Funktion
(Abb. 21(a) und 21(b)). Die Wendland-Funktion liefert hier mit n = 20 in
etwa dasselbe Ergebnis wie der Thin Plate Spline mit n = 30.

Diese Qualitéitsverbesserung durch gréflere Werte fiir n ist jedoch mit hohen
Kosten verbunden, da bei der RBF-Interpolation die Laufzeit wesentlich von
der Anzahl n der Knoten in den Nachbarschaften abhéingt. Wir erwarten von
der Adaption der Knotenmenge eine Verbesserung der Datenqualitit, daher
werden wir uns auf n = 20 beschrénken mit der Moglichkeit, durch Hinzunah-
me weiterer Punkte das Ergebnis zu verbessern.

Parameter Abb. 21:

Advektion: RBF-Interpolation

RBF: Wendland-Funktion (21(a), 21(b))
Thin Plate Spline (21(c), 21(d))

Nachbarschaften: n =20 (21(a), 21(c))
n =230 (21(b), 21(d))

Rotation: 2-m

Zeitschrittweite: 7 = 480

Zeitintervall: Z =10,360- 7]

Konzentration: Slotted Disc

Initiale Knotenzahl: 40.000rnd

Fiir die Durchfithrung von ldngeren Testreihen iiberpriifen wir das Verhal-
ten der Advektion nach einigen kompletten Rotationen. Abb. 22 zeigt, dass
auch nach fiinf Umldufen die Slotted Disc noch sehr gut abgebildet wird. Es
findet lediglich eine Abrundung der Konturen statt, die zu Beginn stérker ist
und sich nach einigen Rotationen abschwécht. Eine Abflachung der Disc wie
bei der MLS-Approximation findet nicht statt.

Parameter Abb. 22:

Advektion: RBF-Interpolation
RBF: Wendland-Funktion
Nachbarschaften: n =20

Rotation: 10 -7
Zeitschrittweite: 7 = 480
Zeitintervall: 7 =10,1.800 - 7]
Konzentration: Slotted Disc

Initiale Knotenzahl: 40.000rnd
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(a) RBF: Wendland-Funktion, n = 20 (b) RBF: Wendland-Funktion, n = 30

(c) RBF: Thin Plate Spline, n =20  (d) RBF: Thin Plate Spline, n = 30

Abb. 21: Advektion nach einer Rotation mit verschiedenen RBFs und
Nachbarschaften. N = 40.000rnd
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Bei der Verwendung einer glatten Ausgangsverteilung der Konzentration liefert
die Advektion mit RBF-Interpolation sehr gute Ergebnisse. Selbst bei zufilli-
ger Verteilung der Knoten ist lediglich im Bereich der Spitze eine Abflachung
zu beobachten. Durch Erhohung von N kénnen wir diese Abflachung reduzie-
ren. Abbildung 23 zeigt zwei Rotationen der Wendland-Funktion mit 10.000
bzw. 40.000 zufallsverteilten Knoten und n = 20. Bei der Verwendung des Thin
Plate Spline als Basisfunktion (Abb. 23(d) - 23(f)) ist eine leichte Abflachung
zu beobachten. Beid er Verwendung der Wendland-Funktion als Basisfunktion
ist auch nach zwei Rotationen keine Abflachung zu erkennen, der Funktions-
kegel ist am oberen Ende lediglich etwas breiter geworden.

Parameter Abb. 23:

Advektion: RBF-Interpolation

RBF: Thin Plate Spline (23(a) - 23(f))
Wendland-Funktion (23(g) - 23(i))

Nachbarschaften: n =20

Rotation: 4.7

Zeitschrittweite: 7 = 480

Zeitintervall: Z=10,720-7]

Konzentration: Slotted Disc

Initiale Knotenzahl: 10.000rnd (23(a) - 23(c))
40.000rnd (23(d) - 23(i))

Im Vergleich zur MLS-Approximation liefert die RBF-Interpolation wesent-
lich bessere Ergebnisse bei der adaptionsfreien Advektion. Durch die geringere
Abflachung des betrachteten Objekts erwarten wir in Verbindung mit der Ad-
aption ebenfalls bessere Resultate bei der RBF-Interpolation.

3.5 Adaption

Wir betrachten nun die dynamische Anpassung der Knotenmenge, ohne ein
Geschwindigkeitsfeld einwirken zu lassen. Wir haben so die Moglichkeit, die
eingesetzten Verfahren auf Thre Tauglichkeit fiir die Adaption zu testen. Da
wir withrend der Adaption Knoten sowohl l6schen als auch hinzufiigen werden,
miissen wir neben einer guten Qualitéit der Reproduktion auch auf die Anzahl
der Knoten achten. Wir untersuchen zunéchst die eingesetzen Verfahren auf
die Qualitdt der Reproduktion. Dafiir verwenden wir die Slotted Disc jeweils
mit zufilliger und gleichméBiger Knotenverteilung mit 10.000 und 40.000 Kno-
ten. Dadurch konnen wir brauchbare Werte fiir die Parameter o5, 0,¢5 und
die Grofle der Nachbarschaften n bestimmen.
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Abb. 23: Advektion der Wendland-Funktion mit der RBF-Interpolation bei
zufalliger Ausgangsverteilung
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Anschlieflend testen wir die Verfahren auf Stabilitdt, indem wir fiir die Ent-
wicklung der Knotenzahl nach mehreren Adaptionsschritten betrachten. Wir
verlangen von der Adaption, dass sie nach einer gewissen Anzahl von Schritten
stationdr wird, d.h. sowohl in der Verteilung der Konzentration als auch in der
Anzahl der Knoten keinen groflen Verdnderungen mehr unterliegt.

3.5.1 Adaption mit MLS

Wir werden zunéchst die optimale Anzahl n von Knoten in den Nachbarschaf-
ten bestimmen. Dazu betrachten wir die Adaption nach 10 durchgefiihrten
Schritten bei festen Parametern o..; = 0,001 und o,y = 0,1. Als Ausgangs-
verteilung werden wir mit 40.000 Knoten arbeiten und jeweils eine Zufalls-
verteilung und eine gleichméfige Verteilung betrachten. Da wir die Adaption
vor jedem Advektionsschritt solange ausfithren werden, bis die Knotenmenge
stationar wird, untersuchen wir die Adaption auf ihr Verhalten nach mehreren
durchgefiihrten Adaptionsschritten.

Die Abbildungen 24 und 25 zeigen die Knotenverteilung wéhrend der Adapti-
on nach einem bzw. zehn Schritten.

Die linke Spalte zeigt dabei die Knotenverteilung und die Triangulierung nach
dem ersten Schritt, rechts ist die Triangulierung nach zehn Schritten abgebil-
det. In beiden Abbildungen ist jeweils in der ersten Zeile die Adaption mit
Nachbarschaften von n = 5 dargestellt, in den folgenden Zeilen ist n = 20
bzw. n = 50.

Bei allen verwendeten Werten fur n liefert der erste Adaptionsschritt eine sehr
gute Darstellung der Slotted Disc. Die Knotenanzahl wird dabei um mehr als
90% reduziert, fiir n = 50 bleiben jedoch wesentlich mehr Knoten erhalten
als fiir n = 5 bzw. n = 20. Dies resultiert nach zehn Schritten in einer sehr
schlechten Abbildung der Slotted Disc bei zu geringem n. Die Knotenmenge
ist hier nicht mehr auf die unmittelbare Umgebung der Disc beschréinkt, son-
dern relativ weit iiber 2 verteilt. Es kommt im Bereich aulerhalb der Disc
zu grofen Fehlern bei der Reproduktion der Konzentration. Dieser Effekt tritt
besonders stark bei zufallsverteilten Anfangsknoten auf. Fiir die Adaption mit
der MLS-Approximation kommen daher nur Nachbarschaften mit hinreichend
vielen Punkten in Frage.

Abb. 26 zeigt die Slotted Disc als Detailaufnahme nach zehn Schritten fiir
beide Anfangsverteilungen und alle drei verwendeten Nachbarschaften. Ein
akzeptables Ergebnis liefert die Adaption nur fiir n = 50. Wir werden fortan
ausschlieflich mit Nachbarschaften von jeweils 50 Knoten arbeiten.
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(a) ta = 1;n=5; Ny = 2.077 (b) ta = 10; n = 5; Nig = 160.880
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Abb. 24: Adaption nach 10 Schritten. N = 40.000grid
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=5; Ny = 1.557

(c) ta =1;n=20; Ny = 2.766

(e) ta =1; n=50; Ny =4.026

Abb. 25: Adaption nach 10 Schritten. N = 40.000rnd

(f) ta = 10; n = 50; N1g = 68.991
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Abb. 26: Adaption nach 10 Schritten. N = 40.000
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Parameter Abb. 24, 25 und 26:
Adaption: MLS-Approximation
Nachbarschaften: n=>5 (24(a), 24(b), 25(a), 25(b),
26(a), 26(b))
n =20 (24(c), 24(d), 25(c), 25(d),
26(c), 26(d))
n =50 (24(e), 24(f), 25(e), 25(f),
26(e), 26(£))

Ausdiinnen: oers = 0,001
Verfeinern: orer = 0,1
Adaptionsschritte: ta=1 (24(a), 24(c), 24(e),

25(a), 25(c), 25(e))
ta=10 (24(b), 24(d), 24(f),
25(b), 25(d), 25(f), 26)
Konzentration: Slotted Disc
Initiale Knotenzahl: N = 40.000grid (24, 26(a), 26(c), 26(e))
N =40.000rnd (25, 26(b), 26(d), 26(f))

Um die Abhéngigkeit des Verfahrens vom Verfeinerungsparameter o,.; zu te-
sten, werden wir die Adaption fiir 0., = 0,001 erneut auf den zufalls- und
gleichméfig verteilten Knotenmengen mit N = 40.000 durchfiihren. Fiir klei-
nere Werte von o,y erwarten wir mehr verfeinerte Punkte und daher eine
groflere Anzahl von Knoten. Die Abbildungen 27 und 28 zeigen die Adapti-
on nach zehn Schritten fiir o,.; € {0,05;0,10;0,15;0,20}. Fiir die gleichm&Big
verteilte Knotenmenge liefern o0,.¢ = 0,05 und o,.y = 0,15 ein dhnlich gutes
Ergebnis, wobei die Knoten fiir 0,.f = 0,15 besser in der Ndhe der Disc kon-
zentriert sind. Bei der Zufallsverteilung liefert jedoch o,.; = 0,05 eine deutlich
bessere Reproduktion der Disc.

Diese Verbesserung der Qualitét ist jedoch sehr teuer, wie uns Abb. 29 zeigt.
Hier ist die Entwicklung der Knotenzahlen fiir 50 ausgefiihrte Adaptionsschrit-
te dargestellt. Abb. 29(a) stellt die Entwicklung fiir eine gleichméafBig verteilte
Knotenmenge dar, Abb. 29(b) fiir eine Zufallsverteilung. Fiir alle eingesetz-
ten Werte 0,5 € {0,05;0,10;0,15} verlduft die Entwicklung dhnlich, jedoch
auf unterschiedlichem Niveau. Im ersten Schritt wird die Zahl der Knoten von
40.000 auf unter 5.000 reduziert, um danach rapide anzusteigen. Nach ca. 15
Schritten bleibt die Knotenzahl dann nahezu konstant, die Adaption wird sta-
tiondr. Fiir ,.y = 0,05 geschieht dies erst bei einer Knotenzahl von > 325.000
fiir die gleichméflige Knotenverteilung, bzw. rund 240.000 bei der Zufallsver-
teilung. Ob wir diese Werte durch die Verwendung von mehr Knoten in der
Ausgangsverteilung senken konnen, werden wir spéter betrachten.
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Abb. 27: Adaption nach 10 Schritten. .. = 0,001; N = 40.000g7rid
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Abb. 28: Adaption nach 10 Schritten. o..s = 0,001; N = 40.000rnd
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(b) Knotenzahl nach 50 Adaptionsschritten. N = 40.0007nd

Abb. 29: Adaption nach 50 Schritten, .. = 0,001
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Parameter Abb. 27, 28 und 29:

Adaption: MLS-Approximation
Nachbarschaften: n = 50

Ausdiinnen: oers = 0,001

Verfeinern: orer = 0,05 (27(a), 28(a))

Orep = 0,10 (27(b), 28(b))
Tres = 0,15 (27(c), 28(c))
Orep = 0,20 (27(d), 28(d))

Adaptionsschritte: ty =10 (27, 28)
ta =50 (29)
Konzentration: Slotted Disc

Initiale Knotenzahl: N = 40.000grid (27, 29(a))
N = 40.000rnd (28, 29(b))

Wir werden nun o, festlegen. Dafiir halten wir o,.; = 0,10 fest und be-
trachten die Adaption fiir o.s € [0,001,0,01].

Die Abbildungen 30 und 31 zeigen die Disc im Detail nach zehn Adaptions-
schritten. Die beste Reproduktion erreichen wir mit o..5 € [5 - 1073, 7 - 10_3].
Betrachten wir zusétzlich noch die Verteilung der Knoten bei der Adapti-
on (Abb. 32), so wird deutlich, dass bei 0., = 71072 Die Knotenvertei-
lung eher ungiinstig ist, so dass wir uns in den weiteren Betrachtungen auf
Oers € [5-1072,6 - 1073%] beschriinken werden.

Parameter Abb. 30, 31 und 32:

Adaption: MLS-Approximation
Nachbarschaften: n = 50

Verfeinern: Orer = 0,10

Ausdiinnen: o5 = 0,001 (30(a), 31(a))

Oers = 0,003 (30(b), 31(b))
oers = 0,005 (30(c), 31(c), 32(a), 32(b))
oers = 0,006 (30(d), 31(d), 32(c), 32(d))
o.s = 0,007 (30(e), 31(e), 32(e), 32(f))
Oes = 0,010 (30(£), 31(f))

Adaptionsschritte: ta =10

Konzentration: Slotted Disc

Initiale Knotenzahl: N = 40.000grid (30, 32(a), 32(c), 32(e))
N =40.000rnd (31, 32(b), 32(d), 32(f))

Die Abbildungen 33 und 34 zeigen die Adaption in stationdrem Zustand nach
25 Schritten. Dabei ist jeweils o.. = 0,006, als Ausgangsverteilung dient die
Slotted Disc mit 40.000grid bzw. 40.000rnd Knoten. Fiir die Verfeinerung der
Knotenmenge wird o,.; = 0,05 bzw. 0,.f = 0,1 verwendet. Es féllt auf, dass
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Abb. 30: Adaption nach 10 Schritten. o,.r = 0,10; N = 40.000¢grid
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Abb. 31: Adaption nach 10 Schritten. o,. = 0,10; N = 40.000rnd
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Abb. 32: Adaption nach 10 Schritten. o,.y = 0,10; N = 40.000
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im ersten Fall zwar die Disc besser reproduziert wird, der Bereich auflerhalb
der Disc jedoch eher schlecht. Umgekehrt wird im zweiten Fall die Knoten-
menge weniger zerstreut, die Disc jedoch schlechter reproduziert. Die Anzahl
der Knoten ist fiir o,.; = 0,05 wesentlich hoher als fiir o, = 0,10.

Parameter Abb. 33 und 34:

Adaption: MLS-Approximation

Nachbarschaften: n = 50

Verfeinern: oref = 0,05 (33(a), 34(a))
Orer = 0,10 (33(b), 34(b))

Ausdiinnen: Oers = 0,06

Adaptionsschritte: ta=25

Konzentration: Slotted Disc

Initiale Knotenzahl: N = 40.000grid (33)
N =40.000rnd (34)

Die folgende Tabelle zeigt die gerundeten Knotenzahlen fiir den stationédren
Zustand der Adaption fiir o, = 0,006 und N = 40.000.

Oref grid rnd
0,05 302.000 208.000
0,10 186.000 115.000

Wir iiberpriifen nun den Einflufl der Anzahl N von Knoten in der Ausgangsver-
teilung auf die Qualitdt sowie die Knotenzahl bei der Adaption. Dafiir verwen-
den wir fiir N unterschiedliche Werte zwischen 10.000 und 500.000 Punkten.
Fiir die Verfeinerung setzen wir o, = 0,006 und o,.f = 0,10. Abbildung 35
zeigt fiir die intialen Knotenmengen 10.000, 40.000 und 490.000 die Slotted Disc
nach 20 Adaptionsschritten im Detail. Dabei ist auf der linken Seite das Er-
gebnis bei gleichméfBiger Knotenverteilung dargestellt, rechts das Ergebnis bei
zufilliger Verteilung. Abb. 36 zeigt die zugehorigen Knotenverteilungen mit der
Delaunay-Triangulierung. Die Qualitéit der Reproduktion ist generell bei einer
gitterbasierten Ausgangsmenge besser als bei einer Zufallsverteilung. Durch
die Verwendung von mehr Punkten erreichen wir eine bessere Reproduktion
der AuBenkanten der Disc, die Oberfliche der Disc wird jedoch unregelméBiger
abgebildet. Zudem erhoht sich zusammen mit der Ausgangspunktzahl auch die
Zahl der Knoten bei der Adaption.
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Abb. 33: Stationérer Zustand der Adaption. o.., = 0,006; N = 40.000g7rid
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Abb. 34: Stationédrer Zustand der Adaption. o.., = 0,006; N = 40.0007rnd
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= 10.000grid = 10.0007rnd
= 40.000¢rid = 40.000rnd
= 490.000grid = 490.000rnd

Abb. 35: Adaption nach 20 Schritten. o..s = 0,006; 0cr = 0,10
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Abb. 36: Adaption nach 20 Schritten. o..s = 0,006; 0,y = 0,1
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Parameter Abb. 35 und 36:

Adaption: MLS-Approximation
Nachbarschaften: n = 50

Verfeinern: orer = 0,10
Ausdiinnen: Oers = 0,006
Adaptionsschritte: ta =20
Konzentration: Slotted Disc

Initiale Knotenzahl: N = 10.000grid (35(a), 36(a))
N =10.000rnd (35(b), 36(b))
N = 40.000g7r%d (35(c), 36(c))
N = 40.000rnd (35(d), 36(d))
N = 490.000grzd (35(e), 36(e))
N = 490.000rnd (35(f), 36(f))

Die folgende Tabelle zeigt die Knotenzahlen, bei der die Adaption stationér
wird, fiir die unterschiedlichen Ausgangsverteilungen.

N grid rnd
10.000 109.000 97.000
40.000 186.000 115.000
90.000 252.000 153.000
250.000 322.000 181.000
490.000 411.000 250.000

Eine grafische Ubersicht iiber die Tabelle gibt uns Abbildung 37. Die Zahl
der Knoten bei der Adaption wichst langsamer als die Knotenzahl der Aus-
gangsverteilung. Da die absoluten Zahlen jedoch sehr hoch sind, werden wir
uns bei den weiteren Betrachtungen auf 40.000 Punkte bei der anfénglichen
Knotenverteilung beschranken.

Um die Eignung der MLS-Approximation fiir glatte Funktionen zu iiberpriifen,
verwenden wir als Ausgangskonzentration die Wendland-Funktion. Wir wer-
den dabei die oben festgelegten Parameter beibehalten. Die Qualitdt der Re-
produktion ist sowohl bei der zufallsverteilten Ausgangsmenge als auch bei
der gitterbasierten sehr gut. Abbildung 38 zeigt uns die gleichméflig verteil-
te Anfangskonzentration sowie die Konzentration nach 20 Adaptionsschritten.
Nach der Adaption ist lediglich im Bereich der Spitze des Funktionskegels eine
leichte Abflachung erfolgt, wie wir in der dargestellten Vergréflerung sehen.
AuBlerdem dargestellt sind die Knoten vor und nach der Adaption sowie die
Triangulierung der angepassten Knotenmenge. Entsprechend zeigt Abbildung
39 die Adaption bei zufillig verteilten Knoten.
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Abb. 37: Anzahl der Knoten bei der stationdren Adaption fiir unterschiedli-
che Ausgangsverteilungen.

Parameter Abb. 38, 39 und 40:

Adaption: MLS-Approximation

Nachbarschaft: n = 50

Verfeinern: Orer = 0,10

Ausdiinnen: oers = 0,000

Adaptionsschritte: ta =20 (38, 39)
ta =50 (40)

Konzentration: Wendland-Funktion

Initiale Knotenzahl: N = 40.000grid (38)
N = 40.000rnd (39)

Wir betrachten nun die Entwicklung der Knotenzahl bei der Ausfithrung meh-
rerer Adaptionsschritte. Bei der Slotted Disc wurde die Knotenmenge nach ca.
15 Schritten stationér, d.h. die Anzahl von Knoten néherte sich einem gewissen
Grenzwert. Abbildung 40 zeigt, dass bei der Adaption der glatten Ausgangs-
verteilung groflere Spriinge in der Knotenzahl vorkommen. Die Annédherung
an einen Grenzwert findet hier wesentlich weniger gleichméfig statt als bei der
Slotted Disc.

Diese Schwankungen in der Knotenmenge haben so gut wie keine Auswir-
kungen auf die optische Darstellung. Da wir aber fiir die spéter eingesetzte
Advektion eine stationdre Adaption voraussetzen, benotigen wir Kriterien, ab
wann die Knotenmenge als stationdr gelten soll. Diese Kriterien werden wir
spiter genauer erldutern und zunéchst einmal die RBF-Interpolation auf ihre
Tauglichkeit fiir die Adaption iiberpriifen.
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Abb. 38: Adaption der Wendland-Funktion. N = 40.000grid
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Abb. 39: Adaption der Wendland-Funktion. N = 40.000rnd
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Abb. 40: Entwicklung der Knotenzahl bei der Adaption

3.5.2 Adaption mit RBF - Wendland-Funktion

Fiir die Adaption mit der RBF-Interpolation beginnen wir unsere Betrachtun-
gen mit der Wendland-Funktion ¢(r) = (1 — r)% (4r + 1) als Basisfunktion.
Wir werden zunéchst die optimale Anzahl von Knoten in den Nachbarschaften
bestimmen. Dafiir setzen wir o.,s = 0,006 und o,.; = 0,1. Als Ausgangsvertei-
lung verwenden wir die Slotted Disc mit 40.000 Knoten. Abbildung 41 zeigt
die Adaption nach t4 = 10 Adaptionsschritten fiir Nachbarschaften mit 10, 15
und 20 Knoten. Bei der links dargestellten gitterbasierten Anfangsverteilung
erzielen wir mit n = 15 und n = 20 noch akzeptable Ergebnisse, wihrend fiir
n = 25 sehr starke Oszillationen der Konzentration zu erkennen sind. Bei einer
Zufallsverteilung treten fiir alle GroBlen von Nachbarschaften ebenfalls deut-
liche Oszillationen auf, die im Bereich von n = 20 noch am Geringsten sind.
Durch die Wahl von o.,s bzw. 0,.; werden wir versuchen, die Oszillationen zu
minimieren.

Parameter Abb. 41:

Adaption: RBF-Interpolation
RBF: Wendland-Funktion
Nachbarschaften: n=15 (41(a), 41(b))

n =20 (41(c), 41(d))
n =25 (41(e), 41(£))

Ausdiinnen: Oers = 0,006
Verfeinern: oref = 0,1
Adaptionsschritte: ta=10
Konzentration: Slotted Disc

Initiale Knotenzahl: N = 40.000grid (41(a), 41(c), 41(e))
N =40.000rnd (41(b), 41(d), 41(£))
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Abb. 41: Adaption mit der Wendland-Funktion bei unterschiedlichen Nach-
barschaften. t4 = 10; N = 40.000
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Wir betrachten nun fiir festes n = 20 die optimalen Werte fiir o.,s und o,y.
Abbildung 42 stellt fiir eine regelméflig verteilte Knotenmenge die Adaption
nach zehn Schritten dar. Dabei erzielen wir das beste Ergebnis fiir o.,., = 0,001
und o,y = 0,05. In diesem Fall benétigen wir auch mit rund 180.000 die mit
Abstand meisten Knoten. Bei einer Erhéhung von o,,s oder o, wird jedoch die
Qualitédt der Reproduktion schlechter, so dass wir beide Parameter moglichst
gering halten miissen.

Parameter Abb. 42:

Adaption: RBF-Interpolation

RBF: Wendland-Funktion

Nachbarschaften: n = 20

Ausdiinnen: Oes = 0,001 (42(a), 42(b))
Oers = 0,003 (42(c))

Verfeinern: grer = 0,05 (42(a), 42(c))
Uref = 0,15 (42(b))

Adaptionsschritte: ta =10

Konzentration: Slotted Disc

Initiale Knotenzahl: N = 40.000grid

Abbildung 43 zeigt die Adaption einer zufallsverteilten Knotenmenge fiir un-
terschiedliche Werte von o, und o,.¢. Es ist deutlich sichtbar, dass die Os-
zillationen der Konzentration bei allen Werten fiir o.,s und o,.; mehr oder
weniger stark auftreten. Fiir sehr grofie o, werden die Schwankungen aufer-
halb der Disc zwar geringer, jedoch haben wir selbst fiir 0,.; = 0,2 noch kein
akzeptables Ergebnis. Da wir hier zudem erst ab einem relativen Fehler von
20% verfeinern, erscheint eine solche Wahl von o,y nicht praxisnah.
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Abb. 42: Adaption mit der Wendland-Funktion. t4 = 10; N = 40.000¢rid
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Abb. 43: Adaption mit der Wendland-Funktion. ¢4 = 10; N = 40.000rnd
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Parameter Abb. 43:

Adaption: RBF-Interpolation
RBF: Wendland-Funktion
Nachbarschaften: n =20

Ausdiinnen & Verfeinern: o, = 0,0008; 0,.r = 0,01 (43(a))
Oers = 0,00105 o,cp = 0,05 (43(b))
Ocrs = 0,0010; 0pcp = 0,10 (43(c))
Oers = 0,00105 0,cp = 0,15 (43(d))
Oers = 0,00105 0,cp = 0,20 (43(e))
Oers = 0,0030; 0pcp = 0,15 (43(£))
Oers = 0,0050; 0,cp = 0,05 (43(g))
Oers = 0,0070; 0pcp = 0,10 (43(h))
Ocrs = 0,0070; 0,cp = 0,20 (43(1))

Adaptionsschritte: ta =10
Konzentration: Slotted Disc
Initiale Knotenzahl: N = 40.000rnd

Wir werden uns daher fiir die Adaption mit der RBF-Interpolation auf den
Thin Plate Spline als Basisfunktion konzentrieren und die Wendland-Funktion
nicht weiter betrachten.

3.5.3 Adaption mit RBF - Thin Plate Spline

Der Thin Plate Spline erweist sich als wesentlich besser fiir die Adaption geeig-
net als die Wendland-Funktion. Wir ermitteln auch hier zunéchst die optimale
Anzahl von Punkten in den Nachbarschaften und halten o.., = 0,006 sowie
oref = 0,1 fest. Abbildung 44 zeigt die Adaption bei gleichméBiger Anfangs-
verteilung mit N € {10;20;30}. Dabei ist die Lage der Knoten nach zehn
Adaptionsschritten bei n = 30 am besten auf die Disc konzentriert, die Repro-
duktion der Disc selber ist jedoch bei n = 20 am besten. Fiir n = 10 kommt
es zu einer schlechteren Reproduktion auflerhalb der Disc.

Dieser Effekt wird bei zufélliger Anordnung der Knotenmenge noch verstérkt,
wie Abbildung 45 zeigt. Hier kommt es fiir n = 10 und n = 30 zu Oszillationen
in der Konzentration neben der Disc. Daher werden wir mit 20 Knoten in den
Nachbarschaften weiterarbeiten.
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Abb. 44: Adaption mit dem Thin Plate Spline mit unterschiedlichen Nach-
barschaften. N = 40.000¢rid
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Abb. 45: Adaption mit dem Thin Plate Spline mit unterschiedlichen Nach-
barschaften. N = 40.000rnd
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Parameter Abb. 44 und 45:

Adaption: RBF-Interpolation
RBF: Thin Plate Spline
Nachbarschaften: n =10 (44(a), 45(a))

n =20 (44(b), 45(b))
n =230 (44(c), 45(c))

Ausdiinnen: Oers = 0,006
Verfeinern: Orey = 0,1
Adaptionsschritte: ta=10
Konzentration: Slotted Disc

Initiale Knotenzahl: N = 40.000grid (44)
N =40.000rnd (45)

Bemerkenswert ist, dass die Adaption der zufillig verteilten Knotenmenge mit
wesentlich weniger Punkten auskommt. Fiir n = 20 liefert das Verfahren nach
zehn Schritten rund 130.000 Punkte bei der gleichméfBigen, jedoch weniger als
10.000 Punkte bei der zufilligen Verteilung. Wir werden spéter genauer auf
die Entwicklung der Knotenzahl bei der Adaption eingehen und zunéchst o,
und o, festlegen.

Die Abbildungen 46 und 47 zeigen die Adaption nach zehn Schritten mit un-
terschiedlichen Werten fiir o,.r. Die Reproduktion der Slotted Disc ist fiir
niedrigere Werte von o,.; besser als fiir hohere. Dafiir werden jedoch wesent-
lich mehr Punkte benétigt. Fiir o,.y = 0,05 liefert die Adaption rund dreimal
so viele Punkte wie fiir 0,.; = 0,1. Da hier die Adaption die Disc nicht sehr viel
schlechter reproduziert, konnen wir fiir eine bessere Performance o,.; = 0,1
wéhlen. Wir werden im Folgenden beide Werte weiter betrachten, um die Ad-
aption zu optimieren.

Parameter Abb. 46 und 47:

Adaption: RBF-Interpolation

RBF: Thin Plate Spline
Nachbarschaften: n = 20

Ausdiinnen: oers = 0,001

Verfeinern: oref = 0,05 (46(a), 47(a))

oref = 0,10 (46(b), 47(b))
Oref = 0,15 (46(c), 47(c))
Adaptionsschritte: ta =10
Konzentration: Slotted Disc
Initiale Knotenzahl: N = 40.000grid (46)
Initiale Knotenzahl: N = 40.000rnd (47)
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c(t,x)

- 1.00
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-0.500
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0.00
(a) ores = 0,05; Nyo = 498.653

(b) Uref = 0710; N10 = 155797

(€) Ores = 0,15; Nyg = 39.482

Abb. 46: Adaption mit dem Thin Plate Spline. N = 40.000¢rid
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0.250
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(a) Oref = 0,05; N10 = 45.609

c(t,x)
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(b) Uref = 0,10; N10 = 18066
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(c) Ores = 0,15; Nyg = 11.653

Abb. 47: Adaption mit dem Thin Plate Spline. N = 40.000rnd
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Auf Verdnderungen von o, reagiert das Adaptionsverfahren relativ empfind-
lich. Wir erreichen die besten Resultate im Bereich von .., = 0,001. Die
Abbildungen 50 und 51 zeigen die Slotted Disc nach zehn Adaptionsschritten
fiir eine gleichméBige Ausgangsverteilung (Abb. 48) mit o,.; € {0,1;0,05},
oers € {0,0009;0,001;0,0011}. Die Unterschiede in der Qualitét der Reproduk-
tion sind hierbei nicht allzu grof}; die Knotenzahlen sind jedoch sehr unter-
schiedlich hoch.
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Abb. 49: Zufillige Ausgangsverteilung. N = 40.000rnd

Bei einer zufilligen Ausgangsverteilung (Abb. 49) liefert das Verfahren mit
denselben Parametern hingegen relativ konstante Knotenzahlen fiir die un-
terschiedlichen Werte von o..s. Dabei treten allerdings deutlich sichtbare Un-
terschiede in der Reproduktion der Disc auf, wie die Abbildungen 52 und 53
zeigen.
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c(t,x)

- 1.00

0.750

-0.500

0.250

0.00

(a) Gers = 0,0009; Nyo = 120.281
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(b) Gers = 0,0010; Ny = 155.797

(¢) Geps = 0,0011; Ny = 108.639

Abb. 50: Adaption nach 10 Schritten. o,.r = 0,10; N = 40.000grid
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c(,x)
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(a) Oers = 0,0009; Nyg = 600.571
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(b) Geps = 0,0010; Ny = 498.653

(¢) Oeps = 0,0011; Nyg = 434.711

Abb. 51: Adaption nach 10 Schritten. o,.r = 0,05; N = 40.000grid
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(a) Ters = 0,0009; Nig = 17.966
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Abb. 52: Adaption nach 10 Schritten. o,.y = 0,10; N = 40.0007nd
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(¢) Oers = 0,0011; Nyg = 44.310

Abb. 53: Adaption nach 10 Schritten. o,.y = 0,05; N = 40.000rnd
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Parameter Abb. 50, 51, 52 und 53:

Adaption: RBF-Interpolation

RBF: Thin Plate Spline

Nachbarschaften: n = 20

Ausdiinnen: s = 0,0009 (50(a), 51(a), 52(a), 53(a))

0ers = 0,0010 (50(b), 51(b), 52(b), 53(b))
oes = 0,0011 (560(c), 51(c), 52(c), 53(c))

Verfeinern: oref = 0,10 (50, 52)
Oref = 0,05 (51, 53)

Adaptionsschritte: ta=10

Konzentration: Slotted Disc

Initiale Knotenzahl: N = 40.000grid (50, 51)
Initiale Knotenzahl: N = 40.000rnd (52, 53)

Insgesamt die beste Reproduktion liefert uns o..s = 0,001, so dass wir uns
auf diesen Wert beschrinken werden.

Betrachten wir nun die Entwicklung der Knotenzahlen wihrend der Adaption.
Dafiir werden wir 30 Adaptionsschritte beobachten und sowohl die Knoten-
zahl als auch den maximalen Fehler fiir jeden Schritt notieren. Wir wéhlen als
Ausgangsverteilung die Slotted Disc mit 40.000¢grid und 40.000rnd Knoten.
Wir halten o.,s = 0,001 fest und betrachten jeweils o,.; € {0,05;0,075;0,1}.
Abbildung 54 zeigt uns die entsprechenden Zahlen grafisch.

Parameter Abb. 54:

Adaption: RBF-Interpolation
RBF: Thin Plate Spline
Nachbarschaften: n = 20
Ausdiinnen: oers = 0,001
Verfeinern: orer = 0,100

Orey = 0,075

orey = 0,050
Adaptionsschritte: ta =30
Konzentration: Slotted Disc

Initiale Knotenzahl: N =40.000grid (54(a), 54(b))
N =40.000rnd (54(c), 54(d))

Wie wir sehen, wird fiir alle eingesetzten Parameter die Adaption nach einer
Anzahl von Schritten stationér. Eine sehr gleichméfiige Konvergenz erfolgt da-
bei bei der zufallsverteilten Ausgangsmenge, wobei hier auch sehr viel geringere
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(d) Maximaler Fehler bei zufilliger Ausgangsverteilung

Abb. 54: Knotenzahl und maximaler Fehler bei der Adaption mit dem Thin
Plate Spline. o..s = 0,001; N = 40.000
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(g) ta=6 (h) ta =10 (i) ta =15

Abb. 55: Adaption der Slotted Disc. N = 40.000grid

Knotenzahlen auftreten. Der maximale Fehler féllt dabei ebenfalls gleichméfig
bis auf ein Niveau von 0,25. Bei gleichméfig verteilten Knoten wird der ma-
ximale Fehler mit < 0,1 wesentlich geringer. Hier ist jedoch das Verhalten der
Adaption weniger stabil, es treten stidrkere Schwankungen sowohl in der Kno-
tenzahl als auch korrelierend im maximalen Fehler auf. Dabei verdndert sich
nach einigen Schritten jedoch lediglich die Anzahl der Knoten. Die Reproduk-
tion der Disc bleibt im Wesentlichen unverandert.

Abbildung 55 zeigt dies fiir o,y = 0,001 und die ersten 15 Adaptionsschritte.
Die zugehorigen Interpolationsfehler (Dargestellt werden nur die Werte mit
n > 0,01) zeigt Abbildung 56 fiir einen Ausschnitt der Disc.

Parameter Abb. 55 und 56:

Adaption: RBF-Interpolation
RBF: Thin Plate Spline
Schritte: ty =15
Nachbarschaften: n =20

Ausdiinnen: oers = 0,001
Verfeinern: orer = 0,100
Adaptionsschritte:fy =15

Konzentration: Slotted Disc
Initiale Knotenzahl: N = 40.000grid
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Abb. 56: Fehler bei der Adaption der Slotted Disc. N = 40.000¢rid
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Die RBF-Interpolation mit dem Thin Plate Spline ist bei der Adaption relativ
robust beziiglich der Anzahl von Knoten in der Ausgangsverteilung. Abbildung
57 zeigt die Adaption nach zehn Schritten fiir N € {10.000;90.000;

490.000}. Lediglich bei 10.000 Punkten sind deutliche EinbuBen in der Qua-
litdt der Reproduktion festzustellen. Ein direkter Zusammenhang zwischen der
Anzahl der Knoten zu Beginn und wihrend der Adaption lésst sich nicht mit
Bestimmtheit ermitteln. Wir werden im Folgenden fiir die Slotted Disc mit
einer Anfangsknotenzahl von 40.000 arbeiten.

= 10.000¢rid = 90. OOOQTzd = 490.000g7rid
N10 =90.248 N10 = 242.997 N10 =179.213

N =10.000rnd N = 90.000rnd N = 490.000rnd
N10 = 28.800 N10 = 22.455 N10 = 67.816

Abb. 57: Adaption der Slotted Disc mit unterschiedlichen Knotenzahlen.

Parameter Abb. 57:

Adaption: RBF-Interpolation
RBF: Thin Plate Spline
Nachbarschaften: n =20

Ausdiinnen: oers = 0,001
Verfeinern: orer = 0,1
Adaptionssschritte: {4 =10
Konzentration: Slotted Disc

Initiale Knotenzahl: N = 10.000grid (57(a))
N =10.000rnd (57 (b))
N =90.000grid (57(c))
N =90.000rnd (57(d))
N =490.000grid (57(e))
N =490.000rnd (57(£))
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Wir werden nun die ermittelten Parameter bei der Adaption der Wendland-
Funktion als Anfangskonzentration betrachten.

Zunéchst betrachten wir den Einflul von N auf die Adaption. Dabei setzen
wir N = 10.000, N = 40.000 und N = 250.000 sowohl fiir eine gleichméafi-
ge als auch fiir eine Zufallsverteilung. Das Ergebnis der Adaption nach 30
Schritten ist dabei fiir alle Tests optisch nicht von der Ausgangskonzentrati-
on unterscheidbar. Lediglich in der Knotenanzahl und -verteilung lassen sich
Unterschiede feststellen. Abbildung 58 zeigt die Triangulierungen der entspre-
chenden Knotenmengen.

Wir betrachten nun die Entwicklung der Knotenzahlen sowie den maximalen
Fehler. Wie Abbildung 59 zeigt, ist im Gegensatz zur Adaption der Slotted
Disc bei der Wendland-Funktion eine Konvergenz der Knotenmenge nicht of-
fensichtlich.

Parameter Abb. 58 und 59:

Adaption: RBF-Interpolation
RBF: Thin Plate Spline
Nachbarschaften: n = 20

Ausdiinnen: oers = 0,001
Verfeinern: orer = 0,010
Adaptionsschritte: ta =30
Konzentration: Wendland-Funktion

Initiale Knotenzahl: N = 10.000grid (58(a), 59(a), 59(b))
N = 40.000grzd (58(b), 59(a), 59(b))
N = 250.000grid (58(c), 59(a), 59(b))
N =10.000rnd (58(d), 59(c), 59(d))
N = 40.000rnd (58(e), 59(c), 59(d))
N = 250.000rnd (58(f), 59(c), 59(d))

Dies resultiert in erster Linie aus einem extrem niedrigen maximalen Fehler,
fiir den 1 < 0,003 bei gleichméBiger Verteilung und immerhin noch n < 0,005
bei zufillig verteilter Knotenmenge erreicht wird. Dadurch sind die relativen
Fehler in den einzelnen Knoten recht hoch, was zu einer Verfeinerung zahl-
reicher Knoten fiihrt. Die Folge ist wiederum ein Anwachsen des maximalen
Fehlers, gefolgt von einer Verringerung der relativen Fehler und einer starken
Ausdiinnung der Knotenmenge.

Wir betrachten die Reproduktion der Wendland-Funktion fiir eine zufalli-
ge Ausgangsverteilung mit 250.000 Knoten etwas genauer. Dafiir wihlen wir
die Adaptionsschritte 17 - 20 aus, da wir bei diesen besonders hohe Unter-
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(a) N =10.000grid
N3p = 363.884

(¢) N = 40.000grid
N3g = 162.956

(e) N = 250.000grid
Nso = 465.255
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(d) N = 40.000rnd
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(f) N = 250.000rnd
Nag = 378.192

Abb. 58: Triangulierung bei unterschiedlichen Knotenzahlen. ¢4, = 30
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(d) Maximaler Fehler bei zufilliger Ausgangsverteilung

Abb. 59: Knotenzahlen und maximaler Fehler. 0., = 0,001; 0,5 = 0,01
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schiede in den Knotenzahlen vorfinden. Abbildung 60 zeigt die Delaunay-
Triangulierungen der entsprechenden Knotenmengen. Die Reproduktion des
Funktionskegels ist nach allen Schritten optisch nicht unterscheidbar von der
Ausgangskonzentration, wir verzichten daher auf eine Darstellung.

Parameter Abb. 60:

Adaption: RBF-Interpolation
RBF: Thin Plate Spline
Nachbarschaft: n =20

Ausdiinnen: oers = 0,001
Verfeinern: orer = 0,100
Adaptionsschritte: ta =17 (60(a))

ta=18 (60(b))

tA =19 (GO(C))

ta =20 (60(d))
Konzentration: Wendland-Funktion
Initiale Knotenzahl: N = 250.0007rnd

3.6 Advektion & Adaption

Bei der Kombination von Adaption und Advektion erfolgt die Ausfithrung ei-
nes Zeitschrittes stets nach der Adaption der Knotenmenge.

Wir werden im Folgenden von Adaptionsschritten auch als Iterationen spre-
chen.

Einen durchgefiihrten Zeit- oder Advektionsschritt werden wir als Schritt be-
zeichnen.

Um die Adaption und die Advektion sinnvoll zu einem Verfahren zusammen-
zufithren, miissen wir sicherstellen, dass die Adaption vor der Durchfithrung ei-
nes Advektionsschrittes stationdr wird. Da wir besonders bei glatten Ausgangs-
konzentrationen starke Schwankungen in der Knotenzahl beobachten konnten,
werden wir einige Kriterien festlegen, ab wann wir die Adaption als stationér
betrachten.

Die Adaption gelte als stationér, falls mindestens I7,,;, Iterationen ausgefiihrt
worden sind und mindestens eines der folgenden Kriterien erfiillt ist:

e der maximale Fehler unterschreitet den Wert o4;.

e Die maximalen Fehler zweier aufeinander folgender Iterationen unter-
scheiden sich um weniger als og; .

e die Adaption ist nach I7,,,, Iterationen noch nicht stationér.
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(a) Ni7 = 776.467

(C) ng = 343.610 (d) N20 = 687.997

Abb. 60: Adaption der Wendland-Funktion. N = 250.000rnd
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Das letzte Kriterium garantiert uns die Terminierung des Verfahrens, falls kei-
ne der anderen Bedingungen erfiillt wird. Die Parameter fiir die stationére
Adaption werden wir spiter genauer betrachten.

Bei den bisher durchgefiihrten Testlaufen fiir die Adaption fallt auf, dass das
Verfahren sowohl fiir die MLS-Approximation als auch fiir die RBF-Interpola-
tion sehr hohe Knotenzahlen liefert. Da wir eine moglichst hohe Performance
der Semi-Lagrange-Advektion erreichen wollen, sollten wir versuchen, die An-
zahl der Knoten niedrig zu halten. Betrachten wir die Anordnung der Knoten
nach der Adaption etwas genauer, so stellen wir fest, dass sich Haufungspunkte
bilden, in deren Umgebung die Knotendichte extrem hoch ist. Abbildung 38(d)
(Seite 71) zeigt diesen Effekt fiir die MLS-Approximation. Um ein Entarten
der Knotenmenge zu verhindern, iiberpriifen wir nach jedem Adaptionsschritt
die Knotenmenge auf Duplikate. Wir stellen sicher, dass zwischen zwei Knoten
mindestens der Abstand g,,;, eingehalten wird, indem wir alle Knoten entfer-
nen, die diesen Mindestabstand unterschreiten. Dabei entfernen wir stets den
spater hinzugefiigten Knoten. Durch die Wahl von ¢,,;, gilt fiir den Separa-
tionsabstand der gesamten Knotenmenge stets gx > 42, In allen bisherigen
Testreihen haben wir mit ¢, = 107° gearbeitet. Wir untersuchen nun, in-
wieweit sich eine Erhéhung von ¢,,;, auf die Adaption auswirkt. Die folgende
Tabelle stellt die gerundeten Knotenzahlen und den maximalen Fehler nach
zwanzig Adaptionsschritten in Bezug zu ¢y

N = 40.000g7id | Gmin = 107° | Gmin = 107 | Gomin = 1073 | @in = 1072
# Knoten 290.000 185.000 20.000 1.200
max. Fehler 0,065 0,060 0,08 0,300
N =40.000rnd | Gmin = 1072 | Gmin = 107* | Gumin = 1072 | @pin = 1072
# Knoten 65.000 14.000 5.000 900
max. Fehler 0,25 0,30 0,44 0,45

Wir sehen, dass wir die Knotenzahl durch héhere Werte von ¢,,;, deutlich
verringern kénnen. Dabei wichst der maximale Fehler an, jedoch relativ ge-
ring im Vergleich zur Verringerung der Knotenmenge. Abbildung 61 zeigt uns
die Qualitédt der Reproduktion fiir die in der Tabelle aufgefithrten Werte von
Gmin- Flr die Adaption ohne durchgefithrte Advektion liefern uns Werte bis
maximal ¢, = 1073 akzeptable Ergebnisse. Ob bei der Durchfiihrung der
Advektion die Qualitdt der Reproduktion erhalten bleibt, werden wir spéater
sehen.
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Parameter Abb. 61:

Adaption: RBF-Interpolation
RBF: Thin Plate Spline
Nachbarschaften: n = 20

Ausdiinnen: oers = 0,001
Verfeinern: Orer = 0,10
Adaptionsschritte: ta =20

Separationsabstand: Gmin = 107° (61(a), 61(e))
Gmin = 107% (61(b), 61(£))
Gmin = 1073 (61(c), 61(g))
Gmin = 1072 (61(d), 61(h))
Konzentration: Slotted Disc
Initiale Knotenzahl: N =40.000grid (61(a) - 61(d))
N = 40.000rnd (61(e) - 61(h))

qmzn =107 > len =10~ 4 qmzn =107 3 len =10~ 2
szn =107 > QWzn =107 4 szn =10~ 3 QWzn =10~ 2

Abb. 61: Adaption mit unterschiedlichen Mindest-Separationsabsténden.

Um ein optimales Ergebnis bei der Kombination von Adaption und Advek-
tion zu erzielen, werden wir versuchen, die bestmoglichen Werte fiir ¢,,;, sowie
fiir die Kriterien der stationdren Adaption zu ermitteln.

3.6.1 Advektion & Adaption mit MLS

Die Approximation mit Moving Least Squares lieferte uns sowohl bei der reinen
Advektion als auch bei der Adaption schlechtere Resultate als die Interpolation
mit radialen Basisfunktionen. Bei der Durchfiithrung der Advektion wurde das
abzubildende Objekt jeweils stark abgeflacht. Zudem erwies sich die Methode
als relativ empfindlich gegeniiber Ungleichverteilungen in der Knotenmenge.
Bei der hier zu betrachtenden Kombination aus Adaption und Advektion tre-
ten beide Probleme verstéarkt auf. Dadurch ist es uns nicht moglich, akzeptable
Ergebnisse mit der Kombination aus beiden Verfahren zu erzielen.
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Wir verzichten daher an dieser Stelle auf die Darstellung von Testlaufen mit
der MLS-Approximation und konzentrieren unsere Betrachtungen auf die In-
terpolation mit radialen Basisfunktionen.

3.6.2 Advektion & Adaption mit RBF

Ein entscheidender Parameter fiir die Advektion ist die Zeitschrittweite 7. Bei
der reinen Advektion ohne Anpassung der Knotenmenge haben wir zu jedem
Zeitpunkt t eine relativ gleichméflige Knotenverteilung iiber 2. Dadurch ist si-
chergestellt, dass wir die Konzentration zur Zeit ¢ stets durch die vorhandenen
Knoten gut darstellen kénnen. Durch die Adaption enstehen nun knotenfreie
Bereiche in 2. Da wir mit der rickwdrts-SLM arbeiten, wandern die Knoten
nicht mit dem Geschwindigkeitsfeld mit. Wir miissen daher sicherstellen, dass
der Bereich, in den das betrachtete Objekt vom Geschwindigkeitsfeld transpor-
tiert wird, geniigend Knoten fiir die Reproduktion enthélt. Im Fall der Slotted
Disc befindet sich nach der Adaption vor dem ersten Zeitschritt der Grofiteil
der Knoten in einem schmalen Bereich um den Rand der Disc. Um die Disc
nach dem Zeitschritt noch gut reproduzieren zu konnen, miissen wir 7 hinrei-
chend klein wéhlen. Abb. 62 zeigt schematisch die Knotenverteilung in blau
sowie den Rand der Disc in rot. In Abb. 62(b) ist 7 klein genug, so dass der
Rand der Disc auch nach dem dargestellten Zeitschritt im Bereich der Knoten
liegt. Abb. 62(c) stellt ein zu grofl gewéhltes 7 dar. Hier wiirde der Rand der
Disc nicht reproduziert werden kénnen, da an den entsprechenden Stellen kei-
ne Knoten vorhanden sind.

(a) Ausgangsverteilung (b) Kleines 7 (¢c) Zu groBes T

Abb. 62: Schematische Darstellung eines Zeitschrittes

Die Wahl von 7 wird direkt vom verwendeten Geschwindigkeitsfeld beeinflusst.
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Die Abbildungen 63 und 64 zeigen die adaptive Advektion fiir das von uns ver-
wendete tangentiale Geschwindigkeitsfeld. Dargestellt ist jeweils eine Rotation
um 3 fiir unterschiedlche Werte von 7. Eine gute Reproduktion erhalten wir
fiir 7 < 80, hohere Werte bedingen die in Abbildung 62(c) dargestellte Proble-
matik. Wir werden bei unseren weiteren Betrachtungen mit 7 = 80 arbeiten,
da wir bei geringeren Werten mehr Zeitschritte berechnen miissen, um diesel-
be Bewegung darzustellen. Dies bedeutet bei der Verwendung des tangentialen
Geschwindigkeitsfeldes a mit w; = 0,3636 x 10~%, dass wir in jedem Zeitschritt

eine Rotation um ﬁ erreichen.

Parameter Abb. 63 und 64:
Adaption & Advektion: RBF-Interpolation

RBF: Thin Plate Spline
Nachbarschaften: n =20

Ausdiinnen: oers = 0,001
Verfeinern: orer = 0,1
Adaptionsschritte: ITin = 1T =1
Separationsabstand: Qmin = 0,001
Zeitschritte: t =270 (63(a), 64(a))

t=90 (63(b), 64(b))
t =30 (63(c), 64(c))
Zeitschrittweite: 7 =280 (63(a), 64(a))
7 =240 (63(b), 64(b))
T =720 (63(c), 64(c))

Zeitintervall: Z=1[0,t-7]
Rotation: %
Konzentration: Slotted Disc

Initiale Knotenzahl: N =40.000grtd (63)
N =40.000rnd (64)

Niedrigere Werte fiir 7 liefern mehr Knoten bei der Adaption. Wir haben
daher bei der Durchfiihrung der gerade betrachteten Testreihen den Mindest-
separationsabstand ¢,,;, = 0,001 gesetzt. Fiir 7 = 80 erreichen wir dadurch
nach ¢t = 270 Schritten eine Knotenzahl von rund 130.000. Durch ein Her-
absetzen von ¢,,;, erwarten wir hohere Knotenzahlen. Abbildung 65 zeigt die
Entwicklung der Knotenzahl fiir die ersten 30 Schritte bei einer zufélligen Aus-
gangsverteilung. Dabei wurde vor jedem Zeitschritt genau ein Adaptionsschritt
ausgefiihrt.
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Abb. 63: Rotation mit unterschiedlichen Zeitschrittweiten. Ny = 40.000grid
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Abb. 64: Rotation mit unterschiedlichen Zeitschrittweiten. Ny = 40.000rnd
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Parameter Abb. 65:

Adaption & Advektion:

RBF-Interpolation

RBF: Thin Plate Spline
Nachbarschaften: n =20
Ausdiinnen: oers = 0,001
Verfeinern: Orey = 0,1
Adaptionsschritte: ITin = 1T =1
Separationsabstand: Gmin = 0,001 65(a)
Gmin = 0,0001 65(b)
Zeitschritte: t =30
Zeitschrittweite: 7 =80
Zeitintervall: Z=10,30-7]
Konzentration: Slotted Disc
Initiale Knotenzahl: N = 40.000rnd

Bei einem Separationsabstand von ¢,,;, = 0,0001 zeigt sich, dass bei kleinen
Werten fiir 7 die Knotenzahl {iber 1,5 Millionen steigt. Dies ist im Hinblick auf
die Rechenzeit inakzeptabel. Wir werden daher ¢,,;,, = 0,001 festlegen.

Wir betrachten nun die Kriterien fiir die stationdre Adaption. Fiir eine bessere
Performance werden wir versuchen, mit moglichst wenigen Iterationen aus-
zukommen. Dabei miissen wir jedoch auch die Knotenzahl betrachten. Wir
werden zunéchst die Anzahl der durchgefiihrten Iterationen betrachten und
dabei 044 und o455 festhalten. Wir setzen o4 = 0,01 und og45¢ = 0,005.
Wir werden also solange eine Adaption durchfiihren, bis der maximale Fehler
unter 1% fillt, bzw. der maximale Fehler in zwei nachfolgenden Iterationen
sich um weniger als 0,5% unterscheidet.

Wir betrachten zunéchst den Fall I'T},,;,, = [T}, = 1, so dass wir vor jedem
Zeitschritt genau einen Adaptionsschritt ausfithren. Danach werden wir I7T,,,,,
auf 30 erhdhen und so ermitteln, wie viele Iterationen benétigt werden, um
den maximalen Fehler unter 1% zu driicken.

Es zeigt sich, dass der maximale Fehler nach einigen Zeitschritten unter ein
gewisses Niveau sinkt. Daher werden wir aulerdem den Fall IT},;, = 0 in un-
sere Betrachtungen einbeziehen. Dadurch vermeiden wir eine Adaption, falls
der maximale Fehler nach einem Zeitschritt bereits unter o, liegt.
Abbildung 66 zeigt die Entwicklung der Knotenzahl bei zufilliger und gleich-
méfiger Ausgangsverteilung. Wenn wir I7,,;, = 1 betrachten, so steigt die
Knotenzahl bei gleichméfliger Ausgangsverteilung in etwa logarithmisch an.
Dies geschieht in dhnlichem Mafe fiir I7,,,, = 1 und I7},,, = 30. Bei einer
Zufallsverteilung geschieht der Anstieg ungleichméfiger, jedoch mit vergleich-
baren Knotenzahlen. Nach einer Viertelrotation der Slotted Disc hat das Ver-
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fahren in beiden Féllen bereits mehr als 160.000 Knoten erzeugt. Der Anstieg
der Knotenzahl setzt sich weiter fort, so dass nach einer kompletten Rotation
rund 300.000 Knoten enstanden sind.

Parameter Abb.66, 67, 68 und 69:
Adaption & Advektion: RBF-Interpolation

RBF: Thin Plate Spline
Nachbarschaften: n = 20
Ausdiinnen: o = 0,001
Verfeinern: orer = 0,1
Maximaler Fehler: Ostar = 0,01

Udiff = 0,005
Adaptionsschritte: 1T, =0 (68(c), 69(c))

IT,,;, =1 (68(a), 68(b), 69(a), 69(b))
IT,.. =1 (68(a), 69(a))
IT,,0: = 30 (68(b), 68(c), 69(b), 69(c))

Separationsabstand: Qmin = 0,001
Zeitschrittweite: 7=280
Zeitschritte: t = 540
Zeitintervall: Z=10,540- 7]
Rotation: 5
Konzentration: Slotted Disc

Initiale Knotenzahl: N =40.000grid (66(a), 67(a), 67(b), 68)
N =40.000rnd (66(b), 67(c), 67(d), 69)

Wir betrachten daher den Fall IT},;,, = 0 und IT,,,, = 30. Auch hier steigt
die Knotenzahl zunéchst an bis rund 75.000, danach fillt sie jedoch wieder ab.
Abbildung 67 zeigt das Verhalten des maximalen Fehlers sowie die Anzahl der
durchgefiihrten Iterationen pro Zeitschritt. Der maximale Fehler ist bei genau
einer Iteration pro Zeitschritt wihrend der ersten Schritte schlechter als bei
mehreren moéglichen Iterationen. Nach einigen Schritten liegen die maximalen
Fehler bei allen Varianten jedoch in derselben Groéflenordnung. Erlauben wir
das Auslassen der Adaption durch I7,,;, = 0, so unterliegt der maximale Feh-
ler stirkeren Schwankungen.

Beschrinken wir die Anzahl von Iterationen auf 1 — 30, so findet nach ca. 30
Zeitschritten stets nur noch ein einziger Adaptionsschritt statt, da der maxima-
le Fehler sehr gering ist. Fiir den Fall IT},;, = 0 wird bei hoheren Zeitschritten
immer héufiger die Adaption ausgelassen. Hier kommt es bei einigen Schritten
zu mehreren Iterationen in einem Zeitschritt.

Das Ergebnis der Reproduktion ist bei einer Viertelrotation fiir alle drei Varian-

Adaptive Semi-Lagrange-Advektion mit radialen Basisfunktionen und Moving Least Squares



108

3 NUMERISCHE ERGEBNISSE

190,000
180,000
170.000
160.000
150,000
140,000
130.000

@ 120000

o]

110,000

c

7 100000

3 90000
80000
70,000
60.000

SVl
e .
et
_“’_,.—-v”
.a-r"'“—" wolf

/“'— ‘W

50.000

40.000

30.000

20.000

10.000

0

180.000
170.000
160.000
150,000
140000
130,000
120000

C 110000
-+ 100000
80.000
80.000
70.000
60.000
50.000
40.000
30.000
20.000
10.000
0

e

# Knol

/ﬁﬁw i\ 1 lteration \\ 1 - 30 Ilterationen \ 0 — 30 Iterationen
™ B S
o —
/ —
¢
Schritt 0 - 540
(a) No = 40.000grid
e =
"
e~ Pl
el Vi
e nf
el B VAN P
ra AN | NN o~

eV NN o N~/

Pl ~, \J v S~
’%&A@A"T‘ \\ 1 lteration . 1 —30 lterationen ™\ 0 — 30 Iterationen

L T
el T —
A ———

J —

Schritt 0 - 540
(b) No = 40.0007rnd

ADbb. 66: Knotenzahlen bei unterschiedlicher Anzahl von Iterationen

Adaptive Semi-Lagrange-Advektion mit radialen Basisfunktionen und Moving Least Squares



3.6.2 ADVEKTION & ADAPTION MIT RBF 109

0,500 i\ 1 lteration \\ 1 — 30 Iterationen ™\ 0 — 30 lterationen

Db By o AR e A A A S s Aoy i e Ay A A A AR i Rt P MAN At g Py i et
Schritt 0 - 540

(a) Maximaler Fehler. Ny = 40.000grid

|\ 1-30 Ilterationen “\ 0-30 Iterationen ‘

Schritt 0 - 540

(b) Anzahl durchgefiihrter Iterationen. Ny = 40.000grid

# lterationen
o TSNS . o

1,000
0,950 i\ 1 Iteration \\ 1= 30 Iterationen “\ 0 — 30 Iterationen
0,900
0850
0800
0750
0,700
0,650
— 0,600
@ 0,550
0,500
< 0,450
£ 0400
0,350
0,300
0,250
0,200
0150
0100
0,050
0,000

Schritt 0 - 540
(c) Maximaler Fehler. Ny = 40.000rnd

10 |\ 1-30 Iterationen \ 0-30 Iterationen

# Ilterationen

LA AU AL AU A O T R R AR AR AT AR AR M AARARA R
Schritt 0 - 540

(d) Anzahl durchgefiihrter Iterationen. Ny = 40.000rnd

Abb. 67: Maximaler Fehler und Anzahl Iterationen

Adaptive Semi-Lagrange-Advektion mit radialen Basisfunktionen und Moving Least Squares



110 3 NUMERISCHE ERGEBNISSE

ten in etwa vergleichbar, wie die Abbildungen 68 und 69 zeigen. Die Verteilung
und die Anzahl der Knoten in 2 sind jedoch bei 0 — 30 Iteration am giinstig-
sten. Hier sind die Knoten besser auf die Disc konzentriert. Bei IT,,,;,, = 1
enstehen auch auflerhalb der Disc Haufungspunkte von Knoten.

Da wir aufgrund der niedrigen Wahl von 7 sehr viele Schritte berechnen miissen,
ist die Anzahl der Knoten ein sehr entscheidender Faktor. Diese wichst fiir
IT,,;, = 1 jedoch sehr stark an. Daher werden wir I7,,;, = 0 setzen, um eine
akzeptable Performance zu erreichen.

Wir miissen nun noch die optimalen Werte fiir 04, und og; 5 bestimmen. Dafiir
betrachten wir das Verhalten der adaptiven Advektion bei mehreren Umldufen
der Slotted Disc. Brauchbare Ergebnisse erzielen wir fiir o4irf < 050 < 0,01.
Fiir hohere Werte wird zu selten eine Adaption ausgefiihrt, so dass die Repro-
duktion der Disc nach einigen Schritten zu schlecht wird. Wir werden oy
in der Groflenordnung von st wéhlen. Wir betrachten zunéchst oy = 0,01
und o045 = 0,001 fiir fiinf volle Rotationen der Slotted Disc.

Die Abbildungen 70 und 71 zeigen die Disc in der Seitenansicht mit Blick auf
den Slot. Dabei sind jeweils komplette Rotationen dargestellt. Bemerkenswert
ist, dass es aulerhalb der Disc nur zu sehr geringen Anhebungen der Konzen-
tration kommt. Lediglich bei einer zuféilligen Ausgangsverteilung entsteht eine
leichte Erhebung direkt vor der Disc (Abb. 71(b)). Diese verstérkt sich jedoch
im Testverlauf nicht weiter, sondern flacht im Gegenteil wieder ab.

Parameter Abb.70, 71, 72, 73, 74, 75 und 76:
Adaption & Advektion: RBF-Interpolation

RBF: Thin Plate Spline
Nachbarschaften: n =20
Ausdiinnen: oers = 0,001
Verfeinern: Orey = 0,1
Adaptionsschritte: 1T, =0

1T, = 30
Separationsabstand: Gmin = 0,001
Maximaler Fehler: Ostar = 0,01

Udiff == 0,001
Zeitschritte: t = 10.800
Zeitschrittweite: 7=2380
Zeitintervall: 7 =0, 10.800 - 7]
Rotation: 10 -7
Konzentration: Slotted Disc

Initiale Knotenzahl: N =40.000grid (70, 72, 74)
N =40.000rnd (71, 73, 75)
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Abb. 68: Rotation mit unterschiedlicher Anzahl von Adaptionsschritten.
N = 40.000grid
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(C) ITmin = 0; ITmaz = 30, N540 = 23.883

Abb. 69: Rotation mit unterschiedlicher Anzahl von Adaptionsschritten.
N = 40.000rnd
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Abb. 70: Fiinf vollstindige Rotationen. N = 40.000grid
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Sowohl bei der gleichméfligen Ausgangsverteilung als auch bei der Zufallsver-
teilung zeigt sich, dass die Kanten der Disc im Laufe der Zeit abgerundet
werden.

Die Abbildungen 72 und 73 zeigen die Disc von oben in einer Detailansicht,
die diesen Effekt verdeutlicht.

Die Knotenmenge ist auch nach 5 Rotationen noch sehr gut auf die Disc kon-
zentriert. Die Abbildungen 74 und 75 zeigen, dass die Knotenmenge von einer
Rotation zur néchsten im Wesentlichen unveréndert wieder hergestellt wird.
Die Anzahl der Knoten bleibt bei dieser Testreihe ebenfalls sehr stabil. Nach
ca. 150 Zeitschritten erreicht die Knotenzahl ihr Maximum von rund 75.000
Knoten. Danach fallt sie bis auf rund 10.000, um dann relativ konstant zu
bleiben. Abbildung 76 zeigt die Knotenzahlen wihrend der fiinf Rotationen
der Slotted Disc fiir beide Anfangsverteilungen.

Eine Erhohung von oy auf 2t = 0,005 verringert die Anzahl durchgefiihr-
ter Iterationen um rund 5%. Das Ergebnis der Reproduktion ist hierbei nahezu
identisch. Um das Kriterium des niedrigen maximalen Fehlers stéirker zu ge-
wichten, werden wir og;pp = 75t festlegen.

Wir werden nun den Wert fiir o4, auf 0,005 senken. Dies fithrt im Schnitt
zu mehr Adaptionen pro Zeitschritt, wie die Abbildungen 77(a) und 78(a) zei-
gen. Dadurch werden mehr Knoten erzeugt. Die Abbildungen 77(b) und 77(b)
zeigen die Entwicklung der Knotenzahlen im Vergleich fiir eine Rotation bei
unterschiedlichen Ausgangsverteilungen.

Die Kanten der Slotted Disc sind bei der Verwendung von oy, = 0,005 be-
reits nach einer Rotation wesentlich stérker gegliattet als bei 044 = 0,01. Die
Abbildungen 77(c), 77(d), 78(c) und 78(d) zeigen die Disc nach jeweils einer
Rotation im Detail.
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Abb. 71: Fiinf vollstindige Rotationen. N = 40.000rnd
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Abb. 72: Detailansicht nach fiinf Rotationen. N = 40.000¢grid
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Abb. 73: Detailansicht nach fiinf Rotationen. N = 40.000rnd
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Abb. 74: Delaunay-Triangulierung nach fiinf Rotationen. N = 40.000¢rid
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Abb. 75: Delaunay-Triangulierung nach fiinf Rotationen. N = 40.000rnd
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Abb. 76: Entwicklung der Knotenzahl wihrend fiinf Rotationen.

Ostat — 0,01; Odiff = 0,001

Parameter Abb. 77 und 78:

Adaption & Advektion:
RBF:

Nachbarschaften:
Ausdiinnen:
Verfeinern:
Adaptionsschritte:

Separationsabstand:
Maximaler Fehler:

Zeitschrittweite:
Zeitschritte:
Zeitintervall:
Rotation:
Konzentration:
Initiale Knotenzahl:

RBF-Interpolation
Thin Plate Spline

n =20

Oers = 0,001

Oref = 0,1

1T =0

1T = 30

Gmin = 0,001

Ostat = 0701

Odiff = 0,001 (77(C) , 78(C))
Ostat = 0,005

Odiff = 0,0005 (77(d) 5 78((1))
7 =280

t = 2.160

7 =10,2.160 - 7]

2.7

Slotted Disc
N =40.000grtd (77)
N = 40.000rnd (78)

Wir werden daher fiir die adaptive Advektion der Slotted Disc mit o4, = 0,01
und og4;rr = 0,001 arbeiten. Bei der Verwendung von glatten Ausgangsvertei-
lungen miissen wir diese Werte jedoch anpassen.

Wir betrachten nun die adaptive Advektion fiir die glatte Ausgangsverteilung
der Wendland-Funktion. Hier erhalten wir bei der Adaption der Knotenmenge
deutlich geringere maximale Fehler. Damit der Funktionskegel wahrend der
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Abb. 77: Eine Rotation bei unterschiedlichen Werten fiir o414, und og;ys.
N = 40.000grid
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Abb. 78: Eine Rotation bei unterschiedlichen Werten fiir oy und og;yy.
N = 40.000rnd
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Advektion gut dargestellt werden kann, miissen wir dafiir sorgen, dass hinrei-
chend oft eine Adaption ausgefiihrt wird, um die Knoten mit dem Geschwin-
digkeitsfeld zu bewegen. Die Abbildungen 79 und 80 zeigen den Kegel der
Wendland-Funktion jeweils nach einer halben Rotation. Fiir IT},;, = 1 findet
eine deutlich sichtbare Abflachung statt, so dass wir auch fiir glatte Ausgangs-
verteilungen I7},,, = 0 verwenden. Setzen wir o4 = 0,01 und 045 = 0,001,
so liegt der maximale Fehler bereits vor dem ersten Adaptionsschritt unter
Ostat- Es findet keine Adaption statt, da die Knoten das ganze Gebiet € {iber-
decken. Der Funktionskegel wird im Falle einer gleichméfligen Ausgangsver-
teilung nicht abgeflacht, sondern sogar erhoht. Das Clipping bewirkt hier ein
Abschneiden der Kegelspitze (Abb. 79(f)). Bei der Zufallsverteilung findet eine
leichte Abflachung statt.

Wir erreichen die Durchfithrung der Adaption durch Verkleinerung von oy,
und og4¢y um den Faktor 10. Hier wird der Funktionskegel sehr gut reprodu-
ziert, wie die Abbildungen 79(e) und 80(e) zeigen.

Parameter Abb. 79 und 80:
Adaption & Advektion: RBF-Interpolation

RBF: Thin Plate Spline
Nachbarschaften: n =20
Ausdiinnen: oers = 0,001
Verfeinern: orer = 0,1
Adaptionsschritte: IT, i =1
1T, =30 (79(b), 79(c))
IT,,,=0
1T, =30 (79(e), 79(£f))
Separationsabstand: Qmin = 0,001
Maximaler Fehler: Ostat = 0,001
Odiff = 0,0001 (79 (b) ) 79(6))
Ostat = 0701
Odiff = 0,001 (79(C) ) 79(f))
Zeitschrittweite: 7 =280
Zeitschritte: t = 1.080
Zeitintervall: 7 =10,1.080- 7]
Rotation: T
Konzentration: Wendland-Funktion

Initiale Knotenzahl: N = 40.000grzd (79)
N = 40.000rnd (80)

Wir betrachten fiir o4 = 0,001 und 45y = 0,0001 einen Testlauf mit fiinf
kompletten Rotationen. Es findet eine minimale Abflachung statt. Die Abbil-
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) t = 1.080; [T = 1; ) t = 1.080; ITin = 1;
Ostat — 0 001 Ostat — 0 01
oaiff = 0,0001 oaiff = 0,001

(f) t = 1.080; IT,in, = 0;

) t = 1.080; IT,nin = 0;
Ostat = 0 001 Ostat = 07015
Gairs = 0,0001 Gaifs = 0,001

Abb. 79: Seitenansicht nach einer halben Rotation. N = 40.000¢grid
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AAA

) t = 1.080; ITin = 1; ) t =1.080; [T = 1;
Ostat — 0 001 Ostat — 0 01
oaiff = 0,0001 oaiff = 0,001

(f) t = 1.080; IT,in = 0;

) t = 1.080; IT)in = 0;
Ostat = 0 001 Ostat = 07017
Gair = 0,0001 Gaifs = 0,001

ADbb. 80: Seitenansicht nach einer halben Rotation. N = 40.000rnd
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dungen 81 und 82 zeigen den Funktionskegel in der Seitenansicht nach jeweils
fiinf kompletten Umlédufen.

Parameter Abb. 81, 82, 83, 84 und 85:
Adaption & Advektion: RBF-Interpolation

RBF: Thin Plate Spline
Nachbarschaften: n =20
Ausdiinnen: s = 0,001
Verfeinern: Orey = 0,1
Adaptionsschritte: 1T, =0

1T, = 30
Separationsabstand: Qmin = 0,001
Maximaler Fehler: Ostat = 0,001

Udiff == 0,0001
Zeitschrittweite: 7 =280
Zeitschritte: t = 10.800
Zeitintervall: 7 =0, 10.800 - 7]
Rotation: 10 -7
Konzentration: Wendland-Funktion

Initiale Knotenzahl: N =40.000grid (81, 83)
N = 40.000rnd (82, 84)

Bei der Betrachtung der Knotenverteilung fallt auf, dass im in Rotationsrich-
tung hinteren Bereich des Funktionskegels wesentlich mehr Knoten erzeugt
werden als vor dem Kegel. Die Verteilung der Knoten in €2 ist sowohl fiir die
unterschiedlichen Ausgangsverteilungen als auch fiir die verschiedenen Zeit-
schritte sehr dhnlich. Die Abbildungen 83 und 84 stellen jeweils die Delaunay-
Triangulierung der Knotenmengen dar.

Die Anzahl der Knoten liegt bereits nach wenigen Zeitschritten im Bereich von
15.000. In einigen Zeitschritten kommt es zu einer gréfieren Reduzierung der
Knotenzahl, die sich jedoch stets wieder bis auf 15.000 erhoht (Abb. 85(a)) .
Wiéhrend es bei der Rotation der Slotted Disc in spéteren Zeitschritten zu im-
mer weniger Adaptionsschritten kommt, finden bei der Wendland-Funktion zu
Beginn sehr wenige Iterationen statt, im spéteren Verlauf jedoch immer mehr.
Der maximale Fehler bewegt sich dabei sehr unregelméfig zwischen 0,0003 und
0,001, wo dann jeweils eine Adaption stattfindet. Abbildung 85(c) stellt fir die
ersten 540 Zeitschritte den maximalen Fehler nach der Adaption dar. Das Ver-
halten des maximalen Fehlers ist iiber die gesamte Laufzeit unverandert. Die
Abbildung 85(b) zeigt die Gesamtzahl der durchgefiihrten Iterationen fiir alle
durchgefiihrten Zeitschritte.
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AAA

) t =2.160 ) t=4.320

(d) t = 6.480 (e) t = 8.640 (f) t = 10.800

Abb. 81: Seitenansicht nach fiinf Rotationen. N = 40.000¢rid
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AAA

) t =2.160 ) t =4.320

(d) t = 6.480 (e) t = 8.640 (f) t = 10.800

ADbb. 82: Seitenansicht nach fiinf Rotationen. N = 40.000rnd
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Abb. 83: Delaunay-Triangulierung nach fiinf Rotationen. N = 40.000grid
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Abb. 84: Delaunay-Triangulierung nach fiinf Rotationen. N = 40.000rnd
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In sémtlichen von uns durchgefiihrten Testreihen haben wir den Polynomgrad
@ = 2, also lineare Polynome verwendet. Mit anderen Werten fiir () konnten
wir keine brauchbaren Resultate erzielen.

Um das Verfahren fiir die Adaption effizienter zu gestalten, haben wir au-
Berdem die Variante getestet, den maximalen Fehler nur jeweils einmal pro
Zeitschritt zu berechnen und fiir alle Iterationen zu verwenden. Dies fiihrte
ebenfalls nicht zu einer guten Reproduktion der Konzentration.
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LNicht etwa, dass bei grifierer Verbreitung des FEinblickes in die
Methode der Mathematik notwendigerweise viel mehr Kluges gesagt
wiirde als heute, aber es wiirde sicher viel weniger Unkluges gesagt. “

Karl Menger (1902 - 1985)

Nachdem wir die unterschiedlichen Methoden fiir die Advektion und Adaption
detailliert betrachtet haben, werden wir an dieser Stelle die Ergebnisse zusam-
menfassen.

Die Verwendung der Moving-Least-Squares-Approximation eignete sich so-
wohl fiir die Advektion als auch fiir die Adaption wesentlich weniger gut als
die Interpolation mit radialen Basisfunktionen. Bei der Anwendung der rei-
nen Semi-Lagrange-Advektion ohne Adaption der Knotenmenge erzielen wir
sehr gute Ergebnisse unter Verwendung der RBFs. Wenn wir eine hinreichend
dichte Knotenverteilung in €2 voraussetzen, ist die Advektion mit der RBF-
Interpolation sehr unanfillig gegeniiber Verdnderungen in den Testparametern.
Selbst bei ungiinstiger Ausgangsverteilung mit sehr stark unstetigen Bereichen
und ldngerer Testdauer ist die Reproduktion noch sehr gut.

Die dynamische Anpassung der Knotenmenge stellte sich uns hingegen als we-
sentlich problematischer dar. Wéhrend unserer Untersuchungen tauchten ei-
nige Fragen und Probleme auf, deren Losungen fiir zukiinftige Betrachtungen
interessant sein werden:

e Wir haben fiir unsere Testreihen ausschliellich stationédre Geschwindig-
keitsfelder mit a(t,z) = a(x) verwendet. Dabei mussten wir die Zeit-
schrittweite 7 hinreichend klein wéhlen, so dass die Konzentration nicht
in einen knotenfreien Bereich abgebildet wurde (Abb. 62). Da wir jedoch
in der Praxis keine zeitunabhéngigen Geschwindigkeitsfelder vorausset-
zen konnen, wird es erforderlich sein, 7 dynamisch anzupassen.

e Die Verwendung der Adaption zur Verbesserung der Effizienz ist nur
unter bestimmten Gesichtspunkten sinnvoll. Wir miissen eine deutliche
Reduktion der Knotenmenge erreichen, da wir einen erheblichen Auf-
wand fiir die Verwaltung der Knoten betreiben miissen. Diese beinhaltet
fiir jeden Adaptionsschritt

die Bestimmung des maximalen Fehlers und der lokalen Fehler,
die Bestimmung der Delaunay-Triangulierung mit Voronoipunkten,

die Berechnung der lokalen Interpolante in jedem neuen Knoten und
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die Bestimmung der Nachbarschaften.

Die Tests haben jedoch gezeigt, dass die Knotenzahl wihrend der Unter-
suchungen nicht unbedingt unter der Anfangsknotenzahl liegt, sondern
teilweise sogar deutlich dariiber.

Um die Knotenzahlen wéhrend der Testreihen stabil und iiberschaubar
zu halten, haben wir den Mindest-Separationsabstand ¢,,;, eingefiihrt
und nach jedem Adaptionsschritt einen Teil der Knoten geloscht. In vie-
len der Testreihen stieg durch die Adaption zunéchst die Knotenzahl um
bis zu 80%. Der Grofiteil der neu erzeugten Knoten wurde danach direkt
wieder entfernt. Dadurch konnten wir insgesamt die Knotenzahl relativ
konstant halten. Dies bedeutet jedoch einen immensen Rechenaufwand,
der die Effizienz des Verfahrens stark verringert.

Die von uns verwendeten Anfangskonzentrationen hatten entweder nur
scharfe Kanten (Slotted Disc) oder waren komplett glatt (Wendland-
Funktion). Dadurch waren die lokalen Fehler bei der Interpolation je-
weils in einer vergleichbaren Grofienordnung. Dies resultierte in einer
guten Reproduktion der Konzentration durch die Adaption. Verwenden
wir jedoch eine Konzentration, die sowohl glatte als auch scharfkantige
Bereiche enthilt, so wird deutlich, dass die Methode zur Adaption hier an
ihre Grenzen stofit. Als Beispiel betrachten wir die Wendland-Funktion
mit der zusétzlichen Bedingung, dass c¢o(x) = 0 fiir 25 + 2 - 27 > 1 sei.
Dies beschreibt einen Schnitt durch den Funktionskegel, wie in Abbil-
dung 86(a) dargestellt. Abbildung 86(b) zeigt die Konzentration nach
einem Adaptionsschritt. Der maximale Fehler, der an der Kegelspitze
auftritt, ist in diesem Beispiel sehr grofl. Da die Knoten auf der glat-
ten Seite des Kegels sehr kleine lokale Fehler aufweisen, werden diese
samtlich ausgediinnt. Es bleibt lediglich die abgeschnittetene Kante des
Kegels erhalten. Moglicherweis lésst sich diese Problematik durch die
Einfithrung von unloschbaren Knoten eingrenzen, so dass stets eine ge-
wisse Uberdeckung von € gewihrleitet wird.

Insgesamt erscheint die Methode zur Adaption der Knotenmenge fiir die Praxis
nicht sehr gut geeignet. Wir benotigen eine recht gute Kenntnis der Anfangs-
bedingungen, um mit der adaptiven Semi-Lagrange-Advektion brauchbare Er-
gebnisse zu erzielen. Dies umfasst einerseits Informationen iiber das Geschwin-
digkeitsfeld, da wir die Zeitschrittweite 7 hinreichend klein wéhlen miissen.
Andererseits benttigen wir Kenntnis iiber die Konzentration zum Zeitpunkt
t = 0, um die Parameter fiir die Simulation einzustellen.

Selbst bei Kenntnis der Ausgangsbedingungen lisst sich ein Auftreten der oben
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(a) Ausgangskonzentration (b) Konzentration nach einem

Adaptionsschritt

Abb. 86: Adaption des abgeschnittenen Funktionskegels. N = 40.0007rnd

beschriebenen Probleme wihrend der Berechnungen nicht ausschlieen. Dies
gilt insbesondere fiir nichttriviale, zeitabhingige Geschwindigkeitsfelder und
fiir Konzentrationen mit sehr groflen maximalen Fehlern.

Parameter Abb. 86:
Adaption:

RBF:
Nachbarschaften:
Ausdiinnen:
Verfeinern:
Adaptionsschritte:
Konzentration:

Initiale Knotenzahl:

RBF-Interpolation

Thin Plate Spline

n = 20

oers = 0,01

Oref = 0,1

ta=1

Wendland-Funktion (abgeschnitten)
N = 40.000rnd
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Christian Menz: slm_smoothing, Tool zur optischen Aufbereitung der Be-
rechnungen, siehe beiliegender Datentriger.

Christian Menz: ply2vtk, Tool zur Formatkonvertierung, siehe beiliegen-
der Datentriger.
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A VARIABLEN & BEZEICHNER

A Variablen & Bezeichner

,Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott geschaffen, alles andere ist

Menschenwerk. “

T eN
IZ=[0T]CN
tel
neN

p eI,
BQ = {pl,...,pQ}

Leopold Kronecker (1823 - 1891)

Natiirliche Zahlen

Reelle Zahlen

Endzeitpunkt

Zeitintervall

Aktueller Zeitpunkt

Aktuelle Gesamtzahl Stiitzstellen

Ortsfunktion der Partikel, orts- und zeitabhéngig
Ortsfunktion der Partikel, ortsabhéingig bei festem
tel

Ortsfunktion der Partikel, zeitabhingig bei festem
x €

Ableitung der Ortsfunktion nach der Zeit

Betrachtetes Gebiet

Raumdimension des Gebiets €2

Offenes, zusammenhéngendes und beschrianktes Kon-
trollvolumen, Q' := F(¢,Q)

Diskrete Knotenmenge

Separationabstand der Knoten in X
Mindest-Separationabstand. gx > %=

Partikel (Knoten, Punkt)

Upstreampunkt zu x

Approximation von z~

Gerade betrachtete Stelle, nicht unbedingt £ € X
Radiale Basisfunktion

Support-Radius der RBF-Interpolation
Koeffizienten der RBF-Interpolation

Interpolante

Linearer Raum der d-variaten Polynome vom Grad
kleiner als m

Polynom

Basis von 11
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ST

Wi,Ws
O0<7<T

Ui

Ocrsy Oref
ta € N

Ostaty; Odiff
]Tminu ]Tmam

N=N,eN
N,eN, N, € N

kelN
N:Nk(ZL’)

N*

Ve = (a;gla 7%)
Vix

V*(z)

Tp(X)
L>0LeN

H

Zeit- und ortsabhingige Dichtefunktion (Konzentra-
tion)
Geschwindigkeitsfeld,
a(t,r) == %F(t,x)
Skalare zur Festlegung der Geschwindigkeitsfelder
Zeitschrittweite

orts- und zeitabhingig,

Signifikanzwert, Fehlerindikator der lokalen Approxi-
mation

Parameter fiir Verfeinern und Ausdiinnen

Aktueller Adaptionsschritt

Parameter fiir die stationéire Adaption (max. Fehler)
Parameter fiir die stationdre Adaption (Minimale
bzw. maximale Anzahl von Iterationen)

Anzahl Stiitzstellen in der Ausgangsverteilung
Anzahl Stitzstellen zur Zeit ¢t bzw. nach t4 Iteratio-
nen.

Anzahl Knoten in jeder der Nachbarschaften
k-Nachbarschaft von x

N*:=NUE

Gradient bzgl. x

Voronoizelle zu x
Voronoipunkte zu x
Delaunay-Triangulierung von X

Lipschitzkonstante
Hilbertraum
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B Algorithmen

LSuche das Einfache und misstraue thm“

Alfred North Whitehead (1861 - 1947)

Wir beschreiben in diesem Abschnitt die fiir unsere Versuche verwendeten Al-
gorithmen. Wird in einem Algorithmus ein anderer aufgerufen, so verwenden
wir die Notation (— B.xx) mit Verweis auf die Nummer xx des aufgerufenen
Algorithmus.

Algorithmus B.1. Adaptive Semi-Lagrange Advektion
Dieser Algorithmus beschreibt die Durchfithrung eines Zeitschritts 7.
INPUT: X = X(¢) und c'x
WIEDERHOLE {
Bestimme X durch Adaption (— B.2)
} BIS X stationir wird
Bestimme 6;” durch Advektion (— B.3)

OUTPUT: X = X(t+7) und &7

Algorithmus B.2. Adaption
INPUT: X = X(¢) und c'x
FUR ALLE z € X{
Bestimme den lokalen Fehler n(x) (— B.4)
}
Bestimme globalen maximalen Fehler n* := maz{n(z)}
FUR ALLE x € X{
WENN (n(x) > 0,cp *1*) DANN
Verfeinere z(— B.5)
SONST WENN (n(x) < 05 * 1) DANN
Dinne z aus (— B.6)
}

Erzeuge X durch Léschen und Einfiigen von Punkten. (— B.7)
Losche doppelte Punkte (— B.8)
OUTPUT: X = X(t) und &

Algorithmus B.3. Advektion
INPUT: X = X(¢), c
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FUR ALLE z € X {
Bestimme 7, die Approx. des Upstreampunktes (— B.9)
Berechne s(Z) mit s = s|y() (— B.10(RBF) oder B.11(MLS))
Wende Clipping an mit N(Z) = X an: s(%)+— 3(%) (— B.12)
Filhre Advektion durch mit c(t + 7,x) = §().

}

.t
QUTPUT: ci”

Algorithmus B.4. Fehlerabschitzung
INPUT: (€ X, X =N(§) C X(t), und 'x.
Berechne s mit s =s|y =c'x (— B.10(RBF) oder B.11(MLS))
Bestimme lokalen Fehler durch n(¢) :=|c(§) — s(§)].
OUTPUT: 7(€)

Algorithmus B.5. Verfeinern
Wir werden nur Punkte zur Knotenmenge hinzufiigen, die gewissen Kriteri-
en entsprechen, also z.B. in der Boundingbox von X liegen. Die Menge aller
Punkte, die diese Kriterien erfiillen, bezeichnen wir als K.
Das tatséchliche Einfiigen geschieht erst nach Aufruf eines confirm() (—
B.7). Zunichst werden die Punkte temporér in einer Liste = gespeichert.
INPUT: X = X(t), €€ X, dx, ZCR?
Bestimme die Voronoizelle V(¢) (— B.14)
FUR ALLE v e V {
WENN v € K¢ DANN {
Berechne s mit s = 5|y, (— B.10 oder B.11)
Wende Clipping an: s(v)— s(v) (— B.12)

—_

Erweitere die Liste neuer Punkte = :=Z=U¥ = (v1,02,5(v))"
}
}

QUTPUT: =

Algorithmus B.6. Ausdiinnen

Das Ausdiinnen besteht in der Praxis aus zwei Schritten. Zuerst wird jeder
Punkt, der auszudiinnen ist, in die Liste zu léschender Punkte I eingefiigt.
Dann wird durch ein confirm() (— B.7) der Loschvorgang tatséchlich aus-
gefiihrt.
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INPUT: i€ N, I C NN, i
Flige ¢ in die Liste zu ldschender Punkte ein: [:=TUq
QUTPUT: [

Algorithmus B.7. Anderungen durchfiihren (confirm)
INPUT: X = X(t), IC Ny, =C R?
FUR ALLE i€ ]
Losche markierte Punkte 2; € X durch X = X\z;
FUR ALLE ¢ = (§,6.6) € 2{
Fiige Punkt ein durch X := X U (£,&6)7
Setze Funktionswert durch ¢ (§):= ¢
}
Aktualisiere die Gesamtstruktur der Daten (— B.16)
OUTPUT: X = X(¢) und &

Algorithmus B.8. Duplikate 16schen
Sobald der Mindest-Separationsabstand ¢,,;, unterschritten wird, l6schen wir
stets den spéter eingefiigten Knoten. Dies miissen wir beim Indizieren der Kno-
ten beriicksichtigen.

INPUT: X = X(¢)

FUR ALLE £ € X
Bilde X := X \{z € X : ||€ — 2|2 < Gnin}
OUTPUT: X = X(t)

Algorithmus B.9. Approximation des Upstreampunktes
INPUT: = € R?, a(t,), k€N
Berechne «; mit der Rekursionsformel
Uny1 =T-alt+ 50— %), 00 =0
Setze T : =1 — a3
OQUTPUT: =z

Algorithmus B.10. Interpolation mit radialen Basisfunktionen
Wir verwenden bei der Interpolation 2-variate Monome py,...,p, vom Grad

kleiner als m als Basis von I1¢, wie in Kapitel 2.3 auf Seite 13 beschrieben.
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Wir verwenden auflerdem eine vorher festgelegte radiale Basisfunktion ¢ so-
wie einen Parameter p > 0 zur Stabilisierung des linearen Gleichungssystems.
Weiterhin verwenden wir die Variablen A € R*+0x(k+0) ynd pu € RF+D,
INPUT: (€ X, {z1,....x} =N(§) C X(t) und ¢
FUR ALLE i von 1 bis k {
FUR ALLE j von 1 bis k
Setze den Eintrag A ;) := ¢(||z; — z;|2)
FUR ALLE j von 1 bis ¢
Setze den Eintrag A(jir:) = Ag k) = pj(Ti)
Setze den Eintrag b; := c(t,z;)
Addiere Stabilisierungsparameter: A ;+ =p
¥
FUR ALLE i von 1 bis ¢ {
Setze den Eintrag bpi, :=0
FUR ALLE j von 1 bis ¢
Setze den Eintrag Agrsj) =0
¥
Lose das lineare Gleichungssystem A-u =10 nach u
FUR ALLE ¢ von 1 bis ¢
Summiere P := P + ujy - pi(§)
FUR ALLE i von 1 bis k
Summiere S := s+ u; - ¢(||€ — zi|2)
Berechne s(§):=S+ P
OUTPUT: s(§)
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Algorithmus B.11. Moving Least Squares Approximation
Wir verwenden bei der Approximation 2-variate Monome, die eine Basis B =
{p1,...,py} von II2, bilden.
Es ist ™ = (x1,x9)™ := 2" x5 mit my + my < m.
Wir verwenden auflerdem eine vorher festgelegte radiale Basisfunktion ¢ mit
Supportradius » = 1 als Gewichtsfunktion.
Weiterhin verwenden wir die Variablen A € R?%?, by € R? und a* € R¥.
INPUT: € X, {z1,...,2} =N () C X(t) und ¢
Bestimme § := max,en{||{ — |2}
FUR ALLE i von 1 bis ¢ {
FUR ALLE j von 1 bis ¢ {
FUR ALLE n von 1 bis k {
Skaliere z, := an—E
Summiere S := S5+ ¢(Z) - p;(T) - pi(T)
}
Setze den Eintrag A(; := S
}
Setze b, ;=0
}
Setze b; =1
Lose das lineare Gleichungssystem A-wu =0 nach u
FUR 7 von 1 bis k {
FUR j von 1 bis ¢
Summiere S := S+ u; - p;(2;)
Setze af =S5 - ¢(1;)
Summiere s(&) :=s(§) + af - e(t,x;)
}

OUTPUT: (&)
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Algorithmus B.12. Clipping
INPUT: &€ R%, N(§) C X(1), s
Bestimme M := maz{c(x):x € N}
Bestimme m := min{c(z):z € N}
WENN s(¢) > M
Setze §(&) =M
SONST WENN s(&) <m
Setze §(&) :=m
SONST

Setze $§(&) := (&)
QUTPUT: 3(¢)

Algorithmus B.13. Delaunay-Triangulierung
Fiir die Erzeugung der Delaunay-Triangulierung verwenden wir die triangle-
Bibliothek [15]
INPUT: X = X (¢)
Erzeuge die A-Indexmenge Tp(X) durch Triangulierung von X
(— triangulateio)
OUTPUT: Tp(X) C IN

Algorithmus B.14. Bestimmung der Voronoi-Zelle
Die Voronoizelle ist der zur Delaunay-Triangulierung duale Graph. Daher ver-
wenden wir die vorliegenden Triangulierungsdaten zur Berechnung der Voro-
noizelle. T sei die Menge aller Dreiecke in 7', die £ enthalten.
INPUT: (€ X = X (t), T C N}
FUR ALLE v e T¢ {
Bestimme den Schnittpunkt M der Mittelsenkrechten von v
Fige M zu V({) hinzu

}

OUTPUT: V/(€)

Algorithmus B.15. Bestimmung der Nachbarschaften
Die Nachbarschaften werden wir mit der ANN-Bibliothek ([13], [14]) bestim-
men, die einen KD-Tree K D(X) verwendet.
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INPUT: X =X(t), £€ X, k€N und KD(X).
Bestimme die Nachbarschaft N ({) C X (— ANNksearch).
OUTPUT: N (&)

Algorithmus B.16. Aktualisierung der Strukturen
INPUT: X = X(¢)
Bestimme die Delaunay-Triangulierung Tp(X) (— B.13)
Baue neuen KD-Tree K D(X) auf
FUR alle £ € X
Bestimme die Nachbarschaft Ny(§) (— B.15)
FUR ALLE t € Tp(X), t=(zy,2)" € X3
Aktualisiere 1,,7,,T, mit t
OUTPUT: Tp(X) C N}, N.(&), Ty VEe X

Algorithmus B.17. Bestimmung des KD-Tree
Die Bestimmung des KD-Tree wird rekursiv mit der Median-Methode (Kapitel
2.2) durchgefiihrt. Wir teilen X solange, bis sich in jedem Teil nur noch genau
ein Punkt befindet.
Ein Blatt werden wir notieren, indem wir einen Punkt aus X als Unterbaum
einfiigen. Fiir Verzweigungen in den linken bzw. rechten Unterbaum schreiben
wir K Diinks bzw. K D echts -
INPUT: X = X(t)
WENN |X|=1 DANN
KD(X):=x,€ X
SONST {
Teile X in X; und X,
} KD(X)1imks := KD(X1), KD(X)reenss := KD(X5)
QUTPUT: K D(X)
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C Programm

,Dass die niedrigste aller Tdatigkeiten die arithmetische ist, wird
dadurch belegt, dass sie die einzige ist, die auch durch eine Maschi-
ne ausgefihrt werden kann. Nun lduft aber alle Analysis finitorum
et infinitorum im Grunde doch auf Rechnerei zurick. Danach be-

messe man den ,mathematischen Tiefsinn’.
Arthur Schopenhauer (1788 - 1860)

Fiir simtliche in dieser Arbeit durchgefiihrten Testreihen wurde das Programm
slm verwendet ([20]). Das Pogramm wurde vom Autor dieser Arbeit entwickelt
und steht quelloffen auf dem beiliegenden Datentriger zur Verfiigung.

Die verwendete Programmiersprache ist C++.

C.1 Klassenstruktur

Abb. 87 zeigt die verwendeten Klassen und Bibliotheken in der Ubersicht als
Klassendiagramm.

Wir werden im folgenden Abschnit ndher auf die einzelnen Klassen sowie die
enthaltenen Features eingehen.

C.2 Klassen
ANN

Wir benétigen fur unsere Betrachtungen eine effiziente Methode zur Bestim-
mung der Nachbarschaft eines Punktes. Wir verwenden fiir die Berechnung
der néchsten Nachbarn die so genannte ANN Bibliothek [13] in der Version
1.1.1 vom 04.08.2006. Die Bibliothek stellt uns die Strukturen ANNpoint und
ANNpointArray zur Verfiigung, die wir fiir die Verwaltung der Punkte nutzen:
typedef double ANNcoord;

typedef ANNcoord *ANNpoint;

typedef ANNpoint *ANNpointArray;

class ANNkd_tree
Die ANN-Bibliothek stellt uns aulerdem die Klasse ANNkd_tree zur Verfiigung,
die wir zur Bestimmung der Nachbarschaften einsetzen.

Autoren: D. M. Mount, S. Arya
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ply

Enthélt die Definition des ply-Dateiformats zur Beschreibung eines Polygon-
objekts. (Siehe auch [16].)

Autor: Greg Turk

<vector>

Vector-Standardbibliothek. Stellt den Containertyp vector zur Verfiigung.

hwface

Die Klasse hwface dient zur Speicherung von Polygoninformationen. Jede ge-
speicherte Fliche enthélt Informationen zu der Anzahl der Ecken sowie die
Indizes der Eckpunkte.

hwface(int n)
Konstruktor. Erzeugt eine Fléache mit n Ecken.

~hwface
Destruktor.

int nverts()
Liefert die Anzahl der Ecken zuriick.

int vert(int i)
Gibt Index der i-ten Ecke zuriick.

void addVert(int i)
Setzt Index der i-ten Ecke.

Autor: H. Wendland

hwply

Stellt die Datenstrukturen Vertex und Face zur Verwaltung von Punkt-, und
Flachendaten zur Verfiigung sowie eine Funktion zum Einlesen von ply-Files.

typedef struct Vertex {
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float x, y, z;
float nx, ny, nz;
void *other_props;

}

typedef struct Faces {
unsigned char nverts;
int *verts;
void *other_props;

}

Datenstrukturen zur Verwaltung von Punkten und Fléichen.

bool hwreadAPly(const char* name, ANNpoint &lower, ANNpoint
&upper, ANNpointArray &data, int &n, Facexx &faces,

int &nfaces)

Funktion zum Einlesen des ply-Files name. Die Punktdaten der n Punkte wer-
den im Array data gespeichert, die nfaces Flidchen in faces. upper und lower
beschreiben die Bounding Box. Alle Punkte liegen im von lower und upper
aufgespannten Quader. Der Funktionswert von hwreadAPly gibt an, ob das
Einlesen erfolgreich war.

void hwdeallocFaces(Facex* f,int n)
Freigeben von Speicherplatz.

Autor: H. Wendland

nmlib

Die Klasse stellt einige Funktionen zum Losen mathematischer Gleichungen zur
Verfiigung. Wir verwenden zum Losen linearer Gleichungssysteme der Form
Ar =bmit A € R"" und z,b € R" die Funktion

bool LSSolve(const int n, Matrix A, Vector b).

Der Funktionswert gibt dabei an, ob das Gleichungssystem glést werden konn-
te. Der Vektor b enthélt nach der Berechnung den Losungsvektor z.

Autor: H. Wendland
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triangle

Eine sehr effiziente Moglichkeit der Triangulierung implemetiert Shewchuk in
[15]. Wir greifen auf die folgende Funktion in der Version 1.6 zurtick:

void triangulate(char *triswitches, struct triangulateio *in,
struct triangulateio *out, struct triangulateio *vorout)

Der Datentyp struct triangulateio enthéilt eine Vielzahl von Attributen.
Uns interessiert an dieser Stelle nur, dass aus einer Punktliste in eine Delaunay-
Dreicksliste out und eine Liste mit Voronoipunkten vorout erzeugt werden.
triswitches teilt der Funktion eine Reihe von Optionen mit.

Autor: J. R. Shewchuk

<IO-Bibliotheken>

Wir verwenden fiir die Ein- und Ausgabe eine Reihe von Standardbibliotheken,
die wir unter I0-Bibliotheken zusammenfassen:
<string>, <stdio.h>, <stdlib.h>, <iostream>, <fstream>.

CMdelaunay

Die Klasse CMdelaunay stellt Routinen zur Bestimmung von Delaunay-Trian-
gulierungen und Voronoi-Zellen zur Verfiigung.

CMdelaunay ()

CMdelaunay (bool voronoi)

Konstruktor. Der Parameter voronoi gibt an, ob auch das Voronoi-Diagramm
berechnt werden soll.

~CMdelaunay ()
Destruktor. Allokierter Speicher wird freigegeben.

int** getTriangles(int nop, const ANNpointArray &points,

int *NOT, int *NOC)

Liefert die Delaunay-Triangulierung der Knotenmenge points zuriick. Das Er-
gebnisarray enthélt in der i-ten Zeile genau NOC[i] Eintrédge, die den Indizes
der Knoten entsprechen, die zum i-ten Dreieck gehoren. Es existieren NOT Drei-
ecke. Unter reguldren Bedingungen, d.h. einer nicht entarteten Knotenmenge
points gilt stets NOC[i] = 3.
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ANNpointArray getVoronoi(int nop, const ANNpointArray &points,
int *NOV)

Liefert ein Array mit den zur Knotenmenge points gehorigen Voronoipunkten
zuriick. nop gibt die Anzahl der Punkte in der Eingabemenge points an. Die
Berechnung wird sinnvollerweise nur auf den ersten beiden Raumdimensionen
ausgefiihrt. Die zuriickgelieferte Knotenmenge enthélt NOV Voronoi-Punkte.

ANNpoint center(const ANNpoint X, const ANNpoint Y, const
ANNpoint Z, int dim=2)

ANNpoint center(const ANNpoint X, const ANNpoint Y, int dim=2)
Funktionen zur Berechnung des Mittelpunktes von X,Y[,Z]. Bei zwei Punk-
ten wird der Mittelpunkt zwischen X und Y berechnet, bei drei Punkten der
Mittelpunkt des Umkreises des Dreiecks A(X,Y,Z)

Autor: Chr. Menz

hwcenter

Die Klasse hwcenter bietet einige wichtige Routinen zur Verwaltung von Punkt-
mengen und der Suche nach Nachbarschaften mittels der ANN-Bibliothek [13].

hwcenter(int n, int dim, ANNpoint min, ANNpoint max,
ANNpointArray data, bool createKDTree)

Konstruktor. Eine Anzahl n von Punkten der Dimension dim wird im Array
data iibergeben. Die Boundingbox, die alle Punkte enthélt, wird durch min
und max begrenzt. createKDTree liefert die Anweisung, ob ein KD-Tree er-
zeugt werden soll, um die Bestimmung von Nachbarschaften zu ermdoglichen.

~hwcenter ()
Destruktor. Allokierter Speicher wird freigegeben. Auch das dem Konstruktor

iibergebene Array data wird freigegeben.

ANNpoint point(int i)
Liefert den Zeiger auf den Punkt mit Index i.

void set_point(int i, ANNpoint X)
Setzt die Koordinaten des Punktes mit Index i auf die Werte von X.

int space_dimension()
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int number_of points()

ANNpoint max_of BB()

ANNpoint min of BB()

Diese Funktionen liefern Informationen iiber den aktuellen Zustand der Daten
wie Anzahl und Dimension der Punkte sowie iiber die Boundingbox.

void annkSearch(ANNidxArray ANNpoint X, int k, ANNidxArray
nn_idx, ANNdistArray dd, double eps = 0.0)

(Approximatives) Ermitteln der k nidchsten Nachbarn von X. Die Indizes wer-
den als nn_idx zuriickgegeben, dd[i] enthilt jeweils das Quadrat des euklidi-
schen Abstands zwischen dem Punkt mit Index nn_idx[i] und X. eps stellt ei-
ne Fehlertolereanz dar, die wir maximal akzeptieren. Wir verwenden eps = 0.0

bool has_tree()

void build_kd_tree()

void delete_kd_tree()

Funktionen zum Erzeugen bzw. Loschen des KD-Tree sowie zur Abfrage, ob
ein KD-Tree vorhanden ist.

void print()
Ausgabe aller Punkt nach stdout.

double separation distance()
Liefert den Separationsabstand ggata-

Autor: H. Wendland

CMpointOperator

Die Klasse CMpointOperator dient zur Verwaltung von Punktmengen, dem ein-
fachen Loschen und Hinzufiigen von Punkten. Zudem werden Funktionen zur
Durchfithrung einer Triangulierung sowie zum Ermitteln von Voronoi-Zellen
und Nachbarschaften von Punkten bereitgestellt.

CMpointOperator (int number, int d, ANNpointArray points,

double *values, int number_of neighbors)

Konstruktor. Es werden number d-dimensinale Knoten points mit zugehorigen
Funktionswerten values iibergeben. number_of neighbors gibt die Anzahl der
Punkte pro Nachbarschaft an.
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~CMpointOperator ()
Destruktor. Loschen samtlicher gespeicherter Daten und freigeben des Spei-
chers.

int number_of points()

int number_of triangles()

int space_dimension()

Zugriff auf die aktuellen Werte fiir die Anzahl der gespeicherten Punkte, die
Anzahl der Dreicke in der Triangulierung der Punkte sowie die Raumdimensi-
on.

ANNpoint point(int i)
Liefert den Zeiger auf einen einzelnen Knoten mit Index i. Der Speicherbereich
darf nicht durch die rufende Funktion freigegeben werden.

ANNpointArray points()
Liefert ein neues Array mit allen Knoten zuriick.

double value(int i)

double *values()

Liefert den Funktionswert des Knotens mit Index i zuriick bzw. ein neues Ar-
ray mit allen Funktionswerten.

void add_point(const ANNpoint P, const double value)
Fiigt einen Punkt der Liste von Punkten hinzu, die bei Aufruf von confirm()
der Punktmenge hinzugefiigt werden.

void delete point(int i)
Markiert den Punkt mit Index i zum Loschen. Der Punkt wird erst durch den
Aufruf von confirm() tatséchlich gelscht.

void set_point(int i, ANNpoint P, double value)

Verschiebt den Knoten mit Index i auf die Koordinaten von P sowie den Funk-
tionswert auf value. Die Anderung wird mit dem Aufruf von confirm() wirk-
sam. Der Index des Punktes ist dabei nicht invariant.

void confirm()
Fiihrt alle bisher vorgemerkten Anderungen an der Punktmenge durch. Dabei
werden die Indizes der Punkte verdndert.
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void set_values(double* newValues)
Setzt alle Funktionswerte auf die Werte aus newValues. Diese Anderung wird
sofort durchgefiihrt. newValues wird geloscht und auf NULL gesetzt.

int** triangles(int* number of triangles)

Liefert die Delaunay-Triangulierung der Knotenmenge als neues Array zuriick.
Die number_of _triangles Zeilen enthalten jeweils drei Indizes von Punkten,
die zusammen ein Dreieck bilden. Die Triangulierung wird unabhéngig von den
Funktionswerten durchgefiihrt.

ANNpointArray voronoi(int i, int* number)

Liefert ein neues Array mit den number Vornoipunkten zum Knoten mit Index
i. Die Ermittlung der Voronoipunkte wird unabhéngig von den Funktionswer-
ten durchgefiihrt. Die Voronoipunkte haben ebenfalls keine Funktionswerte.

int number_of neighbors()

void set_number_of neighbors(int val)

Zugriffsfunktionen fiir die eingestellte Anzahl von Nachbarn in jeder Nachbar-
schaft.

int** neighbors()

Liefert die kompletten Nachbarschaften aller Knoten. In der i-ten Zeile stehen
die number_of neighbors Indizes der nichsten Nachbarn von Punkt i. Dabei
erfolgt eine Sortierung aufsteigend nach dem euklidischen Abstand(Funktions-
werte werden ignoriert).

int* neighbors(int i)

int* neighbors(const ANNpoint X)

int* neighbors_special(int i)

int* neighbors_special(const ANNpoint X)

Liefert die number_of neighbors Nachbarn von Punkt mit Index i bzw. Punkt
X zuriick. In der normalen Variante werden die als zu 16schen markierten Punk-
te mit einbezogen. Die ,special“-Version liefert ausschlieflich Punkte, die noch
nicht zum Loschen markiert sind. Fiir die Riickgabewerte wird jeweils der
benotigte Speicherplatz neu allokiert.

int* connectedNeighbors(int i, int* number)
Liefert ein neues Array mit den number Knoten, die iiber die Triangulierung
mit Knoten i verbunden sind.
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void save_ply(const string filename, const bool with triangles,
const bool with_voronoi = false)

Speichert die aktuelle Punktmenge mit Funktionswerten in das ply-File
filename, wahlweise mit Triangulierungsdaten und Voronoipunkten.

void remove_doubles(int* new_points = NULL)
Entfernt alle Punkte aus der Punktmenge, deren Abstand kleiner als ¢,,;,, (sie-
he C.3) ist. Fiithrt danach ein confirm() aus.

double distance(const ANNpoint X, const ANNpoint Y)
Liefert den euklidischen Abstand (2-dimensional) zwischen X und Y.

Autor: Chr. Menz

hwglobal.h

Enthélt globale Variablen. Die fiir uns interessanten sind

MAX(x,y)
MIN(x,y)
Funktionen zur Bestimmung des Maximums bzw. Minimums von x und y.

DIST3(x,y,z)
Linge des Vektors (x,y,z)7.

PI
Wert von II.

enum HWbasisFunctionType {HWWENDLANDl , HWWENDLAND2,
HWWENDLAND3, HWGAUSSIAN, HWMULTIQUADRIC, HWINVERSEMULTIQUADRIC,
HWTHINPLATE, HWCUBIC, HWVOLUME}

enum HWapproximationType {HWnone, HWrbfDirect, HWrbfPum, HWmls}

Autor: H. Wendland

hwfunction

Die virtuelle Klasse hwfunction definiert die Grundstruktur fiir die verwende-
ten Funktionen. Jede abgeleitete Klasse hat mindestens die folgenden Features.
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double at(const ANNpoint &X)
Liefert den Funktionswert an der Stelle X.

double derivative(const ANNpoint &X, int ord, int j)
Liefert den Wert der ord-ten Ableitung in der j-ten Komponente.

virtual ~hwfunction()
Destruktor.

Autor: H. Wendland

hwwendland : public hwfunction

Implemetierung der Wendland-Funktionen, basierend auf hwfunction.

hwwendland(int dim=2, int k=1)

Konstruktor. Es werden die Dimension dim und der Parameter k fiir die Ver-
wendung der Wendland-Funktion iibergeben.

Die Funktionsgleichungen fiir die Wendland-Funktionen ergeben sich fiir die

Dimensionen 2 und 3 als
Dp—g = (1 —1)? (Wendland-1)

Bp—y = (1 —r)4r +1) (Wendland-2)
Pp—p = (1 —7)8(35r2 + 18r + 3) (Wendland-3)

void setSupportRadius(double c)

double supportRadius()

Zugriffsfunktionen fiir den Support-Radius der Wendland-Funktion. Dabei wird
der Radius r skaliert durch %.

Autor: H. Wendland

hwthinplate : public hwfunction

Implementierung des Thin Plate Spline, basierend auf hwfunction.

hwthinPlate(int dim=2, int k=1)
Konstruktor. iibergeben werden die Dimension dim und der Index k. Die Funk-
tion liefert r*log(r).
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Autor: H. Wendland

hwpolynomial : public hwfunction

Implementierung der Monome, basierend auf hwfunction.

hwpolynomial (int dim=2, int index=0)
Konstruktor. Neben der Dimension dim wird der index iibergeben.

void set_index(int index)

Festlegen des Index. Die Zuordnung von index zu den verwendeten Monomen
entspricht

{l.inde:p }le ,

{%%552»1'?/792@3,$2yjfy2,y3}d:2,
{xayasz7$yamzay2ay3722@3@29@22@3/27$y27$22ay3ay227y22723}d:3-

Autor: H. Wendland

CMmls_phi : public hwfunction

Implementierung der Gewichtsfunktion fiir die MLS-Approximation. Die Funk-
tion hat die Form f(x) = ||x||§xponent‘

CMmls_phi(int dim=2, double support_radius=1.0,

bool singular=true, double exponent=1.0)

Konstruktor. Legt die Dimension dim, den Support-Radius r und den Ex-
ponenten exponent fest. singular gibt an, ob bei z = 0 eine Singularitéit
eingefiigt werden soll.

double at(const ANNpoint &X)
Liefert den Wert der Gewichtsfunktion an der Stelle X zuriick.

inline double derivative(const ANNpoint &X, int ord, int j)
Dummy. Liefert stets 0 zuriick.

Autor: Chr. Menz
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hwsolver : public hwfunction

Die virtuelle Klasse hwsolver ist von der Klasse hwfunction abgeleitet und lie-
fert die Standardfunktionen fiir die Interpolation von Funktionen.

hwsolver (hwfunction *p, hwcenter *c, double *f = NULL,

int dim = 2)

Konstruktor. Es werden dim-dimensionale Stiitzstellen c, die Interpolations-
funktion p und die Funktionswerte f in den Stiitzstellen iibergeben.

bool keepData

~hwsolver ()

Destruktor. Loscht die Stiitzstellen, die Funktion und die Funktionswerte aus
dem Speicher. Ist keepData gesetzt, so wird lediglich das hwsolver-Objekt
geloscht, die Daten bleiben erhalten.

void setRightHandSide(double *f)

void setCenters(hwcenter *c)

void setBasisFunction(hwfunction *p)

Funktionen zum Setzen der Knoten, des Funktionswertes und der Funktion fiir
die Interpolation.

virtual void computeSolution()=0
Virtuelle Funktion zum Durchfiithren der Interpolation.

Autor: H. Wendland

hwdirectsolver : public hwsolver

hwdirectsolver (hwfunction *p, hwcenter *c, double *f = NULL,
int dim = 2, int method = 0)
Konstruktor. p, ¢, f und dim werden direkt an den Konstruktor von hwsolver

iibergeben. method legt fest, welches Verfahren fiir die Interpolation verwendet
wird (0=ESV, 1=CG).

~hwdirectsolver()
Destruktor.

void computeSolution()
Durchfithren der Interpolation.
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double at(const ANNpoint&X)
Liefert den Wert der Interpolante an der Stelle X.

double derivative(const ANNpoint &X, int i, int j)
Liefert den Wert der i-ten Ableitung in der j-ten Komponente der Interpolan-
te an der Stelle X.

void set_method(int val)
Festlegen der Interpolationsmethode.

Autor: H. Wendland

CMsolver : public hwsolver

Die Klasse C'Msolver leitet sich von der Klasse hwsolver ab. Sie beherrscht die
RBEF-Interpolation, die MLS-Approximation sowie das Clipping wahrend der
Berechnungen.

CMsolver (hwfunction *p, hwcenter* c, double *f, int d)
Konstruktor. Die Parameter werden an den Konstruktor der Klasse hwsolver
weitergegeben.

~CMsolver ()
Destruktor.

void set_trunc(bool val)

void set_NONP(int val)

void set_solver(CMsolverType val)

void set_epsilon(double val)

Funktionen zum Setzen der Solver-Parameter:

trunc Clipping an/aus

NONP Anzahl der ndchsten Nachbarn

solver RBFdirect oder MLS, siehe C.3

epsilon Fiir eine bessere Performance werden Unterschiede in den
Funktionswerten < epsilon ignoriert.

double at(const ANNpoint &X)
Interpoliert (RBF) oder approximiert (MLS) auf den néchsten Nachbarn von
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X und liefert den Werte der Interpolante bzw. Approximante an der Stelle X
zuriick. Der Wert wird ggfs. durch Clipping angepasst.

void set_polynomial degree (int val)
Setzt der maximalen Grad der bei der Interpolation/Approximation verwen-
deten Polynome.

void computeSolution()
Da wir jeden Wert direkt ermitteln in at(), ist diese Funktion lediglich als
Dummy implementiert.

double derivative(const ANNpoint &X, int ord, int j)
Diese Funktion wird von hwfunction gefordert, jedoch hier nicht benotigt. Der
Funktionswert ist stets 0.

void set_display_truncation(bool val)
Anzeigen eventuell durchgefiihrter Clippings in stdout.

Autor: Chr. Menz

CMflowfield

Virtuelle Klasse. Alle abgeleiteten Klassen haben wenigstens die folgenden Fea-
tures:

virtual ~CMflowfield()
Destruktor.

void set_time(const double val)

void set_tau(const double val)

void set_omega(const double val)

Funktionen zum Setzen der aktuellen Zeit ¢, der Zeitschrittweite 7 und der
Starke des Geschwindigkeitsfeldes w.

Vector a(const double t, const ANNpoint &X)
Gibt den Vektor der einwirkenden Kraft im Punkt X zur Zeit ¢ zuriick.

ANNpointArray vertices(int *n)
Liefert die n Ecken des Gebiets, auf dem das Geschwindigkeitsfeld definiert ist,
als Array zuriick.
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bool isInside(const ANNpoint &X)
Gibt an, ob der Punkt X sich innerhalb oder auf der Grenze des Gebiets be-
findet.

bool onBorder(const ANNpoint &X)
Gibt an, ob X auf der Grenze des Gebiets liegt.

double borderValue(const ANNpoint &X)
Liefert den vordefinierten Funktionswert fiir X, falls X auf der Grenze liegt,
ansonsten 0.

ANNpoint upstreamPoint(const ANNpoint &X, bool *onBorder)
Ermittelt die Stelle X, an der sich X zur Zeit ¢t — 7 befand. Hier wird je nach
Geschwindigkeitsfeld ggfs. auch X bestimmt. Falls der Upstreampunkt auBer-
halb des Gebiets liegt, wird automatisch nur bis zur Gebietsgrenze gerechnet.
X liegt dann auf der Grenze, onBorder wird gesetzt.

ANNpoint downstreamPoint(const ANNpoint &X, bool *onBorder)
Ermittelt die Stelle X, an der sich X zur Zeit ¢+ 7 befinden wird. Je nach Ge-
schwindigkeitsfeld kann auch approximiert werden. Falls der Upstreampunkt
aulerhalb des Gebiets liegt, wird automatisch nur bis zur Gebietsgrenze ge-
rechnet. X+ liegt dann auf der Grenze, onBorder wird gesetzt.

Autor: Chr. Menz

CMflow_square_tangential : public CMflowfield

Zeitunabhéngiges Geschwindigkeitsfeld mit quadratischer oder rechteckiger
Grundflache. Es wird eine Drehung um ein Schwerkraftzentrum vollfiihrt. Der
Richtungsvektor der einwirkenden Kraft im Punkt X := (x,y) ist bei Drehung
um den Ursprung a(t,X) = w(—y,x)" mit einem Skalar w, der die Drehrich-
tung und die Stérke des Feldes festlegt.

CM_flow_square_tangential (const ANNpoint &minBB,

const ANNpoint &maxBB, const ANNpoint &centerP = NULL)
Konstruktor. Die Punkte minBB und maxBB geben die gegeniiberliegenden Ecken
des rechteckigen Gebiets vor, in dem das Geschwindigkeitsfeld definiert ist.
centerP gibt das Drehzentrum an. Ist centerP = NULL, so wird automatisch
das geometrische Zentrum des Gebiets zum Drehzentrum.
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Autor: Chr. Menz

CMflow_square_linear : public CMflowfield

Zeitunabhéngiges Geschwindigkeitsfeld mit quadratischer oder rechteckiger
Grundflache. Die einwirkende Kraft a beschreibt auf dem gesamten Gebiet ei-
ne homogene Kraft in dieselbe Richtung. Ist der Richtungsvektor der Kraft
vorgegeben als (z,y)7, so ist a(t,X) = w(z,y)T fiir alle Punkte im Gebiet.

CM_flow_square_tangential (const ANNpoint &minBB,

const ANNpoint &maxBB, const ANNpoint &directionP)

Konstruktor. minBB und maxBB definieren das Gebiet, directionP gibt die
Richtung des der einwirkenden Kraft vor.

Autor: Chr. Menz

CMcomputation

Die Klasse CMcomputation stellt Routinen zur Durchfithrung der semi-Lagran-
ge-Advektion zur Verfiigung.

CMcomputation(hwcenter *sc = NULL)

Konstruktor. Als Parameter wird die initiale Knotenmenge iibergeben. Die Da-
ten werden dreidimensional erwartet. Die ersten beiden Koordinaten werden
als Ortsinformation eines Knotens betrachtet, die dritte als Funktionswert in
diesem Knoten. Die Daten aus sc werden umkopiert, der Speicherinhalt bleibt
unverandert.

~CMcomputation()
Destruktor. Samtlicher allokierter Speicher wird wieder freigegeben.

void set_flowfield(CMflowFieldType val)
Festlegen des Geschwindigkeitsfeldes. (Typen siehe C.3)

void set_loadedStep(int val)
Setzen der initialen Schrittnummer. Dient dem automatischen Speichern mit

Schrittnummer im Dateinamen.

void set_saveFile(const string name)
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Festlegen des Dateinamens bei Speicherungen.

void set_solver(CMsolverType adaptionSolver, CMsolverType
timestepSolver)

Setzen der Methoden, die fiir die Adaption bzw. den Zeitschritt verwendet
werden. (Typen siehe C.3)

void set_function(CMfunctionType adaptionFunction,

CMfunctionType timestepFunction)

Setzen der Funktion fiir Adaption bzw. Zeitschritt. Falls das MLS-Verfahren
verwendet wird, wird die festgelegte Funktion als Gewichtsfunktion des MLS
benutzt. (Typen siehe C.3)

void set_truncation(bool adaptionTruncation, bool
timestepTruncation)

Ein- oder Ausschalten des Clippings. Es wird unterschieden zwischen den Pa-
rametern adaption, welcher das lokale Clipping fiir die Adaption steuert, und
timestep, der das globale Clipping wihrend eines Zeitschritts festlegt.

void set_NONP(int adaptionNONP, int timestepNONP)
Setzt die Anzahl der Knoten in der Nachbarschaft, jeweils ein Wert fiir die
Adaption und fiir den Zeitschritt.

void set_epsilon(double val)

Setzen einer Variable epsilon. Diese dient dazu, geringe Unterschiede in Funk-
tionswerten zu ignorieren, so dass in der optischen Darstellung glattere Flachen
entstehen.

void set_numer0fSteps(int wval)
Festlegen der Anzahl der durchzufiithrenden Zeitschritte beim Aufruf von com-
pute ()

void set_2DstartData(hwcenter *sc)

Setzen der initialen Knotenverteilung und Funktionswerte. sc muss die Punkt-
daten dreidimensional enthalten, so dass die ersten zwei Koordinaten als Orts-
angaben, die dritte Koordinate als Funktionswert interpretiert werden kénnen.

void compute()
Startet die Berechnung mit den gesetzen Parametern.
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int calculatedSteps()
Liefert die Anzahl der insgesamt berechneten Zeitschritte zuriick.

ANNpoint point(int n)

Liefert einen Zeiger auf den Knoten mit Index n zuriick. Der Speicherbereich
darf nicht von der rufenden Funktion freigegeben werden. Auf ein Umkopieren
der Werte wurde aus Performancegriinden verzichtet.

double value(int n)
Liefert den Funktionswert des Knotens mit Index n zuriick.

hwcenter* displayCenters()

Der aktuelle Stand der Berechnung wird als neues hwcenter-Objekt zuriick-
geliefert. Die Punktdaten sind dreidimensional mit zwei Ortskoordinaten und
einem Funktionswert. Auflerdem wird eine Triangulierung zur besseren opti-
schen Darstellung mit {ibergeben.

void displayTriangles()

void displayNeighbors(int i)

void displayConnectedNeighbors(int i)

void displayVoronoi(int i)

Funktionen zur Ausgabe von Detailinformationen nach stdout. Diese in erster
Linie zu Debugging-Zwecken implementierten Funktionen stellen die aktuelle
Triangulierung aller Knoten bzw. zu einem Knoten mit Index i die néchsten
Nachbarn, die iiber die Triangulierung mit dem Knoten verbundenen Nach-
barn oder die Ecken der Voronoizelle dar.

void save_ply(const string filename, const bool with triangles)
Der aktuelle Stand der Berechnungen wird in die Datei filename geschrieben.
Die Triangulierung wird je nach with_triangles mit gespeichert.

void auto_save_ply(int number)

Funktion, um in jedem Schritt die aktuelle Knotenmenge mit Funktionswerten
in ein Ply-File zu speichern. Der Dateiname wird automatisch mit Parameter-
informationen sowie der aktuellen Schrittnummer number erzeugt. Die Trian-
gulierung wird automatisch mitgespeichert.

void save_knotset ()
Es wird nur die Knotenmenge gespeichert, alle Funktionswerte werden auf 0
gesetzt.
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double distance(const ANNpoint X, const ANNpoint Y,
int dim = 2)
Berechnet den euklidischen Abstand zwischen X und Y in dim Dimensionen.

hwfunction* gethwfunction(CMfunctionType val)

Liefert den Zeiger auf ein neues Objekt des {ibergebenen Funktionstyps zuiick.
(Typen siche C.3)

Autor: Chr. Menz

main.cpp

Hauptmodul. Die Funktion main() iibernimmt das Auswerten der iibergebe-
nen Kommandozeilenparameter sowie den Aufruf der eigentlichen Rechenrou-
tinen.

main(int argc, char** argv)

Die Funktion main() akzeptiert als Kommandozeilenparameter den Dateina-
men des einzulesenden ply-Files sowie eine initiale Schrittnummer. Wird kein
Parameter angegeben, so werden die in CMparam.h (Siehe Kapitel C.3) ange-
gebenen Werte verwendet. Die Angabe der Schrittnummer dient zum Einfiigen
der Schrittnummer in den Dateinamen beim automatischen Speichern.

Autor: Chr. Menz

C.3 Parameter

Die Datei CMparam.h ist die zentrale Steuerdatei fiir den Programmablauf.
Samtliche globalen Parameter werden hier gesetzt Auflerdem enthélt die Datei
Enum-Deklarationen und einfache Funktionen. Es folgt eine Auflistung aller
implementierten Parameter mit einer Beschreibung ihrer Funktion. Sofern ein
standardméaflig verwendeter Wert existiert, werden wir diesen in der rechten
Spalte angeben.

Enum-Deklarationen

enum CMsolverType {RBFdirect, MLS}

enum CMfunctionType {gauss, wendland, thinPlate, cmmls phi}
enum CMflowFieldType {square tangential, square linear}
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Funktionen

#define MAX(x,y) ((x) > (y) 7 (x) : (y))

#define MIN(x,y) ((x) < (y) 7 (x) : (y))

#define ABS(x) MAX(x, (-x))

#define DIST2(x,y) sqrt((x)*(x)+(y)*(y))

#define DIST3(x,y,z) sqrt((x)*x)+(y)*(y)+(z)*(z))

Parameter

Parameter fiir die Advektion

NUMBER_OF_STEPS

Anzahl der insgesamt durchzufithrenden

(integer) Zeitschritte.
DO_TIMESTEP Legt fest, ob die Advektion in jedem Schritt
(boolean) durchgefiihrt wird.
TS_SOLVER Definiert den Solver-Typ.
(CMsolverType)
TS_FUNCTION Definiert die Funktion fiir die Interpolation
(CifunctionType) bzw. Approximation.
TS_TRUNC_ENABLED Aktiviert oder deaktiviert das Clipping. true
(boolean)
TS_NONP Setzt die Anzahl der Punkte in den Nach-
(integer) barschaften.
TS_POLY_DEG Polynomgrad TPD:= ) — 1. TPD= 0: Kon- | 1
(integer) stanten, TPD= 1: Lineare Polynome.
REFINE WITH_ Legt fest, ob die Solver-Einstellungen des | false
gfgﬂgﬁf"“’“ T'S-Solvers auch fiir die Verfeinerung gelten

sollen. Ansonsten (false) gelten die Einstel-

lungen des Adaptions-Solvers.

Parameter fiir die Adaption

DO_ADAPTION Legt fest, ob Adaptionen durchgefiihrt wer-
(boolean) den
ADAPT_SOLVER Definiert den Solver-Typ.
(CMsolverType)
ADAPT_FUNCTION Definiert die Funktion fiir die Interpolation
(ClfunctionType) bzw. Approximation.
ADAPT TRUNC ENABLED | Aktiviert oder deaktiviert das Clipping. true

(boolean)
ADAPT_NONP
(integer)
SIGMA_REF
(double)

SIGMA_CRS
(double)

Setzt die Anzahl der Punkte in den Nach-
barschaften.
Verfeinerungsparameter o,..

Ausdiinnparameter o,..
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SIGMA_REF_STEPS
(integer)
SIGMA_CRS_STEPS
(integer)

SIGMA_REF_STEPSIZE
(double)
SIGMA_CRS_STEPSIZE
(double)

ITERATIONS
(integer)

MIN_ITERATIONS
(integer)

MAX_ERROR_TO_STOP
(double)

ERROR_STATIONARY
(double)

PERCENTAGE_
STATIONARY
(double)

REFINE_MIN
(integer)

MAX_TO_DELETE
(integer)

USE_GLOBAL_MAX_ERROR
(boolean)

INTERPOLATE WITH_
DELETED_POINTS
(boolean)

VORONOI _WITH_
DELETED_POINTS
(boolean)

Anzahl der Schritte beim automatischen An-
passen von o,.y und ogs. Dient zur Au-
tomatisierung von Testlaufen mit unter-
schiedlichen Parametern. Nach Abschluf} ei-
ner Testreihe wird mit verdnderten Pa-
rametern neu gestartet. Es werden insge-
samt SIGMA_REF_STEPS - SIGMA_CRS_STEPS
Testldufe ausgefiihrt.

Wert, um den o,y bzw. o, bei jedem
Schritt verandert wird.

Legt die maximale Anzahl von Adaptionen
pro Zeitschritt fest (17,00 )-

Legt die minimale Anzahl von Adaptionen
pro Zeitschritt fest (I7,,).

Unterschreitet der maximale Fehler bei einer
Adaption diesen Wert, so gilt die Adaption
als stationir (ogat)

Ist die Differenz zweier maximaler Fehler aus
zwei nachfolgenden Adaptionsschritten ge-
ringer als dieser Wert, so gilt die Adaption
als statindr (og;rf).

Ist der Anteil geloschter und eingefiigter
Punkte bei einer Adaption im Verhéltnis zur
Gesamtpunktzahl unter diesem Wert, so gilt
die Adaption als statinér.

Werden weniger Punkte als REFINE_MIN ver-
feinert, so gilt die Adaption als statinér.
Maximale Anzahl von Punkten, die in einem
Adaptionsschritt geloscht werden diirfen.
true: Der maximale Fehler des ersten Ad-
aptionsschrittes wird verwendet.

false: Fiir jeden Adaptionsschritt wird der
maximale Fehler separat bestimmt.

true: Die geldschten Punkte werden bis zum
Ende des Adaptionsschrittes weiterhin fiir
die Interpolation / Approximation verwen-
det.

true: Die geloschten Punkte gehen bis zum
Ende des Adaptionsschrittes in die Ermitt-
lung der Voronoizelle ein.

0.0

0.0

107

false

true

true
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MAX_VORQ_DIST Legt die Entfernung fest, die ein einzufiigen- | DBL_
(double) der Voronoipunkt maximal zum verfeinerten | MAX
Punkt haben darf. Weiter entfernte Voronoi-
punkte werden nicht eingefiigt.
ADAPT WITH_POINT Nachbarschaften werden immer mit dem | false
(boolean) Punkt selber gebildet. Dies dient zum De-
buggen. Der lokale Fehler wird dadurch mi-
nimiert.
ADAPT POLY DEG Polynomgrad APD:= @ —1. APD=0: Kon- | 1
(integer) 1Ty
stanten, APD= 1: Lineare Polynome.
ADD_BOUNDARY Legt fest, ob nach jedem Adaptionsschritt | false
(boolean) die Ecken von €2 zur Knotenmenge hinzu-
gefiigt werden sollen.
Duplikate 16schen
DO_REMOVE_DOUBLES Legt fest, ob nach jedem Adaptionsschritt | true
(boolean) doppelte Punkte entfernt werden sollen.
DO_REMOVE_ Priift bereits vor dem Einfiigen neuer Punk- | false
?Sgﬁigif)m“ te auf Duplikate. Bei zu geringem Abstand
zu einem vorhandenen Knoten wird nicht
eigefiigt. Problematisch, da moglicherwei-
se der bereits vorhandene Knoten geldscht
wird.
MIN_SEP_DST Legt den Mindestabstand (euklidisch) zwi-
(double) schen verschiedenen Punkten fest. Liegen
zwei Punkte dichter zusammen, gelten sie als
derselbe Punkt. Dies verhindert das Entar-
ten der Knotenmenge.
Solver- & Funktions-Parameter ‘
EPSILON Liegen zwei Funktionswerte weniger als EP- | 0.0
(double) SILON auseinander, werden sie als gleich be-
trachtet. Erhoht die Performance und ver-
ringert Oszillationen.
RHO Dieser Wert wird bei der RBF Interpolation | 1075
(double) auf die Elemente der Hauptdiagonalen der
Matrix addiert, um das LGS zu stabilisieren.
RBF_SUPPORT RADIUS | Support Radius der gewéhlten RBF. 1

(double)
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C PROGRAMM

MLS_USE_FIXED DELTA | Legt fest, ob der Radius beim MLS einen fe- | false
(boolean) sten Wert MLS_SUPPORT_DELTA hat oder dy-
namisch in Abhéngigkeit von der ermittelten
Nachbarschaft gebildet wird.
MLS_SUPPORT DELTA Setzt den fixen Radius fir das MLS- | 0.1
(double) Verfahren, wenn MLS_USE_FIXED_DELTA ge-
setzt ist.
MLS_NONP_MAX Legt die Anzahl von Knoten fest, die maxi- | 100
(integer) mal bei fixem delta verwendet wird.
MLS_SINGULAR Legt fest, ob eine Singularitdt in die Ge- | true
(boolean) wichtsfunktion eingefiigt werden soll.
MLS_EXPONENT Legt den Exponenten der Gewichtsfunktion | —2
(integer) bei der MLS-Approximation fest.
TPS_K Legt den Index des Thin Plate Spline fest. | 1
(integer)
WEND K Legt den Index der Wendland-Funktion fest. | 1
(integer)
Geschwindigkeitsfeld |
FLOW_FIELD Bestimmt den Typ des Geschwindigkeitsfel-
(CMflowField) des.
VELOCITY_CENTER_X Bei tangentialem Geschwindigkeitsfeld die | X =0
égﬁ‘g‘gﬁ%_CENTER_Y Koordinaten den Mittelpunkts, bei linearem | ¥ =
(double) GF die Richtung.
OMEGA Bei tangentialem GF die Winkelgeschwin- | 3636
(double) digkeit, bei linearem GF die Linge des Ge- | 1078
schwindigkeitvektors.
TAU Zeitschrittweite 7
(double)
ITERATION DEPTH Anzahl N;; der Iterationen fiir die Bestim- | 5
(integer)
mung des Upstreampunktes
Dateien laden & speichern
DEFAULT PLY FILE Dateiname des zu ladenden Plyfiles. Wenn
Egﬁ;ﬁi@%—mwm DPF Pfadangaben enthélt, muss PFF leer
sein! Wird PFF gesetzt, so darf der Da-
teiname nur ohne Pfadinformationen gesetzt
werden. Das Plyfile wird dann aus dem Ord-
ner des Programms gelesen.
INITIAL STEP NUMBER | Schrittnummer des geladenen Plyfiles. Dient | 0

(integer)

der Generierung von Dateinamen bei auto-
matischen Speichern.
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TS_FUNCTION_NAME
ADAPT FUNCTION_NAME
(string)

Bezeichner der Adaptions- bzw. Zeitschritt-
funktion. Werden fiir die Generierung des
Dateinamens beim automatischen Speichern
verwendet.

SAVE_EVERY_STEP Speichert nach jedem Zeitschritt automa- | true

(boolean) . .
tisch ein Plyfile.

EVERY NTH_STEP Speichert nur jeden ENS-ten Schritt ab.

(integer)

SAVE_TRIANGLES Speichert Triangulierungsinformationen in | true

(boolean) .
jedes Plyfile.

SAVE_VORONOI Speichert alle Voronoipunkte mit in jedes | false

(boolean) Plyfile. Die Voronoipunkte werden nicht mit
in die Triangulierung einbezogen.

APPEND_STEP NUMBER | Héngt an den Dateinamen der automatisch | true

(boolean) gespeicherten Plyfiles die Schrittnummer an.
Verhindert das Uberschreiben der Dateien.

SAVE_ERROR_ Speichert nach jedem Zeitschritt ein Plyfi- | false

EVERY_STEP .

(boolean) le mit der aktuellen Knotenmenge und dem
aktuellen Fehler in jedem Knoten als Funk-
tionswert. Dateiname wird automatisch ge-
neriert.

SAVE KNOTSET_ Speichert nach jedem Zeitschritt die Kno- | false

EVERY_STEP . .

(boolean) tenmenge. Die Funktionswerte werden auf 0
gesetzt.

Programm-Ausgaben

DISPLAY PARAMETER_ | Zeigt alle eingestellten Parameterwerte vor | true

SETTINGS d .

(boolean) er Berechnung einmal an.

DISPLAY REFINEMENT_ | Zeigt Informationen zum Clipping bei der | false

TRUNCATION Adapti

(boolean) aption afl.

DISPLAY SAVEFILE_ Zeigt Informationen iiber die gelesenen und | false

%Egglean) geschriebenen Dateien.

DISPLAY_STATUS Zeigt wahrend der Berechnungen den aktu- | true

(boolean)
ellen Status.

DISPLAY_INFO Zeigt Informationen iiber die Ergebnisse der | true

(boolean)
aktuellen Berechnungen.

DISPLAY_STATIONARY | Zeigt eine Adaptionsstatistik an, sobald die | true

(boolean) . L .

Adaption stationér wird.
DISPLAY_ERROR Zeigt bei jedem Adaptionsschritt Informa- | true
(boolean)

tionen zur Fehlerabschéitzung an.

Adaptive Semi-Lagrange-Advektion mit radialen Basisfunktionen und Moving Least Squares



172

C PROGRAMM

DO_ERR_STAT Fiihrt eine erweiterte Fehlerbetrachtung und | false
(boolean) ..

-statistik durch.
DISPLAY ERROR_STAT | Ausgabe  der  Fehlerstatistik, wenn | false
(boolean) DO_ERR_STAT gesetzt ist.
ES_STEPS_TO_OBSERVE | Gibt an, wie viele Zeitschritte maximal er- | 10*
(integer) fasst werden sollen (Speichermanagement).
DISPLAY MEMORY_ Liefert eine Ausgabe, sobald Speicher allo- | false
ALLOCATION kiert wird
(boolean) l1ert wird.

Globale Konstanten ‘

NOP_TO_EXIT Wird diese Anzahl an Knoten {iberschritten, | 10°
(integer) wird das Programm sofort beendet. Verhin-

dert das Vollschreiben der Festplatte bei lan-

gen Testreihen.
DBL_EPS Wert fiir den kleinsten unterscheidbaren Be- | 1078
(double)

trag.
NUMBER_OF DOUBLES Angenommene maximale Anzahl von Kno- | 10
(integer) ten, die in einer MIN_SEP_DIST-Kugel liegen.

Wird fiir Speichermanagement bendtigt.
MAX_MEMBERSHIPS Angenommene maximale Anzahl von | 50
(integer) Dreicken, zu denen ein Knoten in der

Triangulierung gehort. Wird fiir Speicher-
management benotigt.
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D Einbindung & Darstellung

,Die Wahrheit hat tausend Hindernisse zu tberwinden, um un-
beschdadigt zu Papier zu kommen und von Papier wieder zu Kopf. “

Georg Christoph Lichtenberg (1742 - 1799)

Samtliche von uns durchgefithrten Berechnungen lieferten die Daten im Po-
lygon File Format (ply). Dieses Dateiformat dient der einfachen Darstellung
von Punktmengen und Flédchen, wie in D.3 beschrieben. Fiir die grafische Dar-
stellung der erzeugten ply-Dateien wurde der RBF Surface Creator von H.
Wendland verwendet. Dabei diente das unten beschriebene Tool slm_smoothing
([21]) zur Verbesserung der optischen Darstellung der Interpolante bzw. Ap-
proximante.

Um die Datenmengen fiir diese Arbeit abzubilden, wurde das Programm Pa-
raview in der Version 2.6.0 ([17]) verwendet. Dazu wurden die abzubildenden
ply-Dateien in das von Paraview verwendete vtk-Format konvertiert, auf das
wir noch zuriickkommen werden. Fiir die Konvertierung wurde das Komman-
dozeilentool ply2utk ([22]) verwendet.

D.1 slm_smoothing

Um die Interpolante bzw. Approximante dreidimensional darzustellen, wird ein
regelméiges Gitter aus Dreiecken verwendet. Dazu wird fiir 40.000 gleichméfig
iiber die Bounding Box verteilte Knoten zunéchst die Delaunay-Triangulierung
bestimmt. Danach wird fiir jeden Knoten der Wert der Interpolante bzw. Ap-
proximante berechnet. Die Basisfunktion sowie die Groéfle der Nachbarschaften
entsprechen dabei jeweils den Parametern der zugehorigen Testreihe.
Die Eingabe

smooth meinfile.ply
bewirkt die Konvertierung der Datei

meinfile.ply nach meinfile_smooth.ply.

Die fiir diese Arbeit verwendete Programmversion befindet sich quelloffen auf
dem beiliegenden Datentrager.

Autor: Chr. Menz
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D.2 ply2vtk

Das Tool ply2vtk dient der Konvertierung des ply-Dateiformats in das Format
vtk. Die Konvertierung wird iiber die Kommandozeile gestartet, wobei die zu
konvertierende Datei als Parameter iibergeben wird.
Dabei ist zu beachten, dass die Dateiendung ply nicht mit angegeben wird.
Der Befehl

ply2vtk meinfile
bewirkt die Konvertierung der Datei

meinfile.ply nach meinfile.vtk.
Dateikommentare werden nicht mit {ibertragen.
Die fiir diese Arbeit verwendete Programmversion befindet sich quelloffen auf
dem beiliegenden Datentréger.

Autor: Chr. Menz

D.3 Dateiformat ply

Eine genaue Beschreibung des ply-Dateiformats wird in [16] gegeben.
Fiir die in dieser Arbeit durchgefithrten Betrachtungen wurde folgender Da-
teiaufbau verwendet:

Definition der Datei als ply:
ply
Definition des Zahlenformats:
format ascii 1.0
Kommentare:
comment Meine Ply-Datei meinfile.ply
comment Das ist eine Pyramide!
Festlegen der Anzahl Punkte:
element vertex 8
Definitionen, welche Werte pro Punkt angegeben werden:
property float32 x
property float32 y
property float32 z
property float32 confidence
property float32 intensity
Anzahl der Flachen angeben und welche Werte pro Flidche angegeben werden:
element face 6
property list uint8 int32 vertex_indices
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Ende der Definitionen:
end_header
Punktliste:
1.00000 1.00000 0.0000 1.0000 0.50000
1.00000 0.00000 0.0000 1.0000 0.50000
0.00000 0.00000 0.0000 1.0000 0.50000
0.00000 1.00000 0.0000 1.0000 0.50000
0.50000 0.50000 1.0000 1.0000 0.50000
Flédchenliste. Die erste Zahl gibt die Anzahl der Ecken an, danach folgen die
Indizes der Ecken:
3102

W w w ww
WN == DN

0
4
2
3
0

AN o w

D.4 Dateiformat vtk

Die genaue Definition des vtk-Formats wird in [18] gegeben.
Fiir die Visualisierung der Dateien zur Druckausgabe wurde der folgende Da-
teiaufbau verwendet:

Angabe des Dateiformats mit Version:
# vtk DataFile Version 2.0
Eine Kommentarzeile, maximal 255 Zeichen:
meinfile.vtk, das ist eine Pyramide
Angabe, ob die Daten als ASCII oder binér vorliegen:
ASCII
Festlegen des Datentyps Polygondaten:
DATASET POLYDATA
Anzahl der Eckpunkte angeben und Dateiformat. Die Punkte werden immer
dreidimensional erwartet:
POINTS 5 float
Punktliste:
1.00000 1.00000 0.0000
1.00000 0.00000 0.0000
0.00000 0.00000 0.0000
0.00000 1.00000 0.0000
0.50000 0.50000 1.0000

Adaptive Semi-Lagrange-Advektion mit radialen Basisfunktionen und Moving Least Squares



176 D EINBINDUNG & DARSTELLUNG

Definition der Anzahl (6) der Flachen und Gesamtzahl an Werten (24).
Dabei steht als erste Zahl die Anzahl der folgenden Ecken, danach die Indizes
der Ecken:

POLYGONS 6 24
102

W W wWw w ww
W N~ = N
O W N DO
SR A o w

Zusétzliche optionale Werte zu den einzelnen Punkten.
Wir verwenden die Datenreihe Farbwerte fiir die Farbgebung, die Reihe hat
float-Zahlenformat und enthélt je einen Wert pro Punkt:
POINT_DATA 6
SCALARS Farbwerte float 1
Verwendung der standardméfligen Farbtafel des darstellenden Programms:
LOOKUP_TABLE default
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000
.00000

= O O O O O
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Datentriger

Auf dem dieser Arbeit beiliegenden Datentriager befinden sich folgende Inhalte:

e Fine Kopie dieser Arbeit im PDF-Format
/documents/diplom-menz christian.ps

e Fine Kopie dieser Arbeit im PS-Format
/documents/diplom-menz_christian.pdf

e ([13]) ANN-Bibliothek in der Version 1.1.1
/program/ann_1.1.1/

e ([14]) ANN-Manual im PDF-Format
/program/ann_1.1.1/doc/ANNmanual.pdf

e ([20]) Die Quellcodes des Programms sim
/program/slm/

e ([21]) Die Quellcodes des Programms slm_smoothing
/program/slm_smoothing/

e ([22]) Die Quellcodes des Programms ply2uvtk
/program/ply2vtk/

e Anleitung zum Kompilieren der Programme
/program/documents/README

Die auf dem Datentriager befindlichen Quellcodes sowie die vorliegende Arbeit
sind im Internet unter folgenden Adressen zum Download bereitgestellt:

e Enthaltender Ordner:
ftp://ftp.num.math.uni-goettingen.de/pub/dipl/

e Diplomarbeit im PDF-Format: diplom-menz_christian.ps.gz
e Diplomarbeit im PS-Format: diplom-menz_christian.pdf.zip

e Quellcodes: diplom-menz_christian progsrc.zip
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