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1 Einleitung

In der Statistik ist man haufig an einem linearen Zusammenhang zwischen reellen Daten
interessiert, also an einem Zusammenhang der Form

Y=X03+¢ (1.1)

mit einer Designmatrix X € R"™* P einem Parametervektor 5 € RP und einem n-

dimensionalen Zufallsvektor e. Die Designmatrix X = (:1:‘1'73‘)1'73‘:07“,71,_1 enthalt in der
ersten Spalte nur Einsen, also x10 = ... = =0 = 1, und hat ansonsten reelle Eintré-
ge. (zi1,...,zip—1) geben fiir ¢ = 1,...,n verschiedene Realisationen der sogenannten

unabhiingigen Variablen an und Y = (Y1,...,Y,,)! ist die abhiéngige Variable, die sich
aus den unabhingigen durch einen mit dem Fehler € behafteten linearen Zusammenhang
erklaren lasst. Man nimmt an, dass der Fehler unabhéngig von der Beobachtung immer
die gleiche Form hat, also unabhingig identisch verteilte €1, ..., €,, und dass man keinen
systematischen Fehler macht, also E(e¢) = 0 und somit E(Y) = X. Auferdem setzt
man héufig V(e;) < oo voraus, um mehr statistische Mittel zur Losung des Problems zur
Verfiigung zu haben. Ein solches Modell nennt man multiple lineare Regression.

In dieser Arbeit wird der Einfachheit halber nur der Fall p = 2 betrachtet. Damit ver-
einfacht sich die Modellgleichung (1.1) zu

Y, = Bo + Bixi + € Vi=1,...,n (1.2)

mit zweil reellen Parametern Gy und (1. Das Modell beschreibt also eine Gerade und heifst
einfache lineare Regression.

Die Aufgabe der Regression besteht nun darin, zu gegebenen Realisationen (z;,y;), ¢ =
1,...,n die unbekannten Parameter By und (5 moglichst gut zu schitzen. Das heifst,
d1e Modellglelchung (1.2) soll fiir die geschétzten Parameter Bo und B moglichst genau
erfiillt sein:

~fBo+ b,  Vi=1,....n

Ein weit verbreitetes Verfahren dafiir ist die Methode der kleinsten Quadrate, die zum ers-
ten Mal 1805 vom franzosischen Mathematiker Adrien-Marie Legendre publiziert wurde



1 FEinleitung

[6], [18]. Dabei werden (o und B so gewiihlt, dass die sogenannte Summe der quadrati-

schen Residuen
n

> (yi — Bo — Bri)?

i=1
in By und (1 minimiert wird. Den so erhaltenen Schitzer fiir die Regressionsgerade nennt
man Kleinste-Quadrate-Schitzer (least squares estimator, LSE). Dieser Schitzer hat viele
angenehme Eigenschaften (siehe Kapitel 2), was auch der Grund fiir seine Beliebtheit ist.
Allerdings hat er auch einen entscheidenden Nachteil: Er ist extrem anfillig gegen Punkte,
die nicht der Modellgleichung folgen, sogenannte Ausreifser. Daher ist fiir bestimmte
Anwendungen, bei denen das Auftreten solcher Ausreifer absehbar ist, ein robusterer
Schitzer notig. Ein robusterer Schitzer ist der Kleinste- Absolute-Abweichungen-Schétzer
(least absolute deviations estimator, LAD). Er minimiert

n
> lyi = Bo — Bl
=1

in Bp und B1. Aber auch dieser reicht hiufig nicht aus, um den Einfluss der Ausrei-
ker genligend zu kontrollieren. Er fingt zwar den Einfluss einer Fehlannahme in der
Fehlerverteilung gut ab, besonders bei heavy-tail Verteilungen, die viel Wahrscheinlich-
keitsmasse weit entfernt vom Mittelwert aufweisen [28|. Das bedeutet eine Robustheit in
der y-Koordinate der Messpunkte. Starke Abweichungen in der z-Koordinate, sogenann-
te Hebelpunkte (leverage points), konnen jedoch mit dem LAD-Schitzer nicht effektiv
behandelt werden [28]. Um hier eine héhere Robustheit zu erzielen, werden die Daten
getrimmt, das heifst, man nimmt an, dass eine gewisse Anzahl n —m mit 0 < m < n der
Daten Ausreiffer sind. Welche das genau sind, muss wihrend der Schitzung bestimmt
werden. In Kombination mit dem LAD-Schétzer wird dann die Funktion

Z Y@y — Bo — Bzl (1.3)
i=1

in By und 7 minimiert, wobei die Permutation (-) von 3y und $; abhingt und die Betréige
aufsteigend sortiert. Diesen Schétzer nennt man TLAD-Schéitzer (trimmed least absolute
deviations). So wird auch eine Robustheit gegen Hebelpunkte erzielt, da sie als Aufrei-
Ber identifiziert werden kénnen. Man spricht hier auch von Ausreier-resistenter Statistik,
wiahrend der Begriff der Robustheit in der Literatur urspriinglich fiir Unempfindlichkeit
gegen Fehlerverteilungen mit heavy-tails, also im Sinne einer Verteilungs-Robustheit,
verwendet wurde [12, S. 4]. In dieser Arbeit wird der Einfachheit halber nur der Begriff
robust ganz allgemein fiir die Unempfindlichkeit gegen Abweichungen von den Modell-
annahmen verwendet, seien es heavy-tailed Verteilungen oder Ausreifer. Ohnehin sind
viele statistische Verfahren entweder robust und resistent oder keines von beidem [12, S.
4].



In der Anwendung ist aufserdem die Modellierung durch einen einzelnen linearen Zu-
sammenhang hiufig nicht ausreichend. Es kann vorkommen, dass die Beobachtungen in
verschiedene Klassen zerfallen und in jeder Klasse einem eigenen linearen Zusammenhang
folgen. Dabei ist aber die Zugehorigkeit einer Beobachtung zu einer Klasse unbekannt. FEin
Beispiel: An einer Personengruppe wird ein neues Medikament getestet, dessen Wirkung
proportional zur Dosierung steigt. Es liegt also eine lineare Abhé#ngigkeit der Wirkung
von der Dosierung vor. Nun kénnen aber Faktoren wie Vorerkrankungen bestimmter Test-
personen die Wirkung des Medikaments beeinflussen, vielleicht sogar umkehren. Wenn

Te}
(O- - .o
o ° o525
-5
o PES °
o o0 ©
o | o 9% o
© o .°% o
oo o
o -
,c’o'°°
o o °e
n | ° L, &8
< 0 =y 56 ©
S o ?Po’o
3
o % _g®
2 2 55K ° A
g " RN
x ‘%\
g Al ab
< RN
. N <
< A AN~ [N N
DD A
A TATYL N
A ~.
o AR A‘\A A
< 7 L4
--- Modellgeraden . A
—— Schétzung AT
AAA AA‘\A A
0 | A A Ba
(3] A =
T T T T T T 1
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Dosierung

Abbildung 1.1: Kreise: 70 Patienten leiden unter Erkrankung B und das verabreichte Me-
dikament verlingert Krankheit A;
Dreiecke: 50 Patienten haben keine Vorerkrankung, ihnen hilft das
Medikament

diese Faktoren unbekannt sind, bestimmen sie die sogenannten latenten Klassen, in die
die Beobachtungen zerfallen. In diesem Fall sucht man fiir jede der a priori unbekannten
Klassen eine Regressionsgerade. Sucht man im obigen Medikamentenbeispiel nur eine
einzige Gerade, kénnte man einen systematischen Fehler wie in Abbildung 1.1 machen.
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Hier wird die Wirkung eines Medikaments auf die Krankheitsdauer der Krankheit A un-
tersucht. Einige der Testpersonen leiden aber auch unter Krankheit B, andere hingegen
nicht. Diese Tatsache ist dem Untersuchungsteam ungliicklicherweise nicht bekannt, also
zerfallen die Patienten in die Klassen ,hat Krankheit B und ,hat Krankheit B nicht®,
die fiir das Untersuchungsteam nicht zu erkennen, also latent sind. Mit Hilfe der linearen
Regression wird festgestellt, dass das Medikament keine sonderlich groffe Wirkung hat.
Richtig wire aber, mehrere Geraden zu platzieren und mit Hilfe eines latent class models
festzustellen, dass sehr wohl eine Wirkung gegeben ist, aber in Abhingigkeit von der
unbekannten Vorerkrankung.

In dieser Arbeit soll die Bestimmung robuster Regressiongeraden bei latenten Klassen
durch die Methode der kleinsten absoluten Abweichungen als Optimierungsproblem der
Standortplanung untersucht werden. Es wird also eine Anzahl von K Geraden platziert,
die eine gegebene Menge von n Punkten mdéglichst gut approximieren soll. Als Mafs fiir
die Giite der Approximation dient der vertikale Abstand |y — By — f1x| eines Punktes
(z,y) € R? von der Geraden {(2/,y") € R? : ¢/ = By + B12'}. Es sollen mégliche Aus-
reifler beriicksichtigt werden, indem die Daten getrimmt werden und nur m Punkte als
Modellpunkte angesehen werden, also als Punkte, die keine Ausreifser sind. Damit ist der
Ausdruck

m
Z Qi 1Y@y — By — Bok| (1.4)
=1

in den Parametern Gok, B1x, kK = 1,..., K der Geraden zu minimieren. Die Permutation

(+) sortiert die Summanden aufsteigend. Dabei sollen K € N und m mit 0 < m < n feste
Parameter des Problems sein. Die Bestimmung einer optimalen Zahl K°P* an Geraden
und einer optimalen Zahl m°P' an Modellpunkten soll nicht behandelt werden.

In Kapitel 2 wird zunéchst die Verwendung der absoluten Abweichungen im Gegen-
satz zur verbreiteteren Verwendung der Kleinste-Quadrate-Methode gerechtfertigt. Die
Begriffe LAD-Methode und und LS-Methode werden zur Unterscheidung der beiden Ver-
fahren im Hinblick auf die verwendete Abstandsfunktion benutzt, unabhéngig davon, ob
getrimmt wird oder nicht, und auch unabhénging vom Vorhandensein latenter Klassen
(siehe auch Tabelle 1.1). Dann werden in Kapitel 3 fiir den Spezialfall K = 1 Bedingungen
fiir die Existenz von optimalen Geraden und eine endliche Kandidatenmenge hergelei-
tet. Die Kandidatenmenge liefert auch einen Algorithmus zum Loésen des Problems. In
Kapitel 4 werden einige dieser Ergebnisse auf die Platzierung mehrerer Geraden verallge-
meinert, insbesondere die endliche Kandidatenmenge, die wiederum ein Lésungsverfahren
liefert. Es wird aber auch die NP-Vollstandigkeit des Problems gezeigt, die eine effiziente
Platzierung mehrerer Geraden verhindert. Kapitel 5 beschreibt einige Losungsverfahren
fiir das Problem. Es werden Formulierungen als mathematische Programme zur Lésung
mit einem Solver angegeben. Der FastTLE-Algorithmus von Neykov u. a. [24]| wird kurz



erldutert und durch eine Simulation mit der Methode des Durchprobierens der Kandi-
datenmenge verglichen. Schlieflich liefert Kapitel 6 einen Ausblick {iber einige offene
Fragestellungen und Méglichkeiten, die LAD-Methode zu verbessern.

Abkiirzung | Bedeutung
LAD least absolute deviations
zeigt die Verwendung des Betrages als Abstandsfunktion an
z. B. (LAD): Problem der Platzierung einer Geraden mit Betréigen
LS least squares
zeigt die Verwendung der Residuenquadrate als Abstandsfunktion an
T... trimmed
zeig an, dass getrimmt wird
z. B. (TLAD) bzw. (LTS): Geradenplatzierung mit Betrdgen
bzw. Quadraten unter Beriicksichtigung von Ausreifsern
K-.. zeigt die Verwendung von mehreren, namlich K Geraden an
z. B. (K-TLAD): wie (TLAD), aber mit mehreren Geraden
LP weist auf ein lineares Programm hin
QP weist auf ein quadratisches Programm hin
MIP weist auf ein mixed integer programm

bzw. gemischt-ganzzahliges lineares Programm hin

Tabelle 1.1: Ubersicht iiber die in dieser Arbeit verwendeten Abkiirzungen



2 Statistische Motivation der LAD-Methode

In diesem Kapitel werden einige statistische Eigenschaften des LAD-Schétzers behandelt,
um sicherzustellen, dass sich seine weitere Untersuchung lohnt, und um Einsatzgebiete
aufzuzeigen, in denen er dem klagsischen LSE iiberlegen ist. Inshesondere sind wir daran
interessiert, klassische Eigenschaften der LS- auf die LAD-Methode zu tibertragen und
zusatzlich ihre Robustheit sicherzustellen. Zuerst ordnen wir die Methode jedoch in den
historischen Kontext ein.

2.1 Einordnung des TLAD-Schitzers

Robuste Statistik wird schon seit iiber zwei Jahrhunderten praktiziert, so publizierte
Daniel Bernoulli 1977 in den Acta Academiae Scientiarum Petropolitanae einen Artikel
mit dem Namen DIJUDICATIO MAXIME PROBABILIS PLURIUM OBSERVATIONUM DIS-
CREPANTIUM ATQUE VERISIMILLIMA INDUCTIO INDE FORMANDA, frei iibersetzt ,,Die
wahrscheinlichste Entscheidung unter mehreren widerspriichlichen Beobachtungen und
die daraus am wahrscheinlichsten abzuleitenden Folgerungen®.

Einige Jahre spéter duferte sich Legendre im Zusammenhang mit der Einfiihrung der
Methode der kleinsten Quadrate zur Regression folgendermafen {iber allzu grofte Fehler
[18, S. 74]:

Si parmi ces erreurs il s’en trouve que l'on juge trop grandes pour étre
admises, alors on rejettera les équations qui ont produit ces erreurs, comme
venant d’expériences trop défectueuses, et on déterminera les inconnues par
le moyen des équations restantes, qui alors donneront des erreurs beaucoup
moindres.

Auf deutsch:

Wenn unter diesen Fehlern einige sind, die man fiir zu grofs hélt, um sie
zuzulassen, wird man folglich die Gleichungen, die diese Fehler verursacht ha-
ben, verwerfen, da sie aus zu fehlerhaften Experimenten hervorgegangen sind,

10



2.1 Einordnung des TLAD-Schétzers

und man wird die Unbekannten mithilfe der iibrig gebliebenen Gleichungen
bestimmen, die dann viel kleinere Fehler ergeben werden 1.

Die Vorgehensweise von Legendre erinnert ein wenig an eine Art iterative Verbesserung:
Bestimme eine Regressionsgerade aus allen Beobachtungen, verwirf dann diejenigen mit
grofsen Fehlern. Dies konnte man nun wiederholen, um zumindest eine lokal beste Lisung
des Problems zu finden. Sie deutet jedoch auch schon auf das Trimmen hin, das formal
fiir die Regression erst in den 1980er Jahren zum Beispiel von Rousseeuw [28] durch
die Einfiihrung des LTS-Schatzers (least trimmed squares) beschrieben wurde. Da sich
das Trimmen durch Sortieren der Fehler und Aufsummieren der kleinsten bewerkstelli-
gen ldsst, ist der LT'S-Schétzer als Linearkombination der Ordungsstatistik der Fehler
darstellbar und fillt somit in die Kategorie der L-Schétzer.

Die Idee, den Absoluthetrag anstelle des Quadrats der Residuen zu verwenden, geht auf
Edgeworth im Jahre 1887 zuriick [28], der mit dem langsameren Wachsen des Betra-
ges dessen Robustheit begriindete. Diese Methode liefert besonders verteilungsrobuste
Schitzer, die auch bei Fehlerverteilungen mit heavy tails gute Ergebnisse liefern. Die
Verwendung des Betrags wird haufig als L1-Regression bezeichnet, die der Quadrate als
L2-Regression. Beide fallen in die Klasse der M-Schétzer [11], die auch den klassischen
Maximum-Likelihood-Ansatz generalisieren. Bei den M-Schitzern wird nicht die negati-
ve Loglikelihoodfunktion minimiert wie bei den Maximum-Likelihood-Schétzern, sondern
ein Term der Form

n
Z p(yi — Prxi — o),
i=1
wobei p eine symmetrische Funktion mit einem einzigen Minimum bei Null ist.

Der TLAD-Schétzer kombiniert beide Ansdtze, verwendet also den robusteren Betrag als
Maf fiir die Fehler und verwirft zusétzlich die Beobachtungen mit den groften Fehlern.

Es wird also
m

2 pnin 1Y@y — By — Bok| (2.1)
1=
in Achsenabschnitt und Steigung Gog, B1x von K Geraden minimiert. Dies ist fir K =1
ein sogenannter trimmed likelihood estimator (TLE) nach Neykov u.a. [24], denn er hat

die Form .
argmax Y folz(o),
i=1

wobei 0 der Paramtervektor ist, der die gesuchte Gerade beschreibt, f die von 6 abhingige
Wahrscheinlichkeitsdichte und (-) eine — auch von 6 abhéngige — Permutation, die die

'Ubersetzung aus dem Franzésischen von Gerd Schieweck

11



2 Statistische Motivation der LAD-Methode

Werte der Dichte absteigend sortiert. Die Klassifikation als MLE wird in Abschnitt 2.3
genauer begriindet. Fiir K > 1 bleibt die Frage nach der Klassifikation als TLE im
Rahmen dieser Arbeit leider offen.

Auch der LTS-Schétzer (least trimmed squares), der analog zum TLAD die Funktion

m

2 k:I{{i_IiK(y(i) — By — Bok)”

1=
minimiert, ist fiir K = 1 aus den gleichen Griinden ein TLE und fiir ihn ist in Neykov u. a.
[24] eine Heuristik angegeben, der FastTLE-Algorithmus, der auf den EM-Algorithmus
aufbaut. Das Verfahren ist auch fiir K > 1 eine heuristische Methode zur Bestimmung
von ML-Schétzern unter normalverteilten Fehlern. Es wird in Abschnitt 5.2 genauer

beschrieben.

Es gibt noch weitere robuste Schétzer fiir lineare Modelle, zum Beispiel den LMS-Schétzer
(least median of squares). Eine Ubersicht zur robusten Regression ist in Rousseeuw und
Leroy [28] zu finden. Allgemeineres zur robusten Statistik und ihrer neueren Entwicklung
kann Huber und Ronchetti [12] entnommen werden. Einen historischen Uberblick iiber
ihre Anféinge liefert Stigler [33].

2.2 Statistische Gundlagen

Zuerst bendtigen wir die Begriffe des statistischen Modells und des Schétzers. Hier wird
nur ein grober Uberblick mit dem Notigsten zum Verstdndnis dieser Arbeit gegeben.

Definition 2.1 (Statistisches Modell). Sei Z eine Zufallsvariable oder ein Zufallsvektor
mit Werten in X und unbekannter Verteilung P? auf X. Nimmt man an, dass

PZeP={P:0c0O}

so nennt man das Paar (X,P) ein statistisches Modell. Es sind Py Verteilungen auf X
fiir alle 0 € © und © heifit Parameterraum, ein Element 0 € © heifit Parameter. X ist
der Stichprobenraum.

Bemerkung 2.2. Haben alle Verteilungen Py eine Dichte pg, bezeichnet man manchmal
auch (X, {py : 0 € ©}) als statistisches Modell.

Diese Definition ist eine Vereinfachung, die fiir unsere Zwecke hier jedoch ausreicht.
Streng genommen gehort zu einem statistischen Modell auch noch eine o-Algebra. Hier

12



2.3 Maximum-Likelihood-Figenschaft

werden wir uns aber auf den Fall X = R” und © = R* beschriinken und stillschweigend
mit der Borelschen o-Algebra arbeiten. Ziel der Schétztheorie ist nun, aufgrund von
Realisationen 2, ...,2, von Z den wahren Parameter § mit Py = PZ durch ein beo
zu schitzen.

Definition 2.3 (Schétzer, [8]). Sei (X, P) ein statistisches Modell fiir die Verteilung
einer Zufallsvariablen Z mit Parameterraum ©. Sei weiterhin g : © — ' eine Abbildung.
Dann heifit eine Abbildung t : X — T' bzw. die Zufallsvariable T = t(Z) ein Schitzer fir

g9(9).

Bemerkung 2.4. Man schitzt also im Fall I' = © und g = idg den wahren Parameter
der Verteilung P? = Py. Dieser Fall soll hier behandelt werden.

Da nach dieser Definition keine besonderen Eigenschaften fiir die Abbildung ¢ bzw. die
Zufallsvariable T gefordert werden, kann jede Abbildung ein Schétzer sein. Das Schitzen
kann sogar unabhéngig von den Realisationen von Z erfolgen, wenn ¢ konstant ist. Das ist
im Allgemeinen natiirlich nicht wiinschenswert und so ist man nur an guten Schétzern mit
bestimmten Eigenschaften interessiert, die gewéhrleisten, dass eine Schitzung sinnvoll ist.
Diese werden im Folgenden behandelt und fiir den LAD-Schétzer beschrieben.

Fiir weitere Information zum Schétzen und zur Statistik im Allgemeinen sei auf Dehling
und Haupt [6] verwiesen, da eine ausfiihrlichere Behandlung der Grundlagen im Rahmen
dieser Arbeit zu weit fithren wiirde.

2.3 Maximum-Likelihood-Eigenschaft

Eine wichtige Eigenschaft von Schétzern ist die Maximum-Likelihood-Eigenschaft oder
kurz ML-Eigenschaft. Solche ML-Schéitzer sind fiir gegebene Beobachtungen besonders
wahrscheinlich und man kann daher hoffen, mit ihnen das Modell méglichst gut zu be-
schreiben. Formal sind sie folgendermafien definiert.

Definition 2.5 (Maximum Likelihood, [8]). Gegeben sei ein statistisches Modell (X ,P)
mit einer Familie von Verteilungen P = {Py : 6 € O} fiir die Verteilung P? einer Zu-
fallsvariablen Z. Sei py die Dichte von Py fiir alle 0 € ©. Dann ist die Likelihoodfunktion

L,:0— R, L.(6) = po(2)

und ein Schitzer 6 : X — O heifft Mazimum-Likelihood-Schdatzer, wenn L.(0) fir alle
z € X durch Einsetzen von 0(z) mazimal wird.

13



2 Statistische Motivation der LAD-Methode

Bemerkung 2.6. Auf einem diskreten Raum ist py die Wahrscheinlichkeitsfunktion.
Dieser Fall tritt hier aber nicht auf. Aukerdem verwendet man hiufig auch die Loglike-
lihoodfunktion

l,:0 >R, 1.(0) =log L.(0) =logpy(z)

anstelle der Likelihoodfunktion. Da der Logarithmus streng monoton wéchst, haben L,
und [, dieselben Maximierer.

Wir betrachten nun die Modellgleichung (1.2) aus der Einleitung genauer: Gegeben sei-
en Beobachtungen (z1,91),...,(Zn,¥yn), von denen angenommen wird, dass sie einem
einfachen linearen Modell der Form

Yi = Bo+ Biwi + € fliri=1,...,n

mit unbekannten Parametern (8y, 51) folgen. Die ¢; seien unabhéngig identisch verteilte
Fehler mit Erwartungswert E(e;) = 0 fiir ¢ = 1,...,n und unbekannter Varianz V(e;) =
... =V(ep) < 0.

Als Erstes leiten wir aus der Modellgleichung das Modell ab. Der Stichprobenraum ist
X = R”, denn nur die y; werden als zufillig erzeugt angesehen, wihrend die x; vorher
festgelegte Messstellen sind. Die unbekannten Paramter sind £y, 1 und o, also ist

© = {0 = (80, 51,0) : Bo, 51,0 €R, o > 0}

der Parameterraum. Die Menge P der moglichen Verteilungen und damit die Form des
gesamten Modells (X, P) héngt nun von der Verteilung der Fehler €1, ..., €, ab. Hiufig

nimmt man €y,..., €, e N(0,0?%) an. Dann sind die méglichen Verteilungen diejenigen,
die eine Dichte der Form

n

n . _ )2
[Loutuied = [T gz o0 (- 205

=1

N

haben.

Fiir diesen Fall sind die ML-Schétzer bekannt und gegeben durch

ALSE i1 (T — T)(yi — )

ALSE _ —  ALSE—.
Z?:1(5'3i — )2
Dabei sind . .
_ 1 1
T=_ Z T bzw y=- Yi
i=1 i=1

14



2.3 Maximum-Likelihood-Figenschaft

die Mittelwerte der Beobachtungen in der z- bzw. y-Koordinate. Diese Schatzer existie-
ren immer, wenn n > 2 und es 4,5 € {1,...,n} gibt mit z; # z;. Im Falle ihrer Existenz
sind die Schétzer eindeutig ([8]). Man nennt (355E, 8¥58) auch den Kleinste-Quadrate-
Schétzer oder LSE (least squares estimator), da er die Summe der quadratischen Ab-

stdnde
n

> (i — (Bo + Brzi)®

=1
minimiert. Er 1dsst sich offenbar in linearer Zeit, also sehr schnell berechnen. Der zugehd-
rige Streuparameter o ergibt sich im Fall normalverteilter Fehler nach der ML-Methode

zu
n

) 1 ; ;
(O_LSE)Q == Z(yi _ ﬁ%SE _ ﬁ%SExi)2_
i=1

Der LAD-Schétzer ist jedoch unter bestimmten Voraussetzungen auch ein ML-Schitzer,
und zwar wenn die Fehler unabhéngig identisch Laplace-verteilt sind [6], also wenn
€1y €n L L£(0,20?). Die Dichte der stetigen Laplace- oder Doppelexponentialver-
teilung L£(u,202) auf R ist gegeben durch

1) = 5 oo (<121

20

g

mit Parametern u € R und o > 0.

Abbildung 2.1: Dichte der Laplace-Verteilung £(0,202) (durchgezogen) und der Normal-

verteilung N(0, 02) (gestrichelt) mit o = %

Sie ist nicht zu verwechseln mit der Gleichverteilung auf einer endlichen Menge, die auch

als Laplace-Verteilung bezeichnet wird. Eine Zufallsvariable X ~ £(u,20?%) hat einen
Erwartungswert von E(X) = p und eine Varianz von V(X) = 202

15



2 Statistische Motivation der LAD-Methode

Lemma 2.7 (ML-Eigenschaft des LAD-Schétzers). Fir Beobachtungen (z1,y1),- .-, (Zn, Yn)
eines linearen Modells

Yi= 0o+ fixi + € firi=1,....n

mit Fehlern e1,..., ¢, i £(0,20?) und unbekannten Parametern (o, 31,02 sind die

ML-Schdétzer BOLAD bzw. BILAD fiir By bzw. B genau die Minimierer von

(LAD) min Z|yi—ﬂo—ﬂlzi|.
1=1

Bo,B1ER

Diese Schitzer heiffen LAD-Schitzer.

Beweis. Da die €y, ..., ¢, unabhingig sind, sind auch die Y7, ...,Y, unabhingig. Damit
hat ihre gemeinsame Dichte Produktform:

n
1 lyi — Bo — Bz
fBO,ﬂl,U(yh‘"Jyn‘xlw";xn):H%GXP <— ! i

X g
=1

1 1 —
= Sugn XP (a z; lyi — Bo — ﬁlxi|>
=

Die Loglikelihood-Funktion ist dann gegeben durch

n

1
log(f8y.81.0 (W1, -y ynl|z1, ... 2p)) = - Z (lyi — Bo — Prxi|) —nlog (20).  (2.2)

=1

Dieser Ausdruck wird fiir alle o > 0 genau dann maximal, wenn > 1, |y; — 8o — Sii
minimal wird. ]

Dieses Lemma ist eine Verallgemeinerung einer Aussage aus [6, S. 239].

Durch Einsetzen der ML-Schétzer B&AD, ﬁ%AD in die Loglikelihoodfunktion (2.2) und
Nullsetzen der Ableitung nach o erhélt man auch fiir diesen Parameter den ML-Schétzer:

n
N _ ~ ~ mn
0= (ULAD) 22 (’yi _ (I)JAD _ %ADxi‘) — D
=1

. 1 ¢ ; ;
— P = n z; lyi — (%AD - 1LAD951" (2.3)
1=

16



2.3 Maximum-Likelihood-Figenschaft

Dass das tatséchlich ein Maximum ist, sieht man, indem man sich klar macht, dass die
Loglikelihoodfunktion fiir ¢ — 0 und ¢ — oo nach unten unbeschrénkt ist.

Es ist an Abbildung 2.1 schon erkennbar, dass die Annahme Laplace-verteilter Fehler ro-
bustere Schatzer hervorbringt als die Annahme normalverteilter Fehler (siehe Basset und
Koenker [2|), denn die Laplaceverteilung konzentriert weniger Wahrscheinlichkeitsmasse
direkt im Zentrum als die Normalverteilung (sieche Abb. 2.2).

35
35

10 15 2.0 25
I

15 2.0 25
I

1.0

05
I
05
I

Abbildung 2.2: Lineare Modelle mit der Modellgleichung Y; = O+x;+e€; firi = 1, ..., 500;
links: €1,...,€en - N(0,0?); rechts: e1,. .., e, L L£(0,202);
in beiden Fallen: ¢ = 0.1

Genauer fillt sie nach aufsen nur in der Grofenordnung exp —|z| ab und damit nicht so
schnell wie die Normalverteilung mit der Grofenordnung exp(—x2). Das bedeutet, dass
schon im Modell die Wahrscheinlichkeit der Existenz von Punkten in groferer Entfernung
vom Erwartungswert durch die Verwendung Laplace-verteilter Fehler steigt. Damit haben
die Ausreifser einen weniger grofsen Einfluss auf die Likelihoodfunktion und beeinflussen
die Schitzung nicht so stark. Das ist in Abbildung 2.3 zu erkennen: Der LAD-Schétzer
folgt viel besser der Geraden, die durch die Modellpunkte beschrieben wird, als der LSE,
der durch die Ausreifer abgelenkt wird.

17



2 Statistische Motivation der LAD-Methode

2]
N
> —
° 7 — LAD
--- LSE
o Modell
A Ausreil3er
|
I
T 1
2 3

idd.
c €y

Abbildung 2.3: Kreise: 80 Punkte der Modellgleichung Y; = 1+ %xi—i-ei mit €,

N(0,0.2%);
Dreiecke: 40 Ausreifer auf [—1, 3] x [0, 3] gleichverteilt.

18



2.4 Asymptotische Figenschaften

2.4 Asymptotische Eigenschaften

Da einzelne Beobachtungen in der Statistik aufgrund ihrer stochastischen Natur starken
Schwankungen unterliegen konnen, sollten statistische Analysen auf einer ausreichend
grofen Datengrundlage aufbauen. Dies gilt auch fiir Schitzer wie den LAD. In diesem
Abschnitt wird gezeigt, dass er zwei wichtige Eigenschaften hat, die gew&hrleisten, dass
er bei grofer Datenmenge — also einer grofen Anzahl Beobachtungen (x;, y;) — tatséchlich
gute Ergebnisse liefert, vorausgesetzt natiirlich, das Modell ist korrekt. Definition 2.8 gibt
eine der Eigenschaften an.

Definition 2.8 (Schwache Konsistenz, [8]). Sei (T),)nen eine Folge von Schatzern fir
statistische Modelle (X, Py,), die alle denselben normierten Parameterraum © haben und

Pn ={Q;_, Py,0 € ©}. Die Folge der Schatzer heifit konsistent fir 6, falls

1T, -0 50 veeco
in Wahrscheinlichkeit konvergiert, also

P(|T, -0 <e) =1 VhecoO.

Es ist wie in Definition 2.3 auch die Definition von Konsistenz fiir Funktionen g(#) anstatt
nur 6 moglich, das wird hier aber nicht gebraucht.

Die Konsistenz des LAD-Schétzers folgern wir aus einer stirkeren Eigenschaft, die eben-
falls wichtig fiir Schitzer ist, der asymptotischen Normalitdt. Diese besagt, dass sich die
Verteilung der absoluten Abweichungen der geschétzten Parameter Bo bzw. B von den
wahren Werten [y bzw. (81 bei Multiplikation mit einem geeigneten Faktor fiir grofe
Stichproben einer Normalverteilung annéhert.

Satz 2.9 (Asymptotische Normalitét des LAD-Schétzers Basset und Koenker [2|). Sei
etn Modell der Form

Y = 6o+ Bz + € Vi=1,2,3,...

gegeben mit wahren Parametern 3 = (Bo, 1). Sei B, = (Bf},ﬁ?) der LAD-Schdtzer fir
Y1,...,Y, und die Fehler €1, €9, €3 ... seien unabhdngig identisch verteilt mit stetiger Ver-
teilungsfunktion F, die eine in 0 positive und stetige Dichte f besitzt und deren Median
verschwindet, also F_l(%) = 0. Die Stellen x1,x9,x3,... seien fest und X,, sei die De-
signmatriz fir i =1,...,n wie in (1.1). Weiterhin gelte

1
lim —X'X, =Q

n—oo n

19



2 Statistische Motivation der LAD-Methode

mit einer positiv definiten Matriz Q € R?*2. Dann konvergiert

D

2f(OVn(Bn = 0) = Z~N(O0,Q7
in Verteilung gegen einen 2-dimensional normalverteilten Zufallsvektor.

Bemerkung. Konvergenz in Verteilung bei Zufallsvariablen, in Formeln Z, L. 7 fiw
n — oo, bedeutet

lim F,(z) = F(x) Va: F(x) ist stetig in (2.4)

n—oo

mit den Verteilungsfunktionen F,, von Z, fiir alle n € N und F von Z [8].

Dieser Satz wurde von Basset und Koenker in [2] in einer allgemeineren Form auch fiir
die multiple lineare Regression und nicht nur fiir die einfache bewiesen. Fine Zusammen-
fassung dieser Ergebnisse und weiterer Voraussetzungen fiir diese Asymptotik finden sich
in Pollard [26]. Es ist noch zu bemerken, dass Satz 2.9 fiir Regressiongeraden durch den
Ursprung schon 1818 von Laplace bewiesen wurde [17].

Verteilungen, die die Voraussetzungen des Satzes erfiillen, sind zum Beispiel die Normal-
und die Laplaceverteilung, da sie eine auf den ganzen reellen Zahlen stetige Dichte und
Median Null haben. Das heifst, obwohl der LSE bei normalverteilten Fehlern der ML-
Schétzer fiir die Regression ist, ist dem LAD-Schétzer bei der Anwesenheit von Aus-
reifsern der Vorzug zu geben, falls die Stichprobe grofs genug ist. Denn dann liefert er
aufgrund der asymptotischen Normalitdt und der Konsistenz aus dem n#chsten Korollar
gute Ergebnisse.

Korollar 2.10 (Schwache Konsistenz des LAD-Schétzers). Fir ein Modell wie in Satz
2.9 ist der LAD-Schdtzer schwach konsistent.

Beweis. Sei Bn = (BS,B’[‘) die Folge der LAD-Schitzer. Wir zeigen, dass die Folge BS
komnsistent fiir 3y ist. Der Beweis geht dann analog fiir §; und man hat zusammen die
Konsistenz von Bn Dazu wird Definition 2.8 gepriift, indem zu einem vorgegebenen § > 0
und € > 0 ein N angegeben wird, so dass

PG} =Byl <e)>1-6 V¥n>N.

Sei F,, die Verteilungsfunktion von v/n|3} — Bo|. Die Zufallsvariablen \/n|Gy — Bo| fol-
gen einer Marginalverteilung von ||3, — 3| und sind daher nach Satz 2.9 asymptotisch
N (0, 0%)-normalverteilt mit geeignetem o nach [8]. Die zugehorige Verteilungsfunktion
sei mit ® bezeichnet. Seien nun § und ¢ gegeben. Wihle dann ¢ so, dass

ww—¢ewzzyw—1:1—g (2.5)
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2.4 Asymptotische Figenschaften

Das ist moglich, da @ stetig und eine Verteilungsfunktion ist. Dann gilt fiir \/ne > t bzw.

n>4
P(185 — Bol < &) = P(VnlB} — Bol < v/ne) (2.6)
= P(Vn(f — Bo) < Vne) — P(ﬁ(ﬁs — o) < —v/ne)
> P(vn(B — Bo) < t) — P(Vn(B — Bo) < —t)
> P(vn(B — Bo) < t) — P(Vn(By — Bo) < —t)
=F,(t) — Fp(-t)  Vn>[t?/e }

Auferdem kann man nach Satz 2.9 N1, No wegen der Konvergenz in Verteilung nach (2.4)
grofs genug wihlen, so dass

VTLZ Nl, (27)

VTLZNQ

] On i | O

Mit N = max([t?/e?|, N1, N2) hat man dann fiir alle n > N

R (2.6)
P(|By — Bol <€) > Fu(t) — Fu(-t)
und somit die schwache Konsistenz

lim P(|G} — fo] <e)=1 Ve>0.

Es bleibt noch zu kldren, wie stark die Voraussetzungen von Satz 2.9 sind. Insbesondere
die Frage nach der positiven Definitheit von @ = lim,, . %Xlen ist zu untersuchen. Da
man in der Praxis meist endliche Stichproben betrachtet, 1dsst sich das auf die Aufgabe

reduzieren, gegebene x1, ..., x, so zu einer Folge (x;);cn fortzusetzen, dass
1 T
(1 1

lim ( Dol =0
isoo \T1 -+ T -
' \1 z

=X!
X

21



2 Statistische Motivation der LAD-Methode

mit einer positiv definiten Matrix (). Da die x; hier deterministisch sind, kénnen sie als
frei wihlbare Messstellen angesehen werden. Betrachte nun

7
i E l’j
j=1
. 2
Z Ly Z Tj
j=1 j=1

Diese Matrix ist genau dann positiv definit, wenn ihre Hauptminoren

XIX; =

. , 2
7 7
t>0 und ZZ:BJQ— Z$j >0
j=1 =1
sind. Die erste Ungleichung ist fiir alle ¢ erfiillt, fiir die zweite muss z1,...,x, fir ¢ > n

geeignet fortgesetzt werden. Ist die Ungleichung fiir i = n erfiillt, setze z; = 0 fiir alle
j > m, ansonsten gilt n> 7, x? - (5= z;)? + C > 0 mit einer Konstanten C, ohne
Einschrinkung sei C' > 1. Wihle dann zum Beispiel x,41 = C, 25,42 = —C und x; = 0
fiir alle 7 > n+ 2. Dann ist

2 2
n+2 n+2

. , 2
izz::c?— zl:xj :in?— Z:cj >nzn::r?+2(]2— zn:xj >0
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

Jj=1

fir alle ¢ > n + 2. Damit hat die Matrix () nur positive Hauptminoren und ist positiv
definit. Die Voraussetzungen des Satzes 2.9 an die x; wird damit zu einer technischen
Voraussetzung zur Fiihrung des Beweises, die sich in der Praxis nicht auswirkt.

2.5 Die latent-class Regression

Wie schon in der Einleitung beschrieben, folgen die Beobachtungen bei einer latent-class
Regression nicht einer einzelnen Regressiongeraden, sondern zerfallen in K Klassen, die
alle ihre eigene Regressiongerade haben. Damit wird die Modellgleichung zu

Y. = Bor + BirTir + €k Vi=1,...,npundVk=1,..., K,

wobei sich die die Gesamtzahl der Beobachtungen zu n = n; + ... + nx summiert und
die Parameter Gy und (31 innerhalb einer Klasse k gleich sind. Ebenso ist die Verteilung
der Fehler innerhalb einer Klasse gleich:

€lks -+ Enpk ~ I Vk=1,...,K.
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2.5 Die latent-class Regression

Auferdem nimmt man wieder an, dass die Fehler die gleichen Voraussetzungen wie bei
der normalen Regression erfiillen. Die Zugehorigkeit der Beobachtungen zu den Klassen
ist a priori unbekannt und die Klassen haben jeweils eine bestimmte Wahrscheinlichkeit.
Innerhalb einer Klasse hat man dieselben Annahmen wie bei der einfachen linearen Re-
gression. Hier miissen also nicht nur die beiden Parameter einer Geraden, sondern die
2K Parameter von K nicht-vertikalen Geraden geschitzt werden und zusétzlich noch die
Klasse jeder Beobachtung und die Mischungsverhéltnisse der Klassen. Man kann sogar
K als unbekannt annehmen und ebenfalls schitzen, das ist aber nicht Gegenstand dieser
Arbeit.

Man fithrt nun Variablen 7y fiir ¢ = 1,...,n und k = 1,..., K ein (vgl. [24]), die
angeben, ob Beobachtung ¢ zu Klasse k gehort (m;; = 1) oder nicht (my; = 0). Da jede
Beobachtung zu genau einer Klasse gehoren muss, gilt

K
ka:1 Vi=1,...,n. (2.8)
k=1

Man fasst die Vektoren 7; = (m;1, ..., Tk ) als sogenannte fehlende Information auf, die

zu den Beobachtungen gehért, aber nicht explizit beobachtet werden kann und daher
geschitzt werden muss. Eine Beobachtung (x;, y;, 7;) besteht nun also aus mehr Kompo-
nenten als in der einfachen Regression, wo nur die Punkte (z;, y;) selbst relevant waren.

Weitere Variablen 7 € [0,1] fiir £ = 1,..., K geben das Mischungsverhéltnis der ver-
schiedenen Klassen an, das heiftt, die Wahrscheinlichkeit, dass eine Beobachtung zu Klasse
k gehort, ist m,. Daher gilt wieder

> me=1. (2.9)

Mit Hilfe dieser neuen Variablen konnen wir nun die Dichte des zugrunde liegenden
Modells bestimmen. Wir nehmen an, dass die Dichte einer jeden Klasse k gegeben ist
durch pp, (y|z) mit den Parametern 6 der Klasse k£ und unter der Annahme, dass x
deterministische Messstellen sind. Die vollstdndige Dichte des Modells erhdlt man, indem
man mit bedingten Wahrscheinlichkeiten arbeitet. Die Dichte einer jeden Beobachtung
i ist bedingt durch ihre Klassenzugehérigkeit 7; und ist genau pe, (ys|zi), wenn m;, = 1.
Anders geschrieben ergibt sich

K
po(yi, ilzi) = po(yilzi, @) - p(7i) = [ [ po, (wilas) ™ mp
k=1

mit 0 = (0y,...,0k). Da die einzelnen Beobachtungen unabhéngig sein sollen, ist die
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2 Statistische Motivation der LAD-Methode

Dichte des Modells

n K

p@(ylv 7?17 ey Yn, 7?71|‘,r17 ey Jjn) = H H p@k (yl‘xz)ﬂmﬂ-]zm (2]‘0)
i=1k=1

Als Funktion von 6 und den m; und 7; betrachtet, ist das die Likelihoodfunktion des
Modells.

Wir betrachten diese nun im Falle Laplace-verteilter Fehler genauer. Die Likelihoodfunk-
tion ist dann

n K Tk
L R N | ) Y G At e e T
T1,Y1se-Tn,Yn Uy M1y - ooy WK 17"'7 k 2Uk Tik p O

i=1k=1

— Bikwi — ﬁoH)

_ 1 ‘yi
pek(yilwi)—EeXp - -

mit 0 = (Bok, Sk, 0k ). Logarithmieren ergibt die Loglikelihoodfunktion

n K
L, o C— B
Lov e (O, T, oo TR T, o, T) = Z Z (m—;g(ln(wk) —In(20%)) — mik lvi = Bui

i=1 k=1 Tk
Man fiihrt nun die Variablen ny := > | my fiir alle k£ = 1,..., K ein, die die Anzahl
der Beobachtungen in Klasse k angeben. Damit wird die Loglikelihoodfunktion zu

K

Z(”k(ln(m) In(207%)) sz — Bui — ﬂ%l))

=1 Tk

wobei Zle 7, = 1 und Zle ni = n gelten miissen. Wir maximieren diese nun, in-
dem wir einige Parameter festhalten und in Abhéngigkeit von diesen Bedingungen an die
anderen Parameter finden, die im Maximum gelten miissen. Zunéchst seien nur die m,
variabel. Da diese der Einschrankung Zszl T = 1 unterliegen und die Loglikelihood-
funktion in ihnen differenzierbar ist, verwenden wir Lagrange’sche Multiplikatoren |9,
S. 109f]. Die partiellen Ableitungen nach 7 sind

ol ny

= — Vk=1,..., K.
om, ™ B

Die Einschréankungen an m; werden durch

K
!
g(?ﬁ,...,ﬂ'[{):Zﬂ'k—liO
k=1
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2.5 Die latent-class Regression

realisiert. Wegen 5 Tk =1 folgt aus den Lagrange’schen Multiplikatoren

(m,...,w>—A(1,...,1)
T TK

im Maximum. Daraus erhdlt man zunéchst ng/\ = 7, dann

TS S

und wegen A = n schlieflich ny = nm fir alle £ = 1,..., K. Anschaulich bedeutet
das, dass die Schitzungen fiir die 7 und die 7;; miteinander harmonieren: Die Verhélt-
nisse der Klassen, die sich aus den m;; ergeben, entsprechen den geschétzten a-priori-
Klassenwahrscheinlichkeiten 7. Damit kann zur Maximierung die vereinfachte Loglike-
lihoodfunktion

K ﬁ zi — Pokl
Emrk log(my) — log(20%)) ZZ Ll Ok
k=1 k=1 i=1
K K n
Z x(log(mg) — log(20%)) Z o — Birxxi — Pok
=1 =1 s 11

—A,

betrachtet werden. Nun maximieren wir in o} durch einfaches Differenzieren und Null-
setzen:

ol A
— = _@ + J ! =0
aUk Ok O’k
Es folgt o = Ag/(nmg) = Ag/ng, was einem Maximum entspricht, weil die zweite
Ableitung
0%l w24
aaz N U]% o}

beim Einsetzen von o = Ay /ny einen echt negativen Wert von —n% /Ai liefert. Wieder
kann man hierfiir eine anschauliche Interpretation geben. Die ML-Schitzung

1 n
. Z lyi — Bikxi — Pok|

T{'ikil

fiir o liefert den gleichen Wert, als wiirde man nur die Punkte der Klasse k betrachten
und nur in diesen einen ML-Schétzer suchen, siehe auch Gleichung (2.3). Die Loglike-
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2 Statistische Motivation der LAD-Methode

lihoodfunktion vereinfacht sich weiter zu

n

K 2A Ko
Zmrk <log(7rk) — log <n7r:>> - Z -k Z i — Bikwi — Pok|
k=1 '

K nm?
= Z nmy log <2Alk;> —n.
k=1

Weiterhin ist klar, dass fiir feste m;; die Ausdriicke

Ay = Z lyi — Biers — Bok| k=1,....K

I,={i=1,...,num;p=1}

fiir jedes k in Bog, B1x getrennt maximiert werden kénnen, da Zszl mir = 1 gilt, also die
Indexmengen I, ..., [k paarweise disjunkt sind. Also entspricht die Wahl der K Achsen-
abschnitte und K Steigungen K Regressionen ohne latente Klassen wie in Lemma, 2.7.

Ebenso ist klar, dass fiir feste Klassenwahrscheinlichkeiten m; die Klassenzugehérigkeiten
i, zur Maximierung der Loglikelihoodfunktion so gewihlt werden, dass jeder der Aus-
driicke A minimal wird. Damit haben wir nun alle Werte Parameter (Ggg, 81k, 0 und
i im Maximum der Loglikelihoodfunktion in Abhéngigkeit der Werte der Klassenwahr-
scheinlichkeiten 7, bestimmt. Das fassen wir in folgendem Satz zusammen:

Satz 2.11. Fiir eine Regression mit latenten Klassen, die dem Modell
Y = Bor + BikTir + €k Vi=1,...,npundvVk=1,...,K

mit Fehlern N

lhr bk N L(0,207)  Vh=1,... K
folgt, sind die ML-Schétzer der Parameter bei bekannten Klassenwahrscheinlichkeiten my,
k=1,...,K gegeben durch

N = N7y (Klassengrofien)
K
(Bots- -+ PLE, Ty -+ - s Tink ) = argmin Z Ag (Geraden, Zugehirigkeiten)
Tik:Bok:Bir:  p—1
Trike{071}

Doy k=T
Z}?:l mip=1

1 n
b = A Z lyi — Brxi — ol (Streuparameter)
P!

firalle k=1,... K.
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2.5 Die latent-class Regression

Beweis. Der Beweis ergibt sich aus den Rechnungen der vorigen Seiten. O

Es ist noch nicht gezeigt, dass die minimierenden Geradenparameter der Likelihood-
funktion bei latenten Klassen (K > 1) den K-LAD-Schétzern entsprechen, die aus der
Minimierung von (2.1) hervorgehen. Es ist also auch noch nicht gezeigt, dass der K-
TLAD-Schétzer (K-LAD mit Trimmen) ein TLE nach Neykov u.a. [24] ist. Man kann
aber hoffen, dass der Unterschied nicht allzu grofs ist. Die Simulation in Abschnitt 5.4
legt zumindest nahe, dass man mit der LAD-Methode nahe bei den wahren Parametern
liegt.
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3 Platzierung einer Geraden

3.1 Problemstellung und Eigenschaften

3.1.1 Kombinatorische und ordered-median-Formulierung

Fiir die lineare Regression ohne Klasseneinteilung ist die Bestimmung eines LAD-Schét-
zers ein Spezialfall des allgemeinen Problems, zu gegebenen Punkten z1, ..., z, € R? eine
Gerade [ im R? zu finden, sodass die Summe der vertikalen Abstinde von der Geraden zu
den Punkten minimal wird. Fiir TLAD sollen jedoch fiir ein beliebiges m mit 0 < m < n
nur m Punkte beriicksichtigt werden bzw. die n—m Punkte vernachlissigt werden, die die
grofbten Abstédnde von der optimalen Geraden haben. Die gesuchte Gerade kann zunéchst
einmal vertikal sein oder nicht. Im Folgenden wird dieses Problem als mathematisches
Programm formuliert und es werden Bedingungen an die Punkte z1,..., 2z, hergeleitet,
unter denen eine optimale Gerade fiir das Programm immer nicht-vertikal ist, also einem
TLAD-Schétzer entspricht. Zunéchst vereinfachen einige Notationen die Formulierung.

Notation 3.1. I'm Folgenden bezeichne

0By, B1) = {(z,y) € R* 1 y = By + Bra}

eine nicht-vertikale Gerade im R? mit Steigung 31 und Ordinatenabschnitt 3. Weiter sei
fir eine Gerade | = £(0By, 31) thre Hohe an der Stelle x € R mit I, = By + frx bezeichnet.

Auf diese Weise kann man alle nicht-vertikalen Geraden eindeutig darstellen. Weiterhin
miissen noch die vertikalen Abstéinde erklért werden. Dies geschieht in der auch intuitiv
naheliegenden Weise in Notation 3.2.

Notation 3.2 (Vertikaler Abstand, [30]). Fiir zwei Punkte z1 = (x1,y1) und zo = (x2,y2)
im R? ist der vertikale Abstand von z1 und zy gegeben durch

dy(21, 22) = lya —y1|  falls z1 = x2
v =2 00 falls x ?é$2‘
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3.1 Problemstellung und FEigenschaften

Fiir eine Gerade | im R? und einen Punkt z = (x,y) € R? ist ihr vertikaler Abstand
gegeben durch

ly — (Brz + Bo)|  falls I = £(Bo, B1)
dy(z,1) =10 falls 1 ={(z',y/) e R? : 2/ = 2} .

00 sonst

Es werden dy(z,1) und dy(l, z) gleichwertig verwendet.

Um das Weglassen der n — m Punkte mit den grofiten Abstdnden zur optimalen Gerade
zu beschreiben, sei (1),...,(n) eine Permutation von {1,...,n}, sodass

dv(z1),1) < dy(2(2),1) < ... < dy(2(n),1)- (3.1)

Diese Permutation héngt natiirlich von der Geraden [ ab. Insbesondere ist eine solche
Permutation fiir die optimale Gerade, die das Problem 16st, unbekannt, da ja die Gerade
unbekannt ist. Sie muss also auch beim Lésen des mathematischen Programms, das sich
nun wie folgt formulieren l&sst, erst bestimmt werden:

m

List Gerade im R2 ; dv (=i, ) (3.2)
fiir ein gegebenes m mit 0 < m < n. Da wir im Zuge der linearen Regression an einem
linearen Zusammenhang zwischen den z- und y-Koordinaten der Punkte 21, ..., 2, inter-
essiert sind und eine vertikale Gerade keinen solchen Zusammenhang darstellt, wollen wir
jetzt Bedingungen herleiten, unter denen man sich in (3.2) auf nicht-vertikale Geraden
der Form [ = £((, 1) beschrédnken kann. Dazu formulieren wir das Problem dquivalent
in kombinatorischer Form [24]:

min min E dy(z;, 1 3.3
List Gerade im B2 IC{1,...;n} <~ vz 1) (33)
[fl=m '€

Die Formulierungen in (3.2) und (3.3) sind offenbar dquivalent, denn der zuléssige Be-
reich ist bei beiden der R? und die Zielfunktionen sind gleich, denn fiir jede feste Gerade I
im R? werden im inneren kombinatorischen Optimierungsproblem in Formulierung (3.3)
genau die m Indizes i1, . .., ip mit kleinsten Werten dy(z;;,1) in die Menge I aufgenom-
men, also gilt fiir jede Losung dieses inneren Problems I = {(1),...,(m)}, wobei die
Permutation (-) Gleichung (3.1) geniigt.

Das néchste Lemma liefert jetzt die Bedingungen, unter denen [ = ¢(fy, $1) ohne Ein-
schrankung angenommen werden kann.
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3 Platzierung einer Geraden

Lemma 3.3 (Beschrinkung auf nicht-vertikale Geraden). Seien Punkte 21,...,z, € R?
und m : 2 < m < n vorgegeben mit z; = (x;,y;) firi=1,...,n. Es gibt genau dann eine
vertikale Gerade, die eine optimale Lésung des Problems in (3.2) ist, wenn mindestens
m der gegebenen Punkte die gleiche x-Koordinate haben.

Beweis. Der Beweis verwendet die kombinatorische Formulierung in (3.3).

—>: Angenommen, es gibt weniger als m unter den gegebenen Punkten, die die gleiche
xz-Koordinate haben. Dann gibt es zu jeder Indexmenge I C {1,...,m} mit |[I| = m
zwei Indizes 41,42 € I mit x;, # x;,. Daher hat jede vertikale Gerade [ von einem dieser
Punkte einen unendlich grofen vertikalen Abstand: d,(z;,,l) = oo oder dy(z;,,l) = occ.
Daher gilt fiir jede solche Indexmenge

> dy(zi,0) = dy(zi,, 1) + dy(2ziy, 1) =00 VI C{l,...,n} mit [I| =m
el

und jede nicht-vertikale Gerade ist eine bessere Losung des Problems, da dy(z, (5o, 51)) <
oo fiir alle z € R? und alle By, 31 € R, also

Z dy (2, (5o, B1)) < o0.

i€l

<=: Angenommen, es gibt m Punkte z;,,...,2; mit der gleichen z-Koordinate x;, =
. = x;, . Dann gilt fiir die Indexmenge I = {i1,...,%,} und die Gerade | = {(z,y) €
R?: 2 =mx}:
dy(zi,1) =0 YViel — D de(zi,1) =0
iel
Da die vertikalen Abstédnde aber immer grofier oder gleich Null sind, ist [ eine optimale
Losung des Problems in (3.3). O

Im Folgenden gehen wir nun davon aus, dass unter den gegebenen Punkten weniger als m
die gleiche z-Koordinate haben, und kénnen uns somit auf nicht-vertikale Geraden bzw.
die lineare Regression zuriickziehen. Dies stellt keine besonders grofe Einschrankung dar,
insbesondere fiir die Anwendung im Bereich der linearen Regression, da dort meistens
genug Daten zur Verfiigung stehen. Ein Beispiel: Bei 1000 Messpunkten mit einem vermu-
teten Ausreiferanteil von 30% ist m = 700, also diirfen héchstens 699 Punkte die gleiche
z-Koordinate haben. Sind die Messpunkte zum Beispiel auch in der z-Koordinate zu-
fallig erzeugt durch eine stetige Verteilung, verschwindet die Wahrscheinlichkeit gleicher
z-Koordinaten ohnehin. Sind die xz-Koordinaten im Experiment festlegbar, kdnnen sie
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3.1 Problemstellung und FEigenschaften

geeignet gewdhlt werden. Sollten doch einmal zu viele Punkte mit gleicher z-Koordinate
auftreten, sollte man sich die Frage stellen, ob eine lineare Regression zur Modellierung
der Daten geeignet ist.

Wir miissen nun fiir gegebene Punkte 21 = (z1,%1),--.,2n = (ZTn, yn) und gegebenes m
mit 0 < m < n das Problem

TLAD i dV 7 ,f ’ 3.4
| ) (ﬁo,rgll)neRQ Zz; (Z() (Bo, B1)) (3.4)

16sen. Es fillt in die Klasse der ordered-median-Probleme, fiir die eine allgemeine Theorie
in Nickel und Puerto [25] beschrieben ist. Das kombinatorische Aquivalent dazu ist

TLAD min min dy (2, 0(Bo, ' 35
( ) (Bo,f31)ER? IC|§|1”} ZEZI (2, £(Bo, 1)) (3.5)

TLAD steht fiir trimmed least absolute deviation, also getrimmte minimale absolute Ab-
weichung. Die Bezeichnung stammt aus der Statistik. Im Falle m = n muss nicht getrimmt
werden und das Problem wird dann mit (LAD) bezeichnet. Es ist zu bemerken, dass eine
Losung von (TLAD) nicht nur aus Werten fiir 8y und ;1 besteht, sondern auch aus einer
Permutation (-) von {1,...,n} bzw. einer Indexmenge I C {1,...,n} mit |I| = m, fiir die
das Minimum angenommen wird und durch die die Ausreifser identifiziert werden. Dies
wird besonders an der kombinatorischen Formulierung (3.5) deutlich, da hier tatséchlich
zwei verschachtelte Minimierungsprobleme vorliegen. Daher wird im Folgenden sowohl
eine optimale Gerade [°P! als auch ein Paar (I°Pt, I°P') aus einer optimalen Geraden und
zugehoriger Indexmenge als optimale Losung von (TLAD) bezeichnet. Auferdem wird
der kombinatorischen Formulierung aufgrund ihrer intuitiven Beschreibung der Punkte,
die dem Modell folgen, nédmlich durch eine Teilmenge anstelle einer Permutation, bei der
Herleitung von Eigenschaften des (TLAD) héufig der Vorzug gegeben.

3.1.2 Existenz und Nicht-Eindeutigkeit

Zuerst, ist man natiirlich an Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen fiir dieses Optimie-
rungsproblem interessiert. Diese werden im Folgenden formuliert.

Lemma 3.4. Fir zwei Punkte z1 = (x1,y1) und zo = (x2,y2) mit x1 # xo gilt

do(z1, 680, B1)) + du(2a, £(Bo, Br)) L0 2o0
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3 Platzierung einer Geraden

Beweis. Angenommen, das wére nicht so. Dann gibt es eine Folge (Bon, Bin)nen mit
|| (Bon, B1n)|l2 — oo fiir n — oo, so dass

dv(zlae(BOnvﬂln)) + dv(227£(50n751n)) < C VneN

und ein festes C' € R. Auferdem gilt

||(50mﬁ1n>||2 — 0 - ‘ﬁ0n| — oo oder ‘ﬁ1n| — 0Q0. (3.6)

Da die vertikalen Absténde nicht-negativ sind, gelten dann auch

‘yl - ﬁ1n$1 - BOTL‘ = dv(zhg(/@Onaﬁln)) <C VneN
ly2 — Binx2 — Pon| = dv(22,€(Bon, Bin)) <C  VneN.

Da x1 # x9, ist eines der beiden, ohne Einschrinkung 21, von Null verschieden. Dann ist
Binx1 + Bon € [y1 — C,y1 + C] und es muss

Bon — 00 == Bin — Fsgn(z1)oo
gelten oder vereinfacht |Gy,| — 0o = |B1n| — 00. Mit (3.6) ergibt sich

| (Bons Bin)ll2 — oo = |B1n| — o0 (3.7)
und man hat den Widerspruch

H(IBO'ruﬁln)HZ_’OO
é m

ly2 — Binx2 — Pon| = | y2 — Binx1 — Bon — (T2 — 1) Bin|
N 3.7)

beschrinkt #0

O]

Satz 3.5 (Existenz optimaler Losungen). Seien Punkte z1,...,2, € R? und m mit 0 <
m < n vorgegeben. Dann hat (TLAD) eine optimale Losung und falls m > 2 und unter
den Punkten keine m mit gleicher x-Koordinate sind, ist jede Optimallosung endlich in
Bezug auf By und (.

Beweis. Der Beweis orientiert sich an einem Beweis in [25, S. 27| und verwendet die
kombinatorische Variante aus (3.5). Wir betrachten dann die Probleme

BD) mm iezldv(zmﬁ(ﬁo,ﬁl))

mit I C {1,...,n} und |I| = m. Von diesen gibt es nur (), also endlich viele, und die

optimalen Losungen der Probleme (P(I)) mit kleinstem Zielfunktionswert sind genau die
optimalen Losungen von (TLAD).
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3.1 Problemstellung und FEigenschaften

Fall 1: Fiir jedes I, das mindestens zwei verschiedene Indizes 41,42 € I enthélt, so dass
Tiy # Tiy, gilb

> de(zi,0(Bo, B1) = > lyi — (Bo + Buas)|
icl iel

)l2—00

1(Bo,8
> iy — Bo — Brziy| + i, — Bo — Bii,| ———"s 00

nach Lemma 3.4. Also kann man fiir solche Indexmengen ohne Einschriankung (5o, 1) €
Qg fiir eine kompakte Menge @Q; fordern. Die stetige Zielfunktion (Komposition von
linearer Funktion, Betrag, Sortierung, Summe) nimmt auf dieser Menge ihr Minimum
an. Also gibt es fiir jedes (P(I)) mit solcher Indexmenge I eine optimale Losung und alle
optimalen Losungen sind endlich beziiglich By und S;.

Fall 2: Fiir jede Indexmenge I, so dass x; = «x fiir alle ¢ € I, ist jede Gerade, die durch
(x,y) verlduft, optimal fiir (P(I)) mit dem Median y der y;, i € I, denn die Zielfunktion
wird zu

D du(zi (B0, B1)) = Y lyi — Brz — Bl

el el

und diese wird minimal, wenn f1x+ 3y = y nach [6, S. 239]. Es existiert also eine optimale
Losung, aber ||(5o, 51)]|2 kann beliebig grofs werden.

Zusammen ergibt sich, dass in jedem Fall eine optimale Losung von (TLAD) existiert.
Falls m > 2 und es keine m gegebenen Punkte mit gleicher xz-Koordinate gibt, tritt nur
der erste Fall ein und jede optimale Losung ist endlich beziiglich Gy und S;. O

Allerdings muss die Losung nicht eindeutig sein. Fiir n =m =4, 21 = (1,1), 22 = (1, 3),
zg = (5,1) und z4 = (5, 3) gilt

k

4
D dv(z), (B0, B1)) =D |yi — Bo — Pl
i=1 i=1

= |1 =80~ B+ 13— B0 = B1| + |1 = Fo —561] + |3 — o — 5061
Bo+B1i—1)+B—=0o—01)+(Bo+561—1)+ (3—Fo—5061)
— 242—4

fir alle (Bo, £1) mit Bp + f1 € [1,3] und By + 5081 € [1,3] (sieche Abb. 3.1 links). Um
diese Bedingungen zu erfiillen, gibt es fiir (5p, #1) unendlich viele Mdglichkeiten, z.B.
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3 Platzierung einer Geraden

Bo € [1,3] und 1 = 0. Nach der Dreiecksungleichung gilt aber
11— 80— Bl + 13— Bo— Bl + |1 — Bo— 561 +[3 = Bo — 551
(04 0= 11413 = 30— 1) + (10 +5 = 1+13 = 30— 5

>

Bo+PB1—14+3—00—
= 24+2=4.

+ B0 +561 —1+3— 080 — 50

Also sind alle (g, 51), die obige Bedingungen erfiillen, optimale Losungen. Es kann je
nach Wahl der Punkte aber auch eine eindeutige Lésung geben, z.B. wenn alle Punkte
auf einer Geraden liegen (siche Abb. 3.1 rechts).

Yy A (7 \
4t 4T
29 Z4
31 ¢ (225, 4) ° 37
21 2
0(2.8,0)
1 2 233 1
1 2 3 4 5) 1 2 3 4 5
xr T

Abbildung 3.1: Zwei (TLAD)-Probleme mit n = m = 4. Links: unendlich viele Losungen;
rechts: eindeutige Losung

3.2 Die geometrische Dualitit

In diesem Abschnitt fithren wir eine duale Transformation der Ebene ein, die die Herlei-
tung einer endlichen Kandidatenmenge fiir das Problem (TLAD) im néchsten Abschnitt
3.3 erleichtert. Diese Transformation trigt der Beobachtung Rechnung, dass die Plat-
zierung einer nicht-vertikalen Geraden durch die Bestimmung der beiden Parameter 3y
und F; flir den Achsenabschnitt und die Steigung geschieht. Diese konnen als Wert jede
reelle Zahl annehmen und daher liegt der Gedanke nahe, das Problem so umzuschreiben,
dass die Losung als ein Punkt im R? zu suchen ist und nicht mehr als Gerade. Um das
zu erreichen, ist also eine Transformation * nétig, die eine Gerade [ in einen Punkt [*
abbildet und die gegebenen Punkte z1,..., 2, in Objekte z],...,z; umwandelt, fiir die
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3.2 Die geometrische Dualitdt

wieder ein vertikaler Abstand dy(l*, 2]) definiert werden kann, der gleich dem urspriing-
lichen Abstand dy(z;,[) ist. Dies leistet die Transformation in Definition 3.6 und Lemma
3.8 hilt die wichtigsten Eigenschaften dieser Transformation, z. B. Bijektivitat, fest, die
notig sind, um (TLAD) aquivalent zu transformieren.

Definition 3.6 (Duale Transformation, [20]). Die duale Transformation * ordnet jedem
Punkt z = (x,y) € R? die nicht-vertikale Gerade

2 =l(—y,x) = {(s,t) ER?: t = x5 — y}
und jeder nicht-vertikalen Gerade | = £(By, 1) den Punkt
l* — (ﬁlv _ﬁO) S RQ

zu. Man nennt z* eine duale Gerade und l* einen dualen Punkt.

Fiir die einfachere Beschreibung einiger Zusammenhénge ist aufferdem die Notation der
vertikalen Residuen zweckmé&fig. Sie entsprechen den Residuen der linearen Regression
in der Statistik.

Notation 3.7. Fiir einen Punkt z = (v,y) € R? und eine nicht-vertikale Gerade | =
0(Bo, P1) ist das vertikale Residuum gegeben durch

7'11(27 l) =Yy—- (ﬁo + ﬁlx)

Es gilt also dy(z,1) = |ry(2,1)|. Auferdem liegt z tiber | genau dann, wenn ry(z,1) > 0,
und z liegt unter [ genau dann, wenn ry(z,1) < 0. r,(z,1) = 0 schlieklich ist gleichbedeu-
tend mit dy(z,l) =0 und z € [.

Um mit der dualen Transformation arbeiten zu konnen, werden im folgenden Lemma
wichtige Figenschaften gezeigt.

Lemma 3.8 (Eigenschaften der dualen Transformation, [20]). Sei z = (z,y) € R? ein
beliebiger Punkt und 1 = {(Bo, 1) eine beliebige nicht-vertikale Gerade im R?. Dann
gelten

1. Die Transformation * ist idempotent, also 2™ = z und I"* = L.

2. Die Transformation * erhdlt die vertikalen Residuen zwischen Punkten und Gera-
den, also ry(z,1) = ry(l1*, 2%).

3. Die Transformation * erhdlt den vertikalen Abstand zwischen Punkten und Gera-
den, also dy(z,1) = d,(I*, 2*).
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3 Platzierung einer Geraden

. Es qilt z € | genau dann, wenn [* € z*.
4 g g )

5. z liegt tiber | genau dann, wenn [* dber z* liegt. Die gleiche Aussage gilt fiir das
LDarunterliegen®,

6. Die Transformation * bildet die Punkte des R? bijektiv auf die nicht-vertikalen
dualen Geraden im R? ab.

Beweis. ad 1. Nach der Definition der dualen Transformation (Def. 3.6) rechnet man

2 = (xay)** = g(_yvx)* = (CL’,y) =z
™ =0(Bo, 51)"" = (B1,—Po)" = (Bo, B1) = 1.

ad 2. Es folgt aus Notation 3.7

rv(2,1) =y — (B1z + fo) = —Bo — (x61 — y) = ro((B1, —00), L(~y, x)) = ry(I", 27).

ad 3. Folgt aus Punkt 2 mit dy(z,1) = |rv(z,0)| = |rv(I*, 2%)| = dy (1%, 2%).

ad 4. Aus z € [ folgt y = fix + Po, also dy(z,1) = 0. Da unter Punkt 3 gezeigt wurde,
dass * die Absténde erhilt, gilt auch d,(I*,2*) = 0 mit I* = (£, —Fy) und z* = ¢(—y, x),
also —fy = —ypB1 + = und daher [* € z*. Die Riickrichtung folgt aus der Idempotenz
von *.

ad 5. Liege z tiber [, also 0 < 7y(2,1) = ry(I*,2*). Damit liegt auch [* {iber z*. Die
Idempotenz von * ergibt die Riickrichtung und der Beweis fiir das ,Darunterliegen“ geht
analog.

ad 6. Seien z; = (x1,y1) # 22 = (z2,y2) zwei Punkte, d.h. x; # x9 oder y; # yo.
Dann sind ihre dualen Geraden 2§ = ¢(—y1, 1) bzw. 25 = {(—ya,x2) verschieden, da sie
entweder verschiedene Achsenabschnitte oder verschiedene Steigungen haben. Also ist *
injektiv. Sei nun eine Gerade [ = £((3p, 31) vorgegeben. Dann gilt mit z = I* = (81, — )
nach der Idempotenz aus Punkt 1 2* = I** = [ und [ hat den Punkt 2z als Urbild. Damit
ist * auch surjektiv und zusammen bijektiv. O

Die Bijektivitat der dualen Transformation * ermdéglicht es nun, fiir nicht-vertikale Gera-
den z* zu schreiben und stillschweigend anzunehmen, dass ihr ein Punkt z zugrunde liegt.
Ebenso kann man fiir einen Punkt [* schreiben mit einer nicht-vertikalen Geraden /.
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3.2 Die geometrische Dualitdt

Besonders interessant ist die zweite Eigenschaft aus Lemma 3.8. Sie erlaubt, die Ziel-
funktion von (TLAD) aus (3.4) folgendermafsen umzuschreiben:

m m m

D du(U(Bo, B), zw) = Y dv(L(Bo, B1)", 2(5) = D dy((B1, —B0) L(=y(a)» T())-

=1 =1 1=1

Also ist das Programm

(dual-TLAD) l*:gglew Z; dy (1", 2(;)) (3.8)
— i i dy(I*, 2}
L SO LD BLIGIE )

|[‘:m el

mit einem m : 0 < m < n und einer von [* € R? abhiingigen Permutation (-) mit
dy(l*, 2(1y) < dv(I",2(3)) < ... S du(l%, 2(,))

aquivalent zu (TLAD), da die sechste Eigenschaft aus Lemma 3.8 die eindeutige Zuord-
nung der Losungen von (TLAD) und (dual-TLAD) erméglicht.

Jetzt wollen wir die duale Transformation ausnutzen, um das Losen des (TLAD) bzw.
(dual-TLAD) zu erleichtern. Dafiir werden Punkte im Dualraum im Folgenden mit [* =
(s,t) € R? oder in dhnlicher Weise bezeichnet, um Verwechslungen mit Punkten » =
(z,y) € R? im primalen Raum zu vermeiden. Wir stellen zuniichst anhand eines Beispiels

fest, dass die gegebenen Punkte z1,...,z, durch ihre Transformation zu Geraden im
Dualraum diesen in mehrere Gebiete zerlegen, ihn also parkettieren. Seien dazu Punkte
3 11 1 1
= (-2, -1 =(-=,- =(z,—= :
?1 ( 4’ ) z2 ( 2a4) <3 (27 2) (3 9)
1
2= (5,0 5= (2,-1)
gegeben. Dann sind ihre dualen Geraden
3 1 1 11
T=4(1,—- > =Ll(—=,—= 3 =4L(=,= 3.10
S5 =00,-3) % =U-7.-3) 4 =45,3) (310
1
z; = (0, 5) zz = 0(1,2).

Abbildung 3.2 zeigt oben die Punkte 21, ..., 25 und unten die Parkettierung, die durch
ihre dualen Geraden beschrieben wird.

Um diese Parkettierung zu beschreiben, seien z1, ..., z, 0.B.d.A. paarweise verschieden,
um die Schreibweise P = {z1,..., z,} zu ermdglichen.
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3 Platzierung einer Geraden

Yyl

Z4

TA

* 23

° 25

Abbildung 3.2: oben: die primalen Punkte aus (3.9) ;

unten: die zugehorigen dualen Geraden aus (3.10)
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3.2 Die geometrische Dualitdt

Definition 3.9 (Duale Zelle). Zu einer gegeben Menge an Punkten P = {z1,...,2,} C
R? und festen Vorzeichen o € {—1,1}" ist eine duale Zelle gegeben durch

C(U):{Z*ER220i~m(l* 2)>0 Vi=1,...,n},

falls diese Menge mehr als ein Element enthdlt.

Abbildung 3.3: Beispiel fiir eine duale Zelle C'(o) nach Definition 3.9

Abbildung 3.3 zeigt eine duale Zelle C(o) mit P = {z1,...,27}, 01 =... =04 = —1 und
05 = ... = o7 = 1. Mit dieser Abbildung ist die anschauliche Bedeutung der o; leicht zu
erkldren, denn es gilt offenbar fiir alle i =1,...,n
o;=1 — rv(l*,25) >0 VI*eC(o) (3.11)
o =—1 — rv(l*,27) <0 VI*eC(o)

und o; = 1 gilt genau dann, wenn der duale Punkt [* iiber der dualen Geraden z; liegt
(in Abb. 3.3 die durchgezogenen Linien) bzw. wenn der Punkt z; iiber der Geraden [ liegt
(sieche Lemma 3.8). Analog gilt 0; = —1 genau dann, wenn der duale Punkt [* unter der
dualen Geraden z liegt (in Abb. 3.3 die gestrichelten Linien) bzw. wenn der Punkt z;
unter der Geraden [ liegt. Hiermit kann man insbesondere den vertikalen Abstand anders
schreiben:

dy(zi, 1) = dy(I*, 2]) = |rv(I%, 2)| = oirv (1%, 27) = oy (24, 1) Vi=1,...,n (3.12)
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3 Platzierung einer Geraden

Die dualen Zellen sind offenbar Polyeder, denn sie sind ein Schnitt von endlich vielen
Halbraumen. Mit
UiTV(lﬁZ*) >0 <= ai(t—xis+yi) >0 <= 0;xis — ot < 03y

)

kann man C(o) in der Form

o1r1 —01 0191

Clo)={I"=(s,;) eR?>: | : C’)g ) (3.13)

OnTn —On OnYn
schreiben. Diese Polyeder konnen Polytope oder unbeschriankt sein. Sie haben allerdings
immer ein nichtleeres Inneres. Denn anderenfalls wire eine solche Zelle die leere Menge,
ein einzelner Punkt oder ein moglicherweise unbeschriankter Geradenabschnitt. Die ersten
beiden Fille sind durch |C(o)| > 1 ausgeschlossen, der dritte Fall tritt nicht ein, da in
P jeder Punkt nur einmal vorkommen kann. Als Polyeder sind die Zellen insbesondere
konvex und abgeschlossen.

Weiter hat jede Zelle C'(0) mindestens eine Ecke, wenn P mindestens zwei Punkte mit
verschiedenen z-Koordinaten enthélt, denn dann haben ihre dualen Geraden unterschied-
liche Steigung. Daher wird jede Gerade 27, die C(0) begrenzt, also

airv(I%,25) >0 VI"e€C(o) und ai,v(lg, z;,) = 0 fiir ein [y € C(0),
von einer der Geraden z; geschnitten. Bezeichne den Schnittpunkt mit []. Falls I7 € C
ist, ist /] die gesuchte Ecke von C(c). Sonst muss es eine weitere Gerade 2} mit 2;, € P
geben, die [] von C(o) trennt, also

ourv(l], 25) <0 und (%, 2) >0 VI e Co). (3.14)
Es konnen z; und 2] nicht parallel sein, weil [§j € z;, und [T € zj . Das bedeutet aber

re(lg, 2%) = ro (17, 2") V2™ mit 2 || 2

und ist ein Widerspruch zu (3.14), da Ij € C(0). Also haben 2; und 2] einen Schnitt-
punkt /3, der in C(o0) liegen kann oder nicht. Liegt er in C(0), ist er die gesuchte Ecke,
wenn nicht, kann er wie eben von C(o) getrennt werden. Dies kann man aber nicht
unendlich lange fortfithren, da P* = {z},...,2}} endlich ist. Also muss einer der so
konstruierten Schnittpunkte eine Ecke von C(o) sein.

Definition 3.10 (Duale Parkettierung [20]). Zu einer gegeben Menge an Punkten P =
{z1,...,2n} C R? ist die duale Parkettierung DT(P) (dual tesselation) gegeben durch die
Menge aller dualen Zellen C(o) wie in Definition 3.9:

DT (P) ={C(o):0€{0,1}", |C(0)| > 1}
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3.3 Eine endliche Kandidatenmenge fiir (TLAD)

Es gilt offenbar

U c=r’ (3.15)
CeDT(P)
weil fiir jeden Punkt (s,t) € R? und jedes ¢ € {1,...,n} immer mindestens eine der
Ungleichungen
rv((s,1),27) <0 ry((s,1),2]) = 0

erfiillt ist. Daher kann o; fiir jedes i so gewéhlt werden, dass o; - v((s,t), 27) > 0. Also
ist
(s,t) € C(o) € DT(P).

3.3 Eine endliche Kandidatenmenge fiir (TLAD)

Nun kénnen wir mit Hilfe der dualen Parkettierung die Linearitdtsbereiche der Ziel-
funktion von (LAD) als duale Zellen identifizieren und dann den Hauptsatz der linearen
Optimierung anwenden, um fiir jede dieser Zellen eine Ecke anzugeben, in der die Ziel-
funktion ihr Minimum auf dieser Zelle annimmt, so dass nur noch die Ecken aller dualen
Zellen nach einem Optimum fiir (dual-LAD) abgesucht werden miissen. Da jede Ecke ein
Schnittpunkt von zwei oder mehr dualen Geraden ist, erhdlt man durch Riicktransfor-
mation in den urspriinglichen Raum eine optimale Gerade, die mindestens durch zwei
der gegebenen Punkte z1,...,z, geht. Diese Eigenschaft heifft weak incidence property
und gilt auch fiir die Platzierung einer Hyperebene im R™ nach Schébel [30].

Lemma 3.11 ([20]). Die Zielfunktion
n
Zdv('>'z;> :R* —» R
i=1

des (dual-LAD) ist affin linear auf jeder Zelle C(c) € DT(P), wobei P = {23 =
(xbyl)? R Z’ﬂ = (wmyn)}

Beweis. Auf jeder dualen Zelle C(0) € DT(P) gilt fiir alle I* € C(o0)
S d (% 2) =D il 2) = oilt — wis + i)
i=1 i=1 i=1

n n n
:tZai—sZoiwi—i—Zoiyi. (3.16)
i=1 i=1 i=1

Das ist offenbar eine in [* = (s, t) affin lineare Funktion, weil die z; und y; fest sind und
o auf jeder dualen Zelle C(o) fest ist. O
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3 Platzierung einer Geraden

Lemma 3.12. Die Zielfunktion

n

f::ZdU(-,z;-k) ‘R >R

=1

des (dual-LAD) ist konvez.

Beweis. Seien I} = (s1,t1),05 = (s2,t2) € R? und A € [0,1]. Dann gilt

FOIF + (1= Ni5) = [(A1 + (1= Mt2) — zi(As1 + (1 — A)sa) + vl

=1

D I = Azisy+ Ay + (1= Ata — (1= Nzisa + (1 — Nyl
=1

)

—
—
~

NE

I:)\(tl — 52+ )|+ [(1 = N)(t2 — x50 + yi)!]
1

<.
Il

D) [t = mis2 + yil + (1= X)) _ [t2 — @iso + il
i=1 i=1
= Af() + A =N f(3)
nach der Dreiecksungleichung (1) und weil A > 0 und 1 — XA > 0 (2). O

Damit reicht es, nach lokalen Minima zu suchen, da lokale Minima konvexer Funktionen
auch deren globale Minima sind [4, S. 287]. Man kann zur Bestimmung eines globalen
Minimums also Verfahren des steilsten Abstiegs oder andere Methoden zur Berechnung
lokaler Minima anwenden, ohne sich mit einem nicht-globalen Minimum begniigen zu
miissen. Leider ist die Zielfunktion von (dual-TLAD) im Allgemeinen nicht einmal qua-
sikonvex, wie ein Beispiel zeigt. Gegeben seien die Punkte

z1 = (1,0) 2= (3,1)
zZ4 = (2,3) z5 = (4,4)

—~

z3 = (5,2) (3.17)
26

und m = 3. Dann sind die Geraden [; = ¢(—1/2,1/2) und Iy = #(2,1/2) optimale
Losungen fiir (TLAD), da sie Zielfunktionswert Null haben. Die Gerade I3 = ¢(3/2,1/2)
allerdings ist keine optimale Losung, denn sie hat den Zielfunktionswert 3/2. Es ist aber [3

eine Konvexkombination von /] und 5 und die Zielfunktion kann nicht quasikonvex sein,
da die Menge der Minima quasikonvexer Funktionen konvex ist [31], sieche Abbildung 3.4.
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3.3 Eine endliche Kandidatenmenge fiir (TLAD)

/1234567
Xz

Abbildung 3.4: Die Zielfunktion von (TLAD) ist im Allgemeinen nicht quasikonvex.

Satz 3.13 (Starker Punkt). Unter gegebenen Punkten z; = (zi,vy:), ¢ = 1,...,n mit
mindestens zwei verschiedenen x-Koordinaten gibt es einen Punkt z;, so dass jede fiir
(LAD) optimale Gerade durch diesen Punkt verlauft, falls eine der folgenden Bedingungen
erfillt ist:

1. n st ein ungerade Zahl.

2. n ist eine gerade Zahl und es gibt keine Partitionierung I, Is der Indizes {1,...,n}

mit |I1| = |I2| = n/2 und
dawi=) (3.18)

i€l 1€l

Beweis. Nach Lemma 3.5 hat (LAD) zu den gegebenen Punkten eine endliche Optimal-
l6sung. Sei P = {z € R? : z = z; fiir ein i € {1,...,n}}. Wir verwenden das zu (LAD)
aquivalente Programm (dual-LAD). Der Beweis gliedert sich in drei Schritte:

1. Es gibt keine optimale Lésung, die im Inneren einer dualen Zelle C(o) liegt.

2. Zu zwei optimalen Losungen gibt es einen Punkt z;, durch den beide verlaufen.

3. zj ist der gesuchte Punkt.
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3 Platzierung einer Geraden

Schritt 1: Zuerst zeigen wir, dass unter den obigen Bedingungen kein Punkt, der im
Inneren einer dualen Zelle C(0) € DT (P) liegt, eine optimale Losung fiir (dual-LAD)
sein kann. Denn dort ist die Zielfunktion

n n n n
D od(z) =ty oi—sY omwi+ Yy o
i=1 i=1 =1 =1

mit I* = (s,t) nach Lemma 3.11 linear und daher stetig differenzierbar. Ihr Gradient

n n
- E 0Ty, E o
i=1 i=1

miisste bei einem Minimum also verschwinden. Wegen der ersten Bedingung ist offenbar

n
ZO'Z' =0
i=1

nicht moglich, da o € {—1,1}" und der Gradient kann nicht verschwinden. Damit gibt
es kein Minimum im Inneren von C(0).

Nun nehmen wir
<— Z o;Xy, Z O'i> = (O, O)
i=1 i=1

an und fithren das zum Widerspruch zur zweiten Bedingung. Es folgt nédmlich

" o; =+1 fiir § Indizes
Z op=0 = , Lo
— o = —1 fiir § Indizes

Seien I, und I_ die entsprechenden Indexmengen. Fiir diese gilt

*ZO’Z':L}'*ZOQIEZ‘:O — Zmi:ZUixi:—Zaixi:Zl‘i.

icly il icly icly iel_ icl_

Da aber |I1| = |I_| = n/2, ist dies ein Widerspruch zur zweiten Bedingung.

Damit liegt jede optimale Losung von (dual-LAD) auf dem Rand einer dualen Zelle. D. h.
es gibt fiir jede optimale Losung [*°P* von (dual-LAD) eine duale Gerade Z{(propt), 50 dass

dv(l*Opt, Z;((l*opt)) =0.

Da die duale Transformation * nach Lemma 3.8 die vertikalen Abstéinde erhélt, verlauft
die fiir (LAD) optimale Gerade [°P* durch den Punkt Zj(1=opt). Falls die optimale Losung
eindeutig ist, ist der Beweis hier abgeschlossen. Sonst filhren wir Schritt 2 und 3 durch.
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3.3 Eine endliche Kandidatenmenge fiir (TLAD)

Schritt 2: Seien I;*" bzw. I{°" zwei verschiedene optimale Losungen von (dual-LAD).
Wir zeigen, dass diese durch einen gemeinsamen Punkt z; verlaufen. Die beiden Losungen
miissen nach Schritt 1 jeweils auf dem Rand einer dualen Zelle liegen, also gilt

A 25) =0 bow.  dy([P21) =0

» “ig

mit geeigneten Punkten z;, und z;,. Falls

Abbildung 3.5: Erlduterung zu Schritt 2 des Beweises von Satz 3.13
dv(lgom, z;) =0 oder dv(lfom, zl*o) =0,

sind wir fertig, denn lgpt und [** verlaufen beide durch z;, oder z;,. Sonst ist auch

BOPY = AP 4 (1= A

eine optimale Losung von (dual-LAD) fiir jedes A € [0, 1] nach Lemma 3.12, da die Menge
der Minima konvexer Funktionen konvex ist [4, S. 287|. Angenommen, es gilt

min dy (5", 27) >0

i=1,...,n

fiir ein A € [0, 1]. Dann liegt 1;°”" im Inneren einer Zelle C(c') im Widerspruch zu Schritt 1.
Also ist
. *Opt_ky
i (7 =) =0

fiir jedes A € [0,1]. Dann gibt es einen festen Index io mit dv(lf\Opt,z;;) = 0 fiir alle

A € [0,1], denn die Menge DY 0, 1]} ist eine Strecke im Dualraum. Das bedeutet
A

aber, dy (15", 2%) = dy (I, 25) = 0 und [{P" und ;™" verlaufen durch z;,.
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3 Platzierung einer Geraden

¢ ¢ .

Insgesamt verlaufen [*" und ;" beide durch einen der Punkte
Zig
zj =R 2
Zio

Schritt 3: Sei z; wie im vorigen Schritt und [°P* eine optimale Losung von (LAD).

Angenommen, es ist dy(zj,1%") = dy(I*°P", 2¥) > 0, das heift, [°P" verlduft nicht durch
zj. Dann hat die konvexe Hiille B := conv(I;™", [;°"*, *Pt) ein nicht-leeres Inneres, da
die dualen Punkte l;om und lTOpt auf der dualen Geraden 2} liegen, [*°P' aber nicht, und

die Punkte daher ein Dreieck beschreiben (siehe Abb. 3.6).

l*opt °

B

Abbildung 3.6: Widerspruch zu Schritt 1

Weil die Zielfunktion von (dual-LAD) konvex ist und die Menge der Minima konvexer
Funktionen konvex ist, sind alle {* € B optimale Losungen fiir (dual-LAD). Da aber in
Schritt 1 gezeigt wurde, dass jedes Minimum auf dem Rand einer dualen Zelle liegen
muss, hat die Menge der Minima ein leeres Inneres. Das ist ein Widerspruch und es muss
dy (2, 1°PY) = d (I*°PY, z7) = 0 gelten.

Insgesamt verlaufen also alle optimalen Geraden durch den Punkt z;. Ein solcher Punkt
zj sei als starker Punkt bezeichnet. O

Ob die erste Bedingung des Satzes erfiillt ist, sieht man natiirlich sofort an den Eingabe-
daten des LAD-Problems. Die zweite Bedingung ist jedoch nur schwer nachzupriifen, da
die Bestimmung einer solchen Partition NP-vollstdndig ist. Das sieht man durch polyno-
miale Reduzierung des folgenden Partitionierungs-Problems auf das Problem in (3.18):
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3.3 Eine endliche Kandidatenmenge fiir (TLAD)

Partitionierungs-Problem. Finde zu gegebenen Zahlen cy, ..., c, € Z eine Indexmenge
I c{1,...,n}, so dass

Yo=Y

icl i¢l
Dieses Problem ist nach Karp [14] NP-vollstindig.

Lemma 3.14. Das Problem, fiir gerades n und zu gegebenen Zahlen x1,...,x, € R
Indexmengen I, Is C {1,...,n} zu finden mit |I| = |Is] =n/2, L NIy =0 und

Z%‘:Z%‘,

el i€ls

ist NP-vollstindig beziiglich der Eingabegrifie n.

Beweis. Angenommen, man konnte das Problem doch in polynomialer Zeit p(n) lésen.

Dann koénnte man das gleiche Problem fiir die Zahlen z1,..., %y, Tp11, ..., T2, auch in
polynomialer Zeit 16sen, da auch p(2n) ein Polynom in n ist. Wahle dann z4,...,z, € Z
beliebig und 11 = ... = x2, = 0. Seien Iy, I die Indexmengen, die das Problem fiir
die 2n, mit Nullen ergénzten Zahlen 16sen. Setze dann I = {i € I; : i« < n}. So hat man
wegen

Domi= w=) wmi=) wi=) m=) w

icl ich ich i€z icls i¢l

i<n i<n

eine Losung des Partitionierungs-Problems gefunden. Dies ist in polynomieller Zeit p(2n)
geschehen, was ein Widerspruch zur NP-Vollstindigkeit dieses Problems ist. O

Das néchste Lemma liefert die Aussage, dass es eine fiir (LAD) optimale Gerade gibt,
die durch mindestens zwei der gegebenen Punkte verlduft. Damit ldsst sich die Gera-
denplatzierung durch eine endliche Kandidatenmenge auf ein kombinatorisches Optimie-
rungsproblem reduzieren [30]. Diese Eigenschaft wird in 3.16 und Satz 4.7 noch auf die
Geradenplatzierung mit Ausreiftern und die Platzierung mehrerer Geraden mit Ausrei-
lsern verallgemeinert.

Lemma 3.15 (weak incidence property fiir (LAD), [30]). Seien z1, ..., z, € R? gegeben,
so dass es darunter mindestens zwei Punkte mit verschiedenen x-Koordinaten gibt. Dann
enthdlt die Menge

L={l=1{Bo, 1) : do(l, ziy) = do(l, zi,) = 0, i1 # da, i1,92 € {1,...,n}}

eine optimale Losung von (LAD). Das heifit, es gibt eine optimale Gerade fir (LAD),
die durch mindestens zwei der gegebenen Punkte verlduft.
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3 Platzierung einer Geraden

Beweis. Wir betrachten dazu das zu (LAD) dquivalente Programm

(dual-LAD) min dy((s,t),2]).

i

Dann ist die Aussage des Lemmas dquivalent dazu, dass
L={l=4(Bo,B1): dv(I",2]) = dy(I", 2;,) = 0, i1 # 92, i1,72 € {1,...,n}}
eine optimale Losung von (dual-LAD) enthélt. Definiere nun die Menge
P={z€R?: 2=z fiireinic{1,...,n}}.

Nach Lemma 3.11 ist dann fiir jedes C € DT (P) das Programm

n

(dual-LAD(C)) min dy(I*, 2))
I*cR? =1

sd. *eC

ein lineares Programm, da C nach (3.13) ein Polyeder ist und die Zielfunktion affin
linear nach Lemma 3.11. Weiterhin hat jedes dieser Optimierungsprobleme eine endliche
Optimallosung, weil die Zielfunktion fiir ||I*|2 — oo unendlich grof wird (analog zum
Beweis von Lemma 3.5), aber ein Minimierungsproblem vorliegt. Auferdem hat jede
Zelle C eine Ecke und nach dem Hauptsatz der linearen Optimierung [29, S. 76| wird das
Minimum dann auch in einer Ecke [7, von C' angenommen. Eine solche optimale Ecke von
(dual-LAD(C)) ist aber der Schnittpunkt von zwei dualen Geraden z , 2z € P, iy # is,

117 712
also dy (¢, 27,) = dy(I¢, z;,) = 0 und I, € L*.
Weiterhin haben wir in Gleichung (3.15) gesehen, dass
lJ c=r%
CceDT(P)
Damit ist eine Optimallosung von (dual-LAD) gegeben durch
n
P = arg min Zdv(l*c, zj)eL”,
I, ist optimale i—1
Ecke von (dual-LAD(C))

da |DT(P)| < oo. Also ist IP* € L eine Optimallésung von (LAD). O
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3.3 Eine endliche Kandidatenmenge fiir (TLAD)

Diese Eigenschaft gilt nicht nur fiir die Geradenplatzierung, die der Entfernungsmessung
die vertikalen Abstédnde zugrunde legt, sondern nach Schébel [30] auch fiir allgemeine
norminduzierte Abstdnde und in hoheren Dimensionen. Formal heifit das, dass es fiir das
Problem, eine Hyperebene H C RP so zu platzieren, dass die Summe der Absténde

;d(zi7H) :;Iz%lgﬂzi—z] (3.19)

zu gegebenen Punkten zi, ..., 2, € RP bei Vorgabe einer beliebigen Norm || - || minimiert
wird, immer eine optimale Hyperebene gibt, die durch eine p-elementige, affin unabhan-
gige Teilmenge der gegebenen Punkte verlduft. Diese Eigenschaft gilt auch, wenn der
Abstand ein gerichteter Abstand der Form

de(z,H) = m}n{\)\| cz+ Xt e H} (3.20)

mit einem ¢ € RP ist [30]. Der hier behandelte vertikale Abstand ist ein Spezialfall dieser
Abstéinde mit p =2 und ¢ = (0,1)".

Weiterhin erfiillen alle optimalen Hyperebenen, die beziiglich der hier genannten Entfer-
nungen platziert werden, die pseudo-halving property:

Z 1§g und uZng,

wobei HT der Teil des RP? ist, der iiber H liegt, H~ der darunter liegende. Falls zusétzlich
jedem Punkt z; ein Gewicht w; zugeordnet ist, wird diese Eigenschaft zu

Zwigg und Zwigg_

iz, €HT iz, €EH—

Es ist anzumerken, dass die iiblicherweise in der Regression verwendeten quadratischen
Residuen in keine der hier angegeben Klassen von Entfernungsmafen fallen und tatséch-
lich gilt dort weder die weak incidence noch die pseudo-halving Eigenschaft.

Die weak incidence property lidsst sich auf das TLAD-Problem verallgemeinern, indem
man zeigt, dass eine optimale Losung (I°P%, I°P') eines (TLAD) zu Punkten z1,...,2,
einer optimalen Losung [°P* des (LAD) zu den Punkten z;, ¢ € I°P' entspricht. Daher gilt
sie nicht nur fiir die absoluten Abweichungen, sondern auch fiir die oben angegebenen
Absténde, denn der Beweis verwendet im Wesentlichen Lemma 3.15, das ja auch fiir
Absténde wie in (3.19) und (3.20) gilt.
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3 Platzierung einer Geraden

Satz 3.16 (weak incidence property fiir (TLAD)). Seien z1,...,2, € R? gegeben, so
dass darunter keine m Punkte mit gleicher x-Koordinate sind fiir ein gegebenes m mit
2 <m <n. Dann enthdlt die Menge

L={l=4B0,01): do(l,zi,) = do(l, 2i,) = 0, i1 # i2, i1,i2 € {1,...,n}}

eine optimale Losung von (TLAD), das heifit, es gibt eine optimale Gerade fiir (TLAD),
die durch mindestens zwei der gegebenen Punkte verlduft.

Beweis. Nach Lemma 3.5 gibt es eine optimale Losung (1°P*, I°P*) von (TLAD). Damit
muss [°P* eine optimale Losung des Programms

(LAD(I°P%)) min Y dy(z, £(Bo, Br))

2
(Bo,B1)ER seqomt

sein, denn wiire I’ eine optimale Losung von (LAD(I°PY)) mit

Z dv(zi,l') < Z dv(zialopt)a

1eIopt 1eIopt

dann wire (I, I°P') eine bessere Losung fiir (TLAD) im Widerspruch zur Optimalitéit
von (%P T°PY). Aber (LAD(I°P")) ist ein (LAD)-Programm fiir die Punkte z;, i € I°Pt.
Von diesen Punkten haben mindestens zwei eine unterschiedliche x-Koordinate, denn
sonst wiren alle z;, i € I°P' gleich und es géibe im Widerspruch zur Voraussetzung m
Punkte mit gleicher z-Koordinate unter den z1, ..., z,. Nach Lemma 3.15 enthélt L eine
optimale Losung 1P von (LAD(I°PY)). Fiir diese Losung gilt

D de(z 17 = ) dy(z, 17

ieJopt 1eJopt

und damit ist (197", I°P*) auch eine optimale Losung von (TLAD). O

Mit dieser Aussage kann eine Losung von (TLAD) bestimmt werden, indem aus den
vorgegebenen Punkten 21, ..., z, alle () = O(n?®) Paare von Punkten bestimmt werden
und die Zielfunktionswerte der dadurch bestimmten Geraden ausgewertet werden. Fiir
das Auswerten des Zielfunktionswerts fiir jedes Paar von Punkten ist erstens die Be-
rechnung der Abstédnde aller Punkte von der zugehorigen Gerade in einer Zeit von O(n)
notig und zweitens die Bestimmung der m kleinsten Abstdnde durch eine Sortierung der
n Absténde. Die Sortierung benétigt eine Zeit von O(nlogn) [10]. Die Auswertung der
Zielfunktion geschieht also O(n?) mal in einer Zeit von O(nlogn), so dass sich insgesamt
eine Zeitkomplexitit von O(n?logn) zur Bestimmung aller mdglichen Zielfunktionswerte
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3.3 Eine endliche Kandidatenmenge fiir (TLAD)

ergibt. Die Bestimmung des kleinsten Wertes in O(n?) lisst die Zeitkomplexitiit unver-
andert.

Aufierdem kann man aus Satz 3.16 ein kompaktes Gebiet @ C R? bestimmen, in dem
die Geradenparameter (fy, 51) liegen miissen, wenn man nur an einer optimalen Losung
interessiert ist und nicht unbedingt an allen. Zuerst schréanken wir die Steigung 3; auf
ein Kompaktum @7 ein. Da es eine optimale Lésung [ gibt, die durch zwei der gegebenen
Punkte, 2z; und z;, verlduft, ist die Steigung dieser Losung 31 = % Daher kénnte man
(1 sinnvoll einschrinken auf

Bre| min 0 max HI o g]=Q (321)

i,J=1,...,n Tj — X i,7=1,...,n Tj — X

Die Berechnung dieser Schranken benétigt offenbar eine Zeit von O(n?), da Minimum
und Maximum {iiber zwei Indizes von 1 bis n gebildet werden miissen.

Nun muss noch Gy auf ein Kompaktum Qg beschrankt werden. Wir nutzen wieder aus,
dass es eine optimale Gerade | = ¢(0y, $1) gibt, die durch einen Punkt z; verliuft, also
y; = Bo—+ P1x;. Bei bekannter Steigung 31 dieser Geraden ergibt sich der Achsenabschnitt
zu By = y; — B1x;. Wir hatten aber durch @1 die Steigung schon beschrinkt. Also ist der
kleinstmogliche Achsenabschnitt

min y; — fiz; > min y; — max Six;
i=1,...,n i=1,...,n i=1,...,n
B1EQ1 B1EQ1
= Ymin — mMax {q * Tmin, g - :Emax} = qO' (322)
9=49,>% B

In analoger Weise lésst sich auch g bestimmen. Diese Schranken konnen offenbar in
linearer Zeit bestimmt werden, so dass man nun die Geradenparameter in einer Zeit von
O(n?) auf ein Kompaktum @Q = Qo x @1 beschriinken kann.
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4 Platzierung mehrerer Geraden

4.1 Problemstellung

Eine natiirliche Erweiterung der Fragestellung aus dem vorigen Kapitel ist die Platzierung
mehrerer Geraden zur Beschreibung der gegebenen Punkte. Das Problem besteht hier
also darin, die Punkte zi,...,2z, durch K € N Geraden I1,...,lx anzunihern, wobei
wie schon bei der Platzierung einer Geraden nur die m Punkte beriicksichtigt werden
sollen, die den optimalen Geraden am néchsten sind. Es soll hierbei ein Punkt z; als gut
angendhert bezeichnet werden, wenn er von einer der Geraden [ einen kleinen Abstand
hat, also dy(z;, lx) klein ist. Die Absténde dieses Punktes von den anderen Geraden sind
dann nicht mehr von Belang, der Punkt wird also der Geraden fest zugeordnet, die ihn
am besten approximiert. Man kann daher mit

in  dy(z;,!
Qi v(zis k)
den Abstand des Punktes z; von den Geraden [q,...,lx bezeichnen. Die Geraden sind
dann so zu bestimmen, dass die Summe dieser Absténde fiir alle m relevanten Punkte
minimal wird. Als mathematisches Programm erh&lt man

min min  dy (24, 4.1
P Lot =1, K v(2(0), lk) (4.1)
Geraden im R2 =1

mit einer Permutation (-), die analog zu (3.1) zu wéhlen ist und von den Geraden
l1,...,lx abhingt:

k=1,...,.K

in dV(Z(l),lk) <...< 7min dV(Z(n),lk) (4.2)

[ARR]

Das lésst sich wie in (3.3) auch wieder kombinatorisch formulieren:

min min min  dy(z;, [ 4.3
I Ic{lm} “~ k=1,..K v(zi, lk) (4.3)
Geraden im R2 [I|=m el

Es ist klar, dass die Punkte immer besser beschrieben werden konnen, je mehr Geraden
verwendet werden. Im Extremfall kann man K = [m/2] Geraden platzieren und eine

52
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Gerade durch je zwei Punkte legen (Fiir ungerade m ist die letzte Gerade dann nicht
eindeutig bestimmt, da sie nur durch einen Punkt verlaufen muss). Fiir diese Geraden
wire der Zielfunktionswert gleich Null und damit wéren sie optimal.

Dieses Programm erhilt also als Eingangsdaten Punkte z1,...,z,, eine Anzahl m mit
0 < m < n von Punkten, die dem Modell folgen, und eine Anzahl K von Geraden, die
zur Modellierung verwendet werden sollen. K sollte kleiner als [m/2] sein, damit das
Programm nicht trivial wird. Eine Losung des Programms besteht aus Geraden [y, ...,
und Indexmengen [Iy,..., g, wobei i € [} nur, wenn

dy(zi, k) = k/_HlliIleV(Zi, i)

Sollte das Minimum fiir mehrere Indizes angenommen werden, wird ¢ nur einer der In-
dexmengen zugeordnet, so dass diese disjunkt sind. Diese Zuordnung kann willkiirlich
geschehen. Aufserdem sollen die Indexmengen keine Ausreifser enthalten, also nur Indizes
i mit (i) < m in (4.2) werden aufgenommen, d. h. |[[;U...UIg| = m und alle Punkte, die
in keiner dieser Mengen enthalten sind, werden als Ausreiker betrachtet. Bei Mehrdeu-
tigkeit kann auch hier die Auswahl willkiirlich geschehen. Eine solche Lésung notieren
wir als (I3, I1,...,lx, Ix). Hier muss man sich klarmachen, dass die Indexmengen kei-
ne freien Parameter sind, wie es auf den ersten Blick scheinen kénnte, denn die Wahl
der Geraden legt die Indexmengen schon fest, zumindest bis auf die oben erwdhnten
Uneindeutigkeiten.

Als Erstes soll das Problem wieder auf nicht-vertikale Geraden eingeschrénkt werden,
um fiir die lineare Regression mit latenten Klassen von Nutzen zu sein. Dann wird das
Problem aus (4.1) zu

K-TLAD min min  dy(zg), £ , 44
( ) (Bo1,011),--(Box ,B1xc ) ER? ; k=1,...K ( @) (BOk ﬁlk)) ( )
oder zu
K-TLAD min min min  dy(z;, ¢ , .
( ) (Bo1,811),--(Boxc P11 ) ER? IC|§|1:--7”} icl k=1,...K ( (Bo Bi1x))

(4.5)

4.2 NP-Volistindigkeit der Geradenplatzierung

Bevor weitere Figenschaften des K-TLAD-Problems untersucht werden, soll zunéchst
gezeigt werden, dass eine algorithmische Losung sehr aufwendig ist. Dazu wird die NP-
Vollstiandigkeit von (K-TLAD) nachgewiesen, indem es auf eine leicht abgewandelte Form
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4 Platzierung mehrerer Geraden

des point covering Problems aus Megiddo und Tamir [23] reduziert wird. Unter dem
Gesichtspunkt der NP-Vollstindigkeit des Problems erscheint auch die Komplexitit des
in Abschnitt 4.4 angegeben Losungsverfahren in einem anderen Licht: Trotz der langen
Laufzeit des Verfahrens wirft die NP-Vollstédndigkeit des Problems die berechtigte Frage

auf, ob es iiberhaupt deutlich schnellere Algorithmen gibt — unter der Annahme P #
NP.

Wir beginnen mit der Angabe des urspriinglichen point covering Problems und einer
direkten Folgerung fiir das Problem aus 4.1.

Das point covering Problem (PC). Seien Punkte z; = (x1,91),...,2n = (Tn,yn) in
der Ebene gegeben und eine Zahl K. Entscheide, ob es K Geraden gibt, so dass diese die
gegebenen Punkte iiberdecken. Das heifst, jeder der Punkte muss mindestens auf einer
der Geraden liegen.

Satz 4.1 (NP-Vollstédndigkeit des point covering Problems, [23]). Das point covering
Problem (PC) ist NP-vollstindig beziiglich der Eingabegrifie K.

Die NP-Vollstandigkeit wurde in [23] sogar fiir rationale Punkte z;,y; gezeigt. Damit
ist das Problem (4.1) bzw. (4.3) NP-vollstéindig, denn wenn es in polynomieller Zeit
l6sbar wire, kénnte man in dieser Zeit ermitteln, ob dessen Zielfunktionswert verschwin-
det oder grofer als Null ist. Im ersten Fall hat man K Geraden gefunden, so dass
ming—y . i dv(2i,1l) = 0 fiir alle ¢ = 1,...,n, also liegt jeder Punkt auf mindestens
einer der Geraden. Im zweiten Fall hingegen muss es mindestens einen Punkt z; geben,
fur den ming—; g dy(z;, 1) > 0 gilt. Damit ist das Entscheidungsproblem geldst.

Allerdings ist (K-TLAD) ein Spezialfall von (4.1), so dass dessen NP-Vollstandigkeit noch
nicht direkt gefolgert werden kann. Dazu bendtigen wir zuerst eine Folgerung aus Satz
4.1, die das point covering Problem einschrankt, aber die NP-Vollstandigkeit erhélt.

Das eingeschrinkte point covering Problem (PC?). Seien Punkte 21 = (21, 1), - - -,
Zn = (T, yn) in der Ebene gegeben und eine Zahl K. Entscheide, ob es K nicht-vertikale
Geraden gibt, so dass diese die gegebenen Punkte iberdecken. Das heifst, jeder der Punkte
muss mindestens auf einer der Geraden liegen.

Korollar 4.2 (NP-Vollstindigkeit des eingeschrinkten point covering Problems). Das
eingeschrankte point covering Problem (PC’) ist NP-vollstandig beziiglich der Eingabe-
grofie K.

Beweis. Wir nehmen an, das auf nicht-vertikale Geraden beschrénkte point covering
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4.2 NP-Volistindigkeit der Geradenplatzierung

Problem wire in polynomieller Zeit p(K) losbar, und erzeugen einen Widerspruch durch
polynomielle Reduktion wie in Lemma 3.14.

Zunichst wihlt man K + 1 paarweise verschiedene Winkel ¢, ..., ¢% ; € [0,7]. Dann
sei T, eine Drehung der Ebene um ¢. Lose dann die K + 1 point covering Probleme mit
Einschrinkung auf nicht-vertikale Geraden fiir jeweils die Punkte

T—(,D; (2,’]_)7 . e 7T_992 (ZTL)

in jeweils polynomieller Zeit p(K), also insgesamt in polynomieller Zeit (K + 1)p(K).
Jetzt kdnnen zwei Fille auftreten.

Fall 1. Bei mindestens einem der transformierten Probleme — ohne Einschrinkung bei
dem mit der Transformation T_@/1 — gibt es K Geraden [q,...,lx, so dass jeder der
transformierten Punkte auf mindestens einer dieser Geraden liegt. Dann liegt auch jeder
der zurticktransformierten Punkte z; = T, (T (2:)), i = 1,...,n auf mindestens einer
der Geraden T (lh), ..., T, (Ik), da Drehungen den euklidischen Abstand erhalten. Das

urspriingliche point covering Problem ist positiv beantwortet.

Fall 2. Bei keinem der transformierten Probleme gibt es K Geraden, so dass jeder der
transformierten Punkte auf mindestens einer der Geraden liegt. Angenommen, das ur-
spriingliche point covering Problem hétte aber K solche iiberdeckenden Geraden [, ...,
lr. Dann bildet jede dieser Geraden genau einen Winkel mit der y-Achse im mathe-
matisch positiven Sinne gemessen. Also bilden die K Geraden hochstens K verschiedene
solche Winkel ¢1, ..., ¢k, da sie auch parallel sein kénnen. Die Winkel liegen alle in [0, .
Jetzt gilt aber ¢ # y fiiralle k = 1,..., K und einen festen Index ko € {1,..., K +1}.
Das hiefse aber, dass alle Geraden 1"y, (I1),...,T 4, (Ix) nicht-vertikal sind und die
Punkte Ty, (21),...,T-¢,, (2n) tiberdecken. Das ist ein Widerspruch und das urspriing-
liche point covering Problem ist negativ beantwortet.

Da die Transformation der Punkte in konstanter Zeit beziiglich K moglich ist, kdnnte
man so das point covering Problem in polynomieller Zeit l6sen, wenn man das point
covering Problem mit Einschrinkung auf nicht-vertikale Geraden in polynomieller Zeit
16sen konnte. Das ist ein Widerspruch zur NP-Vollstandigkeit des point covering Problems
nach Satz 4.1. O

Bemerkung 4.3. Der Beweis funktioniert auch, wenn man nicht die vertikalen Gera-
den ausschlieft, sondern zum Beispiel die horizontalen. Dann sind lediglich die Winkel
©1,-..,pr anders. Dieselbe Beweisidee fiihrt ebenso zum Ziel, wenn man alle Geraden,
die einen bestimmten Winkel mit der x-Achse bilden, verbietet.

Man kann sogar eine feste Anzahl W von Winkeln @1, ..., ¢y vorgeben und verlangen,
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4 Platzierung mehrerer Geraden

dass Geraden, die diesen Winkel mit der z-Achse bilden, nicht zum Uberdecken verwendet
werden diirfen. Dann muss man nicht K + 1 transformierte Probleme l6sen, sondern
W K +1. Wenn man auch W = 0 als leere Bedingung an die Steigungswinkel der Geraden
zuldsst, kann man das point covering Problem sehr allgemein formulieren.

Das allgemeine point covering Problem (PC”). Seien Punkte z; = (z1,91),...,
zn, = (Tn,yn) in der Ebene gegeben und eine Zahl K. Entscheide, ob es K Geraden
gibt, so dass diese die gegebenen Punkte iiberdecken. Das heift, jeder der Punkte muss
mindestens auf einer der Geraden liegen. Dabei darf keine der Geraden einen Winkel
©1,- ., ew mit der z-Achse bilden (gemessen im mathematisch positiven Sinne).

Damit hat man wie oben unmittelbar die NP-Vollstindigkeit einer ganzen Klasse von
Geradenplatzierungsproblemen.

Satz 4.4 (NP-Vollstandigkeit der Geradenplatzierung). Seien Punkte z1 = (x1,y1),-- -,
Zn = (Tn,yn) in der Ebene und zwei Zahlen K und m gegeben. Auflerdem seien W
Winkel ¢1,...,pw gegeben und d eine Abstandsfunktion, die den Abstand d(z,1) von
einem Punkt z zu einer Geraden | angibt. d erfille

1. d(z,1) >0
2.d(z,))=0 & =zel

fiir alle Punkte z und Geraden [ in der Ebene. Dann ist das Problem, K Geradenly, ..., lx
zu finden, die die Zielfunktion

min min  d(z;,1 4.6
Ic{l,n} “~ k=1,..K (20, lk) (4.6)
|I|:m el
minimieren, sodass keine der Geraden einen Winkel o1, ..., pw mit der x-Achse bildet,

NP-vollstindig in Bezug auf die Fingabegrifle K. Dies gilt auch, wenn W =0, also kein
Winkel verboten ist.

Beweis. Wir betrachten nur den Spezialfall m = n und daraus folgt die NP-Vollstdndig-
keit des allgemeineren Problems fiir beliebiges m. Angenommen, das Geradenplatzie-
rungsproblem wére nicht NP-vollstdndig. Dann kann man in polynomieller Zeit den op-
timalen Zielfunktionswert fiir (4.6) ermitteln. Dieser kann verschwinden oder grofser als
Null sein wegen der ersten Bedingung an die Abstandsfunktion d.

Fall 1. Angenommen, die Zielfunktion verschwindet. Dann liegen wegen der zweiten
Bedingung an d alle gegebenen Punkte auf mindestens einer der optimalen Geraden.
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Wurden keine Einschréankungen an die Steigungswinkel der Geraden gestellt, wére da-
mit (PC) positiv beantwortet. Wurden die Steigungswinkel eingeschrankt, wurde (PC”)
positiv beantwortet.

Fall 2. Wenn der Zielfunktionswert echt grofser als Null ist, dann muss mindestens ein
Punkt z; unter den gegebenen existieren, der ming—; . g d(Zj, lx) > 0 fiir die optimalen
Geraden [y, ...,lx erfiillt. Dieser liegt dann auf keiner der Geraden wegen der zweiten
Bedingung an d. Damit ist (PC) bzw. (PC”) negativ beantwortet.

Insgesamt konnte also (PC) bzw. (PC”) in polynomieller Zeit gelost werden im Wider-
spruch zu deren NP-Vollsténdigkeit nach Satz 4.1 bzw. Korollar 4.2 und Bemerkung
4.3. O

Der vertikale Abstand erfiillt natiirlich die beiden Bedingungen von Satz 4.4 (siehe da-
zu auch Lemma 3.8) und im Fall von (K-TLAD) ist W = 1 und der verbotene Winkel
1 = m/2. Somit ist (K-TLAD) NP-Vollstindig. Es ist allerdings zu bemerken, dass auch
die Verwendung der LS-Methode mit den quadrierten Resiuden als Abstandsfunktion die
Voraussetzungen des Satzes erfiillt und die latent-class Regression unter ihrer Verwen-
dung ebenfalls NP-vollstindig ist. Damit verliert die L.S-Methode bei mehreren Geraden
einen ihrer groften Vorziige, den sie bei der Platzierung einer Geraden gegeniiber der
LAD-Methode aufweist: ihre Effizienz.

4.3 Spezielle Loésungen und Existenzaussagen

Nachdem wir gezeigt haben, dass aufgrund der NP-Vollstandigkeit der Geradenplatzie-
rung die Losung von (K-TLAD) sehr rechenintensiv sein wird, suchen wir in diesem Ab-
schnitt nach Bedingungen an die gegebenen Punkte 21 = (z1,41),...,2n = (Tn, yn), die
sicherstellen, dass man guten Gewissens nach nicht-vertikalen Geraden zu deren Approxi-
mation suchen kann und so statt des Problems aus (4.1) nach Losungen von (K-TLAD)
suchen kann. Aufserdem sind wir an Existenzaussagen zu dem Problem interessiert.

Lemma 4.5. Seien Punkte z1,...,2, € R?, m : 2K <m < n und K € N vorgegeben mit
zi = (wi,yi) fiiri=1,...,n. Seien x1,...,x, paarweise verschieden. Dann ldsst sich aus
jeder Losung (11,11, ..., Uk, I) des Problems in (4.1) eine Losung (11,11, ..., U, I}) mit
gleichem oder besserem Zielfunktionswert konstruieren, wobei die Geraden lj, = £(5),, B11)

nicht-vertikal sind und jeder Geraden mindestens zwei Punkte zugeordnet sind, also |I}| >
2 firallek=1,... K.
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4 Platzierung mehrerer Geraden

Beweis. Wir nehmen an, dass es einen Index ko gibt, so dass Iy, vertikal ist oder Iy, = ()
oder Iy, = {ip} fiir einen Index ip, denn sonst ist nichts zu zeigen. Fiir jeden der drei
Fille geben wir eine Vorschrift an, die Iy, — [}, bzw. Iy, — I; ~abbildet, so dass fiir
den Index kg in der neuen Losung die gewiinschten Eigenschaften erzeugt werden, fiir die
anderen Klassen k € {1,..., K} \ {ko} die gewiinschten Eigenschaften erhalten bleiben
und der Zielfunktionswert sich nicht verschlechtert.

Falls I, = {io}, gibt es k1 mit |Ij,| > 3, denn sonst wére |I; U...U Ix| < 2K. Setze
dann I} := Iy, U {i1} mit einem iy € Iy, und I} := Ix, \ {i1}, so dass [I} | = 2 und
I} > 2,und wihle [j als die Gerade, die durch z;, und z;, verlduft. Sie ist nicht-vertikal,
da x;, # x;; nach Voraussetzung. Setze [}, := [}, fiir alle k aufier ko und I}, := I}, fiir alle
k aufer kg und k;. Fiir die Zielfunktionswerte der beiden Losungen gilt dann

K K
SN do(zile) = D0 de(zi k) + dolzig ly) + D dylzi liy) + dy (2, Ik,

k=1i€l} k;£ 1 i€l ’ielkl
ko .
k¢k1 (Z2

ZZd (zir 1) + D do(2iy 1) + dy(2ig, k) + dy (23, Iy

k?é 1 il zeI/l >0 >0
k;ékl

K
> Z Z dV(Zi7 l;c) + dV(ZiOﬂ l;co) +dV(Zi17 l;cl)

k=1 4€el,
k¢k01 k =0 =0

K
=D du(zi ).

k=1 ZEIIQ

Falls I, = 0, gibt es ky mit |Iy,| > 4 oder ky und kg mit |I,| > 3 und |Ij,| > 3, denn
sonst wéire [[1U...Ulk| < 2K. Im ersten Fall setze I} := {i1,42} mit zwei verschiedenen
Indizes i1,z € Iy, und I}, := Iy, \{i1,42}. Im zweiten Fall setze I} := {i1,42} mit s € I,
und ip € Iy, sowie I} := Iy, \ {i1} und I} = Iy, \ {i2}. Setze weiter [} als die Gerade,
die durch z;, und z;, verlduft und damit nicht-vertikal ist. Aukerdem [} := [} fiir alle
k auker ko und I := I, fur alle k aufer k; bzw. ki und k. Wie im Fall I, = {io}
iiberpriift man, dass die Losung (11,11, ..., U, I)x) keinen schlechteren Zielfunktionswert
hat.

Falls Iy, vertikal ist, gilt dy(zi,,lk,) < oo fiir hochstens ein iy € {1,...,n}, da die x; nach

Voraussetzung paarweise verschieden sind. Damit ist dy(z;,lg,) = oo fiir alle anderen i.
Verschiebe daher alle ¢ mit ¢ € Iy, und dy(2;,lx,) = 0o in eine beliebige Indexmenge I,
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4.3 Spezielle Lésungen und Existenzaussagen

k1 # ko, da in jedem Fall dy(z;,lk,) < oo gilt. Gehe dann zum ersten oder zweiten Fall.

Jetzt kann man diese drei Vorschriften so lange wiederholen, bis man eine Lésung mit
nur nicht-vertikalen Geraden erhilt, denen jeweils mindestens zwei Punkte zugeordnet
sind. O

Durch das Voraussetzen von 2K < m < n und paarweise verschiedenen z-Koordinaten
kann also nicht ausgeschlossen werden, dass es eine vertikale Gerade gibt, die in einer
optimalen Losung fiir (4.1) enthalten ist, allerdings gibt es im Falle der Existenz einer
Optimallésung auch immer eine, die nur nicht-vertikale Geraden enthilt. Damit kann
man sich auf das Problem (K-TLAD) aus (4.4) bzw. (4.5) zuriickziehen, wenn man nur
irgendeine optimale Losung sucht und nicht alle. Wie schon auf Seite 30 fiir (TLAD)
argumentiert, stellen diese Voraussetzungen keine besonders groffe Einschrénkung fiir
die Anwendung des K-TLAD-Problems im Bereich der Statistik dar. Bei wahlbaren x-
Koordinaten kénnen diese paarweise verschieden gesetzt werden, bei zuféllig bestimmten
z-Koordinaten verschwindet die Wahrscheinlichkeit zweier gleicher x-Koordinate fiir ste-
tige Verteilungen.

Nun miissen wir noch die Existenz einer optimalen Losung sicherstellen (siehe Lem-
ma 4.6). Die Frage der Nicht-Eindeutigkeit konnte ja schon fiir (TLAD) geklart werden
(Seite 33) und eriibrigt sich somit fiir (K-TLAD), da es eine Verallgemeinerung von
(TLAD) ist.

Lemma 4.6. Fiir Punkte 21, ..., z, € RZ mit z; = (z,v;) firi = 1,...,n und paarweise
verschiedenen x1, . .., xy, sowie m mit 2K < m < n hat (K-TLAD) eine optimale Lésung.
Beweis. Wegen Lemma 4.5 konnen wir uns auf Losungen (I1,I1,...,lx, k) mit [ =

(Bok, P1x) und |Ix| > 2 fiir alle k = 1,..., K beschranken. Sei nun Ji fiir jedes k eine
feste Indexmenge mit mindestens zwei Elementen, die die Punkte z;, j € Jj der Geraden
I zuordnet. Die Ji seien paarweise disjunkt und es gelte |J; U...U Jg| = m. Dann gilt
fiir jedes k und jedes Ji

Z dy(zj, k) = Z [y — Bok — Birj]

Jje€Jk JEJK

| (Bok B1k)ll2—00
> |y, — Bok — Bikw, | + |y — Bok — ik, | ———— 00

fiir zwei verschiedene Indizes ji, js € Ji. Aber aus

||(Bot, Bi1s - - - Porc, Bik)||2 — o0
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folgt ||(Bog, Bix)|l2 — oo fiir mindestens ein k € {1,..., K}. Daher gilt

K
Z Z dy (2, lg) > Z dy(z,l3) l(Bo1,B11,--.Bok B1k)ll2—00 ~

k=1jeJ; Jj€J;
fiir jede Zuordnung Ji,...,Jx der Punkte zu den Geraden. Also kann man die Gera-
denparameter (Bo1, 11, -, Pok, Bik) auf ein Kompaktum @ C R2?X beschrinken, da

ein Minimierungsproblem vorliegt. Die Zielfunktion von (K-TLAD) ist als Kompositi-
on stetiger Funktionen (lineare Funktion, Betrag, Sortierung, Bildung eines Minimums,
Summe) stetig und nimmt auf @ ihr Minimum an. O

Wir haben schon gesehen, dass (LAD) eine konvexe Zielfunktion hat und (TLAD) nicht
einmal eine quasikonvexe. Daher hat natiirlich auch (K-TLAD) als Verallgemeinerung
von (TLAD) keine quasikonvexe Zielfunktion. Man kénnte nun vermuten, dass aber (K-
LAD) als Verallgemeinerung von (LAD) noch eine konvexe oder zumindest quasikonvexe
Zielfunktion besitzt. Das ist aber im Allgemeinen nicht der Fall, wie die Betrachtung
des Beispiels aus Abbildung 3.4 zeigt. Sollen ndmlich zwei Geraden ohne Trimmen zu
den Punkten aus (3.17) platziert werden, sind die Paare (I1,l2) und (l,l;) mit I} =
0(—1/2,1/2), lo = £(2,1/2) und Zielfunktionwert Null optimal fiir das zugehérige (K-
LAD). Aber (l3,l3) mit I3 = ¢(3/2,1/2) ist natiirlich keine optimale Losung, obwohl
es eine Konvexkombination der ersten beiden Losungen ist. Damit kann die Zielfunktion
nicht quasikonvex sein. Diese Beobachtung steht in engem Zusammenhang mit der Nicht-
Indentifizierbarkeit im statistischen Modell der latent-class Regression.

4.4 Eine endliche Kandidatenmenge fiir (K-TLAD)

Nun haben wir alle Mittel beisammen, um die weak incidence property, die wir schon fiir
(TLAD) in Satz 4.7 hatten, auch auf die Platzierung mehrerer Geraden mit (K-TLAD) zu

verallgemeinern. Zuerst zeigen wir, dass fiir eine optimale Losung (157, IPP*, ... 199" T9P")
von (K-TLAD) jede Gerade lzpt eine optimale Losung von (LAD) fiir die Punkte z;, i €
I,gpt ist, und wenden dann Lemma 3.15 an.

Satz 4.7 (weak incidence property fiir (K-TLAD)). Seien Punkte z1,. .., z, € R? gege-
ben sowie eine Anzahl K € N von Geraden und eine Anzahl m mit 2K < m <n. Dann
enthdlt die Menge

L=A(ly,...,lg) : lx verlduft durch mindestens zwei der
Punkte z1,...,2, Yk=1,...,K}

eine optimale Losung von (K-TLAD), falls x1,...,x, paarweise verschieden sind.
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Beweis. Nach Lemma 4.6 gibt es eine optimale Losung (l?pt,lfpt,...,l?t,l})ft) von

(K-TLAD). Da die Voraussetzungen von Lemma 4.5 erfiillt sind, nehmen wir ohne Ein-
schrinkung an, dass alle Geraden I$",. .. l%’t nicht-vertikal sind und \I,Spt] > 2 fiir alle

k=1,...,K. Damit ist lzpt eine optimale Losung von

(LAD(L™)) min > dy(zi, (5o, Br))

(Bo,B1)ER? "
ZEIED

fir jedes k=1,..., K.

Angenommen, das wire fiir ein &’ nicht so. Dann gibt es nach Lemma 3.5 eine optimale
Lésung 19, von (LAD(I,(;/pt)) und fiir den Zielfunktionswert von (K-TLAD) gilt

K K

Z Z dv(zialzpt) > Z Z dV(Zilept)+ Z dv(zialg’)

k=1;crept lf;fkl’ iE€IPPt ierPt
im Widerspruch zur Optimalitit von (157", IPP", ..., l%’t, I?(pt). Jetzt gibt es nach Lemma
3.15 eine optimale Lésung I fiir (LAD(IJP")), die durch mindestens zwei der Punk-
te z;, 4 € [P verlauft. Damit ist (If,I}™",... 1%, I??") optimal fiir (K-TLAD) und
(.. %) liegt in L. O

Hieraus kann man man (K-TLAD) auf ein rein kombinatorisches Problem zuriickfiihren,
denn man kann es l6sen, indem man fiir alle Kombinationen von K Geraden, die durch
mindestens zwei der gegeben Punkte verlaufen, die Zielfunktion auswertet. Nun zeigen
wir, dass die Zeitkomplexitit dieses Losungsverfahrens O(n?5+11ogn) ist.

Um den Zielfunktionswert gegebener Geraden [1, ..., g auszuwerten, miissen zuerst die
vertikalen Abstidnde

dy(zi, (L1, ..., 1lg)) = k:I?,Hl,K dy(zi, k) (4.7)
jedes der n Punkte von den Geraden bestimmt werden. Das geschieht fiir jeden Punkt
in O(K), also fiir alle Punkte in O(nK) = O(nlogn), wenn man K < logn annimmt,
was sicher gerechtfertigt ist, da es bei einer zu grofsen Zahl von Geraden zu einem Over-
fitting kommt. Dann miissen die m kleinsten der n Werte in (4.7) gefunden werden, zum
Beispiel durch eine Sortierung in O(nlogn) [10], was damit auch die Zeitkomplexitat der
gesamten Auswertung ist. Jetzt muss noch bestimmt werden, wie oft eine solche Auswer-

n

tung geschehen muss. Um die erste Gerade festzulegen, stehen (2) Paare von Punkten
zur Verfligung. Fiir die zweite hat man nur noch (";2) Paare, da die Punkte, durch die
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schon die erste Gerade verlduft, nicht mehr angendhert werden miissen. Damit ergibt sich

eine Anzahl ) o 19
ny (n-— . (- + - 2K
(5) ("2 7)o () moe

von Geradentupeln. Damit hat die Auswertung der Zielfunktion fiir alle diese Tupel eine
Zeitkomplexitit von O(n?*5+11logn). Die Bestimmung des Minimums dieser Werte ist in
O(n?%) moglich und &ndert die gesamte Zeitkomplexitiit nicht mehr.

Bei vielen Geraden, also wenn K grof ist, wird diese Zeit allerdings enorm grofs. Will
man zum Beispiel 2000 Punkte durch vier Geraden annihern, benttigt man hierfiir Zeit-
einheiten in der Gréfenordnung von 20007 -1og 2000 ~ 3,891 -103C. Wenn jede Zeiteinheit
nur eine Nanosekunde lang ist, sind das ca. 1,2-10'* Jahre. Man kann aber wie schon auf
Seite 51 in einer Zeit von O(n?) ein Kompaktum Q C R? bestimmen, auf das man die
Parameter (Bo, 31x) jeder Gerade beschrinken kann. Im obigen Beispiel sind das 4 - 10°
Zeiteinheiten, also vier Millisekunden.
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5 Algorithmen

In diesem Kapitel sollen Verfahren beschrieben werden, um die Probleme (LAD), (TLAD)
und (K-TLAD) méglichst schnell und gut zu 16sen. Mit Hilfe der weak incidence property
(Satz 3.16 und Satz 4.7) haben wir schon eine endliche Kandidatenmenge hergeleitet, die
nach einer optimalen Lésung abgesucht werden kann, was aber nur fiir kleine K in ak-
zeptabler Zeit machbar ist. Andere Verfahren wie der FastTLE-Algorithmus von Neykov
u. a. [24] sind zwar deutlich schneller, liefern allerdings nur lokal optimale Lisungen.

Die numerischen FErgebnisse, die in diesem Abschnitt prisentiert werden, wurden mit
R [27] berechnet. Der Arbeit liegt ein Datentridger mit allen Quelltexten bei und an
entsprechender Stelle wird auf Dateien dieses Datentrigers verwiesen.

5.1 Formulierung als lineares und gemischt-ganzzahliges lineares
Programm

Bevor wir Algorithmen zur Losung von (K-TLAD) angeben, formulieren wir das Problem
zunéchst als gemischt-ganzzahliges Programm und im Falle des (LAD) sogar als lineares
Programm, um zum Beispiel die Moglichkeit zu haben, diese Probleme mit Hilfe eines
Solvers wie Xpress zu l6sen. Wir beginnen mit diesem einfachen Fall. Zur Erinnerung:
Zu gegebenen Punkten 21 = (z1,41),...,2n = (Zn, yn) war (LAD) gegeben als

(LAD) (,@,gii)IEIRQ ;dv(zhg(/@(bﬁl)) (51)

nach (3.4) bzw. mit ausgeschriebener Zielfunktion als
(LAD) min Z \yi - (L‘Z‘ﬂl - ﬂo‘
i=1

s.d. [,/ ER

Um dies als lineares Programm zu formulieren, muss die Nicht-Linearitat der Zielfunktion
beseitigt werden. Dazu definiert man

di = |ys — x4 — Bol Vi=1,...,n (5.2)
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und erhélt

(LAD)  min Y d,
=1

s. d. di:|yi—l‘iﬁ1—ﬁ0| Vi:]_,...,n
Bo, /1 €ER, di>0 Vi=1...,n,

wobei die neuen Nebenbedingungen sicherstellen, dass (5.2) erfiillt ist und d; > 0 na-
tirlich ohne Einschrinkung gefordert werden kann. Nun ist die Zielfunktion linear, die
Nebenbedingungen jedoch nicht. Mit Hilfe der Beobachtung |z| = max{z,—x} kann
man
di > yi — i1 — Bo
di > |yi — x:i61 — Bol = und

di > i1 + Bo — i

statt (5.2) fordern. Da minimiert wird, wird damit im Falle einer optimalen Losung
(d°Pt, Spt,ﬁfpt) immer

t t t .
B = =B =G Vi1

gelten. Damit erhdlt man die optimalen Losungen von (LAD) durch das lineare Pro-
gramm

(LP-LAD)  min Y d,
=1

s. d. —xiﬂl—ﬂo—diﬁ—yi Vi:1,...,n
i+ o—di <yi Vi=1,...,n
Bo,/1eR, d; >0 Vi=1...,n.

(LAD) und (LP-LAD) sind nicht dquivalent, liefern aber dieselben optimalen Losun-
gen. Man kann den LAD-Schitzer also durch ein Simplex- oder Innere-Punkte-Verfahren
schnell bestimmen. Das Simplex-Verfahren nach Dantzig [5] ist zwar im Mittel effizient,
hat aber im schlimmsten Fall exponentielle Laufzeit [16]. Grundsétzlich ist die Losung
von (LP-LAD) in polynomialer Zeit mdglich [15], [13] — polynomial in n und Lénge der
bindren Kodierung des Problems. Die tatsichliche Laufzeit hingt jedoch von der Art
der bindren Kodierung ab und ist sogar bei festem n unbeschriankt, da die Koeffizien-
ten x; und y; vollig unabhingig von n sind und daher in n unbeschrénkt [21]. Damit
fithrt die Ausnutzung der weak incidence property aus Satz 3.15 zum schnellsten der hier
vorgestellten Losungverfahren fiir (LAD) mit einer Zeitkomplexitit O(n®logn) (siehe
Abschnitt 5.3). Die lineare Liosbarkeit linearer Programme nach Megiddo [22] ist hier
nicht anwendbar, da die Voraussetzung der festen Dimension verletzt ist.
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In ganz &hnlicher Weise kann auch (K-TLAD) umformuliert werden. Das Programm

ist allerdings ganzzahlig und zunéchst quadratisch. Fiir gegebene Punkte 21, ..., 2, und
Parameter m : 0 < m <nund K € N war
K-TLAD min min min  dy(zi, £(Bok, Bk
( ) (Bo1,B11)s--(Bok 1K) ER? IC‘HW,”} icl k=1,...K V( ’ ( 0 ! ))
=m

nach (4.5) bzw.

K-TLAD i I i — i
( ) i ) i |yi — Biexi — Box|
il=m €T

s. d. 50k,ﬁ1k€R Vk=1,...,K.

Man braucht nun Entscheidungsvariablen m;; € {0,1}, die angeben, ob ein Punkt z;
durch die Gerade ¢(Bok, f11) am besten angenéhert wird, also
mp =1 = k= argmin |y, — Biwz; — Box|-
K=1,.,K

Da jeder Punkt nur von einer Geraden approximiert werden soll, darf fiir jedes ¢ nur ein
i = 1 sein, siehe (5.3d). Aufserdem lésst sich mit diesen Variablen auch das Trimmen
modellieren, indem man fordert, dass genau m Punkte {iberhaupt einer Geraden zuge-
ordnet werden, siehe (5.3e). Wie schon fiir (LP-LAD) fithrt man Variablen d;j; ein, die
grober sind als der Abstand von Punkt z; zur Geraden ¢(Sok, G1k):

dik2|yi—xiﬁ1k—ﬁgk\ Vi:L...,n V/{Zl,...,K,

siehe (5.3b) und (5.3c). Dann hat man im Falle einer Optimallgsung wieder Gleichheit,
wenn 7;; = 1, da minimiert wird. In der Zielfunktion wird dann iiber alle d;; summiert,
wenn der Punkt z; der Geraden ¢(8og, 1% ) zugeordnet ist, siehe (5.3a). Mit diesen Mitteln
erhdlt man das Programm

K n
(Q-K-TLAD) min Z Z Tidik (5.3a)
k=1 1=1
s.d. yi — xifik — Por < dik Vi (5.3b)
Tifik + Bok — Yi < dig Vi (5.3¢)
K
d w1 Vi (5.3d)
k=1

K n
Z Z ik = M (5.3¢)

k=1 1i1=1
Bok Bk € R vk
Tik € {07 1}7 di > 0 v Z7k
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Es ist nicht dquivalent zu (K-TLAD), hat aber nach der gleichen Argumentation wie fiir
(LP-LAD) dieselben Optimallosungen. Es ist aukerdem wegen der Entscheidungsvaria-
blen 7, teilweise ganzzahlig und in der Zielfunktion quadratisch.

Durch Einfiihren neuer Variablen und Nebenbedingungen wollen wir die Zielfunktion nun
linearisieren (nach A. Schébel). Dazu betrachten wir den Term = - x fiir eine Entschei-
dungsvariable © € {0, 1} und eine nicht-negative und beschréankte kontinuierliche Variable
x € [0,¢]. Dann fithrt man die neue Variable z ein und stellt durch Nebenbedingungen
sicher, dass

0 fallsT™=0
Z=T-r = .
r fallsm=1

Die Nebenbedingungen sind

z < m-c (5.4a)
z < (5.4Db)
z > xz—c(l—m) (5.4c)
z >0 (5.4d)

Wenn ndmlich 7 = 0, erhdlt man aus (5.4a) und (5.4d) z = 0, wihrend (5.4b) erfiillt
ist, da x > 0 und (5.4¢) zu z > x — ¢ wird und mit z = 0 auch erfiillt ist, da = < c.

Ist hingegen m = 1, wird (5.4c) zu z > =z und erzwingt zusammen mit (5.4b) z = x.
Auferdem sind (5.4a) und (5.4b) erfiillt, da = € [0, ¢] gilt.

Jetzt sind wir in der Lage, (Q-K-TLAD) als gemischt-ganzzahliges Programm (mixed
integer program, MIP) zu formulieren, indem wir diese Beobachtung auf die m;;d;;, anwen-

66



5.1 Formulierung als lineares und gemischt-ganzzahliges lineares Programm

den (Xpress-Implementierung in Datei MIP-K-TLAD .mos auf beiliegenden Datentréger):

K n
(MIP-K-TLAD)  min Y > 2y
k=1 i=1
s.d. yi — 2Bk — Bor < dig Vi k
ziBig + Bok — yi < dig, Vi k
K
» mk <1 Vi
k=1
K n
) R
k=1 i=1
Ziky < Tk - G Vi, k
Zik < dig Vi, k
Ziky > dige — ¢i(1 — i) Vi k
Zik Z 0 \ i, k
Bok, Bik € Q Yk
T € {07 1}7 dzk >0 v Z7k
mit oberen Schranken ¢; fiir alle d;1,...,d;k, die noch bestimmt werden miissen. Wir

wissen schon, dass fiir jede optimale Lésung

opt opt opt . . . opt
dy = |yi — B i — Bop | Vi=1,...,n Vk=1,...,Kmitm, =1

gilt. Wenn Wf,f b= 0, ist der Wert von dfgt egal, da er die Zielfunktion nicht verdndert,
und kann beliebig eingeschrinkt werden. Also schitzen wir einfach alle d?};t nach oben
ab und nehmen an, dass (Bok, f1x) € Q = [QO,%] X [gl,ﬁl] von Seite 51, daher auch die
entsprechenden Nebenbedingung im Programm. So liefert (MIP-K-TLAD) zwar nicht
alle optimalen Losungen von (K-TLAD), aber mindestens eine (siehe Satz 4.7). Weil

opt opt opt| _ opt opt  ,opt opt
di = yi = Bry wi = By | = max{yi — By @i — By.s By, i + B — ik
schétzen wir die beiden Argumente des Maximums getrennt ab durch

opt opt
i — T; — < max . — xT; —
Yi — Py @i — By, (50k:ﬁlk)€Q{yl Bikxi — Pok

<y — min {fx;} — min  {Box}

Bik€lg, a1 Bok €ld,-q0]
_ JYi—qmi— g falls x; > 0 . Cz(l)
Yi — Q1% — 4, falls ; <0
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bzw.

ﬂoptx, + ﬁopt —y; < max Giexi + Bok — Vi
1k Ok ‘ (ﬁomﬁm)GQ{ ' l}

< max {Prgzi} + 5 max {Box} — vi

Bir€lg, a1l ok €14,:70
_ J@wi+ 0~y falls z; > 0 E)
g, +qo—y; fallsz; <0 o
und koénnen so
dip < ¢ = max{cgl), 052)} (5.5)
firallei =1,...,nund alle k = 1,..., K einschrinken. Wenn @) schon bekannt ist, kann

man das in konstanter Zeit fiir jedes Paar (4, k) tun, insgesamt also in O(nK).

Ein grofer Nachteil dieses Programms ist seine grofke Anzahl an (3n + 2)K Variablen,
von denen nK von booleschem Typ sind, und 5nK + n 4+ 2K + 1 Nebenbedingungen.
Auferdem sind 2K der Variablen frei, also nicht vorzeichenbeschrénkt. Durch Einfithrung
eines geeigneten groken M wie in [3, S. 260] durch Bertsimas und Shioda erhilt man
folgendes Programm (Xpress-Implementierung in Datei BS-K-TLAD.mos auf beiliegenden
Datentrager):

K n
(BS-K-TLAD)  min > Y dy

k=1 i=1
s.d. i —xifig — Por < dig + M (1 — my,) Vi k
zifik + Bok — vi < dire + M (1 — mr) Vi, k
K
d mr <1 Vi
k=1
K n
> D mw=m
k=1 i=1
Bok, Bk € Q vk
mik € {0,1},  dip >0 Vi k

M sei dabei fest und so grof gewéhlt, dass die erste und zweite Nebenbedingung fiir
mir = 0 redundant werden. Hier hat man nur (2n + 2) K Variablen, davon nK boolesch
und 2K frei, und 2nK + n + 1 Nebenbedingungen, wodurch diese Formulierung beim
L&sen vorzuziehen ist. Die Bestimmung von M ist in linearer Zeit in n und K moglich,
wenn ein Kompaktum @ wie von Seite 51 bekannt ist, denn M muss M > |y; — Bok — Bik]
fir alle s = 1,...,n und alle k = 1,..., K erfiillen, kann also gesetzt werden als M :=
max;—i, . ¢; mit den ¢; aus (5.5).
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Leider hat sich herausgestellt, dass (BS-K-TLAD) durch einen Solver wie Xpress nicht
schnell 16sbar ist. Schon kleine Beispiele mit K = 2 und n = 50 beanspruchten meh-
rere Stunden Rechenzeit. Das liegt daran, dass dieses Programm durch Xpress mit ei-
nem Branch&Bound-Verfahren gelost wird, aber wihrend des Losens keine gute untere
Schranke fiir den Zielfunktionswert gefunden wird. Dadurch muss fast jeder Ast des
B&B-Baums vollstindig abgesucht werden, was entsprechend lange dauert. Dass diese
unteren Schranken nicht gefunden werden kénnen liegt an der speziellen Struktur des
(BS-K-TLAD). Durch das Einfithren von M kann in der LP-Relaxation, die als Quelle
fiir untere Schranken verwendet werden kénnte, das m aus der letzten Nebenbedingung
recht gleichméfig auf die m;; aufgeteilt werden, das heifst m;, ~ mLK Wenn M und m
nun entsprechend grofs sind, bleibt auch (1 — mx)M =~ (1 — le)M recht grofs, so dass
viele — vielleicht sogar alle d;; auf Null gesetzt werden kénnen. Dann verschwindet aber
der optimale Zielfunktionswert der LP-Relaxation und liefert daher eine unbrauchbare
weil triviale untere Schranke. Das Duale der LP-Relaxation liefert dann ebenso einen
optimalen Zielfunktionswert von Null und einfach nur zuldssige Losungen des Dualen
konnen sogar negative Zielfunktionswerte ergeben, die wiederum als untere Schranke un-
brauchbar sind. Insgesamt kann es also schwer werden, an gute Schranken zu gelangen,

und die schlechte Leistungsfihigkeit des Solvers ldsst sich so begriinden.

Um die Anzahl an Variablen und Nebenbedingungen zu reduzieren, schlagen Bertsimas
und Shioda [3| ein Preprocessing der Daten vor. Dabei werden mehrere nahe beieinander
liegenden Punkt zu einem Cluster zusammengefasst um im Weiteren als Einheit behan-
delt. Somit entsteht ein heuristisches Verfahren. Die Autoren bezeichnen ihre Ergebnisse
als ausbaufihig, sind aber zuversichtlich, dass sich das Investieren von mehr Arbeit in
ihre Methode lohnt. Insbesondere sei es wichtig, die grofe Zahl M moglichst klein zu
wihlen, was aus obigem Grund sehr hilfreich wire. Falls das gelingt und noch einige
andere Probleme beseitigt werden kénnen, sei ihre Methode (CRIO = classification and
regression via integer optimization) auf einem guten Weg. Bisher hat sie besonders bei
groften Datenmengen mit Laufzeitproblemen zu kimpfen.

5.2 Der FastTLE-Algorithmus

Der FastTLE-Algorithmus von Neykov u.a. [24] ist eine Heuristik zur Losung des (K-
TLAD)-Problems. Das heifst, er findet nicht unbedingt die global optimale Lisung,
sondern eine lokal optimale L&sung. Das liegt unter anderem daran, dass er auf den
EM-Algorithmus von Dempster u.a. [7| aufbaut, der auch eine Heuristik ist. Der EM-
Algorithmus dient dazu, Maximum-Likelihood-Schétzer fiir statistische Modelle mit feh-
lender Information (incomplete data) wie die Regression mit latenten Klassen (siehe
Abschnitt 2.5) zu finden. Der FastTLE-Algorithmus fiigt die Funktionalitéit zur Behand-
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lung von Daten mit Ausreifiern hinzu. Das heifit, der EM-Algorithmus 16st (K-LAD)
heuristisch und der Fast TLE-Algorithmus (K-TLAD). Die zugrunde liegende Implemen-
tierung des EM-Algorithmus (flexmix) ist von Leisch [19]. FastTLE und flexmix sind als
R-Packages verfiigbar [27].

Die Vorgehensweise des Fast TLE besteht aus zwei Schritten. Im ersten Schritt wird eine
Stichprobe der Grofe k* der Daten gewdhlt und auf deren Basis ein Start-Schatzer durch
flexmix bestimmt. Neykov u. a. geben einen sinnvollen Wert d fiir £* an. Der so erhaltene
Schétzer ist also ein heuristisch bestimmter ML-Schétzer fiir eine Teilmenge der gege-
benen Daten. In diesem Schritt kann auch ein anderer Start-Schétzer gewéhlt werden,
zum Beispiel ein tatsichlich optimaler ML-Schitzer. Fast TLE leistet das allerdings nicht.
Im zweiten Schritt werden die £ Datenpunkte bestimmt, die fiir die Start-Schitzung die
grofbten Loglikelihood-Werte haben, und fiir diese k Punkte wird wieder heuristisch ein
ML-Schétzer bestimmt. Laut Neykov u. a. ist k = [(n + d + 1)/2] eine empfehlenswerte
Wahl. Diese beiden Schritte werden wiederholt und der beste Schétzer aller Wiederho-
lungen wird als Ergebnis des FastTLE ausgegeben. Das Hauptproblem dieses Verfahrens

Abbildung 5.1: Lineares Modell mit drei latenten Klassen, 250 Punkte
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ist, dass es nur eine Heuristik ist und nur lokal optimale Losungen findet. Dazu geben
wir ein Beispiel. Wir betrachten ein Modell mit drei Klassen:

Yii =34 1.4z, + €1 Vi=1,...,70
Yio =3 —1.1xz;0 + €59 Vi=1,...,70
Yis = 0.1z;3 + €53 Vi=1,...,60

mit Fehlern e, ~ N(0,02%) und o = 0,1. Die z-Koordinaten der Modellpunkte werden
durch Gleichverteilungen auf [—3, —1] fiir Klasse 1, [1, 3] fiir Klasse 2 und [—3, 3] fiir Klas-
se 3 erzeugt. Schlieblich werden Ausreifer durch eine Gleichverteilung auf [—4.5,4.5] x
[—0.8, 2.8] hinzugefiigt. Es ergibt sich ein Bild wie in Abbildung 5.1. Bestimmt man nun
mit dem FastTLE-Algorithmus die Modellparameter, ergeben sich Loésungen, die offen-
bar nicht global optimal sind. Tabelle 5.1 zeigt die Loglikelihood-Werte fiir normal- und
Laplace-verteilte Fehler von zwei FastTLE-Schétzungen, denen als Startwerte die kor-
rekte Anzahl an Klassen (K = 3) und die korrekte Anzahl an Modellpunkten (m = 200)
iibergeben wurden (siehe auch Datei neykov.r auf beiliegendem Datentriger). Da fiir

wahre Parameter FastTLE Schétzung 1 FastTLE Schétzung 2
normalverteilt -24.299 -97.784 -66.312
Laplace-verteilt -35.293 -104.754 -75.944

Tabelle 5.1: Loglikelihood-Werte fiir das Modell aus Abbildung 5.1 und zugehdrige
FastTLE-Schéatzungen (siehe auch Abbildung 5.2)

den Algorithmus im ersten Schritt eine zufillige Stichprobe der Daten fiir eine Start-
Schitzung gewdhlt wird, konnen verschiedene Ergebnisse trotz gleicher Eingangsdaten
auftreten, wie hier auch zu sehen ist. Die zweite Schétzung ist besser als die erste,
aber die Loglikelihood-Werte der wahren Modellparameter sind noch einmal deutlich
besser als die geschétzten. Da das globale Optimum einen moglicherweise noch besse-
ren Loglikelihood-Wert liefert, ist klar, dass eine Heuristik hier nicht ausreicht. Diesen
Eindruck verstirkt die Abbildung 5.2 noch. Hier sind die Geraden aus den beiden Schit-
zungen eingezeichnet. Die erste Schitzung hat nur eine der Geraden richtig platziert,
die zweite Schitzung immerhin zwei. Insgesamt wurde aber die Struktur, die durch die
Punkte beschrieben wird, nicht erkannt. Gerade das sollte aber die eigentliche die Aufgabe
sein, wenn man an Anwendungen denkt — zum Beispiel in der Medizin wie in der Ein-
leitung. Man kann dieses Problem zu einem gewissen Grad beheben, indem man mehr
Fast TLE-Schitzungen durchfiihrt und schlieflich diejenige mit dem besten Zielfunkti-
onswert verwendet. So bleibt die Hoffnung, dass man zufillig die Losung trifft, die die
Struktur der Daten tatséchlich beschreibt. Allerdings bleibt in der Praxis dann weiterhin
unklar, ob wirklich ein globales Optimum gefunden wurde, weil dort kein ein Vergleich
mit den wahren Parametern erfolgen kann, da diese ja unbekannt sind.
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Abbildung 5.2: FastTLE-Schitzung 1 (oben) und 2 (unten) fiir das Modell aus Abbil-
dung 5.1
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5.3 Der FDS-Algorithmus

Der Vollstédndigkeit halber wird hier noch einmal der Algorithmus beschrieben, der das
(K-TLAD)-Problem mit Hilfe der endlichen Kandidatenmenge aus Satz 4.7 16st. Er soll
ab jetzt FDS-Algorithmus (finite dominating set = endliche Kandidatenmenge) heifien,
denn in Abschnitt 5.4 soll er mit dem FastTLE-Algorithmus in einer Simulation verglichen
werden.

Da der FDS auf Satz 4.7 beruht, miissen im Wesentlichen die 2K-elementigen Teilmen-
gen der n Beobachtungen abgezihlt werden. Dies geschieht durch eine Art kanonische
Ordnung der Teilmengen, die man durch die Bijektion

{(il,...,iL)Iil,...,iLE{l,...,n}, i1<...<iL}

—

{IC{1,...,n}:]={i1,...,iL}}

erhdlt. Dann kann man sagen, dass eine Teilmenge I = {iy,...,i5} kleiner ist als eine
andere I' = {i},... i} }, wenn fiir k = arg min,, i), # i}, gilt, dass if < z;; Gilt 47 > i;;, ist

I grofer als I’, und wenn k nicht existiert ist I = I

Nun lésst sich der FDS-Algorithmus folgendermafen formulieren:

FDS-Algorithmus
Input: 21 = (21,%1),...,2n = (Tn,yn) € R?
meN:m<n
KeN:2K<m
Initialisierung: Setze I = {i,...,iax} :={1,...,2K}, LAD* := 0.

Schritt 1: Fiir K =1,..., K berechne
By = Lonr T i
Ligp—1 — Tigy
Bok’ = yigk - ﬁlkxiQk'
Schritt 2: Berechne fiir alle k=1,..., K und allet =1,...,n

dik := dyv(L(Bok» Bik)s zi) = |yi — Bikxi — Bok|-

Schritt 3: Bestimme fiir allei =1,...,n
k; := arg min d;i,
k=1,..K

Schritt 4: Sortiere durch eine Permuation (-) die Ausdriicke d;; absteigend, d. h.
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d(l)/’;u) S-S (fn(”)l;(n).

Schritt 5: Bilde LAD := ) d(,z .
1=1

Falls LAD < LAD*:

LAD* := LAD,
B = (Bor, 11, - - -+ Bok, Pik)
c:=(k1,...,kn)

Schritt 6: Falls I # {n — 2K +1,...,n}, gehe zur nichsten Indexmenge und zu Schritt 1.
Output: Parameter der fiir (K-TLAD) optimalen Geraden (35, 57),)

Optimaler Zielfunktionswert LAD*
Optimale Klassenzugehorigkeiten cy, ..., ¢y

Hieran kann man noch einmal sehr gut die Zeitkomplexitdt des Algorithmus ablesen.
Dazu nehmen wir an, dass K < logn.

Schritt 1: O(K) = O(logn)

Schritt 2: O(nK) = O(nlogn)

Schritt 3: O(nK) = O(nlogn)

Schritt 4: O(nlogn) nach Hoare [10]

Schritt 5: O(m) = O(n)

Schritt 6: konstante Zeit

Da die Schritte insgesamt (27;() = O(n*X) mal ausgefiihrt werden miissen ergibt sich

wie schon gesehen die Zeitkomplexitit O(n?5+1logn). Eine Implementierung des FDS-
Algorithmus findet sich in der Datei Simulation\fds.r auf dem beiliegenden Datentri-

ger.

5.4 Vergleich der Algorithmen

Um den FastTLE- und den FDS-Algorithmus zu vergleichen, wurde eine Simulation
durchgefiihrt. Dazu wurden zuféllige Regressionmodelle mit latenten Klassen und in
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verschiedenen Grofen erzeugt und anschliefend Schitzer mit beiden Algorithmen be-
stimmt. Die Ergebnisse werden verglichen in Bezug auf ihre Laufzeit und die Qualitét
des erhaltenen Schétzers. Aufgrund der langen Laufzeit des FDS-Algorithmus fiir grofe
Klassenzahlen K sind hier nur Modelle mit K = 1,2, 3 zum Einsatz gekommen.

Die zufillige Erzeugung eines Modells verlduft folgendermafen: Wihle zu gegebenen
K, n und m zufillige Klassengréfien ny,...,nxg und in jeder Klasse k die Parameter
Bok, b1k € [—5,5] und op € [0.1,1] zufillig geméf einer Gleichverteilung. Wahle die
Messstellen x;, i = 1,...,n; gleichverteilt aus [ag, ax + bg], wobei aj, gleichverteilt aus
[—5,5] und by aus [3,5] gewdhlt wird. Erzeuge dann die endgiiltigen Beobachtungen
durch

Yit = Box + BixTik + €ik Vi=1,...,npundVk=1,..., K,

mit €, ..., ek ~ N(0,04) fir alle k =1,..., K. Alle Fehler sollen auferdem unabhén-
gig sein. Fiige schlielich noch n — m Ausreifser hinzu.

Zur Simulation wird hier immer m = 0.8n gewihlt, um die Anzahl der verschiedenen
Modelle klein zu halten. Ein Modell wir also nach Vorgabe der freien Parameter K und
n zuféllig erzeugt. Es werden L Instanzen des Modells erzeugt und dann die Schatzungen
mit beiden Algorithmen durchgefiithrt. Um die Giite der Approximation unter Annah-
me normalverteilter Fehler zu vergleichen, wird der Mittelwert der getrimmten Summe
der quadrierten Residuen (trimmed sum of squared residuals, TSSR) und der enstpre-
chenden Loglikelihoodfunktion iiber die jeweils L Schiatzungen gebildet. Analog kann die
Giite der Approximation unter Annahme Laplace-verteilter Fehler durch Mittelung iiber
die getrimmte Summe der absoluten Abweichungen (trimmed sum of absolute deviati-
ons, TSAD) und wiederum die entsprechende Loglikelihoodfunktion ermittelt werden.
Auferdem wird zu jedem Schétzer eine Art relativer Abstand der geschitzten Parameter
zu den wahren Parametern angegeben. Fiir eine Gerade, also K = 1 ist der Abstand
einfach

\/(Bo — B0)? + (b1 — B1)?
VE+ B ’

wobei Gy und 31 die wahren Parameter sind und BD und 5’1 die geschéitzten. Bei mehreren
Geraden, also K > 2 kann der Abstand nicht einfach durch

\/Zszl(BOk — Bor)? + (Buk — Bux)?
\/2le By + B

berechnet werden, weil das statistische Modell nicht identifizierbar ist. Das bedeutet, das
die Schitzung (o, B1x nicht unbedingt Bog, f1x schitzt. Das sieht man am besten an
einem Bild wie in Abbildung 5.3.

(5.6)
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fffffffffffff

Abbildung 5.3: oben: ein Modell mit zwei latenten Klassen; links: Schétzer (1) fiir das
Modell; rechts: Schétzer (2) fiir das Modell
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5.4 Vergleich der Algorithmen

Hier sind ein Modell mit zwei Klassen ohne Ausreifser und zwei verschieden Schétzungen
fiir dieses gezeigt. Die Parameter der jeweils zwei Geraden sind (auf zwei Nachkommas-
tellen gerundet)

for = —2.54 B =—1.71 Boz =1.94 B2 = — 0.20
AV =—230 AV =—173 B =202 A = 0.20
65 =2.02 AP =_020 pP=-23 Y =_173

Daraus ergeben sich durch Einsetzen in (5.6) die Werte 0.05 fiir Schétzer (1) und 1.83 fiir
Schéitzer (2). Dabei sind beide Schitzer gleich gut und im Wesentlichen identisch. Nur
die Cluster sind einmal wie im Modell durchnummeriert und einmal anders.

Um doch so etwas wie einen relativen Abstand angeben zu kénnen, wird daher der Aus-
druck

. \/Zf:ﬂﬁof(k) — Bor)2 + (Brrr) — Bik)?
min
i \/Zszl B + Bt

angegeben, wobei 7 alle Permutationen von {1,..., K} durchliuft.

Es ist besonders hervorzuheben, dass der FDS-Algorithmus TSAD (global) minimiert,
wihrend der FastTLE-Algorithmus die Loglikelihoodfunktion im normalverteilten Fall
(lokal) maximiert. Der Einfachheit halber sind in Tabelle 5.2 die Werte der negativen
Loglikelihoodfunktion anstelle der normalen Loglikelihoodfunktion angegeben. Somit be-
deutet in allen Spalten ein niedrigerer Wert ein besseres Ergebnis. Zusétzlich zu den FDS-
und FastTLE-Schétzern (Eintrage ,FDS“ und ,,TLE®) sind in den Tabellen auch noch
die wahren Parameter des Modells (Eintrage ,model*) verzeichnet und ein kombinierter
Schétzer, bei dem der Fast TLE-Algorithmus die Schétzer des FDS-Algorithmus als Start-
werte verwendet (Eintrage ;mix“). In der Spalte ,Laplace® stehen die Werte der negativen
Loglikelihoodfunktion bei Annahme Laplace-verteilter Fehler und in der Spalte ,normal“
die Werte fiir normalverteilte Fehler. Alle Werte sind auf drei Nachkommastellen gerun-
det. Die Simulation wurde mit R programmiert und der entsprechende Quelltext befindet
sich im Ordner Simulation auf dem beiliegenden Datentréiger.

Man sieht, dass der FDS-Algorithmus dem FastTLE-Algorithmus bei der Giite der Ap-
proximation deutlich iiberlegen ist. Fiir K = 1 und kleine n ist er sogar schneller.
Bei grofsen n oder K > 2 macht sich die Zeitkomplexitdt des FDS-Algorithmus von
O(n?5+1logn) stark bemerkbar.

Ein interessanter Punkt ist die Verwendung des FDS-Algorithmus zur Berechnung von
Startlosungen fiir den FastTLE-Algorithmus. Geht man von normalverteilten Fehlern
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Algorithmus | n m K L [ TSAD TLaplace | TSSR  normal [ rel.Fehler  Laufzeit
model 25 20 1 100 8.962 14.813 7.806 13.301 0 0
FDS 25 20 1 100 7.792 11.345 6.635 11.145 0.132 0.124
TLE 25 20 1 100 9.347 13.686 10.098 12.276 0.210 6.683
mix 25 20 1 100 8.045 11.947 6.220 10.587 0.130 6.763
model 50 40 1 100 18.358 32.543 15.439 29.624 0 0
FDS 50 40 1 100 16.776 28.089 13.398 26.579 0.086 0.502
TLE 50 40 1 100 21.410 34.382 25.965 31.176 0.268 7.325
mix 50 40 1 100 17.071 28.750 12.841 25.830 0.075 7.335
model 100 80 1 100 34.729 61.12 28.881 55.43 0 0
FDS 100 80 1 100 31.887 52.138 24.062 48.258 0.101 2.118
TLE 100 80 1 100 36.004 57.901 34.228 52.416 0.151 9.065
mix 100 80 1 100 32.175 52.873 23.737 47.672 0.085 9.067
model 250 200 1 100 91.187  152.927 80.848  138.369 0 0
FDS 250 200 1 100 84.349 134.787 66.479  122.130 0.075 14.902
TLE 250 200 1 100 85.972 137.937 68.176  123.836 0.091 14.509
mix 250 200 1 100 84.643 135.456 66.053  121.508 0.071 14.540
model 500 400 1 100 | 187.433 323.152 | 165.905 294.743 0 0
FDS 500 400 1 100 | 177.682  293.889 | 143.149  268.504 0.036 71.945
TLE 500 400 1 100 | 179.204 296.365 | 145.250 269.688 0.058 23.193
mix 500 400 1 100 | 177.951  294.526 | 142.798  267.970 0.048 23.083
model 50 40 2 100 17.051 48.767 14.555 46.013 0 0
FDS 50 40 2 100 13.262 40.432 9.525 41.076 0.418 105.375
TLE 50 40 2 100 17.163 46.907 16.689 45.035 0.651 8.290
mix 50 40 2 100 14.369 41.934 10.123 40.060 0.461 8.413
model 100 80 2 24 32.187 101.161 24.929 95.475 0 0
FDS 100 80 2 24 28.334 89.962 19.546 87.576 0.107  1883.403
TLE 100 80 2 24 33.926 101.164 26.306 96.487 0.416 10.890
mix 100 80 2 24 29.134 91.190 19.603 86.863 0.100 11.169
model 35 28 3 24 4.260 22.813 1.094 20.765 0 0
FDS 35 28 3 24 3.073 12.727 0.746 14.368 0.088 769.741
TLE 35 28 3 24 7.640 30.692 4.562 28.661 1.111 8.751
mix 35 28 3 24 3.290 14.344 0.674 12.516 0.117 9.068
model 40 32 3 24 4.889 25.604 1.279 23.153 0 0
FDS 40 32 3 24 3.772 16.185 0.924 17.366 0.090 1840.734
TLE 40 32 3 24 7.169 29.501 3.878 27.932 0.739 9.266
mix 40 32 3 24 4.046 17.786 0.893 15.915 0.141 9.667

Tabelle 5.2: Durchschnittliche Ergebnisse der Schitzverfahren FDS, FastTLE und FastT-
LE mit Startwerten aus FDS
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5.4 Vergleich der Algorithmen

aus, kdnnen die TSSR-Werte des FastTLE durch die Startwerte deutlich verbessert wer-
den. Da FastTLE eine recht kurze Laufezeit hat, lohnt es sich eigentlich immer, ihn nach
dem FDS-Algorithmus noch einmal zusétzlich zu verwenden, um moglicherweise eine
Verbesserung der Schitzung zu erzielen.

Insgesamt ist der FDS-Algorithmus dem FastTLE-Algorithmus also vorzuziehen, wenn
die Datenmenge klein ist oder wenn unbedingt sichergestellt werden muss, dass man
einen global optimalen Schitzer erhilt. Wenn eine lange Rechenzeit akzeptabel ist, kann
er auch fiir grofere Datensétze verwendet werden. Das bietet sich besonders fiir einmalige
Analysen an, wenn zum Beispiel die Datenerhebung abgeschlossen ist und nicht damit
zu rechnen ist, dass innerhalb kurzer Zeit neue Daten erhoben werden miissen, da die
alten nicht mehr giiltig sind. Ein gutes Beispiel ist sicher die Analyse der Wirksamkeit
eines neuen Medikaments, denn es muss nur einmal getestet werden und nicht immer wie-
der neu. Aufserdem sollte hier mit maximaler Genauigkeit gearbeitet werden, da falsche
Schliisse aus den Daten, wie sie durch falsches Erkennen ihrer Struktur gezogen werden
kénnten (siehe Abschnitt 5.2), schwere Folgen nach sich ziehen kénnen.
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6 Ausblick

Um die LAD-Methode in der Praxis nutzen zu kénnen, wiren einige weitere Ergebnis-
se sehr hilfreich. Am naheliegendsten ist wahrscheinlich ein Algorithmus mit geringerer
Laufzeit. Zwar verhindert die NP-Vollstindigkeit aus Satz 4.4 eine effiziente Losung —
unter P # NP - allerdings gibt es einige Moglichkeiten, das Losen des Problems zu be-
schleunigen. Im Fall K = 1 ohne Trimmen, in dem durch die endliche Kandidatenmenge
eine Rechenzeit von O(n3logn) erzielt wird, konnte sicherlich unter Ausnutzung der Kon-
vexitdt (Lemma 3.12) und Anwendung von Verfahren, die auf der Methode des steilsten
Abstiegs basieren, eine geringere Komplexitdt erreicht werden. Auch im Fall K = 1
mit Trimmen ist eine Verbesserung der Zeitkomplexitéat moglich. Durch ein sweep-line
Verfahren kann sie eventuell auf O(n?logn) reduziert werden. Schwierigkeiten bei der
Verbesserung treten naturgeméf bei der Platzierung mehrerer Geraden auf. Hier wire
es interessant, zu untersuchen, ob sich das Konzept der sweep-line Verfahren auf die
Problemstellung fiir K > 1 iibertragen ldsst, um so wenigstens die Exponenten der Zeit-
komplexitit O(n?5+11ogn) ein wenig zu reduzieren. Zu kliren wire auch noch die Frage,
ob die Platzierung mehrerer Geraden wie in dieser Arbeit einem TLE nach Neykov u.a.
[24] entspricht oder nicht.

Eine weitere naheliegende Fragestellung ist die nach héheren Dimensionen. In dieser
Arbeit wurde nur die einfache Regression in zwei Dimensionen behandelt, allerdings ist
in der Praxis hdufig mehr als eine erkldrende Variable von Noten und eine Beobachtung
ist bei dieser multiplen Regression nicht mehr durch z; = (x;,7;) € R? gegeben, sondern
durch z; = (zj1,...,%ip—1,yi) € RP. Auch fiir den p-dimensionalen Fall lisst sich eine
duale Transformation analog zu Definition 3.6 angegeben, die jetzt Punkten Hyperebenen
zuordnet und umgekehrt. Es bezeichne

f(ﬂo,ﬂl, L ,,Bp_l) = {(81, .. .,Sp) ceRP: Sp = Bo+ Bis1+ ... —l-ﬁn_lsp_l}

eine affine Hyperebene im RP, die nicht parallel zur p-ten Koordinatenachse ist, denn sie
schneidet diese im Punkt (0,...,0,3y), so dass By wieder die Rolle des Achsenabschnitts
aus dem zweidimensionalen Fall iibernimmt. Weiter sei z = (z1,...,2p—1,y) ein Punkt
im RP, dann ist die duale Transformation gegeben durch

2 =l(—y,z1,...,Tp_1) fiir 2 € RP

"= (Bi,...,Bp—1,—Bo) fiir [ = (5o, B1, ..., Bp—1)-
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Der vertikale Abstand wird dann zum Abstand in der p-ten Koordinate:

dv(zal) = Iy —pixy — ... — ﬁp—lﬂl?p—1 - B0’~

Dieser ist wieder unter der dualen Transformation erhalten:
dv(l*a Z*) = | - ﬁO - 61-751 — .. ﬁpflxpfl + y| = dv(z7 l)

Auch sonst hat man Eigenschaften der dualen Transformation wie in Lemma 3.8. Damit
lassen sich analoge Ergebnisse zur Hyperebenenplatzierung wie zur Geradenplatzierung
erzielen.

weak incidence property Eine endliche Kandidatenmenge fiir die Platzierung einer Hy-
perebene erhidlt man wie in Lemma 3.15 iiber die Aussage, dass es eine optimale
Hyperebene gibt, die durch p affin unabhingige der gegebenen Punkte verlduft
(vgl. Schobel [30]). Dies konnte man vielleicht wieder auf die Platzierung mehrerer
Hyperbenen verallgemeinern wie in Satz 4.7. Die Zeitkomplexitat beim Durchpro-
bieren der Kandidatenmenge erhdht sich durch die héhere Dimension allerdings auf
O(nPE+11ogn).

pseudo-halving property Wie auf Seite 49 beschrieben, gilt die pseudo-halving property
in beliebigen Dimensionen (vgl. Schébel [30]).

Starker Punkt Ein starker Punkt wie in Satz 3.13 sollte sich auch fiir p Dimensionen
herleiten lassen.

Auferdem sollte man auch die weak incidence property auf die Platzierung mehrerer
Geraden und auch Hyperebenen durch norminduzierte und gerichtete Absténde verall-
gemeinern kénnen.

Da a priori ja die Klassen der Beobachtungen unbekannt sind, ist insbesondere auch de-
ren Anzahl K meist nicht bekannt. In dieser Arbeit wurde K als Parameter und nicht als
Variable des Problems aufgefasst und musste somit vor dem Lisen angegeben werden.
Gleiches gilt fiir die Anzahl m der Punkte, die zum Modell gehéren. Wiinschenswert
waren Verfahren, die diese beiden Grofen auch als Variablen auffassen und optimal be-
stimmen. Das birgt natiirlich gewisse Schwierigkeiten, denn fiir m = 0 wiirden keine
Punkte zur Zielfunktion beitragen, der optimale Zielfunktionswert wire Null. Ebenso
wird das Problem durch K > [m/2] trivial, da man dann immer je zwei Punkte mit
einer eigenen Gerade ohne Fehler annéhern konnte. Diese Fille sind theoretisch so unin-
teressant wie praktisch irrelevant. Daher miissen geeignete Einschrinkungen an K und m
gestellt werden. Ein gutes K koénnte durch die Verwendung eines Informationskriteriums
zur Modellauswahl bestimmt werden. Die beiden bekanntesten sind das
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6 Ausblick

Akaike information criterion [1] AIC =log L., . .,(0;) — P; und das
Bayesian information criterion [32] BIC =logL,, . .. (éj) — % logn,

wobei j verschiedene zur Auswahl stehende Modell indiziert, P; die Zahl der freien Pa-
rameter eines Modells ist und Lzl,.‘.,zn(éj) der grofte Wert der Likelihoodfunktion, der
mit Modell j zu erreichen ist. Die Auswahl geschieht durch die Maximierung eines der
Kriterien. Anschaulich bedeutet das eine Belohnung fiir grofse Likelihoodwerte, also fiir
Modelle, die kleine Fehler machen, und gleichzeitig eine Strafe fiir Modelle mit vielen
freien Parametern. In unserem Fall ist das eine Strafe fiir Modelle, die viele Geraden

verwenden.

Der FDS-Algorithmus kdnnte auch angepasst werden, um Geraden zu platzieren, von
denen einige Parameter bekannt sind. Zum Beispiel ist bei Ursprungsgeraden der Ach-
senabschnitt bekannt. In dem Fall wére die Zielfunktion fiir eine Gerade im Dualraum auf
eine Achsenparallele eingeschréinkt und man kann auf dieser die Linearitdtsbereiche als
Geradenstiicke indentifizieren (siehe Lemma 3.11). Dann wiirde moglicherweise ein Punkt
aus den gegebenen gentigen, um die Geraden endgliltig festzulegen. Falls das auch auf die
Platzierung mehrerer Geraden iibertragen werden kénnte, wiirde man damit die Kom-
plexitit auf O(n?8~P*!logn) reduzieren, wenn P die Anzahl der bekannten Parameter
ist (aufer im trivialen Fall P = 2K).

Insgesamt ist die LAD-Methode durchaus konkurrenzfihig zur weiter verbreiteten LS-
Methode, besonders, wenn von vornherein klar ist, dass ein robuster Schitzer benotigt
wird. Insbesondere die Effizienz der beiden Methoden bietet vom theoretischen Stand-
punkt aus betrachtet kein ausreichendes Argument mehr fiir die LS-Methode. Die Platzie-
rung einer Geraden ist aufgrund schneller Computer mit beiden Verfahren schnell durch-
zufithren und die Platzierung mehrerer Geraden ist in beiden Féllen NP-vollstéandig.
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