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1 Einleitung

Viele Bereiche der Biologie beschiftigen sich mit der Analyse von DNA-Sequenzen. Die
DNA ist, ein aus den vier Basen Adenin, Thymin, Guanin und Cytosin bestehendes Mo-
lekiil, welches in allen Lebenwesen als Tréger der Erbinformationen dient. Unter anderem
wird diese Information zum Bau der Proteine verwendet, welche die meisten Ablaufe in
einem Organismus steuern.

Mithilfe der DNA werden diese Informationen von einer Generation zur néchsten vererbt.
Wihrend der Replikation (Vervielfiltigung) der DNA konnen, neben Replikationsfehlern,
Mutationen auftreten. Mutationen kénnen allgemein als Verédnderung im Genom definiert
werden. Es gibt unterschiedliche Arten von Mutationen, zum Beispiel konnen einzelne Ba-
sen verandert, ausgeloscht oder eingeschoben werden. Treten diese Mutationen in den fiir
die Funktion wichtigen Bereich der DNA auf, fithrt dies meist zu nicht iiberlebensfihigen
Nachfahren. Dennoch kénnen sich einige Mutationen positiv auf die Anpassungsfahigkeit
der Nachfahren auswirken, was zu einer héheren Uberlebenswahrscheinlichkeit fithren kann.
Man geht davon aus, dass letztlich durch Mutationen und Anpassung die heutige Arten-
vielfalt entstanden ist.

Die Ahnlichkeit der DNA zweier Individuen oder Arten gibt somit Aufschluss iiber die
Verwandtschaft. Analog dazu kénnen, mithilfe der Ahnlichkeit in der Reihenfolge von Ami-
nosduren in Proteinen, Aussagen iiber Funktion, Sekundér- und Tertidrstruktur getroffen
werden.

Um Aussagen iiber die Ahnlichkeit von Sequenzen zu treffen, benétigt man ein Verfah-
ren um diese zu vergleichen. Ein einfacher Vergleich der Zeichenkette ist nicht moglich,
da Mutationen auch zu Verdnderungen in der Lange der Sequenzen fithren koénnen. Zum
Vergleich zweier Sequenzen kann die Methode der paarweisen Alinierung verwendet wer-
den. Um eine Alinierung berechnen zu kénnen, aus der sich tatséchlich Unterschiede in der
Sequenz, Funktion bzw. Struktur ableiten lassen, muss man viele lange Sequenzen mitein-
ander alinieren. Dies fiihrt auf das Problem der multiplen Sequenzalinierung. Man kann
die multiple Sequenzalinierung (MSA) als Verallgemeinerung der paarweisen Alinierung
betrachten. Es werden hier gleichzeitig mehr als zwei Sequenzen miteinander aliniert. Dies
erlaubt Aussagen iiber die Gemeinsamkeiten der Sequenzen und Verwandtschaft von meh-
reren Individuen. Diese Verallgemeinerung erhéht die Komplexitdt des Problems, sodass
das optimale Losen sehr aufwindig ist. Es werden also heuristische Verfahren entwickelt,
die einen gewissen Grad an Optimalitidt garantieren konnen.

1953 wurde der strukturelle Aufbau der DNA von James Watson und Francis Crick ent-
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deckt und in dem Artikel ,,Molecular Structure of Nucleic Acids: A Structure for Deoxy-
ribose Nucleic Acid“ [8] verdffentlich. Dies diente als Grundlage der Bioinformatik, wel-
che sich vorallem mit dem Umgang grofler Datenmengen befasst. Der erste Algorithmus
zur Losung des paarweisen Alinierungsproblems von DNA Sequenzen wurde bereits 1970
von Needleman und Wunsch in [2] vorgestellt. Eine Variation dieses Algorithmus wurde
1981 von Smith und Waterman in [9] vorgestellt. Dieser Algorithmus benutzt die Methode
der dynamischen Programmierung und berechnet die paarweise Alinierung in polynomi-
eller Zeit. Die multiple Sequenzalinierung ist, bis heute, eines der wichtigsten Probleme
in der Bioinformatik (s. z.B. Lander et al. 1991). Als Bewertungsfunktion fiir die Kompa-
bilitdt zweier Symbole in unterschiedlichen Sequenzen wird hier oft die sogenannte ,,Sum
of Pairs“-Funktion verwendet. Es wurde in [11] gezeigt, dass das Problem der multiplen
Sequenzalinierung mit dieser Funktion NP-vollstdndig ist. Historisch gesehen gibt es zwei
Moglichkeiten der Herangehensweise: Globale Algorithmen, die die gegebene Sequenzen
als ganzes miteinander alinieren und lokale Algorithmen, welche nach Abschnitten suchen,
die in allen Sequenzen gleich sind und daraus eine Alinierung erstellen. Eine neue Heran-
gehensweise ist die auch in [12] verwendete Moglichkeit, die Sequenzen zuerst paarweise
zu alinieren und daraus eine multiple Alinierung zu erstellen. Es werden also die Vorteile
beider Herangehensweisen kombiniert. In [12] wird ein Verfahren vorgestellt, um, mithilfe
der paarweisen Alinierung und einem Min-Cut-Algorithmus, potentielle Spalten zu suchen,
die in die endgiiltige multiple Alinierung iibernommen werden kénnen.

In dieser Bachelorarbeit wird ein Verfahren vorgestellt, diese Spalten mithilfe eines Spal-
tenerzeugungsalgorithmus und Greedy-Algorithmen zu suchen.

Die Arbeit gliedert sich in folgende Bereiche. Im ersten Teil werden die mathematischen
Grundlagen gelegt, um im zweiten Teil das Problem der multiplen Sequenzalinierung mit-
hilfe Linearer Programmierung zu beschreiben. Im dritten Teil wird das Simplex-Verfahren
und das Verfahren der Spaltenerzeugung eingefiihrt, welche dann im vierten Teil auf die im
zweiten Teil gefundene Formulierung angewandt wird. Des Weiteren werden hier Heuris-
tiken fiir das Subproblem der Spaltenerzeugung entwickelt. Alle gefundenen Formulierun-
gen und diskutierten Algorithmen wurden implementiert und miteinander verglichen. Eine
ausfiihrliche Diskussion der verwendeten Heuristik und die Ergebnisse sind im fiinften Teil

zu finden.
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2 Einfiihrung

2.1 Grundlagen und Definitionen

Um das in der Einleitung genannte Problem der multiplen Sequenzalinierung weiter unter-

suchen zu konnen werden einige Definitionen benoétigt.

Definition 2.1 ((Multiple) Alinierung, nach [1]). Sei S = {Si,..., Sk} eine Menge

7

von Sequenzen iiber einem (endlichen) Alphabet . Sei 3 = X U {—}, wobei ”—" eine
Liicke in einer Sequenz bezeichnen soll. Eine Alinierung der Sequenzen S ist eine Menge

S ={5i,...,8:} von Sequenzen iiber ¥ mit
e alle Sequenzen in S haben die gleiche Lange
e bis auf eingefiigte ” —” sind alle Sequenzen unveréndert.

Fiir DNA-Sequenzen setzt man ¥ = {A, T, G, C} stellvertretend fiir Adenin, Thymin,

Guanin und Cytosin.

Definition 2.2 (Optimale Alinierung). Sei S eine Alinierung und c : S x Y o R
eine Funktion. Sei s;, der k-te Buchstabe der i-ten Sequenz. Eine optimale Alinierung ist
eine Alinierung, welche eine gegebene Kostenfunktion minimiert. Es wird im Folgenden die

»,oum of Pairs“-Funktion

l

SP = Z Z c(sik, Sjk)

k=1 i<j
betrachtet, wobei [ die Lénge der Sequenzen bezeichnet.

Die Funktion ¢ bewertet also die Kompatibilitéit von zwei Symbolen und wird meistens
so gewdhlt, dass gleiche Symbole keine Kosten und unterschiedliche Symbole hohe Kosten

verursachen.

Beispiel 2.3. Gegeben seien die beiden (DNA)-Sequenzen SI=GGACTGGTCG und
S2=GACTGTCG. Man wihlt die Funktion ¢ so, dass gleiche Symbole mit 0 und unter-
schiedlich Symbole mit 1 bewertet werden. Da die Sequenz S2 zwei Symbole kiirzer ist
als S1 miissen mindestens zwei Liicken eingefiigt werden. Eine mogliche Alinierung, mit
Kosten SP =5, ist also
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S1 GGACTOGGTC G
52 G - ACTGTCG -
c(sigrs26) |0 1 0 0 0 0 1 1 1 1[SP=5

Durch Verschieben der Liicken in der unteren Sequenz kann man viele weitere Alinierungen
erzeugen. Die optimale Alinierung beziiglich dieser Kostenfunktion ist, wegen der unteren

Schranke, gegeben durch

S |G GACTGGTCG
$2 |G - ACTG - TCG
c(sis2r) |01 0 0 0 0 1 0 0 0[SP=

Da mindestens zwei Liicken eingefiigt werden miissen, damit die Sequenzen die gleiche

Léange haben, entstehen mindestens Kosten von 2. Damit ist dies eine optimale Losung.

Jede Alinierung kann auch mithilfe eines Graphen G = (V, E) dargestellt werden. Hier-

zu benotigt man die folgende

Definition 2.4 (Alinierungsgraph, nach [1] ). Sei wieder S = {5y, ..., Sk} eine Menge
von Sequenzen iiber einem (endlichen) Alphabet ¥. Ein Knoten im Graph reprisentiert
genau ein s; . Kanten existieren nur zwischen Knoten unterschiedlicher Sequenzen und

bedeuten, dass die entsprechenden Symbole miteinander aliniert werden.

2.2 Der paarweise Alinierungsgraph

Das Problem der paarweisen Alinierung von Sequenzen kann effizient und optimal gelost
werden. Ein bekannter Algorithmus zur Losung dieses Problems ist der von Needleman und
Wunsch der bereits 1970 in [2] vorgestellt wurde. Der Algorithmus verwendet die Metho-
de der dynamischen Programmierung und kann mithilfe von Scoring-Modellen angepasst
werden.

Die paarweise Alinierung aller Sequenzen wird als Ausgangspunkt verwendet um den paar-

weisen Alinierungsgraph wie folgt zu definieren.

Definition 2.5 (Paarweise Alinierungsgraph, nach [3]). Der paarweise Alinierungs-
graph enthélt alle optimalen, paarweisen Alinierungen der gegebenen Sequenzen. Die Kan-

ten erhalten ein Gewicht, welches die Giite der zu alinierenden Symbole angibt.

Die Idee hinter der paarweisen Alinierung und dem Speichern in einem Graphen ist,

dass man nun versucht, den paarweisen Alinierungsgraphen in einen Alinierungsgraphen zu
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A A
L

A

A

Abbildung 1: Paarweiser Alinierungsgraph von 3 Sequenzen, ohne Kantengewichte

iiberfithren. Das heifit, man versucht aus paarweisen Alinierungen eine multiple Alinierung
zu erstellen mit dem Ziel, auf diese Weise nahe an das optimale MSA zu gelangen.
Um den paarweisen Alinierungsgraphen untersuchen zu kénnen bené6tigt man noch folgende

Definition.

Definition 2.6 (Komponente). Sei G = (V, E) ein Graph. Durch die Bedingung: ,, vy, vy €
V sind durch einen Weg verbunden“ ist eine Aquivalenzrelation auf V' definiert. Eine

Aquivalenzklasse U C V heit Komponente von G.

Der Alinierungsgraph ist charakterisiert durch folgende Bedingungen:

1. Kanten existieren nur zwischen Knoten unterschiedlicher Sequenz
2. Jeder Knoten ist mit maximal einem Knoten aus einer anderen Sequenz verbunden

3. Es muss moglich sein, alle miteinander alinierten Symbole, duch Einschieben von

Liicken, in eine Spalte zu ,schieben®, s. dazu [12]

4. Jede Komponente enthélt maximal einen Knoten pro Sequenz

Falls Bedingung 3 verletzt ist, ist es nicht mehr moglich das Uberkreuzen durch Einschie-
ben von Liicken zu beseitigen und dadurch eine giiltige multiple Alinierung zu erstellen
(sieche dazu Abb 2). In einem paarweisen Alinierungsgraphen sind Bedingung 1 und 2 nach
Konstruktion immer erfiillt. Fiir Bedingung 3 und 4 kann aber nicht garantiert werden.
Das Ziel ist es also jetzt, Kanten aus dem paarweisen Alinierungsgraphen auszuwihlen
und in die multiple Alinierung zu iibernehmen. Als Zielfunktion soll die Summe der Kan-
tengewichte der iibernommenen Kanten maximiert werden. Andersherum kann man auch
Kanten, die Bedingung 3 oder 4 verletzen, aus dem paarweisen Alinierungsgraphen léschen.

Dann ist es natiirlich sinnvoll, die Summe der Kantengewichte der geloschten Kanten zu
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minimieren.

Z w(e) — min

ec X

Wobei E* die Menge der geloschten Kanten bezeichnen soll. Diese Sichtweise soll beibe-

halten werden und im Folgenden soll nur noch Bedingung 4 betrachtet und untersucht

werden.
Sequenz 1 o [ Y o
Sequenz 2 o o Y o
Sequenz 3 o [ ) [

Abbildung 2: Minimalbeispiel zu Bedingung 3 und 4: Beide Fille kénnen im paarweisen
Alinierungsgraphen auftreten, diirfen aber nicht ins MSA iibernommen werden
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3 Formulierung als lineares Programm

In diesem Kapitel sollen drei Moglichkeiten vorgestellt werden, das oben eingefiihrte Pro-

blem als lineares Programm zu formulieren.

Definition 3.1 (Lineares Programm, nach [4]). Sei A eine Matrix, A € R™" und
b € R™ ¢ € R" Spaltenvektoren. Das Ziel in der linearen Programmierung ist, entweder
das Finden eines Vektors z € R, sodass Az > b und ¢’z ist minimal, zu entscheiden, dass
{z € R} : Az > b} leer ist oder zu entscheiden, dass das Problem unbeschrénkt ist. Eine

Instanz des obigen Problems heifit lineares Programm (LP). Man schreibt héufig

(LP) min ¢’z (3.2)
st. Ar >0 (3.3)
z > 0. (3.4)

Eine zuléssige Losung eines linearen Programms ist ein Vektor x mit Ax > b. Eine Losung,

die das Minimum annimmt, heifft optimale Losung.

Ein sehr bekannter Algorithmus zur Loésung linearer Programme ist der von George
Dantzig stammende Simplex-Algorithmus (s. Kapitel 3). Es ist oft leichter, kombinatorische

Optimierungsprobleme als ganzzahliges oder binéres lineares Programm zu formulieren.

Definition 3.5 (Ganzzahliges lineares Programm, nach [4]). Sei A € Z™*" b e Z™,

¢ € Z". Ein lineares Programm der folgenden Form heifit ganzzahliges lineares Programm.

(IP) min c'z (3.6)
st. Az >b (3.7)
r €7l (3.8)

Ein binéres lineares Programm ist ein Spezialfall des ganzzahligen lineares Programms.

(BP) min 'z (3.9)
st. Ax > (3.10)
z e {0,1}" (3.11)

Das Finden einer (beweisbaren) Optimallosung fiir ein Programm der Form (IP) oder
der Form (BP) ist ein NP-schweres Problem (siche z.B. [4], Theorem 15.40). Es gibt
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exakte Losungsverfahren, wie zum Beispiel das ,,branch and bound“-Verfahren oder das
Schnittebenen-Verfahren. Dennoch ist das Losen dieser Programme eine noch immer schwe-
re Aufgabe und man versucht, durch das Ausnutzen der problemspezifischen Struktur der
Programme, angepasste Algorithmen zu entwickeln, welche weniger Rechenzeit benttigen.
Trotzdem sollen im Folgenden drei mogliche exakte und relaxierte Formulierungen fiir das

Problem der multiplen Sequenzalinierung vorgestellt werden.

3.1 (BP1): Eine exakte Formulierung

Gegeben seien n Sequenzen, die paarweise optimal aliniert sind. Es sei G = (V, E) der
paarweise Alinierungsgraph. Ziel ist es, aus den paarweisen Alinierungen eine multiple
Alinierung zu erstellen.

Hierzu fithrt man fiir jede Kante e;;, i,j € V eine bindre Variable a(e;;) ein, die
anzeigt, ob die jeweilige Kante aus dem Graph entfernt (a(e;;) = 0) wird, oder nicht. Als
Zielfunktion wird die Summe der Kantengewichte der entfernten Kannten minimiert. Um
nun sicherzustellen, dass am Ende alle Komponenten nur noch maximal einen Knoten pro
Sequenz enthalten, benutzt man die folgende zyklische Bedingung.

Es sei £ = {e;j 11, € V} die Menge aller moglichen Kanten in dem Graph. Man setzt
nun den Wert der Entscheidungsvariable aller Kanten innerhalb einer Sequenz auf Null
und fordert af(e;;) + aley) < 1+ aleg;) Ve # en € E. Zur Verdeutlichung betrachte
man die ungiiltige Komponente in Abbildung 3.1 und nehme an, dass «(e;;) = 1 fiir alle

Kanten in dieser Komponente gilt.

Abbildung 3: Ungiiltige Komponente

Wegen af(egs) = a(egs) = 1 muss a(egs) = 1 sein. Da aber a(ess) = 0 ist, ist die
Bedingung in dem Dreieck mit den Knoten {5,2,6} verletzt. Das komplette Programm
hat die folgende Form:
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(BP1) min > (1 - ale;))w; (3.12)
e €

s.t. ale;) = Ve, in einer Sequenz (3.13)

ale;;) +aler) < 14 alex;) Veij # e € E (3.14)

ale;;) € {0,1} (3.15)

Das Problem, Kanten aus einem paarweisen Alinierungsgraph, die Bedingung 3 verletzten,
zu 16schen, wird von diesem Programm optimal gelost. Fiir die Anwendung ist dieses Pro-
gramm aber nicht geeignet, da der Speicherbedarf und die Laufzeit zu hoch sind. Es sei m
die Anzahl der Knoten in dem Graph. Die Menge E enthilt somit (m — 1)! Kanten. Fiir

jede dieser Kanten wird eine Entscheidungsvariable angelegt. Damit ergibt sich die Anzahl

(m—1)!
5 ;

nédmlich die Anzahl der Moglichkeiten aus (m — 1)! Elementen, ohne Beachtung der Rei-

der Nebenbedingungen zu

henflolge, Tripel zu bilden. Wenn man dieses Programm implementiert und davon ausgeht,
dass jede Nebenbedingung eine Speicherstelle benotigt, die addressiert werden muss, dann

kann es ein 64-bit Computer Graphen mit |V| = 12 nicht mehr l6sen, denn
111 22 19 64
9 ~ 1,06 x 107" > 1,84 x 1077 = 2

Da einzelne DNA-Sequenzen deutlich iiber 11 Basen besitzen, ist es notig, andere Formu-
lierungen zu finden, die vielleicht besser gestellt sind. Im folgenden Abschnitt wird eine

Moglichkeit vorgestellt, die auf die Optimalitat der Losung verzichtet.

3.2 (BP2): Eine relaxierte Formulierung

Die Idee hinter der folgenden Formulierung ist, eine bestimmte Anzahl an Komponenten

vorzugeben, die von dem Programm ,befiillt* werden diirfen. Als binéres lineares Pro-

gramm kann man das wie folgt formulieren: Seien K, ..., K,, m Komponenten. Es sei
1, v liegt in K
(v, K) =
0, sonst
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die Indikatorfunktion, die anzeigt, ob der Knoten v in der Komponente K liegt und fiir
e € I seien vy(e) und vq(e) die zugehorigen Knoten. Des Weiteren sei V; die Menge der

Knoten aus der i-ten Sequenz. Hiermit:

(BP2) min Zc(e)w(e) (3.16)

ecl
Km
s.t. Z d(v, k) =1 ,YoeV (3.17)
k=K1
> S k) <1 V=K, ..., K, Vi=1,....n  (3.18)
veV;
d(vi(e), k) — d(va(e), k) < cle),Ve € Bk =Ky,...,K,, (3.19)
d(va(e), k) —d(vi(e), k) < cle),YVee E;k=Ky,..., K, (3.20)
c(e) € [0,1], Vee E (3.21)
d(v, k) € {0,1}, VoeVk=Kq,...,Kpy. (3.22)

Die Variable c¢(e) gibt an, ob die Kante e entfernt (c(e) = 1) werden muss oder in die
Alinierung iibernommen werden kann (c¢(e) = 0). Man minimiert iiber die Summe der
Kantengewichte der entfernten Kanten (Gl. 3.16). Unter den folgenden Nebenbedingungen:
Gleichung 3.17 stellt sicher, dass jeder Knoten in genau einer Komponente liegt, Gleichung
3.18 stellt sicher, dass jede Komponente maximal einen Knoten jeder Sequenz enthélt. Die
Bedingungen 3.19 und 3.20 erzwingen, dass die zu einer Kante gehtrenden Knoten jeweils
in der gleichen Komponente liegen. So wie gerade beschrieben, muss in Gleichung 3.21 ge-
fordert werden, dass c(e) € {0, 1} ist. Aufgrund der Zielfunktion und den Bedingungen 3.19
und 3.20 wird die Variable c¢(e) trotzdem nur Werte in {0, 1} annehmen. Die Fortsetzung
von {0, 1} auf [0, 1] reduziert die Rechenzeit, die ein Solver bendtigt, um dieses Programm
zu losen. Durch das Einschranken der Anzahl zur Verfiigung stehender Komponenten ver-
liert man die Optimalitdt der Losung. Denn angenommen, um die Bedingungen 3.17 und
3.18 zu erfiillen, werden 2 unterschiedliche Knoten, die durch eine Kante e verbunden sind,
in unterschiedliche Komponenten gesetzt, dann wird durch Bedingung 3.19 oder 3.20 die
Kante e geloscht, obwohl es vielleicht moglich gewesen wire, den beiden Knoten eine eigene
Komponente zuzuweisen. Man muss beachten, dass die Anzahl der Komponenten grofier
als die Anzahl der Sequenzen gewahlt werden muss, da sonst Bedingung 3.18 von Anfang
an nicht erfiillt werden konnte. Wird m grofler oder gleich der Anzahl an Komponenten

gewihlt, die ein optimaler Algorithmus benotigt um die Knoten aufzuteilen, erhilt man
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auch mit (BP2) die optimale Losung.

Lemma 3.23 (Symmetriereduzierung). Um die Rechenzeit zur Losung des Programms zu
verkirzen kénnen einige der §(v, K), von vornherein, wie folgt festgelegt werden. Hierdurch

wird die Lésung nicht verdndert.

5(U1,Kj):0 VJZQ, ., MM 3.24
d(ve, K;) =0 Vi=3,....,m (3.25)
(S(’Um,h Kj) =0 j =m (326)

Beweis. Man beachte zuerst, dass es keine Rolle spielt, in welcher Komponente K; sich
ein Knoten befindet, es kommt nur darauf an, welche anderen Knoten sich noch in dieser
Komponente befinden. Beweis durch vollstdndige Induktion iiber die Anzahl der Knoten.
Induktionsanfang: Es sei |V| = 1. Dann kann der einzige Knoten in die Komponente K.

Induktionsannahme: Es gelte diese Aussage bis zu einem (n — 1) € N.

Induktionsschritt: Der neue Knoten kann entweder zu einer der Komponenten £,

1 = 1,...,m — 1 hinzugefiigt werden, oder zu der noch nicht verwendeten Komponente
K. O

3.3 (BP3): Eine dritte Formulierug

Fiir eine dritte Formulierung soll der Gedanke, die Komponenten des Graphen zu betrach-
ten, fortgefithrt werden. Hierzu ist es notig, den Begriff der Komponente etwas zu erwei-
tern: Mit einer Komponente wird im Folgenden eine Menge zusammenhéngender Knoten
bezeichnet. Insbesondere ist ein einzelner Knoten auch eine Komponente. In der folgen-
den Formulierung sollen alle Komponenten des paarweisen Alinierungsgraphs betrachtet
werden. Ein lineares Programm trifft dann die Entscheidung, welche Komponenten in die
multiple Alinierung iibernommen werden. Hierzu werden die Kosten einer Komponente wie
folgt definiert:

§(K) = > w(e) (3.27)

e={u,v}hucKv¢K

Das heifit, falls Komponente K in die multiple Alinierung iibernommen werden soll, fallen

Kosten in Hohe aller ,,durchgeschnittener Kanten an. Wie sich hier schon andeutet, wer-
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den, als Zielfunktion in dem linaren Programm, die Kosten der benutzten Komponenten
minimiert. Als Nebenbedingung muss nun sichergestellt werden, dass sich jeder Knoten
in einer Komponente befindet und jede Komponente maximal einen Knoten pro Sequenz
enthélt. Es wird davon ausgegangen, dass die zuldssigen Komponenten des Graphen be-
kannt sind. Das heift, in einem ersten Schritt wurden die Komponeten des Graphen be-
rechnet, so dass diese maximal einen Knoten pro Sequenz enthalten. Die Komponenten
werden dann wie folgt in einer Matrix A gespeichert. Die n Knoten des Graphen seien
durchnummeriert. Jede Zeile der Matrix entspricht dann einem Knoten, jede Spalte ent-
spricht einer Komponente und es gilt a;; = 1, falls sich Knoten 7 in Komponente j befindet,

a;; = 0 falls nicht. Als Beispiel betrachte folgenden Graph und Matrix A die alle zuldssigen

Sequenz 1
5 6 7
Sequenz 2

Sequenz 3

Komponenten enthélt:

Abbildung 4: Beispielgraph mit 3 Sequenzen und 9 Knoten

10000O0O0OO0OO0O1TO0O1O0O0O0O00QO0
01 0000O0O0OO0OO0OO0OO0O1T1T1QO0O0
001000O0O0OO0OO0OO0OO0O0O0OO0O0TI1
060001000O0OO0O0O0O0OO0O0OO0OO0T1QO0
A=100001000O0T1110000°1
000001O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OT1TT1QO0®O0
0000O0OO0OT1TO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OOT1®O0
00000O0OO0O1O0OO0OO0OO0O1O0T1O0O0
00000OO0OO0OO0O1O0O1T1TO0O0OO0®O0T1

Die erste Spalte repréasentiert z.B. die Komponente die nur Knoten 1 enthélt. Spalte 12
steht fiir die Komponente mit Knoten 1, 5 und 9. Man beachte, dass die Komponente mit
den Knoten {1, 3, 5,9} nicht zuléssig ist. Nun kann folgendes linerare Programm aufgestellt

werden.
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(BP3) min (§(Ky),0(K3),...)x (3.28)
1

st. Aoz =1 (3.29)
1

i € {0,1} (3.30)

Mit K; wird die Komponente bezeichnet, die der Spalte A.; der Matrix entspricht. Glei-
chung 3.29 stellt sicher, dass sich jeder Knoten in genau einer Komponente befindet, da
aufgrund der Gleichung 3.30 x; € {0, 1} ist. Das heift, falls x; = 1 gesetzt wird, bedeutet
das, dass Komponente i iibernommen wird. Dabei fallen Kosten von 6(K;) an.

Dieses lineare Programm 16st das vorgestellte Problem, aus dem paarweisen Alinierungsgra-
phen Kanten zu l6schen, so dass die Summe der Kantengewichte minimiert wird und eine
giiltige multiple Alinierung entsteht, optimal. Auch bei diesem Programm treten Probleme
mit der Laufzeit und dem Speicherbedarf auf. Bevor dieses Problem von dem Programm
gelost werden kann miissen in einem vorangegangenen Schritt alle zulédssigen Komponenten
des Graphen berechnet werden. Des Weiteren hat die Matrix A fiir jede dieser Komponen-
ten eine Spalte. Dies hat eine sehr hohe Anzahl an Entscheidungsvariablen z; zur Folge.
Dieses Programm wird weiter unten wieder aufgegriffen und mithilfe eines Spaltenerzeu-

gungsalgorithmus gelost.
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4 Spaltenerzeugung

4.1 Simplex

Das Simplex-Verfahren ist ein bekanntes Verfahren zur Losung linearer Optimierungspro-
bleme. Das Verfahren 16st ein solches Problem entweder in endlich vielen Schritten oder
stellt fest, dass das Problem unlésbar oder unbeschrankt ist. Im Folgenden soll kurz auf
den Simplex-Algorithmus eingegangen werden, um im Anschluss die Methode der Spalten-
erzeugung einfithren zu koénnen.

Der Algorithmus wird zur Losung linearer Programme der folgenden Form verwendet:

min 'z (4.1)
st. Az =10 (4.2)
x> 0. (4.3)

wobei A € R™*" ¢ € R” und b € R™. Man kann jedes lineare Programm durch Aquivalenz-
umformungen auf die obige Form bringen. Man geht davon aus, dass m < n gilt. Zudem
kann man annehmen, dass Rang(A) = m ist. Falls dies nicht der Fall sein sollte, d.h.
Rang(A) < m, enthélt A linear abhéngige Zeilen. Man erhélt durch Entfernen dieser
Zeilen ein dquivalentes System mit vollem Zeilenrang und m < n. Fiir das weitere Vorgehen

bendtigt man die folgende Definition.

Definition 4.4 (Basis). Es sei A eine m x n-Matrix mit Rang(A) = m. Eine Index-
menge B C {1,...,n} heifit Basis, falls |B| = m und die zugehorige Spaltenmenge
{ABa), ..., A} linear unabhangig ist. Man bezeichnet die entsprechende Teilmatrix
mit Ap, dem Basisanteil von A. Analog heiit N = {1,...,n} \ B Nichtbasis und Ay

Nichtbasisanteil von A.

Der Grundform des Simplex-Algorithmus wird nun ein lineares Programm und eine
Basis B iibergeben. Gleichung 4.2 und 4.3 bilden ein Polyender der zulédssigen Losungen.
Ein Punkt z ist genau dann Extremalpunkt des Polyeders, wenn = eine Basislosung ist.
Der Simplex-Algorithmus startet mit einer zuldssigen Basislosung und wechselt so lange
Variablen zwischen Basis und Nichtbasis aus, bis eine optimale Basis erreicht ist. D.h.
man wandert auf dem Polyeder von einen Extremalpunkt zu einem benachbarten, ohne

dabei den Wert der Zielfunktion zu verschlechtern, bis man einen optimalen Extremalpunkt
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erreicht hat. Die eintretende Variable in einer Iteration wird dabei wie folgt bestimmt.
Ist B eine Basis von Matrix A, so kann jeder Vektor x € R™ in die Basisvariablen xp
und Nichtbasisvariablen zy zerlegt werden, d.h. = (zg|xy). Damit erhdlt man aus der
Gleichung 4.2

Axr =b
=4 Aprp + Axxzn = b
~ rp = Aélb — AEIANJZN.

Dies verleitet zu folgender

Definition 4.5 (zulissige Basislosung). Es sei A eine m x n- Matrix mit Rang(A) = m
und B eine Basis. Ein Vektor # = (zg|xy) bestehend aus Basis- und Nichtbasisvariablen
heifit Basislosung von Gleichung 4.2, falls zy = 0 und zp = A'b gilt. Falls zusiitzlich
xp > 0 gilt, so heifit = zuléssig.

Nun kann die Zielfunktion geschrieben werden als

clr = chrp + vy
a1 -1 '
=cp(Ag'b— Az Ayan) + cyan

= ch A0+ (cy — A ANy (4.6)

Der Vektor
iy =y — L ALA 4.7
iy =y — g A5 An (4.7)

enthédlt die sogenannten reduzierten Kosten. Falls die Eintrdge von ¢y positiv sind, ist
der aktuelle Extremalpunkt optimal, da der Zielfunktionwert wegen x > 0 nicht mehr
verkleinert werden kann. Angenommen ein Eintrag von ¢y ist negativ, so wird der Ziel-
funktionswert verkleinert, falls die entsprechende Variable in die Basis genommen wird.
Wichtig bei der Wahl der eintretenden Variable ist also, dass der Zielfunktionswert nur
verbessert wird, falls die reduzierten Kosten dieser Variable negativ sind. D.h. man wéhlt
als eintretende Variable j € N mit ¢; < 0 moglichst klein. Als verlassende Variable kann

zum Beispiel

k™ = argmin{@ Dwy > 0},

keB Wi,
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mit w = Az'A; und j wie oben, gewiihlt werden.

4.2 Spaltenerzeugung

In jeder Iteration des Simplexalgorithmus wird eine Variable gesucht, die den Zielfunkti-
onswert verbessert, die dann in die Basis genommen wird. Man sucht somit eine Nichtba-
sisvariable deren reduzierte Kosten negativ sind. Eine Moglichkeit, eine solche zu finden,
ist es, das Minimum {iiber alle reduzierten Kosten zu berechnen. Mit dem dualen Vektor

T =cpAg" gilt es

argmin{¢; = ¢; — 7' A ;}
JEN
zu 16sen, wobei A. ; wieder eine Spalte der Matrix A bezeichnet. Da Variablen mit negativen
reduzierten Kosten gesucht werden, kénnen die Spalten aus Ag hinzugenommen werden,
denn die reduzierten Kosten dieser Spalten sind immer cg — CBA;AB = 0. Mit J =
BUN ={1,...,n} kann stattdessen

argmin{¢; = ¢; — w'a;}
jeJ

gelost werden. Diese Suche benétigt einen hohen Rechenaufwand, falls |J| grofl ist. Bei
niherer Betrachtung fallt auf, dass es nicht notig ist ein exlpizites j € J zu bestimmen.
Es geniigt, die Spalte A.; zu bestimmen, die dann eine Spalte der Basismatrix Ap ersetzt.
In der Anwendung entsprechen diese Spalten meist der Losung eines kombinatorischen
Problems, wie zum Beispiel Pfade in einem Graphen, Mengen oder Permutationen. Um
das explizite Bestimmen von j € J zu vermeiden beginnt man mit einer kleinen Teilmenge
J' C J von Spalten und nennt dieses kleinere Problem das ,,Restricted Master Problem
(RMP)“ zu dem Ausgangsproblem. Man betrachte weiterhin das Programm aus Gleichung
4.1 - 4.3 als Ausgangsprogramm (Master Problem). Umgeschrieben hat es die Form

min chxj (4.8)
jed

s.t. Z A.J’l’j =b (49)
jeJ
2 >0 jeJ. (4.10)
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Mit einer Teilmenge J' C J erhélt man analog das RMP

min chxj (4.11)

JjeJ’

st Yy Az =b (4.12)
jeJ’
z; >0 jelJ, (4.13)

Angenommen dieses Programm hat eine zuléssige Losung. Sei z* die primére und 7* die
duale Losung des RMP und sei A = {A.; : j € J} die Menge aller Spalten. Falls der
Kostenkoeffizient ¢; der Spalte A. ; in der Zielfunktion mithilfe einer Funktion ¢ berechnet

werden kann, so heif3t

¢ :=min{c(a) — (7*)'a : a € A}

das Subproblem. Falls ¢* > 0, gibt es kein negatives ¢;,j € J und die Losung z* des
RMP I6st auch das Ausgangsproblem optimal (siehe Lemma 4.14). Andernfalls wurde
eine Spalte gefunden, die den Zielfunktionswert des Probelms verbessern kann. Man kann
die Spalte, die zur optimalen Losung des Subproblems gehort, dem Restricted Master
Problem hinzufiigen und kann dieses nochmal 16sen. Das oben beschriebene Verfahren heifit
Spaltenerzeugung, da man bei jeder Iteration Spalten des Ausgangsprogramms erzeugt
und sie dem kleineren Programm hinzufiigt. Man 16st also statt des Ausgangsprogramms,
welches eine hohe Anzahl an Spalten hat, viele kleinere Programme mit weniger Spalten.
Diese Methode zur Losung linearer Programme bietet einen weiteren grofien Vorteil. Zur
Losung des Subproblems ist es nicht notig, alle Spalten der Matrix Ay zu kennen. Es ist
ausreichend eine Funktion zu kennen, die eine Spalte mit negativen reduzierten Kosten
liefert, oder anzeigt, dass keine solche existiert. Im folgenden Pseudocode sind nochmal die
grundlegenden Schritte zusammengefasst.

Wie oben schon angedeutet, miissen die Initialisierung und das Losen des Subproblems
problemspezifisch implementiert werden. Die Losung des RMP kann ein beliebiger LP-

Solver iibernehmen.

Lemma 4.14. Die Losung des Restricted Master Problems lost auch das Master Problem

optimal.
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Procedure 1 Spaltenerzeugung
Input: Master Problem
Output: Optimale Losung
Initialisierung: Erstelle RMP mit zul. Losung
while Subproblem erzeugt Spalte mit ¢* < 0 do
fiige Spalte zum RMP hinzu
optimiere/16se RMP
end while
gebe Losung des RMP zuriick

Beweis. Es sei ¢* die optimale Losung des RMP. Dann gibt es kein ¢ < 0 mit ¢ =
min{c(a) — (7*)'a : a € A}. Wegen der Gleichungen 4.6 und 4.7 ist dies auch eine optimale
Losung des Master Problems. ]
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5 Anwendung auf das MSA-Problem

5.1 Das Restricted Master Problem und die Initialisierung

Wie am Ende von Kapitel 2 erwéhnt, soll nun versucht werden, das dritte lineare Programm
mthilfe eines Spaltenerzeugungs-Algorithmus zu losen. Gegeben seien also n Sequenzen
mit insgesamt m Symbolen. Diese Sequenzen seien paarweise optimal miteinander aliniert
und der paarweise Alinierungsgraph sei gegeben durch G = (V| E'). Des Weiteren seien die
Kanten des Graphen gewichtet mit w(e;) > 0, welche die Giite der zu alinierenden Symbole
angibt.

In (BP3) wurden nun in einem ersten Schritt die Komponenten von G berechnet und wie

folgt in die Matrix A geschrieben:

, 1 liegt in Komponente j
Q35 = (51)
0, sonst

Die Zeilen représentieren also die Knoten und die Spalten die Komponenten des Graphen
G. Unser Master Problem hat also die folgende Gestalt.

min (§(K;),0(K3),...)x (5.2)
1

st. Av = (5.3)
1

z; € {0,1} (5.4)
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Wobei §(K), wie oben, die Kosten der Komponente K sind. Um dies in die Form 4.9 zu

bringen schreibt man die Gleichung 5.3 um und erhélt folgendes dquivalentes Programm.

min Z(S(Ki)xi (5.5)

icJ
1
s.t. Z A =] (5.6)
ieJ 1
z; € {0,1} (5.7)

Wobei J die Indexmenge der Komponenten des Graphen GG bezeichnen soll. Um das restric-
ted Master Problem aufzustellen, benotigt man eine Teilmenge der Spaltenmenge J' C J,
fiir die eine zuléssige Losung existiert. Man wéhlt J' so, dass Ay = I,, die Einheitsmatrix
ist. Dies ist moglich, da die Matrix A alle moglichen Komponenten des Graphen enthélt,
also insbesondere die Komponenten, die jeweils nur einen Knoten enthalten. Zusétzlich ist
die Reihenfolge der Komponenten in der Matrix nicht relevant, so dass man die obige Wahl
treffen kann. Das Ergebnis ist folgendes RMP:

min Z d(vi)x; (5.8)

1

st. Ipzx=| (5.9)
1

i € {0,1}. (5.10)

Dabei bezeichnet v; den i-ten Knoten im Graph. Folgendes Lemma garantiert die Losbarkeit

dieses Programms.

Lemma 5.11. Das gewdhlte RMP st fiir jeden Graph, bzw. fir jede gegebene Menge an

Eingabesequenzen ldsbar.

Beweis. Betrachte x = (1,...,1). Diese Wahl erfiillt offensichtlich die Bedingung 5.9 und
jeder Eintrag des Vektors x liegt in {0, 1}, so dass Bedingung 5.10 ebenfalls erfiillt ist. [



23 5 ANWENDUNG AUF DAS MSA-PROBLEM

5.2 Das Subproblem

Da nun die Losbarkeit des Restricted Master Problems sichergestellt ist, wird sich im

Folgenden mit dem Subproblem befasst. Nach Definition ist das Subproblem gegeben durch
¢* := min{c(a) — (7*)'a : a € A}.

In dem vorliegenden Fall entspricht A der Menge aller zuléssigen Komponenten des Gra-
phen G und ¢(+) der Kostenfunktion §(-). Eine Komponente heifit zuléssig, falls sie maximal
einen Knoten pro Sequenz enthélt. Man erhélt also fiir die reduzierten Kosten einer Kom-
ponente K € A folgenden Ausdruck. Es sei dazu j der Index der Spalte in der Matrix A,
die der Komponente K entspricht und sei K = {i € K : a;; = 1}. Hiermit erhélt man

G =c(K)—n'A; =6(K) - m'A; 2 5(K) = > .

ieK

Man kann die reduzierten Kosten einer Komponente des Graphen G nun mithilfe der
Kostenfunktion 0(-) und den Dualvariablen m berechnen. Das Subproblem hat also die
folgende Gestalt:

min{§(K) — Zm K e A}

ieK

Es ist nun moglich, mithilfe des Spaltenerzeugungs-Algorithmus aus Kapitel 3, dieses
Problem zu losen. Dennoch muss man in einem ersten Schritt alle Komponenten, also
die Menge A, des Graphen berechnen. Dies ist oft zeitaufwéndig und die Speicherung der
Komponenten benotigt unter Umsténden viel Speicherplatz. Man kann dieses Problem
umgehen, indem man von dem Vorsatz, eine optimale Losung zu finden, abweicht und sich

mit einer ,,guten“ Losung zufrieden gibt.

5.3 Heuristik zur Losung des Subproblems

Verfahren bzw. Algorithmen, die nach einer moglichst ,,guten“ Losung von Problemen su-
chen, heiflen Heuristik. Eine Heuristik bezeichnet also ein Vorgehen, bei dem man mit
wenig Wissen und begrenzter Zeit, Schlussfolgerungen iiber ein System aufstellt, wobei die
gefolgerten Aussagen von den Optimalen abweichen kénnen. Falls die optimale Lésung des

Problems bekannt ist, kann man durch Vergleich der Losungen die Giite der verwendeten
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Heuristik bestimmen. Im Folgenden sollen Heuristiken zur Losung des Subproblems gefun-
den und betrachtet werden. Hierzu werden weiterhin die reduzierten Kosten einer Kompo-
nente des Graphegn G betrachtet. In jeder Iteration des Spaltenerzeugungs-Algorithmus
wird eine Komponente des Graphen gesucht, deren reduzierte Kosten kleiner als Null sind.
Die reduzierten Kosten einer Komponente setzen sich aus zwei Summanden zusammen.

Zum einen die Kosten der Komponente

§(K) = > w(e)

e={u,v}ueK,v¢ K

zum anderen die (negative) Summe der Dualvariablen in der Komponente
Y
ieK

Da nach Komponenten mit negativen reduzierten Kosten gesucht wird, ist nun eine Strate-
gie, die Komponenten K zu suchen, fiir die (&) moglichst klein ist und ),z m; moglichst
grof}. Diese beiden Bedingungen sollen néher betrachtet werden und es soll versucht wer-
den, die gesuchten Komponenten besser zu charakterisieren. Die Bedingung ,,6(/K) — min*“
heifit, moglichst wenig Kanten ,,durchzuschneiden®, bzw. nur die Kanten mit wenig Ge-
wicht ,,durchzuschneiden®. Da die Komponenten nach Voraussetzung endlich viele Knoten
haben, heifit dass, das man zum Beispiel moglichst grofie Komponenten wéhlt. Damit kann
man im besten Fall §(K) = 0 erreichen. Da §(K) > 0 nach Definition ist, ist das der mi-
nimale Wert. Um die Summe der Dualvariablen zu maximieren benétigen wir folgende
Voriiberlegung. Es sei m wie oben die Anzahl der Knoten im Graph G, d.h. |V| = m.
Somit ist A eine m x x-Matrix. Nach Definition der Dualvariablen hat 7 also auch m Ein-
trdge. Man kann die einzelnen Werte 7;,7 = 1,...,m der Dualvariablen in jeder Iteration
kanonisch den Knoten des Graphen zuordnen. Um nun Komponenten zu finden, die die
Summe der Dualvariablen maximieren, ordnet man die einzelnen Werte dieser den Knoten
zu und sucht z.B. nach Komponenten, die viele Knoten mit groBen Werten enthalten. Man

stellt fest, dass es auch hier sinnvoll ist, moglichst grofe Komponenten zu suchen.

Beispiel 5.12. Man betrachte erneut den Graph aus Abbildung 3.3 mit den Kantenge-
wichten w(e) = 1 Ve € F und dem Dualvektor 7 = (1,...,1). Es sei K; die Komponente
mit den Knoten {1,3,5,9} und Ky = {2,6,8}. Man erhélt fiir die reduzierten Kosten der

Komponenten ¢, =0—4=—4und ¢, =0 —3 = —3.

Wie das Beispiel zeigt ist es nicht ausreichend nur die reduzierten Kosten zu betrach-
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ten. Man muss zusétzlich sicherstellen, dass nur zuldssige Komponenten gefunden werden.

Hierzu wird im folgenden Kapitel ein sogenannter Greedy-Algorithmus entworfen.

5.3.1 Ein Greedy-Algorithmus

Ein Greedy-Algorithmus (greedy: engl. gierig) ist ein Algorithmus, der, zur Losung eines
Systems, schrittweise den Folgezustand auswéhlt, der in diesem Moment die bester Ver-
besserung oder den grofiten Gewinn garantiert. D.h. Algorithmen dieser Form suchen lokal
nach Verbesserungen und iibernehmen diese. Es gibt Greedy-Algorithmen, die optimale
Losungen zu Problemen finden, meistens ist dies jedoch nicht der Fall, da diese Algorith-
men die ,Details der alternativen Zusténde nicht betrachten. Aus diesem Grund sind
diese Greedy-Algorithmen deutlich schneller als exakte Agorithmen, die oft exponentiell
viele Moglichkeiten iiberpriifen. Im vorliegenden Fall bietet sich ein Greedy-Algorithmus
besonders an. Nach Voraussetzung sind die n Sequenzen paarweise optimal miteinander
aliniert. Das heif3t, im giinstigsten Fall, ist ein zuféillig ausgewéahlter Knoten des Graphen G
genau einmal mit einem Knoten aus anderen Sequenzen aliniert. Betrachte dazu folgende

Abbildung.
{

Abbildung 5: Mégliche Alinierung von 5 Knoten in 5 Sequenzen

Abbildung 5 zeigt einen Knoten v, der mit 4 Knoten aus unterschiedlichen Sequen-
zen aliniert ist. Die 4 Knoten sind auch jeweils miteinander aliniert. Falls man nun eine
Komponente konstruiert, die aus allen zu v adjazenten Knoten besteht, erhédlt man eine
Komponente, deren Kosten Null sind. D.h. eine Komponente, die wahrscheinlich die Losung
des RMP verbessert. Hier soll der Greedy Algorithmus ansetzen. Man wéhlt (zufillig) einen
Knoten des Graphen aus, bildet aus diesem und allen adjazenten Knoten eine Komponente
K und berechnet die reduzierten Kosten ¢(K') dieser Komponente. Falls ¢(K) < 0, fiigt

man die Komponente dem RMP hinzu.
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Procedure 2 Greedy 1

Input: Paarweiser Alinierungsgraph G = (V, E') mit Dualvariablen
Output: Komponente K mit ¢(K) <0
Wihle (zufillig) Knoten v € V
while true do
K ={v}u{v}
for w € V do
if w adjazent zu v then
K =KuU{w}
end if
end for
if ¢(K) <0 then
return K
else
if v’ € V : v wurde noch nicht gewéhlt then
v="1
else
return STOP
end if
end if

end while

Lemma 5.13. Der Algorithmus Greedy 1 liefert immer zuldssige Komponenten.

Beweis. Da die Sequenzen paarweise optimal miteinander aliniert sind, ist ein gewé&hlter

Knoten v € V maximal mit einem anderen Knoten in jeder anderen Sequenz aliniert. [

5.3.2 Eine Verbesserung von Greedy 1

Die Annahme, dass ein ausgewéhlter Knoten schon einmal mit einem Knoten aus vielen
anderen Sequenzen aliniert ist, ist ziemlich stark. Folgendes Beispiel zeigt, dass Greedy 1
nicht immer die groftmogliche Komponente findet.

Man betrachte den Beispielgraph aus Abbildung 6. Angenommen Greedy 1 wéhlt als
Anfangsknoten v. Dann wire die gefundene Komponente K = {u, v, w} nicht so grof§ wie
moglich. Man konnte die anderen beiden Knoten noch hinzunehmen, ohne die Zuléssigkeit
der Komponente zu verletzen. Die Verbesserung von Greedy 1 kann wie folgt aussehen.
Nachdem eine Komponente gefunden wurde, wird in einem zweiten Schritt fiir jeden Kno-
ten v in der Komponente iiberpriift, ob zu v adjazente Knoten noch in die Komponente
genommen werden kénnen, ohne die Zuléssigkeit zu verletzen. Falls das der Fall ist, wird der

Knoten hinzugenommen. Dies wird solange wiederholt, bis in einem Schritt kein weiterer
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Abbildung 6: weitere mogliche Alinierung von 5 Knoten in 5 Sequenzen

Knoten in die Komponente aufgenommen wurde. Algorithmus 3 stellt das eben beschrie-
bene nochmal als Pseudocode dar. Sei dazu Adj(v) die Menge der zu Knoten v adjazenten

Knoten und sei Seq(v) die Sequenz, in der sich v befindet.
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Procedure 3 Greedy 2
Input: Paarweisen Alinierungsgraph G' = (V, E') mit Dualvariablen
Output: Komponente K mit ¢(K) < 0
Wihle (zufillig) Knoten v € V
while true do
K = Adj(v)
S ={Seq(v):ve K}
repeat
for v € K do
for w € Adj(v) do
if Seq(w) ¢ S then
K =K U{w}
S =SU{Seq(w)}
end if
end for
end for
until kein neuer Knoten hinzugefiigt
if ¢(K) <0 then
return K
else
if 3v' € V : v/ wurde noch nicht gew#hlt then
v="1
else
return STOP
end if
end if
end while
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6 Implementierung

6.1 Benutzte Werkzeuge

Alle Algorithmen und Programme wurden unter Ubuntu Linux 10.04 und 12.04 entwi-
ckelt und getestet. Als Programmiersprache wurde C++ und als Compiler g++ Version
4.4.83 und 4.6.3 aus der GNU Compiler Collection verwendet. Des Weiteren spielt die
C++ API of ILOG Concert Technology eine wichtige Rolle. Sie stellt eine C++ Biblio-
thek zur Modellierung und Losung (ganzzahliger) linearer Programme zur Verfiigung. Zu-
dem bietet sie grundlegende Funktionen zur Programmierung von Spaltenerzeugungsal-
gorithmen und stellt einen Solver zur Losung der Programme bereit. Fiir den leichteren
Umgang mit Listen und Komponenten wurden die Bibliotheken vector und set aus den
C++-Standardbibliotheken verwendet. Die linearen Programm (BP1) und (BP2) wurden
mithilfe von OPL aus dem IBM ILOG CPLEX Optimization Studio implementiert.

6.2 Programmablauf, Klassen und Funktionen

Abbildung 7 stellt den Ablauf des Programms dar. Zur Speicherung des Graphen wurde eine
entsprechende Klasse implementiert. Nachfolgend werden kurz die Klassen, ihre Attribute

und Funktionen dargestellt.

e Node: Diese Klasse reprisentiert einen Knoten des Graphen. Ein Knoten hat folgen-
de Attribute: Eine Liste (list) mit Referenzen zu inzidenten Kanten, sowie ein Liste
(vector) mit Referenzen auf inzidente Knoten. Des Weiteren wird die Nummer des
Knotens im Graphen und die Sequenz in der er sich befindet gespeichert. Es werden

Funktionen zum Hinzufiigen von inzidenten Knoten und Kanten bereitgestellt.

e Edge: Diese Klasse reprisentiert eine Kanten im Graphen. Als Attribute enthélt sie

jeweils eine Referenz auf den Anfangs-und Endknoten der Kante sowie ein Gewicht.

e Graph: Diese Klasse speichert den Graphen an sich. Die Klasse enthélt jeweils Lis-
ten mit Referenzen auf die Knoten bzw. Kanten im Graphen, sowie Funktionen um
Knoten und Kanten hinzuzufiigen. Desweiteren wird die Anzahl der eingegebenen

Sequenzen gespeichert.

Alle weiteren Funktionen wurden als solche ausgelagert. Die wichtigsten werden in der
folgenden Tabelle 1 dargestellt.
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Sequenzen

einlesen

!

Graph
erzeugen

Kosten &(v) fur

alle Knoten b
rechnen

e-

!

RMP
erstellen

RMP |6sen

Duawaﬁam;:\\\\\\\\

Spaltenerzeugung

an Knoten
schreiben ) ..
hinzufiigen
zum RMP
Greedy

l

Komponente
gefunden?

nein

Ende

Abbildung 7: Programmablauf

6.3 Kompilierung und Eingabedateien

Fiir die Kompilierung des Programms geniigt unter Ubuntu-Linux der Aufruf

make all

im entsprechenden Ordner. Eventuell muss der Pfad zur CPLEX-Installation und zur
CONCERT-TECHNOLOGY -Installation im makefile angepasst werden. Das Programm

kann nun mit

.\main DATEI

gestartet werden. Als Eingabedatei muss ein paarweiser Alinierungsgraph iibergeben wer-

den, der wie folgt in einer Textdatei gespeichert wurde:
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Name Verwendung/Funktion

main Enthélt den Hauptteil des Spaltenerzeugungsalgorithmus. Zur Mo-
dellierung und Losung der linearen Programme werden Objekte und
Funktionen der C++ API of ILOG Concert Technology verwendet.

buildGraph | Liest einen Graphen ein und erzeugt das Objekt, sowie die entspre-
chenden Knoten und Kanten. Desweiteren werden diese miteinan-
der verkniipft.

bubbleSort | Liefert einen Permutationsvektor zuriick, dessen Eintrége, die nach
den Dualvariablen sortierten Knoten, enthalten.

setDuals | Schreibt die Dualvariablen an die Knoten des Graphen.

compCost | Berechnet die Kosten einer Komponente nach Formel. 3.27

newSearch | Implementiert den Greedy2-Algorithmus aus Procedure. 3.

report Auslesen und Ausgeben der aktuellen Losung des RMP.

Tabelle 1: Funktioneniibersicht

nodes={
<1,1>
<2,1>
<3,1>
<4,1>
<5,2>
<6,2>
<7,2>
<8,3>
<9,3>
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+;

edges={
<1,5,1.0>
<2,6,1.0>
<2,8,1.0>
<4,7,1.0>
<5,9,1.0>
<9,3,1.0>
s

Jeder Knoten, bzw. jede Kante wird in Form eines Tupels, bzw. Tripels in der entsprechen-
den Menge angegeben. Hierbei steht der erste Eintrag eines Knotens fiir seine Nummer im
Graphen, der zweite Eintrag enthélt sie Sequenz, in der sich der Knoten befindet. Bei den
Kanten geben die ersten beiden Eintrige die Nummer des Anfangs-und Endknotens an,
der dritte Eintrag enthélt das Kantengewicht. Das Beispiel stellt den Graph aus Abbildung

3.3, mit Kantengewichten 1.0 fiir alle Kanten, dar.
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7 Analyse der Heuristik

7.1 Allgemeines

Man betrachte nochmal die Formulierung von (BP3) auf welche der Spaltenerzeugungsal-

gorithmus angewandt wurde:

(BP3) min (§(K1),d(Ks),...)z (7.1)
1

st. Av =1 (7.2)
1

z; € {0,1}. (7.3)

Dieses lineare Programm ist insbesondere bindr. D.h. aufgrund der Gleichung 7.3 hat
der Vektor z nur Eintrége in {0, 1}. Das allgemeine Masterproblem fiir die Spaltenerzeu-
gung ist nicht in bindrer Form. D.h. die Methode der Spaltenerzeugung wurde fiir lineare
Programme in standardform hergeleitet und entwickelt. Durch das Losen des in Kapitel
5.2 hergeleiteten Subproblems wird nicht zwangslaufig die Losung von (BP3) verbessert,

sondern vielmehr die der Relaxation. Die Relaxation von (BP3) hat die folgenden Form.

(BP3-Relax) min (§(K3),0(Ks),... )z (7.4)
1

st. Az = (7.5)
1

i > 0. (7.6)

Ein Solver erstellt mithilfe eines Brach-and-Bound-Verfahrens oder eines Schnittebenen-
Verfahrens eine Losung des binédren Programms (s. z.B. [4]). Diese Losung hat im allge-
meinen einen schlechteren Zielfunktionswert als die Losung der Relaxation. Damit kann
die Losung der Relaxation als untere Schranke fiir die Losung der bindren Variante auf-
gefasst werden. Durch das Hinzufiigen von Spalten, die die Relaxation verbessern, kann
somit letztendlich auch die Losung des bindren Programms (BP3) verbessert werden. Eine

Garantie fiir diese Verbesserung gibt es nicht.
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7.2 Analyse von Greedy 2

In diesem Kapitel soll die gefundene Heuristik fiir das Subproblem néher analysiert wer-
den. Hierzu wird beispielhaft untersucht, was fiir Komponenten der Greedy 2 Algorithmus
findet und ob diese immer optimal in Bezug auf die multiple Sequenzalinierung sind. In Ka-
pitel 5.3 wurden, zur Herleitung des Algorithmus, die reduzierten Kosten des Subproblems
betrachtet, welche in die Kosten der Komponente §(K’) und die Summe der Dualvariablen
aufgeteilt wurden. Durch die Minimierung der Kosten und die Maximierung der Dual-
variablen wurde dann geschlossen, dass es sinnvoll ist, moglichst grofle Komponenten zu
suchen und zu iibernehmen. Folgende Abbildung zeigt, dass diese Annahme nicht immer

richtig ist. Die Abbildung 8 zeigt einen Graphen, der aus einer nicht zulédssigen Kompo-

Abbildung 8: Beispielgraph

nente besteht. Alle Kantengewichte betragen 1, bis auf das Gewicht der Kante {vs,v,},
welches 0, 1 betrigt. Angenommen, man sucht in diesem Graph nun eine moglichst grofie,
zulédssige Komponente, so konnte man die Knoten der linken Spalte und zusétzlich vy
withlen. Die Kosten dieser Komponente K = {vy, v3, v4, vs, v7} belaufen sich auf 0(K) = 2.
Im Hinblick auf die multiple Sequenzalinierung ist es wahrscheinlich sinnvoller, diesen Gra-
phen in 2 Komponenten an der Kante {vs,v,} zu teilen. Die Kosten dieser Komponenten
Ky = {v,v3,v5,v7} und Ky = {vg,v4, 04,08} wiren dann §(K;) = 0(K,) = 0,1. Da die
gefundene Heuristik auf der oben beschriebenen Annahme beruht, findet sie teilweise nicht
sinnvolle Komponenten. Es soll im Folgenden untersucht werden, was der Greedy 2 Algo-
rithmus auf dem oben dargestellten Graphen macht. Sei v = v7 der Startknoten. Im ersten
Schritt wird K = Adj(v) U {v} = {vs,vs,v1,v7} und S = {Seq(v,) : v € K} = {1,2,4}

gesetzt. Durch die Verbesserung wird nun fiir alle Knoten in K iiberpriift, ob sie adjazent
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zu Knoten sind, die sich in Sequenzen befinden, die noch nicht in S enthalten sind. Falls ja,
werden diese Knoten zu K hinzugefiigt. Die Knoten in K werden, sowohl beim Pseudocode,
als auch bei der Implementierung, der Reihenfolge nach tiberpriift. Es wird nun also zuerst
vs untersucht. Es gilt: Adj(vs) = {v1,v7} und Seq(v;) € S, fiir i = 1,7. Das heifit, es wird
kein neuer Knoten hinzugefiigt. Fiir vs gilt: Adj(vs) = {vr,v1,v4} und Seq(vy) = 4 ¢ S,
dass heifit, durch das Hinzufiigen von v, wird die Giiltigkeit der Komponente nicht verletzt
und Greedy 2 setzt K = K U {vy}. Bei der Uberpriifung von v; wird offensichtlich kein
neuer Knoten gefunden. In der néchsten Iteration werden zusétzlich noch alle zu v, adja-
zenten Knoten untersucht. Da vy nur zu Knoten aus den Sequenzen 1,3 und 4 adjazent ist,
wird auch hier kein neuer Knoten hinzugefiigt. Falls die reduzierten Kosten dieser Kompo-
nente kleiner als Null sind, wird sie dem Spaltenerzeugungs-Algorithmus iibergeben, falls
nicht, wird ein neuer Startknoten v’ gewihlt, der noch nicht iiberpriift wurde. In dem obi-
gen Graphen wird fiir die Knoten {vy, v3, v, v7} immer die gleiche Komponente gefunden.
Analog wird fiir Startknoten aus Ky = {vg, vy, vg,v3} immer die Komponente Ky U {vs}
gefunden. Wie sich oben schon andeutet, kann die endgiiltig gefundene Komponente von
der Reihenfolge der Knoten in der Menge K abhéngen. Als Beispiel dient hier Abbildung

9. Fiir den Startknoten v = wg setzt Greedy 2 die Komponente im ersten Schritt auf

Seq. 1 Vi G
Seq. 2

Seq. 3

Seq. 4

Seq. 5 Vg V1o

Abbildung 9: Beispielgraph

K = {vg,v;}. Fiir die Menge Adj(v7) gilt Adj(v7) = {ve,v3}. Da die Sequenzen von v
und vz noch nicht besetzt sind, werden beide Knoten zu K hinzugefiigt. Man erhélt also
K = {vg, v7,v6,v3} oder K’ = {vg, v7,v3,v6}. Fiir die Komponente K erhélt man nun als
endgiiltige Komponente K; = K U {v;} und fir K’ die Komponente Ky = K’ U {v}.
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Dies ist nicht weiter problematisch, denn angenommen die Komponente K; wird gefun-
den und dem Spaltenerzeugungsalgorithmus iibergeben, dann gilt fiir jede darauffolgende
Iteration des Algorithmus, dass die reduzierten Kosten ¢(K3) = 0 sind. D.h. Greedy 2
wird weitere Startknoten durchprobieren, also insbesondere irgendwann Knoten aus Ko
und somit diese Komponente finden. Man stellt also fest, dass das Subproblem von dem
Greedy-Algorithmus nicht zwangslaufig optimal gelost wird. Insbesondere heifit das, dass

noch weitere Komponenten existieren, fiir die gilt

min{J(K) —Zm K e A} <0,

icK

obwohl Greedy keine solchen mehr findet. Da der Spaltenerzeugungsalgorithmus abbricht,
sobald Greedy keine Komponente liefert, ist die gefundene Losung nicht unbedingt opti-
mal. In dem folgenden Kapitel werden die Ergebnisse von unterschiedlichen Datensétzen

miteinander verglichen.
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8 Auswertung

8.1 Systemkonfiguration

Prozessor Intel Core i5-2540M @ 2.50 GHz
Arbeitsspeicher 4 GB

Betriebssystem (L)Ubuntu 12.04

Kernel Version 3.2.0-35

Compiler GNU g++ 4.6.3

IBM ILOG CPLEX | Version 12.4.0.0

Tabelle 2: Systemkonfiguration

8.2 Datensitze

Die getesteten Datensétze stammen aus der von Thomson et al. (2005) entwickelten Da-
tenbank BAIIBASE 3.0, siche [13]. Diese wurden mit dem Programm DIALIGN paar-
weise optimal aliniert. Es wurden 4 Datensétze unterschiedlicher Lénge, d.h. verschiedener
Knoten-und Kantenanzahl getestet. Die folgende Tabelle gibt Aufschluss {iber dem Umfang
der Daten.

Name | #Sequenzen | #Knoten | #Kanten
D1 3 9 6

D2 4 318 407
D3 4 1198 1261
D4 11 1481 3327

Tabelle 3: Ubersicht der Testdaten

8.3 Ergebnisse von (BP1)

Das binére Programm (BP1) wurde mithilfe der Skriptsprache OPL aus dem IBM ILOG
CPLEX Optimization Studio implementiert und getestet. Trotz der ,intelligenten® Im-
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plementierung, d.h. trotz Vorabreduktion einiger Nebenbedingungen war es nicht mehr
moglich den Datensatz D2 zu losen. Das verwendete Betriebssystem brach die Berechnung
nach Verwendung des gesamten zur Verfiigung gestellten Speichers ab. Die folgende Tabelle

gibt Aufschluss iiber die Ergebnisse.

Daten | Laufzeit(s) | #geloschter Kanten | Zielfunktionswert
D1 0 1 1
D2 / / /
D3 / / /
D4 / / /

Tabelle 4: Ergebnis (BP1)

8.4 Ergebnisse von (BP2)

Wie auch (BP1) wurde (BP2) mithilfe der Skriptsprache OPL implementiert. Fiir die
Anzahl der zur Verfiigung stehenden Komponenten m in dieser Formulierung wurden ver-

schiedene Werte der Form

m = M x #(Knoten in der Léngsten Sequenz) = M * (__D?aXN ]VZ|)
getestet. Hierbei bezeichnet N die Anzahl der Sequenzen und V; die i-te Sequenz. Die
Ergebnisse sind in der folgenden Tabelle angegeben. Bei Datensatz D4 fiir M = 1,3 und
M = 1,5 wurde die Berechnung vom Betriebssystem abgebrochen wegen unzureichender

Speicherkapazitat. Fiir M < 1 konnte keiner der Datensétze gelost werden.
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Daten | M | Laufzeit(s) | #geloschter Kanten | Zielfunktionswert
D1 1 0,04 1 1
D2 1 0,44 66 55,1
D3 1 698,71 31 17,54
D4 1 ~8h / /
DI |11 0,05 1 1
D2 11| 047 66 55,1
D3 [ 11| 1226 29 16,67
D4 |[11| >8h / /
DI |12 0,0 1 1
D2 12| 047 66 55,1
D3 [12] 3529 29 16,67
D4 12| >8h / /
D1 1,3 0,1 1 1
D2 |13 062 66 55.1
D3 1,3 134,47 22 16,67
D4 1,3 / / /
DI |15 0,0 1 1
D2 1,5 0,57 66 55,1
D3 1,5 536,37 22 16,67
D4 1,5 / / /

Tabelle 5: Ergebnis (BP2)
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8.5 Ergebnisse von (BP3)

Die Implementierung des Spaltenerzeugungsalgorithmus wurde bereits oben beschrieben.
Die Ergebnisse der vier Datensétze sind in Tabelle 5 dargestellt. In der Tabelle wurde der
halbe Zielfunktionswert eingetragen, welcher genau die Summe der Gewichte aller entfern-

ter Kanten ist.

Daten | Laufzeit(s) | # geloschter Kanten | Zielfunktionswert
D1 0 1 1

D2 0,22 54 114.3

D3 4 24 38,79

D4 7 1000 2743,77

Tabelle 6: Ergebnis (BP3) mit Spaltenerzeugung
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9 Gesamtauswertung und Diskussion

Wie erwartet, ist die Formulierung (BP1) auf den heute aktuellen Computern nicht effizi-
ent l6sbar. Schon bei dem noch kleinen Datensatz D2 reichen 4 GB Arbeitsspeicher und 4
GB Swap nicht aus.

Das Problem wird fiir kleine Datensétze von der Formulierung (BP2) in akzeptabler Zeit
gelost. Bemerkenswert ist dabei der Ausreifler in der Laufzeit bei D3 und M = 1. Es fillt
auf, dass sich die Anzahl der geloschten Kanten, sowie der Zielfunktionswert ab M = 1,2
und M = 1, 3 nicht weiter verbessern. Aufgrund dieser Ergebnisse kann man davon ausge-
hen, fiir M = 1,3 recht nahe an der Optimallésung zu sein. Das Gleiche kann man auch
bei der Berechnung mit anderen Datensétzen beobachten.

Um die Giite der gefundenen Heuristik, d.h. die Giite von Greedy 2, ermitteln zu konnen,
miisste man die Relaxation von (BP3), einmal mit vorher berechneten Komponenten und
einmal mit dem Greedy-Verfahren l6sen. Man kénnte dann fiir unterschiedliche Datensétze
die Losungen miteinander vergleichen und somit die Giite von Greedy 2 abschétzen.

Da die Berechnung der Komponenten eines Alinierungsgraphen, auch fiir Testzwecke, sehr
viel Zeit und Speicherplatz benotigt, sollte versucht werden, die Giite der Heuristik anders
zu bestimmen. Wenn man, zum einen, davon ausgeht, dass die mit (BP2) und M = 1,3
gefundene Losung ,nahe® am Optimum liegt. Und zum anderen, dass durch die Verbesse-
rung der Losung von (BP3-relax) durch Greedy 2 auch die Losung des bindren Programms
(BP3) verbessert wird, kann man die Ergebnisse der beiden Programme miteinander ver-
gleichen und Vermutungen iiber die Giite aufstellen.

Im Folgenden sollen die oben dargestellten Losungen miteinander verglichen werden. Man
sieht an den Datensédtzen D2 und D3, dass der Zielfunktionswert der Heuristik um einen
Faktor 2 —2, 5 schlechter ist, als der von (BP2). Zum Beispiel 16scht (BP2) beim Datensatz
D3 22 Kanten mit einem Gesamtgewicht von 16,67. Die Implementierung von (BP3) mit
Greedy 2 16scht hier 24 Kanten mit einem Gesamtgewicht von 38,79.

Positiv fillt die Laufzeit der Heuristik auf. Sie ist, vorallem bei D3, deutlich kleiner (4
Sekunden) als die von (BP2) (134 Sekunden).

Die gefundene Heuristik findet auch fiir grofie Datensétze, wie z.B. D4, schnell eine Losung.
Da es hierfiir keine Vergleichsergebnisse gibt, kann man nur abschétzen, wie nahe die-
se Losung am Optimum ist. Da das Verhéltnis von Kanten zu Knoten in D4 deutlich
hoher ist als bei den anderen Datensétzen, kann man davon ausgehen, dass viele Kanten
geloscht werden mussten. Dennoch ist der gefundene Zielfunktionswert und die Anzahl der

geloschten Kanten recht hoch.
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Man kann also allgemein festhalten, dass es sinnvoll ist, in einem ersten Schritt mit einem
Greedy-Verfahren nach Komponenten zu suchen, um mégliche untere Schranken zu finden.
Diese gefundenen Schranken kénnte man z.B. fiir einen Branch-and-Bound-Algorithmus

verwenden.
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