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3 1 EINFUHRUNG

1 Einfiihrung

Uberfall auf eine Bank, die Téter sind gefliichtet und die Uberwachungsanlage
liefert keine brauchbaren Bilder. Die Spurensicherung riickt an, findet keine Fin-
gerabdriicke, aber genetisches Material, das mit hoher Wahrscheinlichkeit von den
Téatern stammen muss. Darin enthalten ist die DNA, der sogenannte genetische
Fingerabdruck. Die Experten werten diese DNA jetzt aus und vergleichen sie mit
den Eintrdgen von bekannten Kriminellen in der Datenbank. Aber wie kann man
solche Basensequenzen effektiv vergleichen?

Biologen entdecken ein bisher unbekanntes Protein. Ist dies eine Mutation ei-
nes bekannten Proteins, gibt es sonst eine Ahnlichkeit, die auf dhnliche Funktionen
hinweisen kann? Dafiir miissen die Aminosequenzen miteinander verglichen wer-

den.

Diese beiden Beispiele, aber auch Vaterschaftstests und Genvergleiche fiithren in
der Bioinformatik alle auf das selbe Problem: Wir haben zwei oder mehrere Se-
quenzen, fiir die wir feststellen mochten, wie dhnlich sich diese sind. Dazu miissen
wir zunéchst festlegen, was im Bezug auf diese Sequenzen ,, Ahnlichkeit* iiberhaupt
bedeutet und dann eine optimale Anordnung finden. Was das genau bedeutet, wol-
len wir uns im Folgenden anschauen. In dieser Arbeit wird dabei nur der Fall von
zwei zu vergleichenden Sequenzen betrachtet, fiir mehr Sequenzen benotigt man
dann andere Verfahren zur effektiven Losung. Desweiteren 16sen wir uns von der
biologischen Interpretation und betrachten die Problemstellung und die vorgestell-

ten Verfahren moglichst allgemein.

Dabei werden wir zunéchst das Problem exakt definieren, und dann die Losungsidee
von Needleman und Wunsch [15] (1969) erldutern, welche das Finden von moglichst
gut zugeordneten Sequenzen auf ein Kiirzeste-Wege-Problem zuriickfiihrt. Danach
beschreiben wir die fiir das hier gewéhlte Verfahren grundlegende Idee der dynami-
schen Programmierung und, als eine Anwendung davon, den Dijkstra-Algorithmus
zum Bestimmen von kiirzesten Wegen. Als neuen Ansatz fiir dieses Problem wollen
wir uns dann den mit dem Dijkstra verwandten A*-Algorithmus anschauen. Dieser

bendtigt allerdings eine Heuristik, das heifit wir miissen zusétzliche Informationen
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iiber das Problem bereitstellen. Wir iiberlegen uns, wie wir diese aus der Konstruk-
tion von Needleman und Wunsch erhalten kénnen. Danach wird diese Idee dann
praktisch getestet, indem wir den Algorithmus implementieren und auf Beispielse-
quenzen anwenden. Dabei treten dann noch ein paar weitere Fragestellungen auf,

z.B. in Hinsicht auf die effiziente Minimum-Suche wéhrend des Algorithmus.

1.1 Literaturiibersicht

Eine gute Ubersicht iiber das Pairwise Sequence Alignment sowie den Losungsansatz
mit dynamischer Programmierung findet man in dem Paper [9]. Von der dynami-
schen Programmierung und ihrer Geschichte handelt der Artikel [7]. Zum Dijkstra-
Algorithmus findet man das urspriingliche Paper [6] sowie viele Lehrbiicher, wie
z.B. [14]. Der A*-Algorithmus wird neben dem originalen Paper [12] auch in vielen
Biichern, z.B. [16], [13] oder [2] beschrieben.

Verwandte Probleme:

e Erweiterung auf mehr als zwei Sequenzen, das Multiple Sequence Alignment,

erlautert u.a. in [10] oder [11]

e Lokales Alignment, losbar mit dem Smith-Waterman-Algorithmus [18]: Su-

che aus beiden Sequenzen je eine Teilsequenz, die moglichst dhnlich sind.

In [3] wird eine Anwendung des A*-Algorithmus auf das Multiple Sequence
Alignment beschrieben. Hier werden die vorliegenden paarweisen Alignments fiir
die einzelnen Sequenzenpaare fiir die Heuristik verwendet.

Zur Programmierung in C++ bietet das Tutorial [19] eine gute Einfiihrung.



b} 2 DAS PROBLEM

2 Das Problem

Definition 1. Ein Alphabet A sei eine endliche Menge A = {A4;,...,A,} von
Zeichen.

Eine Sequenz S = (s, ..., Sx) sei eine endliche Abfolge von Elementen s; € A.

Die Linge der Sequenz sei [(S) := #5S.

Eine Kostenfunktion d sei eine Abbildung d: A x A — R

Beispielsweise besteht das Alphabet bei der DNA aus den Basen A,C,T,G
(=Adenin, Cytosin, Thymin, Guanin). Eine Sequenz wére dann z.B. C, T, G, G, A, C, T
und eine triviale Kostenfunktion d(a,b) = 1, fiir a # b, d(a,b) = 0 fir a = b

Definition 2 (Paarweises Sequenz-Alignment). Sei A ein gegebenes Alphabet.
Betrachte dann A’ = AU{—}. '~ steht fiir eine sogenannte Liicke in der Sequenz.
Ein paarweises Sequenz-Alignment fiir zwei Sequenzen S*, S? ist jetzt eine Matrix

P mit 2 Zeilen und L Spalten, wobei gilt:
e max(l(S1),1(S?)) < L <I(S") +1(5?)
e Alle Eintrdge in P sind aus A’.

e In der 1. Zeile sind alle Elemente aus S* in der gleichen Reihenfolge, d.h. fiir
S;, S} aus S' mit ¢ < j gibt es i’ < j', so dass P;; = S}, Pi; = Sj. Genauso

fir die 2.Zeile.

e Es gibt kein ¢ € [1,L], so dass P;; = P, = '—', also keine zwei Liicken

untereinander.

Uns reicht es allerdings nicht, irgendein paarweises Sequenz-Alignment zu fin-
den, dies wére auch trivial moglich, in dem man die beiden Sequenzen untereinan-
der schreibt und die kiirzere mit Liicken auffiillt. Stattdessen wollen wir das beste

paarweise Sequenz-Alignment finden. Was das bedeutet, definieren wir wie folgt:

Definition 3 (Optimales paarweises Alignment). Sei wieder ein Alphabet A ge-
geben und A’ wie zuvor. Zudem gebe es jetzt eine Kostenfunktion d : A’ x A" — R,

also insbesondere seien auch d(a,—) und d(—,a) fiir alle a € A definiert. Wir
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betrachten die Summe der Kosten in allen Spalten, also aller entstehenden Paare

L

C(P):=> " d(Py;, Py).

=1

Ein optimales paarweises Alignment ist das (nicht eindeutige) paarweise Alignment,

dass C' minimiert.

Wir kennen jetzt also unsere Aufgabe, ndmlich fiir beliebige zwei Sequenzen und
eine beliebige Kostenfunktion ein optimales paarweises Alignment zu ermitteln. Im
nédchsten Abschnitt werden wir einen Losungsansatz dafiir kennen lernen. Zunéchst

aber noch ein kurzes Beispiel:
Beispiel 1. Seien das Alphabet A = {C, D, E, F'} und die Sequenzen
S'=(C,D,E,E,F)
und
S? = (C,E,F,D)

gegeben. Dann sind folgende Matrizen paarweise Alignments:

p_(CDEEF
" \¢c E F D —

p_(CDEEF -
" \¢ - — EF D

p_(C D EEF
" \¢c - E F D

0, fallsa=15b
Fiir die Kostenfunktion d(a,b) = ¢ 1, fallsa #b, a,b # —'
2, falls a =" —" oder b =" -/

erhalten wir dann C'(P') =0+1+14+1+2=6,C(P?) =0+2+2+0+0+2 =6,
C(P?) =0+2+0+1+1=4; P?ist also am besten und wie man sich leicht
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iiberlegt, auch insgesamt das optimale Alignment.

Falls uns Liicken lieber sind als falsche Zuordnungen, kénnten wir in der Kos-
tenfunktion die 1 und die 2 vertauschen. In dem Fall erhalten wir C'(P') = 7,
C(P?) =3, C(P?) =5 und P? wire optimal.

Spéter brauchen wir noch folgende Definitionen:

Definition 4 (Graph). (nach [5]) Ein Graph ist ein Paar G = (V, E) von endli-
chen Mengen, so dass £ C V x V', d.h. die Elemente von F sind zweielementige
Teilmengen von V. Die Elemente aus V' sind die Knoten des Graphen G, die Ele-
mente aus F sind seine Kanten. Ein Weg ist eine geordnete, endliche Teilmenge

der Knoten w = wy, ..., wg, k € Nyw; € V Vi € [0, k].

Definition 5 (Kiirzeste-Wege-Problem). (nach [4]) In einem Kiirzeste- Wege-Problem
haben wir einen gewichteten Graphen G = (V, E) mit einer Gewichtsfunktion
¢ : F — R. Das Gewicht eines Weges w = (wg, wy, ..., wy) ist die Summe der

Gewichte der enthaltenen Kanten:

k

l(w) = Z c(w;_1,w;).

=1

Wir definieren das Kiirzester- Weg-Gewicht von u nach v durch

5(u,v) { min{l/(w) : w ist Weg von u nach v}, falls es einen Weg von u nach v gibt
u,v) =

00, sonst
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3 Idee von Needleman und Wunsch

Saul B. Needleman und Christian D. Wunsch haben 1969 in [15] folgende Methode
fiir das Bestimmen des optimalen paarweisen Alignments beschrieben:

Fiir die zwei Sequenzen A = (A4, ..., A,,) und B = (By, ..., B,) erstellt man eine
zweidimensionale Matrix M mit m Spalten und n Zeilen, wobei die Spalten genau
den Elementen von A und die Zeilen den Elementen von B entsprechen. Der Ma-
trixeintrag M;; entspricht dann einer Kombination von A; und B;. (z.B. Tabelle
1)

Wir wandeln diese Matrix jetzt fiir unsere Zwecke in einen Graphen (z.B. Abb.
1) um. Dazu ergéinzen wir eine 0. Spalte und 0. Zeile, die Matrix hat dann Groéfe
(n+1) x (m+1). Dann richten wir fiir jeden Eintrag der Matrix M,; einen Knoten
(i,7) ein. Anschliefend verbinden wir jeden Knoten durch in ihm startende Kan-
ten mit seinem rechten, rechten unteren und unteren Nachbarn, falls dies moglich
ist. Knoten (i, j) wird also mit den Knoten (¢,7 + 1), (i + 1,5+ 1) und (i + 1, )
verbunden, falls diese existieren. Die Idee dahinter ist, dass wir beim Erstellen
der Alignment-Matrix P zu jedem Zeitpunkt (also wenn wir die ersten k& Spalten
erstellt haben fiir 0 < k < L) genau drei Moglichkeiten haben:

e Ordne die jeweils in den Sequenzen néchsten Eintrdge einander zu, d.h. in
die (k + 1)-te Spalte von P kommen zwei Nicht-Liicken. Dies entspricht der
Kante nach rechts unten, also von (7, j) nach (i +1,j + 1).

e Fiige in der Sequenz A, also in der 1.Zeile von P eine Liicke ein und ordne
dieser den néchsten Eintrag aus Sequenz B zu. Dies entspricht der Kante

nach unten, also von (4, 7) nach (i 4+ 1, j).

e Fiige in der Sequenz B, also in der 2. Zeile von P eine Liicke ein und ordne
dieser den néchsten Eintrag aus Sequenz A zu. Dies entspricht der Kante

nach rechts, also von (i, j) nach (i,j + 1).

Jetzt miissen wir noch iiberlegen, welche Gewichte die Kanten erhalten sollen. Da

kommt wieder die Kostenfunktion ins Spiel.

Bemerkung 1. Zur Vereinfachung der Darstellung nehmen wir ab hier an, dass die
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Kosten fiir eine Liicke immer gleich sind, also dass gilt:
d(a’7 _) = d(_u CL) = dGapyva S A, dGap € R fest

Diese Annahme entspricht durchaus der Realitét, ohne sie wiirde das Verfahren
trotzdem funktionieren, wir wiirden aber spéter eventuell eine schlechtere Heuristik

erhalten.

Da die horizontalen und vertikalen Kanten jeweils dem Einfiigen einer Liicke
entsprechen, setzen wir deren Gewichte auf dg,p,. Fiir die diagonalen Kanten be-
trachten wir die Paare, die wir durch sie erhalten, also die Kante, die in (4, j) en-
det, bekommt als Gewicht die Kosten d(A;, B;). Dadurch erreichen wir, dass das
Bestimmen des optimalen Alignments dquivalent zum Bestimmen des kiirzesten
Weges von (0, 0) nach (n,m) ist, denn fiir das Alignment ist die Zielfunktion ja ge-
rade die Summe der Kosten und beim kiirzesten Weg die Summe der Gewichte auf
den benutzten Kanten. Der Start in (0,0) (und nicht in (Bj, 4;)) ist notwendig,
damit wir auch in der 1.Zeile bereits die Mdoglichkeit haben, Liicken einzufiigen.
Wenn wir dann den kiirzesten Weg haben, ist die Konstruktion des Alignments
einfach, da die gewahlten Kanten nach obiger Konstruktion festlegen, ob und wo

wir Liicken einfiigen.

Wie finden wir jetzt den kiirzesten Weg? Seien dafiir D(i,7) die Kosten fiir
den kiirzesten Weg von (0,0) zu dem Knoten (4,j). Nach unserer Konstruktion
gehen von jedem Knoten nicht nur (maximal) drei Kanten ab, sondern es kommen
auch (maximal) drei Kanten dort an, ndmlich von links, links oben und oben. Wir
haben also drei Moglichkeiten einen Knoten (i, 7) zu erreichen. Somit ergibt sich

mit den oben beschriebenen Kosten folgenden rekursive Formulierung;:

D(Z,]) = mlH{D(Z — 1,] - 1) + d(Bi—lij—l)a
D<Z - 179) + dGap7
D(i,j— 1)+ dgap}
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Tabelle 1: Needleman-Wunsch-Matrix

wobei die ,,Randbedingungen*

D(0,0) =0
D(i,0) = D(i —1,0) + dGap
D(()?.]) = D(Oaj - 1) + dGap

lauten. Somit kénnten wir jetzt den kiirzesten Weg nach (n,m) berechnen. Da
wir aber fiir jeden Wert D(i*, j*) rekursiv alle anderen Werte D(7,j) mit ¢ < ¢*
und j < j* berechnen miissen, ist dieses Verfahren sehr aufwéndig und dadurch
besonders bei groflen Instanzen ungeeignet.

Der Ausweg lautet hier ,,Dynamische Programmierung® und wird im néchsten
Abschnitt vorgestellt. Dazu fithren wir auch den Dijkstra-Algorithmus ein, der
eben auf diese Weise kiirzeste Wege findet. Danach kehren wir wieder zu unserem
Problem zuriick und schauen uns kurz an, wie Needleman und Wunsch in ihrem

Paper das Prinzip der dynamischen Programmierung angewandt haben.

Beispiel 2. Situation wie in Beispiel 1: A = (C,D,E,E,F), B= (C,E, F,D),

0, fallsa=5b
d(a,b) =<1, fallsa #b, a,b# —
2, fallsa='—'"oder b="—'

gibt die Matrix in Tabelle 1 und damit den Graphen in Abbildung 1. Die

kiirzesten Wege zu den jeweiligen Knoten ergeben sich dann wie in Tabelle 2.
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Wir konnen also den rechten unteren Knoten (4,5) mit Kosten 4 erreichen
und zwar iiber die Knoten, die fett hervorgehoben sind. Daraus erhalten wir jetzt
unser optimales paarweises Alignment, indem wir den Weg abarbeiten. Hier als
erste Spalte (C,C'), dann (D, —) (wegen der horizontalen Kante, die einer Liicke
entspricht), weiter dann (F, E),(E, F') und (F, D). Dadurch erhalten wir genau die

Matrix
PSZC’DEEF
¢ - E F D)’

von der wir schon in Beispiel 1 angenommen hatten. dass sie optimal sei.
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4 Dynamische Programmierung

Unter dynamischer Programmierung fasst man eine bestimmte Art von Algorith-
men zum Loésen von Optimierungsproblemen zusammen. Man kann sie benutzen,
wenn das Problem aus vielen kleineren identischen Teilproblemen besteht. Aufler-

dem muss das Optimalitdtsprinzip von Bellmann gelten:

Definition 6 (Optimalitéatsprinzip von Bellmann). (ibersetzt aus [1]) Eine opti-
male Verfahrensweise hat die Eigenschaft, dass unabhéngig vom Anfangszustand
und der ersten Entscheidung, die verbleibenden Entscheidungen eine optimale Ver-
fahrensweise unter Beachtung des Zustandes nach der ersten Entscheidung darstel-

len.

Kurz gesagt: Die optimale Losung fiir ein Problem setzt sich aus den optimalen

Losungen kleinerer Probleme zusammen.

Bemerkung 2. Bei dem paarweisen Sequenz-Alignment ist das Optimalitétsprinzip
im folgenden Sinne erfiillt. Wenn wir bereits die ersten k Spalten unserer Losungs-
matrix P kennen, bzw. diese fest sind, miissen wir fiir das Erreichen des optimalen
Alignments die verbliebenen L — k Spalten nach dem gleichen Prinzip berechnen.

Das funktioniert, weil die Zielfunktion eine Summe iiber die Spalten ist.

Der Trick der dynamischen Programmierung ist jetzt, als erstes die kleinsten
Teilprobleme optimal zu lésen, diese Ergebnisse zu speichern und dann fiir die
Berechnung der néchstgroferen Probleme zu benutzen (auch bottom-up genannt).
Dadurch wird die wiederholte Berechnung des gleichen Teilproblems vermieden
und der Algorithmus hat eine wesentlich kiirzere Laufzeit als die entsprechende
rekursive Formulierung. Nachdem alle benétigten Teilprobleme berechnet wurden,
kann dann die Gesamtlosung schnell zusammengesetzt werden.

Dynamische Programmierung kann in verschiedenen Bereichen der Optimie-
rung eingesetzt werden, wo sonst ein rekursiver Algorithmus verwendet werden

wiirde

Das Verfahren lauft ungefihr so ab:

1. Analysiere die Struktur der Optimallosung
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2. Formuliere eine rekursive Darstellung der Losung
3. Berechne die Losung iterativ
4. Konstruiere die Losung aus den Teillésungen der vorigen Schritte

Beispiel 3 (Fibonacci). Wir wollen die Fibonacci-Zahlen berechnen. Diese sind
wie folgt rekursiv definiert: Fy = Fy, = 1 und F,o = F, + F, 4 fir n > 1.
Man greift also in jedem Schritt auf zwei vorherige Losungen zuriick, die wieder
je zwei vorherige Losungen brauchen usw. Wenn man sich jetzt streng an die
rekursive Formulierung hélt, braucht man also ca. 2" ! Berechnungen. Wenn man
z.B. Fy; bestimmt, greift man auf F3 und Fy zuriick. Fiir F, wiederum bendtigt
man F; und Fy und fir F3 muss f5 und F; berechnet werden. Unsere rekursive
Formulierung muss jetzt fiir F5 wiederum Fj und F{y bestimmen. Wie man sieht,
wurde Fy zweimal, F} dreimal und F5 zweimal berechnet.

Jetzt wenden wir Dynamische Programmierung an. Die Fibonacci-Zahlen sind
genauso definiert, aber wir berechnen jetzt zur Bestimmung von F,, nacheinander
die F;,» = 1,...,n, beginnend mit F}. Fiir F; berechnen wir also F}, F5, F3 und dann
F,. Da die benétigten zwei Vorgéinger jeweils bekannt sind, sind keine weiteren
Berechnungen notwendig. Da keine Werte mehrfach bestimmt werden, haben wir
nun also lineare Laufzeit und bei geschicktem Uberschreiben kommt man sogar

mit konstantem Speicherplatz aus.
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5 Dijkstra-Algorithmus

Ein bekannter Algorithmus mit dynamischer Programmierung ist der Dijkstra-
Algorithmus[6] fiir das Kiirzeste-Wege-Problem mit nicht-negativen Kantengewich-
ten. Dabei beginnt man im Startknoten und sucht von dort den Knoten, der am
schnellsten zu erreichen ist (schnell bedeutet: die Summe der Kantengewichte auf
dem Weg dorthin ist am geringsten). Dann sucht man den Knoten. der am zweit-
schnellsten vom Startknoten aus zu erreichen ist und fiihrt das so lange durch bis
man alle Knoten erreicht hat. Nach Konstruktion hat man diese dann auf dem
jeweils kiirzesten Weg erreicht und diesen somit gefunden. Fiir jeden Knoten, den
wir zwischendurch erreichen, speichern wir die Distanz zum Startknoten. Dadurch
miissen wir den kiirzesten Weg dorthin nicht mehrfach bestimmen, sondern kénnen

auf den bekannten Wert zuriickgreifen.

Algorithm 1 Dijkstra-Algorithmus
1: Initialisierung: Jeder Knoten v bekommt die Bewertung d(v) = oo, nur der
Startknoten s die Bewertung d(s) = 0.

2: while Es gibt Knoten, die noch nicht bearbeitet wurden do

3: Waihle daraus den Knoten v mit der minimalen Bewertung aus

4: v als bearbeitet markieren

5: for alle nicht bearbeiteten Nachbarknoten w; do

6: Berechne die Summe aus Bewertung von v und Kantengewicht zwischen
v und w;.

7: end for

8 if Diese Summe ist kleiner als die Bewertung von w; then

9: Setze Summe als neue Bewertung von w;

10: Speichere v als Vorgédnger von w;

11: end if

12: end while

Auf diese Weise erreicht man irgendwann den Zielknoten auf dem kiirzesten
Weg und kann diesen Weg rekonstruieren, indem man die jeweils gespeicherten
Vorgénger benutzt. Das Verfahren funktioniert, weil das Optimalitdtsprinzip von
Bellman hier erfiillt ist: Die kiirzesten Strecken zwischen Knoten in einem Pfad
bilden zusammen die kiirzeste Strecke auf dem Pfad. Dazu folgendes Lemma (aus
[14]):
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Lemma 1. Sei d(v) die vom Algorithmus bestimmte Bewertung von v und s € V
ein beliebiger Startknoten. Dann gilt beim Abbruch des Algorithmus fir alle v € V'
d(v) = 0(s,v). (6(s,v): kiirzester Weg von s nach v, wie in Def.5)

Beweis. Sei S; die Menge der bearbeiteten Knoten mit ¢ Elementen. Ein Weg
w = (wy, ..., wpy1) heile Grenzwey, falls wy, ..., w, € S; und w,4; € V' \ S. Dann

behaupten wir:

1. Fiir alle uw € S; ist d(u) = d(s,u) und fiir den kiirzesten Weg w von s nach u

2. Fir alle u € V' \ S; ist d(u) = min{l(w) : w ist Grenzweg von s nach u} ,

wenn kein solcher Weg existiert, dann ist d(u) = oc.

Wir zeigen das per Induktion iiber #:

Induktionsanfang: 1 = 1

d(s) =0, also ist S; = {s} und 1. gilt. Nach der Bearbeitung des ersten Knotens
gilt nach Konstruktion fiir alle zu s benachbarten Knoten u, dass d(u) = [((s,u))
und fiir alle anderen [(u) = oco. Da alle Grenzwege die Form (s,u) haben, folgt
Behauptung 2.

Induktionsvoraussetzung: 1. und 2. gelten fiir i.

Induktionsschritt: i — 1+ 1

Sei S;11 = S; U {v}. Der Knoten v, der dazugenommen wird, ist der mit der
kleinsten Bewertung. Da es immer mindestens einen Knoten gibt, der schon erreicht
aber noch nicht bearbeitet wurde, gilt d(v) < co. Wir nehmen an, dass es einen
kiirzesten Weg w von s nach v gibt, der kiirzer als d(v) ist, also d(s,v) < d(v). Nach
IV 2. hat bei S; der kiirzeste Grenzweg von s nach v die Linge d(v). Somit kann
w kein Grenzweg in S; sein. Sei also u das erste Element von w, das nicht in S;
liegt und definiere w’ C w als w’ = (s, ..., u). w’ ist somit ein Grenzweg von s nach
u und wiederum wegen IV 2. gilt I(w') > d(u). Da v das unbearbeitete Element
mit der geringsten Bewertung ist und u ¢ S;y1, muss gelten d(u) > d(v). Da wir
nur positive Gewichte zulassen, konnen wir folgern: {(w) > l(w') > d(u) > d(v),
was einen Widerspruch zur Annahme [(w) < d(v) darstellt. Es gibt also keinen
Weg nach v, der kiirzer ist als d(v). Da wegen IV 2. ein Grenzweg der Lénge d(v)

existiert, haben wir 1. gezeigt.
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O,

Abbildung 2: Dijkstra mit negativen Gewichten

Sei jetzt u € V'\ Sky1. d(u) und d(v) seien die Bewertungen vor der Bearbeitung
im (74 1)-ten Schritt. Wir suchen jetzt die Lange I(w) des kiirzesten Grenzwegs in
Si+1 von s nach u. Diese ist das Minimum aus der Lénge des kiirzesten Grenzweges
in S; von s nach u (anschaulich: wir lassen v aus und gehen direkt nach ) und
d(s,v) + c(v,u) (anschaulich: wir gehen iiber v nach ). Nach IV hat der kiirzeste
Grenzweg in S; die Lange d(u) und es gilt d(v) = d(s,v). Also erhalten wir:

[(w) = min{d(u), d(v) + c(v,u)}.

Nach der Konstruktion des Algorithmus wird d(u) aber gerade auf diesen Wert
gesetzt, also d(u) = [(w) und 2. ist erfiillt. Insbesondere wird vor Abbruch ¢ in S;

aufgenommen und 1. zeigt somit das Lemma. O

Bemerkung 3. Im Beweis nutzen wir, dass die Kantengewichte positiv sind. fiir
negative Kantengewichte muss der Dijkstra-Algorithmus also nicht mehr funktio-
nieren. Tatséchlich gibt es solche Fille, wie Abbildung 2 zeigt.

Hier wird zuerst a ausgewélt und dann schon direkt ¢, weil 1 + 3 < 5 ist.

Das Problem ist, dass wir durch das Auswéhlen der Knoten nach Bewertung den
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Knoten b hier gar nicht untersuchen. Der kiirzeste Weg wiirde aber iiber b verlaufen,

also funktioniert der Algorithmus hier nicht.

5.1 Laufzeit und Speicherplatz

Die Knoten und Kanten konnen in Matrizen gespeichert werden, die Vorgéanger als
Zeiger und die Bewertungen in Feldern. Die Menge () der unbearbeiteten Knoten
wird optimal in einer Prioritdtswarteschlange (,priority queue“) gespeichert, die
nach der Bewertung sortiert ist und als Fibonacci Heap gespeichert wird. Dann
gilt Folgendes (siche [14]):

Satz 1. Der Digkstra-Algorithmus kann so implementiert werden, dass die Laufzeit

O(nlogn +m) betrdgt.

Beweis. Zunéchst miissen die n Knoten in die Warteschlange eingefiigt werden, das
sind n Operationen. Es werden im Worst Case alle Knoten untersucht, die Schleife
wird also n-mal durchlaufen, wobei jedes Mal gepriift wird, ob @) leer ist, und ein
Element aus () entfernt wird. Die Summe aus Bewertung und Kantengewicht muss
im Worst Case fiir alle m Kanten des Graphen berechnet werden, mit der bisherigen
Bewertung verglichen werden und dadurch die Reihenfolge in der Warteschlange
gedndert werden. Fast alle Operationen brauchen O(1) Zeit, nur das Suchen des
kleinsten Elements dauert bei der Fibonnaci Heap O(logn). Somit erhalten wir

fir die Gesamtlaufzeit O(nlogn + m). O

5.2 DBeispiel

Betrachten wir folgenden Graphen, wo wir den kiirzesten Weg von s nach ¢ suchen.
Dabei stellt der Wert im Knoten die jeweils aktuelle Bewertung, also die bisher

kleinste Entfernung zu dem Knoten, dar.
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Wir haben jetzt also die Bewertungen d(a) = 7,d(c) = 1. Wir wéhlen die
kleinste Bewertung und untersuchen Knoten c.

a
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Jetzt haben wir einen kiirzeren Weg zu a gefunden, denn die Summe aus d(c) =
1 und dem Kantengewicht von (¢, a) ist 6 < 7. Also setzen wir d(a) = 6. AuBerdem
ist d(d) =14 7 = 8. Wir untersuchen also als néchstes a.

Fiir b erhalten wir jetzt eine Bewertung von d(b) = 6 + 7 = 13. fiir d wiirden
wir auch eine Bewertung von 6 47 = 13 erhalten, aber da die bisherige Bewertung
8 < 13 ist, bleibt d(d) = 8. Dies ist auch die geringste Bewertung von allen nicht

vollstéandig untersuchten Knoten, also untersuchen wir jetzt d.

Fiir b erhalten wir jetzt als neue Bewertung d(b) = 8 +4 = 12 < 13. Vor allem
erreichen wir aber den Zielknoten ¢ mit der Bewertung d(¢) = 8 + 1 = 9 und sind

damit fertig.
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5.3 Beziehung zu Needleman/Wunsch

Den Dijkstra-Algorithmus kann man jetzt auch auf unser Kiirzeste-Wege-Problem
beim Sequenz-Alignment anwenden, vorausgesetzt alle Gewichte sind nichtnegativ.
Wir kennen jetzt also einen Weg, das optimale paarweise Alignment zu finden.
Fiir die Laufzeit erhalten wir O(nmlognm), wenn n und m wieder die Léngen der
Sequenzen sind, denn es gibt dann nach Konstruktion (n+ 1) x (m + 1) = O(nm)
Knoten und weniger als 3(n + 1) % (m + 1) = O(nm) Kanten.

Needleman und Wunsch gehen etwas anders vor: Neben der Tatsache, dass sie
hier maximieren statt minimieren wollen, weil sie keine Kostenfunktion sondern
eine positive Bewertungsfunktion benutzen und sie rechts unten statt links oben
anfangen, was nur ein Unterschied in der Notation ist, gibt es auch einen wich-
tigen Unterschied. Sie gehen zeilenweise die Knoten durch und ermitteln jeweils
den kiirzesten Weg zu ihnen. Dabei wird kein Knoten mehrmals betrachtet. Dies

funktioniert, da die Knoten nach der Konstruktion topologisch sortiert sind.

Definition 7. [4] Eine topologische Sortierung eines gerichteten azyklischen Gra-
phen G = (V| E) ist eine lineare Anordnung aller seiner Knoten mit der Eigen-

schaft, dass w in der Anordnung vor v liegt, falls es (u,v) € F gibt.

Lemma 2. Der Graph, der von Needleman/Wunsch konstruiert wurde, ist topo-

logisch sortiert.

Beweis. Die lineare Anordnung ist gegeben durch

((0,0),...,(0,m), (1,0), ..., (1,m), ..., (n,0), ..., (n, m), denn aufgrund der Konstruk-
tion gilt fiir alle Kanten ((4,7), (¢',7')) ¢ < ¢ und j < j' (sowie (i,7) # (i, 5")).
Somit ist (4,7) in der Anordnung stets vor (', j'). ]

Damit kann man folgern:

Korollar 1. Der Needleman/Wunsch-Algorithmus findet den kiirzesten Weg in
O(nm)

Beweis. Durch das Durchlaufen des Graphen geméfl der topologischen Sortierung
kann jeder untersuchte Knoten nur von zuvor untersuchten Knoten erreicht werden.

Dadurch kennt man nach der ersten Untersuchung des Knoten den kiirzesten Weg
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dorthin bereits sicher. Somit erhélt man auch den kiirzesten Weg nach (n,m),
nachdem man diesen Knoten als letztes untersucht hat.

Zur Laufzeit: In jedem Knoten muss man die Gewichte zu drei Nachbarknoten
miteinander vergleichen. Dies geht in konstanter Zeit. Da es O(nm) Knoten gibt,

wird der gesamte Graph in O(nm) untersucht. O

Der Dijkstra-Algorithmus braucht linger, weil er noch zusétzlich eine Minimum-
Suche durchfiihrt.

Auf diese Beobachtung kommen wir spéter zuriick, wenn wir die praktischen
Ergebnisse diskutieren. Jetzt wollen wir im néchsten Schritt die Performance des
Dijkstra-Algorithmus verbessern, indem wir ihn mit einer Heuristik zu einem A *-

Algorithmus machen.
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6 A*-Algorithmus

Wir wollen uns jetzte einen weiteren Algorithmus fiir das Kiirzeste-Wege-Problem
anschauen. Dafiir benutzen wir einen heuristischen Ansatz, das bedeutet, dass wir
spezielle Information iiber das Problem nutzen, um die Effizienz des Algorithmus

zu erhohen.

Beispiel 4 (Routenplanung). Das typische Beispiel fiir dieses Verfahren ist kiirzeste
Wege z.B. in einem Straflennetz zwischen geographisch existierenden Punkte, al-
so z.B. Stddten zu suchen. Die Abschiatzung der Wegstrecke kann hierbei iiber
die ,,Luftlinie“, also die euklidische Entfernung zwischen den Punkten erfolgen. Es
kann kein Weg kiirzer sein, als dieser direkte, insofern bildet diese Entfernung eine
untere Schranke. Das wird in der Routenplanung dazu genutzt, dass der optimale
Weg nicht gleichméBig in alle Richtungen gesucht wird, sondern Zwischenpunkte,

die naher am Ziel sind. besser bewertet werden.

In diesem Abschnitt folgen wir weitesgehend dem Artikel [12], in dem der A*-
Algorithmus eingefiihrt wurde.

Ein wesentlicher Unterschied in der Problemstellung ist, dass wir hier nicht
mehr die kiirzesten Wege zu allen Knoten bestimmen wollen, sondern nur zu einer

Menge T von Zielknoten.

6.1 Definitionen

Wir nennen einen Knoten v € V' Nachfolger von u € V|, wenn es eine Kante von
u nach v gibt.

Der Nachfolge-Operator T' ist auf der Menge der Knoten V' definiert und gibt
zu jedem Knoten v; die Menge von Paaren {(v;, ¢;;)}, wobei die v; die Nachfolger
von v; sind und die ¢;; die jeweiligen Gewichte der Kanten von v; nach v;.

Wenn I' auf einen Knoten angewendet wird, sagen wir, dass der Knoten erwei-
tert wird.

Der Subgraph G, von irgendeinem Knoten v € V ist der Teilgraph, der aus v
durch mehrfache Anwendung des Nachfolge-Operators I" entsteht, also alle Knoten

enthélt, die von v aus erreichbar sind.
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Fiir jeden Knoten v € V ist ein Element ¢ € T' ein bevorzugter Zielknoten,
falls die Kosten des optimalen Wegs von v nach ¢ nicht grofler sind als die Kosten
irgendeines anderen Weges von v zu irgendeinem Zielknoten.

Wir nennen einen Algorithmus zuldssig, falls es sicher ist, dass man einen
kiirzesten Weg von s zu einem bevorzugten Zielknoten von s auf jedem Graph

mit positiven Kantengewichten findet.

6.2 Idee

Die Grundidee ist die gleiche wie beim Dijkstra-Algorithmus: Wie beginnen den
Algorithmus bei einem Startknoten s und erzeugen einen Teil des Subgraphen Gy
durch Anwendung des Nachfolge-Operators. Jedes Mal, wenn ein Knoten erweitert
wird, speichern wir fiir jeden Nachfolger v sowohl die Kosten um auf dem bisher
kiirzesten gefundenen Weg zu v zu kommen als auch einen Zeiger zum Vorgénger
von v auf diesem Weg. Wenn der Algorithmus dann bei einem Zielknoten ¢ ter-
miniert, werden keine weiteren Knoten erweitert. Dann kann man den kiirzesten
Weg von s nach ¢ durch Folgen der Zeiger leicht ermitteln.

Es kann jetzt verschiedene zuléssige Algorithmen geben, die sich in der Rei-
henfolge der Erweiterung der Knoten und/oder der Anzahl der erweiterten Knoten
unterscheiden. Im Folgenden werden wir einen davon beschreiben und zeigen, dass
er zuldssig ist. Desweiteren werden wir unter gewissen Annahmen zeigen, dass die-
ser Algorithmus die Informationen iiber den Graph optimal nutzt, d.h., dass er die
kleinstmogliche Anzahl von Knoten erweitert, um den kiirzesten Weg zu finden.

Um moglichst wenige Knoten zu erweitern, muss der Algorithmus in jedem
Schritt den Knoten, der als néchstes erweitert wird, mit so viel Information, wie
moglich, auswéhlen. Knoten, die offensichtlich nicht auf dem kiirzesten Weg liegen
konnen, sollten nicht erweitert werden. Andererseits diirfen Knoten, die auf einem
kiirzesten Weg liegen kénnten, nicht ausgelassen werden, um die Zuléssigkeit nicht

zu gefahrden.

6.3 Der Algorithmus

Wir wollen eine Auswertungsfunktion f (v) fiir jeden Knoten v bestimmen. Diese

soll so definiert sein, dass der Knoten mit dem kleinsten Wert der Funktion als
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néchstes erweitert werden soll. Daraus ergibt sich der Algorithmus 1, in dem s der
Startknoten und 7" die Menge der Zielknoten ist.

Algorithm 2 A*-Algorithmus

1: Markiere s als ,,offen® und berechne f(s) X
2: Wéhle den offenen Knoten v, dessen Wert von f(v) am kleinsten ist. Falls es
kein eindeutiges Minimum gibt, wihle bevorzugt ein ¢t € T', sonst zufillig

3: if v € T then

4: Markiere v als geschlossen.

5: Beende den Algorithmus.

6: else Markiere v als geschlossen

7: Wende Nachfolgeoperator I' auf v an

8: Berechne fiir jeden Nachfolger von v den Wert von f

9: Markiere jeden nicht geschlossenen Nachfolger als offen

10: if Fiir einen geschlossenen Nachfolger w ist f(w) jetzt kleiner als bei der
Schliefung von w then

11: Markiere w als offen

12: end if

13: Gehe zu Schritt 2.

14: end if

Als niichstes iiberlegen wir uns, wie wir die Auswertungsfunktion f wihlen,

damit der A*-Algorithmus zulissig ist.

6.4 Auswertungsfunktion

Seien f(v) die tatséchlichen Kosten eines kiirzesten Weges durch v von s zu einem
bevorzugten Zielknoten von t¢. Seien h(v) die Kosten des kiirzesten Wegs von v zu
einem bevorzugten Zielknoten von v, d.h.
h(v) = mi t
(v) = mind(v, )
Dabei ist 6(v, t) wieder das Kiirzeste-Wege-Gewicht von v nach t.
f(s) = h(s) sind die Kosten eines kiirzesten Weges von s zu einem bevorzug-
ten Zielknoten von s. Auflerdem gilt f(v) = f(s) fir jeden Knoten v auf einem
kiirzesten Weg und f(u) > f(s) fiir jeden Knoten w, der nicht auf einem kiirzesten

Weg liegt. Da wir f(v) bei Ausfithrung des Algorithmus noch nicht kennen, wihlen
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wir einen Schitzer fiir die Funktion als unsere Auswertungsfunktion f(v). (Das er-
klart auch die Bezeichnung mit dem Hut.)
Wir schreiben jetzt

f(v) = g(v) + h(v),

wobei g(v) die tatsdchlichen Kosten eines Kiirzesten Weges von s nach v sind und
h(v) wie oben definiert. Um f zu schétzen, brauchen wir also Schétzer fiir g und
h. Sei also g(v) ein Schétzer fiir g(v). Naheliegend ist es, fiir g(v) die Kosten des
bisher kiirzesten gefundenen Weges von s nach v zu wihlen. Dann gilt g(v) > g(v).

Jetzt brauchen wir noch einen Schétzer h(v) fiir h(v). Dazu greifen wir auf
die Information iiber das Problem zuriick und versuchen so, eine Abschétzung fiir
die Kosten des Weges von v zum Ziel zu finden. Wie einleitend erwéhnt, wére
das bei Orten die Luftlinie. Diese ist die kiirzestmogliche Lénge von irgendeiner
Strafle zwischen den zwei Orten. Deshalb ist sie eine untere Schranke fiir h(v). Es
sind aber auch andere Abschéatzungen denkbar. Wie genau h in unserem Problem
aussehen konnte, betrachten wir spéter, zunéchst sei es irgendeine untere Schranke
fiir h.

Bemerkung 4. Die Funktion ¢ entspricht genau der Bewertungsfunktion d beim
Dijkstra-Algorithmus. Dort passiert im Wesentlichen das Gleiche wie hier, aller-
dings mit h = 0. AuBerdem ist es dort nicht moglich, Knoten mehrmals zu unter-

suchen.

6.5 DBeispiel

Auch hierfiir wollen wir uns wieder ein kleines Beispiel anschauen. Sei dafiir fol-
gender Graph gegeben, in dem wir den kiirzesten Weg von s nach ¢ suchen. Die
Zahlen an den Kanten bezeichnen wieder die Gewichte, in den Knoten steht die
erste Zahl fiir die Lénge des bisher kiirzesten Wegs dahin (also wie beim Dijkstra)
und die zweite Zahl den Wert der Bewertungsfunktion. Weiterhin sei die Informa-
tion gegeben, dass die minimale Kantenldnge 1 betrdgt. Deshalb wéhlen wir als

Abschétzung fiir den verbleibenden Weg die Anzahl dessen Kanten.
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Im 1.Schritt erweitern wir natiirlich s und erhalten neue Wege nach a und c. Als
Bewertung fiir a haben wir dann die Lange des Wegs dorthin, 1, plus die minimale
Kantenzahl zum Ziel, 3, also insgesamt 4. Genauso erhalten wir fiir ¢ den Wert
4 + 1 = 5. Bemerke, dass wir fiir die Abschéatzung zwar den direkten Weg nach ¢

betrachten, der tatséchliche kiirzeste Weg aber auch anders sein konnte.

e

2

Da die Bewertung fiir @ am niedrigsten ist, erweitern wir jetzt diesen Knoten

und erhalten fiir b einen kiirzesten Weg der Linge 5 und eine Bewertung von 7.
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Nun ist der Knoten ¢ an der Reihe und bei seiner Erweiterung erreichen wir
das Ziel t mit einem Weg der Linge 7. Da es keinen restlichen Weg gibt, ist die

Heuristik 0 und die Bewertung ebenfalls 7.
a b

¥
a
4/5 —2 ‘

Der A*-Algorithmus ist jetzt fertig, denn es gibt keine kleinere Bewertung als

7 und somit kann es auch keinen kiirzeren Weg geben. Der Dijkstra miisste jetzt

noch die Knoten b und d erweitern, um dies herauszufinden.

6.6 Zulissigkeit

Wir haben jetzt die Auswertungsfunktion

~ ~

f(w) =g() + h(v)

mit §(v) und h(v) wie eben beschrieben.
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Lemma 3. Fiir jeden nicht geschlossenen Knoten v und fiir jeden kiirzesten Weg

P von s nach v gibt es einen offenen Knoten u auf P mit g(u) = g(u)
Beweis. siehe [12] O
Das benutzen wir fiir folgende Aussage:

Lemma 4. Gelte h(v) < h(v) fiir alle v, sei A* noch nicht beendet. Dann gibt es
fiir jeden Kiirzesten Weg P von s zu einem bevorzugten Zielknoten von s einen
offenen Knoten u auf P mit f(u) < f(s)

Beweis. Nach dem Lemma 3 gibt es einen offenen Knoten u auf P mit g(u) = g(u).
Also gilt

~ ~

fu) = g(w) + hiu) = g(u) + h(u) < g(u) + h(u) = f(u)
Da P ein Kiirzester Weg ist, gilt f(u) = f(s) fiir alle u € P. O
Jetzt kénnen wir die Zulédssigkeit zeigen:
Satz 2. Falls h(v) < h(v), ist A* zulissig

Beweis. (aus [12]) Wir schauen uns die drei Fille an, wo A* nicht zuléssig ist, also
wo A* nicht damit endet, einen kiirzesten Weg zu einem bevorzugten Zielknoten
von s zu finden und wollen diese zu einem Widerspruch fiihren. Dies sind: Ende
an einem Nicht-Zielknoten, kein Ende des Algorithmus, Ende an einem Zielknoten

ohne minimale Kosten.

Fall 1: Ende an Nicht-Zielknoten
Dieser Fall widerspricht der Beendigungsbedingung in Zeile 3-5 des Algorithmus,

kann also ausgeschlossen werden.

Fall 2: kein Ende
Sei t ein bevorzugter Zielknoten von s, der vom Start in endlich vielen Schritten mit
minimalen Kosten f(s) erreicht werden kann. Die Gewichte auf jedem Knoten sind
positiv, es gibt also ein € > 0, das kleiner als jedes Gewicht ist. Fiir jeden Knoten
v, der mehr als M := f(s)/e Schritte von s entfernt ist, gilt f(v) > §(v) > g(v) >
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Me = f(s). So ein Knoten v wird nie erweitert, denn nach dem Lemma 4 gibt
es einen offenen Knoten u auf eine Kiirzesten Weg, so dass f(u) < f(s) < f(v).
Deshalb wird A* in Schritt 2 u statt v auswihlen. Wir wissen also, dass alle
Knoten, die erweitert werden, in M, also endlich vielen Schritten erreicht werden
konnen, es kann also nur endlich viele geben. Ein nicht vorhandenes Ende von A*
kann also nur noch durch ein wiederholtes Offnen der gleichen Knoten entstehen.
Sei X (M) die Menge der Knoten, die in M Schritten von s erreichbar sind, sei
(M) = #(X(M)). Jeder Knoten v in X (M) kann nur endlich oft gedffnet werden,
sagen wir y(v, M) mal, denn es gibt nur eine endlich Anzahl Wege von s nach v,

die nur durch Knoten aus X (M) gehen. Sei dann

M) = M

y(M) = max y(v, M)
die maximale Anzahl von Offnungen irgendeines Knotens. Daraus folgt, dass nach
maximal z(M)y(M) Erweiterungen alle Knoten in X (M) fiir immer geschlossen

sind. Da auflerhalb von X (M) keine Knoten erweitert werden, muss A* ein Ende
haben.

Fall 3: Ende ohne minimale Kosten
Angenommen, A* wiirde an einem Zielknoten ¢ enden, wo f(t) = §(t) > f(s)
gelten wiirde. Nach dem Korollar wiirde dann direkt vor dem Ende ein offener
Knoten u auf einem Kiirzesten Weg mit f(u) < f(s) < f(t) existieren. Deshalb
wire dann u statt ¢ fiir die Erweiterung ausgewéhlt worden, was der Annahme

widerspricht. O

Wir haben jetzt also schon ein gutes Ergebnis, namlich, dass der A*-Algorithmus

funktioniert, wenn wir A so wahlen, wie wir es uns iiberlegt hatten, als untere

Schranke fiir h.

Bemerkung 5. Hart et al. [12] zeigen zudem noch die Optimalitat des A*-Algorithmus,
in dem Sinne, dass jeder andere zulédssige Algorithmus, der die gleichen Informatio-
nen iiber das Problem erhélt, mindestens die Knoten untersuchen muss, die auch

A* erweitert.

Bemerkung 6. Der A*-Algorithmus bietet gegeniiber dem Dijkstra-Algorithmus
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also zwei Vorteile:

1. Durch die Abschitzung der weiteren Kosten bis zum Zielknoten werden u.U.
weniger Knoten untersucht und dadurch reduziert sich die Laufzeit. Wie grof3
dieser Vorteil ist, hdngt sehr davon ab, wie gut die benutzte Heuristik h ist
und dies wiederum davon, wie viel Information iiber den Graphen und die

Problemstellung bekannt ist.

2. Im Gegensatz zum Dijkstra-Algorithmus sind hier auch negative Gewichte
moglich, denn in dem Beweis der Zuldssigkeit haben wir die Positivitdt nur
dafiir benutzt, um zu zeigen, dass nur endlich viele Knoten erweitert werden.
Da wir aber fiir Graphen nur endliche Knotenmengen zulassen, ist dies immer

noch erfiillt. Anschaulich erklart sich dies dadurch, dass insbesondere auch

~

h(v) < h(v) <0

moglich ist, das heifit wenn die verbleibende Distanz negativ ist, muss die
Heuristik so gewahlt sein, dass die Ungleichung weiterhin gilt, also auch ent-
sprechend negativ sein. In dem Beispiel aus Bemerkung 3 miisste 2 (b) < —4
gelten und somit f(b) < 1. Dadurch ist sichergestellt, dass b noch erweitert
wird, bevor der Algorithmus terminiert. Wenn es negative Kreise gibt, gibt es
keine Funktion 2(v) < h(v) Vv € V, da h(v) dann den Wert —co annimmt.
Insofern ist er A*-Algorithmus fiir diesen Fall nicht anwendbar, was sinnvoll

ist, weil es dann auch keine Losung gibt.
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7

Wahl der Heuristik

Kehren wir jetzt zum paarweisen Alignment und dem Ansatz von Needleman

und Wunsch zuriick. Wie wir gerade gesehen haben, brauchen wir fiir den A*-

Algorithmus eine Funktion A mit h(v) < h(v) Vo € V. Das heifit, wir miissen eine

Abschitzung der Kosten bis zum Zielknoten (n,m) finden.

Neben den Kantengewichten haben wir noch die Information iiber den ,,rechte-

ckigen® Aufbau des Graphen. Diesen nutzen wir jetzt mit folgenden Uberlegungen

aus (A sei wieder das zugrundeliegende Alphabet):

An der Stelle (4, 7) brauchen wir noch mindestens (n — i) Kanten, um in die

letzte (n-te) Zeile zu kommen.

An der Stelle (4, j) brauchen wir noch mindestens (m — j) Kanten, um in die

letzte (m-te) Spalte zu kommen.

Daraus folgt: An der Stelle (i,j) brauchen wir noch mindestens max{n —

i,m — j} Kanten, um nach (m,n) zu kommen.

An der Stelle (4,7) kénnen wir noch maximal min{n —i,m — j} diagonale
Kante benutzen , um nach (n,m) zu kommen, da jede diagonale Kante den

Zeilenindex und den Spaltenindex um genau 1 erhoht.

Sei jetzt dpin = mingpeaxa d(a,b) das kleinstmogliche Gewicht auf einer
Diagonalen.
Fall 1: 2*dgep > dpin, d.h. der Weg iiber die Diagonale kann besser sein als

der iiber zwei Liicken-Kanten.

— Die Abschétzung fiir den kiirzesten Weg benutzt dann moglichst viele
diagonale Kanten, also min{n — i, m — j} Stiick.

— Es bleiben also noch max{n—i,m—j} —min{n—i,m—j} =|(n—i)—
(m — j)| horizontale oder vertikale Kanten, fiir die wir Liicken einfiigen

miissen.

— Die Heuristik ergibt sich dann als

~

h(i,7) =min{n —i,m — j} * dpin, + |(n — ) — (M — j)| * dgap
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o Fall 2: 2 xdg,p < dppin, d.h. der Weg iiber 2 Liicken-Kanten kann giinstiger

sein als die Diagonalkante.

— Der Weg wird dann nur iiber die Gap-Kanten abgeschétzt

— Dieser besteht dann aus n —4 Schritten nach unten und m — j Schritten

nach rechts.

— Wir erhalten dann also

~

h(i,j) = ((m =) + (n = j)) * dap

Nach dieser Konstruktion wissen wir jetzt:

Satz 3. Die Heuristik

iL( ) mln{n_lam_]}*dmm‘{'|(n_l)—(m—])|*dGap, fallSQ*dGapdeln
7)) =
((m—1d)+(n—17))* dGap, sonst

erfiillt die Bedingung h(i, j) < h(i,j) ¥(i, ) € [0,n] x [0,m]

Bemerkung 7. Im Normalfall wird in den Anwendungen nur Fall 1 eintreten, denn
eine Ubereinstimmung der zugeordneten Zeichen in dem Alignment sollte immer

glinstiger sein als das Einfiigen einer Liicke.

Mit dieser Heuristik konnen wir den A*-Algorithmus jetzt auf das paarweise
Alignment anwenden und untersuchen, wie grofl die Verbesserung zum Dijkstra-
Algorithmus ist. Dazu werden wir im praktischen Teil dieser Arbeit beide Algo-
rithmen auf Beispiel-Sequenzen anwenden und die Laufzeiten vergleichen.

Die Giite der Heuristik, also die Abweichung der tatsdchlichen h(v) von den
geschitzten iAL(v), und damit deren Effektivitdt hangt natiirlich stark von den un-
tersuchten Instanzen ab. Wenn beispielsweise alle diagonalen Kanten das gleiche
Gewicht hétten, wiirde der Schéitzer dem wahren Wert entsprechen. Wenn das
Gewicht einer diagonalen Kante deutlich kleiner ist als das der anderen, ist eine
Schétzung vermutlich viel zu niedrig.

Um diesen Effekt etwas abzufangen, kénnte man die Definition von d,,;, noch

etwas abiandern und diesen Wert von (7, j) abhéngig machen:
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1. Man betrachtet nicht alle méglichen (a,b) € A2 sondern nur diejenigen

Paare, die rechts unten von dem gerade untersuchten Knoten in der Matrix
wirklich vorkommen. Die Abschéatzung bleibt offensichtlich giiltig, denn der
wirkliche kiirzeste Weg hat ja auch nur diese Paare zur Verfiigung. Bei ei-
nigen Instanzen konnte dadurch die Heuristik verbessert werden. Allerdings
miissten wir dafiir zunéchst alle Knoten einmal betrachten, damit bekannt
ist, welche Paare wirklich auftreten. Dies widerspricht gerade der Idee, nicht

alle Knoten zu betrachten.

. Man ermittelt am Anfang fiir alle Zeilen und alle Spalten das Minimum der

Kosten und nennt diese d¥,, fiir alle Zeilen k € [1,n] und d.;,, fiir alle Spalten

[ € [1,m]. Dann kann man folgende Heuristik aufstellen:

i 7) D oheivt o + 10— 0) = (m = j)| % dgap, fallsn—i<m—j

7)) =
Z?ij—i-l dim'n +[(n — i) — (m — j)| * dgap, sonst

Lemma 5. Dies ist eine zuldssige Heuristik, falls 2 dgap > dpin -

Beweis. Zunéchst ist es wegen der Bedingung 2 * dgep > dpmin optimal,
moglichst viele Diagonalen zu benutzen. Falls n —: < m — j gilt, benutzt der
optimale Weg also n — 1 Diagonalen, wobei jeweils eine aus den Zeilen (i +1)
bis n kommt. D.h., der kiirzeste Weg hat mindestens die Minimalkosten aus
jeder dieser Zeilen. Dazu kommen noch die Liicken-Kosten, die die Differenz
zwischen (n — ) und (m — j) auffilllen. Fiir n — ¢ > m — j gilt dasselbe fiir
die Spalten, es muss aus jeder von (j + 1) bis m genau eine Diagonalkante

benutzt werden. O

Auch hier ist bei entsprechenden Instanzen wieder eine Verbesserung der
Heuristik moglich. Allerdings ist der Nachteil, dass wieder alle Knoten be-
trachtet werden miissen, und am Anfang viele Minima berechnet werden

miissen. Eine bessere Laufzeit ist also auch hier nicht garantiert.

. Man kann 1. und 2. natiirlich auch kombinieren, also die spalten- bzw. zeilen-

weise Minima der Restmatrix berechnen, die Problematik bleibt die gleiche.
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8 Implementierung

Nun wollen wir den A*-Algorithmus praktisch testen und ihn mit dem Dijkstra-
Algorithmus vergleichen. Dafiir implementieren wir die Algorithmen in der Pro-

grammiersprache C++ und messen dann fiir Beispielinstanzen die Laufzeit.

8.1 Dijkstra

Fiir das Programm brauchen wir zunéchst eine Moglichkeit dafiir, einen Graphen
zu speichern. Ein Framework hierfiir wurde mir von Prof. Westphal zur Verfiigung
gestellt und dann von mir fiir diesen Zweck angepasst. Es besteht aus Klassen fiir

die Knoten, die Kanten sowie den Graphen.

Klasse | Informationen Funktionen
Name Erzeugung des Knoten
inzidente Kanten | Zufiigen von inz. Kanten
Node | inzidente Knoten | Zufiigen von inz. Knoten
Knotenbewertung
Vorgénger
Name Erzeugung der Kante
Edge Gewicht
Startknoten
Zielknoten
Name Erzeugung des Graphen
Graph | enthaltene Knoten | Entfernung des Graphen
enthaltene Kanten Knoten hinzufiigen
Kante hinzufiigen

Tabelle 3: Benutzte Klassen

Im Hauptteil des Programms werden dann zunéchst der Graph, die Knoten
und die Kanten erzeugt und einander zugeordnet. Hier miissen wir den Code an
den gewiinschten Graphen anpassen und die Zuordnung der Kanten und Knoten
sowie die Gewichte dementsprechend eintragen.

Danach kann der eigentliche Dijkstra-Algorithmus beginnen. Dabei legen wir
zuerst den Startknoten fest und initialisieren eine leere Knotenmenge (). In einer
Schleife werden dann alle Knoten des Graphen in () eingefiigt. Gleichzeitig werden

ihre Bewertungen auf oo gesetzt. Dann wird die Bewertung des Startknoten auf
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0 gesetzt. Nachdem eine weitere Knotenmenge S eingerichtet wurde, beginnt die
Ausfithrung in einer Schleife, die solange lduft, bis @ leer ist.

Darin wird zunéchst das Minimum der Knoten im Bezug auf ihre Bewertun-
gen gesucht. Das geschieht in einer trivialen Art, indem alle Knoten durchlaufen
werden, sich immer das aktuelle Minimum gemerkt und falls es einen kleineren
Wert gibt, aktualisiert wird. Der Knoten v mit dem Minimum wird dann aus @)
entfernt und in S eingefiigt und untersucht. Dazu werden in einer Schleife zu u in-
zidenten Knoten v betrachtet und die dazugehorigen Kanten ermittelt. Dann wird
entsprechend der Idee des Algorithmus die Knotenbewertung von v aktualisiert,
falls dieser iiber u schneller erreicht wird als zuvor. In dem Fall wird u als der
Vorgénger von v gespeichert.

Nachdem dieses in der grolen Schleife fiir alle Knoten passiert ist, kénnen wir
das Ergebnis anzeigen lassen. Dazu lassen wir uns in einer Schleife fiir alle Knoten

in S den Vorgénger ausgeben.

8.2 A*

Zunéchst fiigen wir in die Knotenklasse eine zusétzliche Float-Variable ein, die
die aktuelle heuristische Bewertung darstellt. Die anderen Klassen bleiben un-
verandert.

In der Hauptfunktion muss bei der Konstruktion des Graphen jedem Knoten
auch seine heuristische Bewertung vorgegeben werden. Der Zielknoten sollte da-
bei sinnvollerweise den Wert 0 erhalte. In der Minimumsuche wird die Heuristik
beriicksichtigt, indem statt den Knotenbewertungen die Summen aus Knotenbe-
wertung und heuristischer Bewertung verglichen werden. Ansonsten wird das Mi-
nimum genauso gesucht. Auch der weitere Algorithmus bedarf keiner Verdnderung,
da bei der Erweiterung der Knoten die Heuristik keine Rolle spielt. Es wird ledig-
lich eine Abbruchbedingung eingefiigt fiir den Fall, dass der ausgewihlte Knoten

bereits der Zielknoten ist.

8.3 Anwendung auf Pairwise Sequence Alignment

Um das Programm jetzt fiir unsere Untersuchungen zum Sequenz-Alignment zu

benutzen sind einige Anderungen notwendig. In der Knoten-Klasse werden statt
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des Namens jetzt zwei ganzzahlige x- und y-Koordinaten gespeichert. Dies bie-
tet sich an, weil wir die Knoten auf dieser Grundlage benutzen wollen. Genauso
wird der Vorgénger im kiirzesten Weg jetzt {iber seine Koordinaten gespeichert.
AuBlerdem ergénzen wir einen Vektor mit den Knoten, von denen eine Kante zum
jeweiligen Knoten fiihrt. In der Kanten-Klasse muss der Konstruktor so angepasst
werden, dass auch dieser neue Vektor sinnvoll gefiillt wird.

Vor der Hauptfunktion wird jetzt die Kostenfunktion implementiert. Dort konnen
die gewiinschten Kosten fiir alle méglichen Paare von Zeichen eingegeben werden.

In der Hauptfunktion selbst wird jetzt der Graph nicht mehr direkt formu-
liert, sondern aus den Sequenzen konstruiert. Dazu werden diese zunéchst eingege-
ben, dann deren Groéfie bestimmt und ein entsprechend grofles Array erzeugt, dass
der Needleman/Wunsch-Matrix entspricht. Auflerdem miissen noch die Liicken-
Kosten angegeben werden. Dann wird in zwei Schleifen das Array mit den Knoten
gefiillt und die Kanten geméf} der Idee des Needleman/Wunsch-Graphen und unter
Beriicksichtigung der Kostenfunktion erzeugt.

Anschlielend kann der gewiinschte Algorithmus darauf angewendet werden.
Fiir die Auswertung werden Zéhler fiir die Anzahl der untersuchten Knoten bzw.
Kanten sowie eine Zeitmessung zugefiigt, deren Werte werden am Ende ausgege-
ben. Als Zielknoten, also als Abbruchspunkt benutzt man den letzten Eintrag des
Arrays. AbschlieBend wird iiber die Werte der Vorgénger-Variablen der tatséchlich
kiirzeste Weg konstruiert und danach das entsprechende Alignment ausgegeben.

Beim A*-Algorithmus muss natiirlich zusétzlich noch die Heuristik erzeugt
werden. Dazu muss zunéchst neben der Kostenfunktion auch die minimale Kan-
tenbewertung eingegeben werden. Damit kann dann bei der Erzeugung des Gra-
phen die heuristische Bewertung einfach anhand der gewiinschten Funktion h in
Abhéngigkeit von den Koordinaten des Knotens berechnet werden und dann mit

in dem Array gespeichert werden.

8.4 Effizientere Minimum-Suche

Um die Suche des Minimums effizienter zu gestalten, wollen wir folgende Idee
nutzen. Statt jedes Mal neu nach dem kleinsten Element zu suchen, wollen wir

ein Feld benutzen, in dem die Elemente geméf3 ihrer aktuellen Bewertung sortiert
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sind. Dann ist das Minimum immer der erste (bzw. der erste noch nicht benutzte)
Eintrag in diesem Feld und kann einfach benutzt werden. Dabei nutzen wir aus,
dass zu Beginn des Algorithmus die Knotenbewertungen fiir alle Knoten, aufler
den Startknoten oo sind, d.h. am Anfang ist noch keine Sortierung notwendig. Im
Verlauf miissen dann jeweils einzelne Knoten neu einsortiert werden, hochstens so
oft wie die Anzahl der Kanten.

In der Implementierung fithren wir dazu neue Felder mit den Knoten und ih-
ren jeweiligen Bewertungen ein, die immer mitgefiihrt und aktualisiert werden,
wenn sich die Bewertung dndert. Bei der Auswahl des néchsten zu erweiternden
Knoten, wird jetzt nicht mehr das Minimum gesucht, sondern der jeweils z-te Ein-
trag des Feldes, wenn wir im z-ten Durchlauf der Schleife sind, also den z-ten
Knoten auswéhlen. Das funktioniert, weil das Feld stets sortiert gehalten wird,
dadurch steht dann immer das Minimum an der gewiinschten Stelle. Diese Sortie-
rung erreichen wir, indem wir in dem Fall, dass sich die Bewertung eines Knotens
andert (also wenn ein kiirzerer Weg gefunden wird), auch das Feld entsprechend
aktualisieren. Das geschieht, indem man den Wert des verédnderten Knotens mit
seinen Vorgéngern vergleicht und dann an der richtigen Stelle einsortiert, dement-
sprechend werden alle Knoten die dazwischen liegen, in dem Feld um eine Stelle
nach hinten verschoben. Nach der Bearbeitung eines Knoten ignorieren wir diesen,
indem wir das Feld nur noch ab der darauf folgenden Stelle betrachten.

Beim A*-Algorithmus ist zu beachten, dass in der Bewertung auch die heuris-
tische Bewertung enthalten sein muss. Diese dndert sich zwar nicht, hat aber einen

Einfluss auf die Reihenfolge im Heap.

8.5 Topologische Sortierung

Als Vergleich zu unseren Algorithmen implementieren wir auch den Ansatz, die
Knoten einfach der Reihe nach ,,abzuarbeiten” und somit die topologische Sortie-
rung zu nutzen (siche Abschnitt 5.3).

Dabei durchlaufen wir das Knoten-Array in zwei Schleifen (zeilenweise und
spaltenweise) und verzichten dafiir auf die Suche nach dem Minimum. Die Knoten

werden dann wie bisher behandelt und die Bewertungen entsprechend aktualisiert.
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9 Ergebnisse

In diesem Kapitel wollen wir jetzt die zuvor entwickelten Algorithmen testen und

vergleichen. Wir haben:
e Dijkstra-Algorithmus (D)

o A*-Algorithmus (A*)

Dijkstra-Algorithmus mit verbesserter Minimum-Suche (DMIN)

A*-Algorithmus mit verbesserter Minimum-Suche (A*MIN)

Topologische Sortierung (TOP)

9.1 Technische Voraussetzungen

Der fiir die Ausfithrung der Programme benutzte Computer hat folgende Syste-

meigenschaften:

Prozessor Pentium Dual-Core CPU T4200 @ 2.00 GHz
Arbeitsspeicher 3,00 GB
Betriebssystem Windows Vista (32 Bit)

Tabelle 4: Systemeigenschaften

Zum Kompilieren des C++-Codes wurde die GNU Compiler Collection(GCC)
von MinGW benutzt.

9.2 Beobachtung

Bei den Instanzen kénnen wir die Sequenzen, insbesondere deren Lénge, sowie
die Kostenfunktion variieren. Wir werden zunéchst mit folgender festen Kosten-

funktion die Laufzeiten und die Anzahl der betrachteten Kanten der Algorithmen
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vergleichen. )
d(z,y) =1 falls v =y
d(A,B) =d(B,A) =2,
d(A,C) =d(C, A) =6,
d(B,C)=d(C,B) =1,
dgap = 10

In der Tabelle 5 sind die durchschnittlichen Werte fiir verschiedene, zuféllige Se-

quenzen mit Langen n und m angegeben.

n | m D A* | DMIN | A*MIN | TOP

10 | 10 | Kanten 222 99 234 105 320
Knoten 79 34 83 36 121
Laufzeit 0 0 0 0 0

40 | 60 | Kanten || 5206 | 2121 5221 2139 7300
Knoten | 1767 710 1772 716 2501
Laufzeit || 0.218 | 0.11 | 0.062 | 0.032 0

100 | 110 | Kanten || 13829 | 3598 | 13823 | 3646 33210
Knoten | 4620 | 1201 | 4618 1217 11211
Laufzeit | 2.231 | 0.733 | 0.359 0.14 0.016
200 | 200 | Kanten | 53427 | 17074 | 53408 | 17182 | 120400
Knoten || 17825 | 5693 | 17819 | 5729 40401
Laufzeit | 32.588 | 12.854 | 5.959 | 2.324 | 0.078

Tabelle 5: Ergebnisse fiir feste Kostenfunktion

Um einen moglichen Einfluss der Kostenfunktion zu erkennen, halten wir in der
nichsten Versuchreihe die Linge der Sequenzen fest bei (100,110) und variieren
die Kostenfunktion. Wir testen die Modelle aus Tabelle 6.

Die Ergebnisse hierfiir stehen in Tabelle 7.
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Tabelle 6: Kostenmodelle

Modell D A* | DMIN | A*MIN | TOP

1 Kanten || 13829 | 3598 | 13823 | 3646 | 33210
Knoten || 4620 | 1201 | 4618 1217 | 11211
Laufzeit | 2.231 | 0.733 | 0.359 0.14 | 0.016

2 Kanten || 28227 | 2860 | 28214 | 2899 | 33210
Knoten || 9446 | 955 | 9434 968 11211
Laufzeit | 3.244 | 0.608 | 0.628 | 0.114 | 0.031

3 Kanten | 10658 | 4210 | 13683 | 4268 | 33210
Knoten | 3559 | 1405 | 4570 1424 | 11211
Laufzeit | 1.778 | 0.858 | 0.483 | 0.164 | 0.031

4 Kanten || 9550 | 3199 | 9655 3259 | 33210
Knoten || 3191 | 1068 | 3226 1088 | 11211
Laufzeit | 1.699 | 0.687 | 0.281 | 0.141 | 0.032

5 Kanten | 33210 | 7180 | 33210 | 7314 | 33210
Knoten || 11211 | 2359 | 11211 | 2422 | 11211
Laufzeit | 3.37 | 1.388 | 0.767 | 0.299 | 0.031

Tabelle 7: Ergebnisse fiir verschiedene Kostenfuktionen
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9.3 Analyse

Was konnen wir jetzt aus diesen Zahlen ablesen? Betrachten wir zunéchst Dijkstra-
und A*-Algorithmus. Wir sehen, dass beim A* weniger Knoten untersucht werden
als beim Dijkstra, der Faktor schwankt zwischen 2 und 4, im Kostenmodell 2
untersucht A* sogar nur ca. 10% der Knoten vom Dijkstra. Dadurch verringert
sich auch die Laufzeit um einen dhnlich hohen Faktor. Durch die Einfiihrung der
Heuristik konnen wir also schon einiges an Rechenzeit einsparen, wie viel, hingt
sehr von der Kostenfunktion ab. Bei Kostenfunktion 2 ist der Effekt besonders
grof}, weil zum einen die Abschéitzung recht gut ist, da die Abweichung von den
minimalen Kosten maximal 0.4 ist. Zum anderen sind die Liicken-Kosten relativ
gering, so dass der Dijkstra besonders viele Knoten untersuchen muss. Weiterhin
kann man beobachten, dass die Gréfle der Sequenzen keinen grolen Einfluss auf den
Effekt des A*-Algorithmus hat. Fiir noch groflere Sequenzen ist also kein hoherer
Nutzen der Heurisik zu erwarten.

Schauen wir uns jetzt an, wie sich die effizientere Minimum-Suche auswirkt.
Zunéchst stellen wir fest, dass die Anzahl der untersuchten Knoten ungefihr gleich
grof3 bleibt. Dies konnte man erwarten, weil sich lediglich die Strategie éndert, wie
man das Minimum findet, aber die ausgewéahlten Knoten bleiben in etwa die selben.
Abweichungen lassen sich dadurch erkliren, dass das Minimum nicht eindeutig
ist. Trotzdem verkiirzt sich die Laufzeit, dies zeigt, dass die neue Suchmethode
tatsédchlich effizienter ist. Der Verbesserungsfaktor schwankt dabei zwischen 3 und
6 und ist beim Dijkstra- und A*-Algorithmus ungefihr gleich grof. Ein groflerer
Effekt bei grofleren Instanzen ist auch hier nicht zu erkennen. Auch scheint bei
diesem Vergleich das Kostenmodell kaum einen Einfluss zu haben.

Wenn man sich dann den kumulierten Effekt von A*-Algorithmus und effizien-
ter Minimum-Suche anschaut, sieht man dass wir uns bei den grofleren Instanzen
mindestens um den Faktor 10 bei der Laufzeit verbessern, im Kostenmodell 2 sogar
fast um den Faktor 30.

Um zu wissen wie gut wir wirklich sind, miissen wir uns aber noch dem Ver-
gleich mit der topologischen Sortierung unterziehen. Wir sehen, dass diese noch
einmal besser ist, obwohl dabei deutlich mehr Knoten (ndmlich alle) untersucht

werden. Der Vorteil kommt also ausschlieSlich daher, dass keine Suche des Mini-
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mums vonndten ist. Bei einem fiir unser Verfahren giinstigen Kostenmodell kom-
men wir immerhin auf den Faktor 4 daran, allerdings sehen wir auch, dass bei
groferen Instanzen das Ausnutzen der topologischen Sortierung doch deutlich (hier
Faktor 30) besser ist.

9.4 Fazit

Wir haben es geschafft, den urspriinglichen Dijstra-Algorithmus so zu verbes-
sern, dass die Laufzeit deutlich kiirzer geworden ist. Insbesondere hat der A*-
Algorithmus mit der von uns entwickelten Heuristik einen merklichen positiven
Einfluss auf die Performance des Vefahrens. Fiir alle untersuchten Konstellatio-
nen konnte eine Verbesserung beobachtet werden. Dass diese mafigeblich von der
Kostenfunktion abhéngt, war zu erwarten. Wahrend der Untersuchungen konnten
wir feststellen, dass ein betrédchtlicher Teil der Rechenzeit dafiir benétigt wird,
bei jeder Auswahl des Knotens das Minimum zu bestimmen. Daraufhin haben wir
uns eine effizientere Methode zu dessen Ermittlung iiberlegt, die sich praktisch
ebenfalls bewahrt hat und die Laufzeit noch einmal verkiirzen konnte.

Trotzdem konnen wir noch nicht ganz zufrieden sein, denn das Verfahren, die
Knoten der (topologisch sortierten) Reihe nach abzuarbeiten, ist immer noch bes-
ser. Zwar kommen wir teilweise schon recht nahe, aber fiir groflere Instanzen,
und diese werden vermutlich in der Anwendung benétigt, sind wir mit unserem
A*-Algorthmus noch deutlich unterlegen. Diese Problematik hatten wir schon in
Abschnitt 5.3 angedeutet.

Was konnte man also noch tun? Zum einen wére es moglich, noch eine bes-
sere Heuristik zu finden. Wie schon in Kapitel 7 dikustiert, briauchte man dafiir
aber wahrscheinlich eine weitere aufwéindige Minimum-Suche. Auflerdem wire der
mogliche Erfolg davon auch wieder sehr von der jeweiligen Instanz abhéngig. Da
der Nachteil vom unseren Verfahren nicht in der Anzahl der untersuchten Knoten,
sondern im Suchen des Minimums liegt, bietet es sich an, dort nach Verbesse-
rungsmoglichkeiten zu suchen. Mit der Datenstruktur Heap (siehe z.B. [16]) ist es
moglich, das Feld mit den Knoten effizient zu sortieren, und dann das Minimum
in konstanter Zeit zu erhalten. Das Sortieren und Aufrechterhalten der Sortierung

benoétigt eine Laufzeit von O(log k), wenn k die Grole des Heaps ist, in unserem
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Fall also O(log mn). Da wir im schlimmsten Fall fiir jede Kante den Heap aktualisi-
ern miissen, weil sich Kantenbewertungen dndern, hiatten wir eine Gesamtlaufzeit
von O(mnlog(mn)), die immer noch groBer ist als die O(mn), die wir bei der
topologischen Sortierung ermittelt hatten. Dieser Nachteil konnte dadurch aus-
geglichen werden, dass entsprechend weniger Knoten untersucht werden, also der
Verbesserungsfaktor im Bereich O(log(mn) liegt. Zumindest diese Grofilenordnung
haben wir in unseren Versuchen auch erreicht, problematisch ist blof}, dass sich mit
groflerer Sequenzléinge keine Verbesserung eingestellt hat. Dies wére aber notig, um
den Nachteil der Minimum-Suche stets ausgleichen zu kénnen.

Wir haben also durchaus noch Hoffnung, dass man mit dem von uns eingeschlage-
nen Weg das Finden des paarweisen Sequenz-Alignment verbessern kann, haben es
allerdings noch nicht geschafft und mussten feststellen, dass das eigentlich simplere
Verfahren schon sehr gute Ergebnisse liefert und es deshalb fraglich ist, ob wirklich

noch eine Verbesserung moglich ist.
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10.1 Inhalt der CD

Auf der beigefiigten CD sind folgende Inhalte:

Bachelor.pdf Die Arbeit als pdf-Datei
Dijkstra.cpp Der Dijkstra-Algorithmus
Astar.cpp Der A*-Algorithmus
PSADijkstra.cpp Dijkstra fiir Pairwise Sequence Alignment
PSAAstar.cpp A* fiir Pairwise Sequence Alignment
Dmin.cpp Dijkstra fiir PSA mit effizienter Minimum-Suche
Amin.cpp A* fiir PSA mit effizienter Minimum-Suche
Topsort.cpp Pairwise Sequence Alignment mit topologischer Sort.

Die C++-Programme sind jeweils mit Beispielinstanzen ausgestattet, die belie-
big verdndert werden kénnen. Die Ausgabe der Alignments ist leider nicht ganz

zuverléssig, die kiirzesten Wege stimmen aber.
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